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RESUMO

Um método para o computo da energia potencial interparticulas em modelos ele-
tromagnéticos com mixing, que se apoia fortemente na integral de caminho de Feynman,
é construido. A prescricao resultante é entao utilizada na obtencao do potencial para
o modelo de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond e para uma extensao do modelo padrao na
qual a eletrodinamica U(1)qep ¢ acoplada a um setor escondido U(1)y.

Palavras-chave: modelos eletromagnéticos com mixing; eletrodinamica de Cremmer-
Scherk-Kalb-Ramond; paraféton.



ABSTRACT

A method for computing the interparticle potential energy related to electromag-
netic models with a mixing, which greatly relies on Feynman path integral, is built up.
The resulting prescription is then utilized for obtaining the potential for Cremmer-Scherk-
Kalb-Ramond model and for an extension of the standard model in which the massless
electrodynamics U(1)qep is coupled to a hidden sector U(1)y.



SUMARIO

| INTRODUCGAO |. . . . ... . 7
1 ENERGIA POTENCIAL INTERPARTICULAS| . . . . ... ... 10
(1.1 Energia potencial interparticulas e Myg| . . . . . . . ... .00 10
(1.2  Fletrodinamica de Maxwelll . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 11
(1.2.1 Calculo do propagador de Maxwell |. . . ... ... ... ... ... ... .. 12
[1.2.2 Calculo da energia potencial interparticulas| . . . . .. ... ... ... .. 14
(L3 Fletrodinamica de Procal . . .. ... ... ... ............ 16
(1.3.1 Calculo do propagador de Procal . . . . .. .. ... ... ... ..... 16
(1.3.2 Calculo da energia potencial interparticulas| . . . . .. .. ... ... ... 17
1.4  Eletrodinamica de Kalb-Ramond . ... ... ... ... ... ... . 18
(1.4.1 Calculo do propagador de Kalb-Ramond | . . . . .. ... ... ... ... 19
1.4.2 Calculo da energia potencial interparticulas| . . . .. ... ... ... ... 21

2.1 Energia potencial interparticulas e Myg em modelos com termo |
| de mixing| . . . . . . . .. 23

1 1 - - -Ramond| . . ... .. .. 25
[2.2.1 Calculo do propagador de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond| . . . . . . . .. 25
[2.2.2 Energia potencial interparticulas no modelo CSKR} . . .. ... .. .. .. 28
23  FEletrodinamica de Maxwell-Parafoton |. . . . . . ... ... ... .. 30
[2.3.1 Calculo do propagador de Maxwell-Paratoton |. . . . .. ... .. ... .. 30
2.3.2 Energia potencial interparticulas no modelo Maxwell-Parafoton| . . . . . . 33
3 PRESCRICAO PARA O CALCULO DA ENERGIA POTEN- |
[ CIALINTERPARTICULAS EM MODELOS ELETRODINAMICOS |
P 35
[3.1 Modelos compostos por um campo| . . . . . . ... .. ... ... .. 35
[3.2 Modelos com termo de mixing| . . . . . . . .. ... ... ... ... . 36
3.2.1 Algebra entre os projetores e o operador de mixing . . . . . . . .. .. .. 37
13.2.2 Calculo do propagador| . . . . .. ... ... ... 39
3.2.3 Prescricao para a energia potencial interparticulasf . . . .. ... ... .. 41
4 CONCLUSAOI. . ... ... ... 13




Introducao

De tempos em tempos, novos modelos eletromagnéticos surgem na literatura. As
razoes para estudar esses sistemas sao muitas e de diferentes espécies: (i) controlar as
divergéncias ultravioleta que geralmente estao presentes em modelos eletromagnéticos
[1-23]; (ii) obter um sistema onde uma carga pontual tenha uma autoenergia finita (a ele-
trodinamica de Born e Infeld é um exemplo tipico [24-37]); (iii) encontrar um sistema que,
além de possuir uma carga pontual com autoenergia finita, exiba também birrefringéncia
(a eletrodinamica logaritmica é um exemplo deste fato [38]); (iv) analisar modelos com
violacao de Lorentz [39-50]; e assim por diante.

No entanto, como é bem conhecido, esses modelos eletromagnéticos devem em geral
reproduzir a energia potencial coulombiana no limite nao relativistico mais uma corregao a
esta energia. Consequentemente, ¢ de importancia fundamental se ter um método simples
para encontrar este potencial de modo que seu comportamento em baixas energias possa
ser analisado pronta e eficientemente.

Existem, evidentemente, muitos métodos poderosos na literatura para a obtencao
desse potencial no limite nao relativistico. Infelizmente, todos esses métodos exigem
calculos algébricos excessivos e, como consequéncia, Sa0 processos que consomem muito
tempo.

Por outro lado, foi construida recentemente uma prescricao bastante simples para o
computo da energia potencial interparticulas para modelos eletromagnéticos D-dimensio-
nais que se baseia fortemente na integral de trajetéria de Feynman [54-56]. No caso de uma
‘corrente’ J#(x) dada por J¥(x) = Ji'(x) + J¥(z), onde J!'(z) = Q:0P (x — &), i = 1,2;
ou seja, em que J#(x) é a soma de duas fontes que sao espigoes independentes do tempo
e infinitamente pontudos localizados em a; e as, a energia potencial D-dimensional pode

ser computada através da expressao [51]

Q1Q2

Ep(r) = (2m) D1

/ dP ke TPy (k), (0.1)
na qual P, (k) é o ‘propagador’ no espago dos momentos obtido neglicenciando-se todos
os termos do propagador usual de Feynman no espago dos momentos que sejam ortogonais
as correntes externas conservadas, P, (k) = P, (k)|wo e r = az — ay.

A fisica desse modelo é bastante simples. A fonte existente na regiao 1 (vide Fig.
1) envia uma ‘perturbagao do campo’ que é mais tarde absorvida pelo sorvedouro situado
na regiao 2. Considerando um valor arbitrario de k, podemos dizer, apelando para o
jargao usual da teoria quantica de campos, que uma ‘particula virtual’ de momento k
propaga-se da fonte para o sorvedouro.

No caso de duas massas localizadas M; e M,, pode-se mostrar, por outro lado, que



a energia potencial gravitacional D-dimensional obedece a equacao [59]

M, M. — ik-r
ED(T) = KVD(Qﬂ-l)—D—Ql /dD 1k€ k 7)0070()(1{), (02)
com
D-2 o
RKp = GD T (03)

D -3 p(ﬂ)’

em que Kp é a constante de Einstein em D dimensoes para D > 3, sendo Gp a constante
de Newton em D dimensoes e ' a fungao gama. A constante de Einstein em D = 3, por
sua vez, ao contrario da crenca popular, nao pode ser relacionada a (G3, uma vez que a

relatividade geral em D = 3, que ¢ trivial, nao possui limite newtoniano.

Figura 1 - Duas fontes localizadas nas regioes 1 e 2.

E possivel também demonstrar que no caso de duas cargas escalares localizadas oy
e 09, 0 potencial D-dimensional pode ser calculado via a expressao [60]
0102 D—11, ik-r
Ep(r) = W/d ke TP (k). (0.4)
No entanto, existem modelos eletromagnéticos, como o de Kalb-Ramond, por
exemplo, onde a fonte e o sorvedouro nao sao cargas. E mais, sistemas com campos
eletromagnéticos com um termo de mixing tém sido explorados com relativa frequéncia
na literatura fisica. Nessas situacoes, a prescri¢ao, a qual nos referimos anteriormente,
nao pode ser aplicada. Isto nos levou a elaboragao deste trabalho, onde construimos um
método para a obtencao da energia potencial interparticulas de modelos como os acima
citados. Como os sistemas que analisaremos sao quadridimensionais, a nossa prescrigao
sera construida no espago-tempo usual.
No Capitulo 1, utilizando a nossa experiéncia no trato com os modelos onde a
fonte e o sorvedouro sao cargas localizadas, elaboramos uma prescrigao para o célculo

do potencial de Kalb-Ramond. Antes de calcular esse potencial, aplicamos o método,



como um teste preliminar, no calculo dos potenciais associados as eletrodinamicas de
Maxwell e de Proca. Chamamos atencao para o fato que os citados potenciais podem
ser calculados muito mais facilmente via a prescrigdo (1); na verdade, queriamos testar a
‘nova’ prescricao em modelos simples antes de nos aventurarmos em ‘aguas mais agitadas’.

O Capitulo 2 é devotado ao calculo da energia potencial interparticulas em modelos
formados por dois campos eletromagnéticos mais um termo de mixing [61]. Em particular,
abordamos os modelos de Cremmer-Scherk- Kalb-Ramond [53] e o do paraféton [63].

No Capitulo 3 é exibida a prescricao geral para o calculo da energia potencial
interparticulas em sistemas com dois campos eletromagnéticos acoplados por um termo
de mixing [62].

Terminamos esse trabalho, apresentado alguns comentarios sobre os resultados

encontrados, assim como possiveis continuagoes dessas investigagoes.
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1 ENERGIA POTENCIAL INTERPARTICULAS

Neste capitulo expomos o método que concebemos para calcular a energia potencial
interparticulas. Tendo como objetivo mostrar a eficicia do mesmo, vamos aplica-lo na

obtencao da energia interparticulas relativa as teorias de Maxwell, Proca e Kalb-Ramond.

1.1 Enmergia potencial interparticulas e Mygr

A prescricao que vamos construir para calcular a energia potencial, devida a pre-
sencga de uma corrente externa conservada, apoia-se fortemente na conhecida relagao entre
o funcional gerador dos diagramas de Feynman conexos, W (J), e o funcional gerador,
Z(J), de uma teoria eletromagnética cuja interagao é transmitida por bdsons descarrega-
dos [54-56],

Z(J) _ 6iW(J) _ <O’6—z‘HT|O> _ e—z‘ET7

em que
1
W) = [ [ dedys @D e - 9 1).

Aqui, D,y (z — y) é o propagador e os parénteses nos indices representam a estrutura
de indices da teoria (por exemplo, no caso da eletrodinamica de Maxwell () = p, ja na
eletrodinamica de Kalb-Ramond teremos (p) = puv, com p e v antissimétricos), enquanto
que J#(z) é a corrente externa conservada. Agora, tendo em conta que

D = [ AR remp
W (T —y) = 2m)i° W) (k)

e considerando uma configuracdo de corrente independente do tempo, J®(x), podemos

escrever
T sy [ AR o0y ety g »)
W(J) = _E d Xd Y (27T)35(k )6 J (X)D(u)(,,)(k?)J (y),

em que o intervalo de tempo T é produzido pelo fator [ dz®. Simples manipulacoes
algébricas, por outro lado, permitem escrever essa equagao como se segue
d*k

W(J) = —T/WDw)(u)(k)A(“)(”)(k),
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de maneira que, AW®) (k) ¢ definido como

‘ (1) )
A(“)(”)(k) E//d?’xd:syeZk'(yx)J (X)QJ (Y) (1.1)

A vantagem em escrever a expressao de W (J) dessa maneira, é que a separamos num
objeto dependente apenas da estrutura da teoria em questao, o propagador D, (k); e
outro que depende apenas da forma da corrente conservada, A ®)(k), que nos referiremos
a partir de agora por “delta da corrente”. A expressao da energia potencial assume entao

a seguinte forma
E = /dg—kD (K)AW®) (k) . (1.2)

(2ﬂ_>3 (1) (v)

Ao casarmos, no entanto, a mecanica quantica com o limite nao-relativistico da

teoria quantica de campos, concluimos que [57,58],

E = | —Mygre*™, 1.3
[ Gt )
sendo r = y — x e Mygr o limite nao-relativistico da amplitude de Feynman. Conse-

quentemente, utilizando (1.2) e (1.3), obtemos uma expressao para o calculo de Myg,

MNR = e_ik'rD(M)(,/) (k)A(#)(V) (k) . (14)

No estudo dos modelos a seguir, seremos metddicos. Primeiramente, obteremos a am-
plitude de Feynman no limite nao-relativistico através da equagao (1.4), e em seguida,

utilizando a expressao (1.3), calcularemos a energia potencial interparticulas.

1.2 Eletrodinamica de Maxwell

Comecamos analisando a eletrodinamica de Maxwell, uma vez que é a teoria de
gauge mais simples e faz parte do atual modelo padrao da fisica de particulas. Alguns de-
senvolvimentos apresentados nesta secao servirao também para o estudo da eletrodinamica
de Proca na secao seguinte, e delinearao a forma como abordaremos os modelos que serao
estudados nesta dissertacao. Trabalharemos sempre no sistema de unidades naturais
h = ¢ = 1 e no sistema eletromagnético de unidades de Lorentz-Heaviside. Isto posto,

escrevemos a lagrangeana de Maxwell na presenca de uma corrente externa conservada,

1
*CMaxwell = _ZFMVFNV - JVAZ/v (15)
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em que F'*(z) é o tensor de intensidade de campo. Ele é antissimétrico e definido por
FH(x) = oA"Y (x) — 0" A¥(x) .
A eletrodinamica de Maxwell é invariante perante a transformacao de gauge
A, — A+ 0ua(x), (1.6)

sendo a(z) uma fungdo escalar arbitraria. A presenga de uma corrente mantém a in-
variancia de gauge devido ao fato da corrente satisfazer a relagao, d,J" = 0, ou seja, ser
conservada.

O tensor dual de F'* é definido por

2

Assim, pelas equagoes de movimento da lagrangeana (1.5) e pela propriedade do tensor

dual, as equagoes covariantes da eletrodinamica de Maxwell sao escritas como
) 5
a Al Jz/’

O F" = 0.

Elas descrevem um sistema dinamico com dois graus de liberdade. Logo, o campo bosonico
AH, responsavel por transmitir a interagao eletromagnética de Maxwell, possui apenas dois

graus de liberdade fisicos (on shell).

1.2.1  Calculo do propagador de Maxwell

Para calcular a energia potencial interparticulas na eletrodinamica de Maxwell,
devemos primeiramente obter o propagador dessa teoria. Tratando-se de uma teoria de
gauge, precisamos adicionar um termo fixador de gauge a lagrangeana. No gauge de
Lorentz, esse termo assume a forma

Lig = — (0, A")(9,4").

1
2\
Podemos entao escrever a lagrangeana de Maxwell no gauge de Lorentz da seguinte forma,

1—A
A

1
*CMaxweH—i—fg = §AM 77MV|:| + oro” AV — A,,JV ,
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e com isso identificamos o operador de onda da teoria no espaco dos momentos como

sendo,

1—A
A

Definiremos agora os operadores de projecao uteis no calculo do propagador de

O™ (k) =~k

khkY (1.7)

uma teoria formada por campos de rank-1, como é o caso do campo A*. Nessas teorias,
o operador de onda no espago dos momentos pertence ao grupo dos operadores de rank-2
simétricos. Os operadores 6" e w*” formam um conjunto completo de operadores de
projecao de rank-2 e sao definidos por

kFEY kFEY

Wt = e =pt — —. (1.8)

k2 k2

Chamamos w"” de operador longitudinal, visto que ao aplicarmos em um quadrivetor
qualquer, ele fornece a componente desse vetor paralela a direcao de k, ou seja, paralela
a direcao de propagacao da particula que transmite a interagao. Por outro lado, 6* é
denominado operador transversal, ja que quando aplicado em um quadrivetor qualquer,
ele nos da a componente desse vetor ortogonal a direcao de k*. Segue diretamente dessa

definicao que contraindo os operadores de projecao com k* obtemos
wk, =k" e 0"k, =0.
Sendo projetores, eles sao idempotentes e ortogonais, de modo que
0,a0%, = 0,

[© 2
WyaW?, = Wy
Opaw®, = 0.

Essas relacoes sao representadas na tabela abaixo.

0
w

A O ol
g€ olg

Tabela 1 - Tabela multiplicativa dos operadores de projecao 6 e w.

Por fim, uma propriedade basica de operadores de projecao é que a identidade, I*, do

grupo é dada pela soma dos operadores de projecao,

I = M 4 g = g
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de modo que I* 6% = 0" e [* w* = wh”, como ¢ facil observar.
Visto que 6*” e w*” formam um conjunto completo de operadores de projecao,

podemos escrever o operador de onda no espaco dos momentos em termos deles, obtendo

2
O (k) = — k20" — %w. (1.9)

Escrever o operador de onda dessa maneira facilita o calculo do propagador definido por

D (k) = (O~1)" (k). Escrevendo o operador O e seu inverso O~! genericamente como
O* = Aw" + BOM

(O = Cwh + DO™

e lembrando que O* (O~1)* = ["_ encontramos que C' = 1/A e D = 1/B. Portanto,

segue-se que o propagador de Maxwell é dado por

v 1 v )\ v
D'u (k?) = —EQ“ — ﬁw“ s
€ Consequentemente,
v 1 v 1—A v

Devido ao propagador aparecer no calculo da energia potencial contraido com as
correntes conservadas, os termos do propagador que contém k* ou k¥ nao contribuirao.
Isso ocorre em virtude da conservacao da corrente no espaco dos momentos ser expressa
por k,J* = 0, que implica k* e J" serem ortogonais. Assim, definimos P*” como o
“propagador”no qual foram excluidos os termos ortogonais a corrente. Na eletrodinamica

de Maxwell, isso resulta em

Pl (k) = Pa(k)I™ (L.11)
com 1
Pulk) = - (1.12)

Pela definicao de P*, ele sera sempre expresso por uma funcao de k vezes a identidade

associada aos projetores usados, por isso escrevemos a eq.(1.11) dessa maneira.

1.2.2  Calculo da energia potencial interparticulas

Para calcular a energia potencial interparticulas, propomos uma configuragao de
corrente independente do tempo que represente duas particulas carregadas de cargas ¢,

e ¢o, localizadas nos pontos a; e ay respectivamente. Tal configuragao esta representada
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na figura 2. Assim, temos que

JH(x) = 770“[6115(3)(X —ap) + Q25(3) (x —ay)]. (1.13)

q1

Ay — a1
a
q2

ag

Figura 2 - Duas particulas de cargas ¢; e ¢o localizadas nos pontos a; e as.

Estamos interessados na energia de interacao entre as duas particulas, de modo
que, ao fazermos o produto das correntes, consideramos apenas os termos de interacao

entre as cargas q; e ¢z, 0 que leva a
[J#(%) T (3)int. = 2q1g2n™ 0™ 6P (x — a1)6®) (y — ay) .

Com isso, obtemos o delta das correntes para a corrente proposta em (1.13),

Aw(k) = Q1Q2//d3Xd3y77 UOV@Zk )5(3)()(—31)5(3)(}’—32)
= qqn’ no”e’kr, (1.14)

em que definimos r = a; — a;.
O produto do propagador com o delta das correntes resulta em
D, (K)AM (k) = Py(k) AP (k) = D82 giler (1.15)
uv — M m - k2 . .

Consequentemente, temos que a amplitude de Feynman no limite nao-relativistico, se-

gundo a eletrodinamica de Maxwell, ¢ igual a

q192

MNR:F7

(1.16)

e consequentemente a energia potencial interparticulas assume a forma

dSk eik~r Q1Q21
E(r) ZQ1Q2/ () K2 = ar (1.17)
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sendo r = |r| a distancia entre as duas particulas. Chegamos, portanto, a energia potencial

de Coulomb, o que mostra a eficiéncia do método.

1.3 Eletrodinamica de Proca

A eletrodinamica de Proca, na presenca de uma corrente conservada, é descrita
pela lagrangeana
1 1
Lproca = =7 F" Fu + §m2A“Aﬂ —J'A, . (1.18)
Essa eletrodinamica é uma versao modificada da eletrodinamica de Maxwell. Ela é obtida
inserindo um termo de massa na lagrangeana de Maxwell. As equacoes de movimento

resultantes sao
0 F" +mPAY = J". (1.19)

Tomando a divergéncia da equagao (1.19) encontramos
2 v o__
m-9,A” =0,

e como, por hipétese, m? # 0, temos que 9,A” = 0. Dessa forma, na eletrodinamica de
Proca, a condicao de Lorentz é sempre valida. A condicao de Lorentz implica apenas trés
graus de liberdade para A", o que caracteriza um campo de spin 1 massivo (on shell).

Substituindo-a na equagao (1.19), obtemos
(O+m?*)A” = J",

mostrando que na eletrodinamica de Proca, as particulas bosénicas que transmitem a

interacao apresentam massa m.

1.3.1  Calculo do propagador de Proca

O célculo do propagador da eletrodinamica de Proca é uma tarefa facil, visto que
o procedimento é idéntico ao realizado no calculo do propagador de Maxwell. Primeira-

mente, escrevemos a lagrangeana de Proca na forma abaixo,
1
Lproca = §Au |:(|:| + m2)77;w - @uar/} A, —AJY s (120)

de modo que identificamos diretamente o operador de onda no espago dos momentos da

teoria como sendo
o (k) = —(k;2 — mz)n“” + kMEY .
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Para obtermos o propagador fazemos uso novamente dos operadores de projecao 0" e

wh. Escrevendo o operador de onda em termos deles, obtemos
O (k) = —(k* — m*»)0" — m*wh” .
Feito isso, o propagador D*’(k) é facilmente obtido invertendo as componentes dos ope-

radores de projecao, resultando em

1 1
v — 112 pv
D" (k) gy m29 W
Fazendo k° = 0 e desprezando os termos ortogonais as correntes conservadas, chegamos

a expressao de Pp’(k) na eletrodinamica de Proca,

PL (k) = Pp(k) ™, (1.21)
com 1
Pr(k) = 15 (1.22)

1.3.2  Calculo da energia potencial interparticulas

Encontramos uma expressao diferente para P*¥(k), visto que ele depende da forma
da lagrangeana da teoria. Porém, A*’ (k) é igual ao encontrado na teoria de Maxwell, uma
vez que ainda estamos calculando a energia de interacao entre duas particulas carregadas

descritas pela corrente (1.13). Assim, o produto do propagador com o delta das correntes

fica

D, (K) A" () = Py (k) A" (k) = — D82 _gikr (1.23)

pv — M m - K2 T m2 . .
Portanto, a amplitude de Feynman no limite nao-relativistico na eletrodinamica de Proca
é dada por
4142
Mg = 55—, 1.24
e a energia potencial interparticulas assume a forma
d3k 6ik-r G1G2 e~ mr
(r) QIQ2/ 23 k2+m?  Ax o (1.25)

que ¢ a forma bem conhecida da energia potencial de Yukawa em que a particula que

transmite a interacao é massiva.
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1.4 Eletrodinamica de Kalb-Ramond

Trataremos agora de uma teoria de gauge conhecida como eletrodinamica de Kalb-
Ramond, cuja intera¢do é transmitida por um campo de rank-2 antissimétrico, B*"(x).
A lagrangeana dessa teoria, na presenca de uma corrente externa conservada, é dada por
[52]

1
Lxr = EGWaGuva + By J" (1.26)

sendo G o tensor intensidade de campo, definido como
G = 9'B"™ 4+ 0" B + 0*B" .

Segundo essa defini¢ao, esse tensor é completamente antissimétrico. Ele é andlogo a F*
na eletrodinamica de Maxwell. A teoria de Kalb-Ramond é também invariante sob a

transformacao de gauge
B, — B, + 0,A,(x) — 0,A,(x), (1.27)

sendo A, (z) um quadrivetor arbitrario. A corrente J"*(x) é um tensor de rank-2 antis-
simétrico que satisfaz a condigao de conservacao d,J*” = 0, mantendo assim a invariancia
de gauge da lagrangeana (1.26).

Devido a sua antissimetria, as componentes nao nulas de B* sao B e BY. Pode-
mos, dessa maneira, associar a esse campo dois potenciais vetoriais, os quais denotaremos
por X(z) e Y(z), cujas componentes sao definidas por B? = X? e BY = %Y, Em
virtude também da antissimetria de G**®, suas componentes nao nulas sao da forma G
e GUk. Assim, associamos ao tensor intensidade de campo, os campos escalar B(x) e
vetorial £(z) definidos por G* = %9FB ¢ G% = —"F&; . Eles sao andlogos ao campo
elétrico E(x) e magnético B(z) da eletrodinamica de Maxwell. No apéndice A, fazemos
uma exposicao comparativa da estrutura das eletrodinamicas de Maxwell e Kalb-Ramond.

O dual do tensor intensidade de campo, na eletrodinamica de Kalb-Ramond, é um

tensor de rank-1, definido como

~ 1
G = "G

Partindo das equagoes de movimento da lagrangeana (1.26) e apelando para a propriedade
do tensor dual, chegamos as equagoes que descrevem a eletrodinamica de Kalb-Ramond
no formalismo covariante,

aNG;woa — Jl/oz7

9,G" = 0.
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Temos portanto um sistema dinamico com apenas um grau de liberdade. Logo, o campo
bosénico B*, que transmite a interacao na teoria de Kalb-Ramond, possui apenas um

grau de liberdade fisico (on shell).

1.4.1  Calculo do propagador de Kalb-Ramond

Vamos agora calcular o propagador da eletrodinamica de Kalb-Ramond. Em pri-

meiro lugar, adicionamos a lagrangeana desse modelo o termo fixador de gauge

1
Lz = %@LBW%B&V ,

o que permite escrever lagrangeana de Kalb-Ramond, nesse gauge, como se segue

1
'CKR-i-fg = iBuVO'uMa/BBOCﬁ + BM,,JW/ .

O operador de onda ¢ constituido de uma parte relativa a lagrangeana (1.26) e outra

uv,af

relativa ao termo fixador de gauge, O#% = OWeF 4 Oy,

, as quais sao dadas por

U 1
O = =S (™ = i) = (P00 — P oD — o),

2
1
oLl = —@(nyﬁaﬂaa — " + 00 — P o).

Os componentes do operador de onda foram escritos desse modo a fim de manter a simetria

dos indices. Escrevendo-os no espago dos momentos, obtemos

2 1
O (k) = T (0™ —non™) + SRR — KoK o kR — RO (1.28)

vV, 1 1% (073 ra o1,V Vi
Oy (k) = E(U PREE — n kPP + ok kP — P kv k) . (1.29)

Seguindo a mesma linha utilizada no calculo do propagador de Maxwell, defini-
remos os operadores de projecao a serem usados no calculo do propagador da teoria de
Kalb-Ramond, formada por campo antissimétrico de rank-2. O operador de onda no
espaco dos momentos, nesse caso, ¢ um operador de rank-4 antissimétrico nos dois pri-
meiros e dois ultimos indices, e simétrico na troca dos dois primeiros com os dois ultimos.
De maneira similar a §** e w", faremos uso dos operadores (P,)**# e (P,)"*# que sdo

os operadores de projecao transversal e longitudinal respectivamente, definidos por

(P8 = %(guagw — grPgre) (1.30)
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1
(Pe),uu,ozﬁ — 5(6““&]”5 + QVﬁwlw‘ _ Qﬂﬁwl’a — Q”O‘w”‘ﬁ) . (131)

Eles sao obviamente idempotentes e ortogonais, como mostrado a seguir

(Pb)”'/’gp(Pb) af _ (pb)uv,cw?

ap,

(R0 (P)y, ™ = (5,

ap,

(PP (By) ,, " = 0.

ap,

Essas relacoes estao representadas na tabela 2.

Tabela 2 - Tabela multiplicativa dos operadores de projecao P, e P,.

Usando a propriedade de que o operador identidade ¢é igual a soma dos operadores de

projecao, temos que a identidade I**% nesse grupo, é
pv,af v,a3 1 a, VB up, vo
IR = (B + P)00 = S ("™ = "),

que implica [*7°(B,),,*" = (B,)*? e I"(P,),,* = (P.)**F. Por fim, sendo os
operadores de projecao formados por um projetor transversal e um longitudinal a direcao

de k*, quando contraidos com k*, resultam em
(Pe)’“”aﬁk;g = H“”’aﬂk:ﬁ e (Pb)””’o‘ﬁk:ﬁ = 0.

Portanto, escrevendo o operador de onda no espaco dos momentos em termos dos
operadores de projecao, obtemos
k’2
Op‘yvaﬁ(k) — kQ(Pb)u/Vvaﬁ + _(Pe)/“’@ﬁ .
20
Identicamente ao caso de Maxwell, devido a relacao O#7° (Ofl)ap’“/g = "8 o propaga-
dor é obtido facilmente invertendo as componentes de cada operador de projecao. Assim,

o propagador de Kalb-Ramond ¢é dado por

25

v, 1 Vv,
DM B:ﬁ(Pb)M’B"’_kz

(Pt
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Logo, chegamos & seguinte expressao para PL2 (k),
P’ (k) = Pir (k)17 (1.32)
em que
1
Pxr(k) = BEE (1.33)

1.4.2  Calculo da energia potencial interparticulas

Uma vez que a corrente de Kalb-Ramond deve satisfazer a equacao de conservacao

0, J* (x) = 0, ela pode ser escrita da forma mais geral como
JP(x) = P9,V (x), (1.34)

sendo V,(x) um quadrivetor genérico. Propomos uma configuragdo de corrente indepen-
dente do tempo que represente dois quadrivetores constantes Vi e VJ'| localizadas nos

pontos a; e as respectivamente, como segue
1 )
JH(x) = Ee“m@-[(%)pé(?’) (x —a;) + (V2),0®(x — ay)]. (1.35)

O que representam esses quadrivetores sera discutido na conclusao.
No céalculo do produto das correntes, como estamos interessados na energia de
interacao entre as particulas, consideraremos apenas os termos de interacao entre os qua-

drivetores V" e V', resultando em
(00T (3 . = (Vi) (Vo) e 5,500 (x — 20)0,60)(y — )

Tendo obtido a expressdao do produto entre as correntes, A5 (k) fica

Amed(k) = p2(x/2 / / dxd®y P P[P e 156) (x — 2;)5) (y — ay)
_ (A),(Ve), ),12(1/2)7&”,” O ki keje’™ (1.36)

em que foi utilizada a propriedade das fungoes delta para atuarmos com as derivadas em

eik' (y_x) .

Com isso, obtemos prontamente que o produto do propagador com o delta das
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correntes na eletrodinamica de Kalb-Ramond pode ser escrito como

(k- Vi)(k-Vy) gk

k2

Dyap(k) AP (k) = Pa(k) AP, (k) = — |Vi°V5" = Vi -V
(1.37)

Consequentemente, a amplitude de Feynman no limite nao-relativistico assume a forma

(k- Vi)(k-Vy)

Mnyr = —V10V20 +V;-Vy,— 12 , (1.38)
sendo a energia potencial interparticulas dada por
Pk Pk (k-Vi)(k-Vy) 4.
E(I‘) = (_‘/10‘/20 + Vl . V2) / W@ ler _ / (271')3 K2 € k . (139)

A primeira integral de (1.39) é nula para o caso em questao no qual r # 0. Segue-se entao

que a energia potencial é expressa por

V-V, n 3(r-Vy)(r-Vy)

B(r) = —
(r) 43 4qrpd

(1.40)

Notemos que a componente temporal dos quadrivetores nao contribui para a energia
potencial. Podemos dizer que, efetivamente, estamos tratando da interacao entre dois
vetores V; e Vjy localizados nos pontos a; e as respectivamente, conforme representado
na figura 3. Discutiremos uma possivel interpretagao para esses vetores na parte final
deste trabalho.

'\Vl

A — A
ap V2

ag

Figura 3 - Dois vetores V; e V, localizadas nos pontos a; e as.
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2 ENERGIA POTENCIAL INTERPARTICULAS
EM MODELOS COM TERMO DE MIXING

Calcularemos a energia potencial interparticulas em modelos formados por dois
campos acoplados por um termo de mixing. Primeiramente desenvolveremos o método que
construimos para tratar esses tipos de teorias. Em seguida, aplicaremos esta prescricao a
duas teorias conhecidas, o modelo de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond (CSKR) que acopla
as teorias de Maxwell e Kalb-Ramond, e o modelo Maxwell-Paraféton que acopla a teoria

de Maxwell com o setor do féton escondido.

2.1 Energia potencial interparticulas e Myr em modelos com termo de mi-

xing

Propomos um modelo genérico formado por um sistema de dois campos que in-
teragem entre si. Denotaremos os campos por A® e B de modo que os parénteses
nos indices representem a estrutura de indices do campo A e os colchetes representem a
estrutura de indices do campo B. A forma geral da lagrangeana de um modelo desse tipo
é dada por

L=La+ Lp+ ApSPIB + Ay Y + B I (2.1)

Os dois primeiros termos correspondem aos modelos livres £ 4 e Lp, o terceiro é o termo de
mixing que acopla os campos, e os dois ultimos sao os termos de interacao com correntes
externas conservadas.

Queremos escrever a lagrangeana (2.1) de uma forma mais apropriada a nosso
objetivo de calcular a energia potencial interparticulas. Assim, a colocamos numa forma

“simétrica” entre os campos A e B, isto é,

1 (W) 1 [0] (5] 1 o 1 o
L = SAWOL" Ay + 5 B0y " Big + 5 Ay S Bloy & - Blo S A, +

+ A4 T4 + By i

A indeterminacao do sinal no quarto termo decorre da possivel presenca de derivadas no
operador de mixing, S™ que caracteriza a forma do acoplamento entre os campos A*)
e B, Na auséncia de derivadas ou presenca de um nimero par de derivadas o sinal sera

positivo, caso o numero de derivadas seja impar o sinal sera negativo. A lagrangeana
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“simetrizada” pode ser expressa na forma,

1 O(M)(V) S(u)[b’} A( ) J(“)
L=-(A, Bu) ( )a a P+ (Aw Bu) |
2" (£)se o )\ By ' T

ou, equivalentemente,

1
£ = 5K ) OWHFIX ) 1)+ Xy o T (22)

em que Xl Jwhlad o QW)lali)I8] s30 definidos por

) (w)
el — [ A Cogwle = [ T
Bl g

oWw  gui )

O(H)v[a]?(’/)v[ﬁ] = ( [ (v) [a] (8]
(£)Stw™ O(B)

e Xl ¢ a transposta de Xl
Consequentemente a energia potencial pode ser calculada como se segue
Exd®y

—v) J(u)s[e] (x) O(_,ul),[a];(l/),[ﬂ] (k) Iy

sendo (O~1)ilel:)I8l(k) o propagador da teoria. A energia potencial também pode ser

colocada sob a forma
A’k N
E= / WP(;L) (o)1) (R) AW () (2.3)

em que Py a;v),5(K) ¢ o propagador no espaco dos momentos, no qual sao despre-
zados os termos ortogonais as correntes conservadas e k° = 0. O delta das correntes,
AWl )I8l(k), é entdo definido como

(1)[a] ),[8]
A(u Jal; (v //dBXdSye (y—x) J ( )J (y) ) (24)

Por fim, a expressao para a amplitude de Feynman no limite nao-relativistico nesses

modelos assume a forma

Myr = e_ik'r’P(u) [a]:(v) (k)A(“ [ali(v [m(k) . (2.5)
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2.2 Eletrodinamica de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond

A eletrodinamica de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond é uma versao modificada da
eletrodinamica de Maxwell na qual o campo A* se acopla ao campo tensorial de rank-2,

B da eletrodinamica de Kalb-Ramond. A correspondente lagrangeana é dada por [53],

1 1
Leskr = _ZLFWFW + EGWQG’“’O‘ + %e"”aﬂAu&,Bw + A, JN + BogJ?, (2.6)

cujas equagoes de movimento sao

m

aquj = ——Ey‘uaﬁa,uBaﬁ +J" = —ﬂméy +J" ) (2'73)
V2

o Gp,ozﬁ — ﬁea,@l’#ayA + JO‘B — ﬁﬁaﬂ + JO‘B . 2.7b

o = Taing, a4 o8 = 2.1b)

Observa-se que o acoplamento é feito através dos tensores duais das teorias que atuam

como uma “corrente”’na dinamica do outro campo.

2.2.1  Célculo do propagador de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond

Vamos agora calcular o propagador do modelo CSKR. Como visto na segao 2.1
devemos colocar a lagrangeana (2.6) na forma “simetrizada”, resultando em
1

1
‘CCSKR = _ZFNVFMV + éGuuaija +

1 m
—A, |—e*Po,| B,
2 “[ﬂe } ot

1
+5 Bas {—%eaﬂway] A, + A, J8+ B, J"

que também pode ser escrita como

1 oY GHAT A, JH
Leskr = 5( A# Bag ) ( _Sjgﬁu e ) < B ) +( AN Bag ) ( JoB > ’ (2'8)
KR o

sendo SH8 = \%e’w‘ﬁ”&, o operador de mixing; O%; é o operador de onda da eletro-
dinamica de Maxwell e O?‘(/B]{\U é operador de onda da eletrodinamica de Kalb-Ramond.

O campo X*# ¢ a corrente J#*? no modelo CSKR, por sua vez tém a forma

AH JH
/L,Oéﬁ — ,LL,CYB —
X _<Baﬁ> e J _<Jaﬁ>.
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afiv, o

O operador de onda generalizado, O , que identificamos na lagrangeana (2.8), es-

crito no espago dos momentos é dado por

v Juo
O#,aﬁ;l/,)\o(k) OK/A[ (k) iu)\
=5 O R)
1% k2 174 Zm g
A — e

-~ A V2o . (29)

' k
ﬂeaﬁu'yk’y kQ(Pb)a,B,)\U + _(Pe)aﬁ,)\a

-7 2

Colocamos um chapéu em S para designar o operador de mixing no espaco dos momentos.

As relacoes dos projetores 01, W, (Py)**8 e (P,)**# com o operador de mixing
no espaco dos momentos, S**?, as quais serdo necessérias no calculo do propagador, sdo

mostradas abaixo.

° Algebra entre SHPGR ¢ W

SHABS 5, = m2k20" (2.10a)
S G0s = S 4, (2.10D)
SH s = 0. (2.10c)

e Algebra entre Sro8 (B,)mof o (P, )8

S Shas = MK (P 5, (2.11a)
SM(Py)uvas = s, (2.11D)
SM(P) e = 0. (2.11c)

O célculo do propagador implica em inverter a matriz do operador de onda (2.9).

Com essa finalidade, escrevemos o operador de onda e sua inversa genericamente por,

A X A X
O = e O'= )
Y B Y B

Agora, fazemos uso da relagao,

A X A X 10
00_1:]1 = — )
CSKR (Y B)(Y IB%) (o ]1)

em que [ e I sao as identidades correspondentes aos projetores 6 e w e aos projetores P,

e P, respectivamente. Resolvendo o sistema resultante, encontramos as expressoes dos
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operadores A, B, X e Y em termos de A, B, X e Y.

AA+ XY =1 A=(A— XB 1Y)}
AX+XB=0 _ | B=(B-YAX)"!
YA+ BY =0 X=-AX(B-YA'X)' = —A"'XB
YX+ BB =1 Y=-BlY(A- XB'Y)l = —B YA

Fazendo os calculos explicitamente, utilizando as algebras (2.10) e (2.11), obtemos

AP = [ A = X (BT )apanY T = [O8 (k) + 8 (O )asan ()]

1 v A v
=
BeSA (B8 YOR(AT), X — [OR(R) + S°H(O5 ) (1)
1 28
_ af,\o afB, o
- k2—m2(pb) +E<P€) ’
Xﬂ)\d _ _(Afl)quyaﬁBaﬁ,)\a _ _(O]T/[l),uu(k)gyaﬁBa,B,)\o
1 N
- QWA
k?(kQ _ m?) S )
YO = (B = (O (R) (~Sans) AP
1 N
- - affv
k?(kQ _ m2) S :

Logo, o propagador do modelo de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond, (O~1)#*%¥47 ¢ dado

por,
1 A 1 A
_ 6/“’ PR 174 S,u)\o
(Ofl)u,aﬁ;u,)\a(k) _ k2 — m21 k2w kZ(kQ — m2) 25
- Gapy pesre | 2 aB,\o
k.2<k2 _ mQ)S ]{I2 _ m2( b) + ]{32 (Pe)

Podemos ver assim que, como no caso do operador de onda, os termos fora da diagonal
principal do propagador, (O~1)#»@f#A7 (k) diferem apenas pelo sinal. Isso decorre do
fato das dlgebras (2.10) e (2.11) apresentarem a mesma estrutura como serd mostrado no
capitulo seguinte. Por fim, nao considerando os termos que sao ortogonais as correntes

conservadas pelo fato deles quando contraidos com as mencionadas correntes levarem a
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um resultado nulo, e fazendo £ = 0, chegamos a
'pu,aﬁ;u,ka(k) A( 2 PS(k)gu)\U(k)
—Ps(k)5 (k) Pp(k)I*HA
1 1 A
™ Ao k
k2 + m?2 Kk2(k>2 —|—1m2)5 (k)
= 1 )
- Qapv k _—]Iaﬁ,)\a
k2(k2 + m2) S ( ) (k2 + m2)

(2.12)

2.2.2  Energia potencial interparticulas no modelo CSKR

Vamos determinar a energia potencial interparticulas utilizando as correntes inde-

pendentes do tempo abaixo,

JH(x) = n%[q6® (x — ar) + g26%) (x — a)]

(%) = %M@[m)pa@ (x— a1) + (V2), 09 (x — a2)] .

Fazendo o produto do propagador com o delta das correntes obtemos

Pt () AROF7 () — / / dxdye™ 0[P ()T ()], (y) +
+JH(%)(Ps) e (K) I (y) + Pp(k) J* (%) Jus(¥)
T (%) (Ps) s ()77 () (2.13)

O segundo e quarto termos se cancelam, assim podemos escrever

Prasie (AT (k) = Pa(k)(An)", (k) + Po(k)(Axr)™ (k) (2.14)
(e + (VPR + V- VoK — (k- Vi) (k- Vy) pikr
B k2 +m? ’

em que Ay e Agpr sdo os mesmo obtidos anteriormente (veja as equagdes (1.14) e (1.36)).

A amplitude de Feynman no limite nao-relativistico no modelo CSKR é entao dada por

q1q92 + (_Vlovzo + Vi Vyk? — (k- Vy)(k-Vy)

(2.15)
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No entanto, para encontrarmos a forma da energia potencial interparticulas devemos

resolver as integrais

E(r) = qe / %meik'r + (V1" + V- Vy) / %ﬁznﬂeik'r
3
Chegamos entao a seguinte expressao para a energia potencial
E(r) = {qlrﬂ + (-1 + V- V2)m72 - V17;2V2 (m + %) +
+ (T—; + i—T + %) (r-Vi)(r- Vg)} e;:r : (2.17)

E interessante observar da equacao acima que V e V0, apesar de nio contribuirem para
a energia potencial da eletrodinamica de Kalb-Ramond, no caso do modelo de CSKR, ao
qual adicionamos um acoplamento com o setor de Maxwell, eles contribuem para a energia
potencial entre as particulas. Obviamente, fazendo m igual a zero em (2.17), obtemos a
soma dos resultados obtidos nas eletrodinamicas de Maxwell e Kalb-Ramond.

Supondo agora, que o campo de Kalb-Ramond nao interaja com o setor fermionico,
ou seja, invés de consideramos a corrente (1.35), propomos J* = 0. Os resultados desse
caso sdo facilmente obtidos fazendo VI = VJ* = 0 em (2.15) e (2.17). A amplitude de

Feynman no limite nao-relativistico pode entao ser escrita como

4192
S 2.18
Mnr K+ m?’ ( )

sendo a energia interparticulas dada por

Q12 e ™"
E(r)=-—"= . 2.19
(r) =L (219)
Essa é a mesma expressao que encontramos na eletrodinamica de Proca. Além disso, a
equacao (2.7b) torna-se
m
0,GHoP = — Py A,
© \/5 w
que implica
~ m

G =
V2

Portanto, assim como em Proca, o gauge de Lorentz ¢ fixado automaticamente. Substi-

A = 9,A"=0. (2.20)

tuindo (2.20) em (2.7a) chegamos a

(O+m?)A* =0,
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o que mostra uma equivaléncia entre a eletrodinamica de Proca e a eletrodinamica de

CSKR quando supomos que o apenas o campo A* interage com a matéria.

2.3 Eletrodinamica de Maxwell-Paraféton

Este modelo é uma estensao do Modelo Padrao na qual a eletrodinamica de
Maxwell U(1)qrp estd acoplada ao campo do paraféton, B*. O setor escondido carrega

a mesma simetria U(1) do campo de Maxwell. Esse modelo ¢é descrito pela lagrangeana
[63]

1 1 1
Lup = =3 Fu P = {Hu B + S BB, = SFYH,, = AT = BTl (221)

na qual H* é o tensor intensidade de campo relativo ao campo B*,
H" =0o'BY — 0"B".
Calculando as equagdes de movimento da lagrangeana (2.21), obtemos

0, F" + x(On —0"0")B, = JY4, (2.22a)

O H"™ +m2BY + x (O — 0"0")A, = J5 . (2.22b)

Tomando a divergéncia em (2.22b) obtemos que 0, B” é identicamente nula. Levando esse

resultado em (2.22) as equagoes de movimento ficam

8, F" + yOB” = JY, (2.23a)

(O+ m?)B” + x(On™ — 0"9")A, = T}, . (2.23b)

2.3.1  Célculo do propagador de Maxwell-Parafoton

Realizaremos o mesmo procedimento usado no modelo de Cremmer-Scherk-Kalb-
Ramond. Comecamos escrevendo a lagrangeana de Maxwell-Paraféton na forma “sime-

trizada”,

1 1 1 1
Lyp = 1 T — 1 wH" 4 §mZB“Bu + §Au[x(D77“" — o"0")|B, +
1
5 B (On" = 00 Ay + Al + BT
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Podemos entao reescrevé-la como

1 on gnb A Jh
Lyp ==( A, B, M "1+ (A4, B, A0 2.24
wtion (B ) (#)en m (%),

em que S*° = x(On*? — 9#9°), O é o operador de onda da eletrodinamica de Maxwell

e O?‘,’B é operador de onda da eletrodinamica do Paraféton. O campo X** e a corrente

X = A e JH*= Jg .
B« J5

O operador de onda generalizado O**"# oriundo da lagrangeana (2.24) e escrito no

JH* sao dados por

espaco dos momentos, tem a forma

. O (k) S8
7aﬂl/76 —_— M
o = ( s oY (k>>

k‘2
_12puv Y v — 2puB
_ k=0 W xk=0 ’ (2.25)
_Xk29cw (mQ _ k,2)9a6 + m2waﬁ
sendo SHP = —y (k2P — krEP) = —xk20"°. Expomos agora as relacoes dos projetores

0" e w" com o operador de mixing S*¥, as quais usaremos no célculo do propagador do

modelo de Maxwell-Paraféton.

° Algebra entre SH, 0" e whv:

SIS\, = k" (2.26a)
SHA,, = SH (2.26D)
SFwy, = 0. (2.26¢)

Vemos entao, que diferentemente do caso anterior, nesse modelo temos apenas uma algebra
de operadores, uma vez que ambos os campos sao do mesmo tipo (rank-1).

Para calcular o propagador, escrevemos o operador de onda e sua inversa generi-

o_ (A X e oA %)
Y B Y B

e fazemos uso da relagao

A X A X I
()O_1 :HPM = = 0 ,
Y B Y B 0 I

camente como
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em que I é a identidade correspondente aos projetores # e w. Com isso, chegamos as

expressoes dos operadores A, B, X, e Y,

A=(A— XBly)!
B=(B-YAlX)"!
X=-—A"X(B-YAX)! = —A1XB
Y=-BY(A- XBY)l = —B-lYA.

Os calculos explicitos utilizando a algebra (2.26) sdo mostrados abaixo,

A~

A = (A = XPU(BTagY ] = [O4] (k) = 87 (Op as (k) 5™

= R —m? orv _ iw/w
2k + k2(m2 — k2) 2
B = [B — V(AW X] = [0 () — SH(O5 ) (K) 5]
1 1
— Oéﬁ - aﬁ
m2—k2(1—x2)6 +m2W ;
X0 = (AT XBY = (O ()6 B
= — X s

(1 2)

Y = —(B7)PYp A" = —(Op")* (k)(—Sp,) A™
_ X 9041/
m2 — /{:2(1 _ XZ)

Assim, o propagador do modelo de Maxwell-Paraféton, (Q~1)wafivho ¢

k? —m? 0 i X
(O~ Lymawd (k) = X2k* + k2 (m? — k2) k2 m? — k2(1 — x?)
—— X g Qaﬁ + _waﬂ
m? — k2(1 — x?) m? — k2(1 — x?) m?2

Nota-se que, assim como o operador de onda, os termos fora da diagonal principal do

propagador, (O~1)#¥8 (k) sdo idénticos. Desprezando os termos que sao ortogonais as
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correntes conservadas, e fazendo £ = 0, chegamos & expressao

73#704;%6 (k) _ <(

I Pg(k) I
k)1 Pp(k)1e?

2
i_|_ X 1 - X 1 JHB
— ]:{2 1—X2k2+M2 X2k2+M2 (227)
x o1 1 R G
_ Jov I°
_X2k2+M2 1—X2k2+M2

na qual definimos M? = m?/(1 — x?). No operador de mixing, a parte ortogonal as

correntes conservadas nao contribui, assim como nos elementos da diagonal principal.

2.3.2  Energia potencial interparticulas no modelo Maxwell-Paraf6ton

Seja a configuragao de corrente independente do tempo
JH(x) = 1%]q10% (x — ar) + g26®) (x — ay)]

Jx) = 1" [p16® (x — ay) + p20®) (x — as)] ,

sendo ¢ a carga relativa a eletrodinamica de Maxwell e p a relativa a eletrodinamica do

Paraféton. O produto do propagador com o delta das correntes resulta em

P (k) A3 (1) = / / By ™0 [Pa(k).JH ()], (y) +
1P ()T (x) T, (y) + Pa(k) (%) a(y)
—I-Pg(k)J (x)Jo(y)] - (2.28)

O segundo e quarto termos se somam, de modo que podemos escrever

Puows(R) A (k) = Py(k)(Aa)", (k) + Pp(k)(Ap)*, (k)
+2Ps(k)(Ag)" ,(K) , (2.29)

de maneira que os deltas das correntes sao dados por

A (k) = qrgan™n™ e’ (2.30)
A (k) = prpan”ne™r (2.31)
A‘é’g(k) q1p2 + q2p1 770“77% ior (2.32)

2
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Consequentemente, temos que

2 _ .
_ [ | Xaw+ e —x(@p: +e0)] o (2.33)

w050, —
,Pu,a;u,ﬁ(k)A (k) k2 + (1 _ XQ)(kQ + MZ)

A amplitude de Feynman no limite nao-relativistico no modelo de Maxwell-Paraféton fica

2
41492 X Q192 + p1p2 — X(qwz + CJ2P1)

= ) 2.34
Mk k2 (1 —x?)(k? + M?) (2:34)

E resolvendo as integrais

= 19 /—dBk ie’ik-r + X2q1q2 T P1P2 — X(Chpz + q2p1) / d3k 1 gikr
2 (2r)3 K2 1— 2 2r)3 k2 + M2

encontramos a energia potencial interparticulas no modelo de Maxwell-Paraféton,

1 1 2 _ —Mr
By < 821, [X 0192 + prp2 — X(q1p2 +qu1)} e (2.35)

Ar v 4w 1—x? r

Vemos que o primeiro termo corresponde a teoria de Maxwell sozinha e o segundo termo

surge do acoplamento com a eletrodinamica do Paraféton.
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3 PRESCRICAO PARA O CALCULO DA
ENERGIA POTENCIAL INTERPARTICULAS EM
MODELOS ELETRODINAMICOS

Mostramos nos capitulos anteriores o procedimento para se obter a energia po-
tencial interparticulas em modelos eletrodinamicos. Neste capitulo, construimos uma
prescricao que facilite essa tarefa. No caso de modelos com apenas um campo, ela é facil-
mente obtida e sera exposta na secao 3.1. Porém, em teorias com dois campos acoplados
por um termo de mixing, faz-se necessaria uma andlise mais detalhada, que realizaremos
na secao 3.2. A prescricao para o calculo da energia potencial interparticulas para esses

modelos serd entao abordada na subsecao 3.2.3.

3.1 Modelos compostos por um campo

A informacao que necessitamos do modelo eletrodinamico esté contida no operador
de onda. Escrevendo o operador de onda, no espaco dos momentos, relativo a uma teoria

associada ao campo genérico AW temos
O (k) = a, (k)T + ay(k) LYY, (3.1)

onde T’ ,51# ) o L%)(V) sao os operadores de projecao transversal e longitudinal respectiva-
mente. Entre os coeficientes a;(k) e a;(k), apenas o primeiro contribui, como foi mostrado.
O “propagador”, excluindo os termos ortogonais as correntes e com k° = 0, assume a forma,
P (k) = P(k)I™W®) | sendo

Pk) = . (3.2)

O delta das correntes, A ®)(k), é expresso por

A0 (1) = / / dxdby 0= 109 ()]0 (y). (3.3)

Estamos interessados em calcular a energia potencial interparticulas. Assim no caso de
teorias formadas por um campo de rank-1, como nas eletrodinamicas de Proca e Maxwell,
o delta ds correntes assume a forma (1.14). Na teoria de Kalb-Ramond, propomos uma

corrente no qual o delta das correntes resulta em (1.36).
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A energia potencial interparticulas em modelos compostos por um campo é calcu-

lada facilmente através da expressao

43k .
E = / (2W)3P(k)A( oK) (3.4)

No caso de modelos eletrodinamicos, cujo mediador da interagao seja um campo de rank-1,
o delta das correntes vale
A" (k) = qugan™n™ e’

que resulta numa expressao simplificada para a amplitude de Feynman no limite nao-
relativistico

Mug = € P, (K) A" (K) = q1¢2Poo(k) = 102P(K) . (3.5)

Entre esses modelos temos a eletrodinamica de Maxwell e as eletrodinamicas de Proca e
Lee-Wick [1,2].

3.2 Modelos com termo de mixing

Desenvolveremos agora uma prescricao para o calculo da energia potencial inter-
particulas no caso de modelos formados por dois campos bosonicos acoplados entre si,

denotados por A® e B, tal como a lagrangeana (2.1), que reescrevemos abaixo
L=La+Lp+ AuSPeBL + AL + B s, (3.6)

sendo S®Iel o operador de mixing que caracteriza o acoplamento entre os campos.
Nesse ponto é vélido dizer que estamos tratando o operador de mixing como

simétrico na troca das duas estruturas de indices. De fato, operadores de mixing de

teorias usuais sao sempre simétricos nessa troca. Podemos ver isso explicitamente nos

modelos apresentados na capitulo anterior:

e Eletrodinamica de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond: (u) = p e [a] = af, com a e

antissimétricos,

gwle) — M paprgy T

V2 V2

Py — glellw)

e Eletrodinamica de Maxwell-Paraféton: (u) = p e [a] = a,

Sl — Y (Onke — §19%) = x (O™ — 9% = Sled(u)

Na determinacao do propagador sao realizados calculos que envolvem os operadores
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de projecao das teorias e o operador de mixing, sendo assim comecaremos desenvolvendo

a algebra entre esses operadores.

3.2.1 Algebra entre os projetores e o operador de mixing

No capitulo 2, ao trabalharmos em dois modelos com termos de mixing, pudemos
perceber que a dlgebra dos operadores de projecao e mixing apresentavam determinado
padrao. Mostraremos agora que esse padrao surge da necessidade de que o termo de
mixing seja invariante de gauge.

O termo de acoplamento pode ser escrito como o campo A® acoplado a um vetor,
VS(M)7

A(M)S(H)[Q]B[a] - A(M)VSE#) g

que deve ser conservado de modo a manter a lagrangeana invariante sob a transformacao
de gauge do campo A®™, logo @LVS(“ ) = 0. O fndice 1, na derivada, esta contraido com
um dos indices contidos na estrutura de indices (x). Definimos os operadores de projegao

®)

referentes ao campo A® como sendo L(:) o operador de projecao longitudinal a direcao

Tf{‘ ) o operador de projecio

de propagacao da particula mediadora da interacao, e
transversal a direcao de propagacao da particula. Temos que, no espaco dos momentos,

o operador de mixing deve satisfazer a relagao
kS0l =0 = LA(V)(N)S(”)[“] =0. (3.7)

O mesmo raciocinio pode ser feito para o campo Bl®. Assim, escrevemos o termo de

mixing em termos do campo B acoplado ao vetor, VS[O‘],
a — [o]
By S Ay = By Vs™

Note que VS(“ ) e Sl s30 vetores diferentes. Definimos assim os operadores de projecao

s ], e transversal, Tl[ga] 5 ], referentes ao campo Bl®. Devido & conservacao

longitudinal, L[g
do vetor, &J/é“l = 0, estando o indice «, na derivada, contraido com um dos indices

contidos na estrutura de indices [«], temos
kag[a](,u) =0 = LB[/B][Q}S’[&K'M) =0. (38)

Logo, a contragao dos operadores de mixing com os projetores longitudinais € igual a zero;
veremos que o restante da dlgebra resulta dessa relacao.

Sendo I™®) o operador identidade do grupo de operadores O™W®) ¢ lembrando
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que a identidade pode ser escrita como a soma dos operadores de projecao, temos

Smla) — ]I(“)(”)g(y) o _ (T(u)(l/) + L u)(v))g Tf(xu)(v)g(y) [a] 7 (3.9)

que é a segunda relacao da algebra. Para obtermos a tultima relacao, computamos
Sl )[a}g () isto resultard em um operador genérico O™ que pode ser expresso em

termos dos operadores de projecao da seguinte forma
g(u)[a]g[a}(u) _ xt(k)Tf(lM)(V) + Qfl(k’)L%)(V) :

porém, usando a relagao (3.9) obtemos

A

S(“)[Q]S[a]('/) = Ty () (N) S ]S[a v =T, () (A )[ t(k)TA()\)(V) +$l(/€)LA(,\)
— xt(k)TA(“)( ) (3.10)

(V)]

Logo o coeficiente x;(k) é igual a zero por consisténcia. Realizando o mesmo procedimento

para os projetores referentes ao operador O¥ encontramos

Gl — T][Ba][ﬁ] g[m W) (3.11)

glel  Gwisl — yt(k)TB[a][ﬁl ) (3.12)

(1)
Por fim, utilizando as equagoes (3.8) e (3.10) obtemos

SIS0 = SWSw = w(R)TA®,) = w(k) T (3.13)

(u [a] *

Vimos que tanto nos modelos CSKR e Maxwell-Paraféton, os coeficientes z;(k) e y,(k)
sao iguais. Isso deve-se ao fato de que o trago dos projetores transversais sao iguais,

o, = (Pb)a'B 'op = 3. Portanto, no ambito das teorias eletromagnéticas, os projetores de

AW e Bl formam duas dlgebras, dadas por
SIS0y = 2(k)Ta™,, (3.14a)
Gl (v _ &ld
§UIT 4 = S (3.14b)
SM(V)LA(V)(M) =0; (3.14c¢)
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SN0 G ye = 2(k) T 5 (3.15a)
SOy 0 = 3(“)[04 : (3.15b)
SWIILp s =0, 3.15¢

[6[o]

Essas dlgebras apresentam exatamente a mesma estrutura das algebras (2.10) e (2.11),

como queriamos mostrar.

3.2.2  Calculo do propagador

Uma vez obtidas as dlgebras (3.14) e (3.15) podemos realizar o calculo do propa-
gador para uma teoria eletrodinamica genérica. Conforme foi mostrado no capitulo 2, o

operador de onda é dado por

(W) s (#)(v) G (1) (8]
Olaitel gy — (A XWEN LOL (k) ST |
yll)  Blolls) L5E0 o8

De forma que, como foi visto, escrevemos o propagador como

ylelw)  glells)

W) W
(O~ )W) Bl () = ( AW® Xk ) |

sendo suas componentes obtidas em termos das componentes do operador de onda através

das expressoes
AWE) = [AWE) _ X(u)[a](Bfl)[a”ﬁ]y[ﬁ]@)]fl

Bllld) = [BlIlE — ylelto (A1) ) X1
X = —(A-1)00) X, Bl

YW = —(B-1)elBlyy  AWG)

Nosso objetivo aqui, assim como nos modelos compostos por um campo, é obter a pres-
cricao em termos diretamente das componentes dos operadores de onda das teorias. Entao,
escrevendo os operadores de onda no espaco dos momentos em termos dos operadores de
projecao, temos

0% (k) = auk) T + a() LY, (3.16)

O (k) = by (k)Y + by (k) L (3.17)
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Fazendo uso das dlgebras (3.14) e (3.15) junto com as definigoes (3.16) e (3.17), expomos

os calculos das componentes do propagador

AW®) [Oﬁ{‘)(”)—S(“)M(Ogl)[am](iS[m(”))]’l

v v A o 1 !
= [at(k)T/ﬂ“)( b a(k) LYY F SWl ( Te)is + ) ——(Lp)[q] w) Sl }

1
bk

v v k y —1
= {at(k)T/g*‘)( )+ ay (k)L™ MT}M )}

b (F)
bi(k) W . 1w
= —L 3.18
ok Fab) T am) A (3.18)
Ol = [0l _ (800 (071) ) S
1 1 . -1
— T[a (6] 7,18l [o] () T , I | SWIEl
BT+ (L5 % 300 (s (T + s (b

2(k -1
_ [b BT 4 by () L ()Tg‘”ﬁ]]

Gt(l{?)
_ ar (k) o)l [oll8
= ah) Tt Ty (k)L (3.19)

XWB = (0703, Bl
L ) L e a a;(k) [a][4] L s
= (=7 LWy g T LY
(atuf) AT ) PO b k) F k) k)
_ 1 SRR (3.20)

YO = (051l (5, A®O)
1 1 b(k) 1
_ Tlalis] QEAN t ) 70w
qc(bt(m T amte ) e\ Gmnm s e A T e
- T L Sled) (3.21)

ar (k)b (k) F 2 (k)

Notamos que as componentes XWIP e Yl podem diferir apenas no sinal, conforme ja
haviamos mencionado. Por fim, o “propagador”obtido, nao levando em conta os termos

que sao ortogonais as correntes conservadas e fazendo k° = 0, assume a forma

s (k)_( Pa(l)I0IW) %(k)SW(k)), (3.22)

+Ps(k )g[a](V( ) pB(k)]I[aMm
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com ) (k)
Pak) = o (k) F oK) (3.23)

as(k)
Pe) = i) F 2 (3:24)
Ps(k) = — ! (3.25)

a,(K)b, (k) F 2(k)

3.2.3 Prescricao para a energia potencial interparticulas

Com o propagador em maos, podemos expor a prescri¢ao para a energia potencial.

O produto do propagador com o delta das correntes resulta em

Pl )51 (A2 (k) = Pa(k) (A", (K) + Pr(k)(Ap)™ ) (k) +
+(1 £ 1)Ps (k) S a) (k) (Ag) W (k) (3.26)

em que

AP0 = [ [ ity <500 ) (32m0)
0‘][5] //d3xd3ye (y— X)J[a]( )J[ﬁ]( ) (327b)

Afg“)[o‘](k) _ //dgxdgy eik-(yfx)J‘(A#) (X)J][ga] (y). (3.27c)

Os dois primeiros deltas envolvem correntes relativas ao mesmo campo. Por sua vez o
terceiro termo em (3.26) contém o fator (1 & 1) que resultarard em 2, caso o operador
S nao possua derivadas ou apresente um nimero par de derivadas; e serd 0, caso o
nimero de derivadas seja impar. Esse termo mistura as duas correntes como o que ocorreu
na teoria de Maxwell-Paraféton, na qual havia um termo da energia oriundo da interagao
entre as cargas q e p. Na teoria CSKR esse termo era nulo, ja que o operador de mixing
contém uma derivada.

Finalmente, temos que a expressao da energia potencial interparticulas em modelos

com termo de mixing é dada por

E=E; +E;+(1+1)E;;, (3.28)
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sendo
Pk .
By = / P90, 00, (3.29)
_ [ &k o]
EH—/WPB(k)(AB) o) (K) (3.30)
Bk .
Er = / WPg(k)S(M)[a](k)(AS)(“)M(k). (3.31)

Assim, a prescri¢ao consiste em calcular Py (k), Pr(k) e Ps(k) usando (3.23), (3.24) e
(3.25), e obter os deltas das correntes associado a duas particulas carregadas a partir das
correntes propostas.

No caso de um operador de mixing sem derivadas ou com um numero par de

derivadas, temos

E=FE+ Ei+2E;, (3.32)
com bt(k)
Pak) = NCACE R (3.33)
B ay (k)
Polk) = a0 — 20 (3.34)
Ps(k) = — . (3.35)

a, (K)by (k) — 2(k)

Considerando agora, um operador de mixing com um ntimero impar de derivadas, obtemos

E=FE;+ FE;, (336)

com ) b(k)
Palk) = 050,00 + 208 (3.37)
Pp(k) = (k) (3.38)

" aKb(k) +a(k)



43

4 Conclusao

Utilizando a experiéncia adquirida no computo da energia potencial D-dimensional
entre ‘cargas’ estaticas eletromagnéticas [51], gravitacionais [59] e escalares [60], nos aven-
turamos cautelosamente no Capitulo 1 deste trabalho na construcao de uma prescricao
que permitisse calcular a energia potencial em modelos eletromagnéticos onde os objetos
interagentes nao fossem cargas, como ¢ o caso do conhecido sistema de Kalb-Ramond [52].

Lancando mao de uma ‘corrente’ independente do tempo,

T (x) = %a (V)6 (x — a1) + (V)09 (x — a)] (4.1)

onde Vi = 1,2, é um pseudo quadrivetor constante e uniforme no sistema de referéncia
no qual os calculos estao sendo executados, obtivemos para o modelo de Kalb-Ramond a

seguinte expressao para a energia potencial

E(r) = —ii[vl .V2—3<V1-f~) (Vzr)] (4.2)

4 3

Esta energia é igual aquela obtida para a interagao de dois dipolos elétricos Vi e
V5 localizados nos pontos a; e ag, porém com um sinal global negativo; a mesma situagao
ocorre no caso do campo escalar que também apresenta um sinal negativo global quando
comparado com o caso eletromagnético usual [60].

Encorajados pela simplicidade desta prescricao, a utilizamos no Capitulo 2 para
o célculo da energia potencial de dois modelos onde os campos eletromagnéticos estao
acoplados via um termo de mixing. Especificamente analisamos os sistemas de Cremmer-
Scherk-Kalb-Ramond e o do paraféton. O nosso método, além de corresponder bastante
bem as nossas expectativas, permitiu obter as mencionadas energias com relativa facili-
dade [61].

Mais ambiciosos e destemidos, partimos no Capitulo 3 para a construcao de uma
prescricao geral para o computo da energia potencial relativa a sistemas com dois campos
eletromagnéticos acoplados por um termo de mixing [62]. Na elabora¢ao desse método
admitimos que o operador de mixing das eletrodinamicas interagentes seja simétrico na
troca das duas estruturas de fndices. A primeira vista parece que operadores de mixing
de teorias usuais gozam desta simetria. E o caso dos dois modelos que enfocamos no
Capitulo 2. Esta prescricao geral que elaboramos facilita enormemente o computo da
energia potencial de modelos eletromagnéticos com mixing. Na realidade, o calculo desta
energia pelos métodos tradicionais é bastante laborioso.

Mostramos também no Capitulo 3 o importante resultado que no ambito das teorias

eletromagnéticas, os projetores dos campos eletromagnéticos A® e Blel formam duas
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algebras (vide (3.14) e (3.15)) que tem a mesma estrutura que aquelas formadas por
Suve 9By (A PPt e prved (vide (2.10) e (2.11)) [62].

Uma possivel continuagao desse trabalho seria analisar o modelo do paraféton no
limite em que o campo B,, fosse bastante ‘pesado’, ou seja, m > m,,, onde m, ¢ a massa
do féton. Tradicionalmente, como farfamos isso? Ja que estamos tratando com energias
< m, integrarfamos sobre o campo B, com a finalidade de obter um modelo efetivo para
o campo A,. Isto seria feito via o funcional gerador relacionado ao modelo em questao.
Apés um shifting no campo B, executariamos a integral gaussiana sobre esse campo, o
que nos forneceria uma lagrangiana efetiva para A,. A partir desta poderfamos calcular
a energia potencial para a interacao de duas cargas. Na realidade, pretendemos obter
essa energia diretamente da expressao encontrada em (2.35) sem os passos intermedidrios

anteriormente descritos.
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APENDICE A — Maxwell x Kalb-Ramond

Exposicao comparativa das eletrodinamicas de Maxwell e Kalb-Ramond.

Maxwell \ Kalb-Ramond
Estrutura de campos
0] 0o X, X, —X,
A X. 0 -Y., Y,
H= v B — z z Y
A, X, =Y, Y, 0
Estrutura de correntes
JH = Ja JH = T 0 -Q. Q,
Jy L7y Qz 0 _Qx
Jz jz _Qy Qx 0
Tensor intensidade de campo
Fr = grAY — 0¥ AV G = oFBY® 4 0¥ B + 0“B*
Campos em termo dos potenciais
0A 10Y
E=——- E=——-VxX
ot Ve c Ot "
B=VxA B=V-Y
Estrutura dos duais da intensidade de campo
0 -B, -B, —B, —-B
~ B 0 E, —-FE ~ =&
[ 2 — z £ Yy [T x
F B, —E., 0 E, G -&,
B, E, —-E, 0 =&,




Maxwell \ Kalb-Ramond
Equacoes de movimento
aMF,LLI/ — Jl/ auG/Jl/Oé — JVO[
O F" =0 9,G* =0
V-E=p VxE&E=-TJ
OE o0&
B-—=1] — =
VB VBTG =L
oB
-B=0 €4+ —=0
\Y% V-E+ 5
0B
E+—=0
V xE+ 9
Conservacao da corrente
oJ" =0 O J" =0
dp
— . J P . p—
9 +V 0 V-J=0
N
E -V x Q =0

Tensor Energia-Momento

(0% 1 (03
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