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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos como implementar o método de quantizagao estocastica
para campos escalares definidos numa variedade Euclidiana com curvatura, a saber, a
variedade de de Sitter Euclidiana. As fungoes de correlagao de dois pontos associadas ao
campo escalar massivo auto-interagente sao calculadas até a primeira ordem na expansao
perturbativa da constante de acoplamento A. Seu valor para o limite assintotico do para-
metro de Markov, 7 — oo, é exibido. Em seguida, discutimos em detalhes a regularizacao
estocéstica covariante, que torna as fungoes de correlacao de dois pontos ao nivel de um

lago finitas na métrica Euclidiana de de Sitter.
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Abstract

In this thesis, we study how the stochastic quantization method can be implemmented
for scalar fields defined in an Euclidean manifold with curvature, namely, the Euclidean
de Sitter manifold. The two-point correlation functions associated to the massive self-
interacting scalar field is evaluated up to the first order level in the coupling constant
A Its value for the asymptotic limit of the Markov parameter 7 — oo is exhibited.
Afterwards, we discuss in detail the covariant stochastic regularization, which renders the

one-loop two-point correlation functions finite in the Euclidean de Sitter metric.
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Capitulo 1
Introducao

A teoria do movimento Browniano, que descreve o movimento irregular e aleatério
de uma pequena particula imersa em um fluido, é a forma mais simples de se tratar
a dinamica de sistemas fora do equilibrio. O botanico Robert Brown é tido como o
descobridor do movimento Browniano, por volta de 1827, enquanto observava graos de
pélen flutuando na dgua através de um microscopio [1]. Entretanto, foi somente em 1905
em um dos trabalhos de Albert Einstein [2] e depois em 1906 num trabalho indepen-
dente de Marian Smoluchowski [3] que um tratamento matematico mais rigoroso sobre o
fenomeno foi obtido, atraindo a atencao de fisicos e matematicos e corroborando para o
conceito de atomo, ainda nao completamente estabelecido na época. A teoria do movi-
mento Browniano foi posteriormente desenvolvida por P. Langevin [4], G. E. Uhlembeck
e L. S. Ornstein [5], entre outros.

Mais tarde, a teoria do movimento Browniano foi extendida para situacoes onde al-
guma propriedade de um sistema, como flutuag¢oes nas correntes elétricas em um circuito
devido a flutuagoes térmicas nos condutores, desempenha um papel semelhante ao desem-
penhado pela particula Browniana. A teoria de processos estocasticos foi iniciada por N.
Wiener influenciado pela teoria desenvolvida para descrever o movimento Browniano, e
alguns anos mais tarde foi combinada com a descri¢do da mecanica quantica por integrais
de trajetéria de Feynman.

Ao fazermos a extensao analitica para o tempo imaginario, t — —it, é possivel obser-
var a semelhanca entre a equagao de Schrodinger para uma particula livre e uma equagao
de difusao para uma particula Browniana. Essa semelhanca levou muitos fisicos a acredi-
tarem que a mecanica quantica seria, de fato, uma teoria efetiva, e flutuacoes quéanticas
seriam originadas através de um movimento classico aleatério da particula causado pela

interacdo com um substrato nao-observavel.
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Por volta de 1952, baseado nessa idéia, D. Bohm [6] desenvolveu uma teoria na qual era
possivel obter uma equagao de movimento Newtoniana a partir da equacao de Schrodinger.
Tal equagao Newtoniana apresentava um termo de for¢a chamado, entao, de for¢a quanto-
mecanica, que deveria ser considerada como um termo de forca aleatério representando
a interagdo com o suposto substrato nao-observavel. Em 1966, Nelson [7] formulou um
método de quantizacdo que obtinha a mecanica quantica a partir de consideragoes da
teoria de movimento Browniano, tendo a constante de Planck como constante de difusao.
Apesar dessas teorias serem formuladas em termos do tempo real ¢ e se utilizarem de
interpretacoes estocasticas para a mecanica quantica, elas nao sao capazes de descrever
situagoes com muitas particulas ou campos.

Motivados pela tentativa de quantizar um campo de calibre sem a necessidade de
fixagdo do calibre e introdugao de campos auxiliares (os fantasmas de Fadeev e Popov),
Parisi e Wu desenvolveram em 1981 o método de quantizagao estocéstica [§8]. O método
é formulado em torno de um processo estocastico ficticio com respeito a um parametro
extra, o tempo de Markov 7. Todavia, nao ha uma interpretagao fisica para o parametro
de Markov, que deve ser tomado apenas como uma ferramenta matematica. O método
se fundamenta na idéia de que o comportamento quantico de um sistema d-dimensional
pode ser obtido como o limite de equilibrio de um sistema classico d 4+ 1-dimensional,
inicialmente fora do equilibrio e acoplado a um reservatério térmico, e cuja evolugdo no
parametro de Markov ¢ descrita por uma equagao de Langevin. O reservatoério térmico
na teoria é representado por um campo de ruido estocastico.

Outra caracteristica interessante da quantizacao estocéstica é a escolha do processo
estocéastico com respeito ao parametro de Markov nao ser tnica. Isso significa que dife-
rentes equacoes de Langevin que evoluem para uma situacao de equilibrio nos fornecem a
mesma teoria quantica. Em outras palavras, no limite de equilibrio quando o parametro
de Markov vai a infinito, 7 — 00, as médias estocasticas das fungoes de correlagao de al-
guma quantidade se tornam valores esperados no vacuo da teoria Euclidiana, e recupera-se
assim a teoria quantica de campos.

Um método similar ao método de Parisi e Wu, chamado “quantizagao microcannica”,
foi proposto por volta de 1982 [9]. A idéia é que um sistema quantico em d dimensoes
seria equivalente a um sistema classico em d + 1 dimensoes governado por uma dinamica
deterministica com respeito a um tempo ficticio. E esperado que as flutuacoes quanticas
aparecam de comportamentos cadticos do sistema ao evoluir no tempo ficticio. Entretanto,
esse método nao é aplicavel a qualquer sistema, pois a condigao necessaria é a existéncia

de caos classico.
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A quantizacao estocastica foi formulada originalmente utilizando-se o espago-tempo
Euclidiano, de forma a fazer a teoria matematicamente bem definida. Entretanto, existe
uma formulac¢do da quantizagao estocastica para o espago-tempo de Minkowski [10,11], e
o tempo imaginario nao é estritamente necessario. Além disso, é importante ressaltar que,
diferentemente dos métodos de quantizagdo candnica e por integrais de trajetoria, que se
baseam na Hamiltoniana e Lagrangiana do sistema, o método de quantizacao estocastica
pode ser implementado a partir de uma equagao classica de movimento. Dessa forma, é
possivel aplicar o método a sistemas que nao apresentam o formalismo canonico. Outra
ferramenta bastante util resultante do método de quantizacao estocastica é o processo de
regularizacao estocéstica, que preserva todas as simetrias originais do sistema considerado.

O método de quantizacao estocéastica foi aplicado para diversos campos definidos
em variedades Euclidianas planas. Para uma revisao dessas aplicagdes veja as referén-
cias [12-15]. O método também foi aplicado para o caso de gravidade Euclidiana lineari-
zada e também nao-linearizada [16,17]. Entretanto, aplicagdes do método a uma teoria
semi-cléssica, ou seja, campos quanticos na presenca de um campo gravitacional classico,
nao foram exploradas pela literatura. Nosso objetivo é preencher essa lacuna. Recente-
mente, o método de quantizacao de Parisi e Wu foi aplicado para estudar campos escalares
auto-interagentes em variedades que possam ser analiticamente continuadas para a situ-
agao Euclidiana, mais precisamente os espagos de Einstein e Rindler [18], e as fungdes de
correlacao de dois pontos da teoria numa aproximacao de um lago foram obtidas. Além
disso, foi mostrado recentemente que o método de quantizacao estocastica pode ser apli-
cado com sucesso a sistemas cujas acoes permanecem complexas apos a rotacao de Wick
e teorias topoldgicas [19,20].

Nessa dissertacao aplicaremos o método de Parisi-Wu na descricaio de um campo
bosdnico auto-interagente definido no espago-tempo de de Sitter [21]. Uma introdugao
sobre teorias de campo na variedade plana Euclidiana pode ser encontrada nas referén-
cias [22,23]. Material sobre a variedade de de Sitter e teorias quanticas de campo em
espagos curvos pode ser encontrado nas referéncias [24-28,31,32]. Para uma revisao sobre
mecanica estatistica fora do equilibrio e processos estocésticos veja as referéncias [33,34].

No capitulo seguinte serao desenvolvidas idéias basicas acerca da mecanica estatistica
fora do equilibrio. No terceiro capitulo, é feita uma revisdo da aplicacdo do método
de quantizagao estocastica para campos definidos numa variedade plana Euclidiana. No
capitulo 4, o método é aplicado a campos escalares definidos na variedade de de Sitter e no
quinto capitulo apresentamos nossas conclusoes e perspectivas de trabalho. Uma revisao

sobre processos estocasticos é apresentada no apéndice A e uma breve discussao sobre
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diferentes sistemas de coordenadas no espago-tempo de de Sitter é realizada no apéndice
B.

Nessa dissertacao vamos utilizar o sistema natural de unidades, a saber, c = h = kg =
G=1.



Capitulo 2

Mecanica estatistica fora do

equilibrio

2.1 A equacao de Langevin

A quantizacao estocastica de Parisi e Wu esta baseada na teoria de processos es-
tocasticos. Portanto, vamos rapidamente discutir como a equagao de Langevin descreve
o comportamento de uma particula Browniana. Considere o movimento unidimensional
de uma particula de massa m, posicdo x e velocidade v em um fluido. A equacao de

movimento da particula é dada por

m%v(t) = Fiota(t), (2.1)

onde Fyuq(t) é a forca resultante agindo sobre a particula num instante de tempo ¢. Na
maioria dos casos, a forca é dominada por um termo de fric¢do proporcional a velocidade,
onde a constante de proporcionalidade é dada pela Lei de Stokes. Nesse caso a equagao

anterior fica escita na forma

d
- - _ 2.2
mo(t) = —€ult), (22)
cuja solucao ¢ dada por
(t) = v(0) e . (2.3)

Pela expressao anterior é possivel notar que a velocidade da particula Browniana de-
cairia a zero para intervalos de tempo suficientemente longos, o que contradiria o teorema
da equiparticao da energia. No equilibrio térmico, devemos ter (vQ)eq =T/m,onde T é a

temperatura associada ao sistema, o que nao é possivel com a solugao (2.3). Concluimos
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disto, que a suposicao que Fj,q(t) é dominada pelo termo de friccao é incorreta nesse
caso. Uma forma de solucionar este problema é adicionarmos ao lado direito da equacao
(2.2) uma forga estocastica, ou ruido, R(t). A equacao de movimento passa a ser escrita
como y
m—uo(t) = —&v(t) + R(t), (2.4)
dt
que é uma equagao estocastica, devido ao termo adicional. Mais adiante definiremos
as fungoes de correlagdo associadas a esse ruido. Essa é a equagao de Langevin para
a particula Browniana. O ruido pode ser interpretado como um termo proveniente de
colisoes ocasionais da particula com as moléculas do meio no qual ela esta imersa. Assim,
o problema se resume em determinar a varidvel estocéstica v(t), a partir da equacao de
movimento (2.4), onde aparece R(t).
Se colisdes em instantes distintos de tempo ¢ e t' ndo tém correlacao, o ruido, sendo
uma variavel estocéstica, obedece a uma distribuicdo Gaussiana, cuja distribui¢do de

probabilidade é
exp {—15 [ dt R*(t)}

PIR] = . (2.5)
[ DR exp{—75 [dt R*(1)}
Uma média estocastica de alguma quantidade f(t) do sistema ¢é calculada como
DR exp {—-% [dt R*(t)} f(t)
iy = LR o g [ O} 26

/DR exp{—1; [dt R*(t)}

onde a medida DR nos indica que estamos levando e conta todas as realizagoes possiveis
associadas ao ruido. O que se conclui diretamente das expressoes anteriores é que o ruido

satisfaz as seguintes relacoes de correlacao,

(R(t)) = 0, (2.7)
(R(H)R(t")) 2B 6(t —t'). (2.8)

A equagao de Langevin (2.4) pode ser, entdo, resolvida. Sua solu¢ao vem a ser dada por
v(t) =v(0) e m + — [ ds e SE=/m R(s). (2.9)

Através dessa solugao, é possivel calcular a velocidade quadratica média (média es-
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tocastica) (v2(t)):

(V(t)) = lim (v(t)v(t)) =

t'—t

= v*0) e 2
2 o [1
4 2p0) e / ds e=SE=/m (R(s))
m 0
t t!
+ lm [ ds / ds et/ ~EC=Im (ROR(S).  (2.10)
—tJo 0

Utilizando as relagoes de correlagao (2.7) e (2.8) e supondo que o sistema tende ao equi-

librio para intervalos de tempo bastante longos (t — o0), obtemos nesse limite

lim (v*(t)) b

lim = (2.11)

Se assumirmos ergodicidade no sistema, a média quadratica da velocidade deve ser igual a
T/m, e obtemos o teorema de flutuacao-dissipagdo. Esse teorema, obtido primeiramente
por Einstein, é um dos principios fundamentais da mecanica estatistica de sistemas fora
do equilibrio e relaciona a intensidade da correlagao entre o ruido em diferentes instantes
de tempo com o coeficiente de friccao e a temperatura do sistema no equilibrio. Sua

expressao (veja, por exemplo, as referéncias [34,35]) é dada por
B=¢T. (2.12)

Essa relacao expressa que os mecanismos de dissipacao de energia estao intimamente

ligados a flutuagoes térmicas do sistema em equilibrio.

2.2 As funcoes de correlacao temporais

A mecéanica estatistica de sistemas em equilibrio é baseada na idéia de um ensem-
ble estatistico, e qualquer propriedade termodinamica de um sistema pode ser calculada
através da fungao de particao. A mecanica estatistica fora do equilibrio também é baseada
na idéia de ensemble estatistico, entretanto, existem infinitos estados fora do equilibrio,
em contraste com a mecanica estatistica do equilibrio, onde existe apenas um estado de
equilibrio. Esta propriedade impossibilita a definicado de uma funcao de particdo para
sistemas fora do equilibrio, e seu papel é desempenhado pelas fung¢oes de correlagao tem-

porais (ou, de forma mais geral, espago-temporais), que podem ser calculadas através das
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solugoes da equacao de Langevin.
Considere uma quantidade A(t) definida sobre um sistema. A média no tempo dessa

quantidade é definida como
1 T
(A), = —/ dt A(t). (2.13)
0

T

A subtragao da varidvel A(t) pela sua média temporal define a flutuagao,
(2.14)

Flutuacoes em instantes distintos de tempo sdo, normalmente, correlacionadas. Assim,
a média temporal do produto de flutuagoes em instantes de tempo distintos é chamada

de funcao de correlagao temporal, que pode escrita como

C(t) = %/OT ds §A(s) 6A(t + s). (2.15)
Se o sistema estudado é ergddico, uma média temporal com tempos longos é equivalente
a uma média sobre o ensemble no equilibrio. Assim, da mesma forma que na mecanica
estatistica do equilibrio é possivel calcular as propriedades termodinamicas de um sistema
através da funcao de particdo do sistema, em vez de uma média temporal para tempos
longos, é possivel obter as fungoes de correlagao temporal através de uma média sobre o
ensemble, em vez de uma média temporal.

A transformada de Fourier da funcao de correlagao de dois pontos define a densidade

espectral,

I(w) = /OO dt e”™" C(t). (2.16)

—o0
Essa relacao entre a densidade espectral e a funcao de correlagao de dois pontos é con-
hecida como teorema de Wiener-Kintchine, e mostra que conhecer a densidade espectral
é equivalente a conhecer a funcao de correlagao temporal, ji que a expressao anterior é
inversivel. A densidade espectral é uma excelente ferramenta para resolugao de equacoes
de Langevin, através de uma analise de Fourier. O que assumimos implicitamente nas re-
lagoes (2.7) e (2.8) é que a densidade espectral do ruido R(t) é independente da frequéncia

e, nesse caso, ¢ dito que o ruido possui o espectro branco.
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2.3 Outros tipos de equacoes de Langevin

Um processo estocastico ¢ um processo Markoviano se, ao medirmos uma variavel es-
tocastica A(t) num instante de tempo ¢, a probabilidade de obtermos o valor a, sabendo
que a variavel assumiu um valor ag num instante de tempo ty, for independente do co-
nhecimento de que valores a variavel assumiu em instantes de tempo anteriores a t;. Em
outras palavras, a histéria do sistema esta toda contida na informacao de que a variavel
A(t) assumiu o valor ag em ¢ = t.

O movimento Browniano considerado nas se¢oes anteriores ¢ Markoviano. Isso é uma
consequéncia do fato de que o termo de fricgdo na equacao de Langevin em um instante
de tempo t é proporcional a velocidade no mesmo instante de tempo, e de que o ruido
é branco, ou seja, que a transformada de Fourier da funcdo de correlacao do ruido é
independente da frequéncia.

Processos fisicos que sao descritos por uma equagao de Langevin Markoviana represen-
tam um conjunto bem pequeno dentro do universo dos processo estocasticos. Situagoes
mais gerais nos forcam a utilizar uma descrigdo nao-Markoviana desses processos. Nesses
casos, o termo de fricgdo em um instante de tempo ¢ depende de v(s), para s < t. Dessa
forma, o coeficiente £ deve ser substituido por um kernel de meméria K (t) na equagao de
Langevin. O produto do coeficiente de friccdo pela velocidade deve ser substituido por
uma convolugao do kernel de memoéria com a velocidade, para tempos anteriores a ¢, ou

seja, na equagao (2.4) devemos fazer

cu(t) — / ds K(t — s)v(s). (2.17)

Quando tais sistemas se aproximam do equilibrio, o teorema de flutucao-dissipagao deve
ser modificado e ruido nao é mais branco. Entao, a rela¢ao de correlagao (2.8) é modificada
e escrita como

(RR()) = <v2>eq K(t—t). (2.18)

Equagoes de Langevin nao-Markovianas também podem aparecer quando variaveis de um
sistema de equagoes Markovianas sao eliminadas. O contrario também ¢é véalido. Se o
kernel de memoéria decai suficientemente rapido no tempo, um sistema Markoviano pode
ser convertido em um sistema nao-Markoviano com uma variavel adicional.

Equagoes de Langevin nao-lineares podem ser obtidas, como, por exemplo, no caso do
movimento de uma molécula dipolar em um potencial periédico. Um tratamento analitico

de equagbes desse tipo, em geral, é dificil ou até mesmo impraticavel e um tratamento
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por simulacdes computacionais se faz necessario. No decorrer desta dissertacao lidaremos

apenas com equagoes de Langevin Markovianas.



Capitulo 3

Quantizacao estocastica para campos

Euclidianos

3.1 Quantizacao de campos escalares livres

A quantizacao estocastica é um método relativamente recente utilizado para quanti-
zarmos teorias de campo classicas. Ele foi proposto em 1981 por G. Parisi e Y. S. Wu,
numa tentativa de desenvolver um método de quantizar teorias de calibre, mas sem a
necessidade de fixar o calibre do sistema e introducao de campos adicionais. A idéia
principal da quantizagao estocastica é que um sistema quantico em d dimensoes pode ser
encarado como o limite de um sistema estatistico classico evoluindo em d + 1 dimensoes
acoplado a um banho térmico.

A dimensao extra 7 atribuida ao sistema representa um tempo ficticio chamado para-
metro de Markov, em que os campos evoluem. O limite de equilibrio é equivalente a tomar
7 — 00. O banho térmico é simulado através do ruido estocastico equivalente ao intro-
duzido no capitulo anterior nas equagoes (2.4), (2.7) e (2.8). No limite de equilibrio, as
médias estocasticas das quantidades relacionadas ao sistema se tornam valores esperados
no vacuo para o sistema.

Nessa se¢ao aplicaremos o método da quantizacao estocastica para campos bosonicos
livres. Consideremos entdao, um sistema descrito por um campo bosénico ¢(x) definido
em uma variedade Euclidiana d-dimensional. Existe uma importante analogia a teoria de
campos Euclidiana e a mecénica estatistica classica. A medida de integrais de trajetéria
Euclidiana é relacionada a distribuicao de Boltzmann de um sistema em equilibrio térmico.

As fungoes de Green da teoria Euclidiana sdo escritas como

11
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B [ D¢ e e p(x1)...0(x,)
e e

(3.1)

onde Sg é a agdo Euclidiana do sistema. Se fizermos Sg — 1/T Sg, onde T' é a tempera-
tura, a semelhanca entre a equagao anterior e o valor esperado estatistico de um sistema
em equilibrio a uma temperatura T ¢é visivel. Logo, a idéia da quantizacao estocastica
é considerar a medida funcional Euclidiana como uma distribuigdo estacionaria de um
processo estocastico. Para um sistema descrito por um campo escalar nao interagente em

uma variedade Euclidiana plana d-dimensional, a acao Euclidiana ¢ dada por

1

Sild) = [ o 5 (@0(2)) + migh(a)). (32

Escolhemos condigdes de contorno periddicas para o campo, o que equivale a defini-lo
em um d-toro = T¢. Para a implementacdo do método, é necessério acrescentar uma
variavel ao campo, o tempo de Markov, ¢(x) — ¢(x,7). Dessa forma, o campo fica
definido em um dominio 7¢ x R™*). Supomos que, estando o sistema acoplado a um
banho térmico com temperatura 7', este atinge o equilibrio no limite em que o tempo
de Markov vai a infinito. Portanto, como o sistema é considerado inicialmente fora do
equilibrio, sua evolugao no tempo de Markov é descrita por uma equacao de Langevin do
tipo
0 0S50

Egb(x, T) = —W oo +n(z, 7). (3.3)

O termo n(z, 7), definido no mesmo dominio de ¢(x, 7), é o ruido, que representa os efeitos
do banho térmico do sistema. E valido ressaltar que 0.Sy/d¢(x) = 0 apenas para o campo
classico. Utilizando a acao dada pela equacao (3.2) a equagdo de Langevin acima fica
escrita como

% (z,7) = — (—A+m{) ¢(z,7) +n(z,7), (3.4)
onde A é o operador de Laplace definido na variedade Euclidiana d-dimensional. As-
sumindo que o ruido é branco e satisfaz uma distribui¢do de probabilidade Gaussiana,

obtemos relagoes de correlagao semelhantes as relagoes (2.7) e (2.8),

(n(z,7)), = 0, (3.5)
(n(z,7)n(', 1)), = 20(1 — 7)oz — o). (3.6)

Em geral, de forma analoga a teoria do movimento Browniano, a média estocastica de
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qualquer funcional do campo ¢, F[¢], é dada por

Dy Flo] exp {1 [ e [ dr (e}
D =Dy exp (1 [ dia Jdr P(e.7)]

(3.7)

Para resolver a equagao de Langevin (3.3) definimos a fungao de Green retardada para o

problema de difusao, G(x — 2/, 7 — 7'). Essa funcao de Green satisfaz

Glx—2,7—7) = 0, 7—-7<0,
0

5 +(=A +m(2))} Glz—o,7—7) = 6(r=7)6%x—-2"), 7-—7>0. (3.8)

Com a condigao inicial ¢(z,7 = 0) = 0, a solugao para a equagao (3.4) pode ser escrita

como a convolucao da fungao de Green com a fonte, no caso, o ruido,

T,T) = dy! TT/ x—x, 7 —1 ), ). )
o) = [t [ ar Gla—atr = (el ) (39)

Definindo as transformadas de Fourier do campo e do ruido,

1 d —ikx
o) = g [t 7 o), (3.10)
— 1 dZL‘ e—ikx T.T
k) = g [t e e, G.11)

e substituindo essas expressoes na equagao (3.4) obtemos a seguinte equagao de Langevin

na representacao dos momentos

0 2 2
A equagao acima é satisfeita por cada modo de Fourier ¢(k, 7). E interessante comparar
a equagao (2.4) com a equagdo acima, onde o “coeficiente de friccao” ¢ dado por k% + m?.
A solucao para a equagao (3.12) é escrita como

bk, 7) = / dr' e~ g ) (3.13)
0

Utilizando a decomposigao (3.11) é possivel mostrar que as relagoes (3.5) e (3.6) na re-
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presentacao de momentos ficam escritas como

(n(k, 7)), = 0, (3.14)
((k, (k' 7)), = 2(2m)46 (1 — 764k + k). (3.15)

Dessa forma é possivel calcular, utilizando as equagdes (3.13), (3.14) e (3.15), a fungao de

correlacao (o(k, 7)op(k',7)):

(o(k,7)o(K', 7)), = D(k,K,7)

_ / dr, / dry eI ) (e (K 7))
0 0

1 2 2
= 2m)W%k+K)—— (1 — e ZF+ma)) | (3.16)
k% + m? ( >

Finalmente, tomando o limite no qual o sistema vai ao equilibrio, 7 — oo, obtemos

lim (¢(k, 7)p(K', 7)), = D(k, k') = (2m)%6%(k + k)

que é a funcao de dois pontos Euclidiana ou fungdo de Schwinger para o campo bosonico.
A afirmacao feita acima de que no limite em que o tempo de Markov vai para o infinito
obtemos a teoria de campos Euclidiana foi verificada para o caso de um campo escalar
nao-interagente. Essa equivaléncia entre a quantizacao estocastica e os demais métodos de
quantizacgao, em especial o método de integrais de trajetoria, ja foi bastante discutida na
literatura, e a equivaléncia demonstrada de diversas maneiras, dentre as quais se destacam
as provas através de uma analise da equacao de Fokker-Planck e analise da equacao de

Langevin [36] e técnicas diagramaticas [13].

3.2 Quantizacao de campos escalares interagentes

Consideremos agora o método de quantizacao estocastica aplicados a teoria escalar
auto-interagente. Consideraremos uma interacao do tipo A¢*. A acdo total do sistema é

dada por S = Sy + S7, onde Sy é descrita pela equacao (3.2) e a agao de interagao por

Si[8] = /Q d®x %&(x). (3.18)

De forma andloga ao caso de campos livres, o equivalente a equagao (3.3) fica escrito
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CcOo1mo

0 ) A
E(b(x,r) = (—A + mo) oz, 1) — §¢(:v, )+ n(x, 7). (3.19)

As fungoes de correlagdo de um e dois pontos associadas ao ruido continuam sendo dadas

pelas expressoes (3.5) e (3.6), enquanto as demais fungoes de correlagao sao dadas por

(n(x1,11)..n(T2h-1, 7'2k—1)>,7 =0, (3.20)
(77(901771)-..77@%,7%))77 = Z (77(%,71)77(%2,72))77 (n(xzk—hhk_l)n(xgk,Tgk))n, (3.21)

onde a soma deve ser tomada sobre todas as diferentes maneiras em que os 2k indices
podem ser divididos em k pares. Essa propriedade nada mais é do que uma expressao do
teorema de decomposicao de Wick. E interessante notar que, tomando médias estocasticas

sobre o ruido, é possivel mostrar que

D (T, ) €00
71220 (P(z1,71)--O(T0s Ta)),) = I ¢(xlf’;1))¢ Z)—<5x[¢] ) e '

(3.22)

A medida funcional das integrais de trajetéria Euclidianas pode ser considerada como uma
distribuicao estacionaria de um processo estocastico. Vamos agora assumir que a constante
de acoplamento A que aparece na acao de interacdo Sr[¢] é uma quantidade pequena.
Dessa forma, podemos tratar a equacao (3.19) de através de um método perturbativo.
Supomos que o campo ¢(z,7) pode ser escrito como uma expansdao na constante de

acoplamento,

oz, 1) = qb(o)(x, T)+ )\gb(l)(x, T)+ A2p®? (x,7)+ ... (3.23)

Substituindo a expansao anterior na equagao (3.19) e equacionando termos de mesma

ordem em A, obtemos até a primeira ordem em \

L% +(=A+ m%)} 0O(,m) = nlz,7), (3.24)
o (AR 60w = 1 (6w (3.25

A equacdo (3.24) é idéntica & equacdo (3.4). Se assumirmos que ¢U)(z,7 = 0) =0, V j,
sua solucao é dada pela convolucao da funcao de Green para o problema de difusao,

definida nas equagoes (3.8), com o ruido,

qb(o)(x,T) = / d%ax’ / dr' Gz — o', 7 — (', 7). (3.26)
Q 0
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A solucao da equagao (3.25) fica escrita como

1
¢(1)(a:,7) = ddasl / dry G(x —x1, 7 — 1) X

X </dd'/‘dTGaq—x71—TM@rTO3. (3.27)

Podemos, agora, considerar as fungoes de correlagio de n pontos (¢(z1, 71)...4(2n, 7)), -
Substituindo os resultados acima obtidos e levando em conta as propriedades de de-
composicao descritas pela equagdo (3.21) sao gerados os graficos estocésticos, que pos-
suem uma grande semelhanca com os graficos de Feynman da teoria de campos. Pode-
mos, como foi feito na se¢do anterior, calcular a funcao de correlagao de dois pontos
(¢(x1,71)d(22,72)),. Utilizando as expressoes (3.26) e (3.27) podemos mostrar que na

representacao de momentos

(@K, 71)p(ka, 72)),) = (D(kr, 71) D (o, T2)) + (G (ky, 1) (o, 7)) (3.28)
onde (p(kq, m1)p(ka, 7‘2)>( D(ky, ko, T) é a contribuigao de ordem zero para a func¢ao de

dois pontos, definida na equagao (3.16). A contribuigao de primeira ordem é

($(k1,1)(kas 7))y = (a) + (b), (3.29)

onde
m)::_gmwﬁ4@/ﬁ%U[ﬁthhﬁ—ﬂDwmﬁﬁw%@m% (3.30)
(b) = _gW@y+bx/fk[fdfa@%@—fﬂxmnﬂpwhnm) (3.31)

Ap6s um calculo simples, é facil mostrar que no limite de equilibrio, em que 71 = 75 — 00,

no6s obtemos a fungao de Schwinger de dois pontos numa aproximagcao de um laco:

A 1 1 1
b = 6%k, + k Ak ——. .32
() 2(r+ﬁw+mQW+W+%m/) k2 4+ mj (3:32)

T1=T2—00

Apesar de ser possivel obter as fungoes de Schwinger no limite de equilibrio, isso nao
garante que obtivemos uma teoria finita fisicamente aceitavel. O passo seguinte é aplicar
um procedimento de regularizacdo a teoria, o que sera feito mais a frente através da

regularizacao estocastica.
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3.3 Quantizacao de férmions

Nessa se¢cdo vamos aplicar o método de quantizacao de Parisi e Wu a teorias fer-
midnicas. Utilizando uma equagdo de Langevin do tipo (3.3), aparecem problemas de
convergéncia no limite termodindmico do pardmetro de Markov (7 — 00). Nesse limite,
as médias estocasticas calculadas para o sistema em d + 1 dimensodes nao resultam nos
valores esperados no vacuo da teoria em d dimensoes. Isso ocorre porque nao existem ana-
logos cléassicos de campos fermionicos, e o operador diferencial que aparece na equagao de
Dirac nao é positivo-definido.

A solucao para esse problema pode ser dada gracas a liberdade com que podemos
escolher a equagao de Langevin. Dessa forma, podemos escolher uma versao bosonizada da
equacao, transformando todos os operadores relevantes em operadores positivo-definidos.

Consideremos uma teoria Euclidiana descrita apenas por campos espinoriais, em d

dimensoes. A acao para férmions livres nessa teoria é dada por

Sl P = —i / A D) (30 + i) (), (3.33)

onde as matrizes v, satisfazem a algebra de Clifford, {v,,7.} = —2§ Portanto, a

-
equacao de Langevin fica escrita como

0 0S
Eiﬁ(% T) = ) I +n(z,7)
= (i — m) ¢(x,7) + 0z, 7), (3.34)

onde @ = 7,0,. O ruido também é um campo fermionico cujo anticomutador ¢ zero
e, em analogia com o caso bosonico, este satisfaz as relagoes de correlagao (n(z, 7)) =
(2, 7)) =0 e (alx,7)is(x', 7)) = 20450 (x —2")0(T —7'). A solugio da equagao acima

¢ dada através da introdugao da funcao de Green g(x, T), que satisfaz
Goplz — 2/, 7—7') =0, 7—7 <0,

<§ —id + m) 9o, (x — 2,7 — 7)) = 80, 0%z — 20T — 7)), T—7" >0. (3.35)
T of

Apesar da equagdo acima envolver apenas os termos diagonais nos indices espinoriais,
g(x —2',7 — 7') ndo é diagonal. De forma anéloga a expansao feita para o campo escalar
dada pela equagao (3.10), utilizando solugoes de ondas planas como base, é possivel fazer

uma expansao de Fourier nos campos fermidnicos. A func¢ao de Green, portanto, fica
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explicitamente dada por

d

gz, 7) =06(¢t) / (;l;;d exp {—(p +m)T —ipz}, (3.36)

onde p = v,p,. Logo, a solugao para o campo Y(x,T) fica escrita como

U(x,7) = /Qdda:' /OT dr' g(x — ', 7 — (', 7). (3.37)

Para que haja convergéncia para a teoria de campos, é necessario que g(z,7) — 0
conforme 7 — co. Entretanto, a func¢ao de Green nao ¢ diagonal, devido a matriz p+ml.
Essa matriz pode ser diagonalizada através de uma matriz unitaria U(p), e dessa forma a

convergéncia de g(z,7) pode ser analizada. Portanto, temos

p+ml="U'(p) - U(p) +ml. (3.38)

Assim, a fungao de Green g(z, 7) também fica diagonalizada por U(p), e é dada por

d
g(z,7) = 0(t) / (;lTr;de(m (AP U (p) e, (3.39)

onde A(p) é a matrix diagonal dos autovalores j:i\/ﬁ , que aparece na equagao (3.38).
Claramente, a convergéncia da fungao de Green depende unicamente do fator exp {—m7},
o que quer dizer que, para teorias de férmions nao massivos, nao obtemos diretamente o
limite quantico quando o parametro de Markov vai ao infinito.

A solucao para este problema provém do fato de que a escolha da equacao de Langevin,
que descreve a evolucao do sistema no parametro de Markov, ndao é tnica. Como foi
brevemente discutido no primeiro capitulo, para processos nao-Markovianos é necessario
introduzir um kernel na equagao de Langevin. Podemos utilizar essa generalizacao para
o caso de férmions, onde o kernel deve ser escolhido de forma a cancelar os autovalores

negativos de 05/0v(x). Em geral, o kernel ndo deve ser positivo-definido. A equacdo de
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Langevin generalizada fica escrita como

0

sevte) == [ty Ky

500) |, v +0(x, 7). (3.40)

O novo ruido introduzido deve satisfazer as novas relagoes de correlacao

(z,7)) = (O(z,7)) =0,
(O, 7)05(2", 7)) = 2Ko5(x,9)0(1 — 7). (3.41)

O segundo momento da distribuicao de probabilidade do ruido é agora proporcional ao
kernel K (z,y). Essa nova expressao ¢ escrita dessa maneira de forma a manter valido o

teorema de flutuagao-dissipagao. Se escolhermos o kernel K (z,y) da forma
K(z,y) = (2@ + m) 5d(x — ), (3.42)

a equacao de Langevin (3.40) se torna

S bl 7) = (A~ () + (a7, (3.43)

A equagao acima possui a mesma forma da equacao de Langevin para o campo escalar
(3.3). Toda a informagao sobre a natureza espinorial da teoria estd contida nos valores

esperados de 0(x, 7). As fungbes de 2n pontos para o ruido sao dadas por

O(1,m1) - O(wn, 7)) = Y & [ (O, 7)0(x;, 7)), (3.44)

perm pares

onde €, assume o valor +1 para permutacoes pares e o valor —1 para permutagoes impares.
A equagao de Langevin (3.43) pode ser resolvida de forma andloga ao caso bosonico.
Dada a fun¢dao de Green diagonal

Gl ) = 00r) [ 2L e (3.49)
T, T T <27T)de , .

a solucgao fica explicitamente definida por

U(x,7) = /OT dr’ /Qddx' Glx — 2,7 —7")0(2,0"). (3.46)

A fungdo de Green dada pela equacao (3.45) possui as mesmas propriedades de con-
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vergéncia da funcao de Green no caso bosonico. De fato, ela converge no caso em que
m = 0. Como a convergéncia é garantida no caso de férmions livres, ao introduzirmos

uma intera¢ao a expressao para o campo fermionico ¢ (z, 7) fica dada por

$(w,7) = /0 ar’ /Qdda:’ Gl —'r— ) [0t ) - S5

) (3.47)

w(:v)=¢(:v»fj

E possivel demonstrar através de uma anslise da equacdo de Fokker-Planck associada
a distribui¢ao de probabilidades que o kernel K (z,y) introduzido na equagao de Langevin
é suficiente para garantir a convergéncia da teoria no caso de acoplamento entre férmions
e entre férmions e outros campos, e que o método de quantizacao estocastica fornece as

fungoes de correlagao da teoria de campos no limite do equilibrio [15].

3.4 A regularizacao estocastica

A expressao (3.32) é claramente divergente se d > 2, devido a integragdo nos momen-
tos. Um passo fundamental no processo de quantizacao de uma teoria é encontrar um
esquema de regularizacao satisfatorio, de forma a tornar as integracoes da teoria finitas
em um estagio anterior a renormalizacao. No fim, a teoria renormalizada deve ser inde-
pendente do processo de regularizacao adotado. Alguns métodos de regularizagao acabam
por ser incompativeis com as simetrias da teoria, que devem ser preservadas. Por exem-
plo, a regularizacao na rede, que discretiza o espaco, quebra a invariancia por translagao
e rotagao de uma teoria.

Uma generalizacao do método de quantizagao de Parisi e Wu sugere um novo método
de regularizacao para a teoria de campos. Gracas a presenca do parametro de Markov
como uma dimensao adicional é possivel desenvolver um esquema de regularizacao que
preserva todas as simetrias da teoria: a regularizacdo estocastica.

O processo de regularizagao estocastica consiste em modificar o processo estocastico
original representado pela equagao (3.19) através da introdugao de um regulador, ou no
termo de friccao ou na correlagdo do ruido. O processo estocastico modificado é diferente
do processo original. Eles coincidem apenas no limite em que o kernel se aproxima da
unidade.

Existem duas possibilidades de escolha para o regulador. Uma é tomar um ker-
nel dependente de 7 somente. Isso corresponde a escolher a correlacao do ruido como
(n(z, 7', 7)) = 26%(x — 2')K(t — 7). Essa escolha implica que o novo processo ¢

essencialmente nao-Markoviano. Como a funcao delta das coordenadas espaciais ainda
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aparece na correlacdo do ruido, esta se mantém invariante sob transfomagoes de simetria.
A outra possibilidade é a regularizagao estocéstica covariante, que é puramente Marko-
viana. A idéia é construir uma nova equacao regularizada de Langevin, com o termo que

contém a contribuicao do ruido modificado,

0 05

5T =750

+ [ty BByt (3.45)
p(z)=¢(x,7)
onde o regulador é funcao do Laplaciano,

Al‘y = /ddz (8u)xz(a,u)zy> (349)

(au)zy = (%(x) 5d(37 — ). (3.50)

Para que os processos estocasticos coincidam ao fim do processo de regularizacao, é
necessario que o regulador se aproxime da unidade a medida em que o corte ultravioleta
A se aproxima do infinito. Essa propriedade possibilita a escolha de diversos reguladores.

O regulador escolhido no decorrer desta dissertagao ¢ da forma

A
que claramente satisfaz
Alim R(AAN) = 1, (3.52)
lim Rey(AA) = 5z —y), (3.53)

garantindo que o processo estocastico regularizado seja reduzido ao processo original no
limite em que o parametro A, introduzido para regularizar a teoria, va ao infinito. Com
essa modificagdo da equacao de Langevin ¢é possivel mostrar que todas as contribui¢oes
para as fungoes de n pontos em todas as ordens da expansao na constante de acoplamento
sao finitas. De fato, a contribui¢ao para a fungao de dois pontos dada pela equacao (3.32)

fica reescrita como

) L[ O

b = 6%k + k ks 3.54
®) 20 ki + 2>(k%+m§)(k%+k§+2mg) k> +m3’ (3:54)



Capitulo 3. Quantizagao estocastica para campos Euclidianos 22

onde Ry ¢ a transformada de Fourier do regulador, definida por

Ri(A) = R(A,A) ) (3.55)

A=—Fk?
Claramente, a equagao (3.54) é uma expressao finita, devido a convergéncia da integral
envolvendo o regulador. No proximo capitulo, os passos desenvolvidos até agora serao

aplicados para investigar a quantizacao de um campo escalar no espaco-tempo de de
Sitter.



Capitulo 4

Quantizacao de campos escalares na

variedade de de Sitter

4.1 Quantizacao estocastica de Parisi-Wu em variedades

Riemannianas

No capitulo anterior, o método da quantizacao estocastica foi empregado para se es-
tudar campos escalares com auto-interagao em variedades que podem ser continuadas
analiticamente para a situacao Euclidiana. A equacgao de Langevin para os coeficientes de
Fourier foi resolvida e a fungao de dois pontos ao nivel de um lago foi exibida. Mostramos
que esta diverge e, a fim de torné-la finita, nos utilizamos da regularizacao estocastica
covariante. E importante ressaltar que este procedimento de estender a variedade real
para uma complexa na situagdo acima faz com que a acao se torne uma quantidade real,
permitindo a implementacao da quantizacao estocastica de modo relativamente simples.
Queremos mostrar que esse esse procedimento também funciona quando, partindo de
uma variedade pseudo-Riemanniana, via extensao analitica da coordenada temporal, en-
contramos uma variedade Riemanniana onde os campos estdao definidos. Uma equagao
de Langevin generalizada convergird para uma situacao de equilibrio onde as fungoes de
correlacao calculadas como média de todas as realizagoes do ruido se tornarao as fungoes
de Schwinger associadas ao campo em questao na variedade curva.

Nosso proposito neste capitulo é discutir a quantizagao estocastica de campos escalares
com auto-interacao definidos na variedade de de Sitter. Vamos calcular a fungao de
Schwinger de dois pontos ao nivel de um laco e aplicar a regularizagdo estocéastica continua

para controlar divergéncias ultravioletas.

23



Capitulo 4. Quantizagao de campos escalares na variedade de de Sitter 24

Para tanto, vamos primeiramente fazer uma generalizacao do método desenvolvido
no capitulo anterior para espacos-tempo curvos. Consideremos uma variedade M? que
admite um campo vetorial de Killing ndo-nulo X. Se for sempre possivel introduzir
coordenadas (¢, 27) localmente de forma que X° = % e as componentes do tensor métrico
forem independentes de t a variedade é estaciondria. Além disso, se a distribuicio X+
dos hiperplanos ortogonais a X° for integravel, a variedade é estatica. Para variedades
estaticas, é possivel realizar uma rotacao de Wick e estender analiticamente a variedade
pseudo-Riemanniana para o dominio Riemmaniano, onde a quantizacao estocastica pode
ser implementada.

Consideremos, entdo, uma teoria de campos classica definida em M9 x R™), onde R
representa o setor do parametro de Markov 7, acoplada a um banho térmico. Em geral,

é possivel introduzir uma decomposicao de Fourier da forma
oa7) = [ dnlh) én(ryun o) (1)

onde a medida dfi(k) depende da métrica de M, e os modos u(x) sdo solucoes da equacio
de Klein-Gordon definida nessa variedade. Para campos definidos em espagos-tempo cujos

elementos de linha sdo escritos da forma
ds® = goodt® + hijdxidxj, (4.2)

vamos propor uma equacao de Langevin dada por

0 goo 0S8

—d)(l‘,T) = —ﬁm +77(£E,7'), (43)

b(x)=o(x,7)

or

onde g = |det g, | € S é a agao Euclidiana dada por

Ste = [ ' vaLlol (4.4)

Impomos que o ruido n(z, 7) ainda satisfaca uma distribuigao estatistica Gaussiana e seja
branco. As expressoes para o primeiro e segundo momentos da distribuicao de probabili-

dade satisfeita pelo ruido, (3.5) e (3.6), ficam escritas como

(n(z,7)), = 0, (4.5)
(n(z, (', 1)), = 6%z — ') 6(r — 7). (4.6)




Capitulo 4. Quantizagao de campos escalares na variedade de de Sitter 25

Na secao seguinte, empregaremos tais generalizagoes para a quantizacdo de um campo
bosénico em um espago de de Sitter quadridimensional. Antes de prosseguirmos, gostari-
amos de salientar que a equagdo de Langevin acima contém a componente gy do tensor
métrico, que a torna nao-covariante. Isto nao é um problema, pois a covariancia deve
ser restaurada na situagao de equilibrio. Vale a pena lembrar que na quantizacao de um

sistema fermionico a introdugao do kernel K (z,y) quebra a simetria local de calibre.

4.2 Campos escalares livres no espaco-tempo de de
Sitter

Existem diversas formas de representar o espago de de Sitter quadridimensional. A

mais simples é pelo hiperboldide
2 2 2 2 2 9
25— 21— 25— 23 — 2 = —a, (4.7)

imerso em um espaco de Minkowski de cinco dimensoes, cujo elemento de linha é dado
por
ds® = dz} — d2? — dz3 — dz3 — dz}. (4.8)

Da forma da equagao (4.7), percebe-se que o grupo de simetria do espago de de Sitter é o
grupo de dez parametros SO(1,4) das transformagoes de Lorentz homogéneas no espago
de imersao de cinco dimensoes, conhecido como grupo de de Sitter. Assim como o grupo
de Poincaré tem um papel central na quantizacao de campos no espago de Minkowski,
o grupo de de Sitter é fundamental para a discussao da quantizagdo de uma teoria no

espaco-tempo de de Sitter. Por ser um espago maximalmente simétrico, o espago-tempo
d(d—1)

a?

de de Sitter S; 3 o escalar de curvatura de Ricci em d dimensoes é dado por
Vamos introduzir em S 3 as coordenadas z” = (¢,£%), onde 3,8,7 = 0,1,2,3 e i,j =
1,2,3. Temos:

X =atant ; —w/2<t<7/2 (4.9)

«
a_ pa(el €2 3y b=1.2.34 4.1
z cost <€7£7£) ) a, 77377 ( O)

€1,€2,83 sendo as coordenadas na esfera k% + k3 + k2 + k3 = 1. O “futuro" (“passado")

infinitamente remoto corresponde a t = 7/2 (t = —7/2) para as coordenadas do tipo

0

tempo t. As esferas tridimensionais z” = const. sao hipersurperficies de tempos iguais.
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Podemos escrever

dk? + dk3 + dk; + dk3 = w; (61,62, 6%) det de? (4.11)

onde Wij = %]Z? glgj‘

de Sitter pode ser denotado da seguinte maneira,

é o tensor métrico de S3. Dessa forma, o intervalo do espago-tempo de

042

ds® =

dt* — w;(€1,8%,€%)dg dg ). 4.12
COS2t( w](fafaf) 6 5 ( )
Com uma rotacao de Wick, chegamos ao espago de de Sitter Euclidiano escrito nas coor-

denadas (4.9) e (4.10). Consideremos a seguinte densidade Lagrangiana L,

L= L 0,00,0+ 5 (m} + ER) (4.13)

Note que foi introduzido um acoplamento entre o campo bosonico e o campo gravitacional

representado pelo termo £R¢?, onde £ é um fator numérico e R o escalar de curvatura
1d—2
4d—1
a teoria seja invariante sob transformacgoes conformes no caso em que my = 0. Como

de Ricci. Se tomarmos & = a insercao desse termo de acoplamento garante que

estamos considerando d = 4, temos R = % ef = %. Utilizando as equagoes (4.4) e (4.13),

a equagao de Langevin (4.3) fica escrita como

0 (z,7) o?
_ T) = —
or P cosh?

2
<—A +mp + E)go(x, 7) +n(w, 1), (4.14)
onde A é o operador de Laplace-Beltrami em 4 dimensoes, definido por

A = g—1/28ﬂ(gl/29uvay)
_ v, (1.15

Procedemos, entao, de forma analoga ao caso plano. Definimos a fungao de Green

retardada para o problema de difusdo G(z — 2/, 7 — 7'), que satisfaz

{8 o?

LT T 2 3 _ Y = _NSdf.
8T+cosh2t< Ax—i_mo—i_az Gr—a',7—1")=6(r —7)%z — o), (4.16)

seT—7">0eG(x—a',7—7")=0,se 7—7" < 0. Usando a funcao de Green e a condigao
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inicial ¢(z,7 = 0) = 0 a solugao fica escrita como

oz, 7) = /Qd‘lx’ /OT dr' /g(x') G(x — o', 7 — " )n(2', 7). (4.17)

Para encontrarmos a funcao de Green, e consequentemente a solu¢ao da equagao de
Langevin, é util fazermos uma expansao de Fourier do campo e do ruido, segundo a

equagao (4.1). Nesse caso, os modos uy(z) sao dados por [38]
+ = +
Uy (T) = NVs + 1 Z44[k(E)]f, (t) cosht, (4.18)

coms=0,1,2,...ec =1,2,...(s+1)% As fungoes Z,, [k(£)] sdo polindmios ortogonais har-
monicos em k de grau s. Tais polindmios sao solugdes da equagao (A + s(s + 2)) Zg [k(§)] =

0, e sao identificados pelo indice o. As fungoes f;t (t) sao expressas através de fungoes

hipergeométricas,
1 . . ; , 1+ tanht
frt) = W\/F(w +u)l(ip — p+ 1) e P'F <u, 1 — pyip + 1 T) , (419

com = %(1 —v1- 4m2) e m = mpa. A medida para a decomposi¢ao na equagao (4.1)

. 1
/ d:upsa = % / dp Z : (42())

Substituindo a decomposi¢ao de Fourier com os modos dados ela equagao (4.18) na

nesse caso é

equacao de Langevin (4.14), é possivel concluir que cada modo de Fourier satisfaz uma

equacgao de Langevin do tipo

0

Egbq(T) = —(¢* + D)oy (1) + ny(7), (4.21)

onde ¢* = p* + K%, com k? = s(s + 2). Tomando a condi¢do inicial ¢,(7 = 0) = 0, a

solucdo da equagao (4.21) fica escrita como

our) = [ dr’ Gl = (), (122

0

onde a fun¢ao de Green é dada por

G (r—7') = e (D)= ot —1'). (4.23)



Capitulo 4. Quantizagao de campos escalares na variedade de de Sitter 28

A fungao de dois pontos D,(7,7') pode ser calculada de forma semelhante ao caso
plano Euclidiano, levando em conta que na representagao de momentos a segunda relagao

(4.6) fica escrita como
(Ng(T)ny (7)) = 2(2m)8(p + P55/ 0500 (T — T'). (4.24)

De fato, obtemos

DQ(Tv T/) = <¢Q(7—/>¢q’ (T/)> = 5(p+p/)5ss’5oa’

L (6_(q2+1>|T_T/| _ €<q2+1><f+f’>) , (4.25)
q

ou na representagao de coordenadas
D7) = [ dila) uf @iy (D7)

= [ dnlo) @y, () -

¢ +1

<€f(q2+1>|mf| _ €(q2+1)(r+r’)> (4.26)
No limite em que 7 = 7/ — oo obtemos seguinte expressao
htcosht' fy @) f; (@)
D N 2 COS 1)2si 1 /d P P
(x,2) N I ;(S +1)%sin (s + 1)y pr e
cosh t cosh t/ _ _
NAEELERE S s 1)sin (s + DLy (i (07 (427)

sin 7y -
s=

onde utilizamos o teorema da soma dos polinémios harmonicos [37],

(s+1)? .

= (eiyeD  (eli (s+1)sin(s+ 1)y

Zos —0s - N ; 4.2
I R = e (1.25)

4

com y = = arccos Z ko(€)ka(€'). A expressao (4.27) é claramente divergente, entretanto,
a=1

é possivel mostrar que [39], definindo a fun¢ao A(¢,#') como

At 1) = Z fj—i(s+1)(t)f—_i(s+1)(t/> cos (s + 1)y, (4.29)
s=0

que é uma expressao finita, é possivel reescrever a expressao (4.27) como

h ht
_prooshicoshit 9 iy (4.30)

D(z,2) = sin ~y oy
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Vale a pena salientar que, apesar de ser um resultado bastante conhecido na literatura [38,
39], o método utilizado para encontra-lo difere completamente dos métodos anteriormente
aplicados na literatura. Nao existem aplicacoes do método de quantizacao estocastica a
variedades curvas, mais especificamente a variedade de de Sitter. O estudo de uma nova
forma de quantizacao pode fornecer novas informagoes sobre o processo de quantizacao
de uma teoria que nao sao evidentes na aplicacao dos outros métodos de quantizacao
além de novas técnicas, como o caso da regularizacao estocastica. Na secao seguinte,
examinaremos o caso de um campo bosonico neutro auto-interagente, na variedade de de
Sitter.

4.3 Campos escalares interagentes no espaco-tempo
de de Sitter

Agora, vamos aplicar o método para o caso de uma teoria auto-interagente, com agao

de interacao dada por

A
Sil¢] = i d'z \/g(x) 550" (2), (4.31)
e a equacao de Langevin obtida é
0 o? 5 2 A ao?
E@(I, 7') = _Cosh2 / <—A + my + E) QO(I', 7') -+ gm(ﬁ(I, 7') + 77(37, T). (432)

Da mesma forma que no caso Euclidiano plano, podemos resolver a equacao acima através
de uma série perturbativa A\. A funcdo de dois pontos na representacdo de momentos é
dada por (¢q(71)Pk(72)) = (a)+ (b) 4+ (c), onde o termo (a) é a contribuigao de ordem zero
dada pela equagao (4.25). Os termos (b) e (¢) sao as contribuigdes de primeira ordem em

A, escritos como

B = =55k [ i) v, [Car Gn DD, (4

© = =30 b [di) uuy [ i Gun =D D), (@)

onde G,(1 —7') e D,(7,7") sdo definidos pelas equagoes (4.23) e (4.25), respectivamente.

Substituindo essas expressoes e tomando o limite de equilibrio (1, = 75 — 00) obtemos
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para (b), por exemplo, a expressao

A 1 1
b = —26%q, k I 4.35
O o~ 2N eyh (4.35)
com a quantidade I definida por
= 1
_ 2 2 E 3 4 _
I = N cosh tl £ (S + 1) /dp fp (tl)fp (tl) m (436)

Lembrando que as funges f,7(t1) e f, (1) sao, de fato, fungdes hipergeométricas, a
integral acima pode ser feita escolhendo o contorno apropriado no plano p complexo. O

resultado é
oo

I=N?cosh®t; Y (s+ 1)*fF(t)f, (1)

s=0

(4.37)

p=—1i(s+1)

A série nessa equagao é claramente divergente, portanto, é necessario regulariza-la e obter
um resultado finito para a func¢do de dois pontos. Isso pode ser feito, assim como demons-
trado no capitulo anterior, através da regularizagao estocastica covariante. Introduzimos,

entao, a seguinte equagao de Langevin regularizada

d _ Yoo .50
Eqﬁ(l’ﬂ-) - _ﬁ5¢<$>

+ / 0y /TRy (A)n(y, 7). (4.38)
o(x)=0(z,T)

onde o regulador é funcao do Laplaciano. A usando a decomposi¢ao em modos dada pela

equagao (4.1), concluimos que cada modo de Fourier satisfaz uma equagao do tipo

0
—0u(7) = =0 + Dulr) + Rona(7), (439)
onde Ry = Ruy(A)|a——24(s+1)2) € Ray(A) = [dfi(q) uf(x)uy (y)Ry. Obtemos, entdo,
repetindo os céalculos da sec¢ao anterior, é possivel mostrar que a fungao de correlagao de

dois pontos para o campo livre na representacao de momentos fica
2
q

Dq(ﬂ 7—,) = N254(q7 q,) (q2 + 1)

<6—<q2+1>|f—7'\ _ e(q2+1><f+r’)) ‘ (4.40)
Dessa forma, a contribuicao de primeira ordem para a funcao de dois pontos dada pela
equagao (4.35) fica reescrita como

R} 1
(K2+1) (> +k2+2)

(b)a = —%54(q, k) I(A). (4.41)

T—1=7T9—00
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O termo I(A) é dado por

—2(p*+(s+1)%)/A?

p?+ (s +1)?

oo
I(A) = A cosh® £, / ap 3 (s+1)° & £ (). (4.42)
5=0

Apesar de nao ter sido possivel expressar a equagao acima em termos de fungoes
conhecidas, a presenca da fungao exponencial garante que a integral seja finita. Dessa
forma, obtivemos a fun¢ao de Schwinger de dois pontos regularizada numa aproximacao de
um lago para um campo massivo conformalmente acoplado no espago-tempo de de Sitter.
Um tratamento similar pode ser utilizado para a obtencao das func¢oes de Schwinger de
quatro pontos.

Um ponto importante a se ressaltar é que o procedimento de regularizagao estocastica
preserva todas as simetrias da Lagrangiana nao-regularizada. O préximo passo seria isolar
as partes divergentes no limite A — oo e remové-las através de uma redefinicao adequada
das constantes da teoria, ou seja, implementar o programa de renormalizacao.

Uma questao natural a ser levantada é se é possivel renormalizar todas as fungoes
de n pontos em todas as ordens da expansao perturbativa em A. Argumentos dados
por Birrel sugerem que, a priori, nao podemos esperar que uma prova independente da
regularizacdo para a teoria A¢? em espacos curvos exista. Uma tentativa de uma prova
geral da renormalizabilidade da teoria A¢?*, definida em um espaco-tempo que pode ser
continuado analiticamente para a situagao Euclidiana, foi desenvolvida por Bunch. Nossa
derivagao mostra que a regularizacao estocastica pode ser uma tentativa de tal prova

independente de regularizagdao, embora ainda estejamos na mesma situacao estudada por
Bunch.
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A aplicacao do método de quantizacao estocastica em espacos curvos eté relacionada
ao seguinte fato. Para variedades estaticas, é possivel realizar uma rotagao de Wick, ou
seja, extender analiticamente a variedade pseudo-Riemanniana para o dominio Rieman-
niano. Para variedades curvas nao-estaticas, o método deve ser formulado no dominio
pseudo-Riemanniano. Essa situagdo pode ser vista como um caso especial da formulagao
Euclidiana para sistemas com agoes complexas.

A aplicagdo do método de Parisi em espacos-tempo curvos incompletos possui pro-
blemas ainda nao esclarecidos. Quando estamos trabalhando em um espago-tempo com
horizonte de eventos, como o espago-tempo de Rindler e de Sitter, ainda nao sabemos
qual o comportamento das funcdes de correlacao do ruido préximo ao horizonte. E facil
de verificar que, quando g = det g, = 0, a fungao de correlagao do ruido (4.6) diverge e,
portanto, as fungoes de Schwinger (¢(z1,71) - - - ¢(xn, 7)), perdem seu significado fisico.
Nessa dissertacao contornamos esse problema considerando um sistema de coordenadas
para o espaco-tempo de de Sitter onde o horizonte de eventos cosmoldgico nao aparece.
Dessa forma, foi possivel obter a funcao de Schwinger de dois pontos para campos escalares
auto-interagentes. Um ponto importante a ser ressaltado, é o fato de o procedimento de
regularizacao estocastica, que preserva as simetrias do problema, poder ser aplicado. A
corregao da ordem de um lago para a fungao de dois pontos, dada por (4.41), foi feita finita
através da generalizacdo da equagao de Langevin, introduzindo um kernel regulador.

Uma continuagao natural do trabalho apresentado nessa dissertacao ¢ investigar a
aplicagdo do método de quantizacao estocastica de ampos escalares no espago-tempo de
de Sitter utilizando o sistema de coordenadas dado por (B.16), onde o horizonte de eventos
aparece explicitamente. Outra continuacao seria o estudo de como aplicar a quantizacao

estocéstica para campos de spin meio ou um numa variedade curva, com ou sem horizonte

32
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de eventos.

Para finalizar, gostariamos de enfatizar que o estudo de uma nova forma de quanti-
zarmos campos classicos, além das quantiza¢oes candnica e por integrais de trajetoéria,
pode trazer um entendimento mais profundo do significado do termo “quantizacao” de

uma teoria classica.



Apéndice A

Processos estocasticos

A.1 Caracteristicas gerais

Considere uma variavel z(t) que assuma valores aleatérios definida em um dominio
0 <t <T. Sefizermos N leituras dos valores assumidos por z(t), obteremos um conjunto
de valores {z;(t), z2(t), ..., zn(t)}. O valor da varidvel z(t) em um instante de tempo t é
dado segundo uma distribuicao probabilistica, e cada leitura z;(¢) é uma amostra de um
ensemble estatistico. Se tomarmos o nimero de leituras N suficientemente grande, deve
ser possivel encontrar a lei de distribui¢ao obedecida por z(t).

Se uma leitura continua é feita, uma func¢ao z(¢) é obtida como uma amostra do
processo estocastico z(t). Para leituras feitas em instantes discretos de tempo, 0 < ¢; <
ty < ... <t, <T, entdo o conjunto de n valores obtido, {z(t1),...,2(t,)}, é a amostra
do processo. Considerando o limite em que n é grande e o intervalo entre duas leituras
consecutivas tende a zero, obtemos uma trajetéria continua no tempo.

As caracteristicas do processo estocastico z(t) podem ser descritas em termos da den-
sidade de probabilidade p;(t,z). A probabilidade de encontrarmos para z(t) um valor

entre z e z 4+ dz no instante t é dada por
pi(t, 2)dz = (§(2(t) — 2))dz. (A.1)

A distribuicao de probabilidades para esse processo, ou seja, a probabilidade para z(t) <

Z, em um dado instante t é fornecida pela expressao
z
Ft,Z)=P(z(t) < Z) = / dz p1(t, z) = (0(Z — =(t))), (A.2)

—00

34
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onde 6(z) é a fungao degrau de Heaviside. E possivel concluir da expressdo anterior que

F(t,00) = 1. De forma andloga, se considerarmos n instantes de tempo, podemos generali-

zar a densidade de probabilidade para n instantes de tempo, ou seja, p,(t1, ..., tn; 21, ., 2n).
Nesse caso, a probabilidade de encontrarmos z; < z(t;) < z; + dz; para j = (1,2,...,n)
é dada por

Polte, o tn; 21, ooy 2n)d2zy - - dzy = (0(2(t) — 21) ... 6(2(tn) — 2n))d2y - - - dz,.  (A.3)

O processo estocastico fica definido quando a densidade de probabilidades é dada para
qualquer conjunto de n (n = 1,2,...,00) instantes de tempo. Dessa forma, a média

estocastica de um funcional arbitratrio de z(t) ¢ definida como

(R[=(t)]) :/dz1-~-/dzn Rlzy, . zn] paty, - oy tns 21,0y 20)s (A.4)

onde assumimos que a densidade de probabilidade esta normalizada segundo

/dzl---/dzn Pty oy tns 21,y 2) = 1 (A.5)

Se a densidade de probabilidade definida para o processo estocastico z(t) é invariante

sob uma translagao temporal nos instantes de tempo t;, ou seja, se
Po(tt + 7 oty 7521,y 20) = Palte, o tns 21,000y 20), (A.6)

entdo z(t) é um processo estacionéario. Nesse caso, a fungao de correlagao de dois pontos

depende somente da diferenca entre os instantes de tempo, isto é,
B(tl,tQ) = <Z(t1)2(t2)> = B(tl — tg). (A?)

A escala temporal 7y caracteristica da funcao de correlacao de dois pontos é chamada

de raio de correlacao, e pode ser determinada a partir da relacao

/000 dr (z(t +7)z(t)) = 1(2%(1)). (A.8)

Outra quantidade importante a ser definida é a funcao espectral, pois a andlise har-
monica é um método bastante utilizado na resolugdao de problemas envolvendo processos
estocésticos. O teorema de Wiener-kintchine [40,41] expressa que a func¢do espectral de

um processo estocastico pode ser expressa como a transformada de Fourier da func¢ao de
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correlagao, isto é,

I(w) = / Tt B(t) e, (A.9)

—o0
Essa expressao pode ser invertida, e dessa forma, se a fungao espectral for conhecida é
possivel obter a funcao de correlacao de dois pontos.

Uma descrigao completa das propriedades estocésticas de z(t) pode ser feita através

do funcional caracteristico, definido por

Ofo(r)] = <exp {@ /: dr U(T)Z(T)}> , (A.10)

onde v(7) é uma fungao arbitraria. Através do funcional caracteristico é possivel obter
todos os momentos da distribuicao de probabilidade. De fato, é possivel ver que o n-ésimo
momento da distribuicao de probabilidade fica definido em termos de derivadas funcionais
do funcional caracteristico,
Myt 1) = (2(t) o 2(t)) = ~—— 2 auen| (A11)
i ou(ty) -+ du(ty)

v=0

Podemos entao reescrever o funcional caracteristico através de uma expansao de Taylor,

Plu()] IZ%/_OO dtlm/_oo dtn My(t1, ... ) v(t1) - v(tn). (A.12)

Representando o funcional caracteristico na forma ®[v(7)] = exp {W{[v(7)]}, o funcional

W v(T)] pode ser expandido através de uma série de Taylor, da forma

W) =3 g /Oo it - /OO dtn Kot 1) 0(t1) - 0(t), (A.13)

onde as quantidades K, (t1,...,t,) sdo os cumulantes da distribuigdo de probabilidade,
definidos por
1 o"
K,(ti,...,t,) = — w . A.14
( 1 ) in (S'U(tl) . 5U(tn) ['U(T)] o ( )

E possivel concluir a partir das equacoes (A.11) e (A.14), que os funcionais ®[v(7)] e
Wv(T)] sdo, respectivamente, os funcionais geradores dos momentos M,, e dos cumulantes
K, da distribuicao. Além disso, o j-ésimo cumulante K; pode ser escrito em termos dos
momentos M;, somente, com ¢ < j. Reciprocamente, o momento M pode ser escrito em

termos dos cumulantes K, [ < k, somente.
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A.2 Processos Markovianos

Considere agora o funcional caracteristico, dado pela equagao (A.10). Se tomarmos
n

u(t) = Z vpd(t — t1), o funcional caracteristico fica expresso por
k=1

iy vpz(te) n
O(vy,...,0,) = <e ; > = <H e“”“z(t’“)> . (A.15)

Nesse caso, a densidade de probabilidade para o processo z(t) é dada pela equagao (A.3).
A probabilidade de transigao ¢ definida como a probabilidade de obtermos para z(t) um

valor entre z; e z; + dz; no instante de tempo t;, sabendo que z(ty) = 2o, e é da forma

p2(20, to; 21, t1)
pl(ZO; tO)

p(Zl,tl‘Zo,t(])le = le. (A16>
Probabilidades de transicao para n instantes de tempo sao dadas, quando temos precisa-
mente z(ty) = zo, pela definicdo mais geral

n(20,t0; 21,815 - Zn, by
p(zl,tl,...,zn,tn|zo,t0)dzl,...,dzn:p(zo 0: 21, %1 : )dzl,...,dzn. (A.17)

pl(Z07 tO)

Se a probabilidade de encontrarmos para z(t) o valor z num instante de tempo ¢,
sabendo que z(tg) = 2o, é independente do conhecimento do valor de z(t) para instantes
de tempo anteriores a to o processo estocastico é um processo Markoviano. A histoéria
do sistema anterior ao tempo t, esta toda contida na informacao de que z(ty) = 2;. Isso

pode ser expresso por
p(z,t|z0, to; 2/, ') = p(2, t|20,t0), t < to. (A.18)

Denotando a densidade de probabilidade de transigao por p(z, t|zo, to) = (3(2(t) — 2)|2(to) =

2p) e fazendo t = ty, obtemos a condigao inicial
p(z,to|20,t0) = 6(z — 20). (A.19)

Portanto,
P22, ta; 21, t1 |20, to) = p(22, ta|21, t1)p(21, t1 |20, to)- (A.20)

A evolugdo do processo no intervalo de tempo [to, t3] pode ser construida através da
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evolucao em dois intervalos de tempo, [to, 1] e [t1,t2]. Portanto, a densidade de probabi-

lidade de transicao para um processo Markoviano pode ser escrita como

P22, talz0,t0) = /d21 P22, tal 21, t1)p(21, t1 20, to), (A.21)

ou, generalizando para n instantes de tempo,

p(ZTL7tTL|Z()7t0) — /dzn—l o /le p(ZTL7tTL|ZTL—17tTL—1> t 'p(zla tl’Z()?tO)‘ (A22>

A.3 As funcoes de correlacao temporais

Nesta se¢do vamos calcular uma expressao para a fungdes de correlacido da forma
(z(t)R[2(7)]), onde R[z(7)] é um funcional arbitrario de z(7). Vamos considerar a situagao
em que R[z(t)+n(t)], onde n(t) é uma fungao deterministica, e calcular (z(t)R[z(7)+n(7)]).
Em seguida faremos 7n(t) = 0 de forma a obter o resultado desejado.

Expandindo o funcional R[z(t) + n(t)] através de uma série de Taylor em torno de

z(t) = 0, podemos escrevé-lo como

RO +()] = Rl + Y g5 [an-- [ dn e R0)e(n) - -2(7)

— exp { / T dr 2(7) : 0 }R[n(t)]. (A.23)

[e.e]

Dessa forma, usando a equagao anterior,

COREE) ) = (e { [ ar =) Rl

[e.9]

- o] (o o015t o)

}<Rk@»+nwn» (A.21)
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)
onde o operador € [t, ——| é definido como
ion(7)

<z(t) exp {z f_oooo dr z(r)v(7)}>

exp {z [ dr z(r)v(7)}>
1 )
B O[v(1)] idv(T) lo(7)

5
= Sogy el (A.25)

Qlt,v(r)] =

Ao introduzirmos o operador dentro das chaves que denotam o valor esperado na

equagao (A.24), podemos substituir . Fazendo 7(t) = 0 obtemos

0 —
ion(r)  idz(T)

(z(t)R[2(7)]) = <Q [t, %} R[Z(T>]> . (A.26)

Ao expandirmos In ®[v(7)] em uma série de Taylor (A.13), obtemos para o operador
Qt, v(7)]

Q[t, U(T)] = Z ; /dTl s /de Kj+1(t, T1y- .- ,Tj)’l)(Tl) s U(Tj). (A27>
j=0 "
Substituindo essa expressao na equagao (A.26) obtemos, finalmente,

(z(t)R[2(7)]) = i%/dﬁ.../d@ Kt m, ... m) <5z(ﬁ)_5_j. 52(Tj)R[2(7‘)]>.

A.4 Processos (Gaussianos

Um processo estocastico geral é definido através da densidade de probabilidade (A.3),
dada para todos os possiveis conjuntos de {t1,ts,...,t,}. Um processo Gaussiano é com-
pletamente caracterizado pelos seus primeiro e segundo momentos. De fato, um processo
estocastico z(t) é Gaussiano se a distribuigao de probabilidades dos valores {z1,...,2,}

observados em n instantes de tempo {t1, ..., t,} é uma distribui¢do normal n-dimensional,
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ou seja

F[z(1)] = Nexp {—% /dTldTQ (2(7'1) — 2(7’1)) A(11,79) (Z(Tg) — 2(7’2)) }, (A.29)

onde Z(7) = (z(7)) sdo os primeiros momentos da distribui¢ao de z(t) em 7, A é um
operador positivo-definido e N é uma constante de normalizacao.

Portanto, o funcional caracteristico dado pela equagao (A.10) fica expresso por

Olu(r)] = /Dz Flz(1)]exp{iVZ}

_ / D= exp {iVZ _ %(z _2)A(Z - Z)}, (A.30)

onde usamos a notagdo XY = [drX (7)Y (7). Fazendo a transformagao Z — M =
U +iA7'V temos que Dz — Du. Lembrando que a distribuigio Gaussiana (A.29) é
normalizada a unidade é possivel reescrever a expressao para o funcional caracteristico

como

Bv(r)] = exp {2 / dr5(r)o(r) — % / drdr U<TI)A—1(71,TQ)U(TQ)}. (A31)

Como o funcional caracteristico é o funcional gerador dos momentos da distribui¢ao, como

mostra a equacao (A.11), é possivel concluir que
At te) = ((2(t) — 2(t)) (2(t2) — 2(t2)) ) = Ma(t, t2). (A.32)
Realizando o calculo dos demais momentos, chega-se a conclusao de que

0 se n for impar,

My (ty,. . tn) = > H M, (t;,t;) sen for par, (A.33)

pares

onde a soma ¢ feita sobre todas as possiveis combinacoes de produtos. Da mesma forma,

utilizando a expressao (A.14) podemos calcular os cumulantes da distribuigao Gaussiana,

Ki(t) = (2(1)), Kty t2) = (2(t1)2(t2)) — (2(ta))(2(t2)), (A.34)

sendo os demais cumulantes nulos. Sendo assim, esses resultados justificam a afirmativa
de que uma distribuicdo Gaussiana é completamente definida pelos primeiro e segundo

momentos.
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O Espaco-tempo de de Sitter

B.1 Conceitos gerais

No espaco-tempo de Minkowski, a expansdao de um campo escalar massivo em ondas
planas determina os modos de frequéncia positiva e negativa. Os modos de frequéncia po-
sitiva com respeito a t sao autofungoes do vetor de Killing 9;, ortogonal as hipersuperficies

em que t é constante, que satisfazem a expressao

0

auk(x) = —iwug(z), w=k*+m?>0. (B.1)
Nota-se claramente que u(x) oc e/® X~ satisfaz essa relacao. O coeficiente na expansao
de Fourier que acompanha uy define o estado de vacuo e o espago de Fock do sistema, i.e.,

se 0 campo ¢ expresso por

o(x) = Y _laxux(x) + ajui ()], (B.2)

k

temos que o vacuo ¢ definido por
ar [0) =0, Vk. (B.3)

Portanto, o estado de vacuo do sistema ¢é invariante sob transformagoes do grupo de
Poincaré. Isso significa que diferentes observadores inerciais concordam sobre a escolha
do estado de mais baixa energia associado a um campo quantizado. Entretanto, se sair-
mos do grupo de Poincaré e permitirmos que observadores nao inerciais implementem

uma quantizagao canonica, o estado de vacuo definido por esses observadores nao deve, a

41
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principio, coincidir com o estado de vacuo dos observadores inerciais. Num espago-tempo
sem curvatura, uma forma natural de definirmos modos de frequéncias positivas e negati-
vas associadas a um observador nao-inercial é mostrarmos que a linha de universo desse
observador é uma curva integral de um vetor de Killing do tipo tempo, que é um ger-
ador de isometrias. Se estes modos nao coincidem com os modos inerciais temos diferentes
vacuos para observadores inerciais e nao-inerciais. Este fato nao é nada mais, nada menos,
que uma consequéncia de que em um sistema quantizado descrito por infinitos graus de
liberdade temos infinitas representagoes nao unitariamente equivalentes associadas a al-
gebra dos operadores. Uma situacao bastante instrutiva associada a discussao acima é o
efeito Unruh-Davies [42], no qual um detector acelerado vé o vacuo de Minkowski como
um estado térmico, de temperatura proporcional a aceleracao.

Quando consideramos espagos-tempos curvos, em geral, nao hé vetores de Killing para
definirmos o que sdo modos de frequéncia positiva, e nao ha um sistema de coordenadas
natural (como o sistema cartesiano, em Minkowski) para a expansao do campo (B.2).
Para obtermos informagoes mais precisas sobre o estado do campo é necessario construir
quantidades locais, como (| T, (x) |1).

Em muitos casos, o espaco-tempo pode ser tratado como assintoticamente plano no
seu futuro e/ou passado remotos. Sob essas circunstancias, é natural a escolha do vacuo
definido pela equagao (B.3) como o vacuo do sistema, ou seja, hd auséncia de particulas
para todos os observadores inerciais nas regides assintoticas. Se escolhermos o estado
do campo como vicuo na regiao de passado remoto (t — —o0), entdo ele permanecera
nesse estado durante toda sua evolucao. Entretanto, fora da regiao de passado remoto,
observadores em queda livre podem detectar particulas nesse estado. Além disso, se o
espago-tempo considerado ¢é assintoticamente plano na regiao de futuro remoto (¢t — o),
o estado de vacuo nessa regidao pode nao coincidir com o vacuo definido na regiao de pas-
sado remoto, e nesse caso, observadores inerciais no futuro remoto detectarao particulas.
Podemos dizer, entao, que particulas foram criadas durante a evolucao do espago tempo.
E possivel mostrar que a producéo de particulas ocorre somente quando a simetria con-
forme é quebrada, ou seja, quando o campo considerado é massivo.

Apesar das consideragbes anteriores, deve existir uma aproximacao para teorias em
espagos curvos em que o conceito de particula faca algum sentido, pois a teoria quantica
de campos no espaco de Minkowski fornece uma boa descricao dos efeitos quanticos ob-
servados apesar de vivermos em um universo em expansao. De fato, no limite em que a
taxa de expansao ¢ pequena em relacao a massa e ao momento das particulas, a criagao de

particulas deve ir a zero, recuperando assim a teoria no espago de Minkowski. Espera-se,
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dessa forma, que apenas os modos de baixa frequéncia em relacao a taxa de expansao
sejam excitados. Considerando o campo no vacuo no passado remoto, e como a criacao de
particulas de grande momento e massa é suprimida, na regiao de futuro remoto detectores
comoveis nao devem detectar tais modos. O campo, portanto, deve estar num estado de
“quase vacuo” nos modos de alta frequéncia, entretanto quanta de baixa frequéncia podem
ser registrados.

Se nas regioes de passado e futuro remoto o espacgo-tempo nao é estatico, existe um
método para encontrar os modos, solugoes da equacgao de campo, para os quais a produgao
de particulas pela evolucao do espaco-tempo seja minima. O vacuo definido por tais
solugoes é chamado de vacuo adiabatico. Para uma exposicdo mais detalhada sobre a
defini¢ao do estado de vacuo de um campo e particulas, veja as referéncias [29-31,43].

O estado de vacuo de um campo nao é necessariamente desprovido de quanta. En-
tretanto, se existem simetrias do espago-tempo, pode existir um conjunto particular de
modos e coordenadas de forma que existam estados de muitas particulas com algum sen-
tido fisico. No caso de variedades conformalmente planas, existem campos vetoriais de
Killing conformes satisfazendo uma equacao do tipo (B.1). Uma métrica de uma varie-
dade conformalmente plana pode ser escrita como g, (x) = Q*(z)n,,. Para um campo
escalar de massa nula, por exemplo, a equagao de Klein-Gordon proveniente da densidade
Lagrangiana (4.13) é invariante sob transformagoes conformes, e os modos de frequéncia
positiva sdo definidos em relagao ao vetor de Killing conforme do tipo tempo 0,, onde 7
é o tempo conforme. Dessa forma, a decomposicao em modos de Fourier do campo fica

escrita como

o(x) = Q) Y _larux(z) + ajag(z)], (B.4)

k

onde @, () oc e *=%M  Portanto, o vacuo conforme é definido por
ax [0) = 0. (B.5)

Para uma exposi¢do mais detalhada sobre o assunto, consulte as referéncias [43-45]

B.2 A variedade de de Sitter

O espago-tempo de de Sitter é um espaco-tempo homogéneo e isotrépico com relagao
a todos os pontos, descrito pelo tensor métrico g solucao das equagoes de Einstein com
uma constante cosmoldgica A positiva no vacuo.

O espaco de de Sitter é o tnico espago-tempo curvo maximalmente simétrico. Este
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espago possui um grupo de isometrias de dez parametros, chamado grupo de de Sitter. O
espago-tempo de de Sitter pode ser representado pelo hiperboldide 22 — 27 — 22 — 22 — 23 =
—a? imerso em um espaco de Minkowski 5-dimensional. Dessa forma, o grupo de de Sitter
é o grupo ortogonal em cinco dimensoes SO(4) das transformagoes de Lorentz homogéneas

no espaco de Minkowski 5-dimensional
ds® = dz} — d2? — dz3 — dz3 — dz?. (B.6)

O escalar de curvatura, portanto, ¢ dado por R = 12/a?.

Para que seja possivel a quantizacao de campos na variedade de de Sitter, é necessario
especificar um sistema de coordenadas, para obtencao dos modos de frequéncia positiva
e negativa.

Vamos considerar primeiramente as coordenadas (¢,x), tal que

A/ 1t
2z = asinh—+ —a lea|x|?
a2
t
zi = eoxy, (B.7)
L &
zy = acosh——ia ea|x|?, oo < t,z; < o0.
a

Essas coordenadas cobrem a regiao da variedade de de Sitter em que zy + 24 > 0. Dessa

forma, o elemento de linha (B.6) fica escrito como
3

ds* = dt? — %= Z(dwi)Q. (B.8)
i=1

Definindo o tempo conforme por

t

n=—ae a, —o00 <1 <0, (B.9)

podemos reescrever o elemento de linha (B.3) na sua forma conforme ao elemento de linha

de Minkowski 4-dimensional,
o 2 3
ds® = (;) <d772 - Z(d:ﬁf) : (B.10)
i=1

Esse elemento de linha possui a forma de um elemento de linha de Robertson-Walker com

a secao espacial plana. Os modos de frequéncia positiva nesse sistema de coordenadas sao



Apéndice B. O Espago-tempo de de Sitter 45

dados por [31]

1 77 3 1k x
uw) = 5 (5)" e HD (), (B.11)

onde > = 9/4 — (m?a® +2) e H é a funcio de Hankel. E possivel mostrar que nao hé
producao de particulas durante a expansao, ja que o vacuo nesse caso ¢ invariante sob
transformacoes do grupo de de Sitter.

Apesar de nao haver producao de particulas, pode ser mostrado que um detector
comédvel (para o qual a expansdo é isotrépica) possui uma fungdo resposta F(E) =

dr [ dr'ePT=)GF (x(7), z(")) caracteristica de um espectro térmico cuja tempe-
ratura é dada por T' = (2ra)~!. Tal funcio resposta aparece ao calcularmos a amplitude
de probabilidade de transicao para um detector se movendo ao longo de uma linha de
universo z(7). Portanto, apesar de ndo haver criagao de particulas, um detector que per-
maneca ligado durante a expansao se comportara como se estivesse exposto a um banho
de térmico.

Outro parametrizacao que pode ser utilizada é dada por (¢, p, 0, )

zop = asinh—,
o
t

z1 = «acosh —cosp,
o
t

29 = «cosh —sinpcosf, (B.12)
o
t

23 = «cosh —sin psin @ cos ¢,
o
t

24 = «cosh —sin psinfsin p.
!

Todo o espago-tempo de de Sitter é coberto por essas varidveis se —oo < t < 00,
0<p<m 0<0<7m e 0<p <27 Definindo o tempo conforme por n = 2/ tan (%),
com 0 <7 <, o elemento de linha dado por (B.6) se torna

2

e [dn® — dp* — sin® p(d6* + sin® 6dp?)] . (B.13)

ds® = @

Apesar de nao ser possivel definir o vacuo adiabatico no passado ou futuro remotos,
pois com as coordenadas (B.12) a taxa de expansdo nessas regides nao é pequena em
relagao a frequéncia, é possivel defini-lo como sendo o estado com auséncia de modos com

grandes momentos. Dessa forma, os modos de frequéncia positiva sdo dados em termos
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de fungoes de Legendre, através de [31]

3
1 sinzn .4
uk($) — % n ezk |:

(2m)} a

0
X Pk"_%(— cosmn) + %Qz_%(— coS 77)] ) (B.14)

ml(k + % — V)F v/
e
dy(k+ 5 +v)

Essa coordenatizagao do espago de de Sitter é equivalente aquela dada por (B.7), por-
tanto, todas as propriedades ja discutidas anteriormente sao igualmente validas no caso

de coordenadas definidas por (B.12).

E possivel definir um sistema de coordenadas estatico por

1.
2 = (o —7r?)2sinh —,

a

1 t

21 = (a® —1?)2 cosh —,

«
Zzo = rsinfcos g, (B.15)
z3 = rsinfsinp,
z4 = rcosb,

com —o0o <t<oo, 0<r<oo 0<O0<7m e 0< @ <2m, que cobre a regiao onde

zo + z1 > 0. Nessas coordenadas, obtemos para o elemento de linha a expressao

~1
ds® = <1 — ;—Z) dt* — (1 — ;—22) dr® — r*(df* + sin’® 0dp?). (B.16)
Esse elemento de linha é similar ao elemento de linha de Schwarzschild, e possui uma
singularidade em r = «, o que caracteriza um horizonte de eventos para um observador
situado em r = 0. Nessas coordenadas o estado de vacuo nao é invariante sob o grupo de
de Sitter, e é possivel mostrar que o valor esperado nesse vacuo do tensor momento-energia
T,, diverge em r = o. Como a posi¢ao do horizonte depende da origem da coordenada

radial, o estado de vacuo nao é invariante sob translagoes espaciais.
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