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Resumo

Nesta dissertação, calculamos o potencial efetivo de Cornwall-Jackiw-Tomboulis (CJT)

do modelo 1
/
p2−λϕ?4 a dois laços na aproximação de Hartree-Fock e mostramos que,

sob certas condições de regularização, o potencial efetivo é renormalizável. Isso demons-

tra que a vulcanização proposta por Răzvan Gurău e colaboradores resolve o problema da

não-renormalizabilidade do potencial efetivo CJT do modelo λϕ?4.

Analisamos também a emissão espontânea de um átomo de hidrogênio na presença de

um campo eletromagnético quantizado κ-deformado no estado de vácuo. Mostramos que

a influência da deformação é muito pequena, e somente se torna considerável quando o

comprimento 1/κ é da escala atômica.

Antes de apresentarmos tais resultados, delineamos um breve panorama da literatura

sobre comprimento fundamental. Em seguida, apresentamos uma revisão da teoria quânti-

ca de campos em espaços-tempos não-comutativos construı́da a partir da quantização por

deformação. Depois, deduzimos os seus principais resultados teóricos, tais como a mis-

tura ultravioleta/infravermelho e a possibilidade de se restaurar a renormalizabilidade por

meio de uma vulcanização.



Abstract

We compute the Cornwall-Jackiw-Tomboulis (CJT) effective potential for the 1
/
p2−

λϕ?4 model in two-loop Hartree-Fock approximation. Then, we show the renormalizabil-

ity of this model’s CJT effective potential. This result shows that Gurau’s vulcanization

solves the non-renormalizability problem that happens in the CJT effective potential of

the λϕ?4 model.

We also compute the spontaneous rate emission of an hydrogen atom in a κ-deformed

electromagnetic quantum vacuum. We show that the deformation influence is very small,

and only plays an important role when the length 1/κ is comparable to the atomic size.

Before presenting these results, we review the noncommutative quantum field theory

in the deformation quantization formalism, and we present its main results, including the

ultraviolet/infrared mixing and the vulcanization process.
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Cirto, Habib Montoya, Boiúna, Cesar Raitz, e tantos outros. Ao CBPF como um todo.

Ao CNPq pela bolsa de mestrado.

Ao meu grande amigo Reinaldo Faria de Melo e Souza, com quem discuti diversas das questões

aqui apresentadas. Ele leu muito cuidadosamente inúmeras versões preliminares deste texto, e difi-
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Introdução

Nesta dissertação, analisaremos certos aspectos da inclusão, na teoria quântica de cam-

pos, de uma escala fundamental de comprimento. Duas teorias que implementam tal inclu-

são serão discutidas, a teoria quântica de campos em espaços-tempos com geometria não-

comutativa canônica e a teoria quântica de campos com deformação κ na álgebra de

Poincaré. Apresentaremos, no decorrer da dissertação, duas contribuições inéditas, as quais

descreveremos brevemente a seguir.

Apresentação do primeiro problema

A teoria quântica de campos em espaços-tempos não-comutativos sofre de uma séria

mazela, denominada mistura ultravioleta/infravermelho, a qual conduz à perda da renor-

malizabilidade. Ou seja, modelos que em um espaço-tempo ordinário (comutativo) são re-

normalizáveis passam a não mais sê-lo quando a geometria deste espaço-tempo é transfor-

mada em não-comutativa. A fim de restaurar a renormalizabilidade, faz-se necessário im-

plementar, na lagrangiana, um processo denominado vulcanização. O primeiro problema

que discutiremos está relacionado a essa questão.

A função geradora dos gráficos de Feynman irredutı́veis a duas partı́culas é denomi-

nada ação efetiva de Cornwall-Jackiw-Tomboulis (abreviada por CJT). Esta função de-

sempenha um importante papel na teoria quântica de campos, em particular na teoria

quântica de campos a temperatura finita. É sabido, há décadas, que esta função é renormali-

zável no caso de um campo escalar com interação do tipo λφ4 em um espaço-tempo ordi-

nário. No ano de 2003, Gianluca Mandanici estudou esta função no caso do modelo λφ4
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em um espaço-tempo com geometria não-comutativa canônica, e obteve que, neste caso,

esta função é não-renormalizável. Este resultado é interessante pois mostra um exemplo

concreto de como a renormalizabilidade é perdida devido à não-comutatividade do espaço-

tempo. Nós mostraremos, no capı́tulo 4, que a renormalizabilidade desta função é restaura-

da pela vulcanização proposta, há cerca de dois anos, por Răzvan Gurău e colaboradores.

Apresentação do segundo problema

O segundo resultado que apresentaremos nesta dissertação tem como tema a deformação

κ na álgebra de Poincaré. Uma mudança nas simetrias do espaço-tempo altera as proprie-

dades dos campos sobre ele definidos, alterando assim os fenômenos de interação dos cam-

pos com a matéria. Esta mudança nos fenômenos não pode ser maior do que certo limite,

caso contrário criaria discrepâncias entre teoria e experimento onde anteriormente, na teo-

ria sem deformação, não havia. Nos últimos anos, este tipo de raciocı́nio tem sido utiliza-

do para impor cotas às deformações na simetria de Poincaré. No capı́tulo 5, seguiremos

este programa teórico, buscando utilizar a emissão espontânea do átomo de hidrogênio

para restringir os valores possı́veis da constante κ. Com este intuito, deduziremos a ex-

pressão da emissão espontânea κ-deformada e, levando em conta as incertezas experimen-

tais do fenômeno, imporemos uma cota, extremamente modesta, ao parâmetro κ. Apesar

de não termos obtido uma boa cota, esta análise serve como um primeiro estudo da intera-

ção de sistemas atômicos com o campo eletromagnético κ-deformado. Assim, temos, com

esta conta, o intuito, como diria Niels Bohr, não de criticar, mas de aprender [1].

Demais aspectos discutidos nesta dissertação

Antes de apresentarmos tais resultados, revisaremos alguns formalismos teóricos, com o

intuito de fornecermos os subsı́dios necessários para formularmos e discutirmos, nos capı́-

tulos 4 e 5, estes dois problemas. Esta revisão será feita nos três primeiros capı́tulos, os

quais descreveremos brevemente a seguir.

O primeiro capı́tulo apresentará um panorama geral das tentativas de se incluir um com-

primento fundamental nas teorias fı́sicas. Esta apresentação será bastante sucinta e não terá
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nenhuma pretensão de ser exaustiva. Neste capı́tulo, definiremos notações, esclarecere-

mos conceitos, apresentaremos motivações fı́sicas, discutiremos experimentos, e revisare-

mos a literatura. Apesar do caráter introdutório, este capı́tulo não deve ser visto como um

mero prolegômeno ao resto da dissertação. Nele, muitas questões centrais serão apresen-

tadas, e muitas não serão posteriormente retomadas. O intuito é que tal apresentação sirva

para mostrar como são ricas as possibilidades de inclusão de um comprimento fundamen-

tal na fı́sica, e como foram, e continuam sendo, numerosas as tentativas de fazê-lo.

O segundo capı́tulo apresentará uma breve exposição da quantização por deformação.

Iremos nos deter ao caso da mecânica quântica, a partir da qual explicaremos o processo

de quantização de Hermann Weyl, e mostraremos como ele foi posteriormente reinterpre-

tado por Hilbrand Groenewold, José Enrique Moyal, entre outros. Depois, definiremos o

produto ? e explicaremos o que vem a ser quantização por deformação. Durante este de-

senvolvimento, apresentaremos, passo a passo, como a mecânica quântica foi sendo alte-

rada. Ao final desta construção, obteremos uma mecânica quântica na qual a cinemática e

a dinâmica, independentemente de espaços de Hilbert, se passam inteiramente no espaço

de fase, o qual tem sua álgebra de funções deformada pela quantização. Esta formulação

da mecânica quântica é muito elegante e, infelizmente, pouco valorizada nos livros-texto.

A partir dos desenvolvimentos matemáticos e conceituais do segundo capı́tulo, expli-

caremos, no capı́tulo seguinte, como formular uma teoria de campos em um espaço-tempo

com geometria não-comutativa. Partindo da relação de comutação espaço-temporal canô-

nica, utilizaremos a quantização de Weyl para deduzir o produto ? entre campos. Em se-

guida, quantizaremos a teoria e obteremos as regras de Feynman do modelo λφ?4. Por

fim, exporemos o problema da mistura ultravioleta/infravermelho e mostraremos como

este é solucionado por meio da vulcanização proposta por Gurău e colaboradores.

Acerca das notações e convenções adotadas nesta dissertação

Nas discussões sobre teoria quântica de campos em espaços-tempos não-comutativos,

adotamos, por convenção da literatura do tema, a métrica euclidiana. Já nas discussões
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sobre deformação κ, adotamos a métrica de Minkowski com assinatura (+,−,−,−).

As coordenadas canônicas de uma partı́cula são denotadas por q e p, ao passo que

as coordenadas do espaço-tempo são denotadas por x. Operadores são escritos em gótico

(por exemplo, p, q, x). Índices gregos vão de 0 a 3 e ı́ndices latinos vão de 1 a n. Fi designa

uma quantidade finita cujo valor exato não nos interessa saber. Salvo menção contrária,

as integrais vão de −∞ a +∞. No capı́tulo 2, onde os somatórios mudam diversas vezes

de ı́ndices, todos são explicitados. Já no capı́tulo 4, optamos por omitı́-los quando se trata

de um produto escalar, de tal modo que xp designa o produto escalar de x por p.

Acerca das referência bibliográficas

As referências bibliográficas são apresentadas na forma [número] e remetem o leitor a uma

lista compilada ao final da dissertação. Vale observar que esta lista inclui comentários e,

portanto, faz parte integrante da dissertação, devendo ser consultada para maiores escla-

recimentos acerca das afirmações feitas no texto principal.

Nota sobre autoria, supervisões e colaborações

O resultado do capı́tulo 4 foi desenvolvido em colaboração com o meu orientador, profes-

sor Itzhak Roditi. O resultado do capı́tulo 5 foi desenvolvido em colaboração com os pro-

fessores Carlos Farina, Marcus Venicius Cougo Pinto, e Mario Junior Neves. Salvo men-

ção contrária, todos os cálculos apresentados nestes capı́tulos foram realizados pelo autor

desta dissertação.

Os três primeiros capı́tulos são textos de revisão, de tal modo que todas as ideias neles

apresentadas já eram conhecidas na literatura. Entretanto, estes capı́tulos se propõem a

organizar as ideias, compilar referências bibliográficas, e esmiuçar certas contas que não

são detalhadas nesta literatura. Assim, a exposição presente nestes capı́tulos, em particu-

lar no capı́tulo 2, difere bastante dos textos existentes na literatura atual sobre o tema.



Capı́tulo 1

Panorama das teorias

com comprimento fundamental

Pode ser interessante incluirmos, nas atuais teorias fı́sicas, um comprimento fundamental.

Esta é a idéia central desta dissertação, em torno da qual orbitam todas as discussões que

serão apresentadas. O modo como tal inclusão deve ser feita, bem como os motivos para

fazê-la, não é de modo algum consensual. Diferentes propostas foram apresentadas e de-

batidas, por vezes acirradamente, no decorrer dos últimos cento e trinta anos. Neste pri-

meiro capı́tulo, apresentaremos um breve panorama destes debates.

As primeiras tentativas remontam ao final do século XIX, tendo ocorrido em meio

ao florescimento da análise dimensional. A ideia de um comprimento fundamental está,

hoje em dia, alicerçada em muito mais do que meros argumentos dimensionais, porém

muitas de suas defesas atuais – por exemplo, na gravitação quântica – utilizam, como

cerne da argumentação, aspectos desta natureza. Portanto, é interessante começarmos a

nossa apresentação pelas discussões relacionadas à análise dimensional.



6 Panorama das teorias com comprimento fundamental

1.1 A análise dimensional e as escalas fundamentais

A análise dimensional surgiu na segunda metade do século XVIII, mas foi somente um

século depois que ela foi amplamente difundida. O importante matemático francês Joseph

Bertrand escreveu, em 1878, as seguintes palavras:

A unidade de comprimento, a unidade de tempo, e a unidade de força são arbitrárias

e independentes; mas quando nós as escolhemos, todas as outras estão interligadas

(...) Quando uma [nova] fórmula é obtida, constatamos que ela é [dimensionalmente]

homogênea. (...) Esta é (...) uma condição imposta a priori, pela homogeneidade das

fórmulas ainda desconhecidas. Mais de uma lei fı́sica pode ser deduzida [a partir des-

te raciocı́nio], obtendo assim a mais simples e mais rigorosa demonstração. [2]

Em oposição a esta ideia de que as unidades são arbitrárias, o fı́sico irlandês George

Stoney propôs a existência de unidades preferenciais, as quais denominou unidades da

natureza [3]. A proposta de Stone passou completamente desapercebida, até que Max

Planck passou a defendê-la (possivelmente, sem conhecer os trabalhos de Stone).

As unidades naturais de Max Planck

Planck, em seus trabalhos do final do século XIX, conjecturou diversas novas constantes

fundamentais. A mais famosa delas é a sua constante h, a qual foi proposta em 1900. Ou-

tra menos conhecida é a constante b, proposta em 1899.1 A partir desta quantidade b, ele

definiu certas unidades, que ele denominou unidades naturais de medida [4].

Uma vez que b não podia ser escrita como uma combinação de G e c, Planck argu-

mentou que esta nova constante permitia, por meio de uma combinação do tipo cxGybz,

estabelecer qualquer unidade dimensional. Assim, ele sugeriu que fossem criadas três

unidades especı́ficas – de comprimento, massa e tempo–, as quais estabelecem um con-

junto de unidades naturais de medida. A escala fı́sica associada a estas quantidades veio

1No ano seguinte, no seu famoso artigo de 1900, Planck renomeou a constante b de h, a qual veio a se tornar posteriormente o selo
da mecânica quântica. Vale ressaltar que, quando esta constante b foi proposta em 1899, ela não tinha nenhum significado quântico,
tendo servido somente para auxiliar no ajuste dos dados da Lei de Wien.
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a ser denominada, em sua homenagem, de escala de Planck. Estas unidades são

`p :=

√
bG

c3
= 4, 13× 10−33 cm

mp :=

√
bc

G
= 5, 56× 10−5 g

tp :=

√
bG

c5
= 1, 38× 10−43 s

Segundo ele, estas quantidades estabeleciam um novo padrão de unidade, que, em oposição
à arbitrariedade dos sistemas de medição convencionais, era universal. Nas suas palavras,

[Os sistemas ordinários de medida não são] necessários para todos os lugares e tem-

pos, [sendo determinados] somente pelas necessidades especiais de nossa cultura

terrestre. (...) [Com a constante b, pode-se estabelecer novas] unidades de compri-

mento, massa, tempo, temperatura que, independentemente de corpos e substâncias

especı́ficas, teriam necessariamente significado para todos os tempos e culturas, mes-

mo para aquelas extraterrestres e não-humanas, unidades estas que podem, portanto,

ser designadas como unidades naturais de medida. [5]

A universalidade deste novo sistema de unidades era, para Planck, um reflexo da uni-

versalidade da radiação de corpo negro. Deste modo, surgiu a idéia de um comprimento

fundamental. Esta especulação de Planck recebeu, à época, pouco suporte, e acabou no

ostracismo.

É interessante observar que, hoje em dia, este argumento é bastante difundido na co-

munidade de gravitação quântica. Poderı́amos refraseá-lo assim: uma teoria que inclui c,

G e h tem, necessariamente, uma escala fundamental de comprimento dada por
√

hG/c3.

Vale observar também que, assim como pode haver corpos com massa menor que mp,

pode haver, a partir desta argumentação, comprimentos menores que `p. Ou seja, esta

argumentação não implica, por si só, no fato de `p ser um comprimento mı́nimo.
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1.2 Especulações na mecânica quântica

Durante muitos anos, a idéia de um comprimento fundamental (tanto espacial como tem-

poral) foi posta à margem dos principais desenvolvimentos da fı́sica. O que de modo

algum significa que não tenham sido publicados trabalhos sobre o tema. Em meio a estes

desenvolvimentos, surgiu a argumentação de que as escalas fundamentais são mı́nimas.

Não há espaço para apresentarmos aqui estes trabalhos, muitos dos quais são extrema-

mente interessantes [6]. Entretanto, há um que merece ser brevemente mencionado.

Henri Poincaré, em 1912, ao analisar as implicações da nova fı́sica quântica, afirmou:

É preciso nos dar conta das consequências que [a mecânica quântica] acarreta. (...)

[Se ela estiver correta,] o Universo saltaria bruscamente de um estado para outro,

mas, no intervalo, permaneceria imóvel, e os diversos instantes durante os quais

permanecesse no mesmo estado não mais poderiam ser discernidos uns dos outros;

chegarı́amos, assim, à variação descontı́nua do tempo, ao átomo de tempo. [7]

Ou seja, Poincaré fundamenta, a partir do conceito de transição quântica, a idéia de

uma duração de tempo mı́nima. Muitos outros fı́sicos, por motivos diversos, apresentaram

argumentações semelhantes a esta. Edmund Whittaker, em 1949, disse, em uma bela me-

táfora, que o que estava em jogo para tais fı́sicos era o cinema da existência [8].

1.3 As divergências da teoria quântica de campos

Apesar das interessantes argumentações apresentadas no âmbito da mecânica quântica,

foi somente na teoria quântica de campos que a idéia de um comprimento fundamental

se tornou realmente importante. Isto ocorreu pois muitos fı́sicos acreditavam que seria

possı́vel, por meio da inclusão de um comprimento fundamental, eliminar os infinitos que

acomediam esta teoria. Mecionaremos, a seguir, três destes trabalhos.

Em 1936, Arthur March propôs que em vez de se incluir diretamente um comprimento

fundamental na teoria quântica de campos, ele fosse incluı́do na geometria. Assim, March

alterou a métrica do espaço-tempo, incluindo um comprimento fundamental, e então cons-
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truiu, neste novo espaço-tempo, uma teoria quântica de campos. No limite em que o com-

primento fundamental tendia a zero, a sua métrica recaia na métrica usual. March foi ca-

paz de obter um valor finito para a auto-energia do elétron na eletrodinâmica quântica de

Heisenberg-Pauli, porém a sua teoria não foi bem recebida à época [9].

Em 1938, Heisenberg publicou uma enfática defesa da inclusão de um comprimento

fundamental nas teorias fı́sicas, buscando expor todos os problemas que esta inclusão

poderia resolver. Ele defende, entre outras coisas, que seria possı́vel, com uma escala de

comprimento, prever a massa das partı́culas elementares, de modo análogo ao papel de-

sempenhado pela constante de Rydberg na determinação das energias possı́veis do átomo

de Hidrogênio. Com isso, as massas deixariam de ser parâmetros livres da teoria, e pas-

sariam a ser por ela preditas [10].

Em 1947, Hartland Snyder buscou resolver o problema dos infinitos por meio de uma

dissolução dos pontos do espaço-tempo. Uma vez que as divergências da teoria quântica

de campos têm sua origem no caráter pontual das interações, ele argumenta que se a

teoria não tivesse pontos bem definidos, então não haveria quantidades infinitas. Assim,

ele quantizou as coordenadas do espaço-tempo e postulou relações de incerteza entre elas.

Deste modo, ao se determinar com precisão o valor de uma coordenada, o valor da outra

passa a ser desconhecido e, então, nunca seria possı́vel se conhecer com total precisão as

três coordenadas simultaneamente, sendo, por fim, impossı́vel se falar de pontos [11].

Estas três ideias – deformação da geometria, predição do espectro de massas da teoria,

e não-comutatividade espaço-temporal – são ideias centrais nas atuais teorias quânticas

de campos com comprimento fundamental, conforme veremos mais adiante.

No final da década seguinte, com o advento dos procedimentos de renormalização,

os infinitos da teoria quântica de campos foram reinterpretados, e as teorias com com-

primento fundamental perderam a sua principal motivação de então. Assim, tais teorias

passaram muitos anos no esquecimento, até serem retomadas na década de 1980.2

2Seria interessante mencionar aqui os trabalhos de gravitação quântica de Lev Landau, Oskar Klein, John Wheeler, Richard
Arnowitt, Stanley Deser, Charles Misner, Bryce DeWitt, Roger Penrose, entre outros, que mantiveram em debate a idéia de que na
gravitação quântica é fundamental o aparecimento de uma escala fundamental de comprimento e de tempo. Entretanto, não há espaço
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1.4 As propostas contemporâneas

No inı́cio da década de 1980, o matemático francês Alain Connes elaborou um sofisticado

programa teórico. Expliquemos, brevemente, a sua proposta. Dado um espaço topoló-

gico compacto, é sabido que podemos construir naturalmente uma C∗-álgebra comutati-

va com unidade, a saber, a álgebra de funções complexas sobre este espaço. Israel Gelfand

mostrou que a volta é possı́vel. Ou seja, que toda C∗-álgebra com unidade é a C∗-álgebra

associada a algum espaço topológico compacto. Connes se propôs, então, a mapear todos

os conceitos geométricos em termos algébricos, e depois enfraquecer a exigência da co-

mutatividade da C∗-álgebra. A C∗-álgebra não-comutativa assim obtida não está associa-

da a nenhum espaço topológico. Diz-se que esta álgebra está associada a um espaço não-

comutativo, o qual na verdade não-existe. Foge ao escopo desta dissertação discutir a obra

de Connes. O que nos interessa é saber os resultados que ele obteve a partir do raciocı́nio

acima. Ele foi capaz de construir, neste formalismo, o modelo padrão de partı́culas ele-

mentares e deduzir o espectro de massa dos férmions. Nesta dedução, um papel central é

desempenhado por um comprimento fundamental, da ordem de 10−16 cm [12]. Em certo

sentido, podemos dizer que Connes conseguiu realizar de maneira satisfatória os projetos

de Heisenberg e de Snyder. Após os trabalhos de Connes, a geometria não-comutativa tor-

nou-se uma área muito importante de pesquisa. Não lidaremos, nesta dissertação, com o

formalismo de Connes, mas sim com outros formalismos correlatos.

Tanto o formalismo da geometria não-comutativa de Connes como também os forma-

lismos que discutiremos a seguir são vistos, na literatura contemporânea, como regimes

efetivos de uma teoria de gravitação quântica ainda desconhecida. Trata-se de uma atitude

pragmática: trabalhar com teorias não muito pretenciosas que incluam um comprimento

fundamental, pensando-as como um regime efetivo de uma teoria fundamental que um dia

pode vir a ser encontrada. Em certo sentido, esta nossa atitutde – incluir um comprimento

fundamental e sondar qual papel ele pode desempenhar – é uma variante contemporânea

da fala de Bertrand acerca da exploração dimensional das fórmulas ainda desconhecidas.

para incluirmos aqui tais discussões.
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A teoria de campos em espaços-tempos não-comutativos

Seguindo Snyder, um caminho possı́vel é quantizar as coordenadas do espaço tempo,

transformando-as em operadores hermitianos,

(x0, x1, x2, x3) 7−→ (x0, x1, x2, x3) .

Em seguida, faz-se necessário impor relações de comutação entre tais operadores. Na

mecânica quântica, os comutadores vêm dos parênteses de Poisson. Neste caso aqui não

há parênteses de Poisson a serem quantizados e, portanto, o comutador deve ser imposto

por alguma motivação fı́sica [13]. Um modelo particularmente interessante é a dita não-

comutatividade canônica, caracterizada pelas relações de comutação

[ xµ, xν ] = i Θµν 1 , µ, ν = 0, 1, 2, 3 . (1.1)

onde Θµν é um elemento constante de uma matriz n×n, onde n é a dimensão do espaço-

tempo. Pela antissimetria do comutador, deduz-se que Θ é uma matriz antissimétrica.

Aplicando a conjugação hermitiana na igualdade acima deduz-se que Θ é real. Toda

matriz real antissimétrica tem subespaços invariantes de dimensão 1 ou 2 [14]. Pode-se

mostrar que se n for ı́mpar, Θ tem um autovalor zero. Assim, por uma transformação de

coordenadas, uma das entradas diagonais pode vir a ser igual a zero, e com isso uma das

coordenadas pode se tornar comutativa.

Durante muito tempo achou-se que teorias quânticas de campo em espaços-tempos

com as relações de comutação acima eram não-unitárias se a coordenada temporal fosse

não-comutativa. Por isso, passou a ser habitual na literatura fazer as contas em (2+1) di-

mensões e colocar o tempo como coordenada comutativa. Hoje sabemos que esse resul-

tado acerca da unitariedade estava errado, pois havia uma sutileza na definição do ordena-

mento normal. Deste modo, a coordenada temporal pode ser não-comutativa sem com

isso levar a uma perda na unitariedade [15].

Nesta dissertação, lidaremos sempre com sistemas em (3+1) dimensões. Neste caso,
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a matriz Θ pode ser posta na forma

Θ =




0 θ 0 0

−θ 0 0 0

0 0 0 θ

0 0 −θ 0




,

onde θ é uma escala fundamental de comprimento ao quadrado.

Há duas motivações fı́sicas para utilizamos as relações de comutação (1.1) [16]. A

primeira é o fato deste tipo de relação aparecer entre as coordenadas de posição do elétron

no efeito Hall quântico. É importante se observar as diferenças entre este sistema (coorde-

nadas canônicas de um elétron no efeito Hall quântico) e o sistema que discutiremos nos

capı́tulos 3 e 4 desta dissertação (campo escalar em um espaço-tempo não-comutativo).

Um lida com os comutadores das coordenadas de uma partı́cula, ao passo que o outro lida

com os comutadores das próprias coordenadas do espaço-tempo [17]. Se por um lado o

efeito Hall não serve de justificativa para as relações (1.1), ao menos serve de motivador.

A segunda motivação para tais coordenadas é muito mais relevante, e pode ser enten-

dida como uma situação em certo sentido análoga ao efeito Hall. Pode-se mostrar que

na dinâmica de cordas bosônicas em um espaço euclidiano na presença de um campo de

rank 2 de Neveu-Schwarz constante (que cumpre o papel do campo magnético no efeito

Hall), as coordenadas dos extremos das cordas satisfazem relações de comutação do tipo

(1.1) [18].

Conforme veremos no capı́tulo 3, a teoria não comutativa de campos contraria a ex-

pectativa inicial acerca da renormalizabilidade: a não-comutatividade não apenas não re-

solve o problema dos inifinitos da teoria quântica de campos, como também cria novos grá-

ficos não-renormalizáveis. Ou seja, a inclusão de uma não-comutatividade espaço-tempo-

ral na teoria quântica de campos conduz a uma piora na renormalizabilidade da teoria.
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A deformação κ na álgebra de Poincaré

Uma outra abordagem à inclusão de um comprimento fundamental é considerar relações

de dispersão deformadas, e analisar as implicações destas deformações à teoria quântica

de campos. Nesta dissertação estaremos interessados (no capı́tulo 5) em uma relação de

dispersão especı́fica, chamada relação de dispersão κ-deformada. Esta relação aparece a

partir da chamada álgebra de Poincaré κ-deformada.

Os geradores P , J e K da álgebra de Poincaré satisfazem as relações

[P i, P j] = 0 [P i, P 0] = 0 [J i, P 0] = 0 [K i, P 0] = iP i

[J i, J j] = i εijkJk [J i, P j] = i εijkPk [J i, Kj] = −i εijkKk

[K i, Kj] = −i εijkJk [Ki, P j] = iδij P 0

A deformação κ consiste em alterar as duas últimas relações,

[K i, Kj] = −i εijkJk
def. κ−→ −i εijk

(
Jk cosh P 0

κ
− Pk

4κ2 P
mJm

)

[Ki, P j] = iδij P 0 def. κ−→ iδijκ senhP 0

κ

Esta substituição corresponde a efetuar uma deformação de Drinfeld-Jimbo na álgebra

de Poincaré. Por motivos matemáticos que não vem ao caso pormenorizarmos aqui, esta

deformação não pode ser feita diretamenete na álgebra de Poincaré. O caminho usual é

efetuar uma deformação de Drinfeld-Jimbo na álgebra de anti-de Sitter o(3, 2) e então

efetuar uma contração de Wigner-Inonu [19]. O primeiro invariante de Casimir (ou seja,

o elemento que comuta com todos os geradores) da álgebra de Poincaré κ-deformada é

C1 := P2 −
(

1

q
senh(qP 0)

)2

onde definimos q := 1
2κ

, que cumpre o papel de comprimento fundamental. Nas represen-

tações irredutı́veis da álgebra de κ-Poincaré, o invariante de Casimir é um múltiplo da
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identidade. Assim, escrevemos

C1 = −m2 =⇒
(

1

q
senh(q p0)

)2

= p2 + m2 .

Logo, a relação de dispersão desta teoria é ω(p) = 1
q
senh−1

(
q
√

p2 + m2
)

. Passando

para o espaço de posição, vemos que a derivada espacial não é alterada e a derivada

temporal é deformada segundo a transformação

∂i 7−→ ∂i , ∂0 7−→ ∂q :=
1

q
sen(q∂0)

Assim, a equação de Klein-Gordon de um campo escalar real φ, por exemplo, se escreve

(
∇2 − ∂2

q −m2
)

φ(x, x0) = 0 .

A teoria quântica de campos obtida a partir desta deformação é extremamente rica de

fenômenos interessantes. Por exemplo, o vácuo confinado cria espontaneamente partı́culas

[20], o modelo λφ4 é naturalmente regularizado (tal qual desejavam os fı́sicos da década

de 1930) [21], há uma perda na distinção passado futuro na escala de Planck [22], etc.

É um tanto surpreendente que uma simples alteração na relação de dispersão, incluindo

nela um comprimento fundamental, seja capaz de proporcionar efeitos tão interessantes.



Capı́tulo 2

A quantização por deformação

Neste capı́tulo, apresentaremos dois procedimentos de formulação de uma teoria quântica:

a quantização canônica (seção 2.1) e a quantização de Weyl (seção 2.2). A primeira destas

quantizações é comumente apresentada nos livros didáticos de mecânica quântica, ao pas-

so que a segunda, apesar de ser muito mais interessante, é raramente mencionada. Em

seguida, mostraremos como a quantização de Weyl permite-nos formular a mecânica quân-

tica no espaço de fase, sem ser necessário fazermos qualquer menção a espaços de Hilbert

(seção 2.3). Isso nos levará à deformação de Groenewold-Moyal na álgebra de funções de-

finidas no espaço de fase. Esta deformação serve de paradigma da chamada quantização

por deformação, permitindo-nos erigir uma nova compreensão acerca do que vem a ser

quantizar um sistema fı́sico.

2.1 A mecânica quântica via quantização canônica

Nesta seção, discutiremos o procedimento de obtenção de um sistema quântico por meio

da chamada quantização canônica. Por motivos que ficarão claros mais à frente, sepa-

raremos nossa discussão sobre a mecânica quântica em três partes – as quais denomi-

namos, respectivamente, protomecânica, cinemática, e dinâmica.
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Apesar de elementares, as discussões da presente seção são imprescindı́veis, pois ire-

mos, nas seções seguintes, pouco a pouco, alterando a forma com que a mecânica quântica

é vista, e por isso é fundamental estabelecermos inicialmente uma compreensão básica de

como o formalismo da mecânica quântica se organiza.

A protomecânica quântica

Todo sistema quântico é obtido a partir de um dado sistema clássico [23]. Este processo de

transformação de um sistema clássico em um correspondente sistema quântico é denom-

inado quantização. Existem diversos meios de realizá-la, sendo o mais famoso a chamada

quantização canônica [24]. Nesta, as grandezas dinâmicas do sistema clássico são transfor-

madas em operadores hermitianos que satisfazem determinadas relações de comutação [25].

Para uma partı́cula movendo-se em uma dimensão, as duas variáveis dinâmicas rele-

vantes são a coordenada de posição q e o momento canonicamente conjugado p. A quan-

tização canônica corresponde, neste caso, a efetuar as transformações:

q 7−→ q e p 7−→ p ,

sendo que o comutador dos operadores q e p satisfaz a igualdade [ q, p ] = i~1, onde 1 é

o operador identidade. Essa quantização das variáveis dinâmicas conduz, naturalmente, a

uma quantização da função hamiltoniana,

H 7−→ H .

Este operador é obtido por meio de uma simples substituição de q por q e de p por p, pre-

servando-se a forma funcional. Por exemplo, no caso do oscilador harmônico não-relati-

vı́stico unidimensional,

H(q, p) =
p2

2m
+

1

2
mω2q2 7−→ H(q, p) =

p2

2m
+

1

2
mω2q2 .

Do mesmo modo que foi construı́do o operador hamiltoniano, podemos construir, como
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função de q e p, outros operadores O. Estes devem ser obtidos a partir de funções clássicas

O, as quais denominamos observáveis do sistema fı́sico (tais como: a posição, o momento

linear, o momento angular etc) [26]. Todos os operadores assim obtidos são hermitianos.

De posse dos objetos matemáticos descritos até aqui, é possı́vel (i) obtermos um siste-

ma quântico a partir de um dado sistema clássico e (ii) especificarmos os operadores que

representam quanticamente os seus observáveis. Não se trata ainda de uma cinemática e

nem tampouco de uma dinâmica; mas sim de algo que as precede, que poderı́amos deno-

minar protomecânica quântica [27].

A cinemática quântica

A cinemática é a parte da mecânica que descreve a evolução temporal dos sistemas. Isso

significa, em termos práticos, que há algo que caracteriza completamente o sistema, que

evolui temporalmente, e que pode ter sua evolução descrita matematicamente. Esse algo

chama-se estado do sistema. Ele correponde, na mecânica clássica, a um ponto (q, p) no

espaço de fase, ao passo que na mecânica quântica, corresponde a um elemento de um

espaço de HilbertH. A obtenção deste espaçoH é realizada do seguinte modo. Por simpli-

cidade, deter-nos-emos ao movimento unidimensional de uma partı́cula de spin zero.

Consideramos, de modo ad hoc, o operador q̂ como sendo o único elemento de um

conjunto completo de operadores hermitianos que comutam. Neste caso, o conjunto de

auto-vetores normalizados de q, a saber

{
|q〉 ∈ H

∣∣∣ q |q〉 = q |q〉 , 〈q|q〉 = 1

}
,

é um conjunto ortonormal completo, formando, portanto, uma base. A partir desta, gera-

mos, construtivamente, um espaço de Hilbert abstrato. Por fim, identificamos este espaço

de Hilbert com o espaço de Hilbert H dos estados do sistema quântico.

Caso o sistema seja preparado em uma mistura estatı́stica de autovetores de um opera-
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dor O de autovalores on, o estado do sistema é descrito por meio do operador densidade

d =
∑

n

pn | on 〉〈 on | ,

onde pn são as probabilidades de mistura associadas a cada um dos estados |on 〉, as quais

satisfazem
∑

n pn = 1. Se pi = 1 para algum i, o estado é dito puro.

Uma vez estabelecida uma representação matemática dos estados possı́veis do sis-

tema, criemos um mapa que os descreva como função do tempo, implementando assim

uma cinemática:
ψ : R −→ H

t 7−→ ψ(t) .

Na mecânica quântica não há uma correspondência imediata entre quantidades cinemáticas

e as determinações de tais quantidades. Faz-se necessário incluir na descrição teórica um

procedimento que permita efetuar tal determinação. Isso é feito de modo estatı́stico. Se o

sistema está no estado |ψ〉, o valor esperado 〈O〉 de medição do observável O é dado por

〈O〉 := 〈ψ|O|ψ〉 .

Pode-se mostrar que a igualdade acima implica em (i) os únicos valores possı́veis de uma

medição de um observável O são os auto-valores do operador que o representa, e (ii) a

probabilidade de encontrar o valor oi é dada por
∣∣〈oi |ψ 〉

∣∣2 [28].

Assim, concluı́mos todo o aspecto descritivo do formalismo, ou seja, a cinemática.

A dinâmica quântica

A dinâmica é a parte da mecânica que tem como meta determinar a evolução temporal dos

sistemas. Ou seja, dado um sistema, a sua vizinhança, e as suas interações, a dinâmica

prevê como o estado do sistema evoluirá em função do tempo.

No caso de sistemas isolados, essa evolução é determinada por meio de uma equação,

que denominaremos equação dinâmica da teoria. Na mecânica quântica não-relativı́stica,
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a equação dinâmica da teoria é a equação de Schrödinger

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = H(t) |ψ(t)〉 .

No caso do operador densidade d, esta equação se reescreve, equivalentemente, na forma

dd(t)

dt
=

i

~
[
d(t), H(t)

]
.

Caso saibamos qual é o estado do sistema em um instante qualquer, estas equações, por

serem lineares e de primeira ordem na derivada temporal, têm soluções unı́vocas, e com

isso, por meio de qualquer uma das duas, a evolução do estado do sistema é determinada.

Podemos definir um operador evolução U(t) — o qual é unitário, e satisfaz U(0) = 1

e U(−t) = U†(t) — de tal modo que, se um sistema quântico encontra-se no estado
∣∣ψ0

〉

no instante t = 0, o estado do sistema em um tempo t genérico será dado por

∣∣ψ(t)
〉

= U†(t)
∣∣ψ0

〉
.

Ou, equivalentemente, se o estado inicial for o operador densidade d0, então

d(t) = U†(t) d0 U(t) .

No caso de executarmos uma medição, o sistema, no exato instante em que ela for reali-

zada, não estará mais isolado, e portanto não evoluirá segundo a equação dinâmica. Exis-

te um grande debate acerca do que ocorre no instante da medição [29]. Na interpretação

de John von Neumann, ocorre um colapso do estado do sistema, o qual é projetado na

raia do autoestado1 correspondente ao autovalor observado. Essa interpretação consta em

grande parte dos livros-texto de mecânica quântica, entretanto ela é bastante ingênua, e

até mesmo equivocada.

1Para sermos mais precisos, deverı́amos dizer o estado é projetado no subespaço correspondente ao autovalor. Mas, uma vez que
no caso de uma partı́cula sem spin movendo-se unidirecionalmente este subespaço tem dimensão 1, ele corresponde à raia do auto-
estado, e portanto não há perda de generalidade ao empregarmos “raia do autoestado” em vez de “subespaço do autovalor medido”.
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Uma vez que a mecânica quântica – tal qual entendida por Niels Bohr, Wolfgang Pauli,

Werner Heisenberg, Léon Rosenfeld etc – tem uma função preditiva, e não uma função

descritiva, não se faz necessário explicar o que ocorre com a função de onda durante o ato

de medição. Isso não era, para tais fı́sicos, nem sequer um problema [30]. Na hora que se

mede, o sistema está no autoestado medido, e isso não deve ser pensado como sendo uma

mudança na realidade, mas sim uma atualização do conhecimento acerca do sistema. Ou

seja, o correto é considerarmos que a dinâmica quântica – enquanto uma teoria voltada

à determinação da evolução temporal do estado do sistema – tem como função prever

somente a evolução do sistema livre, e não o ato da medição, o qual, por sua vez, deve ser

abordado de modo pragmático.

Crı́ticas ao formalismo padrão da mecânica quântica

O conjunto de ideias apresentado nesta seção 2.1. compõem, salvo pequenas variações, o

formalismo da mecânica quântica exposto em praticamente todos os livros-texto sobre o

assunto. Esta unanimidade deixa a entender que este é o único formalismo existente, ou

até mesmo o único possı́vel. Entretanto, existem muitas outras formulações da protome-

cânica (ou seja, da construção de sistemas quânticos a partir de sistemas clássicos), as

quais levam a diferentes formulações da cinemática e da dinâmica quânticas. As razões

devido às quais outros formalismos foram buscados podem ser divididas em dois grupos,

um de cunho matemático e outro de cunho conceitual. Primeiramente, vejamos os aspec-

tos matemáticos.

Os operadores q e p são operadores ilimitados [31]. Isso significa que a mecânica quân-

tica precisa ser formulada por meio da análise funcional de operadores auto-adjuntos ilimi-

tados, uma área extremamente complexa da matemática. Muitos teoremas ficaram décadas

em aberto e, em meio a tais dificuldades, muitos fı́sicos e matemáticos argumentaram que

seria desejável poder formular a mecânica quântica por meio de um ferramental matemá-

tico mais elementar.

Ademais, a quantização canônica soa arbitrária, e parece não ser extensı́vel ao caso de
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espaços de fase não-euclidianos [32]. Conforme afirmou George Mackey,

Apesar de [a quantização canônica] ser simples e elegante, ela parece, em um primeiro

momento, um tanto arbitrária e ad hoc. É difı́cil imaginar como alguém pode tê-la

imaginado, e de modo algum parece óbvio como ela pode ser modificada de tal modo

a ser útil em espaços diferentes do espaço euclidiano. [33]

Já no que se refere às crı́ticas conceituais, podemos listar a complexidade de com-

preendermos como ocorre o limite quântico-clássico. Em outras palavras, há uma séria

dificuldade na compreensão de como o princı́pio da correspondência é implementado no

formalismo. A princı́pio, a mecânica clássica deveria ser obtida a partir da mecânica quân-

tica no limite ~ → 0. Entretanto, esse limite não é nada elementar. Primeiro, pois diver-

sas quantidades quânticas não são bem definidas nele. Segundo, pois é pouco intuitivo o

modo como o espaço de Hilbert é reduzido ao espaço de fase clássico [34].

Na seção 2.3, apresentaremos uma abordagem alternativa à mecânica quântica. Esta

outra abordagem – que tem sua origem nos trabalhos de Wigner, Groenewold, e Moyal

que analisaremos – se passa toda no espaço de fase, sem fazer menção a espaços de

Hilbert. Como consequência disso, o instrumental matemático é muito mais elementar

e o limite quântico-clássico muito mais intuitivo. Para que possamos explicar essa abor-

dagem alternativa, faz-se necessário, primeiramente, explicarmos a chamada quantização

de Weyl. Isso será feito na próxima seção.
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2.2 A quantização de Weyl

Nesta seção, apresentaremos um procedimento de quantização denominado quantização

de Weyl. Ao contrário do que ocorre na quantização canônica – a qual se processa por

meio de uma mera substituição, nas funções clássicas, de números por operadores –, a

quantização de Weyl é uma operação matemática bem definida, com uma regra clara de

correspondência entre funções clássicas e operadores quânticos. Por isso, o método de

Weyl é mais robusto matematicamente que a quantização canônica, sendo capaz de lidar

com muitos casos que esta não consegue. Ao fim, a quantização de Weyl conduz a uma

completa reformulação da protomecânica quântica apresentada na seção 2.1.

Introdução à quantização de Weyl

Consideremos, do modo mais geral possı́vel, um sistema clássico descrito por n variáveis,

que denotaremos por a1, a2, ..., an, as quais queremos que venham a ser quantizadas,

(a1, ..., an) 7−→ (a1, ..., an) .

No sistema discutido na seção anterior, por exemplo, tı́nhamos que estas variáveis eram

as variáveis canônicas de um sistema unidimensional, ou seja, n = 2 e (a1, a2) = (q, p).

Em 1927, Hermann Weyl desenvolveu um procedimento que permite obter, a partir da

quantização destas variáveis ai, uma regra geral por meio da qual é possı́vel determinar

a quantização de uma função f qualquer de tais variáveis [35]. A relevância deste resul-

tado de Weyl não é imediatamente evidente, uma vez que o procedimento de quantização

canônica, tal qual apresentado na última seção, parece ser capaz de efetuar a quantização

de qualquer função f , tornando desnecessária a busca de um novo procedimento de quan-

tização. Entretanto, há exemplos de funções f com os quais a quantização canônica

não consegue lidar, fazendo-se necessário um procedimento de quantização mais robusto.

Esta necessidade, conforme veremos, é suprida pelo formalismo de Weyl.
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O problema da ordenação

Caso haja, na função f , algum produto das variáveis ai, a quantização não pode ser re-

alizada simplesmente por meio de uma substituição ai 7→ ai. Por exemplo, como de-

verı́amos quantizar, no caso de uma partı́cula movendo-se no plano (q1, q2), o quadrado

do momento angular

L2 = q2
1p

2
2 + q2

2p
2
1 + 2q1q2p1p2 ?

O resultado deveria ser L2 =q2
1p

2
2 + q2

2p
2
1 − 2q1q2p1p2 ou L2 =q2

1p
2
2 + q2

2p
2
1 − 2p1p2q1q2?

Em outras palavras, qual a ordenação dos fatores que devemos considerar como sendo

a ordenação correta? Uma vez que os operadores qi e pi não comutam, estas duas ex-

pressões são distintas, e faz-se necessário escolher qual delas representa corretamente o

momento angular do sistema quantizado. Essa é a questão que discutiremos a seguir.

A escolha da ordenação

Suponhamos que, no caso de uma partı́cula movendo-se unidirecionalmente, queiramos

quantizar (p + q)2. Essa expressão é absolutamente simétrica na ordem de seus termos,

a não tem nenhuma ambiguidade de definição. A quantização nos leva a (p + q)2 =

p2 + pq + qp + q2. Por outro lado, se seguı́ssemos mais adiante com a expressão não

quantizada, terı́amos (p + q)2 = p2 + 2pq + q2. Aparece, então, um produto de q e p, com

o qual não sabemos lidar. Entretanto, sabemos que a resposta tem de ser a mesma obtida

a partir do raciocı́nio anterior. Logo, o produto deve ser quantizado segundo

pq 7−→ 1

2

(
pq + qp

)
.

Isso corresponde a uma ordenação simétrica. Motivado por este exemplo, passaremos a

considerar a ordenação simétrica como sendo a ordenação correta. Ou seja, o momento

angular do parágrafo anterior, ao ser quantizado, deve ser escrito na seguinte forma:

L2 = q2
1p

2
2 + q2

2p
2
1 − q1q2p1p2 − p1p2q1q2 .
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Notação: denotaremos por babcc o ordenamento simétrico dos fatores a, b, e c. Ou seja,

babcc :=
1

6

(
abc + acb + bac + cab + bca + cba

)
.

Assim, temos uma nova regra. Antes de quantizar a função f , devemos colocar na forma

simétrica cada um dos termos que a compõem [36]. Suponhamos que a função f seja

expansı́vel em série de potências.2 Neste caso, temos primeiramente que escrevê-la na

forma

f(a1, ..., an) = C0 +
n∑

k=1

Ck ak +
n∑

k,l=1

Ck,l

⌊
akal

⌋
+

n∑

k,l,m=1

Ck,l,m

⌊
akalam

⌋
+ ... ,

onde os coeficientes – Ck,l , Ck,l,m etc – são simétricos nos ı́ndı́ces.3 Uma vez estando

na forma simétrica, podemos proceder normalmente com a quantização canônica. Obser-

vemos que quantizar canonicamente a função f equivale a quantizar canonicamente cada

um dos seus termos:

f(a1, ..., an) = C01+
n∑

k=1

Ck ak +
n∑

k,l=1

Ck,l

⌊
akal

⌋
+

n∑

k,l,m=1

Ck,l,m

⌊
akalam

⌋
+ ... .

Demonstração da quantização de Weyl

Tendo em vista este ponto, analisemos cada um dos termos separadamente. Observemos

que a definição da exponencial em termos de série de potências,

exp

(
i

n∑
s=1

ksas

)
:=

∞∑
m=0

im

m!

(
n∑

s=1

ksas

)m

,

fornece-nos uma expressão completamente simetrizada, em termos da qual podemos rees-

crever cada termo de f , que genericamente suporemos ser de ordem j, da seguinte forma:4

2Isso corresponde a exigir que função seja de classe C∞ e que seu domı́nio seja simplesmente conexo.
3Suponhamos que não fossem simétricos. Neste caso, poderı́amos decompô-los numa parte simétrica e numa parte antissimétrica.

Por exemplo, C1,2 = 1
2

(C1,2 + C2,1)+ 1
2

(C1,2 − C2,1). A parte antissimétrica, quando contraı́da com
⌊
a1a2

⌋
daria zero, sendo

portanto sem qualquer significado. Portanto, podemos tomar, sem perda de generalidade, os coeficientes como sendo simétricos.
4Salvo menção contrária, todas as integrais deste capı́tulo têm como limites de integração −∞ e +∞.
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.
⌊
ai1 ...aij

⌋
= (−i)j ∂ki1

...∂kij
ei

∑n
s=1 ksas

∣∣∣
k1,k2,...,kn=0

= (−i)j

∫
dnk δn(k)

(
∂ki1

...∂kij
ei

∑n
s=1 ksas

)

= (−i)j(−1)j

∫
dnk

(
∂ki1

...∂kij
δn(k)

)
ei

∑n
s=1 ksas

=

∫
dnk

(∫
dna ai1 ...aij e−i

∑n
s=1 ksas

)
ei

∑n
s=1 ksas

=

∫ ∫
dnk dna

(
ai1 ...aij

)
ei

∑n
s=1 ks(as−as) .

Tendo desenvolvido separadamente cada um dos termos, podemos agora reconstruir a

função f. Uma vez que os coeficientes de f e de f são, por construção, iguais, o processo de

reconstruir f implica, pela linearidade da integração, na reconstrução de f . Assim,

f(a1, ..., an) =
1

(2π)n

∫
dnk dna f(a1, ..., an) exp

(
i

n∑
s=1

ks (as − as)

)
.

Podemos reescrever a igualdade acima na forma

f(a1, ..., an)︸ ︷︷ ︸
quântico

=

∫
dna ∆(a, a) f(a1, ..., an)︸ ︷︷ ︸

clássico

,

onde ∆(a, a), cuja definição é evidente, é o núcleo da transformação. Obtivemos, por-

tanto, uma integral que relaciona uma função clássica – por exemplo, a hamiltoniana do

sistema clássico – com a sua contrapartida quântica. Trata-se, portanto, de um procedi-

mento de quantização, o qual pode ser enunciado formalmente da seguinte maneira:

Definição (Quantização de Weyl) Quando as variáveis a1, a2, ..., an de um dado

sistema clássico são quantizadas segundo a regra (a1, ..., an) 7→ (a1, ..., an) , as fun-

ções f definidas sobre essas variáveis são imediatamente quantizadas. Esta quantiza-

ção das funções f ocorre segundo o mapa de Weyl, W : f 7−→ f = W[f ] , o qual é

dado pela regra

W [f ] (a1, ..., an) :=
1

(2π)n

∫
dnk dna

(
f(a1, ..., an)

)
exp

(
i

n∑

s=1

ks (as − as)
)

.

Esta correspondência clássico-quântico é denominada quantização de Weyl.
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Uma outra forma de se escrever a quantização de Weyl

A quantização de Weyl pode ser escrita de outra forma – mnemonicamente mais palatável

e operacionalmente mais interessante – se observarmos que a parte não operatorial da

exponencial

exp

(
i

n∑
s=1

ks (as − as)

)

pode ser utilizada para efetuar uma transformada de Fourier, qual seja,

f̃(k1, ..., kn) =
1

(2π)
n
2

∫
dna f(a1, ..., an) e−i

∑n
s=1 ksas ,

permitindo-nos escrever

f(a1, ..., an) =
1

(2π)
n
2

∫
dnk f̃(k1, ..., kn) ei

∑n
s=1 ksas .

Podemos, portanto, interpretar a quantização de Weyl como sendo uma transformada in-

versa de Fourier operatorial. Esse foi o modo como a quantização de Weyl foi original-

mente enunciada:

A quantidade f é levada da mecânica clássica à quântica de acordo com a regra:

troque5 p e q no desenvolvimento [leia-se, na transformada inversa] de Fourier de f

pelos operadores hermitianos que os representam na mecânica quântica. [37]

Não foi à toa que Weyl assim enunciou a sua conclusão: este modo de escrever a quanti-

zação é extremamente útil e, por isso, será majoritariamente empregado no decorrer deste

capı́tulo.

Observações acerca da relevância da quantização de Weyl

Quase todas as funções f que aparecem na mecânica quântica são funções polinomiais.

Nestes casos, é bastante simples simetrizar a função e efetuar, à mão, a substituição ai 7→
5Weyl está preocupado somente com a aplicação do novo formalismo à mecânica quântica. Portanto, ele não escreve, tal como

fizemos, variáveis genéricas a, mas sim considera sempre que f é função das variáveis canônicas p e q.
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ai. Com isso, acaba que o procedimento inventado por Weyl é, sob um ponto de vista

computacional e pragmático, de pouca serventia. Este fato foi reconhecido pelo próprio

Weyl. Por isso, ao apresentar o seu novo procedimento de quantização, ele enfatizou o

fato dele ser útil exatamente para lidar com os casos em que a função f não é polinomial.

Nas suas palavras,

Ao fazer a transição [da mecânica clássica] para a mecânica quântica, nós nos restrin-

gimos a [funções f que eram] polinômios de p e q. Mas a representação de Fourier6

f (p, q) =
1

(2π)
n
2

∫ ∫
dσ dτ f̃(σ, τ) ei(σp+τq)

da função f é aplicável a uma classe muito maior de funções. Essa integral não pre-

cisa ser interpretada literalmente, sendo o ponto essencial o fato de ela representar

[formalmente] uma combinação linear das funções simples ei(σp+τq). [38]

Ou seja, Weyl defende que a ampliação do conjunto de funções f quantizáveis é uma van-

tagem de seu formalismo7. Além disso, a fim de evitar que o leitor tema o trato com ex-

ponenciais operatoriais, ele observa que deve-se lidar com as funções exponenciais como

sendo funções elementares. Entretanto, nenhum desses argumentos foi suficiente para

convencer os fı́sicos da época de que eles deveriam passar a utilizar esse procedimento de

quantização. Ele não era prático e parecia, até mesmo, desnecessário [39].

A aparente inutilidade poderia ter sido o suficiente para que quantização de Weyl ca-

ı́sse no ostracismo. Porém isso não ocorreu. A razão pela qual o procedimento de Weyl

acabou vitorioso foram os seus frutos: sob o ponto de vista matemático formal, este pro-

cedimento acabou sendo muito inspirador, tendo servido de base para o surgimento de

inúmeras linhas de pesquisa em fı́sica e em matemática. Entre as quais está a formulação

da mecânica quântica proposta por Hilbrand Groenewold e José Enrique Moyal [40].

6As expressões abaixo foram ligeiramente adaptadas, a fim de facilitar ao leitor a compreensão da notação.
7Não estamos aqui preocupados em minúcias matemáticas, por isso não especificamos o domı́nio de validade da transformação.

O que importa aqui é percebermos que o domı́nio da transformação de Weyl é maior do que o conjunto das funções polinomiais.
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Conclusões acerca da quantização de Weyl

Em oposição à quantização canônica, que estabelece uma regra simplória, a quantização

de Weyl propõe uma regra sofisticada. Essa mudança na quantização estabeleceu uma re-

formulação do processo de obtenção de um sistema quântico a partir de um sistema clás-

sico; isto é, da parte da mecânica quântica que denominamos de protomecânica quântica.

Weyl se limitou a esta parte, não havendo, neste seu trabalho, nenhuma tentativa de re-

formular a cinemática ou a dinâmica. Entretanto, as teorias fı́sicas não são internamente

desconexas: as suas diversas partes estão interligadas. Assim, a reformulação de Weyl

da protomecânica permitiu a outros fı́sicos levarem a cabo uma completa reformulação

da mecânica quântica, abolindo o uso de espaços de Hilbert e elucidando significativa-

mente o limite clássico-quântico. Denominamos a nova teoria quântica que emerge de

tais desenvolvimentos de mecânica quântica de Groenewold-Moyal.
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2.3 A mecânica quântica de Groenewold-Moyal

Nesta seção, apresentaremos uma formulação da mecânica quântica que foi iniciada por

Eugene Wigner e, posteriormente, elaborada de maneira sistemática por Hilbrand Groe-

newold e José Enrique Moyal [41].8 O ponto central desses trabalhos foi utilizar a transfor-

mação inversa de Weyl para mapear a mecânica quântica do espaço de Hilbert no espaço

de fase. Isso é feito, primeiramente, com o estado do sistema: o operador densidade é leva-

do à função de Wigner. Posteriormente com a álgebra: a álgebra dos operadores é levada

à álgebra de Groenewold-Moyal. E por fim com a dinâmica: a equação de Schrödinger é

substituı́da pela equação de Groenewold-Moyal. Ao fim dessas três alterações, obtém-se

uma nova cinemática e uma nova dinâmica, e assim uma nova mecânica quântica.

A primeira destas transformações – aquela ocorrida no conceito de estado quântico –

teve inı́cio com o trabalho de Eugene Wigner, de 1932, o qual apresentaremos a seguir.

Wigner e a mecânica quântica no espaço de fase

Na mecânica estatı́stica clássica, o chamado peso de Boltzmann, dado por

PB(ε) =
e−ε/kBT

∫∞
0

dε e−ε/kBT
,

fornece, no equilı́brio térmico, a densidade de probabilidade dos estados em função de

suas energias, de tal modo que uma função O(ε) qualquer tem o seu valor médio dado por

〈〈 O 〉〉 =

∫ ∞

0

dε PB(ε) O(ε) .

Na expressão acima, utilizamos 〈 〉 duplos para deixar claro que trata-se de uma valor

esperado termodinâmico, ou seja, calculado para um número muito grande de partı́culas.

Podemos escrever a energia em termos das coordenadas qi e dos momentos linear pi das

8Não há um consenso acerca da prioridade de Groenewold e de Moyal na autoria destes resultados. Uma vez que não temos aqui
o intuito de estabelecermos prioridades, optamos por atribuir todos os desenvolvimentos a ambos os fı́sicos, mesmo nos casos nos
quais é sabido que o raciocı́nio não foi desenvolvido por ambos. Por isso, empregaremos sempre a denominação Groenewold-Moyal.
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partı́culas que compõem o sistema. Neste caso, o peso de Boltzmann se reescreve na forma

PB(q1, ..., qn; p1, ..., pn) =
e−ε(q1,...,qn;p1,...,pn)/kBT

∫
dnq dnp e−ε(q1,...,qn;p1,...,pn)/kBT

,

e a média da função9 O
(
q1, ..., qn; p1, ..., pn) é escrita, então, como uma integral no espaço

de fase do sistema,

〈〈 O 〉〉 =

∫
dnq dnp PB(q1, ..., qn; p1, ..., pn) O

(
q1, ..., qn; p1, ..., pn) . (2.1)

Ou seja, existe uma função P , definida no espaço de fase, cuja integral do produto por O

fornece o valor médio de O. Quando uma função PB pondera uma outra O de tal modo

a gerar o valor médio desta última, a primeira é denominada distribuição de probabilida-

des, e tem seus valores PB(q1, ..., qn; p1, ..., pn) interpretados como sendo a densidade de

probabilidade de ocorrência do evento O(q1, ..., qn; p1, ..., pn). O peso de Boltzmann é

compatı́vel com uma interpretação probabilı́stica, uma vez que é positivo,

PB(q1, ..., qn; p1, ..., pn) ≥ 0 ,

e normalizado, ∫
dnq dnp PB(q1, ..., qn; p1, ..., pn) = 1 .

Portanto, é dito, na mecânica estatı́stica clássica, que o peso de Boltzmann é uma distribuição

de probabilidades no espaço de fase.

Após o advento da mecânica quântica contemporânea, em 1925, diversos fı́sicos bus-

caram estender a função de Boltzmann à fı́sica quântica. Uma das primeiras tentativas

foi realizada por John von Neumann em 1927 [42]. Ele mostrou que, para um sistema

termodinâmico qualquer, o valor médio termodinâmico do operador quântico O pode ser

9Demo-nos a liberdade de denotar duas funções distintas – O(ε) e O
(
q1, ..., qn; p1, ..., pn) – pela mesma letra O, uma vez que

ambas representam a mesma quantidade fı́sica, relacionando-se segundo O
(
q1, ..., qn; p1, ..., pn) ≡ O

(
ε(x1, ..., xn; p1, ..., pn)

)
.
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escrito na forma ∣∣∣∣∣〈〈 O 〉〉 = Tr
(
O e−H/kBT

)
.

∣∣∣∣∣

Esta fórmula está correta, e até hoje é utilizada nos livros de mecânica estatı́stica quântica.

Eugene Wigner, apesar de estar de acordo com ela, decidiu revisitar o problema em 1932.

Segundo ele,

A termodinâmica de sistemas estatı́sticos quânticos é, em princı́pio, dada [pela]

fórmula de Neumann (...) [Porém,] não parece simples efetuar cálculos explı́ci-

tos [com esta fórmula]. Podemos, então, recorrer ao seguinte método. [43]

Em linhas gerais, a abordagem de Wigner foi escrever a distribuição de probabilidades

no espaço de fase na forma

P (q1, ..., qn; p1, ..., pn) = PB(q1, ..., qn; p1, ..., pn) +O(~)

e deduzir a correção O(~) como uma série de potências em ~. Esta correção torna-se

relevante no limite de baixas temperaturas. Foge ao escopo desta dissertação apresentar

os aspectos termodinâmicos deste artigo de Wigner. Entretanto, interessa-nos aqui uma

das ferramentas por ele desenvolvidas durante este trabalho, ferramenta esta que posteri-

ormente veio a ser denominada função de Wigner. A seguir, descreveremos o artigo de

Wigner, centrando-nos na parte do artigo na qual esta função aparece.

Wigner mostrou que, para um sistema com um número n qualquer de partı́culas, existe

uma função w tal que o valor esperado do observável O pode ser escrito na forma

〈O〉 =

∫
dnq dnp w(q1, ..., qn; p1, ..., pn) O

(
q1, ..., qn; p1, ..., pn) . (2.2)

No membro esquerdo da igualdade acima, aparece o operador quântico O; e no membro

direito, aparece o operado clássico O. Ou seja, Wigner mostrou que é possı́vel calcular

quantidades da fı́sica quântica com um cálculo realizado no espaço de fase clássico. Este

resultado diferia completamente dos procedimentos de cálculo quânticos existentes até
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então. Os únicos resultados semelhantes a este eram aqueles relativos à quantização –

que associava uma quantidade quântica (operador) a uma quantidade clássica (função no

espaço de fase) –, porém, depois que a teoria estava quantizada, todos os cálculos eram,

até então, feitos somente com as quantidades operatoriais. Neste sentido, o trabalho de

Wigner foi extremamente original.

Esta semelhança entre o procedimento de Wigner e o procedimento de quantização

não é mera coincidência. No cerne do trabalho de Wigner – apesar de isso não estar explı́-

cito no seu artigo de 1932 – está uma transformação inversa de Weyl, e esta operação pos-

sibilita, conforme mostraremos mais adiante, que quantidades operatoriais sejam calcu-

ladas no espaço de fase.

É importante observar que na equação (2.2) não há nenhuma restrição sobre o valor

de n e, portanto, o resultado não é válido exclusivamente no limite termodinâmico. Con-

sequentemente, podemos tomar n = 1, obtendo o valor esperado do operador no caso de

uma única partı́cula,

〈O〉 =

∫
dq dp w(q, p) O

(
q, p) . (2.3)

Ou seja, o formalismo de Wigner não somente é útil para calcular valores esperados em

sistemas de muitas partı́culas (termodinâmicos), como também fornece um novo meio

de calcular valores esperados em sistemas de poucas partı́culas. Este resultado não é

importante para Wigner e, por isso, ele nem sequer escreve a igualdade (2.3) em seu artigo.

Entretanto, este procedimento para cálculo de valores esperados em sistemas de poucas

partı́culas veio, posteriormente, a se tornar o mais aclamado resultado do seu artigo de

1932. E a função w, tal qual escrita na equação (2.3), foi, em reconhecimento à importân-

cia deste trabalho de 1932, denominada função de Wigner.

Wigner, em seu artigo, postula uma expressão para a função w sem apresentar uma

demonstração da igualdade (2.2). Ele se limita a comentar como demonstrá-la no caso de

operadores O que sejam decomponı́veis como a soma de uma função de q1, ..., qn e uma

função de p1, ..., pn. A seguir, demonstraremos o resultado geral, limitando-nos, por con-

veniência, ao caso de uma única partı́cula. A fim de efetuarmos tal demonstração, precisa-
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remos primeiramente apresentar a transformação inversa da quantização de Weyl.

A transformação inversa de Weyl

Mostraremos, a seguir, que quantização de Weyl é um procedimento invertı́vel, sendo a

sua inversa dada por

W
−1

: O 7−→ W
−1

[O](q, p) =

∫
dy

〈
q − 1

2
y

∣∣O(q, p)
∣∣ q + 1

2
y

〉
e ipy/~. (2.4)

Em outras palavras, se uma função definida no espaço de fase O(q, p) é levada pela quantiza-

ção de Weyl W ao operador O(q, p), então este é levado à função O(q, p) pela operação W
−1 .

A demonstração é feita do seguinte modo. Substituindo a quantização de Weyl da

função O(q, p),

O(q, p) =
1

(2π)2

∫
dτ dσ dq̃ dp̃ O(q̃, p̃) e i(τq−τ q̃+σp−σp̃) ,

na expressão (2.4), obtemos

W
−1

[O](q, p) =
1

(2π)2

∫
dτ dσ dq̃ dp̃ dy O(q̃, p̃) e−i(τ q̃+σp̃) e ipy/~ 〈

q−1
2
y

∣∣ e i(τq+σp)
∣∣ q+1

2
y

〉
.

Utilizando a relação de Baker-Campbell-Hausdorff, obtemos

e i(τq+σp) = e
i
2
σpe iτqe

i
2
σp ,

de onde segue que

〈
q − 1

2
y

∣∣ e i(τq+σp)
∣∣ q + 1

2
y

〉
=

〈
q − 1

2
y

∣∣ e
i
2
σpe iτqe

i
2
σp

∣∣ q + 1
2
y

〉

=
〈
q − 1

2
y − ~

2
σ

∣∣ e iτq
∣∣ q + 1

2
y + ~

2
σ

〉

= e
iτ

(
q+

1
2

y+
~
2

σ

)
〈
q − 1

2
y − ~

2
σ

∣∣ q + 1
2
y + ~

2
σ

〉

= e iτq δ(y + ~σ) .
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Assim,

W
−1

[O](q, p) =
1

(2π)2

∫
dτ dσ dq̃ dp̃ dy O(q̃, p̃) e−i(τq+σp) e ipy/~ e iτq δ(y + ~σ)

=

∫
dτ dσ dq̃ dp̃ O(q̃, p̃)

e iτ(q̃−q)

2π

e iσ(p̃−p)

2π

=

∫
dq̃ dp̃ O(q̃, p̃) δ(q̃ − q) δ(p̃− p) = O(q, p) .

Isso demonstra o fato da equação (2.4) fornecer a inversa da quantização de Weyl.

Dedução da função de Wigner

De posse da transformada inversa de Weyl, podemos, enfim, demonstrar a existência de

uma função w tal que, para qualquer função O, a igualdade (2.3) seja satisfeita.

Conforme dissemos na seção 2.1, caso o sistema fı́sico se encontre em uma mistura d,

então o valor esperado do observável O é dado pela expressão

〈O〉 = Tr
(
dO

)
.

Uma vez que o traço independe da base escolhida, calculemos, sem perda de generalidade,

o traço na base de autovetores de posição,

〈O〉 =

∫
dα 〈α|dO|α〉 =

∫
dα dβ 〈α|d|β〉〈β|O|α〉 .

Consideremos, então, a mudança de variáveis α = q + 1
2
y e β = q − 1

2
y. O jacobiano

desta transformação é 1, logo dα dβ = dq dy. Então, obtemos

〈O〉 =

∫
dq dy

〈
q + 1

2
y

∣∣ d
∣∣ q − 1

2
y

〉 〈
q − 1

2
y

∣∣O
∣∣ q + 1

2
y

〉
.

Utilizando a equação (2.4), podemos escrever

〈
q − 1

2
y

∣∣ O(q, p)
∣∣ q + 1

2
y

〉
=

1

2π~

∫
dp O(q, p) e−ipy/~
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e portanto,

〈O〉 =
1

2π~

∫
dq dy

〈
q + 1

2
y

∣∣ d
∣∣ q − 1

2
y

〉 ∫
dp O(q, p) e−ipy/~

=
1

2π~

∫
dq dy dp

(〈
q − 1

2
y

∣∣ d
∣∣ q + 1

2
y

〉
e ipy/~

)∗
O(q, p)

=

∫
dq dp

(
1

2π~

∫
dy

〈
q − 1

2
y

∣∣ d
∣∣ q + 1

2
y

〉
e ipy/~

)∗
O(q, p) .

O termo entre parênteses na segunda linha da expresão acima, se pensado como uma

função F (y), satisfaz à igualdade F ∗(y) = F (−y). Por outro lado, a integral em y é

simétrica nos limites de integração. Consequentemente, o resultado da integração em y é

uma função real. Ou seja, a conjugação complexa na terceira linha não tem efeito algum.

Por fim, obtemos

〈O〉 =

∫
dq dp

(
1

2π~

∫
dy

〈
q − 1

2
y

∣∣ d
∣∣ q + 1

2
y

〉
e ipy/~

︸ ︷︷ ︸
w(q,p)

)
O(q, p) .

Ou seja, mostramos que existe uma função w(q, p) cujo produto por uma função O(q, p)

integrado em todo o espaço de fase nos fornece o valor esperado quântico do operador

O = W[O] quando o sistema quântico está no estado misto d.

A equação

〈O〉 =

∫
dq dp w(q, p) O(q, p)

é denominada equação de Wigner. A função w(q, p) ( que, como já foi dito, é denominada

função de Wigner) é definida, em um espaço de fase bidimensional, por

w(q, p) :=
1

2π~

∫
dy

〈
q − 1

2
y

∣∣ d
∣∣ q + 1

2
y

〉
e ipy/~ . (2.5)
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Uma generalização do resultado de Wigner

Comparando as equações (2.4) e (2.5), podemos concluir que a função de Wigner é, a

menos de um fator constante, a tranformada inversa de Weyl do operador densidade d,

w =
1

2π~
W

−1

[ d ] ,

onde o fator 2π~ não tem nenhum significado fı́sico, sendo somente uma consequência de

como definimos certas transformadas de Fourier. Esse resultado nos mostra que a função

de Wigner pode ser pensada como sendo a contrapartida no espaço de fase do estado quân-

tico d. Neste sentido, a função de Wigner não é nada mais que uma outra maneira – em

certos casos, mais conveniente – de escrevermos o estado do sistema quântico.

Tendo em vista a igualdade acima, a equação de Wigner

Tr
(
dO

)
=

∫
dq dp w(q, p) O(q, p)

pode ser vista como um caso particular de um importante teorema sobre a quantização de

Weyl, a saber,

Teorema. Para quaisquer funções a e b quadrado-integráveis definidas em

um espaço de fase 2n-dimensional Ω, vale a igualdade

Tr
(
W[a] W[b]

)
=

1

(2π~)n

∫

Ω

a b .

Esse resultado estabelece uma correspondência genérica entre traços operatoriais e inte-

grais no espaço de fase. É a existência dessa correpondência geral que permite, particu-

larmente, que seja possı́vel calcular o valor esperado de um operador quântico por meio

do uso da função de Wigner.
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A não-positividade da função de Wigner

O resultado obtido por Wigner em seu artigo de 1932, por ser extremamente inovador,

impôs à fı́sica quântica novas questões conceituais. Por exemplo, relativas à interpretação

da função w como sendo uma distribuição de probabilidades. Wigner, tendo em mente a

semelhança entre a sua equação (2.2) e a equação de Boltzmann (2.1), observa que

Na teoria quântica não [pode existir] uma expressão [que permita uma inter-

pretação] similar [àquela de Boltzmann] para a probabilidade, pois não pode-

mos perguntar qual é a probabilidade simultânea para coordenadas e mo-

menta. [44]

Ou seja, a função w(q1, ..., qn; p1, ..., pn) não deve ser entendida com uma distribuição que

fornece a densidade de probabilidade de encontrarmos o sistema com coordenadas e mo-

menta dados por (q1, ..., qn; p1, ..., pn), uma vez que isso iria contra a mecânica quântica,

segundo a qual não é possı́vel se conhecer simultaneamente os valores das coordenadas e

dos momenta.

Indo ao encontro desta expectativa, Wigner mostrou que a função w não pode ser inter-

pretada como sendo uma distribuição de probabilidade pois, apesar de ser normalizável,

não é positiva definida. Em um primeiro momento, esse resultado pode parecer ocorrer

em detrimento da interpretabilidade da função de Wigner. Alguns fı́sicos argumentaram

que se não podemos interpretá-la como sendo uma probabilidade, então ela não é inter-

pretável. Porém, com o tempo, essa impossibilidade da interpretação probabilı́stica pas-

sou a ser vista como sendo o mais interessante aspecto da função de Wigner. Atualmente,

o fato de a função de Wigner não ser positiva definida é visto, por alguns autores, como

sendo a grande caracterı́stica quântica do procedimento de Wigner. Poderı́amos dizer que

enquanto para Heisenberg a não-comutatividade operatorial era o selo da mecânica quân-

tica, para os wignerianos essa marca está na não-positividade da função de Wigner.
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Esboço de uma nova cinemática quântica

Podemos definir funções de Wigner dependentes do tempo

w(·) : t 7−→ w(t)

de acordo com a expressão

w(t) =
1

2π~
W

−1

[ d(t) ] ,

onde d(t), conforme foi dito na seção 2.1, é dado por d(t) = U†(t) d0 U(t).

Com isso, a função de Wigner passa a ser uma ferramenta da cinemática, capaz de

expressar a evolução temporal do sistema. Entretanto, esta evolução depende da evolução

temporal do operador densidade, a qual precisa ser, de antemão, sabida. Ou seja, a função

de Wigner está sendo vista, até aqui, como uma ferramenta indireta para se descrever o sis-

tema quântico, cujo estado é descrito, em última instância, pelo operador densidade d(t).

Podemos pôr esta cinemática nos seguintes termos.

• Definição do estado: o estado do sistema quântico é descrito matematicamente por um ope-

rador densidade d, mas podemos pensar como se fosse descrito pela função de Wigner w.

• Definição da evolução temporal: a evolução do estado do sistema é descrita pela função d(·),
mas podemos pensar como se essa evolução fosse descrita por uma função de Wigner w(·).

Agora, queremos ir além. Queremos considerar a função de Wigner como sendo uma des-

crição autônoma do sistema, por meio da qual descrevermos o estado do sistema sem pre-

cisarmos fazer qualquer menção ao operador densidade. Poderemos, assim, considerar

que toda a mecânica quântica se passe no espaço de fase e que o estado do sistema quân-

tico seja descrito por uma função definida neste espaço de fase, a função de Wigner [45].

Deste modo, podemos estabelecer uma nova cinemática quântica.
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Obstáculo à nova cinemática quântica

Os desenvolvimentos anteriores permitem-nos antever o importante papel que pode vir a

ser desempenhado pela função de Wigner na cinemática quântica. Entretanto, há ainda

um entrave ao completamento deste projeto, o qual precisa ser superado.

A determinação dos valores possı́veis de um observável e dos estados possı́veis de um

sistema somente pode ser feita, até aqui, por meio de uma equação operatorial de autova-

lores. Ou seja, precisamos primeiramente do espaço de Hilbert para sabermos os valores

possı́veis de serem medidos e para construirmos o estado do sistema. Somente depois,

podemos efetuar a operação W
−1 e passar para a representação do sistema no espaço de

fase. Caso queiramos, tal qual esboçado na última subseção, descrever o sistema unica-

mente por meio da função de Wigner, faz-se necessário, portanto, desenvolvermos um

procedimento que nos permita determinar os valores possı́veis dos observáveis e os esta-

dos possı́veis do sistema diretamente em termos de funções de Wigner. Este procedimento

pode ser realizado com o auxı́lio do produto ? de Gronewold-Moyal.

O produto ? de Gronewold-Moyal

A quantização de Weyl, conforme vimos, é invertı́vel. Portanto, ela estabelece uma bijeção

entre o conjunto das funções definidas no espaço de fase clássico e o conjunto dos opera-

dores que atuam sobre o espaço dos estados do sistema quântico [46].

Estes conjuntos têm regras claras de multiplicação. As funções definidas no espaço de

fase se multiplicam pontualmente e, portanto, formam uma álgebra comutativa. Os opera-

dores se multiplicam segundo uma álgebra determinada pelas relações de comutação origi-

nárias da quantização e, portanto, formam uma álgebra não-comutativa. Assim, podemos

ver que ambos os conjuntos têm estruturas algébricas bem distintas entre si. Por conse-

quência, apesar de a quantização de Weyl estabelecer uma bijeção linear entre eles (isomor-

fismo), não é possı́vel estabelecermos uma bijeção que preserve a estutura algébrica (ho-

momorfismo).
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É sabido, desde a década de 1920, que essa diferença na estrutura algébrica é que di-

ferencia a fı́sica clássica da fı́sica quântica. Assim, caso queiramos implementar a mecâ-

nica quântica no espaço de fase, devemos necessariamente alterar a álgebra das funções

nele definidas. Isso foi feito por Groenewold e Moyal, os quais retiraram o produto pon-

tual das funções definidas no espaço de fase e induziram um novo produto – denominado

produto ? [47]. Esse produto foi construı́do de tal modo a estabelecer um homomorfismo

entre os dois espaços. Isto é, o produto ? é tal que, por construção, para quaisquer funções

f e g definidas no espaço de fase clássico, a seguinte igualdade é satisfeita,

W[f ] W[g] = W[f ?g] (2.6)

Em termos diagramáticos, isso significa completar o campo superior-direito do diagrama

f, g
produto ///o/o/o/o/o/o

W

²²

f ?g

W

²²
f, g

produto
///o/o/o/o/o/o/o fg

de tal modo que ele comute.

Utilizando a transformação inversa de Weyl, podemos escrever explicitamente este

produto,
? : (f, g) 7−→ f ?g = W

−1
[
W[f ] W[g]

]
(2.7)

Pode-se mostrar que o produto ? de Groenewold-Moyal assim definido é expansı́vel em po-

tências de ~, fornecendo
f ? g = fg +

i~
2

{
f, g

}
+O(~2) , (2.8)

onde fg é o produto pontual de f por g, { , } é o parênteses de Poisson clássico, eO(~2) é

uma correção da ordem de ~2. Assim, vemos que o produto ? é uma deformação do produ-

to pontual. Definamos, agora, o chamado parênteses de Groenewold-Moyal [48]

{
f ,? g

}
:= f ? g − g ? f ,
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o qual, devido à igualdade (2.8), satisfaz

{
f ,? g

}
= i~

{
f, g

}
+O(~2) . (2.9)

O completamento da nova cinemática quântica

Esse novo produto permite reformularmos a equação de autovalores quântica. Por simpli-

cidade, nos deteremos ao caso em que o operador densidade descreve um estado puro, mas

o resultado abaixo, cuidando-se com algumas sutilezas, pode facilmente ser estendido ao

caso de estados mistos.

Os valores possı́veis de um observável O = W[O] são dados pela equação de autolavores

O |o 〉 = o |o 〉 .

Multiplicando à direita pela 1-forma 〈o |, temos

Od = o d .

Ou seja,

W[O]
(
2πi W[wo]

)
= o

(
2πi W[wo]

)
,

onde o sub-ı́ndice o em w significa que esta função de Wigner corresponde ao operador

densidade puro |o 〉〈o |. Aplicando a transformada inversa de Weyl em ambos os membros

da igualdade acima e utilizando a definição (2.7) do produto ?, obtemos [49]

∣∣O ? wo = owo

∣∣

Esta é a versão, no espaço de fase, da equação de autovalores quântica. No caso do oscila-

dor harmônico não-relativı́stico unidimensional, por exemplo, tem-se as energias possı́veis

En do sistema dadas pela equação [50]

(
p2

2m
+

1

2
mω2q2

)
? wn(q, p) = En wn(q, p) .
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A reformulação da dinâmica quântica

Do mesmo modo que fizemos com a cinemática, podemos utilizar o produto ? para efetu-

armos uma reformulação da dinâmica quântica. A equação de movimento operatorial

dd(t)

dt
=

i

~
[
d(t),H(t)

]

se reescreve na forma

2πi
dW[w(t)]

dt
= −2π

~

(
W[w(t)] W[H(t)]−W[H(t)] W[w(t)]

)

de onde, pela linearidade da transformada inversa de Weyl, segue que

dw(t)

dt
=

i

~

(
w(t) ? H(t)−H(t) ? w(t)

)
,

ou seja, ∣∣∣∣[
dw(q, p, t)

dt
=

i

~
{

w(q, p, t) ,? H(q, p, t)
}∣∣∣∣ (2.10)

onde H(t) é o hamiltoniano clássico, possivelmente dependente do tempo. Essa equação

fornece a dinâmica da função de Wigner. Uma vez que esta função descreve o estado do

sistema, a equação acima cumpre o papel de equação dinâmica da teoria.

O raciocı́nio acima não se aplica somente ao operador densidade, mas também a qual-

quer outro operador.10 Deduz-se facilmente que, para uma função O(q, p, t) qualquer,

vale a equação

dO(q, p, t)

dt
=

i

~
{

O(q, p, t) ,? H(q, p, t)
}

(2.11)

chamada equação de Groenewold-Moyal. Utilizando a equação (2.9), obtemos

dO(q, p, t)

dt
=

{
O(q, p, t) , H(q, p, t)

}
+ O(~) .

Isso nos mostra que no limite ~→ 0 a equação (2.11) se reduz à equação de Liouville.

10O qual deve, primeiro, ser posto no quadro de Heisenberg.
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Concluı́mos, então, que no limite em que constante de Planck vai a zero, a equação de

Groenewold-Moyal se reduz à equação de Liouville. Essa passagem quantico-clássico,

além de ser extremamente elementar computacionalmente, é de uma gritante clareza con-

ceitual. Os objetos que aparecem nas duas equações são os mesmos, as quais se diferem

somente na forma em que relacionam tais objetos na multiplicação. Essa clareza na

formulação do limite clássico talvez seja a grande vantagem conceitual do formalismo

de Groenewold-Moyal [51].

A emancipação da nova mecânica quântica

A formulação de uma cinemática e de uma dinâmica quânticas centradas na função de

Wigner possibilitam abandonarmos o operador densidade e o espaço de Hilbert a ele as-

sociado. Ficamos somente com uma teoria quântica formulada no espaço de fase, cujo

objeto matemático fundamental, a partir do qual descrevemos o estado quântico do sis-

tema, é a função de Wigner. Esse espaço não é munido de sua álgebra natural (com

a multiplicação feita pelo produto pontual entre as funções), mas sim uma álgebra in-

duzida a partir dos operadores quânticos (com a multiplicação feita pelo produto ? de

Groenewold-Moyal). Por meio deste novo produto, as propriedades do sistema quântico

são transladadas do espaço de Hilbert para o espaço de fase.

Esse formalismo permite determinar a evolução temporal do estado em termos da

hamiltoniana clássica (equação de Groenewold-Moyal para a função de Wigner) e cal-

cular o valor esperado de um dado observável em um dado estado (equação de Wigner).

Ademais, para um dado observável é possı́vel saber os seus valores possı́veis (equação de

autolavores). Assim, temos que toda a capacidade preditiva e explanatória da mecânica

quântica padrão é reproduzida na nova mecânica quântica de Groenewold-Moyal, cuja

existência agora é autônoma, não mais dependendo da formulação padrão.
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Uma comparação das duas mecânicas quânticas

Podemos fazer uma comparação esquemática entre a mecânica quântica padrão e a mecânica

quântica de Groenewold-Moyal, resumindo assim o que foi exposto neste capı́tulo.

Mecânica Quântica padrão Mec. Quântica de Groenewold-Moyal

protomecânica Substituição q → q e p → p Substituição do produto pontual

nas funções clássicas O(q, p), entre funções no espaço de fase

obtendo os operadores O(q, p). pelo produto ? de Groenewold-Moyal.

cinemática O estado do sistema é descrito O estado do sistema é descrito

pelo operador densidade d(t), pela função de Wigner w(q, p, t),

a partir do qual obtém-se os va- a partir da qual obtém-se os valores

lores esperados 〈O〉 = Tr
(
dO

)
. esperados 〈O〉 =

∫
dqdp

(
w O

)
.

As quantidade observáveis o As quantidade observáveis o

são dadas por Od = od. são dadas por O?w = ow.

dinâmica Evolução dinâmica dada pela Evolução dinâmica dada pela equação

equação dd(t)
dt = i

~
[
d(t), H(t)

]
. dO(q,p,t)

dt = i
~

{
O(q, p, t) ,? H(q, p, t)

}
.

A mecânica quântica como uma deformação da mecânica clássica

Na mecânica quântica padrão, tal qual vimos na seção 2.1, quantizar significa trocar

funções definidas no espaço de fase por operadores quânticos. Na mecânica quântica

de Groenewold-Moyal, quantizar significa trocar o produto pontual pelo produto ?. Neste

processo, um novo parâmetro é incluı́do: a constante de Planck. Matematicamente, trata-

se, portanto, de uma deformação algébrica, tal qual descrita na seção 1.4.

Esse procedimento de quantização por meio de uma deformação algébrica é denomi-

nado quantização por deformação, e foi formulado de maneira matematicamente precisa

em dois renomados artigos de F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichenerowicz, e D.

Sternheimer [52]. Eles mostraram que a mecânica clássica é, em um sentido preciso,

estruturalmente instável, e que a mecânica quântica é a única deformação da mecânica

clássica que gera uma estrutura estável. Segundo Ludwig Fadeev, isso mostra que a mecâ-
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nica quântica não somente é desejável, como também matematicamente necessária [53].

Conclusões do capı́tulo 2

Chegamos, assim, ao fim do capı́tulo 2, no qual analisamos o longo percurso que vai da

mecânica quântica tal qual formulada nos livros textos até a mecânica quântica via quanti-

zação por deformação, passando pelos trabalhos de Weyl, Wigner, Groenewold, e Moyal.

Com eles, vimos que é possı́vel, por meio da transformação inversa de Weyl, imple-

mentarmos uma mecânica quântica no espaço de fase. Nesta formulação, a protagonista é

a função de Wigner, que desempenha o papel de descrição matemática do estado quântico.

Sua interpretação não é imediata, uma vez que ela não pode (e não deve) ser interpretada

probabilisticamente. Um outro elemento importante foi a mudança na álgebra das funções

sobre o espaço de fase, cujo produto, denominado produto ? de Groenewold-Moyal, é uma

deformação do produto pontual.

Mostramos que as três principais equações da mecânica quântica – a equação do

valor esperado dos observáveis quânticos, a equação de autovalores dos observáveis, e a

equação dinâmica – podem ser reescritas em termos da função de Wigner. A nova equação

dinâmica, denominada equação de Groenewold-Moyal, tem como limite clássico (~→ 0)

a equação de Liouville clássica, o que significa que, neste contexto, o passagem quântico-

clássico é extremamente simples e não demanda grandes esforços conceituais. Esta é uma

vantagem deste formalismo da mecânica quântica se comparado ao formalismo padrão.

A lição que podemos tirar de tais desenvolvimentos é que não se faz necessário in-

troduzirmos toda a parafernália de espaços de Hilbert, vetores de estado, opadores auto-

adjuntos ilimitados etc. A mecânica quântica pode ser obtida por meio de uma simples

deformação na álgebra das funções definidas sobre o espaço de fase. Este exemplo serve

de paradigma para a chamada quantização por deformação.



Página deixada intecionalmente em branco



Capı́tulo 3

A teoria quântica de campos em

espaços-tempos não-comutativos

De posse do ferramental matemático e conceitual desenvolvido no capı́tulo 2, apresentare-

mos agora a formulação da teoria quântica de campo em espaços-tempos não-comutativos.

A apresentação que faremos está organizada do seguinte modo. Primeiro, apresentare-

mos as relações de comutação espaço-temporal com as quais lidaremos neste capı́tulo (se-

ção 3.1). Estas relações de comutação são denominadas relações de comutação canônica.

Em seguida, deduziremos a álgebra de Groenewold-Moyal dos campos quânticos (seção

3.2). Explicaremos, então, como esta álgebra pode ser utilizada para formular teorias

quânticas de campos sobre um espaço-tempo com geometria não-comutativa (seção 3.3).

Depois, discutiremos como a inclusão desta não-comutatividade espaço-temporal leva a

uma perda na renormalizabilidade do modelo λφ4 (seção 3.4). Por fim, mostraremos os

meios pelos quais a renormalizabilidade pode ser restaurada (seção 3.5).

Conforme discutimos na seção 1.4, a teoria de espaços-tempos não-comutativos não

lida com as coordenadas de posição de uma dada partı́cula, mas sim com as próprias
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coordenadas (x0, x1, x2, x3) do espaço-tempo. Estas são quantizadas segundo

(x0, x1, x2, x3) 7−→ (x0, x1, x2, x3) . (3.1)

Os comutadores da mecânica quântica têm sua origem nos parênteses de Poisson clássicos.

No caso da não-comutatividade espaço-temporal, não há parênteses de Poisson para serem

quantizados, e portanto os comutadores devem ser postulados. Isso deve ser feito segundo

motivações fı́sicas ou matemáticas especı́ficas do sistema em questão. Neste capı́tulo e

no próximo, consideraremos somente as relações de comutação denominadas não-comu-

tatividade canônica (1.1), cuja origem está, conforme comentamos na seção 1.4, no efeito

Hall quântico e na teoria de cordas sob ação de um campo (do tipo) magnético de fundo.

3.1 A álgebra de Groenewold-Moyal dos campos

Tomemos, na notação da seção 2.2, n = 4 e (a1, a2, a3, a4) = (x0, x1, x2, x3). Ou seja,

enquanto na mecânica quântica as variáveis do sistema eram as variáveis canônicas do

espaço de fase, agora as variáveis são as coordenadas do espaço-tempo. Podemos aplicar

aqui as idéias da seção 2.2 pois a caracterização de um sistema e a subsequente construção

de um processo de quantização desenvolvidos em tal seção são completamente genéricos.

Consideremos, agora, que sobre esse espaço-tempo está definido um campo. Do mes-

mo modo que os observáveis quânticos eram originalmente funções no espaço de fase, este

campo é uma função no espaço-tempo. Portanto, do mesmo modo que, nas seções anteri-

ores, os operadores foram quantizados como consequência da quantização das coorde-

nadas canônicas, os campos devem, nesta seção, ser quantizados devido à quantização das

coordenadas do espaço-tempo. Ou seja, devido ao caráter operatorial do espaço-tempo,

um campo (clássico) qualquer que esteja sobre ele definido é um operador.

Caso queriamos considerar este campo no contexto da teoria quântica de campos, deve-

mos tranformá-lo uma segunda vez em operador. Por isso, podemos afirmar que campos

quânticos definidos em um espaço-tempo não-comutativo são duplamente operatoriais.
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Por um lado, eles atuam no espaço de Hilbert sobre o qual atuam os operadores xi e por

outro lado atuam sobre o espaço de Fock dos estados do campo.

Esta profusão de aspectos operatoriais sobrecarrega o formalismo, e seria desejável que

pudéssemos lidar de outra maneira com o problema. Isso pode ser feito por meio da quan-

tização por deformação. Utilizando-a, podemos implementar a quantização do espaço-

tempo na forma de uma deformação na álgebra dos campos. Neste contexto, não faz-se

necessário lidarmos com os operadores xi, do mesmo modo que na mecânica quântica de

Groenewold-Moyal não precisamos lidar com os operadores q e p.

Assim, temos um novo programa teórico. Construir uma deformação da álgebra dos

campos que implemente a quantização (3.1) e as relações de comutação (1.1). Este pro-

grama teórico começa com a construção de um produto ? de Groenewold-Moyal, o qual

será determinado por meio da quantização de Weyl [54].

Construção do produto ? por meio da quantização de Weyl

O produto ? entre duas funções g e h quaisquer é, segundo a equação (2.6), definido impli-

citamente pela igualdade

W [ g ? h ] = W [ g ] W [ h ] , (3.2)

onde a quantização de Weyl W se escreve, neste caso particular, na forma1

W [ f ] =
1

4π2

∫
d4k f̃(k) ei

∑
µ kµxµ .

1Subentenda-se que todos os somatório em ı́ndices gregos devem ser efetuados de 0 a 3.
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Assim, o membro direito da equação (3.2) pode ser reescrito como

W [ g ] W [ h ] =

(
1

4π2

∫
d4k g̃(k) ei

∑
µ kµxµ

) (
1

4π2

∫
d4p h̃(p) ei

∑
ν pνxν

)

=
1

16π4

∫
d4k d4p g̃(k) h̃(p) ei

∑
µ kµxµei

∑
ν pνxν .

Utilizando a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff, temos

e i
∑

µ kµxµ e i
∑

ν pµxν = e
i
( ∑

µ kµxµ +
∑

ν pνxν + i2

2

∑
µ,ν [kµxµ,pνxν ]

)

= e i
∑

µ(kµ+pµ)xµ− i
2

∑
µ,ν θµνkµpν .

Definindo uma nova variável q := k + p, podemos escrever

W [ g ] W [ h ] =
1

16π4

∫
d4k d4q

(
g̃(k) h̃(q − k) e−

i
2

∑
µ,ν θµνkµ(q−k)ν

)
e i

∑
µ qµxµ .

(3.3)

Por outro lado, o membro esquerdo da equação (3.2) é, por definição,

W [ g ? h ] =
1

4π2

∫
d4q

(̃
g ? h

)
(q) ei

∑
µ qµxµ . (3.4)

Comparando as equações (3.2), (3.3 e (3.4), podemos concluir que

(̃
g ? h

)
(q) =

1

4π2

∫
d4k g̃(k) h̃(q − k) e−

i
2

∑
µ,ν θµνkµ(q−k)ν .

A fim de obtermos explicitamente o produto ? entre duas funções g e h quaisquer, faz-se

necessário efetuarmos uma transformada inversa de Fourier na função acima. Logo,

(
g ? h

)
(x) =

1

4π2

∫
d4k d4q

(̃
g ? h

)
(q) e i

∑
ρ qρxρ

=
1

16π4

∫
d4k d4q g̃(k) h̃(q − k) e−

i
2

∑
µ,ν θµνkµ(q−k)ν e i

∑
ρ qρxρ .
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Substituindo de volta q por k + p , temos

(
g ? h

)
(x) =

1

16π4

∫
d4k d4p e−

i
2

∑
µ,ν θµνkµpν

(
g̃(k) e i

∑
ρ kρxρ

)(
h̃(p) e i

∑
ρ pρxρ

)
.

Expandindo o primeiro fator em série de Taylor,

∞∑
n=0

(−i)n

2nn!

(∑
µ,ν

θµνkµpν

)n

=
∞∑

n=0

(−i)n

2nn!

∑
µ1,ν1,...,µn,νn

θµ1,ν1 ...θµn,νn kµ1pν1 ...kµnpνn ,

obtemos

(
g ? h

)
(x) =

1

16π4

∞∑
n=0

(−i)n

2nn!

∑
µ1,ν1,...,µn,νn

θµ1,ν1 ...θµn,νn ×

×
( ∫

d4k kµ1 ...kµn g̃(k) e i
∑

ρ kρxρ

)( ∫
d4p pν1 ...pνn h̃(p) e i

∑
ρ pρxρ

)

=
∞∑

n=0

in

2nn!

∑
µ1,ν1,...,µn,νn

θµ1,ν1 ...θµn,νn

(
∂µ1 ...∂µng(x)

) (
∂ν1 ...∂νnh(x)

)

=

( ∞∑
n=0

in

2nn!

∑
µ1,ν1,...,µn,νn

θµ1,ν1 ...θµn,νn ∂µ1 ...∂µn ∂′ν1
...∂′νn

)
g(x) h(x′)

∣∣∣∣
x′=x

=

[ ∞∑
n=0

in

2nn!

(∑
µ,ν

θµν∂µ∂
′
ν

)n ]
g(x) h(x′)

∣∣∣∣
x′=x

= exp

(
i

2

∑
µ,ν

θµν∂µ∂
′
ν

)
g(x) h(x′)

∣∣∣∣
x′=x

,

onde definimos os operadores ∂ e ∂′ como sendo derivadas parciais que atuam, respecti-

vamente, nas variáveis x e x′.

Concluı́mos, assim, a dedução do produto ? entre funções definidas em um espaço

tempo com geometria não-comutativa canônica: dadas duas funções f e g definidas no

espaço-tempo, a função produto ? delas é dada por

∣̌∣∣∣∣
(
g ? h

)
(x) = e

i
2

∑
µ,ν θµν∂µ∂′ν g(x) h(x′)

∣∣∣∣
x′=x

∣̌∣∣∣∣ (3.5)
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O produto ? em forma integral

A dedução da fórmula acima tem como pressuposto que ambas as funções g e h sejam de

classe C∞. Para a maioria dos fı́sicos esta é uma hipótese extremamente razoável. Entre-

tanto, alguns fı́sicos com um maior apreço pelo rigor matemático buscaram desenvolver

outros produtos, para os quais tal exigência não se faça necessária.

A estratégia padrão é buscar um novo produto ?̂ que, por exemplo, exija somente

que as funções g e h sejam quadrado integráveis, e que no caso de funções quadrado

integráveis de classe C∞ recaia no produto acima. Ou seja, buscar produtos ?̂ que, na

restrição de domı́nio a funções quadrado integráveis C∞, sejam dados pela expressão do

produto ?.

Existem diversos produtos ?̂, sendo o mais famoso deles o produto ?̂ dado por [55]

∣̌∣∣∣∣
(
g ?̂ h

)
(x) =

1

16π4

∫
d4k d4y g (x + 1

2
Θ · k) h(x + y) e i

∑
µ kµyµ

∣̌∣∣∣∣ (3.6)

onde (Θ·k)µ :=
∑

ν θµνkν . Conforme esperado, pode-se mostrar que esta expressão recai

na definição anterior no caso de funções g e h quadrado integráveis de classe C∞. Nesta

dissertação, consideraremos todas as funções bem comportadas, e portanto utilizaremos

indistintamente as fórmulas (3.5) e (3.6).

Propriedades do produto ?

O produto ? tem diversas propriedades matemáticas, as quais serão sistematicamente uti-

lizadas nas próximas seções, e encontram-se listadas a seguir. No que segue, f , g, h e

u são funções quadrado integráveis de classe C∞ quaisquer, e α, β, γ, δ são números

complexos quaisquer.

1. É não-comutativo. Ou seja, f ? g 6= g ? f .

2. É associativo. Ou seja,
(
(f ? g) ? h

)
=

(
f ? (g ? h)

)
.
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3. É bilinear. Ou seja,

(αf + βg) ? (γh + δu) = αγ(f ? h) + αδ(f ? u) + βγ(g ? h) + βδ(g ? u)

4. A conjugação complexa é uma involução. Ou seja, (f ? g)∗ = g∗ ? f ∗.

5. A integração elimina o produto ? entre duas funções:
∫

d4x
(
f?g

)
(x) =

∫
d4x f(x)g(x).

6. A multiplicação ? por uma função constante é uma multiplicação normal. Ou seja,

α ? f = αf .

7. Vale a regra do produto. Ou seja, ∂µ(f ? g) = (∂µf) ? g + f ? (∂µg).

8. Se reduz ao produto pontual no caso comutativo. Ou seja,

lim
θ→0

(
f ? g

)
(x) = f(x)g(x) .

As propriedades 1 a 6 podem ser demonstradas utilizando a definição do produto ?

(isto é, a equação 3.2), valendo-se somente das propriedades (linearidade, etc) da quan-

tização de Weyl. Já as propriedades 7 e 8 dependem da forma explı́cita do produto ?

(isto é, das equações 3.5 e 3.6). A propriedade 7, em particular, pode ser trivialmente

demonstrada a partir da expressão (3.5).
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3.2 Teorias de campos em espaços-tempos não-comutativos

Nesta seção, mostraremos como podemos utilizar o produto ? obtido na última seção a

fim de construir uma teoria quântica de campos sobre um espaço-tempo não-comutativo.

Em seguida, discutiremos a teoria livre, o termo de interação, e as regras de Feynman.

Construção do modelo λφ?4

A primeira etapa da quantização de Groenewold-Moyal é a construção da deformação

algébrica. Em seguida, devemos utilizar o produto ? assim construı́do a fim de deformar-

mos uma dada teoria clássica. Neste capı́tulo e no próximo, o modelo clássico em questão

será o de um campo escalar real φ com interação do tipo λφ4, cuja lagrangeana é

L(φ) =
1

2

(
∂µφ ∂µφ

)
+

1

2
m2φ2 +

λ

4!
φ4 . (3.7)

Quantizar significa trocar o produto pontual da lagrangeana acima pelo produto ?. Logo, a

lagrangeana que descreve este modelo em um espaço-tempo com geometria não-comuta-

tiva é

L(φ) =
1

2

(
∂µφ ? ∂µφ

)
+

1

2
mφ?2 +

λ

4!
φ?4 , (3.8)

onde

φ?n := φ ? φ ? ... ? φ︸ ︷︷ ︸
n vezes

.

A propriedade (5) do produto ? (vide a última seção) permite-nos eliminar o produto ?

entre dois fatores. Isso sugere ser útil trabalharmos não com a lagrangeana, mas sim com a

ação

S[φ] =

∫
d4x L(

φ(x)
)

,

a qual se escreve, no caso da lagrangeana (3.8), na forma

S[φ] =

∫
d4x

{
1

2

(
∂µφ ∂µφ

)
(x) +

1

2
mφ2(x) +

λ

4!
φ?4(x)

}
. (3.9)
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O sistema fı́sico descrito pela ação acima é denominado modelo λφ?4.

A teoria quântica do campo φ livre

A eliminação do produto ? nos dois primeiros termos da ação permite que nós lidemos

com a teoria livre (dada pela ação acima no caso λ = 0 ) do mesmo modo que lidamos

com a teoria livre do caso comutativo, caracterizado pela lagrangeana (3.7).

Com isso, obtemos dois resultamos muito importantes relativos à construção de uma

teoria quântica deste campo. Primeiro, a quantização do caso não-comutativo é igual à do

caso comutativo. Ou seja, os operadores de criação são os mesmos, o espectro de energia é

o mesmo, a energia do vácuo é a mesma, os modos do campo livre são os mesmos. Segun-

do, o propagador livre

no caso não-comutativo é o mesmo propagador livre do caso comutativo, a saber,

Π(0)(k) =
1

k2 + m2
. (3.10)

Ou seja, nada é alterado na teoria livre devido à quantização do espaço-tempo.

A teoria quântica do campo φ em interação

Tenda em vista esse resultado, podemos concluir que as diferenças entre a teoria comu-

tativa e a teoria não-comutativa só começam a aparecer quando levamos em conta a inte-

ração do campo. Veremos, a seguir, que toda a contribuição da não-comutatividade con-

siste em alterar o fator de vértice das regras de Feynman. Obtidas as novas regras de Feyn-

man, o problema de como lidar com teorias quânticas de campos em espaços-tempos

não-comutativos estará completamente resolvido [56].

Utilizando novamente a propriedade (5) do produto ? , o termo de interação da ação
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(3.9) pode ser reescrito na forma

S
int

[φ] =
λ

4!

∫
d4x (φ ? φ)2(x) . (3.11)

Escrevendo os campos em termos de suas transformadas de Fourier,2

φ(x) =

∫
d4k φ̃(k) eikx ,

tem-se

(
φ ? φ

)
(x) =

∫
d4k1 d4k2 φ̃(k1)φ̃(k2)

{
e

i
2

∑
µ,ν θµν∂µ∂′νeik1xeik2x′

}

x′=x

=

∫
d4k1 d4k2 φ̃(k1)φ̃(k2) e−

i
2
(k1∧k2) ei(k1x+k2x) ,

onde, a fim de simplificar a notação, definimos o produto antissimétrico

k1 ∧ k2 :=
∑
µν

Θµν(k1)µ(k2)ν . (3.12)

Portanto, a partir da equação (3.11), obtemos

S
int

[φ] =
λ

4!

∫
d4x d4k1 d4k2 d4k3 d4k4 ei(k1+k2+k3+k4)x ×
× F (k1, k2, k3, k4) φ̃(k1) φ̃(k2) φ̃(k3) φ̃(k4) ,

onde definimos

F (k1, k2, k3, k4) := exp

{
− i

2

(
k1∧k2 + k3∧k4

)}
.

Integrando em x, obtemos

2A fim de não sobrecarregar a notação, definimos aqui a transformada de Fourier de modo assimétrico: a transformada inversa é
feita sem o fator 1/16π4, o qual é deixado para a transformada normal, a qual se escreve φ̃(k) = (1/16π4)

∫
d4x φ(x) e−ikx.
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.
S

int
[φ] =

λ

4!

∫
d4x d4k1 d4k2 d4k3 d4k4 (2π)4 δ

(4)

(k1 + k2 + k3 + k4) ×
× F (k1, k2, k3, k4) φ̃(k1) φ̃(k2) φ̃(k3) φ̃(k4) ,

A partir da expressão acima, podemos constatar que a única alteração devido à não-comu-

tatividade do espaço-tempo foi a inclusão do fator F .

Simetrização do fator F

Excetuando-se este fator F , o integrando é simétrico na permutação dos momenta ki.

Logo, a parte antissimétrica de F não contribui para a integral. A fim de expormos a quan-

tidade que de fato contribui, devemos simetrizar a função F. Ao todo, são 24 termos que

têm que ser somados e, ao fim, divididos por 24. Vejamos, a tı́tulo de ilustração, o que

ocorre com quatro deles.

F (k1, k2, k3, k4) + F (k1, k2, k4, k3) + F (k2, k1, k3, k4) + F (k2, k1, k4, k3)

= e−
i
2
k1∧k2

(
e−

i
2
k3∧k4 + e−

i
2
k4∧k3

)
+ e−i i

2
k2∧k1

(
e−

1
2
k3∧k4 + e−

i
2
k4∧k3

)

= e−
i
2
k1∧k2

(
e−

i
2
k3∧k4 + e

i
2
k3∧k4

)
+ e−

i
2
k2∧k1

(
e−

i
2
k3∧k4 + e

i
2
k3∧k4

)

= 2 e−
i
2
k1∧k2 cos

(
k3∧k4

2

)
+ 2e−

i
2
k2∧k1 cos

(
k3∧k4

2

)

= 2
(
e−

i
2
k1∧k2 + e−

i
2
k2∧k1

)
cos

(
k3∧k4

2

)

= 2
(
e−

i
2
k1∧k2 + e

i
2
k1∧k2

)
cos

(
k3∧k4

2

)

= 4 cos
(

k1∧k2

2

)
cos

(
k3∧k4

2

)
.

Há um outro grupo de quatro termos cuja soma é igual, a saber,

F (k3, k4, k1, k2) + F (k4, k3, k1, k2) + F (k3, k4, k2, k1) + F (k4, k3, k2, k1) .

Juntos, esses oito termos totalizam

8 cos
(

k1∧k2

2

)
cos

(
k3∧k4

2

)
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Podemos lidar da mesma forma com os 16 termos restantes. Ao fim, obtemos que a forma

simetrizada de F é dada pela expressão

F
S
(k1, k2, k3, k4) =

1

3

{
cos

(
k1∧k2

2

)
cos

(
k3∧k4

2

)
+cos

(
k1∧k3

2

)
cos

(
k2∧k4

2

)
+cos

(
k1∧k4

2

)
cos

(
k2∧k3

2

) }
.

As regras de Feynman do modelo λφ?4

Tendo deduzido a expressão do propagador livre e o termo de interação da ação, podemos

então analisar as regras de Feyman do modelo λφ?4. Elas são praticamente as mesmas

mesmas da teoria λφ4, com a única diferença que o vértice

inclui o fator F
S
, sendo dado, portanto, pela expressão

V (k1, k2, k3, k4) =
λ

3
(2π)4 δ

(4)

(k1 + k2 + k3 + k4)×

×
{

cos
(

k1∧k2

2

)
cos

(
k3∧k4

2

)
+ cos

(
k1∧k3

2

)
cos

(
k2∧k4

2

)
+ cos

(
k1∧k4

2

)
cos

(
k2∧k3

2

) }
.

. (3.13)

onde as permutações dos momenta já foram computadas, eliminando assim o fator 4!.

Com isso, estabelecemos o necessário para podermos lidar com o modelo λφ?4. De

posse destes resultados, analisaremos, na próxima seção, a correção a um laço ao propaga-

dor, a ação efetiva a um laço, e a sua não-renormalizabilidade devido à mistura ultravio-

leta/ infravermelho.
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3.3 O problema da mistura ultravioleta/infravermelho

O modelo de teoria quântica de campos descrito na última seção é não-renormalizável em

todas as ordens. Isto ocorre devido a uma propriedade da ação efetiva denominada mistura

ultravioleta/infravermelho. Nesta seção 2.6, explicaremos este problema. Nos deteremos,

por simplicidade, às contas a um laço, mas pode-se mostrar, sem maiores dificuldades,

que o mesmo problema ocorre no caso geral de n laços [57].

A correção a um laço ao propagador do modelo λφ?4

Partindo do propagador livre (3.10) e do vértice de interação (3.13), podemos montar a

correção a um laço ao propagador. Para isso devemos juntar duas pernas do vértice da pá-

gina anterior, as quais escolheremos como sendo as pernas k2 e k3. Em seguida, devemos

vinculá-las por conservação de momento. Denotaremos o momento interno ao laço por k.

Ademais, devemos vincular k1 e k4 ao momento externo, que denotaremos por p.

Podemos, então, aplicar as regras de Feynman, a partir das quais obtemos que a corre-

ção a um laço ao propagador, denotada por Σ(1), é dada por

Σ(1)(p) =
1

2

∫
d4k1

(2π)4

d4k2

(2π)4

d4k3

(2π)4

d4k4

(2π)4

1

k2
2 + m2

V (k1, k2, k3, k4) D(k1, k2, k3, k4) ,

onde

D(k1, k2, k3, k4) = (2π)8 δ
(4)

(k2 + k3) δ
(4)

(k1 − p) .

Utilizando a expressão (3.13) e integrando em todos os ki, obtemos

Σ(1)(p) =
λ

6

∫
d4k

(2π)4

1

k2 + m2

{
2 cos2

(
p∧k
2

)
+ cos

(
p∧p
2

)
cos

(
k∧k
2

) }
.

Devido à antissimetria do produto ∧,

p ∧ p = k ∧ k = 0
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Assim,

2 cos2
(

p∧k
2

)
+ cos

(
p∧p
2

)
cos

(
k∧k
2

)

= cos2
(

k∧p
2

)− sen2
(

k∧p
2

)
+ 2

= cos(k∧p) + 2 .

Por fim, obtemos que a correção a um laço ao propagador é dada por

Σ(1)(p) =
λ

6

∫
d4k

(2π)4

2 + cos(k∧p)

k2 + m2
. (3.14)

Podemos separar esta expressão em dois termos, ditos planar e não-planar,

Σ(1)(p) =
λ

3

∫
d4k

(2π)4

1

k2 + m2

︸ ︷︷ ︸
planar

+
λ

6

∫
d4k

(2π)4

cos(k∧p)

k2 + m2

︸ ︷︷ ︸
não planar

,

que denominamos, respectivamente, de Σ
(1)
pn e Σ

(1)
np . Suas representações gráficas, oriun-

das das convenções estabelecidas nos modelos matriciais, são dadas, respectivamente,

por

A parte planar, a menos de um fator multiplicativo, é igual ao propagador a um laço do

modelo λφ4. A parte não-planar envolve um cosseno no integrando, e é neste fator que

está o problema de renormalizabilidade do modelo λφ?4. Mas antes de analisarmos a

renormalizabilidade, vejamos como a função Σ(1) pode ser regularizada.



3.3 O problema da mistura ultravioleta/infravermelho 61

A regularização de Σ(1)

Utilizando a igualdade
1

a
=

∫ ∞

0

dα e−αa , (3.15)

podemos reescrever o termo planar de Σ(1) na forma

Σ(1)
pn =

λ

3

∫
d4k

(2π)4

1

k2 + m2

=
λ

48π4

∫
d4k

∫ ∞

0

dα e−α(k2+m2)

=
λ

48π4

∫ ∞

0

dα e−αm2

∫
d4k e−αk2

=
λ

48π4

∫ ∞

0

dα e−αm2
(π

α

)2

=
λ

48π2

∫ ∞

0

dα

α2
e−αm2

.
. (3.16)

Na expressão acima, omitimos a dependência (constante) no momento externo p.

Vejamos agora como podemos reescrever o termo não-planar de Σ(1). Para facilitar os

cálculos, utilizaremos a seguinte decomposição,

Σ(1)
np (p) =

∑
σ=±1

Sσ(p) , (3.17)

onde

Sσ(p) :=
1

2

(
λ

6

∫
d4k

(2π)4

eiσ(k∧p)

k2 + m2

)
.

Cada um dos termos acima se reescreve, por meio da igualdade (3.15), do seguinte modo,

Sσ(p) =
λ

12(2π)4

∫
d4k eiσ k∧p

∫ ∞

0

dα e−α(k2+m2)
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.
=

λ

192π4

∫ ∞

0

dα e−αm2

∫
d4k e−α(k2−i σ

α
k∧p)

=
λ

192π4

∫ ∞

0

dα e−αm2

∫
d4k e−α(k2−i σ

2α
p̃)2− p./p

4α

=
λ

192π4

∫ ∞

0

dα e−αm2− p̃2

4α

(π

α

)2

=
λ

192π2

∫ ∞

0

dα

α2
e−αm2− p̃2

4α ,

onde definimos

p̃µ :=
∑

ν

Θµνpν

Vale observar que

p̃2 =
4∑

µ,η,ν=1

pµΘT
µηΘηνpν = θ2p2 .

Observemos que Sσ não depende de σ. Substituindo em (3.17), obtemos

Σ(1)
np (p) =

λ

96π2

∫ ∞

0

dα

α2
e−αm2− p̃2

4α . (3.18)

A integral (3.16) diverge no limite inferior, e deve ser regularizada. Já a integral (3.18) con-

verge para valores não nulos de p. Entretanto, se quisermos lidar com qualquer valor de

p, devemos regularizá-la também. Um dos modos de efetuar estas duas regularizações é

incluir nos integrandos um fator e−1
/

4Λ2α, o qual deve ser eliminado, ao final da conta,

tomando o limite Λ →∞. É conveniente definirmos também a quantidade Λ efetivo,

Λ2
ef (p) :=

1

4p̃2 + Λ−2
.

Assim, os propagadores a um laço regularizados se escrevem na forma

Σ(1)
pn (Λ) =

λ

48π2

∫ ∞

0

dα

α2
e−αm2− 1

4Λ2α ,

Σ(1)
np (Λ, p) =

λ

96π2

∫ ∞

0

dα

α2
e
−αm2− 1

4Λ2
ef

(p)α .
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Essas integrais podem ser expressas em termos da função de Bessel modificada de primeira

espécie K1 [58], ∫ ∞

0

dα

α2
e−αA− B

4α = 4

√
A

B
K1

(√
AB

)
. (3.19)

Assim, as correções aos propagadores se escrevem como

Σ(1)
pn (Λ) =

λm2

12π2

1

m
/
Λ

K1

(m

Λ

)
,

Σ(1)
np (Λ, p) =

λ m2

24π2

1

m
/
Λef

K1

(
m

Λef

)
.

A função K1 admite, para z pequeno, a expansão

1

z
K1(z) =

1

z2
+

1

2
ln z + constante + O(z2) .

Uma vez que estaremos interessados em analisar o comportamento dos propagadores na

vizinhança de p = 0, utilizaremos esta expansão nas funções Σ(1). Assim, por fim, temos

Σ(1)
pn (Λ) ≈ λ

48π2

(
4Λ2 + m2 ln

(
m2

Λ2

) )
,

Σ(1)
np (Λ, p) ≈ λ

96π2

(
4Λ2

ef (p) + m2 ln

(
m2

Λ2
ef (p)

))
.

A primeira expressão diverge se retirarmos o corte Λ. Já a segunda, diverge se tirarmos

o corte e tomarmos o limite p → 0. Conforme veremos, é nesta divergência do termo

não-planar que está todo o problema de renormalizabilidade da teoria.
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O propagador corrigido a um laço

O propagador corrigido a um laço, Π(1) , pode ser escrito em termos do propagador livre,

Π(0) , e da correção a um laço, Σ(1) , segundo a expressão regularizada

Π(1)(Λ, p) = Π(0)(p) +

(
Π(0)(p) Σ(1)(Λ, p) Π(0)(p)

)

=
1

p2 + m2
+

(
1

p2 + m2
Σ(1)(Λ, p)

1

p2 + m2

)

=
1

p2 + m2
+

Σ(1)(Λ, p)(
p2 + m2

)2 .

O último membro desta igualdade pode ser reescrito do seguinte modo. Para b pequeno,

vale a expansão
1

a
+

b

a2
=

1

a
+

b

a(a− b)
+O(b2) .

Descartando o termo em ordem b2, temos

1

a
+

b

a2
=

1

a
+

b

a(a− b)
=

a− b

a(a− b)
+

b

a(a− b)
=

a

a(a− b)
=

1

a− b
.

Ou seja, se supusermos Σ(1) pequeno e descartarmos termos de ordem
(
Σ(1)

)2, podemos

escrever o propagador corrigido a um laço na forma3

Π(1)(Λ, p) =
1

p2 + m2 − Σ(1)(Λ, p)
. (3.20)

Poderı́amos analisar a renormalizabilidade diretamente em termos da finitude deste denomi-

nador, mas (seguindo Minwalla e colaboradores) optamos por utilizar a expressão acima

para escrever a ação efetiva a um laço, e a partir dela analisar a renormalizabilidade.

Acreditamos que deste modo ficará mais evidente o apelo fı́sico da renormalização.

3Isso corresponde a limitarmos a nossa expansão perturbativa ao termo de ordem λ. Mas, uma vez que o único gráfico de ordem
λ do modelo λφ?4 é também o único gráfico a um laço de duas patas, essa aproximação também corresponde a ficarmos em ordem ~.
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Análise da renormalizabilidade da ação efetiva a um laço

Uma função muito importante na teoria quântica de campos é a ação efetiva. A partir

dela é possı́vel obtermos uma série de quantidades fisicamente relevantes, tais como, por

exemplo, os gráficos de Feynman da teoria.

Estas quantidades devem ser bem comportadas, e portanto a ação efetiva deve ser igual-

mente bem comportada. Em teoria quântica de campos, ser bem comportado significa ser

renormalizável. Ou seja, é necessário que seja possı́vel definir os parâmetros das equações

da teoria de tal modo que as quantidades fisicamente relevantes sejam preditas com val-

ores finitos [59]. Vejamos se isso é possı́vel no caso da ação efetiva do modelo λφ?4.

Para tal, precisamos reescrever a ação de tal modo a incorporar a correção quântica

Σ(1). Isto pode ser feito do seguinte modo. Partimos da ação livre no espaço de posição,

e substituı́mos nos campos as suas transformadas de Fourier. Assim, obtemos

S[φ] =
1

2

∫
d4x φ(x)

(
−¤ + m2

)
φ(x)

=
1

2

∫
d4x

( ∫
d4k

(2π)4
φ̃(k) eikx

)(
−¤ + m2

)( ∫
d4p

(2π)4
φ̃(p) eipx

)

=
1

2

∫
d4x

d4k

(2π)4

d4p

(2π)4
eikx

(
p2 + m2

)
eipx φ̃(k) φ̃(p)

=
1

2

∫
d4k

(2π)4
d4p

(
p2 + m2

)
φ̃(k) φ̃(p) δ4(p + k)

=
1

2(2π)4

∫
d4p

(
p2 + m2

)
φ̃(−p) φ̃(p)

O termo Σ(1) apareceu no propagador (3.20) como uma correção na massa. Podemos in-

cluı́-lo, de modo ad hoc, na expressão acima, obtendo uma ação corrigida a um laço. Esta

nova ação é chamada ação efetiva Γ(1), e pode ser escrita (descartando, por simplicidade,
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o fator numérico em frente à integral) segundo a igualdade [60]

Γ(1)[φ] = lim
Λ→∞

∫
d4p

(
p2 + m2 − Σ(1)(Λ, p)

)−1

φ(p) φ(−p) . (3.21)

Definindo a quantidade, que independe de p,

m2 := m2 + Πpn ,

temos

Γ(1)[φ] = lim
Λ→∞

∫
d4p

{
p2+m2−

(
λ
/
24π2

)

Λ−2 + θ2p2
−λm2

96π2
ln

(
m2Λ−2+m2θ2p2

)}
φ(p) φ(−p) .

(3.22)

A integral acima é finita na presença do parâmetro Λ. Este foi incluı́do na regularização, e

deve ser retirado em algum momento. Se o retirarmos antes de calcularmos a integral, ela

divergirá. Por outro lado, se optarmos por calcular primeiro a integral, o parâmetro não

pode ser retirado. Ou seja, há uma divergência inevitável. Esta situação é denominada

mistura ultravioleta/infravermelho. Vejamos que este problema de fato ocorre.

Caso 1

Uma estratégia para se obter a ação efetiva seria primeiramente calcularmos a integral

(3.22) e depois tomarmos o limite. Podemos escrevê-la na forma

Γ(1)
[
φ, m̂2

]
= lim

Λ→∞

∫
d4p

{
p2 + m̂2(p)

}
φ(p) φ(−p) .

Uma vez que o campo φ é uma função de decrescimento rápido, podemos supor que esta

integral seja realizável. Entretanto ela fica escrita como um funcional de

m̂2(Λ, p) = m2 − λ

24π2

1

Λ−2 + θ2p2
− λm2

96π2
ln

(
m2Λ−2 + m2θ2p2

)
.
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Esta função não é bem comportada quando tomamos Λ→∞, pois não há em m termos

com a mesma dependência funcional que os termos divergentes, e que permitam absorver

as divergências nos parâmetros nus da teoria. Ou seja, a teoria é não renormalizável.

Vale observar que os dois últimos termos da expressão acima (que são os termos que

divergem quando tomamos Λ →∞) vieram do termo não-planar de Σ(1), e portanto a

não-renormalizabilidade decorre da existência da não-comutatividade espaço-temporal.

Caso 2

Mudemos então de estratégia. Começemos por tomar Λ→∞ em (3.22),

Γ(1)[φ] =

∫
d4p

{
p2 + m2 − λ

24π2

1

θ2p2
− λm2

96π2
ln

(
m2θ2p2

)}
φ(p) φ(−p) .

O integrando obtido é ilimitado na vizinhança de p = 0. Como estamos em um quadro

perturbativo, os diagramas de ordem superior carregam termos do tipo (1/p2)n, os quais

divergem de tal forma que a integral não pode ser realizada. Ou seja, na série perturbativa,

o corte não pode ser retirado antes de calcularmos a integral.

Portanto, concluı́mos que, uma vez que as divergências encontradas não podem ser

absorvidas nos parâmetros nus, o modelo λφ?4 é não-renormalizável em ordem igual ou

superior a λ2. Portanto, a teoria é não-renormalizável.
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3.4 O modelo de Gurău e colaboradores

No segundo quartel do século XX, época na qual qual foi criada a eletrodinâmica quântica,

a existência de uma não-renormalizabilidade na teoria era vista como sendo uma mazela

inadmissı́vel, a qual fadava a teoria ao descarte. Com o tempo, a não-renormalizabilidade

passou, pouco a pouco, a ser mais tolerada. Atualmente, sabemos que ela pode ser somen-

te um indı́cio de que estamos lidando com uma teoria efetiva.

Assim, por exemplo, a teoria de Fermi da interação fraca, que foi desprezada por déca-

das devido ao fato de ser não-renormalizável, não mais é vista, hoje em dia, como sendo

uma teoria absolutamente equivocada, mas sim como sendo um regime efetivo de uma

teoria mais fundamental, a teoria eletro-fraca de Weinberg-Salam [61]. Poderı́amos inter-

pretar do mesmo modo a ocorrência da mistura uv/iv, concluindo assim que a não-comuta-

tividade canônica deve ser somente um regime efetivo de uma teoria ainda desconhecida.

Se tal atitude seria, por um lado, aceitável, por outro, levaria a um descrédito muito

grande do programa da teoria quântica de campos em espaços-tempos não-comutativos.

Por isso, desde 1999, quando o problema da mistura foi apresentado por Shiraz Minwalla

e colaboradores, inúmeros defensores da não-comutatividade têm buscado solucioná-lo.

Após algumas tentativas, ficou claro um resultado muito interessante. Apesar da mistu-

ra ocorrer nos cálculos perturbativos (ou seja, quando levamos em conta a interação), ela

é uma propriedade que independe da forma da interação. Portanto, o problema não pode

ser resolvido simplesmente mudando o termo de interação

λ

4!
φ?4

por alguma outra expressão mais complexa. Ou seja, caso houvesse algum modelo no

qual não ocorresse a mistura, ele teria que diferir do modelo λφ?4 mesmo na parte livre.

O primeiro modelo de teoria quântica de campos em espaços-tempos não-comutativos

livre da mistura foi construı́do em 2003 por Harald Grosse e Raimar Wulkenhaar [62].
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Eles incluı́ram um novo termo na lagrangeana (3.8) do modelo λφ?4, a saber,

2 Ω

(
φ

∑
ν

Θ−1
µν xν

)
?

(
φ

∑
ν

Θ−1
µν xν

)
, Ω = constante .

Em seguida, eles demonstraram que o modelo assim obtido é renormalizável. Pelo fato

deste termo ser do tipo φ2, esse procedimento, conforme faz-se necessário, não altera a

interação, e sim o propagador livre [63]. Esse procedimento de inclusão de um termo

quadrático nos campos com o único propósito de eliminar a mistura ficou conhecido na

literatura como vulcanização [64].

Apesar de ter resolvido o problema da renormalizabilidade, o termo proposto por

Grosse e Wulkenhaar, ao expor explicitamente as coordenadas xν , quebra a liberdade de

translação. Por isso, essa solução não foi considerada de todo satisfatória, e diversos fı́si-

cos continuaram buscando modelos que não apresentassem a mistura e que fossem invari-

antes por translação. Como resultado dessa busca, um segundo modelo renormalizável

foi apresentado por Răzvan-Gheorghe Gurău e colaboradores [65]. Dando continuidade

ao programa trilhado por Grosse e Wulkenhaar, eles incluı́ram o termo4

φ ?
( a

2θ2¤ φ
)

, a = constante ≥ 0 , (3.23)

à lagrangeana do modelo λφ?4, obtendo assim a nova ação

S[φ] =

∫
d4x

{
1

2

(
∂µφ ∂µφ

)
(x)+

1

2
m2φ2(x)− 1

2

(
φ

a

θ2¤ φ
)
(x)+

λ

4!
φ?4(x)

}
. (3.24)

O d’Alembertiano ¤ é um escalar de Lorentz, e portanto esta ação também é um invari-

ante, em particular por translações. O operador ¤−1 deve ser entendido como a transforma-

da inversa de Fourier de−1
/
p2, e todos os cálculos devem ser feitos no espaço de Fourier.

4É interessante observar que há uma grande variação de notações para este termo, que por vezes é escrito como φ ?
(
φ
/¤
√

Θ
)

ou φ ?
(
φ
/ ∑

µην ∂µΘµηΘην∂ν
)
. Se a matriz Θ estiver escrita na forma diagonal em blocos (que, conforme vimos no capı́tulo 1,

é a forma mais reduzida possı́vel, explicitando os subespaços invariantes de dimensão 2), todas estas notações são equivalentes.
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O modelo Gurău e colaboradores foi por eles denominado modelo 1
/
p2−λφ?4. A seguir,

apresentaremos as suas regras de Feynman e mostraremos como a vulcanização (3.23)

elimina a mistura uv/iv, tornando este modelo renormalizável.

As regras de Feynman do modelo de Gurău e colaboradores

O termo de interação do modelo 1
/
p2−λφ?4 é igual ao termo de interação do modelo λφ?4.

Logo, o vértice de interação do modelo em questão também é dado pela expressão (3.13).

Por outro lado, uma vez que a vulcanização adiciona à lagrangeana um termo de

ordem φ2, o propagador livre é alterado. A partir da ação livre no espaço de momenta,

S[φ] =
1

2

∫
d4p φ(p)

{
p2 + m2 +

a

θ2p2

}
φ(−p) ,

obtemos que o propagador livre

é dado por

Π(0)(k) =
1

k2 + m2 + a
θ2k2

. (3.25)

A fim de garantirmos a positividade do propagador, devemos impor que a seja não-

negativo. Para simplificar a notação, incorporaremos o denominador θ2 na constante a.

Uma outra forma de se escrever o propagador livre

Este propagador é mais complexo que o propagador do modelo λφ?4, e isso torna algumas

contas significativamente mais difı́ceis. Entretanto, se supusermos que a 6= m2

2
, podemos

utilizar um algebrismo que nos permite colocar a expressão (3.25) em um formato muito
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parecido a (3.10). Primeiramente, escrevemos

1

k2 + m2 + a
k2

=
k2

(
k2 + m2

2

)2 −M4
, onde M2 :=

√
m4

4
− a2 .

Em seguida, utilizamos a decomposição em frações parciais

c

a2 − b2
=

1

2

(
1 + a−c

b

a + b
+

1− a−c
b

a− b

)
,

por meio da qual podemos escrever

1

k2 + m2 + a
k2

=
1

2

(
1 + m2

2M2

k2 + m2

2
+ M2

+
1− m2

2M2

k2 + m2

2
−M2

)
=

1

2

∑
γ=±1

1 + γ m2

2M2

k2 + m2

2
+ γM2

.

Portanto, obtemos que

Π(0)(k) =
1

2

∑
γ=±1

1 + γ m2

2M2

k2 + m2

2
+ γM2

. (3.26)

Ou seja, conseguimos escrever o propagador de tal modo que no denominador apareça so-

mente o momento ao quadrado somado a uma constante. Por fim, utilizamos a identidade

(3.15), obtendo

Π(0)(k) =
1

2

∑
γ=±1

(
1 + γ m2

2M2

) ∫ ∞

0

dα e
−α

(
k2+m2

2
+γM2

)
.

O propagador a um laço do modelo de Gurău e colaboradores

Queremos agora analizar a renormalizabilidade a um laço. Como no caso da seção 2.6,

comecemos por calcular a correção a um laço ao propagador, σ(1).

A conta que temos que fazer é completamente análoga ao caso do modelo λφ?4, mu-

dando somente qual é o propagador que liga as patas k2 e k3 do vértice de interação (3.13).
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Assim, obtemos

Σ(1)(p) =
λ

6

∫
d4k

(2π)4

2 + cos(k∧p)

k2 + m2 + a
k2

.

Tal qual ocorre no modelo λφ?4, a parte planar da expressão acima, Σ
(1)
pn , não depende de

p e pode ser absovida na massa m. Portanto, nos limitaremos a analisar a parte não-planar

da expressão acima, Σ
(1)
np . Façamos então a decomposição em Sσ, a partir da qual obtemos

Σ(1)
np (p) =

λ

24(2π)4

∑
γ=±1

∑
σ=±1

(
1 + γ m2

2M2

) ∫
d4k

∫ ∞

0

dα e
iσ (k∧p)−α

(
k2+m2

2
+γM2

)

=
λ

192π4

∑
γ=±1

∑
σ=±1

(
1 + γ m2

2M2

) ∫ ∞

0

dα e
−α

(
m2

2
+γM2

) ∫
d4k

16π4
e−k2α+iσ (k∧p)

=
λ

192π2

∑
γ=±1

(
1 + γ m2

2M2

) ∫ ∞

0

dα

α2
e
−α

(
m2

2
+γM2

)
− p̃2

4α .

Definindo

m̃2
γ :=

m2

2
+ γM2 ,

a integral acima é posta em um formato muito semelhante à expressão (3.18),

Σ(1)
np (p) =

λ

192π2

∑
γ=±1

(
1 + γ m2

2M2

) ∫ ∞

0

dα

α2
e−αm̃2

γ− p̃2

4α .

e portanto podemos regularizá-la do mesmo modo que fizemos no caso do modelo λφ?4.

Assim, utilizando a igualdade (3.19), obtemos

Σ(1)
np (Λ, p) =

λ m̃2
γ

192π2

∑
γ=±1

(
1 + γ m2

2M2

) 1

m̃γ

/
Λef

K1

(
m̃γ

Λef

)
,

que na vizinhança de p = 0 pode ser aproximado por

Σ(1)
np (Λ, p) ≈ λ

192π2

∑
γ=±1

(
1 + γ m2

2M2

) (
λ

48π2

1

Λ−2 + θ2p2
+

λm̃γ

192π2
ln

(
m̃2

γΛ
−2+m̃2

γθ
2p2

))
.
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A renormalizabilidade do modelo de Gurău e colaboradores

Analisemos agora a renormalizabilidade do modelo de Gurău e colaboradores. A demons-

tração por eles apresentada é extremamente complexa, de tal modo que optamos por apre-

sentar aqui uma outra demonstração, a qual é devida a Daniel Blashke e colaboradores [66].

A ideia destes autores foi refazer exatamente a conta que Minwalla e colaboradores fize-

ram para o modelo λφ?4, e mostrar que neste caso não ocorre a mistura uv/iv.

Por um lado, a demonstração de Gurău permite uma melhor compreensão da mistura,

por outro, a de Blashke é mais elementar. Uma vez que Blashke utiliza a decomposição

apresentada nas páginas anteriores, sua demonstração é válida somente para a 6= m2

2
,

restrição esta que não há no trabalho de Gurău.

Assim, a equação (3.21) se escreve no caso do modelo de Gurău e colaboradores na

forma

Γ(1)[φ] = lim
Λ→∞

∫
d4p

{
p2 + m2 +

a

p2
− Σ(1)(Λ, p)

}
φ(p) φ(−p) ,

onde o termo Σ(1) é dado por

Σ(1)(Λ, p) = Σ(1)
pn (Λ)︸ ︷︷ ︸

constante

+
λ

24π2

1

Λ−2 + θ2p2

︸ ︷︷ ︸
termo do tipo 1

/
p2

+
∑
γ=±1

(
1 + γ m2

2M2

) λm̃2
γ

96π2
ln

(
m̃γΛ

−1 + m̃γθp
)

︸ ︷︷ ︸
termo do tipo ln p

.

Pode-se mostrar que o termo do tipo ln p é uma divergência suave, que não causa maiores

problemas [67]. Portanto, não nos preocuparemos com ele. Assim, temos dois termos

divergentes problemáticos, um constante e o outro do tipo 1
/
p2. O primeiro pode ser

absorvido na constante m2 por meio de uma renormalização infinita5

m2
R = lim

Λ→∞

{
m2 − Σ(1)

pn (Λ)

}

5Uma vez que ignoramos o termo do tipo ln p e todos os demais termos da expansão da função de Bessel K1, os resultados
apresentados abaixo são meramente qualitativos. As expressões precisas podem ser encontradas no artigo de Blashke e colaboradores.
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e o segundo pode ser absorvido no termo advindo da vulcanização por meio de uma

renormalização finita,

aR

p2
= lim

Λ→∞

{
a

p2
− λ

24π2

1

Λ−2 + θ2p2

}
.

Neste contexto, fica evidente como o parâmetro Λ deve ser retirado: o limite deve ser to-

mado de modo a manter finita a quantidade mR e de modo a zerar a quantidade aR [68].

Temos agora um panorama muito mais claro de como ocorre a perda da renormali-

zabilidade em teorias não-comutativas e de como ela pode ser restaurada. No termo de

interação ocorre uma divergência do tipo 1
/
p2, o qual inviabiliza o cálculo da ação efetiva

e dos processos fı́sicos obtenı́veis a partir dela. Para que a integral da ação efetiva seja

realizável, faz-se necessário incluir no integrando um termo do tipo 1
/
p2 que cancele o

termo advindo da interação. Esse termo pode ser incluı́do no modelo λφ?4 por meio de

uma vulcanização da lagrangeana. Isso foi o que Gurău e colaboradores fizeram.

Conclusões do capı́tulo 3

Neste capı́tulo, foi apresentada a formulação de teorias quânticas de campos renormalizáveis

em espaços-tempos com geometria não-comutativa. Vimos que um elemento fundamen-

tal é a idéia de quantização por deformação. Demonstramos como essa quantização induz

uma álgebra nos campos definidos em espaços-tempos não-comutativos, e por fim discu-

timos a renormalizabilidade de alguns modelos, com especial ênfase no modelo proposto

recentemente por Gurău e colaboradores. Este modelo nos permitiu compreender com

clareza como aparece a mistura uv/iv e como ela pode ser eliminada.



Capı́tulo 4

A renormalizabilidade

do potencial efetivo CJT

Neste capı́tulo, apresentaremos o potencial efetivo no formalismo de Cornwall-Jackiw-

Tomboulis, e discutiremos, em diversos modelos particulares, a sua renormalizabilidade.

A apresentação que faremos está organizada do seguinte modo.

Primeiro, revisaremos o conceito de funcional gerador das funções de Green, discuti-

remos a transformada de Legendre e a sua utilização na obtenção do potencial efetivo

(seção 4.1). Depois, apresentaremos o formalismo de Cornwall-Jackiw-Tomboulis (seção

4.2). Em seguida, demonstraremos um resultado bastante conhecido, a saber, a renormali-

zabilidade do potencial efetivo CJT no caso do modelo λϕ4 (seção 4.3). Depois, apresen-

taremos a perda da renormalizabilidade deste potencial efetivo quando há uma não-comu-

tatividade espaço-temporal (seção 4.4). Na última seção, apresentaremos a nossa contri-

buição a este debate. Mostraremos como a vulcanização proposta por Gurău e colaborado-

res permite recuperarmos a renormalizabilidade do potencial efetivo CJT (seção 4.5). Por

fim, discutiremos o procedimento de regularização empregado, e a sua validade.
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4.1 Funcionais geradores, ação efetiva e potencial efetivo

Dado um campo quântico operatorial φ (que suporemos ser escalar e real), definimos [69]

Z[J ] :=
〈

0
∣∣∣ T

{
exp

(
i

~

∫
d4x J(x)φ(x)

)} ∣∣∣ 0
〉

.

Na expressão acima, T é o produto temporalmente ordenado e |0〉 é o vetor normalizado

do espaço de Fock associado ao estado de vácuo. As derivadas funcionais de Z podem

ser escritas na forma

(−i~)n δnZ[J ]

δJ(x1)...δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

=
〈
0
∣∣ T

{
φ(x1)...φ(xn)

}∣∣ 0
〉

.

Identificamos o membro direito da equação acima com as funções de Green de n pontos

da teoria [70]. Assim, temos que a função Z gera, por meio de derivadas funcionais, as

funções de Green – ou equivalentemente, os gráficos de Feynman – da teoria. Pode-se

mostrar que nestas funções de Green estão computados todos os termos de n pontos, in-

cluindo os gráficos desconexos. A fim de obtermos somente os gráficos conexos, devemos

trabalhar com a função W, a qual é definida por

W [J ] = −i~ ln Z[J ] .

Pode-se mostrar que as derivadas funcionais de W geram as funções de Green conexas

de n pontos. Caso queiramos gerar funções de Green não somente conexas, mas também

irredutı́veis a uma partı́cula, devemos lidar com a transformada de Legendre de W .

A transformada de Legendre

A transformada de Legendre de uma função convexa f : R → R é uma função convexa

g : R→ R definida por [71]

g(y) = min
x∈R

{
f(x)− xy

}
. (4.1)



4.1 Funcionais geradores, ação efetiva e potencial efetivo 77

Uma vez que a função f é convexa, esta definição é unı́voca. Até aqui não exigimos que a

função f seja diferenciável. Caso consideremos que ela seja, podemos obter o mı́nimo da

diferença acima derivando a expressão entre chaves com relação a x e igualando o resulta-

do a zero. Assim, obtemos y = f(x)
dx

. Invertendo esta a relação, obtemos o valor de x asso-

ciado ao mı́nimo da diferença (4.1). Este valor de x é uma função de y, que denotaremos

por x̃(y). Assim, a expressão (4.1) pode ser escrita como

g(y) = f
(
x̃(y)

)− x̃(y) y . (4.2)

Esta é a forma na qual a transformada de Legendre é, em geral, definida nos livros-texto.

Pode-se mostrar facilmente que a construção acima é extensı́vel ao caso de funcionais.

Assim, podemos efetuar uma transformada de Legendre na função W .

A ação efetiva

Escrevemos o análogo da variável y, que denominaremos de ϕ, segundo a relação

ϕ(x) =
δW [J ]

δJ(x)
. (4.3)

É importante observar que enquanto φ(x) é um operador, ϕ(x) é um número real. A par-

tir da igualdade acima, podemos ver que o campo ϕ é o valor esperado do campo φ no

vácuo na presença da fonte J .

Invertendo a expressão (4.3), obtemos J̃(ϕ). Em analogia à expressão (4.2), con-

struı́mos a transformada de Legendre, definindo assim uma nova função, que denom-

inaremos Γ,

Γ[ϕ] = W
[
J̃(ϕ)

]−
∫

d4x J̃
(
ϕ(x)

)
ϕ(x) . (4.4)

Pode-se mostrar que Γ[ϕ] é o funcional gerador das funções de Green irredutı́veis a uma

partı́cula (isto é, das funções que Green que não podem ser tornadas desconexas cortando-

se uma linha interna). Esta função Γ é denominada ação efetiva.
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Derivando funcionalmente Γ e utilizando a regra da cadeia funcional, obtemos [72]

δΓ[ϕ]

δϕ(y)
=

∫
d4x

{(
δW [J(ϕ)]

δJ
(
ϕ(x)

) − ϕ(x)

︸ ︷︷ ︸
zero

)
δJ(x)

δϕ(y)

}
− J

(
ϕ(y)

)
.

Ou seja, obtivemos
δΓ[ϕ]

δϕ(x)
= −J

(
ϕ(x)

)
.

Comparando a igualdade acima com a igualdade (4.3), nos parece que a transformada de

Legendre é involutiva. Pode-se mostrar que de fato ela o é. Assim, podemos considerar

que a quantidade J volta a ser uma quantidade independente. Uma vez que esta é uma

fonte fictı́cia, que foi incluida na teoria somente para construir as funções de Green, pode-

mos agora, ao final de todos os desenvolvimentos, tomá-la como sendo zero. Esta situa-

ção é denominada ponto fı́sico. Assim, obtemos a chamada equação de gap,

δΓ[ϕ]

δϕ(x)
= 0 . (4.5)

O potencial efetivo

Podemos escrever a ação efetiva em termos do chamado potencial efetivo, o qual é deno-

tado por Vef e definido por

Γ[ϕ] =

∫
d4xVef

(
ϕ(x)

)
.

No caso de um campo ϕ constante e considerando a teoria no ponto fı́sico, obtemos

dVef (ϕ)

dϕ
= 0 .

Pode-se mostrar que o potencial efetivo é igual ao potencial clássico mais uma correção

quântica. Assim, a equação acima informa o valor esperado do campo no estado de

vácuo (mı́nimo do potencial) incluindo correções quânticas. Quando ela admite soluções

não nulas (vale lembrar que não há mais fontes externas), diz-se que há uma quebra

espontânea de simetria [73].
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4.2 O formalismo de Cornwall-Jackiw-Tomboulis

O formalismo de Cornwall-Jackiw-Tomboulis (que a partir de agora abreviaremos por

CJT) é uma extensão do formalismo apresentado na seção anterior [74]. Os autores de-

finem o seguinte funcional,

W [J,K] := ln
〈

0
∣∣∣ T

{
exp

( ∫
d4x J(x)φ(x) +

1

2

∫
d4x d4y φ(x)K(x, y)φ(y)

)} ∣∣∣ 0
〉

,

onde, por simplicidade, consideramos ~ = 1 e ignoramos os números complexos. Caso

tomemos K = 0, esta expressão recai no funcional W [J ] da seção anterior. Eles definiram

ϕ(x) e G(x, y) segundo

ϕ(x) =
δW [J,K]

δJ(x)
,

G(x, y) = −ϕ(x)ϕ(y) + 2
δW [J,K]

δK(x, y)
,

É imediato verificar que G(x, y) no ponto fı́sico é a função de Green conexa de 2 pontos,

G(x, y)
∣∣∣
J=K=0

= 〈0| T {φ(x)φ(y)} |0〉 − 〈0|φ(x) |0〉〈0|φ(y) |0〉 .

Eles então efetuaram uma transformada dupla de Legendre de W [J,K]. Em termos de

ϕ(x) e G(x, y), a transformada de Legendre se escreve

Γ[ϕ,G] = W [J̃ , K̃]−
∫

d4x J̃(x)φ(x)−1
2

∫
d4x d4y φ(x)K̃(x, y)φ(y)−1

2

∫
d4x d4y G(x, y)K̃(x, y) .

Pode-se mostrar que Γ[ϕ,G] é, com relação à variável ϕ, o funcional gerador das funções

de Green irredutı́veis a duas partı́culas (isto é, das funções que Green que não podem ser

tornadas desconexas cortando-se duas linhas internas).

A forma explı́cita de Γ[ϕ,G]

Em seguida, os autores demonstraram que a expressão acima pode ser escrita na forma

Γ[ϕ,G] = S[ϕ]− 1

2
Tr ln

(
D−1

0 G
)

+
1

2
Tr

(
D−1G− 1

)
+ Γ2[ϕ,G] (4.6)
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onde S é a ação do modelo, incluindo o termo de interação,

D−1(x, y) :=
δ2S[ϕ]

δϕ(x)δϕ(y)
, (4.7)

D−1
0 (x, y) := D−1(x, y)

∣∣∣
λ=0

,

Tr é o traço, o qual é definido, para uma função genérica F : (x, y) 7→ F (x, y), por

Tr F :=

∫
d4x F (x, x) ,

e Γ2[ϕ,G] é uma quantidade obtida da seguinte maneira. Devemos transladar o campo φ

de ϕ, ou seja, φ 7→ φ+ϕ. Depois devemos substituir esta soma na ação, obtendo S[φ+ϕ].

Depois, devemos expandir a ação em potências de φ e considerar somente os termos do

tipo de interação (isto é, os termos de ordem 3 ou maior em φ). Depois, devemos montar

todos os gráficos de Feynman irredutı́veis a duas partı́culas do tipo bolha de vácuo utili-

zando como propagador a função G. O termo Γ2 será dado pela soma de todos os gráfi-

cos assim obtidos. Evidentemente, esta soma é impraticável. Portanto, nos limitaremos às

contas a dois laços na aproximação de Hartree-Fock. Esta aproximação significa tomar,

dentre os gráficos que satisfazem o número de laços que se está interessado (no nosso

caso, dois laços), somente os gráficos de mais baixa ordem em potências da constante de

acoplamento da teoria.

O formalismo CJT no ponto fı́sico

No ponto fı́sico, a ação efetiva CJT satisfaz as equações de gap

δΓ[ϕ,G]

δϕ(x)
= 0

e
δΓ[ϕ,G]

δG(x, y)
= 0 . (4.8)
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A partir da expressão (4.6), a equação de gap (4.8) se reescreve

G−1(x, y) = D−1(x, y) + 2
δΓ2[ϕ,G]

δG(x, y)
. (4.9)

A partir desta última equação, fica claro que, no ponto fı́sico, as quantidades ϕ e G

estão relacionadas. Veremos, quando formos discutir os casos especı́ficos, que, de fato, é

possı́vel escrevermos, no ponto fı́sico, G em função de ϕ. Assim, a ação efetiva CJT se

escreve, neste caso, como uma função unicamente de ϕ.

A ação efetiva CJT em sistemas invariantes por translação

Nas contas que faremos nas próximas seções, estaremos interessados, em particular, em

sistemas cujos propagadores D e G são invariantes por translação. Uma função de duas

variáveis x e y é invariante por translação quando ela depende somente da combinação

x− y. Pode-se mostrar (e isto ficará evidente nos casos especı́ficos que discutiremos nas

próximas seções) que os propagadores D e G somente são invariantes por translação se,

e somente se, o campo ϕ também o for. Como o campo depende somente de uma única

variável, ϕ ser invariante por translação significa ϕ ser homogêneo. A seguir, analisare-

mos como se reescrevem as equações do formalismo CJT neste caso, mas antes vejamos

como se escreve o traço de funções de duas variáveis invariantes por translação.

Se F é uma função de duas variáveis invariante por translação, então existe f tal que

F (x, y) = f(x− y) .

Podemos escrever F em termos da transformada de Fourier de f ,

F (x, y) =

∫
d4α

(2π)4
f̃(α) eiα(x−y) .

Logo,

F (x, x) =

∫
d4α

(2π)4
f̃(α) ,
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e portanto o traço se escreve

TrF =

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4
f̃(α) . (4.10)

Observemos que a integral em x se fatora. Com a igualdade acima, podemos reescrever a

expressão (4.11) no caso particular de funções invariantes por translação,

Γ[ϕ,G] = S[ϕ]−1

2

∫
d4x

∫
d4k

(2π)4
ln

(
D̃−1

0 (α)G̃(α)
)
+

1

2
Tr

(
D̃−1(α)G̃(α)−1

)
+Γ2[ϕ,G]

(4.11)

Este é o formato no qual escreveremos a ação efetiva CJT no decorrer deste capı́tulo.

A equação de gap em sistemas invariantes por translação

No caso de sistemas invariantes por translação, podemos efetuar uma transformada de

Fourier da equação de gap (4.9), obtendo a equação

G̃−1(p) = D̃−1(p) + 2
1

δ4(0)

δΓ2[ϕ,G]

δG̃(p)
, (4.12)

onde identificamos a função delta de Dirac na origem, δ(0), com o volume do espaço-

tempo. Este é o formato no qual escreveremos a equação de gap (4.8) no decorrer deste

capı́tulo.

O potencial efetivo CJT em sistemas invariantes por translação

O potencial efetivo CJT, no caso de um campo ϕ constante, se escreve, no ponto fı́sico,

como

Γ[ϕ,G(ϕ)] = Vef(ϕ)

∫
d4x . (4.13)

Este é o formato no qual escreveremos o potencial efetivo CJT no decorrer deste capı́tulo.

Ou seja, consideraremos o sistema no ponto fı́sico, escreveremos G em função de ϕ e,

portanto, o potencial efetivo será uma função apenas de ϕ.
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A questão da renormalizabilidade do potencial efetivo

O formalismo CJT se mostrou muito útil na análise de teorias quânticas de campos a tem-

peratura finita, tendo sido capaz de lidar com situações nas quais o potencial efetivo usual

não era útil. Em particular, o potencial efetivo CJT permite obter-se mais informações so-

bre as transições de fase [75]. O formalismo CJT também se mostrou útil na descrição de

teorias quânticas de campo fora do equilı́brio térmico [76]. A razão para este sucesso é

que o potencial efetivo CJT lida muito bem com divergências no infravermelho.

O formalismo CJT também tem sido utilizado para analisar transições de fase em teo-

rias quânticas de campo em espaços-tempos não-comutativos [77]. Uma vez que estas teo-

rias, devido à ocorrência da mistura ultravioleta/infravermelho, apresentam sérios proble-

mas de não-renormalizabilidade, é natural buscarmos analisar a renormalizabilidade do

potencial efetivo CJT neste contexto, a fim de sabermos se ele é capaz, ou não, de lidar

com as divergências destes modelos [78]. Motivado por esta questão, Gianluca Mandanici

calculou o potencial efetivo CJT no modelo λφ?4 e analisou a sua renormalizabilidade

[79]. Ele concluiu que que o potencial efetivo CJT é não-renormalizável neste caso.

Na época em que ele obteve este resultado, ainda não havia modelos não-comutativos

renormalizáveis. Atualmente, há diversos modelos, entre os quais o Grosse & Wulkenhaar

e o de de Gurău e colaboradores. O primeiro quebra explicitamente a invariância por trans-

lação, e portanto não é interessante para se analisar o potencial efetivo CJT. Já o mode-

lo de Gurău é invariante por translação. Nós calcularemos o potencial efetivo CJT deste

modelo e demonstraremos que, sob certas condições de regularização, ele é renormalizável.

As próximas seções estão organizadas do seguinte modo. Na seção 4.3, nós explicare-

mos como efetuar a renormalização do potencial efetivo CJT no modelo λφ4. Tomaremos

esta conta como o exemplo paradigmático de renormalização do potencial efetivo CJT

bem sucedida. Em seguida, na seção 4.4, apresentaremos o trabalho de Gianluca Man-

danici. Depois, na seção 4.5, apresentaremos a nossa conta. Por fim, discutiremos a vali-

dade do nosso procedimento de regularização.
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4.3 O potencial efetivo CJT no modelo λϕ4

Analisemos a renormalizabilidade do potencial efetivo CJT no modelo λϕ4. Para tal,

partimos da ação deste modelo, a saber,

S[ϕ] =

∫
d4x

{
1

2

(
∂µϕ ∂µϕ

)
(x) +

1

2
m2ϕ2(x) +

λ

4!
ϕ4(x)

}
. (4.14)

O programa que seguiremos será o seguinte. Primeiramente, deduziremos o propagador

D associado a esta ação. Depois, analisemos como podemos escrever convenientemente

o propagador G. Em seguida, calculemos a ação efetiva CJT e o potencial efetivo a ela

associado. Por fim, mostremos que o potencial efetivo é renormalizável.

Determinação do propagador D

A partir da ação (4.14) e da igualdade (4.7), obtemos que o propagador D é dado por

D−1(x, y) =

(
−¤x + m2 +

λ

2
ϕ2(x)

)
δ4(x− y) .

Os dois primeiros termos dentro dos parênteses são claramente invariantes por translação,

ao passo que o último não o é. Uma vez que queremos analisar sistemas invariantes por

translação, devemos impor que todos os termos sejam invariantes por translação. Isto

significa considerar o campo φ como sendo homogêneo. Assim, podemos omitir sua

dependência em x. O inverso do propagador se escreve, então, na forma

D−1(x, y) =

(
−¤x + m2 +

λ

2
ϕ2

)
δ4(x− y) . (4.15)

Conforme esperado, D−1 fica escrito como uma função de x−y, diferença esta que de-

notaremos por z. Podemos então efetuar uma transformada de Fourier com relação à

variável z, obtendo

D̃−1(p) = p2 + m2 +
λ

2
ϕ2 .
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Determinação do propagador G

O propagador G é determinado pela equação de gap (4.12). A fim de escrevê-la, devemos

conhecer previamente a expressão de Γ2. Para determiná-la, devemos transladar o campo

φ com relação a ϕ, ou seja, φ 7→ φ + ϕ. Assim, obtemos a seguinte ação de interação,

Sint[φ] =
λ

4!

∫
d4x

{
φ4 + 4 ϕ φ3

}
.

Ou seja, os vértices são do tipo φ3 e φ4. Com estes vértices, podemos construir, por

exemplo, as seguintes bolhas de vácuo irredutı́veis a duas particulas de dois e três laços,

Uma vez que estamos nos limitando aos termos a dois laços e à aproximação de Hartree-

Fock, levaremos em conta somente o primeiro dentre os gráficos acima. Este gráfico é

dado pela união, dois a dois, das patas de um vértice de quatro patas. Essa união deve ser

feita utilizando o propagador G. O resultado final é

Γ2[ϕ, G] = 3
λ

4!

∫
d4α

(2π)4

d4α′

(2π)4
G̃(α) G̃(α′) δ4

(
α−α+α′−α′

)
. (4.16)

A partir da expressão acima, obtemos

1

δ4(0)

δΓ2[ϕ,G]

δG̃(p)
=

λ

4

∫
d4α

(2π)4
G̃(α) .
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É importante observarmos que esta expressão independe de p. De posse desta expressão,

podemos concluir que equação de gap (4.12) se escreve, no espaço de momento, na forma

G̃−1(p) = p2 + m2 +
λ

2
ϕ2 +

λ

2

∫
d4α

(2π)4
G̃(α) (4.17)

No membro direito da igualdade acima, somente o primeiro termo depende de p. Isso nos

motiva a escrever G̃−1(p) como sendo

G̃−1(p) = p2 + M2 ,

onde M é uma constante. Assim, os termos em p2 se cancelam, e a equação (4.12) se

reescreve na forma

M2 = m2 +
λ

2
ϕ2 +

λ

2

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2
(4.18)

Esta é a equação de gap do modelo λϕ4. Trata-se de uma equação integral para a quan-

tidade M , a qual fica determinada em função do campo ϕ. Por isso, a partir de agora,

denotaremos M por M(ϕ). Esta equação pode ser resolvida recursivamente [80].

Determinação da ação efetiva CJT

A partir do propagador D (igualdade 4.15) e da equação de gap acima, podemos deter-

minar a ação efetiva CJT. Utilizando a expressão (4.10) do traço no espaço de momenta,

obtemos

Tr ln D−1
0 G =

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + m2

α2 + M2(ϕ)

}
(4.19)

Tr
(
D−1G− 1

)
=

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4

{
α2 + m2 + λ

2
ϕ2

α2 + M2(ϕ)
− 1

}
(4.20)

Agrupando as expressões (4.14), (4.16), (4.19), (4.20) e levando em conta o fato do campo
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ϕ ter sido tomado como constante, a ação efetiva CJT (4.11) se escreve, em função do

campo ϕ, na forma

Γ[ϕ] =

∫
d4x

{
1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4

}

+
1

2

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + M2(ϕ)

α2 + m2

}

+
1

2

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4

m2 −M2(ϕ) + λ
2
ϕ2

α2 + M2(ϕ)

+
λ

8
δ4(0)

∫
d4α

(2π)4

d4α′

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ)

1

α′2 + M2(ϕ)
.

Obtemos, assim, a ação efetiva CJT.

Ela foi escrita como função somente de ϕ pois G foi escrito em termos de M , e M ,

por sua vez, fica escrito em termos de ϕ caso solucionemos a equação de gap. Ou seja, no

final das contas, todas as quantidades dependem somente de ϕ.

Determinação do potencial efetivo CJT

Na expressão acima, a integral em x se fatora. Assim, o potencial efetivo CJT, definido

pela expressão (4.13), se escreve na forma

Vef (ϕ) =
1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4 +

1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + M2(ϕ)

α2 + m2

}

+
1

2

∫
d4α

(2π)4

m2 −M2(ϕ) + λ
2
ϕ2

α2 + M2(ϕ)
+

λ

8

{∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ)

}2

.

Podemos substituir M da equação de gap (4.18) na expressão acima, obtendo

Vef (ϕ) =
1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4 +

1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + M2(ϕ)

α2 + m2

}

− 1

2

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ)

(
λ

2

∫
d4α′

(2π)4

1

α′2 + M2(ϕ)

)

+
λ

8

{∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ)

}2

.
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Ou seja, o potencial efetivo CJT para o modelo λϕ4 é dado por

Vef(ϕ) =
1

2
m2ϕ2+

λ

4!
ϕ4+

1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + M2(ϕ)

α2 + m2

}
− λ

8

{∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ)

}2

,

(4.21)

onde M2(ϕ) é dado pela equação

M2(ϕ) = m2 +
λ

2
ϕ2 +

λ

2

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ)
. (4.22)

Demonstração da renormalizabilidade do potencial efetivo CJT

Renormalizar o potencial efetivo significa reescrever estas duas equações de tal modo

que as quantidades que nela aparecem sejam finitas. Comecemos por analizar a equação

(4.22). A integral no membro direito é divergente, e pode ter suas contribuições infinitas

separadas segundo a decomposição

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ)
=

∫
d4α

(2π)4

1

α2

{
1

1 + M2(ϕ)
α2

}

=

∫
d4α

(2π)4

1

α2

{
1− M2(ϕ)

α2
+O(

α−4
)
}

=

∫
d4α

(2π)4

{
1

α2
− M2(ϕ)

α4
+O(

α−6
)
}

=

∫
d4α

(2π)4

1

α2

︸ ︷︷ ︸
I1

−M2(ϕ)

∫
d4α

(2π)4

1

α4

︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫
d4α

(2π)4
O(

α−6
)

︸ ︷︷ ︸
F1(ϕ)

.

Ou seja, vale a seguinte decomposição

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ)
= I1 −M2(ϕ)I2 + F1(ϕ) . (4.23)
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Pode-se verificar por contagem de potências que as quantidades I1 e I2 são infinitas e que

a quantidade F1 é finita. Substituindo esta decomposição na equação (4.22), obtemos

M2(ϕ) = m2 +
λ

2
ϕ2 +

λ

2

(
I1 −M2(ϕ) I2 + F1(ϕ)

)
.

Dividindo esta equação por λ, temos

(
1

λ
+

I2

2

)
M2(ϕ) =

(
m2

λ
+

I1

2

)
+

1

2
ϕ2 +

1

2
F1(ϕ) . (4.24)

A fim de restaurar a forma funcional da equação de gap original (não renormalizada) em

termos de parâmetros renormalizados, somos motivados a definir as quantidades renor-

malizadas λR e mR segundo as relações

1

λR

=
1

λ
+

I2

2
e

m2
R

λR

=
m2

λ
+

I1

2
,

em termo das quais a igualdade (4.24) se escreve

M2(ϕ)

λR

=
m2

R

λR

+
1

2
ϕ2 +

1

2
F1(ϕ) .

Portanto, obtemos a equação de gap renormalizada

M2(ϕ) = m2
R +

λR

2
ϕ2 +

λR

2
F1(ϕ) . (4.25)

Ou seja, obtivemos que a equação de gap é renormalizável. Falta então verificarmos se

o potencial efetivo é renormalizável. Para tal, precisamos lidar com a expressão (4.21).

Comecemos pelo termo logarı́tmico, o qual se escreve da seguinte forma

1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + M2(ϕ)

α2 + m2

}
=

1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

(
α2 + M2(ϕ)

)
− 1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

(
α2 + m2

)

︸ ︷︷ ︸
constante
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=
1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2

(
1 +

M2(ϕ)

α2

)}

=
1

2

∫
d4α

(2π)4
ln α2

︸ ︷︷ ︸
constante

+
1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

(
1 +

M2(ϕ)

α2

)
.

Os termos denotados por “constante” não dependem de ϕ. Portanto, apesar de serem

infinitos, não desempenham papel algum no potencial efetivo, e foram descartados. Uti-

lizando agora a expansão de Taylor da função logaritmo,

ln
(
1 + a

)
= a− a2

2
+O(a3) ,

obtemos

1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + M2(ϕ)

α2 + m2

}
=

1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

(
1 +

M2(ϕ)

α2

)

=
1

2

∫
d4α

(2π)4

{
M2(ϕ)

α2
− 1

2

M4(ϕ)

α4
+O(α−6)

}

=
I1

2
M2(ϕ) − I2

4
M4(ϕ) + F2(ϕ) .

(4.26)

Deste modo, conseguimos reescrever o termo logaritmo do potencial efetivo (4.21), sepa-

rando as contribuições finitas das infinitas e descartando os infinitos constantes. Vejamos

agora o último termo à direita na expressão (4.21). Utilizando a equação de gap não-

renormalizada (4.22), obtemos

−λ

8

{∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ)

}2

= − 1

2λ

{
λ

2

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ)

}2

= − 1

2λ

{
M2(ϕ)−m2 − λ

2
ϕ2

}2

= − 1

2λ

{
M4(ϕ)− 2m2M2(ϕ)− λϕ2M2(ϕ) + m4 +

λ2

4
ϕ4 + λm2ϕ2

}

=
1

λ

{
m2 +

λ

2
ϕ2 − 1

2
M2(ϕ)

}
M2(ϕ)− 1

2λ
m4 − λ

8
ϕ4 − 1

2
m2ϕ2
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Utilizando a decomposição (4.23), podemos reescrever os termos dentro das chaves na

última linha da igualdade acima, obtendo

−λ

8

{∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ)

}2

=
1

λ

{
1

2
M2(ϕ)− λ

2
I1 +

λ

2
I2M

2(ϕ)− λ

2
F1(ϕ)

}
M2(ϕ)− 1

2λ
m4 − λ

8
ϕ4 − 1

2
m2ϕ2

=
1

2λ
M4(ϕ)− I1

2
M2(ϕ) +

I2

2
M4(ϕ)− 1

2
M2(ϕ)F1(ϕ)− 1

2λ
m4 − λ

8
ϕ4 − 1

2
m2ϕ2 .

Substituindo esta expressão e a expressão (4.26) na expressão do potencial efetivo (4.21),

obtemos

Vef (ϕ) =
1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4 +

I1

2
M2(ϕ)− I2

4
M4(ϕ) +

finito︷ ︸︸ ︷
F2(ϕ) +

1

2λ
M4(ϕ)

−I1

2
M2(ϕ) +

I2

2
M4(ϕ)− 1

2
M2(ϕ)F1(ϕ)

︸ ︷︷ ︸
finito

− 1

2λ
m4 − λ

8
ϕ4 − 1

2
m2ϕ2 .

Observemos que os termos do tipo m2ϕ2 se cancelam. O mesmo acontece com os termos

em M2(ϕ). Em seguida, agrupamos os termos infinitos em M4(ϕ) e juntamos os dois

termos finitos num novo termo, que denotaremos F3(ϕ). Assim,

Vef (ϕ) = − λ

12
ϕ4 − 1

2λ
m4 +

1

2

(
1

λ
+

I2

2

)
M4(ϕ) + F3(ϕ) .

O primeiro termo é zero, uma vez que λ ≈ I−1
2 ≈ 0. O segundo termo é infinito, pois

m4/λ ≈ I2
2/I1 ≈ +∞. Porém, ele independe de ϕ e para todos os efeitos é constante,

podendo ser descartado. Assim, utilizando a definição de λR, obtemos

Vef (ϕ) =
M4(ϕ)

2λR

+ F3(ϕ) . (4.27)

Uma vez que a equação de gap é renormalizável (conforme 4.60), a quantidade M(ϕ) é

finita. Logo, a expressão acima também é finita. Por fim, concluı́mos que, como querı́a-

mos demonstrar, o potencial efetivo CJT do modelo λφ4 é renormalizável.
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4.4 O potencial efetivo CJT no modelo λϕ?4

Seguindo o mesmo procedimento que apresentamos na última seção, analisaremos agora a

renormalizabilidade do potencial efetivo CJT de outro modelo, o λϕ?4. Ao final, veremos

que este potencial efetivo CJT não é renormalizável.

Determinação do propagador D

Partimos da ação do modelo λϕ?4, a saber,

S[ϕ] =

∫
d4x

{
1

2

(
∂µϕ∂µϕ

)
(x) +

1

2
m2ϕ2(x) +

λ

4!
ϕ?4(x)

}
. (4.28)

A partir dela e da definição (4.7), obtemos o propagador D. Uma vez que há produtos

? envolvidos, pode parecer necessário algum cuidado extra na derivação do termo de

interação. Entretanto, isso não ocorre, pois a derivada funcional de produtos ? satisfaz as

regras usuais de derivação. Entre as quais, a regra do produto,

δ

δϕ(y)

(
ϕ ? ϕ

)
(x) =

1

16π4

δ

δϕ(y)

∫
d4k d4y ϕ

(
x + 1

2
Θ · k)

ϕ
(
x + y

)
e iky

=
1

16π4

∫
d4k d4y

δϕ

δϕ(y)

(
x + 1

2
Θ · k)

ϕ
(
x + y

)
e iky

+
1

16π4

∫
d4k d4y ϕ

(
x + 1

2
Θ · k) δϕ

δϕ(y)

(
x + y

)
e iky

=

(
δϕ

δϕ(y)
? ϕ + ϕ ?

δϕ

δϕ(y)

)
(x) .

onde δy é uma função delta de Dirac centrada em y, ou seja, δy(x) = δ4(x − y). Assim,

a fim de obtermos D(x, y), derivamos funcionalmente a ação (4.28) com relação a ϕ(x),

em seguida permutamos os termos dentro do sinal de integração, utilizamos a propriedade

(5) do produto ? (ver seção 3.1), depois efetuamos a integração

∫
d4x′

(
ϕ ? ϕ ? ϕ

)
(x′) δx(x

′) ,
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e por fim derivamos funcionalmente com relação a ϕ(y). Deste modo, obtemos

D−1(x, y) =
(
−¤x + m2

)
δ4(x− y)

+
λ

3!

{(
δy ? ϕ ? ϕ

)
(x) +

(
ϕ ? δy ? ϕ

)
(x) +

(
ϕ ? ϕ ? δy

)
(x)

}
.

Do mesmo modo que fizemos na última seção, a fim de que D seja invariante por translação,

devemos impor que ϕ seja homogêneo. Uma vez que no caso de funções constantes o pro-

duto ? recai no produto normal (isso é evidente a partir da definição do produto ?), temos

λ

3!

{(
δy ? ϕ ? ϕ

)
(x) +

(
ϕ ? δy ? ϕ

)
(x) +

(
ϕ ? ϕ ? δy

)
(x)

}
=

λ

2
ϕ2 .

Obtemos, então, que o propagador D do modelo λϕ?4 é igual ao do modelo λϕ4,

D−1(x, y) =

(
−¤x + m2 +

λ

2
ϕ2

)
δ4(x− y) , (4.29)

o qual se escreve, no espaço de momenta, na forma

D̃−1(p) = p2 + m2 +
λ

2
ϕ2 .

Determinação do propagador G

Devemos agora calcular Γ2. Tal qual fizemos na seção anterior, devemos transladar o

campo a partir da solução clássica, analisar os termos de interação, montar as possı́veis

bolhas de vácuo, e escolher a bolha de dois laços com o menor número de vértices. Assim

procedendo, obtemos o mesmo gráfico (em forma de 8) que no modelo λφ4, entretanto

o seu valor numérico é diferente, pois o gráfico deve ser computado a partir do vértice

(3.13).

A fim de efetuarmos esta conta, podemos utilizar um atalho: ao invés de juntarmos

as patas do vértice (3.13), podemos juntas as patas externas da correção a um laço ao
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propagador, a qual é dada pela expressão (3.14). Assim, obtemos

Γ2[ϕ,G] =
λ

4!
δ4(0)

∫
d4α

(2π)4

d4α′

(2π)4
G̃(α) G̃(α′)

(
2 + cos α∧α′

)
. (4.30)

A partir da expressão acima, utilizando a antissimetria do produto ∧ e a paridade da

função cosseno, obtemos

1

δ4(0)

δΓ2[ϕ,G]

δG̃(p)
=

λ

12

∫
d4α

(2π)4
G̃(α)

(
2 + cos α∧p

)
.

É importante observar que, ao contrário do que ocorre no caso da seção anterior, a ex-

pressão acima depende do momento p. Podemos, então, escrever a equação de gap (4.12)

na forma

aaaaaaG̃−1(p) = p2 + m2 +
λ

2
ϕ2 +

λ

6

∫
d4α

(2π)4
G̃(α)

(
2 + cos α∧p

)
(4.31)

É conveniente separamos a integral acima em duas partes, uma independente de p e a

outra dependente. Deste modo, somos motivados a escrever G̃−1(p) na seguinte forma

G̃−1(p) = p2 + M2(ϕ) + ∆(p, ϕ) , (4.32)

onde

M2(ϕ) = m2 +
λ

2
ϕ2 +

λ

3

∫
d4α

(2π)4
G̃(α) , (4.33)

∆(p, ϕ) =
λ

6

∫
d4α

(2π)4
G̃(α) cos α∧p . (4.34)

Com esta decomposição, separamos a equação de gap (4.32) em duas equações subsidi-

árias, (4.33) e (4.34). Assim, analisar a renormalizabilidade da equação de gap significa

analisar a possibilidade de se reescrever de modo finito cada um destas duas equações.

Tendo em vista a expressão (4.32), podemos concluir que a expressão (4.34) é finita para

todo p diferente de zero. Assim, no que se refere à renormlizabilidade da equação de gap,

nos preocuparemos, daqui em diante, somente com a expressão (4.33).
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Determinação da ação efetiva CJT

A partir do propagador D (igualdade 4.29) e da equação de gap acima, podemos deter-

minar a ação efetiva CJT. Utilizando a expressão (4.10) do traço no espaço de momenta,

obtemos

Tr ln D−1
0 G =

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + m2

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

}
(4.35)

Tr
(
D−1G− 1

)
=

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4

{
α2 + m2 + λ

2
ϕ2

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)
− 1

}
(4.36)

Agrupando as expressões (4.28), (4.31), (4.30), (4.35) e levando em conta o fato do campo

ϕ ter sido tomado como constante, a ação efetiva CJT (4.11) se escreve, em função do

campo ϕ, na forma

Γ[ϕ] =

∫
d4x

{
1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4

}

+
1

2

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

α2 + m2

}

+
1

2

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4

m2 −M2(ϕ)−∆(α, ϕ) + λ
2
ϕ2

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

+
λ

24
δ4(0)

∫
d4α

(2π)4

d4α′

(2π)4

2 + cos α∧α′(
α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

)(
α′2 + M2(ϕ) + ∆(α′, ϕ)

) .

Determinação do potencial efetivo CJT

Fatorando a integral em x e substituindo, na terceira linha de Γ[ϕ], as expressões (4.33) e

(4.34), o potencial efetivo CJT, definido pela expressão (4.13), se escreve na forma

Vef (ϕ) =
1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4 +

1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

α2 + m2

}

− λ

24

∫
d4α

(2π)4

d4α′

(2π)4

2 + cos α∧α′(
α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

)(
α′2 + M2(ϕ) + ∆(α′, ϕ)

) .

(4.37)
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onde M e ∆ são dados pelas equações integrais acopladas

M2(ϕ) = m2 +
λ

2
ϕ2 +

λ

2

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)
, (4.38)

e

∆(α, ϕ) =
λ

6

∫
d4α′

(2π)4

cos α∧α′

α′2 + M2(ϕ) + ∆(α′, ϕ)
. (4.39)

Demonstração da não-renormalizabilidade do potencial efetivo CJT

Analisemos agora a renormalizabilidade do potencial efetivo. Comecemos pela equação

(4.38). A integral no membro direito pode ter suas contribuições infinitas separadas segun-

do a decomposição

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)
=

∫
d4α

(2π)4

1

α2

{
1

1 + M2(ϕ)
α2 + ∆(α,ϕ)

α2

}

=

∫
d4α

(2π)4

1

α2

{
1− M2(ϕ)

α2
− ∆(α, ϕ)

α2
+O(

α−4
)
}

=

∫
d4α

(2π)4

{
1

α2
− M2(ϕ)

α4
− ∆(α, ϕ)

α4
+O(

α−6
)
}

=

∫
d4α

(2π)4

1

α2

︸ ︷︷ ︸
I1

−M2(ϕ)

∫
d4α

(2π)4

1

α4

︸ ︷︷ ︸
I2

+

+

∫
d4α

(2π)4
O(

α−6
) −

∫
d4α

(2π)4

∆(α, ϕ)

α4

︸ ︷︷ ︸
F4(ϕ)

.

Utilizando o lema de Riemann-Lebesgue na igualdade (4.39), temos que ∆(p, ϕ) vai a

zero quando p vai a infinito. Pode-se mostrar que este decaimento é exponencial, de tal

modo que último termo da igualdade acima é finito. Assim, vale a seguinte decomposição,

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)
= I1 −M2(ϕ)I2 + F4(ϕ) . (4.40)
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Substituindo essa decomposição na equação (4.38), obtemos

M2(ϕ) = m2 +
λ

2
ϕ2 +

λ

3

(
I1 −M2(ϕ) I2 + F4(ϕ)

)
.

Dividindo esta equação por λ, temos

(
1

λ
+

I2

3

)
M2(ϕ) =

(
m2

λ
+

I1

3

)
+

1

2
ϕ2 +

1

3
F4(ϕ) . (4.41)

A fim de restaurar a forma funcional da equação de gap original (não renormalizada) em

termos de parâmetros renormalizados, somos motivados a definir as quantidades renor-

malizadas λR e mR segundo as relações

1

λR

=
1

λ
+

I2

3
e

m2
R

λR

=
m2

λ
+

I1

3
.

Assim, obtemos a equação de gap renormalizada

M2(ϕ) = m2
R +

λR

2
ϕ2 +

λR

3
F4(ϕ) . (4.42)

Ou seja, obtivemos que a equação (4.33) é renormalizável. É importante observarmos que

os parâmetros renormalizados foram definidos de modo diferente do caso λϕ4. Vejamos

agora a renormalizabilidade do potencial efetivo (4.37). Lidamos com o termo logaritmo

da mesma forma que fizemos na seção anterior, obtendo

1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

α2 + m2

}
=

1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

(
1 +

M2(ϕ)

α2
+

∆(α, ϕ)

α2

)
=

=
1

2

∫
d4α

(2π)4

{
M2(ϕ)

α2
− 1

2

M4(ϕ)

α4

}
+

+
1

2

∫
d4α

(2π)4

{
∆(α, ϕ)

α2

(
1− 1

2

M2(ϕ)

α2
− 1

2

∆(α, ϕ)

α2

)
+O(α−6)

}

︸ ︷︷ ︸
F5(ϕ)

=
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.

=
I1

2
M2(ϕ) − I2

4
M4(ϕ) + F5(ϕ) .

(4.43)

Vejamos agora o último termo da expressão (4.37). Este se escreve na forma

− λ

24

∫
d4α

(2π)4

d4α′

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

1

α′2 + M2(ϕ) + ∆(α′, ϕ)

(
2 + cos α∧α′

)

= − λ

12

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

∫
d4α′

(2π)4

1

α′2 + M2(ϕ) + ∆(α′, ϕ)

− λ

24

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

∫
d4α′

(2π)4

cos α∧α′

α′2 + M2(ϕ) + ∆(α′, ϕ)

= − λ

12

{∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

}2

− 1

4

∫
d4α

(2π)4

∆(α, ϕ)

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)︸ ︷︷ ︸
F6(ϕ)

.

O integrando do segundo termo é extremamente bem comportado (não diverge em ne-

nhum ponto e decai rapidamente), e com isso a integral é finita. Denotaremos este termo

por F6(ϕ). Portanto, temos que nos preocupar somente com o primeiro termo. A menos

de certas contantes multiplicativas, este termo se reescreve do mesmo modo que no caso

da seção anterior. Assim, utilizando a equação de gap não-renormalizada (4.38), obtemos

− λ

12

{ ∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

}2

= − 3

4λ

{
λ

3

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

}2

= − 3

4λ

{
M2(ϕ)−m2 − λ

2
ϕ2

}2

= − 3

4λ

{
M4(ϕ)− 2m2M2(ϕ)− λϕ2M2(ϕ) + m4 +

λ2

4
ϕ4 + λm2ϕ2

}

=
3

2λ

{
m2 +

λ

2
ϕ2 − 1

2
M2(ϕ)

}
M2(ϕ)− 3

4λ
m4 − 3λ

16
ϕ4 − 3

4
m2ϕ2

=
3

2λ

{
1

2
M2(ϕ)− λ

3
I1 +

λ

3
I2M

2(ϕ)− λ

3
F4(ϕ)

}
M2(ϕ)− 3

4λ
m4 − 3λ

16
ϕ4 − 3

4
m2ϕ2

=
3

4λ
M4(ϕ)− I1

2
M2(ϕ) +

I2

2
M4(ϕ)− 1

2
M2(ϕ)F4(ϕ)− 3

4λ
m4 − 3λ

16
ϕ4 − 3

4
m2ϕ2 .
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Substituindo as expressões acima e a expressão (4.43) na expressão do potencial efetivo

(4.37), temos

Vef (ϕ) =
1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4 +

I1

2
M2(ϕ)− I2

4
M4(ϕ) + F5(ϕ) + F6(ϕ) +

3

4λ
M4(ϕ)

−I1

2
M2(ϕ) +

I2

2
M4(ϕ)− 1

2
M2(ϕ)F4(ϕ)− 3

4λ
m4 − 3λ

16
ϕ4 − 3

4
m2ϕ2 .

Desprezando termos constantes e agrupando em F7(ϕ) os termos finitos, obtemos

Vef (ϕ) = −7λ

48
ϕ4 − 1

4
m2ϕ2 +

3

4

(
1

λ
+

I2

3

)
M4(ϕ) + F7(ϕ) .

Pelos mesmo motivo do caso λϕ4, o primeiro termo do membro direito é igual a zero.

Assim, a partir da definição de λR, podemos escrever o resultado final na forma

Vef (ϕ) = −1

4
m2ϕ2 +

3

4

M4(ϕ)

λR

+ F7(ϕ) , (4.44)

Uma vez que a equação de gap é renormalizável (vide 4.42), as quantidades M e λR são

finitas. Logo, o segundo e o terceiro termo do membro direito da igualdade acima são

finitos. Entretanto, nesta equação aparece a massa nua m, a qual é infinita,

m =

mR

λR
− I1

3

1
λR
− I2

3

≈ I1

I2

= lim
Λ→∞

∫ Λ

0
1
p2∫ Λ

0
1
p4

= lim
Λ→∞

Λ2

ln Λ
= +∞ ,

onde utilizamos I1 e I2 na sua forma integral regularizada por um corte Λ. Logo, o pri-

meiro termo do membro direito da igualdade (4.44) é divergente. Este termo também

apareceu nas contas do potencial efetivo do modelo λϕ4, mas ao final se cancelou. No mo-

delo λϕ?4, esse cancelamento não ocorre, levando à divergência do potencial efetivo.

Portanto, concluı́mos que o potencial efetivo CJT do modelo λϕ?4 é não-renormalizável.
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4.5 O potencial efetivo CJT no modelo 1
/
p2−λϕ?4

Nesta seção, analisaremos em que medida a vulcanização de Gurau e colaboradores per-

mite resolver o problema da não-renormalizabilidade apresentado ao final da seção ante-

rior. Para tal, deduziremos o potencial efetivo CJT do modelo 1
/
p2−λϕ?4 e discutiremos

como lidar com o termo advindo da vulcanização. Ao final, veremos que, sob certas con-

dições, o potencial efetivo CJT do modelo 1
/
p2−λϕ?4 é renormalizável. Em nossa conta,

ficará evidente o papel da vulcanização na restauração da renormalizabilidade.

Determinação do propagador D

Partimos da ação do modelo 1
/
p2−λϕ?4, a saber,

S[ϕ] =

∫
d4x

{
1

2

(
∂µϕ∂µϕ

)
(x)− 1

2

(
ϕ

a

¤ ϕ
)
(x) +

1

2
m2ϕ2(x) +

λ

4!
ϕ?4(x)

}
. (4.45)

A partir dela e da definição (4.7), obtemos o propagador D. O procedimento usual – que

consiste em derivar funcionalmente uma vez, integrar por partes uma das integrais par-

ciais, e derivar funcionalmente outra vez – não pode ser empregado neste caso, uma vez

que o termo ¤−1 não pode ser integrado por partes de modo elementar. Poderı́amos re-

correr a uma expansão em série formal de potências de ¤, efetuar a integração por partes

termo a termo, e depois recompor a série. Entretanto, isso complicaria desnecessariamen-

te a questão.

Há dois outros caminhos que podemos seguir. Um seria dizer que a integração por

partes não é algo preocupante, pois se expandı́ssemos formalmente ¤−1 em séries de ¤,

sendo ¤ dado por
∑

µ ∂µ∂
µ, todas as vezes que integrássemos por parte os termos da série,

terı́amos que integrar por partes duas derivadas. Assim, a integração por partes não im-

plicaria em nenhuma mudança de sinal, e portanto poderia ser realizada simbolicamente

com toda a fração ¤−1 de uma só vez.

Um segundo caminho possı́vel, seria lembrarmos que o operador ¤−1 só faz plena-
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mente sentido no espaço de momenta. Portanto, deverı́amos escrever toda a função D no

espaço de momenta. Porém, é mais conveniente lidarmos somente com a parte livre dire-

tamente no espaço de momenta, e continuarmos um pouco mais com a parte de interação

no espaço de posição. Conforme vimos no capı́tulo 3, o propagador livre é dado, no espa-

ço de momenta, por

D̃0(p) = p2 +
a

p2
+ m2 .

O termo de D−1 relacionado à interação é dada, no caso de um campo constante, pela

mesma expressão do modelo λϕ?4,

D(x, y)−D0(x, y) =
λ

2
ϕ2 δ4(x− y) .

Portanto, o propagador D completo se escreve, no espaço de momenta, na forma

D̃−1(p) = p2 +
a

p2
+ m2 +

λ

2
ϕ2 . (4.46)

Determinação do propagador G

O cálculo de Γ2 no presente modelo é absolutamente idêntico àquele levado a cabo na

seção anterior, pois o vértice do modelo 1
/
p2−λϕ?4 é igual ao vértice do modelo λϕ?4.

Assim, obtemos

Γ2[ϕ,G] =
λ

4!
δ4(0)

∫
d4α

(2π)4

d4α′

(2π)4
G̃(α) G̃(α′)

(
2 + cos α∧α′

)
, (4.47)

e portanto

1

δ4(0)

δΓ2[ϕ,G]

δG̃(p)
=

λ

12

∫
d4α

(2π)4
G̃(α)

(
2 + cos α∧p

)
,

e a equação de gap (4.12) se escreve na forma

G̃−1(p) = p2 +
a

p2
+ m2 +

λ

2
ϕ2 +

λ

6

∫
d4α

(2π)4
G̃(α)

(
2 + cos α∧p

)
. (4.48)
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Assim, somos motivados a escrever G̃−1(p) na forma

G̃−1(p) = p2 +
a

p2
+ M2(ϕ) + ∆(p, ϕ) , (4.49)

onde M e ∆ são escritos em função de G tal qual na seção anterior,

M2(ϕ) = m2 +
λ

2
ϕ2 +

λ

3

∫
d4α

(2π)4
G̃(α) , (4.50)

∆(p, ϕ) =
λ

6

∫
d4α

(2π)4
G̃(α) cos α∧p . (4.51)

Estamos interessados em discutir a renormalizabilidade do modelo, o que significa, como

vimos nas últimas duas seções, analisar a possibilidade de se escrever finitamente a

equação de gap (4.48). No caso do modelo 1
/
p2−λϕ?4, devemos analisar não somente a

possibilidade de escrevermos M e ∆ de modo finito, mas também devemos impor que a

seja finito. Ou seja, a constante nua a não deve divergir.

Determinação da ação efetiva CJT

Utilizando o propagador D (4.46), o propagador G (4.49), e a expressão (4.10) do traço

no espaço de momenta, obtemos

Tr ln D−1
0 G =

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + a

α2 + m2

α2 + a
α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

}
(4.52)

Tr
(
D−1G− 1

)
=

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4

{
α2 + a

α2 + m2 + λ
2
ϕ2

α2 + a
α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

− 1

}
(4.53)



4.5 O potencial efetivo CJT no modelo 1
/
p2−λϕ?4 103

Nos dois modelos discutidos anteriormente, bastava conhcermos as quantidades acima

para compormos a ação efetiva CJT (4.13). No caso do modelo 1
/
p2−λϕ?4, entretanto,

há uma questão a mais a ser tratada, a qual discutiremos a seguir.

O primeiro termo que compõe a ação efetiva CJT (4.11) é a ação S calculada no

campo ϕ. Uma vez que estamos interessados em campos homogêneos, esta ação deve ser

calculada com um campo ϕ constante. No caso do modelo λϕ?4, isso reduzia a ação S[ϕ]

da seguinte forma

∫
d4x

{
1

2

(
∂µϕ∂µϕ

)
(x) +

1

2
m2ϕ2(x) +

λ

4!
ϕ?4(x)

}
7−→

∫
d4x

{
1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4

}
.

Ou seja, o termo com derivada é igual a zero e o produto ? recai no produto pontual. No

caso do modelo 1
/
p2−λϕ?4, precisamos lidar com o termo da vulcanização. Isto significa,

lidar com a expressão
a

¤ϕ (4.54)

no caso de um campo ϕ constante. Que valor atribuir a este termo? Conforme dissemos

na seção 3.4, quando apresentamos a vulcanização de Gurau e colaboradores, o operador

¤−1 deve ser pensado sempre no espaço de momenta. Ou seja, ¤−1 é tal que

1

¤ e ixp =
1

−p2
e ixp .

Isto significa que para calcularmos o valor de (4.54), temos que escrever o campo ϕ no

espaço de Fourier. Assim, obtemos

a

¤ϕ =
a

¤

∫
d4p

(2π)4
e ixp

( ∫
d4x′ ϕ(x) e−ix′p

)

= ϕ

∫
d4p

a

¤ e ixp δ(p)

= ϕ

∫
d4p

a

−p2
e ixp δ(p)
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Esta quantidade é divergente e precisa ser regularizada. Isso pode ser feito por meio da

inclusão que um parâmetro regularizador ε que desloque o denominador do integrando.

Ao final da conta, este parâmetro ε deverá ser retirado. Assim, obtemos

( a

¤ϕ
)

reg
= −ϕ

∫
d4p δ(p)

a

p2 + ε
e ixp = −a

ε
ϕ .

No que segue, omitiremos o fato de todas as expressões do tipo ¤−1ϕ estarem regulari-

zados. Para simplificar a notação, escreveremos

µ2 :=
a

ε
(4.55)

Assim, o termo de vulcanização se escreve, no caso de um campo ϕ constante, como

−1

2

(
ϕ

a

¤ϕ

)
=

1

2
µ2ϕ2 .

Esta é uma quantidade divergente que, conforme veremos mais adiante, terá um papel

fundamental na restauração da renormalizabilidade do potencial efetivo CJT.

De posse das quantidades até aqui calculadas, podemos obter a ação efetiva CJT

(4.11), a qual se escreve

Γ[ϕ] =

∫
d4x

{
1

2
µ2ϕ2 +

1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4

}

+
1

2

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + a

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

α2 + a
α2 + m2

}

+
1

2

∫
d4x

∫
d4α

(2π)4

m2 + a
α2 −M2(ϕ)−∆(α, ϕ) + λ

2
ϕ2

α2 + a
α2 + M2(ϕ)

+
λ

24
δ4(0)

∫
d4α

(2π)4

d4α′

(2π)4
×

× 2 + cos α∧α′(
α2 + a

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)
)(

α′2 + a
α′2 + M2(ϕ) + ∆(α′, ϕ)

) .
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Determinação do potencial efetivo CJT

A partir da ação efetiva acima, o potencial efetivo CJT (4.13) se escreve na forma

Vef (ϕ) =
1

2
µ2ϕ2 +

1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4 +

1

2

∫
d4p

(2π)4
ln

{
p2 + a

α2 + M2(ϕ) + ∆(p, ϕ)

p2 + a
α2 + m2

}

− λ

24

∫
d4α

(2π)4

d4α′

(2π)4

2 + cos α∧α′(
α2 + a

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)
)(

α′2 + a
α′2 + M2(ϕ) + ∆(α′, ϕ)

) .

(4.56)

onde M e ∆ são dados pelas equações integrais acopladas

M2(ϕ) = m2 +
λ

2
ϕ2 +

λ

2

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + a
α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

, (4.57)

e

∆(α, ϕ) =
λ

6

∫
d4α′

(2π)4

cos α′∧α

α′2 + a
α′2 + M2(ϕ) + ∆(α′, ϕ)

. (4.58)

Demonstração da renormalizabilidade do potencial efetivo CJT

Analisemos agora a renormalizabilidade do potencial efetivo. A integral no membro di-

reito da equação (4.57) pode ser decomposta de modo semelhante ao caso λϕ?4, ou seja,

∫
d4α

(2π)4

1

α2+ a
α2 +M2(ϕ)+∆(α, ϕ)

=

∫
d4α

(2π)4

1

α2

{
1

1 + M2(ϕ)
α2 + ∆(α,ϕ)

α2 + a
α4

}

=

∫
d4α

(2π)4

1

α2

{
1− M2(ϕ)

α2
− ∆(α, ϕ)

α2
+O(

α−4
)
}

=

∫
d4α

(2π)4

{
1

α2
− M2(ϕ)

α4
− ∆(α, ϕ)

α4
+O(

α−6
)
}

=

∫
d4α

(2π)4

1

α2

︸ ︷︷ ︸
I1

−M2(ϕ)

∫
d4α

(2π)4

1

α4

︸ ︷︷ ︸
I2

+

= +

∫
d4α

(2π)4
O(

α−6
) −

∫
d4α

(2π)4

∆(α, ϕ)

α4

︸ ︷︷ ︸
F8(ϕ)

.
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Assim, obtivemos a seguinte decomposição,

∫
d4α

(2π)4

1

α2 + a
α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

= I1 −M2(ϕ)I2 + F8(ϕ) , (4.59)

a qual, a menos de uma diferença finita, é igual à decomposição dos demais modelos.

Substituindo esta decomposição na equação (4.57), obtemos a igualdade

M2(ϕ) = m2 +
λ

2
ϕ2 +

λ

3

(
I1 −M2(ϕ) I2 + F8(ϕ)

)
,

que pode ser renormalizada do mesmo modo que fizemos no modelo λϕ?4. Ou seja, defi-

nindo as quantidades renormalizadas λR e mR segundo as mesmas relações que no caso

λϕ?4, obtemos a equação de gap renormalizada

M2(ϕ) = m2
R +

λR

2
ϕ2 +

λR

3
F8(ϕ) . (4.60)

Ou seja, a equação de gap do modelo 1
/
p2−λϕ?4 é renormalizável. Agora, analisemos

a renormalizabilidade do potencial efetivo (4.56), começando pelo termo logarı́tmico.

Lidamos com ele da mesma forma que fizemos nas seções anteriores. Assim,

1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

{
α2 + a

α2 + M2(ϕ) + ∆(α, ϕ)

α2 + a
α2 + m2

}

=
1

2

∫
d4α

(2π)4
ln

(
1 +

M2(ϕ)

α2
+

∆(α, ϕ)

α2
+

a

α4

)

=
1

2

∫
d4α

(2π)4

{
M2(ϕ)

α2
− 1

2

M4(ϕ)

α4
+

a

α4

}
+

+
1

2

∫
d4α

(2π)4

{
∆(α, ϕ)

α2

(
M2(ϕ)

α2
− 1

2

∆(α, ϕ)

α2

)
+O(α−6)

}

︸ ︷︷ ︸
F9(ϕ)

=
I1

2
M2(ϕ) − I2

4
M4(ϕ) +

I2

2
a + F9(ϕ) .

(4.61)
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Vejamos agora o último termo de (4.56), que se escreve, tal qual no modelo λϕ?4, na forma

− λ

24

∫
d4α

(2π)4

d4α′

(2π)4

1

α2+ a
α2 +M2(ϕ)+∆(α, ϕ)

1

α′2+ a
α′2 +M2(ϕ)+∆(α′, ϕ)

(
2 + cos α∧α′

)

= − λ

12

{ ∫
d4α

(2π)4

1

α2+ a
α2 +M2(ϕ)+∆(α, ϕ)

}2

− 1

4

∫
d4α

(2π)4

∆(α, ϕ)

α2+ a
α2 +M2(ϕ)+∆(α, ϕ)︸ ︷︷ ︸
F10(ϕ)

.

Assim como no modelo λϕ?4, o segundo termo do membro inferior é finito. Uma vez que

a decomposição da integral do primeiro termo acima (segundo 4.59) tem o mesmo forma-

to daquela obtida na seção anterior, temos que a expressão acima, a menos de uma diferen-

ça nas partes finitas Fi, se escreve exatamente do mesmo modo que no caso λϕ?4. Assim,

substituindo as expressões acima e a expressão (4.61) na expressão (4.56) do potencial

efetivo CJT, obtemos

Vef (ϕ) =
1

2
µ2ϕ2 +

1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4 +

I1

2
M2(ϕ)− I2

4
M4(ϕ) +

I2

2
a + F9(ϕ) + F10(ϕ)

+
3

4λ
M4(ϕ)− I1

2
M2(ϕ) +

I2

2
M4(ϕ)− 1

2
M2(ϕ)F8(ϕ)− 3

4λ
m4 − 3λ

16
ϕ4 − 3

4
m2ϕ2 .

Desprezando termos constantes que já apareciam no resultado do modelo λϕ?4, descar-

tando o termo em λ (que é igual a zero, como vimos nas outras seções), agrupando em

F11(ϕ) os termos finitos, e agrupando os fator de M4(ϕ) de tal modo a compor o parâme-

tro λR, obtemos

Vef (ϕ) =
I2

2
a +

1

2
µ2ϕ2 − 1

4
m2ϕ2 +

3

4

M4(ϕ)

λR

+ F11(ϕ) ,

Os três últimos termos já apareciam (com valores diferentes) no potencial efetivo CJT do

modelo λϕ?4, ao passo que os dois primeiros termos, ambos divergentes, são provenientes

da vulcanização. O primeiro termo é independente de ϕ, logo, para os propósitos do poten-

cial efetivo, é uma constante, e pode ser descartado. Assim, obtemos

Vef (ϕ) =
1

2
µ2ϕ2 − 1

4
m2ϕ2 +

3

4

M4(ϕ)

λR

+ F11(ϕ) , (4.62)
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O primeiro termo depende de µ e o segundo de m. Estas são quantidades infinitas e, a

princı́pio, descorrelacionadas. Se nós impusermos uma correlação, obtemos que é possı́-

vel que tais termos se cancelem, fornecendo

Vef (ϕ) =
3

4

M4(ϕ)

λR

+ F11(ϕ) ,

que é uma expressão finita e que tem o mesmo formato funcional que o potencial efetivo

(4.27) do modelo λϕ4. Ou seja, este cancelamento restaura a renormalizabilidade. Para

que ele ocorra, devemos impor que µ2 = m2
/
2, o que significa tomar

ε = 2a
1

λR
− I2

3
mR

λR
− I1

3

.

Se escrevermos I1 e I2 na suas respectivas formas integrais regularizada por um corte Λ,

podemos definir ε em função de Λ segundo a relação

ε(Λ) := 2a

[∫ Λ

0

d4p

p4

] [ ∫ Λ

0

d4p

p2

]−1

,

que, conforme esperado, vai a zero quando Λ vai a infinito. Mediante esta prescrição de

regularização do termo 1
¤ϕ, obtemos que o potencial efetivo CJT do modelo 1

/
p2−λϕ?4

é renormalizável. Com isso, demonstramos o principal resultado desta dissertação.

Acerca da validade do corte ε(Λ)

Em geral, na teoria quântica dos campos, os resultados das regularizações independem do

modo como os cortes são retirados. Tomemos como exemplo o cálculo da energia de Ca-

simir de um campos escalar confinado entre duas placas. Quando incluı́mos funções de

corte na frequência dos modos do campo, não há nenhuma restrição sobre o modo como

o corte deve ser retirado ao final da conta. Vale lembrar que o artigo original de Hendrik

Casimir, de 1948, é muitas vezes elogiado por ter evidenciado este ponto: a função de

corte que ele emprega é absolutamente genérica. Ou seja, ele mostrou, em um caso par-
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ticular, que não há necessidade de se explicitar o modo por meio do qual o parâmetro de

regularização é retirado.

Em comparação a este resultado de Casimir, o procedimento que acabamos de apresen-

tar pode parecer artificial e até mesmo incorreto, como se estivéssemos escamoteando a

não-renormalizabilidade da teoria. Pode parecer que, na realidade, o modelo 1
/
p2−λϕ?4

é até mesmo mais divergente que o modelo λϕ?4, pois enquanto este tem apenas um termo

divergente, aquele tem dois. Entretanto, não acreditamos que seja este o caso.

Por diversas vezes utilizamos, de modo tácito, correlações entre cortes de quantidades

divergentes distintas. Por exemplo, quando dissemos que a quantidade m diverge, demon-

stramos isto por meio do seguinte desenvolvimento,

m =

mR

λR
− I1

3

1
λR
− I2

3

≈ I1

I2

= lim
Λ→∞

∫ Λ

0
1
p2∫ Λ

0
1
p4

= lim
Λ→∞

Λ2

ln Λ
= +∞ .

Nesta conta, supusemos que os cortes de I1 e de I2 estão correlacionados: ambos são es-

critos como integrais com o mesmo limite superior de integração Λ. Se tivéssemos escrito

estas quantidades segundo a seguinte regularização,

I1(Λ) =

∫ Λ

0

d4p

p2
e I2(Λ) =

∫ eΛ3

0

d4p

p4
,

terı́amos obtido que a massa m é igual a zero,

m =

mR

λR
− I1

3

1
λR
− I2

3

≈ I1

I2

= lim
Λ→∞

Λ2

ln eΛ3 = lim
Λ→∞

Λ2

Λ3
= 0 .

Ou seja, caso mudássemos a prescrição de regularização, as quantidades nuas poderiam

vir a ter outros valores. Neste caso particular, tal procedimento não seria legı́timo, pois I1

e I2 têm sua origem na mesma integral, e por isso é natural supormos que ambos tem o

mesmo parâmetro como limite superior de integração.



110 A renormalizabilidade do potencial efetivo CJT

Do mesmo modo, podemos supor que há uma correlação entre m e µ, ou seja, entre

Λ e ε. Não temos uma justificativa tão convincente como no caso da correlação de I1 e

I2, mas ao menos temos, agora, claro que a ocorrência de tais correlações não é de todo

estranha à teoria quântica de campos.

Conclusões do capı́tulo 4

Neste capı́tulo, apresentamos a ação efetiva ordinária e o potencial efetivo a ela associado.

Depois, expusemos o formalismo de Cornwall-Jackiw-Tomboulis, incluindo a sua ação

efetiva e o seu respectivo potencial efetivo. Em seguida, apresentamos como efetuar a re-

normalização da ação efetiva CJT no caso do modelo λϕ4. Depois, apresentamos o traba-

lho de Mandanici, que mostrou que a ação efetiva CJT no caso do modelo λϕ?4 é não-

renormalizável. Esta não renormalizabilidade deve, segundo ele, ser entendida como um

reflexo da não-renormalizabilidade da expansão perturbativa do modelo. Por fim, conside-

ramos o modelo de Gurau e colaboradores, o qual sabemos ser renormalizável perturba-

tivamente, e calculamos o potencial efetivo CJT a ele associado. Demonstramos que, sob

certas condições, este potencial efetivo CJT é renormalizável.



Capı́tulo 5

Deformação κ e emissão espontânea

A deformação da simetria de Poincaré do espaço-tempo altera as propriedades dos campos

sobre ele definidos, alterando portanto os fenômenos de interação dos campos com a

matéria. Assim, a existência de tal deformação deve, a princı́pio, alterar as quantidades

fı́sicas relevantes destes fenômenos, tais como a taxa de emissão espontânea, o valor do

desvio Lamb, o valor do momento giromagnético anômalo do elétron etc.

Uma vez que os valores destes fenômenos são preditos teoricamente com bastante pre-

cisão, e estão em grande acurácia com os valores medidos experimentalmente, a deforma-

ção não pode alterá-los significativamente, caso contrário produziria desacordos entre teo-

ria e experimento onde, nas teorias originais, não havia. Assim, temos um meio de impor

limitações às teorias deformadas: as deformações devem ser tais que as alterações que elas

produzem em fenômenos bem conhecidos não podem ser maiores que a margem de incer-

teza dos respectivos experimentos. Este tipo de limitação impõe uma cota ao valor do pa-

râmetro de deformação.

Nos últimos anos tem havido uma grande valorização desta abordagem às teorias de-

formadas, em particular utilizando experimentos atômicos de alta precisão. Por exemplo,

Amelino-Camelia mostrou uma determinada relação de dispersão deformada tem seu um
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de seus coeficientes de deformação significativamente limitado pela análise de experimen-

tos de recuo de átomos-frios por absorção de fótons [81]. O interessante deste trabalho é

que os autores fizeram grandes avanços por meio de um experimento atômico.

Neste capı́tulo, apresentaremos um desenvolvimento que tem como intuito explorar

este tipo de abordagem. Calcularemos o tempo médio de decaimento 2p → 1s por

emissão espontânea em um átomo de hidrogênio não-relativı́stico devido à sua interação

com o campo eletromagnético κ-deformado no estado de vácuo. A partir do resultado

obtido e da incerteza experimental, deduziremos uma cota superior q = 1/2κ. Nós não

temos nenhuma esperança que a cota obtida seja notável. Este cálculo tem somente uma

função exploratória. Como dissemos na introdução da dissertação, não temos, com esta

conta, o intuito de criticar, mas sim de aprender.

5.1 A emissão espontânea

A função hamiltoniana que descreve um átomo de hidrogênio no regime não-relativı́stico

é dada, em termos da posição q e do momento p do elétron, por

Hhidr =
p2

2m
+ V (q) , (5.1)

onde o termo V é uma função do tipo interação coulombiana. Os estados possı́veis do

átomo de hidrogênio são dados pelos autovetores desta hamiltoniana. Nós denominamos

estes autovetores de estacionários, pois o operador evolução, ao atuar em um destes autove-

tores, altera somente a fase. Assim, uma vez posto em um dado autoestado, o sistema per-

maneceria sempre no mesmo autoestado. Entretanto, nós observamos experimentalmente

que isto não ocorre. Ao ser posto em um estado excitado, o elétron decai espontaneamen-

te. Ou seja, os autovalores da hamiltoniana (5.1) não são auto-estados do sistema.

Esta falta de correspondência indica que a hamiltoniana acima não descreve correta-

mente o sistema. A razão para tal é o fato de um átomo não poder estar jamais livre. Mesmo

se ele estiver isolado de outros átomos e de fótons reais, ele ainda interagirá com o campo
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eletromagnético no estado de vácuo. Logo, devemos considerar o átomo acoplado a um

campo eletromagnético. Somente assim obteremos a hamiltoniana correta do sistema.

Considerando que o campo, no calibre de Coulomb, é descrito pelo potencial vetor (de

três componentes) A, obtemos, por meio da prescrição de acoplamento mı́nimo, a hamil-

toniana

Hcompleta =
1

2m

(
p− eA

)2

+ V (q) . (5.2)

A hamiltoniana acima admite como autovetores combinações (via produto tensorial) de

autoestados atômicos e de autoestados do espaço de Fock do campo. A expressão acima

nos fornece o termo de interação átomo-campo

Hint = − e

2m

(
p · A + A · p

)
.

Utilizando o fato de estarmos no calibre de Coulomb, podemos reescrever este termo como

Hint = − e

m
A · p . (5.3)

Esta hamiltoniana de interação pode ser vista como uma perturbação ao sistema “átomo

isolado”. Assim, a emissão espontânea pode ser vista como a transição de um estado ex-

citado para o estado fundamental devido a presença desta perturbação. Portanto, calcular

o tempo que leva para a emissão espontânea ocorrer é igual a calcular o tempo médio

que esta perturbação leva para induzir a transição atômica. Para fazermos esta conta, é

conveniente utilizarmos a regra de ouro de Fermi.

5.2 A regra de ouro de Fermi

Dado um sistema em um estado inicial |i〉 e sujeito a uma hamiltoniana de perturbação

Hint, a amplitude do coeficiente aj do estado |j〉 no tempo t é dada, em perturbação de
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primeira ordem, por

aj(t) = − i

~

∫ t

0

dt′ 〈 j |Hint(t)| i 〉eiωijt′ ,

onde ωni é a frequência de transição entre os estados |n〉 e |i〉. No caso de uma perturbação

constante, a expressão acima se reescreve na forma

aj(t) = −1

~
〈 j |Hint| i 〉 eiωijt − 1

ωij

A probabilidade de encontrarmos o sistema no estado |j〉 no tempo t é, portanto, dada por

Pj = a∗j(t) aj(t) =
1

~2

∣∣〈 j |Hint| i 〉
∣∣2 4 sen2

(
ωif t

2

)

ω2
ij

Suponto todas as possibilidades de estados finais, coleção esta que denotamos por {f},

obtemos que a probabilidade do sistema, no tempo t, não estar mais no estado |i〉 é dada

por

Pi→{f} =
1

~2

∑

j∈{f}

∣∣〈 j |Hint| i 〉
∣∣2 4 sen2

(
ωif t

2

)

ω2
ij

Podemos utilizar, então, a seguinte representação da função delta de Dirac,

sen
(
xt

/
2
)

x2
≈ π

2
δ(x) t , t À x−1 ,

a partir da qual obtemos

Pi→{f} =

[
2π

~
∑

j∈{f}

∣∣∣〈 j |Hint| i 〉
∣∣∣
2

δ(Ej−Ei)

]
t

O tempo se fatora, e assim obtemos uma taxa de mudança de estado (isto é, uma probabi-

lidade por unidade de tempo) dada por

Ti→{f} =
2π

~
∑

j∈{f}

∣∣∣〈 j |Hint| i 〉
∣∣∣
2

δ(Ej−Ei) . (5.4)
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Esta expressão é chamada regra de ouro de Fermi. O inverso da taxa de transição é

igual ao tempo médio que o sistema permanece no estado inicial, que denominamos τ .

Esta é a quantidade que estamos interessados em calcular. Antes de efetuarmos a conta,

precisamos da expressão do campo eletromagnético κ-deformado.

5.3 A eletrodinâmica quântica κ-deformada

As equações de Maxwell κ-deformadas na ausência de fontes são [82]

∇ · E = 0 ∇× E = −∂qB

∇ · B = 0 ∇× B = ∂qE

No limite q → 0, estas equações recaem nas equações de Maxwell ordinárias. As equa-

ções acima, no espaço livre, admitem como solução, no calibre de Coulomb, o seguinte

potencial vetor [83]

A(x, t) =
∑

k, λ

√
q

V senh(2qω(k))

[
a(λ)(k) ε̃ (λ)(k) e−i k x + a(λ)†(k) ε̃∗(λ)(k) ei k x

]
.

A quantização deste campo tem diversas sutilezas, mas pode ser realizada de modo in-

teiramente análogo ao caso não-deformado, fornecendo [84]

A(x, t) =
∑

k, λ

√
q

V senh(2qω(k))

[
a(λ)(k) ε̃ (λ)(k) e−i k x + a(λ)†(k) ε̃∗(λ)(k) ei k x

]
. (5.5)

Vale observar que, se incluirmos os ~, c etc, a raiz quadrada da expressão acima se rees-

creve na forma √
~

ε0V

q/c

senh(2qωk′,λ′/c)
.
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5.4 Cálculo da emissão espontânea κ-deformada

Consideremos que o átomo se encontre, inicialmente, no estado 2p e que decaia espon-

taneamente para o estado 1s, emitindo um fóton. Assim, os estados inicial e final são da-

dos, respectivamente, pelos seguintes produtos tensoriais:

| i 〉 = | 2p 〉 ⊗ | nkλ =0 〉

| j 〉 = | 1s 〉 ⊗ | nkλ =1 〉

Queremos calcular (5.4) utilizando estes estados inicial e final. Para tal, consideraremos a

perturbação (5.3) com o potencial vetor dado por (5.5). Faremos as contas na aproximação

de dipolo, ou seja, considerando que o campo é espacialmente constante nas dimensões

em questão. Nesta aproximação o campo não depende da posição, e portanto não depende

dos autoestados atômicos. Obtemos, portanto, a seguinte expressão,

〈 j |Hint| i 〉 = − e

m
〈nkλ =1 |A|nkλ =0 〉·〈 1s |p| 2p 〉 . (5.6)

A partir de (5.5), o primeiro fator do membro direito da igualdade acima se escreve

〈nkλ =1 |A|nkλ =0 〉 =

√
~

ε0V

q/c

senh(2qωk′,λ′/c)
ε̃∗(λ)(k) .

Utilizando a igualdade
[
q, Hhidr

]
=

i~
m

p ,

o segundo fator de (5.6) pode ser escrito como

〈 1s |p| 2p 〉 =
m

i~
〈 1s |[q,Hhidr

]| 2p 〉

=
m

i~
(E2p − E1s)〈 1s |q| 2p 〉

= imω0 〈 1s |q| 2p 〉
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Ou seja, até aqui obtivemos que

T2p→1s =
2π

~
e2 ~
ε0 V

∑

kλ

ω2
0 q/c

senh(2ωkλq/c)

∣∣∣ ε̃∗(λ)(k) · 〈 1s |q| 2p 〉
∣∣∣
2

δ(E1s+~ωkλ−E2p)

Considerando todas as possibilidades de estados finais (todos os momentos e direções

possı́veis do fóton emitido), temos

∑

kλ

7−→ V

(2π)3

∫
dk dΩ k2

Separando q = r r̂ e denotando ω := ωkλ, obtemos

T2p→1s =
1

4πε0

e2

π ~

(∫ ∞

0

dk
ω2

0 k2 q/c

senh(2qω/c)
δ(ω − ω0)

)
×

×
∣∣∣〈 1s |r| 2p 〉

∣∣∣
2

(∫
dΩ

∣∣∣ ε̃∗(λ)(k) · 〈 1s |̂r| 2p 〉
∣∣∣
2
)

Os dois últimos fatores estão tabelados [85]

∫
dΩ

∣∣∣ ε̃∗(λ)(k) · 〈 1s |̂r| 2p 〉
∣∣∣
2

=
32 π2

9

〈 1s |r| 2p 〉 =

√
4!

π

(
2

3

)5

a0

Para calcular a integral em dk devemos lembrar que ω e k se relacionam segundo a relação

de dispersão κ-deformada

k(ω) =
1

q
senh

(qω

c

)
.

Assim, obtemos

∫ ∞

0

dk
ω2

0 k2 q/c

senh(2qω/c)
δ(ω − ω0) =

ω2
0

q c

∫ ∞

0

dω
dk

dω

senh2
(

qω
c

)

senh
(
2 qω

c

) δ(ω−ω0) =

=
ω2

0

q c2

cosh
(

qω0

c

)
senh2

(
qω0

c

)

2 senh
(

qω0

c

)
cosh

(
qω0

c

) =
ω2

0

2 q c2
senh

(qω0

c

)
≈ ω3

0

2 c3

(
1 +

ω2
0

6c2
q2

)
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Assim, obtemos

T2p→1s =
1

4πε0

e2 ω3
0

2π~ c3

[
4

π

(
4

9

)5

a2
0

]
32π2

9

(
1 +

ω2
0

6c2
q2

)

Considerando que a0 e ω0 são dados por

a0 =
~2

me2
e ω0 =

3

8

m

~3

(
e2

4πε0

)2

,

obtemos

T2p→1s = 6.2× 108
(
1 + 4, 4 q2 × 1014

)
s−1 ,

onde q está em metros. Logo, o tempo médio de decaimento τ é o inverso da expressão

acima, ou seja,

τ = 1, 6× 10−9
(
1− 4, 4 q2 × 1014

)
s

No limite q → 0 este resultado recai no valor conhecido na literatura [85]. É interessante

observar que a ordem de grandeza do resultado obtido nos mostra que é válida a aproxima-

ção de tempo grande que fizemos na dedução da regra de ouro de Fermi. Podemos agora

estimar uma cota superior para q (o que equivale a uma cota inferior para κ, uma vez que

q = 1/2κ). Uma vez que a incerteza experimental na medição do tempo de emissão es-

pontânea é da ordem de 0, 1%, temos

4, 4 q2 × 1014 < 10−3 =⇒ q < 1, 5× 10−9m

Ou seja, para que a influência da deformação não seja perceptı́vel nos experimentos de

emissão espontânea, o parâmetro q deve ser menor que 1, 5 × 10−9m. Assim, fica deter-

minada uma cota superior (extremamente modesta) para o parâmetro q.
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Conclusões do capı́tulo 5

Neste capı́tulo, vimos que a deformação κ na álgebra de Poincaré altera as taxas de emis-

são espontânea, porém de modo imperceptı́vel se levarmos em conta os valores que a

deformação κ, se de fato existir, deve vir a ter. Assim, a emissão espontânea, como era

de se esperar devido ao fato de ser um fenômeno puramente atômico, não se mostrou de

grande serventia para a imposição de uma cota ao valor de κ. Apesar de não ter servido a

este propósito, existem diversas lições que podemos tirar deste desenvolvimento.

Primeiro, vimos que o átomo somente perceberia significativamente a existência de

um comprimento fundamental se este fosse da ordem de grandeza atômica (∼ 1Å). Se-

gundo, a partir do sinal do resultado obtido, vimos que a presença da deformação κ esti-

mula a emissão espontânea. Se em algum perı́odo remoto do universo a deformação κ ti-

ver sido maior do que atualmente, este resultado pode ter interessantes consequências [86].

Por exemplo, o coeficiente de Einstein A21 seria alterado, alterando com isso o equilı́brio

termodinâmico [87]. Como terceiro e último aspecto interessante, esta conta nos mostra

como é relativamente simples lidarmos com o campo eletromagnético κ-deformado. Espe-

ramos que este ponto sirva de estı́mulo para novos trabalhos sobre o tema.
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Conclusões e perspectivas

Nesta dissertação, analisamos diversos aspectos das teorias com comprimento fundamen-

tal. Primeiro, apresentamos um panorama da literatura sobre o tema, depois discutimos

a quantização por deformação, a qual utilizamos posteriormente para deduzir a álgebra

de Groenewold-Moyal dos campos em um espaço-tempo com geometria não-comutativa

canônica. Explicamos o problema da mistura ultravioleta/infravermelho, e apresentamos

a solução proposta por Gurău e colaboradores.

Em seguida, no capı́tulo 4, analisamos como esta vulcanização permite restaurar a

renormalizabilidade do potencial efetivo CJT do modelo λφ?4. Vimos que a vulcanização

atua como um contra-termo, o qual permite absorvermos o termo divergente. Como pers-

pectiva, pretendemos analisar outros potenciais efetivos do modelo 1
/
p2−λϕ?4, a fim de en-

tender melhor qual o papel desempenhado pelo termo advindo da vulcanização. Uma outra

possibilidade que poderia ser interessante seria ir além da aproximação de Hartree-Fock.

Por fim, no capı́tulo 5, estudamos a emissão espontânea na eletrodinâmica κ-deformada.

Deduzimos o tempo médio de decaimento em função da deformação e vimos que o efeito

desta naquela é muito pequeno, tornando-se considerável somente quando a escala funda-

mental da teoria é comparável à escala atômica. Em breve, iremos analisar também outros

efeitos atômicos da eletrodinâmica quântica κ-deformada, buscando experimentos mais

precisos, a fim de obtermos uma cota superior para o comprimento fundamental melhor

do que aquela aqui obtida.
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[24] Para uma excelente discussão (bastante matemática) acerca do que significa quantizar um sistema
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da teoria são mapeados em comutadores. A fim de não nos delongarmos muito nesta seção 2.1,

nós não enfatizamos suficientemente este ponto. Uma excelente apresentação desta idéia pode ser
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[61] Uma breve, mas excelente, discussão deste exemplo pode ser encontrada em: DITTRICH, Walter &

REUTER, Martin. Effective lagrangians in quantum electrodynamics (Lecture Notes in Physics,

v. 220). Berlin: Springer, 1985 [em particular, pp. 16-17].



132 REFERÊNCIAS
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equilı́brio térmico: BERGES, Jürgen. Introduction to nonequilibrium quantum field theory. AIP

Conference Proceedings, v. 739, pp. 3-62, 2004.

[77] Dois estudos recentes sobre o tema são: CASTORINA, Paolo & ZAPPALÀ, Dario. Nonuniform
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