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ABSTRACT: The Green functions of the Klein-Gordon equation and other fune-
"tions related to the Green functions, like the fundamental solution defined
according to Hadamard’s general method and the Riesz method of integra-
‘that which correspond to the meson mass are discussed, and the consi-
dered as Green functions for complex mtegratxon

The solutions which deseribe the meson field with frecuencies below
that which correspond to the .meson massare discussed, and the consi-
deration of these solutions allow- to describe satisfactorily the transition
from a general meson field to a static one. This transition presents some
new features in the case when the rest mass of the field quanta is not zero.

Finally, the behaviour of the Green functions of the retarded and advan-
ced fields in relation to the value of the variable in regard to the light
cone is discussed.
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1. — Introduccidn.

En la mecdnica cuédntica relativista, la relacion entre la
energia y el impulso de una particula libre

E2 =2 (p? +-m?2 o2), (1)
donde

> )
p =trivector de impulso

m =masa en reposo de la particula, (2)

E:energia de la particula . J

~se expresa mediante la ecuacion de Klein-Gordon
'_(D +x2) b =0. (3)
(7 es el D’Alembertiano

) ; ()2 )
—-d1 d=—-—— —0,1,2,3); 4
vera drtox, ( O’. ‘ ) _ )

02
ot?

1
Dzzg

¥ una componente del tensor de onda o del espinor, y

2nme

(5
- 5)

X:

La ecuacion de Klein-Gordon es similar a la asi llamada
«ecuacion de las ondas amortiguadas» .

(00— k2) b=0, (6)

que fué analizada por muchos matematicos (ver Hadamard (1),
Courant-Hilbert (2)). Los resultados de la teoria de la ecuacion
~ (6), pueden ser aplicados a la ecuacion de Klein-Gordon, supo-
niendo imaginaria la constante de amortiguamiento k. La ecua-
cion de Klein-Gordon fué también investigada. directamente por
-Bhabha (3), Stiickelberg (4) y Schrodinger (5). Muchas de las pro-
" piedades de la ecuacion de Klein-Gordon, estan . contenidas im-
plicitamente en las numerosas investigaciones referentes a la ecua-
cion de Dirac para particulas libres. Asi, por ejemplo, puede
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ser obtenida mmediatamente una funcion de Green para la ecua-
cion de Klein-Gordon, del espinor de Green de las ecuaciones
de Dirac, dadas por Schonberg (¢). |

Bhabha (3) dedujo las funciones de Green para las solucio-
nes retardada y avanzada de la ecuacion inhomogénea de” Klein-
Gordon. La funcion de Green oblenida por Schénberg (6) corres-
ponde a las soluciones semi-retardada semi-avanzada de la ecua-
cion de klein-Gordon. 'Veremos que es posible deducir las
funciones de Green dadas por Bhabha, do la funcion de Gresn
dada por Schonberg,

En este trabajo examinaremos las funciones de Green de la
ecuacion de Klein-Gordon, correspondicntes a varias clases de
soluciones; y otros tipos de funciones que estin relacionadas
con las funciones de Green, tales como la solucion fundamental
definida de acuerdo al método gencral de Hadamard y la fun-
. cion- que aparece en el método de integracion de Riesz (7). Se
examinan las relaciones entre las funciones de Green y las dife-
rentes funciones mencionadas, v se demuestra que algunas de
ellas pueden ser consideradas como funciones de Green en el
dominio de la integracién compleja.

Se discuten las soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon
que describen el campo mesonico creado por densidades de nu-
cleones que vibran con frecuencias inferiores a la que correspon-
de a la masa del meson. Estas soluciones ya fueron consideradas
‘por Schridinger (°), pero la comparacion que hace de las fuer-
zas nucleares y las fuerzas de Coulomb, no esti compietamente
justificada y no conduce a una interpretacion salisfactoria de
aquellas soluciones. Las vibraciones de una distribuciéon nucleo-
nica, con frecuencias menores que la correspondiente a la masa en
reposo del mesoén, son muy interesantes porque estin relacio-
nadas con la teoria de los vsobaros de los nucleones. Lla-
mamos a estas frecuencia, frecuencias isobdricas y a las vi-
braciones correspondientes, vibraciones isobdricas. La conidera-
cion de las vibraciones isobdricas nos permite describir satisfacto-
riamente la transicion de un campo mesoOnico general a uno esta-
tico; esta transicion presenta algunos aspectos nucvos en el caso
en el cual la masa en reposo del cuanto de campo no es caro.

Cuando se considera la ecuacién de Klein-Gordon referida
a un campo de ondas de electrones, es conveniente examinar la
_parte que desempeiian las ondas de energia positiva y negativa.
Este punto de vista conduce a la consideracion de dos funciones
que indicaremos con D(+) y D-). Estas funciones estin rela-
cionadas con la bien conocida funcion D, que es tan importan-
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te en la teoria de las reglas de conmutacion relativistas; y esta

también estrechamente relacionada con la funcion de Green de la
ecuacion de Klein-Gordon. Por combinacion lineal de las fun-
ciones D() v D), obtenemos olra funcion D,, bien conocida,

~que estd relacionada con la solucion fundamental de la ecuacion

de Klein-Gordon V. Tanto V como Dy, pueden ser usados para
deducir las soluciones avanzadas y retardadas de la ecuacion de
Klein-Gordon; basta tratar el tiempo como una variable com-

- pleja. Demostraremos que es posible obtener estas formas de

la solucion partiendo de Ia ecuacién diferencial de derivadas par-
ciales eliptica ‘

3 92
50(0%2_)(2)‘:’:—4“‘" ‘ (7)

La consideraciéon de las ondas con energia positiva y nega-
tiva es también importante en la teoria del campo mesonico. Pau-
li (8) extendio el método de Dirac de la cuantizacion del campo
con fotones negativos, a los campos mesonicos. Schonberg (9) de-
mosiro que los fotdnes con energia negativa que fueran mtrodu-
cidos por Dirac, pueden ser obtenidos sin ningin método espe-
cial de cuantizacion, teniendo presente que el campo de radiacion
de un sistema de particulas eléctricas contiene ondas retar-
dadas y avanzadas, que dan origen a folones positivos y nega-
tivos, respectivamente. Las mismas consideraciones pueden ser
extendidas al campo mesonico, como se demostrari en olra
parte. El anélisis de las funciones D™ y D) indica inmediata-
mente que el campo de radiacion contiene ondas .con energias
positiva y negativa.

Las rela(:lones entre las funciones de Green y los campos
creados por.fuentes puntuales, se examinarin en la scceion 18;
se demuestra alli que es equivalente conocer la funcion de Green
para un tipo dado de solucion o la solucion de.este tipo creado
por una fuente puntual en movimiento. En el caso de un campo
estatico, no hay diferencia entre la funcion de Green y el campo
de una fuente puntual, pero esto no sigue siendo cierto en el caso
dindmico general. Es intercsante hacer nolar que las funciones
de Green dinamicas son funciones simbolicas, pero las soluciones
correspondientes a fuentes puntuales son funciones comunes.

Las funciones de Green de los campos retardados y avan-
zados G, (z,2') y G (z,2'), desaparecen cuando el punto de
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universo (z’) esta fuera del cono de luz ds (x); hav otras fun-
ciones de Green que no desaparecen en este caso. Hay tambicn
una funcion de Green que desaparece cuando (z’) esti dentro
del cono de luz de (x); esta funcion de Green permite formar
soluciones que describen acciones con velocidad de propagacin
mayor que c¢. Llamaremos funciones de Green externas a las
funciones de Green que no desaparecen cuando (') estia fuera
del cono de luz de (x). Serdn estudiadas en las secciones 21
y 22. Es notable que las funciones de Green que desaparecen en
el interior del cono de luz, no son las més simples.

En la definicion usual de la solucion fundamental, no es
necesario tratar por separado las ecuaciones diferenciales de deri-
vadas parciales eliptica e hiperbodlica, de segundo orden. Sin em-
. bargo es dudoso si esto es siempre conveniente. La funcion =D,
tiene todas las propledades esenclales de la solucion fundamental
~de Hadamard, y es una generalizacion méas adecuada de la so-
lucion fundamental de D’Alembert. Parece mas satisfactorio to-
mar nD; como la solucion fundamental de la ecuacion de Klein-
Gordon, en lugar de la funcion de Hadamard V(z,z"). Tal vez
el {nico inconveniente de esta eleccion seria la pérdida de la
relacmn con la solucion fundamental de la ecuacion eliptica (7).

2. — Relacion entre las funciones de Green de Bhabha y Sehin-

berg.

~

Dirac (19) introdujo en la teoria del positron una funcion
D(z), definida por las condiciones

(O+x2) D(z) =0 (8)
D(x):O para x,=0 (9)
000 (cv) 2m d(xy) o(xy) 8(w3) para zo=0. (10)

Se ve facilmente que

sen ke

D(x)——f exp. [i (K. 1)] AOdeK (1)
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ko= ]/’ N2 -2, (12)

Dirac di6 también una expresion de D(z) en funcion de
funciones de Bessel

; 19

1 , :
—Z—JO(X ]/:v92—r2) x>
F(r,zg)=14{ 0 S r>Xg>—r (14)

—5lo(xVali—r?)  —r>ag

{

Podemos obtener una expresion mas «condensada» de F(r, z,),
usando la funcién discontinua sgn(u)

+1 u>0

sgn(u) = (15)

—1 ‘l.z‘<0
F(r,z,) =% [sgn (zo+r) +sgn (zo—r)]Jo (x Vx2—r2). ~ (16)

Teniendo presente que

d . ’ r
g S (@) =23(u) | (17)
Jo(0)=1
o (18)
JIO(O) = - J1<O)
obtenemos
D(x) _ b(xo“r)_§(xo+r) N Sgn(xo—r)+sgll($0+r)

or - W ogre

Ji(x ¥ mg2—r2). (19)
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El método de Schoénberg (¢) conduce a la funcion de Green

G(x,x') =sgn(x,—a'y) D{(x—2'). ~(20)

Tenemos
(O+®) G, o) =é6'(xo_m'0) D(z—x') +

+4a(x0_—x'0')5%1)(x_x'). @
Teniendo -presente la identidad

¥(u—a) f(u) =¥(u—q) . f(a) — 5(u—a) f'(a) (22)

que es valida para cualquier funcién continua f(u) con derivada
continua, obtenemos de (21)

| - (23)
(D—l-.xz) G(z, o) =4nd(zg—a"g) 8(z,—7') & (Ty—’) o(x3—2'5). |

Por lo tanto G(z,z’) es una funcion de Green de la ecua-
ci6n de Klein-Gordon. , -

De (13) y (16) resulta que

G(z, ) =5 (o — 2} [z, — 2, ]) —

= 1 (P (z,— 7))

2+3911<{xo“&"0}‘* |-’*":;’ |) —sgn({zo—a'oH, l-; ":;’ )
31 (o) (z,—)

(24)

En el caso particular de masa en reposo nula del cuanta de
campo, x=0 y

G(z, o) =5 (fo,—aM}{z,— o ) =%z, ). (25)

Como d(z,z’) es la funcion de Green para las soluciones
semi-retardada semi-avanzada de la ecuacién inhomogénea de
D’Alembert, vemos que G(x,x’) es la funcion de Green para las
soluciones semi-retardada semi-avanzada de la ecuacion inhomo-
génea de Klein-Gordon. Esto se ve también en la expresién de

G(z,z’) derivada de (11) . |
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Las funciones de Green para las soluciones avanzada y re-
tardada son

o G(z,2) = Gz, )+ D(z—a'). - (28)
Go(z, a') = G(z,2') — D(z—a). (27)

Grei(z, @) desaparece salvo que el punto de universo ()
esté dentro o sobre el cono del pasado de (z); G, (z, ) desa-
parece salvo que (z’) esté dentro o sobre el cono del futuro de
(). Obtenemos de las ecuaciones (19) y (24) '

Greu(2, @) =1+ sgn (zg—a'y) (, 27) —

. 1+s.gn(xo-x’0~ lr—r')

xJ (x V(zh—gn T, —x',)). 29
2}/(2:“_33,“) (xu-x,u) 13 ( ) ( u)) ( )

Go(z, ') =[1— sgn (mo_$'o)] oz, z7) —

S
_ 1=sgn(zy—a/yt Ir—r'))
2¥(ab—a®) (z,—,)

@ —o9) (ora)). (30)

Eslas son las funciones de Green obtenidas por Bhabha.
Gre: y G,y pueden ser expresadas como integrales

Fd
> >

. @ .
. 1 .
' Gret(x’ .’I:') = :1;5'[ exp [l (K . r—'r’)]

sen leg|@y—a’y|4-sen Fo(To—2'y) d, E (31)
ko |

> >

1
Go(z, ) :E?f exp [{ (K.r—r)]
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sen kolxo—x’ol-—sen Ifo<w0—~x’0) J [_{) (32)
R 3 %

ke,
3. —El campo de radiacion del meson.

- De las definiciones de G, y G, resulta que

Ge,0) =% [Ge(@2) +Culw.®)] ~  (39)

NI)—*' N‘H

D(z—') = [Gre (2.2) — Gl 7). (34)

Consideremos un campo mesonico pseudoescalar creado por
una distribucion nuclednica. El campo ¢ del mesén esta deter-
minado por una ecuacion de la siguiente forma

(O %2) b =4np, (35)

donde p esta definido por la distribucion nuclebnica. Las canti- .
dades Wy Y iryt

+= .
tbh-g(:c)’::f G(m,m’)p(w‘)cﬁm' . (36)

“+ 0
@)= [ Dle—a)p() 4, D

— L

-

son respectivamente analogos a los polenciales ligado e irradiado
mtroducidos por Leite Lopes y Schonberg (11) en la teoria del
electron. Las llamaremos campos meson1Ccos ligado e irradiado.
¥ji; es una solucion de la ecuacién (35) y ¥, una solucion de
la ecuacion homogénea de Klein-Gordon:

(03 + %®) by =4p | (38)
(T +#2) i =0. o (39)

Consideremos las integrales de Fourier que representan
sen k| xy| y senkyxg,
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o . ~+»o ’
- ko [ _in.  dK
senlo|zof= - f T K (40)
. " :l..;o
sen k, a:oz—;——j e~ Hom g (lrg—Kq) —d(kog+K,) ] dK,. (41)

Introduciendo estas expresiones en las integrales que repre-
sentan G(z,z’) y D(z,z'), obtenemos

d,K

.2 J 2

i | |
: 1 ‘
G(x, x) =4—n—3—f exp [—iKF (z,—z")] (42)

- ()

+%
] 0 { — () —0 Yot I'
D(.’E—JJ’) :8_7:5_ exp [___ i[(“ (xu__x,'u)] (I 0 [ 0) l (I o \0) (14 1&’.
. tO

—0

Las expresiones hajo el signo integral en el miembro de-
recho de la ecuacion (43) se anulan, salvo que

Ry=L| K22 - (44)

Pero esta es precisamente la condicion a que debe satisfacer

h

K, para que o ¢ Ky sea la energia de un mesén con impulso
T

> -

2?[{ (K cs el trivector con componentes K1, K2, K3).

Con ayuda de (42) y (43) podemos obtener las ‘integrales
de Fourier para Gy ¥ Bip :

o
. - ~ d K _
‘Piiy(l’»):f exl’[—lﬁ“%]v(l\)m (45)
. | (46)
] o O(kg—K))—5(ko+ K
bonlz) = [ explifnz]ork) et Dl
0 .
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cp(If) es la transformada de Fourier de p(x)

4o
. 1 . ’ B '
- p(K) =1 / exp [i KPa’ Jp(x) . d, o (47)

—_on .

Las ecuaciones (45) y (46) -muestran claramente las di-
ferencias esenciales entre los campos mesonicos ligado e irra-
diado; las frecuencias y los numeros de onda de las ondas pla-
‘nas que aparecen en el desarrollo de Fourier de ¥, estan corre-
lacionados, mientras que no existe una tal correlacién para las

frecuencias y los nimeros de onda de las ondas del campo
ligado.

ReSuita de (44) (iue

/ |Ko|=x- (48)
- Por lo tanto:
" «En el desarrollo de Fourier del campo de radiacion no
hay ondas con frecuencias isobaricas».
Llamaremos frecuencias isobaricas aquellas que correspon-
den a energias con valor absoluto menor que la masa en reposo
del cuanto de campo

h ' (49).

657:}1('0[<mc2

| Ko|<x- (50)

4. — Andlisis de Fourier de las soluciones de la ecuacion de
Klein-Gordon.

Consideremos las soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon
de forma

>

th=e "5 u(ir) ' (51)

en la cual u depende solamente de las coordenadas espaciales
Ty, Ty, T3. u es una solucion de la. ecuacion
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-

Au+ (Ky? —y2) u=0. (52)

St K, no corresponde a una frecuencia isobarica, la ecua-
cion (52) es la bien conocida ecuacion de oscilacion (Schwin-

. gungsgleichung) ‘ -
AutK2u=0 (K2=Kz2—y2). - (59)

Cuando K, corresponde a una frecuencia isobarica, oblene-
mos, en lugar de (53), la ecuacion estitica de Yukawa

Au——.K2u:O,

—K,?). (54)

Ahora podemos entender por qué las ondas con frecuen-
cias isobaricas no aparecen en la expresion del campo de radia-
cion: estas ondas estin relacionadas con el campo estilico y per-

tenecen al campo llfrado, que es la generahzacmn relativista del
campo estatico.

La ecuacion (53) admite las dos soluciones eclementales

s

, etkr Fe-in' ! o
Vi=— Vi= — (55)
C AWV RV = —dnd(xy) 5(wy) (z), (56)

que son ambas oscilatorias y tienden hacia cero en el infinilo.
Por medio de V, y V, formamos las funciones V) y V(=)

1 cos kr ‘ | -

4 +): —(V /o = 5‘)

V( 5 (VitVe) - / (67
. 1 ., sen kr '

Vo= — (V,—Vy) = ——-. (58)

2L - r

V({*) es también una solucion elemental de (53), es decir,
una soluciéon de (56); V(=) es finita en el origen. Necesilaremos
a V) para formar G(z, x) y V=) para formar D(z—a').
La solucién elemental de (54) que corresponde a V, y v,
SOI Wy Y W,

—Ir Rr
e

u)1 = ' Wy — ——— A (59)




CBPF-DH-002 /87 -12-

Mo+ KB w=—dn(a) b(e) 8(z;). . (60)

‘w,; tiende hacla cero en el infinito, pero w, diverge en .el
infinito. Por esto es inutil considerar las funciones w) y w—)

W) = -15 (w,4ws) ' (61)
= (), (62)

’

ya que ambas divergen en el infinito. Podemos pues obtener
una solucion elemental w; de (54), que tiende hacia cero en el
infinito, pero no una solucién similar a V=) que estd limitada
en el infinito. Esto es en esencia la razén matematica para ex-
cluir las frecuencias isobaricas del campo “de radiacion, como
veremos. '
_ Consideremos la ecuacion (35). Para obtener la solucion
relardada representemos p(x) por la integral de Fourier

o N :
() = f o (2, Ko) e dK,, o (83)

y b, (z) por la integral de Fourier

4o

| - —iRNyrg -
(@) = f oKy AR, (6

—_—

: >
La funcién @, (z,K,) es una solucion de la ecuacion

(A+K2) @ (2, K o) = — 470 (x, Ky) | K= x (65)
K2=K 2 —x? (65a)

o de la ecuacion

-3 -
(A—K2) ¢, (w, K o) = — dno(x. Ko); | Ko|<% (66)

K2 =2 — K2 66a)
0 /
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| - Por razones obvias debemos usar la solucién elemental w;
para resolver (66), de manera que

K<y -~ (67)

cp,e,(x Ko) fc(a: K0

= (a—2)2. _ . (68)

Para obtener la solucion retardada de (35) debemos usar
la solucion elemental V, para valores positivos de Ky y V, para
- valores negativos

L
>

)= [ oK) T 4T Koz (69a)
-> Pl —iKT >

bam )= [ o Ky T dys Kos—x (690)

-— 0

porque la solucién retardada estd formada por ondas emer-
gentes.

En forma similar podemos obtener la solucion avanzada de
(85) considerando su integral de Fourier

-+
bor= | Pl ) € (70)

-—

-
La ¢, (z, K,) de una frecuencia 1sobdrica es

o +,°
> —K)
ol ) = [ 0@ KT 0T (Kol (1)

-y

El mismo razonamiento que nos condujo a (67) y (69) nos
da ahora
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4o _ - ’
-> > —iKr ->
Pl o) = [0 )b Koz (720)
= _
> > ‘ e—ikr -
. @, Ky) = [c(x’, K)——d;o° Ky<—y. (72h)
. - |

—cq

Se ve de (67) y (71) que las frecuencias isobdricas dan
la misma contribucién al campo retardado como al avanzado,

ya que
Pre:(®: Ko) = (@1 Ko) [ Kol<x. (73)

Esto es una consecuencia de la necesidad de usar la solu-
cion elemental w; para obtener la contribucién de las frecuen-
cias isobaricas tanto en el campo avanzado como en el retar-
dado. Por lo tanto tenemos

+»

. _-) ‘ .
bir®) = | (. Ko) €= A (74)
- | N r
(Pirr(m’ [{0> =0 IKOI< X ) (75&) _
- i > sen Kr 7
il ) =i | 0@ 1) s Kozx (78b)
r
- te > Kr =
Pinr(2, Ko):—ij o(2, Ky) —dya';  Ko=—v.  (75¢)
r

-0

Para los potenciales ligados obtenemos
+»
> — K>, e e\

—_—0

i) (2, Ko) = 9,0.(2, Ko) =9u(z, Ko) - [Ko|l<x . (T62)
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- . too . K” i
. , cosKr =
_CPIiJ(“”I‘o):,J G(x:Ko)Tdaaf Koz x. (76b)

-—20

o '
t

Schrédinger (5) observé que la divisién en dos partes del
campo del mesén creado por una distribucidén nuclebnica, una
de las cuales corresponderia a una masa en reposo nula del
cuanto de campo y la otra que se anula cuando ¥ =0, no tiene
sentido fisico, porque no separa las acciones a corto alcance de
las de largo alcance. Una divisién tal se obtiene de las expre-
siones (29) y (30) de las funciones de Green para los campos
retardados, y de la expresion (19) de D(z). La férmula (19)
no indica en forma explicita que realmente no hay .una parte
correspondiente a acciones de corto alcance en el campo _de
radiacion, como resulta de la ecuacion (76a) (véase seccion 7).

Un caso muy importante es aquél en el cual

>
o(x, Kg) =0 para |K,|=7. . (77)

Este caso incluye como otro particular el campo estdtico
que correésponde a

o(z, Ky) =o(x) . 5(K,). (78)
Resulta de (77) que
Prig(€, Ko) = @, (2, Ko) = Pav(T, Ko) =
~+

> 3_1{7 ->
:I o(z’, K,) = ds ' (79)

_—x

"blf.?(x) =V, ((D) = lbm)(:l,') =
el | . R
I o(z’, Ky) exp. [—iKgzg— 1 x2 — K2 F] = dK,d; ' (80)

-—0c0

lbirr(:l’o =0. (81)

Cuando
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T @Ky =o(z) 5 (Ko— -’5) | B C>)
. -
R
(@)= | (@ S )

- —_—0

.'v 2 '
X’:‘/)@—-E—. \ ’ (84)

La ecuacion (83) contiene como caso parlicular la ekpre-
sion de Yukawa de los éampos estaticos. Conduce a una con-~
clusién interesante: :

«El alcance del campo estatico debldo a un 1sobar0 exci-
tado aumenta con la excitacion del isobaro».

En realidad el alcance del campo es (x')71, y la excita-

h
cion del isObaro es —o.
T[

5. — Apliquemos las formulas (67)- (69) y (71) y (72) al
caso en el cual

p(z) =d(zy—a"y) O(xy—2'y) O(zy—'s) 5(:63—3;'3). (85)
Ahora
o(z, Ky) = 2i e'® 0 d(z—a',) d(xy—a'y) d(x3—1'3) (86)
7T .

-> ->
(Prél(x’ KO) = (Pav(x’ Kn) —

—l—exp [iKoa'o—Tx2—Kg?r], |Ko|<x (87)

onr

> - 1

, 1 o _
@rer(T, Ko) = 5o &P [i(Koa'o+i VK2 —x27] |
Ko=x (88)

- 1 ‘ ’ ' -
fPav(w, Ky = o OXP [i(Kox'o— 1 VK2 —x2T]
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->

) - 1 . . N ] - -
(Prel(w’ KO) == 'é;‘-;exp [_lKo T'o—1 TKy)y?—x2 r}

S 1 ) ) ' [ ——
Pan(@ Ko) = 5—exp (Ko o'y +i VKo —x2 7]

~ Las funciones de Green de la ecuacion de Klein-Gordon son
las soluciones de (35) con

() = d(g—it’s) 3(2y—'y) B(4—a's) O(zy—s).

Por lo tanto las partes de las funciones de Green G(r,’),
Gz, o) y Gav(x z’) que provienen -de las frecuencias isobd-
. ricas son las mismas; designaremos estas partes con Gz, z'):

1
1 — .
”(:c r)= ————j‘ exp [— iKy(zg—a'g) — Vy2 — K?r] dK =
27r
-1
(90)
ptd
1109 , , e dK,
——‘\—“27;75; J- exp [— lKo(x(,-—x 0) — lx2 —_— I(O“ 7] “‘_;‘.‘:—:.”‘[-;—-0::

X

Las partes de G(x,2'), G, (x,2') y G, (x,') que provic-
nen de(las frecuencias no isobaras-las designaremos con 1'(x, z').
ez, ) y gz, '), respectivamente.

Al 1 a1
[(z,2) =5 (Tra(e, ) + Lo(z. )] (91)
1t
Loz, x ) = 2—"(;] exp [—iKy(zg—a'y) — iV K2 —y2r] dly -
TR [—iKy(zg—a'y) +i VK2 —y2r] dK (92)
5 xp o\ TLo 0 0 X 0 92
; .

1 - , e S
Iz, o) = é;] exp [—iK(zy—a'g) + 1 VK2 —x2r] dK, +

—_—r
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+2q J exp [—z[(o(cco——w o) —LVK 2r] dK,. (93)
L
Evidentemente tenemos
Loz, o) =
3 4K,
. =—l—iij"' exp [—iKo(2o—a") + iV Ko® —%°T ]_-,1-:——_'“
oni r or | T VK 22
X .
+1
; : S dK,
— J exp [—iKo(xg—a') — i VK2 —%2r] ’W_—— (94)
Loz, 2')=

1o o dK
_———,._Z)—;{J e‘P[_‘K0<wo—'w°)_”Kd_xerV_T{:——o‘_‘:—O_X_;

B ¢
"J exp [—iKo(zg—a'o) +1 VK2 —¥27]

-— 0

. rlK 1
VK 2—y2 | .

(95)

La division de las funciones de Green en partes provenientes
de las frecuencias isobaras y no isobaras no es relalivisticamentd
invariante, pero es muy convenienle para muchos fines, como
veremos. Los desarrollos de Fourier de las funciones de Green
nos permile computarlas facilmente. Asi, por ejemplo, calcule-
mos G, (z,x’) para valores posilivos de s2

s2= (at — 2'¥) (z, — @',) = (Tg—y)2 — r*. (96)

Podemos elegir el sistema de referencia de Lorentz de tal
manera que

- ~ ’ o p—
r :O, 52: (-’L‘O—w’o)“- (9‘)
Como G,, (z,2') es invariante, puede depender solamente

de s? y del signo de (zy—=z'y). porque suponemos que s*:>0.
Por lo tanto, si fijamos el signo de la diferencia (x,—x'),
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G, (z, ') serd una funcién de la variable s, de manera que ob-

tenemos de (90) y (94) o

rel(x T ) jumtd —;--(—1—8- r'e[‘(s) P (98)
| = x dK
: — 0
lret(s) = 'é— J' exp [ K (-’Eo—x ) —_ }X“ —_ K r] ?::;I—(—';(—):é -
—x ‘
i ] ’ N VR dK
+§t~ I exp [‘""‘lKo(.’EO—x 0) 41 ‘KO" — X()E')' r] VKO?__«)XE _
1 .
o dK,

EEJ exp [— iKo(zo—'y) — i VKe® — Xog] VK 2—y2 - (99)

— 0

En el sistema de referencia especificado por (97), I.(s) es

dK,
12—K 2

L
L
Irel(s) = 2—7! J’ exp [— 'Ko(xo—x o)]

ir dK
+——-J exp [— (K (zo—7)] ——e —
T on pl o(Zo—') ] VK ey

x

—

‘ gt o dK, |
on j exp [— il o(xg—2"y)] *—'—V}{—O?—:;é . (100?

. -0

Cambiemos las variables en las integrales del miembro de-
recho de la ecuacion (100). Poniendo

Ky=xz. ~ (101)
en estas integrales obtenemos
+1
f K dK, j = . dz
exp [—iKo(Tg—' o) | === | exp[—0(x0—%'0)2] 5757
Yp [ l 0( 0 0>]‘/X2——I(02 1 ‘(!_ Y( '0 0 } 1——-22
—x - .

=7 J, (X(zo—70)) | | (102)
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o ok, [ L dz
—iK —_ 0 — j 3 ! e
XI eXP[ l 0(370 x 0)];/"[{02—__)? - ) exp [ lX(-'L‘o T o)Z] V22—1
[ in ? : |
—5 H,(2) (x(wo—m’o)) para To— 23>0
=1 . - (103)
in
. Y HW) (x(zg—'y)) para zp—a'4<0
r . DN
exp [—iK(zy— O)LM-— ] exp [*lX(wo—x 0)?] Vo1

‘ ( . e — |
T Ho (x(@0—))  para 2, >0 |
=1 . : B (104)
- ’2"H0(2) (X(Fco‘.-'”'o)) para zy— 'y <0.

\

- HWy H o(2) son funciones de Hankel de orden cero. Por
lo tanto

ree(*) =+ Jo (X(®o—7'0)) - [H v (Y(xo—fv’ o)) +
FHO) (1(g—5/0))] = (1(@0—2/y)) TR 9, (eso
' (105)

De donde -

X
Gre(z,2)=——=J;(x5), T>a'y, $2>0

s (106)
G (z, @) =0 Lo <oy, $2>0

Cuando s2 es negativo elegimos un sistema de referencia
en el cual '

Ty—xy=0, s=ir. (107)

En este sistema de referencia
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o 7 |
-1 dK
I =-—J ) V 2 K2 2
) =g | Pl W= Kl t
i 7 dK
+_f VK2 —y2) o _
3 o / exp LL}’ o2 —X2r] TEEY
T dK,
- — 2 __ 2] 0
o J exp [—i VK, ,(2' r] el (108),

Ahora no es mas necesario fijar el signo de z —2'y, por-
que no es mas invariante. Introduciendo la variable z de la ccua- -
cion (101) obtenemos

+X : +1
[ — dK, :
exp[— V2 —Ky2r]- =J exp [—x V1—22; r]- (109)
=N Vye—K 2 5o V1—z2 )
T — _dK, [ — . dz
exp[iVK,2—x2r =J exp [1y Veom17] ——= 110
) pl ]W—K i pl oy (110
— S \
| di iz
Je\p [—iVK2—y2r ]1E—_O_X_2 J exp [— l)(}/x——l r]r;__I (111)
20 0 —x o

Resulta de (109), (110).y (111) que Ire (s) puede ser ex-

presado como una integral compleja

, s2<0. (112)

1 o dz
Irez(8)=§;I exp [——xrl/ 1—z2] -

i b1—2z2
L es el camino de integracion representado en la figura 1.
Se ve ficilmente que la integral compleja (112) se anula
I (x,2)=0, s2<0. (113)

La funcion de Green G, (z,z’) puede ser estimada en la
misma manera que G, (2, z’), introduciendo la integral I,y(z, z")
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Co1d, |
Ganl@: ') = g Lanl0) (114)
L s ' K
| ' dl
1 _—___j P e e O
év(s) on _xetP[ iKo(x iL‘.-o) -Y¢— K, r]m_!_
{ . ’ R |
+o—| epl- llx?(.mo—x 0) +i VK2 —er] VEZ% _
& - iK i dK
_-2_7;. exp [— iKo(g—2'p) — { }mr] ”{_0___2___%(__5' (115)
x .
— &/ &

Fig./z .

Se ve inmediatamente, comparando (115) y (99) que

Gz, 2') =0, Ty >y, $2>0
. (116)
Gz, 7)) =— ” Ji(xs), xy<xy, $2>0 '
Iav(s>:[re.'(s) =0, 52 0. (117)
Por lo tanto -
G,, (2, 2') = Gplz, &) =0, 52<0. (118)

" Resulta de (108), (116) y (118) que’
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’ G(m, x’):-;—\—z)(—le (xs)\, | s£>0 (119)

G(z,2)=0,  s2<0. (120)

Como las frecuencias isobaras dan la misma contribucion a
- Gre y G,y tenemos

D(a—w)= —;— [Fyei(z, @) —p(z, 7). (121)

Y por lo tanto, la diferencia entre I',,, y I',y, es invariante.

Ahora debemos investigar el comportamiento de las funcio-
nes de Green cuando (') estd sobre el cono de luz del punto (z).
Esto se puede hacer facilmente investigando el comportamiento
de I,,(s) e [,(s) sobre este copo de luz. I,,,(s) tiene una
discontinuidad simple sobre el semicono del pasado e I,,(s) tie-
ne una discontinuidad similar sobre el semicono del futuro. Por
lo tanto ’

1

. 6:1,’——1:’ —r ; N
Grgq (2, @) = (0 -r.o )—-—E-Jl(xs), s2=0, a:0>x'p (122)

Gz, ') =0, ' x(; —a'y<r. (123)
y .
, Gav(m, T') =

O(xp—z' ' '
(% io‘*"') —%}]1(X3), $2<0, zo<a, (124)

Gz, ) =0, 7 zg—x'g<F. (125)
Asi hemos obtenido todos los resultados de- la seccion 2
por medio de los desarrollos de Fourier.
6. — Gy (x,2') es una solucién de la ecuacién
sen ¥ (x,—’y)

O+ x2) Giy(=, ) =4 | '

Ty—T'y
_ d(xy—2'y) B(Iw,_,-—:z:’g) d(xg—a'y). (126)
Esto resulta del hecho que la parte de '
An d(2o—2'y)d(xy—7'y) d(Ty~a's) d(a3—'5)

que proviene de las frecuen-iis iobaras es la canlidad que esta
en el miembro derecho de (126), ya que
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1 ’ '
d(xg, :c'o):——z—;—j exp [—iK (x—a"g) ] dK,. (127)
‘La funcién b;(x)
. —Lm ’
bu()= | Gue,) o) duw ~ (29)
es una solucion de la écuacion
O+ bz ) =dnp(e) (129)
- . 1 —nsenx(xo—:v’o) ' ,
= — s L1y T, 'dx’ . (1
p(z) n [ — p (2o Ly Lo x3) d’q \ 30)

—0

p(x) se obtiene de p(x) por una especie de promedio en el
2n

tiempo en un intervalo aproximadamente igual a —: Llamaremos
. - cx

distribuciones nucleénicas cuasiestiticas a aquellas cuyos desa-

rrollos de Fourier conticnen solamente frecuencias isobaras. Pa-

" ra estas distribuciones

() =0a(z) =0 (T), (131)

La ecuacion (131) muestra que G (z.z’) puede ser consi-
derada como una funcién de Green para los campos creados
- por distribuciones cuasiestaticas.

7. — Alcance y velocidad de propagacion de las acciones.

Las singularidades de las funciones de Green sobre el cono
de luz del punto (x) son muy importantes. porque dan origen
a acciones con velocidad de propagacion igual a c. Efectivamente,
obtenemos de (122) y (123) la formula de Stiickelberg (*) 'y
Bhabha (3) . .
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foo -
: 4
dsx

‘brel(x) .: J [P(x’)](;'o—’o—;T) ,_ —

—

%y o
] et [ o) PUEET g 1

V(wo—fv 0)?—r?

Ee) —_n ¢

La existencia de acciones con velocidad de propagacién igual
a ¢ en un campo cuyo cuanto tiene una masa en reposo finita
~es muy notable. Estas acciones estan representadas por la pri-
mera integral del miembro derecho de (138), la segunda integral
no depende de los valores de p(x’) sobre el cono de luz, que es una. -
variedad tridimensional. Las acciones que provienen de la” pri-
mera integral de (133) son de largo alcance, ya que son de la
misma forma que las acciones retardadas en un campo con cuan-
to de masa cero. Schrodmger( ) ha criticado la separacion de
las dos clses de acciones dadas por (133), que no muestran
claramente el efecto del alcance. La férmula de Schrodinger

x xg—2’p

.tb,,c,(x'):[d.z_:’oj ()rJ; [ro(z)] .1(170-93 0)2 '—r?? d0 (134) |

—0

(dQ es el dngulo solido elemental referido al punto (x))
no presenta el mismo inconvenients. (184) resulta inmediata-

mente de (13) y (20). Tenemos

| 190 - ’ SR
G(z, &) = —sgn (¢'y — 2) — o F(rzy =) (135)

de donde

) 140 _ , .
Grc((x: x’) = [1+Sgll (.’L‘O -—-.’l)'(,>] ;—' 5‘; I (I‘, Ty—T 0) (136)

1o, _ , ' o=
Gl o) =—[— 1+ sgn (z'y—x,) ] o I (t,zy—x'y). | (137)
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Teniendo preéente (186) obtenemos
. "I"‘” “, ‘ S
bra(5) = | 0(&) Gra (.2 dy? =

-0

% . © ’
_— I dz’, J r dr[ p(qv’).ao;F (r, xy—a'y) d(). (13%)

—_n 0 ,

(134) resulta de-(188) por integracion parcial de la integral
del miembro derecho con respeclo a r. De (137) obtencmos una
expresion de ¥,,(x) similar a la (134).

%0'—x9

bao(o) = [ty [ [ 516010 (o mma)r— ) d. (139)

x

En el caso dindmico, los efectos del alcance no son tan ni-
‘tidos como en el caso estilico o en el de una vibracién isobarica
de densidad p(z). Hemos visto en la seccion 4 que las vibra-
ciones con ky mayor que Y generan campos que no presenlan
“efecto de alcance, pero todas las vibraciones isobaras con fej>>0
generan campos con alcances mayores que el alcance estalico
X! y que tienden hacia ® cuando Ky tiende a x. Es fisicamente
evidente que no hay efecto de alcance para el campo total cuando
hay emision de ondas mesdnicas: Para obtener un flujo sa-
liente de energia las cantidades del campo mesénico que corres-
ponden a las intensidades del campo electromagnético, deben va-
riar como r~—1 en el infinito, siendo r la distancia del punto don-
de se calcula el campd a un punto fijo en el interior de la
distribucion nuclednica (suponemos que la distribucion nucled-
nica tiene una extension espacml flmta) Las formulas (69) y

(72) muestran que cp,e,(a: K,y cpa,,(w K,) varian realmente co-
mo r~1 en el infinito.

Es interesante hacer notar que las frecuencias no isobaras
también pueden contribuir a la existencia de efectos de alcance.
Esto se ve facilmente si consideramos un punto fuénte que estd
en reposo en un sistema de referencia de Lorentz. En cualquier
otro sistema de referencia del mismo tipo, el punto fuenle se
‘mueve con movimiento rectilineo y uniforme y la correspondien-

-
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te densidad puede tomarse proporcidnal a d (x,—V %), siendo V
una constante, por una conveniente eleccion del sistema de coor-
denadas . espacial. El desarrollo de Fourier de p(z) en este sis-
tema de referencia de Lorentz, no contiene frecuencias isobaras,
"como resulta del desarrollo de Kourier de la funcion & de Di-
rac (véase ecuacion (127)). Asi tenemos un campo con ecfectos
de alcance que no contienc frecuencias isobaras.

8. — Ondas con energias positiva y negativa. -

Consideremos las® dos funciones

R B " >
YRR, g dsK :
D(~)(x)_Z;§J exp [1(1{,‘r)—ll\0x0] I - (140)
A . > > >
\ D-)(z )—4—;—5] exp [i(K,r) + ilfomo]%-i-[—(— (141)
. 0

—_—

D(x) puede ser expresado en términos de D(H)(z) y D=)(z):

D(s) = 5 [D9(@) ~ D(z)}. (112)

Las funciones D*)(x) son soluciones de la ecuaciin de
Klein-Gordon

(OO +x2) D('i) (z) =0, | (143)

como se puede ver fAcilmente si tenemos presenta (140) y (141).
D (z) puede ser caraclerizada como la solucion de (14 ) que
satisface las condiciones iniciales

~+» >
) i [ >+ ;K 10 o
[D%(@) )= j exp [i(K,r)] ;io =5 B (ixr)  (149)

42,

-
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—.L«{

iDHﬂ(x)} =+ J egp[i(i?)]dj:izﬂa(?). (145)

Jx 0 (xy==0)

—30

Lasfunciones D'*(z) pueden ser expresadas mediante fun-
ciones de Hankel:

D& (z)=~— l——({f'(i) (r,zy) - (146)

roor
1 I
) H,@) ( Yx,2—r2) zo>r
. 1 : )
F(r,zg)= 7 -——2- H\W) (x Vad—r?) r>zp>—r (148)

1
--—Q—H(l)(x‘wo —r?) —r>ux,

\

1 ' —
- H0(1) (X l‘x02-—r2) To>r
1 .
FOXr,zg)= | =~ Ho® (Vo —r?) r>zg>=r- (147
| 1 ———
> 0, (x Yz2—r?) —r>ux,.

Por medio de D& (x) podemos formar otra solucion real
de la ecuacion de Klein-Gordon, que tiene gran importancia:

(@——ﬂ )(x) + D)(z)]. (149)

Esta funcion es bien conocida v aparece en la teoria del po-
sitron. |

D,(z) es la solucién de la ecuacion de Klein-Gordon deter-
minada por los valores iniciales
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’ . i o . : |
[Dl(“_’){](zo-m = 2o Hy(iyr) - . (150)
'[lD - =0 - (151)
dz, 1(e) }(xo-O),“ |

9. —Hasta ahora hemos considerado la ecuacién de Klein-
Gordon como referida a un campo de ondas mesonicas. Ahora
supondremos que la ecuacién de Klei-Gordon estd referida a
~un campo de ondas electrénicas, para investigar la contribucién
de las ondas con energias negativa y positiva.

- Las ecuaciones (140) vy (141) muestran que D)(z) esta

formada por la superposicion de ondas planas con energia po-
> > ‘

sitiva exp [i(K,r) —i ko xy] mientras que D=)(z) esta formada
por ‘la superposicién de ondas con energia. negativa |
' > > - :
exp [i(K,r) 4 ik, z,].

La funcién D(z) es una solucién de la ecuacién de Klein-
Gordon formada por la superposicion de ondas con energias de
ambos signos, como resulta de (142). D (z) estd también for-
mada por la superposicion de ondas con energias ncgativa y ,
positiva. :

Es notable que las funciones D (z—2’) no se anulan cuan-
‘do (z') estd afuera del cono de luz de (x), comp.se ve en las.
ecuaciones (146), (147) y (148). Por lo tanto las soluciones
de la ecuacién de Klein-Gordon representadas por D™ (z) con-
tienen acciones con velocidades de propagacion mayores de c.
Como D'*(z) son las tnicas soluciones invariantes de la ecua-
cion de Klein-Gordon que pueden ser formadas por super-
posicion de ondas planas con el mismo signo de la energia y
‘todas las longitudes de onda posibles, se ve que ies necesario
‘considerar soluciones de la ecuacidn de Klein-Gordon formadas
por la superposicion de ondas de ambas energias (negativa .y
positiva), para evitar acciones con velocidades de propagacion
mayores de c. : ’ .

De (140) y (141) obtenemos

L]

. 1 . - dK
D(I)(x) — é;,‘_] ei”‘o!n (elKr —e —AlKr) __I:‘i
0 ,
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' . K=VK2+K2+K;2 (153)
La ecuacion (152) da la descomposicion de D'*(zx) en

~ondas incidentes y emergentes, que corresponden a e~ y ¢*,

respectivamente. Es interesante observar que si aplicamos Ia
interpretacion usual a las ondas esféricas de D~)(z) tendria-
mos que considerar la onda emergente con energia negativa

1

' —exp [ikozy+ iKr] como. una onda incidente, porque los ra- -

~dios de las esferas cuyos puntos tienen la misma fase, decre-
cen cuando z, crece; la onda de energia negativa incidenle

1 : -
— exp [thoxo— iKr] aparece como una onda emergente, con la
r

mterpretacion usual.
Las etpresmnes de D(x—x)

D(z—z') :% ['Gr‘e.l(x, x') — Gav@, )], (1564)

1.
D(s—2) = [DW)(3—2) — DNa—a)], ~  (155)

que corresponden respectivamente desde los puntos de vista de
los campos de .ondas mesonicas y electronicas, corresponden
también a diferentes descomposiciones de los campos radiativos
en ondas emergentes e incidentes. Mientras en (154) estin las
ondas emergentes del campo retardado y las ondas incidentes
de los campos avanzados, en (155) hay dos clases de ondas
emergentes e incidentes originadas en las energias negativas y
positivas. La teoria de Dirac de los fotones de energia negati-
va. (12) puede ser considerada como una tentativa de introducir
una descomposicion del tipo (155) en el campo electromag-
nético. '

Las singularidades de D™’ (z—z’) en el cono de luz de (z),
no nos permiten obtener soluciones ¥*'(z) de la ecuaciéon ho-
mogénea de Klein-Gordon referida a una inhomogeneidad 4n
p(z) similar a ¥;,,.(x), y que contenga solamente ondas con ener-
gia negativa o positiva. En verdad, una tal solucion secria

0

v e) =] DO (o) ple) dy 7, (156)

—0
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pero la integral del miembro derecho de (156) no tiene signifi- _
cado debido a las singularidades de las funciones D'*(z—z') so- -
bre el cono de.luz de (z). Para poder dar un significado'a la
integral de (156) podemos usar integracion compleja patra la
variable z,, pero ain usando integracion compleja no podemos
definir soluciones del tipo ¥* formadas solamente por super-
- posicion de ondas de energia negativa y positiva.

10. — Las singularidades de D' (z) pueden ser convenicn-

temente analizadas por medio de las expresiones F(i)(r, T,), si-
milar a aquellas. de F'(r,z,) dadas en la seccion 2. Tenemos

1 -
F&)(r, z0) = 4 B+ sgn (o—r) ] Ho® (x Vap2—r2) —

1 - e
— (1 —sgn (2o—r) T Ho® (x Vag?—1%) =

1 L e 2 -
= sgn (2g=r) Jo (x Veg?—r?) — Vo (¢ Vg2 —r2). (157)

De manera anéloga obtenemos

«

F)r, z)) =— _12‘ sgn (zo+r) Jo (x Vwp2—r?) —

(158)

N

—-—;— No (x Vag2—r2).

De (157) y (158) obtenemos
F)(r, zg) = F4) (r, —xy). | (159)

Ny es la funcion de Neumann de orden cero, de acuerdo
con la denominacion usada por Courant-Hilbert (2). Es la fun-
cion de VWeber de orden cero, segin la denominacion de G. N.
Watson, que la designa por Y. No(u) tiene una singularidad lo-

garltmlca en el punto u=0.
(160)

2 u : .
No(u)=—Jy(u) . (log 5 + C) +series de polencias pares en u

C=0,56772157. .. (constante de Euler) (161)
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- Necesitaremos la expresion de la derivada ENO(u) que se
, : {
“toma generalmente como
LN () =N, (w). (162
du o ! ,

Ni(u) es la funcion de Neumann de primer orden

2 u 2
Ny(w) = -Ja(u) (log 5 +C) —o+

+ series de potencias impares en u. (163)
* Sin embargo, la férmula (162) no es adecuada para los mé-
todos simbolicos que estamos usando. Debemos tomar

c;iu"vo(u,) =—1N;(u) —2i6(u)- | o (161)

La ecuacion (164) resulta inmediatamente de (160) teniendo
en cuenta que

ju logu—%——m 6(11)‘ | (165)

Obtenemos de (157) y (158), y teniendo presente (18) ¥
(164) |

D)(z) = d(xg— r) X sgn(®e—r)

r 2 I/J‘O—_, 2

Jy O Vag—r) +

iy Ny (x Ve 2—r2)
2 Vi 2 —r2

—d(wy2—1?). (1685)

5¢(: s v o3 ( : .
.D‘,_)(.'B) — (‘DOT,> + 4 gn,__{(l -,'_.> 1 (X 11.0‘_’___,-2) +

r 2 1r0~—~12

i Np (x Vieg?—r2)
2 Veg2—re

— d(x2—r?). (167)
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- Teniendo presente (29) -y (30) obtenemos de (166) y (167) |

X H OV @ o) (za)
2 V(@—a¥)(z,~7,)

D) (o—') = G,py(w, @) +

— b (far—oH]fr,—1)). o es)

Wy V(zt—z’ —z
D"_)<x~17') =Gz, 2') + 2l il (a8 —2) (@ —7',)) —

V(at—2¥) (z,—)

— 3 ([t ¥} [z, —")). | ~ (169)

Estas ecuaciones son importantes porque muestran la re-
lacién entre las funciones D'*)(z—z’') y las funciones de Green
para las soluciones avanzada y retardada. También” son impor-
~ tantes desde otro punto de vista, ¥a que muesiran las relaciones
entre las funciones de Green y la solucién fundamental Viz.x)
de la ecuacion de Klein-Gordon, por ser -

V(e x')'z_'ﬂ‘“(x Het—a) @, —v) (170)
" SELCEEDICREN

8y

Obtenemos de (168) y (169)

i H,W (¢ V (ot — o) (2, —2'))

‘) ’//
2 V(@ ¥ (e,

- id({ok—a'h) {.ru—x'u}) (171)

D\(z—z')=iG(z, &) +

Cuando x =0, la solucién fundamental se torna

1

(e —2%) ()

[V(z, )] -0= (172)

y
P R
[D(+)(az—x’)] (y=0) = [D(:v—x’)](l —-0)— -;[‘ (;1:, x’)](l‘=0) (170)

[DO@—)](=0 =— [D(e—2) = [V(@, &) Jgmwy  (1T)
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[Dl(x—-x ]x—f))__ [V_(x:x')]_(x—m' (175)

Es importante hacer notar que tenemos siempre

D(+)(:c——.}:’) =D'(a:—:z:’) —-—:;—V(x—x’) + términos regulares. (176)

D) (z—z') =— D(x——m’)-—?V(a:——a:’) + términos regulares. (177

| | | .
Dl(m—x')_: - V(z—z') + términos regulares. (178)

Designamos aqui con «lérminos regulares» a aquellos que
no divergen cuando el intervalo entre los puntos (z) y (:v) se
anula. Resulta de (176) y (177) que las integrales del miem-
bro derecho de (156) no ticnen significado debldo a las singu-
laridades de V(z, z'). Las smgulandades de V(z.2') no son las
mismas en el caso general cuando ¥ /-0 y en el caso parlicular
cuando y=0; esta circunstancia da cuenta dz la no validez del
principio de Huyghens para campos cuyo cuanto tiene masa
finita.

11. — Funciones de Green en el campo de la integracion
compleja.

~ Schrédinger (3) ha demostrado que la solucion retardada
de la ecuacion inhomogénea de Klein-Gordon, que corres-
ponde a un punto fuente en movimiento, pu"de ser expresada

1(/11)

como una integral compleja que conticne a — , es decir, la

solucién fundamental V(z,2’). El método de Schrodlnﬂer puede
ser extendido a cualquier clase de inhomogencidad lo mismo
que a otros tipos de soluciones dc las ecuaciones inhomogéneas
de Klein-Gordon. Veremos que la solucion fundamental es una
especie de funcion de Green si se uliliza integracion compleja
con respeclo a la variable tiempo.

Consideremos las integrales Y(+) e 1-):
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YY) =— TZ—J Ve, cc’) p(x’) dx’,. (179)
B (Z+)
Y( >——_LJ Ve, o) p(') do. (180)
(L-)

-

- L+ y L= son los caminos de integracién representados en
la fig. 2. Teniendo presente (163) y (170) obtenemos

Fig.ﬁ. 4_
~ (181)

Y(+):X[“J1(X Vzs—ab)(x,—7',)) o(c') da’y — [ p(z') }

] V@) (e, )

Fy =1y —|r—"]. (182)
(183
5l Vi 'M) ~
Y(__)____XI l(x (-’1? ( w u)) p((L‘ ) de', — [P_ﬁg_':g_} )
L V(zh— ) (z,—7,) (g e
Fo = @y -+ |r—r"]. (184)

“De donde
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o) == J dy jV(z‘,w’) o) des (185)
S (L) -
tba‘v(a:)=—7-:—j d,x’ j V(z, ') p(z’) da’y. ' (185)

BRI 0

-

Podemos reemplazar en (185) y (186) la funcién V(z, ')
por alguna otra funcién U(z,«’) tal, que la diferencia V(z,z')
—U(z,2’) sea analitica y regular para todo valor real de .
Es notable que no es de ninguna manera necesario (que

V(x}*—x’}*)‘(mu—w’u) U(z,2’) sea una funcidon del argumento

s=1 (xt— M) (z,—2',); Y sl es una funcion de este argumen-.
to. no necesariamente debe ser una solucion de la ecuacion de
Bessel

af  1df

s s w =g =0  (187)

g2

Las consideraciones precedentes muestran que si {ratamos
' de definir. las funciones b (z) por medio de integracion com-
pleja, en el miembro derecho de (166), tenemos una. gran arbi-
trariedad. En verdad, debemos necesariamente usar inlegracion
real con respecto a z’; para los términos que provienen de la
parte de D= (z—a’) que se asemeja a d; por otra parte hay
términos que pueden ser integrados por integracion compleja o
- real, pero el resultado depende,esencialmente de la clase de in-
tegracion que se utilice.

Las consideraciones precedentes, referentes a la posibilidad
de reemplazar V(x,a’) por otras funciones muestran que tene-
mos

P

l,b,.et(a:,x’)zij dgr’ J D (z—') p(a’) A’y (188)
—o  (Lt) '
“bw |

ba(T, ) =1 ] dgx’ J D,(z—=') p(a’) d’,. (189)

= (L)
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Si ponem;s
2] ...dx’o—_f_J -...dx’o—l—j coodrty, (190)
B —o (L+) : (L)
obtenemos
bis() =i | Du(s—2) o(e') do'y. (191)

—_—

El métoflo de obtener soluciones de ‘la ecuacion inhomo-
génca de Klein-Gordon por intermedio de V(z,z'), esta relacio-
nado con el usado por Sommerfeld para la ecuacion de D’Alem-
bert (13). Ya hemos visto que la funcion V(z,2’) se convierte en

- s2=[(at—2¥)(x,—2',)]t cuando x=0; de manera que la
férmula de Sommerfeld puede ser obtenida de (185) colocando
Xx=0. Veremos en la siguiente seccion que el método de Som-
merfeld puede ser e\:tenchdo a la ecuacion de Klein-Gordon.

12. — Consideremos la ecuacion diferencial eliptica

3 9

-

ey 1 2 b= —dnp. 192
A—xA) b= (9_00_‘) X) np (192)
La funcion W(y,y") -
N / ;
Wiy, y)=— %Ml%lj)“ (199)
/3 o ,
R:l’/ Z(y—yL)? . (194)

P_=-0
es una solucién de la ecuacién
(-\"K2)“ =—4na? 6(‘0 —¥'0) ¥3(¥;—1) d(ya—y 79) O(¥5—Y'3)- (195)

Sea () un volumen del espacio Cualridimensional encerrado
por la superficie X. Para dos funciores. ¢, cualesquicra, re-
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gulares en (), tenemos

J (OVo—bAd)dQ = ] (¢—;~¢ ¢) dX (196)
© ()

>~  n=normal_ exterior a .

Tomemos ¥ como solucién de (192) que se aunula en el
infinito yi¢=W(y,y’); el dominio de integracion sea todo el
- espacio cuatridimensional, menos una pequeiia esfera S con cen-
tro en el punto (y) y radio &. Como

02

(._.

) W(y,y) = (107)
u.
~en (), obtenemos de (196) y (192)
| . (198)
. L 2
‘,.4“]”’()': y)e(y)dQ= J[W(y, )“—-—lb—“ W(y.y)]ds.
S ~ ®

Cuapdo ¢ tiende hacia cero, el primer término bajo la inte-

gral en el miembro derecho de (198) da una contribucién nula

a la integral, porque la mayor singularidad de W(y, y') es
R-2, Por lo tanto '

lim I [W(y, Y) ——\b 5; W(y,y)]dS
L :

e>0

=— lb(a:) 1fm J %dS:—— 42 (). {199)

0
> ()

| Dex donde
. 1 —wi 7 ) ’ 7 ’ .
b= Wy)e(¥)dy. ~ (200)

La ecuacion . (195) es una consecuencia evidente de la
(200).
~La ecuacion eliptica (192) se transforma en la ecuacion in-
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, hbmogénea de _Klein—Gorrtiion por el cambio de variables
Yo =iz, IY1:331: Y2=1Tg, Y3=7T3. (201)

_ W(y,y') se transforma en V(z,2’). Las ecuaciones (185)
y (186) se pueden considerar como las formas transformadas

+ de (200). |
13. — Podemos usar como funciones de Green para la inte-

. gracién compleja una funcidn sin singularidades logaritmicas

Uz, o)

.

. U(-’D, x,) = lj;—x JI(X! V(:B}"-—-x’!") (xu“w'u) ‘)

+
V (x'd_— 3;'}1) (mu_x'u) ‘

L . (202)

| (=) (2, —,)

. Se ve facilmente que
broi() = —:t—J dax’ I U(z,z') p(x') dx’y. (203)
—o (L+) '
lpm,(m):_;_ j dyz’ J Uz, &) p(a') da's. (201)
N
J4(xs)

14. — La funcioén o

Hemos visto que las varias funciones de Green de la ecua-
cion de Klein-Gordon difieren de las correspondientes para la
ecuacion de D’Alembert en términos que conlienen a la funcion

J(xs '
—1(—-—)—.- Como estos términos se refieren precisamente al difercnte

S
comportamiento de los campos mesonico y electriomagnélico es
. N " J1(%s)
importante examinar las propiedades de —-—-.
$
J1(xs)

es una solucion de la ecuacion de Klein-Gordon
s
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(O+x2) -J—l%s—)—_—.o, (205)

que es igual a —l;—sobre el cono de luz de (x). De donde re-

© sulta que
@) [P (g ()] =000 (205)
e
_, Ya? 0:‘7”:'” . (207
| | :
@) [P 1sgn (xo4x'o+(;—j“1)}] -
- B ) o

[r—r’]

Estas férmulas conducen inmediatamente a la expresion de
las funciones de Green de la ecuacién de Klein-Gordon; basla
tener presente que

[15(s2) = 4dnd{w—y) d(2,—'y) 6(:1:2——3;""_,) d(zy—a'3).  (209)

No podemos obtener una solucién de la ecuacion homogé-
nea de Klein-Gordon de la forma

Bine( )____J 1(X)

—0

p(x) dx’ (210)

J1(¥s)

diverge cuando s?=—=. Si limilamos la inte-

porque

gracion a la region del espacio-ltiempo interior a los semiconos
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del pasao o del futuro del punto (), 0 a toda la Tegion inte-
rior al cono de luz de (z) no obtenemos ninguna otra solucién
de la ecuacion homogénea de Klein-Gordon debido a las ecua-
ciones (206), (207) y (280). Consideremos sin embargo las
funciones : '

' (211)
o X[ > s TG

¥ 1 (z) = —Z—I ‘[1+sgn (Tg—2'y—|r—r"])] —3—%-— p(x') dy’.
212
L L e

Pl @) =% [ 1sgn (co=eotIr1)] 20 o)

- Obtenemos de (207) y (208)
(THX) Dirr (@) = 32 [y 2) ] (=0) - (213)
(OHE) $3nO(@) = 22 [Bn(2) [y 0) (214)
De donde
. 1 o (+) ‘ . (Olr'
“brel(‘l") :—: 22— - 117irr‘ ('K) . '))
L3 216
bas(2) = 5 T i) (216)

¥t ;. (7) pueden ser convenientemente expresados por
mtegrales complejas

. A +o ‘
— \ J (yls -
B H)(z) = —g— J d;x’ I L(%‘——) p(x') dx’y. (217)
—» (L)
[,
E,-,.,(—)(;r) =— —é— J' dyz’ J 1—(§—Is—ll p(x’) da’,. (218)

- (L)
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‘L+y L~ son los caminos de integracion representados en
: '.\la fig. 2. Las ecuaciones (217) y (218) evidenlemente estin
- relacionadas con las (203) y (204).

15. —M. Riesz (7)- ha dado un método de integracion de
*. . las ecuaciomes de diferenciales parciales hiperbolicas de segundo
~orden en las cuales aparecen funciones que estan vinculadas a
"'las soluciones fundamentales de Hadamard. En el caso de la

" ecuacion de Klein-Gordon la funcion de Riesz es Z*(z,x')

» T 1;1
Za(m, x') — E - ( 2 ?l X2l ZOG‘*‘?I(x, x') (219)
| = P (15 1)

- ' o1 ] a—4 23 .
Uz = ()] T gt (@20

N @ o f & :
H(w) =m0 (5) I (5-1)- (221)
 Se ve facilmente que
o T a—i
Zo(o, v) = (=) * Jamt (15). (222)
X 2

9T I (<)

_, Zy(z,z') es la funcién de Riesz para la ecuacion de
D’Alembert; estd relacionada con la solucion fundamental me-
diante esta ecuacion

, o [ 1T |
2y (x,x") = [ Viz, w’)] -, (223)
H(G) (-/:-s(l)
Se ve inmediatamente que
(O+x2) Zev? =Ze. (221)

Riesz ha demoslrado que

[lbrel(x)](l—o) = Irel2 p(l‘) . (225)



CBPF-DH-002/87
—43-

. -
..Iret“P(w'):j [Hjsgn(wrw’o——‘;r—r’l)]Zoa(x, 2)p(x) da’. (226) -

—0

La integral del miembro derecho de (226) tiene significado
para valores de o con parte real mayor que dos, pero sl con-
sideramos I, p(x) como una funcién del pardmetro com-
plejo «, puede ser prolongada analiticamente para otros valores
de «. La prolangacion analitica para valores con parte real Ra
positiva puede ser efectuada por una integracion parcial. Efec-
tivamente, pongamos” £=2'q—To ¥ obtendremos

gobm e — — 5072, (227)

a—2 § 0§
De donde =
‘-y >
~+0 —| r—r
1

—0 —

- - | 1 ’ ) ’ |
I.cp(z)= 2(1_’2[]‘ (%)]2 I dsx ] E—(E_E_ Sa-—2)p(x ) dE. (228)

Por integracion parcial obtenemos de (228), para Re>2

| S bl .
o — 1 4 a~;’_0_ _E_ 2
fr P<x)_—_2<ff‘-’[l’ ()] tl3x Ls wlg) e @)

Esta formula nos permite prolongar analiticamente I, p(Z)
para Ra>0; asi obtenemos

e T o
. , 0 P P ' '
Lot = [ | (B = | (D) o™
= [lbrel(x)](x—u) . (230)

Podemos escribir formulas andlogas a la (225), para la
ecuacion de Klein-Gordon

brei(®) =Jrel? o() | - (231)
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: " Lbav(x)::Ja,Fp(w). - (232)
. Para valores de o con parte real mayor que dos

~oo

]

T p(®) = | [tsgn (2= Ir—r )] 2%(x,2)p(c) diz' (233)

—0

o

Jotp(x) = : [1—sgn (xo—a' o+ [:—_r)’l)]Z“(x, x’)p(x’) da. (234)

—0

" Para otros valores de o los funcionales Joe®y Jn® estén
definidos por prolongacién analitica. Asi, por ejemplo, obtene- .
mos de (229) y (219)

tao :

) ) 1 r > > »
e p——— PR A EES
| 20 (5)] L,
9 [ p(®) ] dy’ 4 Zn#‘il—{—; (zg—2’ —1—;—?”‘)]1‘ (1—- =)
or 0 xo_’mlo S ) gNn Ty 0 | 9

—_—0

= ga—d+2l ( ’)d. , (255)
> . p(z) d.'. 3
-t (ok2) 1 (141) 1 (1—5—1)

Y en forma andloga obtenemos
1 = > >

Jutp(8) = =g | [1sgn (eo—e/utIr— )]s+

21 (g)] L
o

d [ P(“”)' ] do’ _l_zﬂj [1—sgn (wo——w'é—H:—:’:‘)]F (1—%)

—30

X2l s(l"‘4+2l

[ -]
)

=1 H(o42) 7(141) D{1—5 1)

p(z')dy’.  (236)

Besulta de (235) y (236) que
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Jref p() =102 p(2) —

Ji(xs)

S

2| s eowto I oy der (2a)

Juo® p(2) =10% p() —
- o

2 s ot b 2% oy d (29

-—0

L 0(2) = [ (@) om0 ~ (2380)

Obtuvimos pues (231) y (232). Hemos demostrado la vali-
dez de (231) y (232) haciendo uso de nuestro conocimiento
previo de las soluciones avanzada y retardada de la ecuacion in-
homogénea de Klein-Gordon. Asi hemos deducido expresiones
de aquellas soluciones del tipo de Riesz, sin usar el método de
Riesz. Ahora deduciremos directamente por este método la (231)
y (232). Resulta de la definicion de los funcionales J,,2y J,¢
que para valores de « cuya parte real es suficientemente grande

(O Lo p(2) =Tt p(2) (229)

(OH3) Jo42 p(w) =T p (), (210)

N Ty d,eB (@) = 0 (), (241)
J e B () _ JuBp(z). (282)

Estas ecuaciones son evidentemente vialidas para todos los
valores del parametro a para el cual podemos definir los fun-
cionales J por prolongacion analitica. Se puede ver que la pro-
longacion analitica es posible cuando «=0; por lo tanto

(O412) et p(x) =4n p() (243)

(Dw’-x?) St p(T) = 4n p(x), o (244)
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" como cohseicuencia de (239) y (240); y
| I, 9p(@)=4np(z) (215)
J 0 p(.z:) —dn p(x), (216)

como consecuencia de (241) y (242). Asi obtenemos (231) y
(232).

16. — Las consideraciones precedentes indican que el mé-
~.todo de Riesz esta basado en la posibilidad de definir el oparador
unidad y operadores diferenciales, como prolongacion analilica
de operadores integrales reales con pardmetros complejos. Asi
obtenemos un método que nos permite evitar el uso de la fun-
cion & de Dirac, y sus derivadas. Para obtener un mejor dis-
~ cernimiento de estas cuestiones consideremos la integral de Rie-’
mann-Liouville de orden fraccional - ‘

1/

Yo f(u) = [—(ia)— J £(1) (u—t)e-t dt. (247)

—30

Esta representacién de Yo es vilida para valores de a con
parte real positiva, pero puede facilmente ser extendida a otros
valores por prolongacion analitica. La prolongacion puede ser
efectuada por integraciones parciales sucesivas, y conduce a las
~ecuaciones

Y0 (u) =f(w) (213)

Y-nf(u) :dillz% f(u), (249)

donde n es un nimero entero positivo. Como

[ Zo(z, o)p(x') da'y = 1
s 0~ o s @
—xo 2«2l (*g) I ("2“—]. )
> -l
Xg—| r—r| N 1

gt g P—r'|) (=Tt [r—r|)] 2 p(x) de'y—

—0
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' l -3 - -
Xo—| r—1’

— 1 so—4 (xs)? - (xs) ez de
sl sty e

Y

—xf

P2
. Xo— | ™—1'| . s .. t{:/
(2 “J [(Zo—ay—r—r]) (o= Hir—r'|)] T p() doty =
r(g—1)., |
a—2 ' > » a—i

=Y"2 {(@p—'ot|r—r]) 2 p(2)]

> 5 (251)

(X’Q-Xa——l r—77|

Por lo tanto tenemos

SRyl
Ze(z, o) p(a') do'y =
1 {Y‘f___‘z_ ' + > a—i
2 {(Zo—2'oF|r—r'|) 2 p(a)} (., > =),
2“/21‘(%) {(zo—2'o+] 1) 2 p(x)} (xomzet 5 7))
- >
xn—-[ r—rf o . 3 ;
[ s [ Gof . o) +] o(z)dr,.  (252)
1 al(5) 160 (4 +1) : ,
De donde -
I+ - ‘
(e (&)
[ Z“(a:,a:’)p(m') dx’o] = [f re ] A L
—x (a=2) II’——I"] (x’osxa——’-:——_)’j):
0 7D
X J _
- 5] -1—%&9@’) 4. (253)

—_0

Las ecuaciones (248) y (249) muestran que el uso de la
prolongacion analitcia de la integral de Riemann-Liouville con-
duce a los mismos resultados que se obticnen simbolicamente por
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“medio de integrales vinculadas a la funcion d y sus derivadas.
Como la forma de Riesz de las soluciones de la ecuacion de
Klein-Gordon puede ser derivada de las propiedades de las in-
tegrales prolongadas de Riemann-Liouville, el método de Riesz
puede ser considerado como un resultado del reemplazo de las
integrales con funciones 3, por aquellas del tipo Riemann-Liou-
ville.- Asi vemos las profundas analogias entre las ecuaciones
(237) y (238) y aquellas obtenidas mediante G, y G, Laecua-
- cion (233) es analoga a la ecuacion (23) para las funciones de
Green.
. 17.—Se puede obtener ficilmente generalizaciones de las
soluciones de la forma de Riesz.
Sea . (x,2’; a) una funcion regular, de «, analitica, en
un dominio que contiene el valor =0y tal que

£, 75 0) = By, (2,05 @) +
+ g0, @5 @) [L+sgn (2—'o—r—r'])]; (254)

L

las funciones &, ,,; ¥ &....; deben satisfacer las condiciones

4o

: ] = [2E) )

[ Eyre (T, @5 o) p(a) d2’y (255)

— . | (a--O) Ir r’l (XU==xu—-| r——r1
‘. .._..__ _X__ Jl(XS) 256
E2’re.(m’ €T O) - 4 s . (u') )

Resulta
. o VY :

lil’re!'(w> —‘:J Erer(, x5 a) p(a') dyx’. (257)

—)

Las formulas de Riesz corresponden a la eleccion parti-

cular

Biret(%, @5 0) = Zo*(@, &) [1+sgn (xo—'o—|r—r'])] (258)
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(259)

) .2‘ ‘ x2l Z 42l

&L, ’; =1 l_i | )
Eare:(, T'; @) - ( 27 11 I'(1+1) ]‘(L——Z—-—l)

-

Evidentemente ésta no es la eleccion mas simple de &, .., y
E2.-ret' : ‘ .
Podriamos tomar &,,., independiente de a. -

'18. — Campos creados por fuentes puntuales.

Hay una relacion muy simple entre los campos creados
por fuentes puntuales en movimiento y las funciones de Green.
Llainemos dr el elemento de linea de universo de la fuente pun-
.tual movil; el correspondiente valor de p(z) lo representaremos

por una integral tomada a lo largo de la linea de universo .del
punto: | '

o() = | 5(5) ar—2o(1)) b(a—,(1)

—_—1
L

O(Ty—,(1)) d(as—x4(7) dr. (260)

La ecuacién (35) se transforma, en este caso, en

4o

(O4x3) bp=4dn L ;{(T) :zb(xu—xu(r))dr. (261)
Por lo tanto )
¢p,,e,(x)=fe;e,(x, o(t))p () dr (262)
Ppn(®) = MG( #(x)) p(r) dv (263)
Ypuirr(T) = rD(w—wkT))E<T) dr. - (264)
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_so
Por consiguiente - T
_G,et(x. w<%>>,—--_§(’;>--¢p,.,e;<w> . (o)
Gl a(9) = == () ~ (260)
D<x—fxgr>>'-;—b:£;¢p.i,,<x>- b (267)

Las funciones ¥, también pueden ser usadas en el caso de
una distribucion nuclednica continua para obtener las diferentes
clases de campos. Escribamos

>
p(2) =p(rs, ). (268)
->
ro es el vector de posicion tridimensional, en el tiempo O,
del elemento mucleénico de distribucion que ocupa el punto (z);.
t es la longitud de arco de la linea de universo de este elemenio
nucleénico. Evidentemente tenemos

T 5 -

lb"el(w) - l‘brel(x: ro) dro ) (269)
e,

\bau(w) =1 bz, ry) dry, (270)

—0

(271)

D(z(7),xs(7),25(7)) dzg de
D(z,(9), z,(0), 24(0)) dr

brae ) = Gra(,2(9) P )

(272)

v ~+0 |
> -> D . (T ,mg(‘[),x (T)) d.’L'
boo(, 1rg) :J G, 2(7)) P(rOf T) D<(a;11((°3, T,(0), ;3(0)) d: dr.

D(z,(),25(7),25(7))
D(x,(9), x,(0), ,(0))

es el determinante jacobiano que da
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los cambios en la densidad de la distribucién nuclednica para

un observador en reposo con respecto al elemento nuclednico en
- . . > .

- cuestion. Las \b(:v ro) son generalizaciones para el caso dindmico

general del campo creaco ‘por un elemento nucleénico que, en el
> > .

caso estitico es p(rg) |r—r’ |"1 exp [—; [r——r’ |-

19.§—La funcion de Green para campos cuasiestdlicos.

Caonsideraremos ahora distribuciones nuclednicas tales que
en los desarrollos de Fourier de p(x) no haya frecuencias ma-
yores que cy. El campo creado por una tal distribucion puede

- ser llamada un campo cuasiestitico. Veremos que es posible dar

a la solucion correspondiente a un campo cuasiestatico una for-
ma que describa convenientemente el pasaje del caso dm.muco
al - estatico.

En el caso del- campo cuasiestatico no hay diferencia en-
tre los campos retardado, avanzado y ligado, de manera que

- podemos representar la solucion de la ecuacion (35) por b(z),

sin usar sufijo. Hemos visto que

. o R
b(@)= | Gy(e.%) ola) dyz (273)

—

Es conveniente reemplazar en (273) G;(x,2’) por su desa-
rrollo de Fourier para obtener una formula que muestre clara-
mente la transicion al caso estalico.

(274)
)4
..> ->
——— | exp [—-llxo(:co—x o) — Ve—K2'r—r'|]dK,
2alr—r'| —

| Gi(z,2)=

b )

o=t fon [ -

_ /\2_[’—2—).__’1' o _d_.__*“v' 275
V=K |lr—r ] p(x) 5—5—- (275)
jr—r’

Podemos pues escribir
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o
1 ! h > > d.x’
b(o)= g | diy [ exp [ VRt (] 2
: L R
- | ewlim @@, (2mo)

Cuando P(2’) no depende de «,

o - JR P
o j exp [—iK(z5—a'y)] p(2') da'y = p(x") I exp [—iK(zy—a’y)] dz'y =
y obtenemos la solucién estatica de Yukawa
. Jwoo :
- > , d3 :I:' o
bez) = exp[—xlr—r|]p(a) 5 (278)
: L | r—r|

| Resulta de (126) que

-~

.
1 _seny(z,—zx’'
Gu(w, 7)== [ Gl X o 0
4 0__‘

> >
S
(2, —a'y) (Z,—a',) 5(Z3—a’;) d[a?:l sen{x{zo—2'o—Ir—r|}]

™ [(@o—ao)—fr—r|]r—r

(-» -
— —

[ setaCamry Wl iy
Tl T, ’ V(fofw'o)2*l-:'“r'|2)

d(To—z,). (279)

La ecuacion (279) muestra que G;(z,z’) no diverge sobre cl
ocono de luz de (z). Por lo tanto, las frecuencias isobaras no
dan origen a acciones con velocidad de propagacion igual a ec.
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-20. — Schrodinger (°) ha seiialado que las formas. (133)
'y {134) de las soluciones retardadas de la ecuacién de Klein-
Gordon no indican con claridad la existencia de efectos de al-
cance y no muestran satisfacloriamente como ocurre la transi-
cion de un campo dindmico a uno estitico. Podemos obtener
una forma de la solucién que es conveniente para la discusion
de esta transicion, separando en la funcién de Green las contri-
buciones de las frecuencias isobaras y no isobaras:

$rei(T) -——'I Gi(z, ) p(z') d,z’ +I Ue(z, o) p(2') dy. (280)
De donde

-y Fr e '

b, .i(T) =g I dK, I exp [—iKy(zy—1’y) — . .
—~ e
-
e o 4T . , N
—Y Kt r—r|] p(z) J Uz o) p(z) d,z. (281)
r—r| 2, -

En forma similar obtenemos

1+x ~+
boo(T) = on deo J exp [—ilo(z—1'y)
S
> d L .
— VK r—r|]p() 24 J Ul ) p(@) dyz.  (282)
r—r| 2.

~ En la transicion al caso estatico, los términos (281) y
(282) que contienen a I' tienden hacia cero, y aquellos que pro-
vienen de Gy, se transforman en la solucion de Yukawa (278).
Se ve que la transicion de un campo general a uno cuasiestilico
es en realidad mds interesanle que la transicion de un campo
cuasiestitico a uno estitico. La situacion no es exactamente igual
en el caso de los campos electromagnético y mesénico, porque
en un campo electromagnético avanzado o retardado los efec-
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tos de radiacién desaparecen soOlo en el caso estitico, mientras que

"ya desaparecen en los campos mesonico cuasiestaticos. La con-

" sideracion de los efectos de radiacién muestran que en lugar de

- las descomposiciones (281) y (282), es fisicamente més interesante
tomar - ' -

boi(0) = j Gi(z, @) p(x) dy’ + J ['(z,z) p(x) dyz’ +

' J D(z—o) (&) dy (283)

—

Yop(T) = I G, (x, x) p(w") d,x’ + I [(x,z) p(x) dyx’ —
_ J D(e—z) p(z) dy2. (284)

En las ecuaciones (283) y (284) la.parte radiativa que pro-
viene de las frecuencias no isobaras, estd separado de las contri-
buciones no radiativas de estas frecuencias.

Pudimos obtener expresiones de las soluciones de la ecua-
cion de Klein-Gordon que muestran claramente la transicion a
los campos estaticos, pero no indican convenientemente los efec-
tos de alcance porque estos efectos pueden ser debidos tanto a
frecuencias isobaras como a no 1sobaras como hemos visto en
la seccion 7. ‘

21.— La funcién de Green exterior.

Todas las funciones de Green que hemos considerado en
-las secciones precedentes desaparecen en la parte exterior del
oono de luz del punto (x). Ahora examinaremos una funcion
de Green que desaparece en el interior del cono de luz (x)

Gt ) = (o) + 5 T =060 +

+%(1_J___f— [1—sgn(s?)]. (285)
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Ji(xs) diverge para s=io; pero podemos oblener solu-

ciones de la ecuacion (35) por medio de Gl,g(x ') cuando

p(z’) tiende hacia cero en el contorno del espacio, {de tal ma-
nera que

1

lixn[l*sgfl(s"-’)] 1(XS) p(z’) =0, | 1(286)

Lk -

y la integral en (287) converge

0
tFlig(w) :j élig(x, x') p(zr) dy2. - (287)

—0

Aplicaciones fisicas de este tipo de soluciones son descono-
cidas; sin embargo, son muy interesantes porque describen
en forma relativisticamente invariante acciones con velocidad de
propagacién mayor que c.

Es importante notar que

[Tblig(x)]x-o = =[$g(2) ] =0 (288)

Por lo tanto, en el caso de campo de cuanto de masa cero
no existe la posibilidad de obtener acciones con velocidad de pro-
pagacion mayor que ¢ por medio de una funcion de Green
externa.

Podemos también conseguir una funcion de Green que
desaparece exponencialmente para s'=io en la regiéon exte-
~rior al cono de luz de ().

GH(z, o) = G(z,2) + D, (z—a). (239)

G+(zx,x’) no se anula en el interior del cono de luz de (x)
y tiene singularidades ordinarias sobre este cono de luz, que
provienen del término D,(z—z’).

No parece ser posible oblener una funcion de Green de la
ecuacion de Klein-Gordon que tiende hacia cero exponencial-
mente para r’=om, en la parte exterior del cono de luz de (x),
se anula en el interior de este cono de luz y es relativisticamento
~invariante. Todas las funciones de Green de la ecuacion de Klein-
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- Gordon sélo pueden diferic de G(z,z’) por una solucién de Ia
‘ecuacion homogénea; conocemos solamente tres soluciones rela-
tivisticamente distintas D) (z—z'), D=Ne—z') y —il—(sﬁ)—; y
es muy probale que no haya olras. Por medio de estas tres

* soluciones. evidentemente no es posible derivar de G(z,z') una

funciéon de Green que satisface a las condiciones que le hemos

| T(xs)

. - 8

no es una solucién de la ecuacidn homogénea de Klein-Gordon

en todo el espacio cuatridimensional, ya que

Ni(xs)

S

~

impuesto. Es importante hacer notar a este respecto que

(@) L aiya(se). (200)

La ecuacién (290) es una consecuencia de la relacion

_x Nax8) o X o Ji(ns) 991
~ o, =D, 14[1 sgn(s?)] p (291)

que resulta de la expresion de D, en términos .de funciones
cilindricas y de

Jy(xs)

— 4y, 5(s?), (292)
S

() | ()
que es evidentemenle equivalente a la ecuacion (206).

22. — Resulta de (290) que G (x,z')

G (z,2) =8(s7) — £ ) (290

es una funcion de Green
(295)

(D+X2) g(‘”’km') =4n 6("L'o““m'o) O(xy—x'y)d(xs—a's) D(Ty—1'y).
. Por lo tanto G(l)(:v, )y G(z.x) )

. i,(1)
G (a,2) =o(s7) - L 1) (296)
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G (e, ) =b(s") + (297)

X H )()(s)

‘son también funciones de Green. Estas funciones de Green son
~ notablemente mas simples que aquellas consideradas hasta aho-
ra, pero tienen singularidades ordinarias sobre el cono de luz |

de (x) y son complejas.
_ - ] Ny(ys
Es importante hacer notar que las funciones -l(—)—(—)—,
! _ s
H,)(xs)  H,®)(ys)
v
s ¢ S
como s~ 2 sobre el cono de luz, tienen también discontinuidades
- sobre el cono de luz provenientes de sus términos logaritmi-

, aparte de temer un término que diverge

cos, porque el argumento de s salta de 0 a —%— cuando (z’)

atraviesa el cono de luz de (z). Los términos logaritmicos
dan también origen a una divergencia, aparte de la disconti-
nuidad. Todas las funciones de Green que hemos considerado
tienen singularidades analogas a ® y disconlinuidades simples so-
bre el cono de luz de (x), pero no todas tienen divergencias
ordinarias. Hemos visto en la seccion 2 que las discontinuidades
simples y las del tipo d estin relacionadas, en el caso de las
funciones de Green G, G, y G,,. Veremos -ahora que algo
andlogo existe también en el caso de (§; Gy G2). Resulta
de ( 164) que

_ta 2983

\ G (2. ) =29 Nufas) (298)
1 d .. ‘

(g, ) — —— — H . (1)(ye 299

Q (z, ") 5% 7 (N (ys) (299)

N 1 d S

2 NV — — — H (2)(: (300

Q()(x,x) o s H )(ys) { )

@ (x.z’) esla relacionada con G (z.x) por la ecuacion

G (z. ) =Gy (@, @) + iD)(s—w). (301)
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* 23.—Acerca de la eleccion de la solucion fundamental.

~ Los matematicos consideran generalmente a V(x,z’) como
la solucion fundamental de la ecuacion de Klein-Gordon. He-
mos visto que esto estd justificado por una comparacion con la
ecuacion eliptica (192). Sin embargo, la eleccion de V(x,z’)
", tiene algunos inconvenientes porque no es una. solucién de Ia
ecuacion homogénea de Klein-Gordon. Obtenemos de (290)

(O+xE) V(z, @) =in x2 5 (s2). - (802)

~ Por lo tanto V(z,2’) no es enteramente la analoga de s—2

para el caso de la ecuacion de Klein-Gordon. Parece preferible
~elegir nD,(x,7’) como solucion fundamental, porque es una
solucién de la ecuacidn homogénea de Klein-Gordon que se
convierte en s2 para x=0. Otra ventaja de esta eleccion es-
-que la funcion = D;(x—z’) es real en todo el espacio-tiempo,
. otra propiedad de s2 que no posee V(z,x’).
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NorA: En un trabajo reciente (Nature, June 1, 1946, pig. 734) el profesor
Gustafson cita un trabajo de N. E. Fremberg a aparceer en los Proe. Royx. Soe.
¥ en el cual el método de Riesz se aplica a la ccuacion de Klein-Gordon. Fl
profesor Gustafson utiliza la férmula (231) que es solamenie un caso partienlar
de un resultado general dado en la pig. 17 del trabajo de Riesz (refereneia (7)).
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