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ESTRUTURA CRISTALINA - TIPOS DE CRISTAIS

Em geral as substancias adquirem forma eristalina, a tempe-
raturas muito baixas. ‘Eﬁﬁeﬁdeﬁos‘por éstrutura cristalina, a
que se forma de uma repetigao infinita no espago de uma configu-
ragso basica de dtomos. Esta, por sua vez, se constitui de. mo-
do que a energia total do cristal seja minima., E necessario no-
cary entretanto, que a posicao dos Ztomos nao esta bem definida,
devido ao princfpio da incertezaj no caso 4o Hélio, por exemplo,
a pequena massa dos atomos e a diminuta farqa-sntré os mesmos ig
pedem que se forme um cristal, ainda que a baixas temperaturas,
devido a energla do pohto zZero. Jﬁyo Hidrogénio pode solidifi-
car-se; pois embora tenha uma pequeha massay as farqas intermole

culares. sao muito maiores qué no caso do Hello. Evidentemente,

a estrufnra cristalina se destréi, a altas temperaturas.

£ interessante notar que nao pode existir uma estrutura
cristalina unidimensionale Com efeito, suponhamos um conjunto de
N atomos alinhados, sendo a temperatura préximé dos 0°K:~ entre
eles havera uma separagao media b e um desvio éa separacao em Tg

lagao a posicao de equilit ~io .x. (Ver figura 1).

k—b—ﬁH*J
SO0 O O . 00
1 2 3 4 5 6 HN-1 «

FIG, 1
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A probabilidade de achgr o atomo N a umz distancia py
do primeiro, esta dada por uma distribuiqio normal de médfa Nb
e desvfo medlo quadratico y = /N x. Se N £8r grande, & posigao
se torna completamente imprevisivel, e o que caracteriza .um
cristal é, precisamente, a periodicidade de sua estrutura, ou
seja, o fato de os atomos ocuparem posicoes definidas, sendo
as oscilagoes independentes da posicao fndtvidual de cada ato-

A
mo na rede.

Este argumento nac e mais valido para uma estrutura bi
dimensional, e muito menos, para uma tridimensional. Com efel
to, numa rede bidimensional, as interagoss entre os atomos dig
tantes se realiza segundo uma quantidade muito grande de cami-
nhos, de forma que a incerteza da posigao de um atomo indivi-
dual; intermediaric, nao influi muite Para clarear isto, su-
ponhamos que na reta que une os atomos considérados faltam al-
gumas unidades estruturais do cristalj como se pode ver pela
figura 2, a interagao ainda se pode vrovagar por muitos outros
caminhos, ficando em consequéncia, pouco afetada g distancia

I 4
entre os atomos considerados.

Tipos de Crisvaig: Ndo os classificaremos pela sua forma, mas

pela natureza das férqas que neles intervém. Prototipos deles

sa0:

I

o~ ol Ty A )
CLOKETC DE SUDIO: E um cristal ionico,s pols seus aiomos se en

contram na forma de fons, ligados por fércas eletricas e dis-

postos de tal forma que os f{ons Cl e Na se alternam na rede cu
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bica. (Ver figura %). Estes fons’ngo sé’superpaem‘devido a

farga repulsiva de
curto alcance, com
portando-se, neste
sentido, como pe-
quenas esferas e-
lasticas.

DIAMANTE: Aqul te-
mos um outro tipo
de ligagao, a Homo
polar. No caso do

dlamante temos uma

%

A

%

N

® ¢
O Ha
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estrutura tetracdrica formada somente por atomos de Carbono,

onde cada um troca com 08 que o rodeiam dois eletrons. Esta €
wifd 1igagao muito forte, daf a dureza do diamante. Ha cristais
que possuem ambos os tipos de ligagao, como e o caso da Mica.0
composto de silfecio SiO2 forma uma estrutura estavel no espago
que € 0 Quartzo. Este composto nio pode acomodar-se em um pla
no, ocupando todas as valéhcias, mas ¢ possivel que exista em

um plano um silicato que inclua fons metélicos, como o Na.

Muitos déstes

planos podem unir-se

em ligagGes ionicas,

B
t

de forma a se superpo

rem. As ligagoes, en

tretanto, sao menos FIG. 4
fortes que as que ligam os Atomos de cada plano. Isto explica
porque a Mica & resistente a tragao, mas pode ser facilmente

separada em 1£minaso

O'asbesto e um exemplo deste tipo, porém linear ez sua
estrutura.
Agﬁ_gg: Neste cristal nao existem grandes forcas entre as mo-
1écu1as, como indieca a facilidade que tem em romper-se. Para
explicar isto, tomemos uma molecula neutra; devido ao priucf—
pio da incerteza, o centro das cargas positivas nao coincide
com o das negativas, nao obstante ser neutra. A media ‘Geetes
desvios e Zero, porém nac o e a media quadrética. 0 campo pr

duzido pelo dipolo e da ordem de )Al/R3 e induz um dipold no



mesmo sentido, na

Bolecula vizinha,-

proporcional a e-
le.

sistema que se for

A energia do

ma (ver figura 4)
e da forma:
F1F2 lFlI
5 RS

e, entgo, a f£or-
¢a e proporcional

r
ao inverso da se-~
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parte repulsiva

at”

\\\\___,,/<£;::f7;

"R

— amuxhsde:ﬁga-

-

FIG. &

gao de Van der
Waals

tima poténcié de R, ou seja, muito pequena, porém finita. ﬁste

tipo de forga se denomina de Van der Waals, e ocorre tambem no

Argonio solidificado.

FERRO:

(Ver figura 5).

Constitui o que se denomina de réae metalica.

As for-

cas interatomicas, neste caso, tem a seguinte origem: os ele-

trons pouco ligados dos atomos sao intercambiados incessante-

mente entre eles, daf surgindo uma forga de ligagao. Pelo prin

cipio da incerteza, a energla cinetica de um eletron fica 1i-

mitada inferiormente.pela.relagao abaixo, onde g e o comprimepn

to do recinto onde ele esta contido. (Ver figura 6).

Ap-Dxx

T=

h .. pazh
ne

n

p~
Zm 2ma’
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Em um atomo isolado o elétron nao pode distanclar-se

muito, devido ao potencial que o retém, logo a esta limitado e
portanto existe uma energia cinéticarmfnima, devido a incerte-
za, No caso da réde metalica, o elétron pode mover-se livre-

mente, g pode, entao, ser muito grande e a energla cineticados
étomos da rede e menor que a dos atomos separados,y e estes se
atraem, consequentemente. No caso‘éa réde metélica, a energia
potencial de um elétron nao aumenta com a distancia que o sepa
ra de seu atomo original porque exiétem outros elétrons que

podem o¢upar seu lugar no mesmo.

LIGACAO HOMOPOLAR

Consideremos uma partfcula sujeita a um potenclal comc

o da figura 7. A sua energla potencial € calcuiada da forma:
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FIG. 7

s

vy = JV(_x)I'I’(xHZ ax

Classicamente se procederia na mesma forma se a partf-
cula tivesse uma amplitude de probabilidade de encontrar-se em

X, dada por: ¥(x).

A energia cindtica, ao contrario, nao tem um analogo
classico na forma de calculsr.
2
h *
€p = - —-[ Y (x) v 2u(x)ax
2m

Usando a férmula:

0
Jvtp.w av + [¢V24>dv = J‘r—t ds
J on

v v S

se tem:
€Ep = h%/2m J(V‘l’)2 ax
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j,_i.:nyodo que a ener;ia cine'tica depende da pendente da fungso de
enaa. A partir da relagao de inéetteza se pode ter uma idela
da 6rdem de magnitude da energia cineticas

pZ‘ hz
Pravh g =— =
am Zma2

(onde 0 2 do denominador pode ser desprezado se se quer apenas

a ordem de grandeza).

Ve james o caso do pogo de potencial, da figura 8:

]

]

{

| |

|

\'s

° a X

FIG. §
A solugao da equacao de Schrodinger e:
m

Sen —x

-

(=1

que se pode escrever da forma:

. .

LU 1 RUAPY ~Lg X

Sen—x=-—-(e‘~ - e "")'
a 21
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Mas em Mec. Quantica, ei“x representa .uma particula de impulso

apfinldo
p = hK = K74

e energla
. pZ 1rZhZ

. (i)

2n Zmaz _

Convem esclarecer que 0 princfpio da incerteza nos da um
1imite inferior para a energia cinética, ou seja, nos permite
estimar a energia do nfvel fundamental do sistema. Em Estado
Solido a uma temperatura prézima de O°K, isto e o que realmen=-
te interessa, pois e muito provével que seja este o estado em
que se encontra o cristal. Vemos em (1) que se g diminue, =a

energia cinetica aumenta.

Consideremos agOra, um atomo de hidrogénio° A energla pe
tencial do elétron é - e/a onde e ¢ a carga do elétron e 2 €
o raio do atomo. A energla cinética seré, pois, da ordem de

nZ/zma’ e a energla total:

e h2

E = o e o e
a

Zma2

Vemos que a energia potencial diminue com a, mas a cine-
tica aumenta na forma l/az, ou seja, muito mais rgpidamente°
Havera um valor de g para o qual a energla sera mfnima, e éste

= .. 14
sera o ralo classico do eletron. Calculando, resulta:

'ao = h?/me2~= 0.526 X
isto &, da ordem de 1A. (B samente uma coincidéncia que o va

N
lor encontradn por este procedimento aproximado seja o mesmo
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’ Id
que se obtem com o calculo exatc.) (Ver figura 9).

ot

FI1G. 9

A energia total correspondente, sera:

4
E=~-% 2= Ry % 13,6 eV
§2

resultado bem conhecido.

Id 4
Consideremos sgora o caso de dois protons e um eletron.

(Ver figura 10).

A »
Nos tres casc: mostrados, a energia potencial do eletron
4 . ’ ’
e a mesma; mas a en.rgia cinetica no caso (¢) e mei.or porque
4 . . i ’
0 eletron se acha confinado em um espag¢o maior. Logoy esta ul

tima estrutura é'mais estavel.
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(a) (v)

(c)

FIG. 10

» ~ ~ a o~ A
Os protons nao se superpoem devido a repulsao entre eles.

Considerando todos éstes fatores se ve que ha um minimo pa-
ra a energia total. A probabilidade de intercambio do elétron
e pequena porque e preciso vencer um potencial grande, que e-

xiste na regiso entre os dois protons.

No caso de dois protons e dois elétrons (Ver figura 11)
este intercambio e muito provével, se os dois elétrons o reali
zam simultaneamente. O que e aiffecir e que ambos o fagam sepz

radamente.

4 rd N
Para varios eletrons entra em jogo um novo fator, o prin
z o o s ~ ) -
cipio de exclusao de Pauli, que proibe a sxistencla de mais de
’. ’ g
uu eletron em cada estado. Devido a isto, na molecula de i~

A

A A
drogenio, no instante do intercambio,; os elétrons tem spins o-
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~

postos. Pela mesma raza0o, nad

e possi{vel a formagao de umamo

lécula de Hidrogénio com.3 étg ///f_\\\\ y

mos, ja que seus eletrons nao \\.\-—’/// \\\\—’///
- h—

poderiam ocupar o mesmo estado,
FIG. 11

simultaneamente.

Fica alnda um ponto a esclarecer: porque o Cloreto de Sé
dio nao forma moleculz homopolares, mas redes idnicas. Neste
casO ocorre que, aindz gue haja intercémbio, o eletron permang
ce mais tempo onde o potencial e menor, no caso Jjunto ao Cl,

dando lugar a que se formem oOs {ons.

CRISTAL IONICO (C1Na)

Trataremos agora de calcular algumas das propriedades do
cristal de Cloreto de Sodio, que tem umz estrutura simples, mas
que nos da uma idéiz de como se deve atacar o problema no ca-
so de um cristal ionico qualquer. Nao se de¢eve esquecer, entre
tanto, que o calculo para um cristal qualquer requer um reexa-

me das hipéteses e das aproximagaes feitas.

Consideremos s&s fargas inter-ionicas que atuam em um
cristal de ClNa. Existe uma farga entre os ions que tende a
Separé-los, e sua origem provem do princfpic da exclusao. Com

. r'd
efeito, se dois atomos se aproximem, suas camadas eletronic

117

’ ~
se misturam, mas como dois eletrons nao podem ocupar O mesSmO

' d
nfvel, as camadas se comprimem, aumentando a energia cinetica
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£ P d ld
dos eletrons, devido ao confinamento. Como e diffcil o celru-
-~ rd
lo do potenclal repulsivo; usa-se uma expressao fenomenologica
e A
para O mesmo, onde ..A e p, ou B e ny entram como parametros a

determinar.
(2) £(R) = AeR/P " om £(R) = B/R® (%)

Isto equivale a dizer que nao se considera os atomos como esfe
ras rfgidas, mas como ligeiramente eléstlcas, com um potencial
que decai r&pidamente com a distancia ao centro do atomo. Em
geral, nao se utiliza as expressoes acimajexplicitamente, du-
rante a marcha do célculo, pois podemos escrever o potencial
repulsivo como sendo apenas uma certa fungao f(R). Existe tam
bem um potencial coulombiapo que descreve as atragSes e repul-
soes eletrostaticas entre os fons, e que tem a forma:
- eZ/R

onde nao intervem constantes desconhecidas. Tendo em conside-
ragao ambas as fargas, a energlas potencial do cristal sera da-

da pela expressgo:

2
e 12 8 6
=67fR - 6-_+_-- L3 I A R
® -3 < z'3z2" )

=)

A LY A ~
O primeiro termo corresponde a forga de repulsao enireum
{on (C1l ou Na, indistintamente) e os sels que o rodeiam. Nao
" A
consideramos outros termos repulsivos porque supomos este oo}
' - A A
tencial de muito pouco alcance e sua influencia sobre os 1lzi-
als distantes e desprezivel. O segundo termo correspon-

de a atracao coulombiana entre o fon considerado e os sels vi-
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»2nhos de distinto sinal, que o rodeilarn, o uma distancia R. O

tercelro, por sua vez; corresponde sos doze {ons de mesmo si-
- - ‘A . 7S

nal gue ¢ rodeiam a distancia +Z K. O quarto térmo correspon-

de aos oito fons de sinal oposto que o rodelam a uma distancia

v/3 R, e assim sucessivamente. (Ver a estrutura do ClNa, da fi~-

gura 3).
A série:
12 8 6
a"=6 --_‘+-__--+ eevece s e =6,000 "'8,485"'4’620"3,000'*'..-
V2 /32

converge lentamente, e nEé resulta prético soma=-la desta manei-
ra. Existem outras formas de calcular o seu valor, mas nao nos
deteremos aquil com os detalhes. O valor e:
o= 1,75
A energla potencial, por {on do cristal pode, entao, ser
escéita:

U/N = 6f (R) - « & /R (4)
onde o se denomina constante de Madelung. As constantes que in
tervem em £(R) se determinam usando certas propriedades macros-
cépicas do cristal, como a eompressibilidade. Uma vez determi-

’ -~ A
nadas, a formula serve para a previsao de outros fenomenos.

Como & distgncia entre fons e conhecida (Ro= 2.8Z><10-8cm),

o A
podemos calcular o terme coulombiano:

2
xe o ,
= = = = 20 Kez2l/¥ol = § ev/ctomo
Ro

r 4 »
0 caeleuls detalhado X
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1.75% (4.8 x 10710)2 x 6 x 1023
010

. = 206
‘ 2.82x1078 x 4.18 x1

1 kilocal = 4,18 x 1020 erg

Para medir experimentalmente a energia do cristal, deve-
mos medir a energia necessaria para separar todos os étomos, ou
seja, para sublimar o cristal. A experignci, indica que ela vy
le:

U= 183 Kcal/ﬁol

ou seja, uns 10% mencs que a de atraqﬁo eletrica. Esta diferen
¢a pode-se atribulr ao térmo repulsivo do qual devemos deter
minar os parametros que né1341ntervém, ﬁara conhecer sua influ-

éncia;‘isto se faz estudando a compressibilidade do cristal.

Para pequenas variagoes de R (distinecia interiSmica), ro

demos expressar 0 potencial como uma serie de Taylor em R- Ro:

UK, = $(R) = $(R) +(R=R)) 91(R)+ S (R-F)Z.0n(R)) *  (5)

onde Ro é a distancia 1nter-16n1ca.para 0 cristal em equilfbrio,

. I d
ou seja, quando a energia potencial e mi{nima.

E -~
ntao. @ (Ro) =0
De (4) vem: >
o.e”
6 f'(Ro)-!-—-- =0
4 ROC

Ou seja:
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ae’
Ro|f'(R_)'§_=-—- . ~ (6)
“ ~ 6Ro
(Ver figura 12).
v
iRy R
:
FIG. 12

r - .
Sabemos da Termodinamica que a temperatura constante:

ovU _
- 5;; =
Como o volume do eristal e 2NRJ vem:
_dew) a«P; AR -
S T Y ’

onde util’zamos a (s).

A compressibilidade se define como:
A ]i
P Vv «

@ como
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AV = 6NRS (R-k_)

o
resulta, comparando com (7):’
. AV ¢"(Ry)
vV 18R,
~ou seja: 1 ¢"(R)
- = —
18 Ro

onde 1/K se conhece experimentalmente. Quando se extrapola a
. ~ o ’
curva de 1/Kk em fungao da temperatura, para o O°K (que e o va-

r'd
lor que nos interessa), se obtem:

1
v 3 x 101! erg/cm3
Logo:
' 2
1 ¢"*(Rg) 20 1
== 2= |6 £(R) - (71)
K 18 R, g3 | 18Ry
o
4 o O 2
; EZ .18 £1(R RS
- = -2 + = 8.4 (8)
o &2 |£1(R IR,
De (4) e (6) resulta:
U(r,) wel £(R,)
S e e |] - p - (9)
N R, Rol£1(R)I

hrora utilizamos as e:pressoes explfcitas pera f(R). Ensale-

nos com £(R) = Ae™Ni’, De (R8) tiramos a relagso: R./p:
.2 p2 R/e
L 1/p% RS c f

a1pr e FP  F

"€mOs que p ¥ R/10 ¢s modo que o potencial repulsivo decal ra
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pidamente com R. Uszndo agora a (9) obtemos:

-z e— [ 1- ———=— | "= & — (1- p/R_)=-186 ke
v Ro A Ry/p oFo/P o M

4

que e um resultado muito bom. Vejamos se isto nao fol acldente

devido a escolha da fungao f(R). Calculando com £(R) = B/RD

. tem:
-nB Bn(n+1)
£(R) = B/R®; fi1(R) = - "y £"(R) =
. _ _Rn+l . Ran
e, substituindo em (§) o .
n(n+1)
Rg =n+1=10.4.. n=9.4
n - .
Ro n
e em (9):
URY G2/
' E e \1l~-= | = - 206.089 ¥ - 183 Keal/mol
N Ro n

Vemos entao que o resultado nao depende essencialmente da forma
de f(R). Com base nestes resﬁltados, podemos dizer que entende

mos bastante bem a origem da energia do eristal.

Analizemos agora outro problema: todos os alealis formam
© mesmo tipo de cristal, com excegao dos Cloreto de Cesio (CiCs)

Brometo ce Cesio (BrCs) e Iodeto de Cesio (ICs), cujas estrutu-

ras sao mostradas na figura 13. >
™\ ~oct

O Cs

O.tro cristal conm simetria cubi-

ca distinta dos anteriores e o Sulfeto

de Zinco (SZn), que se moétra;na>figura ¢24;
¢

la. Em cada caso, o valor da cte. de
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Madelung &:

Porque o0 C1Cs e o CZn formam

un tipo’de rede distinta da ' 7 T~

do ClNa ? Ro primeiro ca-

so nao se sabe ao derto; com

efeito, calculando a energia i

de um cris?gl de ClNa, supopn FIG. 14
do-o com sua estrutura natural, e comparando com ¢ resultado

que se obtéem quando se supoe que a estrutura e a do Cle, en-
contra-se uma diferenga muito pequené a favor darﬁltima hipé-
tese. E possfvel entao, qué o resultado contraditorio com a
experiéncia se deva a alguns fatores que hajam sido despreza-

dos e que sejam suficientes para explicar a adogio do primei-

ro tipo de estrutura.

No caso do SZn, sabe-se bem o que ocorre. A adogao
A . ~ Fd
deste tipo de cristal se deve a razoes puramente geometricas,
pois sendo o-atomo de S muito maior que o de Zn, uma estrutura

do tipo ClNa (figura 15a) obrigaria os atomos de Zn a se mante

@)

FIG. 15
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rem muito separados e a energia potenciasl seria muito maior que

no tipo 8Zn. (Ver figura 15b).

Resumindo o que vimos aégﬁégora, vemos que & partir da
estrutura do ClNa, supondo uma forga de repulsao da forma f£(R)=
= Ae'R/P e considerando a energia coulombiana eZ/R, se pode pre

dizer a energia do cristal, que seras

2 .
E=-°%—+6f(ﬂ)

| | 2 _
Ademais, obtemos a relagaoc &z = -6 f'(Ro) a partir da condigao

2
de equilfbrio. A e p sao g:terminados a partir da disténcia
1nterat3§1ca Ro e da compressibilidade k. Isto nos mostra, co-
mo se supunha, que a f6rqg de repulsao decai rapidamente: Ro/p=
= 9.4. A aproximagao que se obtem e da ordem de 1%, bastante
boa, Qorém nao o suficlente para explicar porque e ClNa nao ado

ta a estrutura do ClCs.

PROPRIEDADES EI {STICAS DO CRISTAL

Sabemos que se um eristal ¢ comprimido em uma diregio,
se dilata em outras. Tratarembs_@e achar as constantes caractg

risticas que descrevam este tipo ‘de experiencia. (Ver figural§).

Quando se faz a teoria, se pen-~ l
sa em outro tipo de experiéncia, mais -———" i
a1rfcil de realizar, mas mals facil de o !
tratar tearicamente. Com efeito, se sy . I

Poe que nao existam deslocamentos late
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ralsy ou _sejay, se mede o deslocamento por compressao, supond~

que. se aplicanm farggs laterals que impedem a dilataqgo. Conhe-~
h ’ T e e e . ’ A
“¢1dos os resultados de um tipo de experiencia, se pode predi-

ger os do outro. (Ver figura 17).

Chamaremos de e__ a pércentagem de deformaqio na dire-

xx
¢ao X.
Pode-se tambem fazer outro l -
A s —— _I_/ Ax-exxx
tipo de experiencla, aplicando u- I-—- S e .
A -~ - ~
ma forga lateral e obtendo entao — e
uma deformagao por cizalhamento, ' T
(shear) como mostra a figura 18.
Separando o tensor eij en FIG. 17

suas partes simétrica e antissimé
trica,'se ve imediatamente que esta ultima corresponde a uma
rotagao pura, e portanto, nao constitul uma deformagao do crig
tal. A x
Yy=e
E:I Xy L——-yn——-
T = =
/ ~—d EA.X g eyx Y
/ !
/ /
W
/

~ -

FIG. 18
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0 cizalhamento nao & independente das compressdes; om

‘iiiﬁﬁde,*ZMéQuivalﬁnte a uma compressao e uma dilatagao, como

i

;éstra a fig. 19.

Pinalmente, uma

deformagao arbitraria

se pode descrever me-

diante as grandezas:

®22? Oxy = Oyx FIG. 19

-

yy!?
®xz" ®zx? ®yz T €y -
ou entao:

91, 82, 93, 94, 85’ 86
cujos significados se indica nas figuras 17 e 18.

A lei de Hooke nos diz que a energia de deformagaoc e

proporclonal ao quadrado da deformaggo. Ve jamos porque:

- Podemos supéf a energia por unidade de volume do eristal
deformado dependendo das grandezas éi, ou seja,
11=11(e1,'92, ez 843 €g) e6)
Entio, para'pequenas defonmagaes, podemos escrever:
U.=.u(o-,_o, 0,0, 0, o)+el-a-L-L F oeerceess +
| ae1 el=e2=...=e6=0

32'

Ju u
+e6_— +}'e§ 2 . +o.ooooo;ooo+
08¢ lg_=¢_= =0 2 T0eT[e.=e.=...20,=0
l 2 . e .86" ] 31'82-. . .-86'-
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1l 2 azu aZ .
896 61=02=. see o=66=o - ] 1 2 elzezg. . 0=96= o

o+ +louu.

1(040,0,040,0) ¢ a energla do cristal em equil{brio sem defor-
magaos Ou seja, a energla minima. Portanto,‘ggi éi=éé="’=°65°
deve ser zero. A expressao da emergla calcuiad:'h partir da ¢
nergla de deformaqio, desprezados os té}mos de ordem superiof a

segunda, fica entao:

- 1l 2

-3 12 ]
u" °1~c11 + 292 322 + seccecne + elezclz"' e e

OV o

onde as constantes éij.sso as derivadas seéﬂﬁdas, calculadas na
ausencia dé‘deformaqao. Temos no.total 21 constantes, a saber:
6.5

6 c,, - € —
i1 2

Em alguns casos partieulares o mimero de constantes necessarios
para descrever a energia, ate segunda ordem, e menor. Vejamos
por exemplo, o caso de simetria ctibiea do ClNa.
Se a simetria e cublca, entdo as diregoes Xy ¥ € Z 820
equivalentes, e isto impoe a condicao que:
€44 T ®55 T ©66
) °33

cll -
Alem disto, a simetria por reflexao, segundo Os planos normais

Co2

a0s eixos, impde que:
0

"'C46= eoe =C65=

Finalmente, a expressgo para a energia‘de deformaggo de

€417 Cs5

um ecristal cﬁbico, ate segunda ordem, fica:
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- X 2 2 '
Uier =2 11tz eyy e ) cyo(exs® yy eyy°zz xxezz) +
1 2”"” X .2
+3¢, (e L °xz)

Calculemos agora os coeficientes ;79 €1, @ Cyye

Por definicao e

_ Ox . bo d
== X s de modo que para um cubo de vQ

lume V = x> ter-se-a:
AV = 3x2 Ax = 3:33 = BV"é;x"

ou seja: AV

en = eyy'= ezz —;v-
Suponhamos que nao haja forgas de cizalhamento: (exy vz xz-o)‘
Logo:

udef"%"lll}““ )2] 12[3(1/3 )2]

c..+2¢
S 2
, 2(v ) 5 2 (v ) /K
Donde:
Gy t2 ey,
1/k = 3 | (10)

Para simplificar o ca'lculo, suponhamos que a compressao se rea-

R .
1liza somente segundo X, e escrevamos

eyx T €3 Oy T e, 0; R =R, - ER, (11)
onde R, e a distancia inter-ionica na diregao de compressac(Ver
figura 20). .. 0 O O O o

l ' O O O o0 o
O O O O O

b
- FIG. 20 ' CP"*‘—EF O O -GBJ
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— E N _
‘Nosso problema e agora calcular a energia do cristal cop

’;??hi&d,‘para 0 que conhecemos todo o necessério.sh energia por

' 4
{on sera!

% = 4f (R )+ 2f (Rl) - (energia no mesmo plano) = 2 7(R1) -

=T(2R,) +7 (3R,) - ] (12)
onde (energia no mesmo plano) é a energia de interagao do {on
considerado com os outros do mesmo planc. Esta energia nao de-
pende da compressgb e, portanto, de Rl.‘Y(Z) e a energia elg--
trostatica de interacao entre o fon considerado e um plano de
cargas distante de z. A determinagao da fungao 7(z) & um pro-

blema de eletrostética, e mals adiante o resolveremos.

Desenvolvendo em série a (12) e usando a (11) obtemos:

=4 (R)+20(R ) - (erereumep.) = 2[7(B) - T(2R) + ... | -

- 2ER T1(R )+ 2¢R |7 (R)) - 27 (2R,) + 311 (3R) - _-J* - (13

+2 {Z(EBO)ZI'“(RO) - 262 [r(R,) - arn(2r ) + 97"»(330)-..3}

Mas a energia por unidade de volume e

Logo:
=41 2 3
U= 35 ¢y €7(2NRY) (14)

€ comparando (13) com (14) obtemos a expressao para cqq

A _
¢y =§;{f'*(no? - Er"(Ro) -4 (2R ) +9r"(3R,) - .. :]}
' (15)
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Novamente, a derivada da energia, calculada em R, deve ser ze~
ro; ou sejats 2
e

£1(R,) -'Y(R )= 274(2R )+ 341 (3R )=...= == (16)

2
6B .
onde fizemos uso da (5). Isto nos permitiré calcular a serie
de r Jé que conhecemos o ou entao, nos fornece uma maneira de

calcular o a partir de ' (z).

Devemos achar agora v(z) porque a necessitamos para cal-

cular (1s5).

0 que trabalha com vélvulas eletr3n1cas sabe que o campo
em frente a uma grade nEo—depende fundamentalmente do fato de

estar o ponto em que se 0 calcula diretamente na direcao de um

arame ou nao. (Ver figura 21).

®
————————— @
—_—— e — — —— _
@
@
-Z >
FIG. 21 :
FIG. 22
Como primeira aproximagao podemos calcular,entao, como

se tivessemos uma densidade de carga da forma sen KX com K =

(Ver figura 22).

m}#
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pevemos resolver & equagao de Laplace VEy = 0 com a condigao ip .

' posta pela densidade de carga. A solugao é da forma:

#(x 2 = 2(z) son Kx -
que introduzindo na equagdo V¢ = 0 resultas
-~ K%£(z) sen Kx + £"(z) senkx = 0

donde -
K2 p(z) . £(2) = ¢~ K3

£ (z)
ey finalmente:

¢(3z) = ¢~k sen Kx

de modo que o potencial decai exhonencialmente.

Este caleulo preliminar nos da uma ideia qualitativa do
potencial gerado por uma-distribu_iqé'o linear alternada, e nos
indica, ademais, um método de solugé'o, rapidamente convergente,

para o, problema a resolver.

Para isto, representemos a densidade superficial de car-
gas por uma serie de Fourier (dupla):
nr mr
o (x,y) =§Cm €0s -~ X cos — ¥

» . ~ - » R
onde 80 aparecem termcs em cossenoy porque a distribuigao e uma

fungao par em x e y. Aldm disto, como as cargas sao alternades,

B epn s6 podem tomar valores fmpares. (Ver figura 23).

, A4
0 potencial deve satisfazer a V2% = 0 e no ponto z=0,35-

deve dar o campo elétrico, © qual, pelo teorema de Gauss deve va

ler:
E=27c

A fungao que satisfar estas condigoes € tal que:
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; o |
® © & o
© ® ®© e 06
& o—&® © D
x
e & & 6 06
® &6 ® o6 o6
| FIG. 23
0¥ = 2m2__ C_ cos %Ix coa%-v ye" o+ E lzl

impar

e como um atomo esta superposto a outro, temos.

’Y'(Z)-‘P'(O o, Z)e-Z'rre Z:C =~V Elzl
f:par

Mas:
2 2a 2a
2 nmw mr
Cop = E; cOs — x cos —~ y o(x,y) dxdy
0 0 :

e como a densidade de carga vale:
e [otx)a(s) - o)ty - 3(x) 8(ymi)+ §x-a) §(y-adbe... ]

resulta, ao integrar a (16):
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Logo: 2
8mre AT
v (z) -‘1—2— D o~ vnTHm® 2l 2]
\ n
a f:par

4 A .
Como esperavamos, a convergencia fol excelente.

Voltando ao calculo de ¢qq» resulta de (15) e (16):

Rg f"(R°5 | Rg[fr"(no)- 47"(2R°)+....] wel
Cyq = -
11
IR, £1 (R B [yr(R) - 270 (2R )+ ] || 68E
, (17)
e de (8): >
R- £"(R )
= 10.4
lgorv(ao)l

Lembremo-nos qué éste resultado e independente da forma de
£(R). " Jd vimps que:

' ) ~eV2 R 12l + o
Desprezando os termos 'Y(ZRO),'Y(SRO), .os etc., em com-

_paragao com T(R,)s se obtém ques:

r"(Ry) 1
= /21T — = 4.44 —
'Y'(Ro) RO Ro

€y substituindo em (17), resulta: -

2
#62 , Ro f"(Ro)'
. ‘

o 6r% | R, £1(R))

‘e de (71), (10) e (17): B

* A convergencia e boa.; se tivessemos tomado dois termos no colchete, te-
riamos obtido. 4,39 Ro '
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oLe2
2 Cy, = 244 "
6 R
Logos,
C 2.4
12 1 ,
— T . (‘18)
c 2 2
11 Rouf"(Ro)
- 40
IR, £+(R )]

Os dados experimentals sao:

C11 = 0,62}* 1012 dinas/enm, (.‘.'12 0.13 dinas/cm;

044 = 0,13 dinas/cm
de onde: |

12

fm— 0.22

C11

enquanto a formula (18) nos da:

C;5/Cy; = 0,18

.

A aproximagao e novamente bastante boaj pequena diferen-

ca entre os valores teoricoe experimental pode-~se atribuir a fa-

tores nao considerados. j
Por exemplo, a farga de Van der Waals nao fol tomada em

conta, pois supuzemos que a repulsgb fssse da forma e'R/P - .ou

1/R9‘4, e, se bem que isto e corrcto para pequenas distgncias,

e preciso considerar-se que a partir de umz certa distancia pas

~ 4 .’
sa a existir uma pequena atragao entre o0s atomos;e o potenclal

6

nao mais se comporta como 1/R9‘4 mas como - 1/R devido a esta
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rorga de Van der Waals. (Ver figura 24).

£(R) }
£(R) = L&
' R =6

FIG. 24

Vejamos agora, como podemos calcular a partir de (16)

e

T (Ry) = 21 (2R,) + 341(3R,) = «vvevee =

2
8me s (o /n2+m2 T o g2 fnl+mern .
RS fapar | ’ R fB P
+39-3 n+m ﬂ'_ ooooooo)

6 RZ

o‘o—=817'§
6 ﬁm (1_’,9-/;2-4—117\17)2

par

A F - -~
Tomando uns poucos termos, ja se obtew uma aproximagao

boa para «.
\

o = 1.74756

E preciso notar que todos 68 calculos efetuados ate a-
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gera so valem para o caso do ClNa, que possui condigSes de si-
metria particularmente favoravels. Cada cristal diferente, se
constitufl nui movo problema a der ®xaminado; eonsiderando-se

entao, suas simetrias e as aproximagGes adequadas. .

Consideracdes gerals sdbre as constantes eldsticass

Com base em certas consideragSes, e possfvel mostrar que
para o ClNa se deve ter 044 =.Q12, e como selvg na lista dos dag
dos experimentais fornecida,esta previsio ¢ muito boa: De um
modo geral, € possivel mostrar que o mimero de constantes pode
se reduzir de 21 para ;5, se 0 cristal satisfaz as seguintes
condigoes: V' |
12) Que a interagao se faqa entre pares de ftomos. Isto em ge
ral acontece nos cristais, pois tanto a farga repulsiva, como
a de Coulomb, sao entre pares. Ja nos metais esta condicao nzo

se cumpre, pois a 1hterag§o e muito mais complicada.

22) Que as fargas sejam centrais. Isto, em geral, tambem ocor

re para os cristais.

32) Que cada atomo seja um ponto de simetria do cristal. Para
explicar isto, suponhamos um cristal, como o mostrado na figura

A F 'd
25y em cuja rede ha uma estrutura complexs de atomos.

Ao'comprimir a rgde pode ocorrer que todos os.étomos do
cristal se desloquem da mesma proporgac ey (32 hipStese); ou
entao que ocorra o indicado na figura 25, ou seja, que uns ato-

mos se desloquem mais que outros.
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Cristal 1livre Cristal comprimido

R, 5 ﬁig

s
L
-~

-~

O,

o 0 ®

FIG. 25

Em outras palavras, sabemos que Rl =R -GRO, mas & me-

o
nos que o cristal tenha certa simetria particular, nao sera cer
to que a, = ao-iao (Ver figura 25). Quando se trata com cgis-

tals simples, a 32 hipétese se cumpre, em geral.

Quando se iniciou a teoria da elaéticidade dos cristais,
se supas que este teorema era absolutamente gerals a exper@gn-
cia indicou, fodavia, que isto nao era certo. A relaggo C12 =

= C,, nao vale para cristals menos simetricos.

A forma na qual se reordenam Os atomos de um eristal com
- LY . ~
Plicado, devido a compressao, depende de uma maneira muito com-
A ' . A ~
Plexa, das forgas que intervem, e nao se pode mais raciocinar

simplesmente em termos de siﬁetrias.
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As reiéqaes iue ligam as 21 constantes de um cristal de

xmqﬁg“ngQQuz{rlga,g,155fdenomiham-se re1a9$9s"de Cauchy.

Comentarios. .

Outra questﬁo que deixamos de considerar nos calctlos
anteriores fol a possfvel.atraqio que exérceria um atomo  so-
bre os vizinhos, por forga da polarizagao induzida. A energia
deste acoplamento serla inversamente proporcionalla quarta po-
tencia de Ry ou seja, maior que a de Van der Waals. Ocorre, po
rém, que um atomo esta rodeado de muitos outros’(seis‘mais pré
ximos,y no caso do ClNa) e entao nao se induziria um dipolo, mas
um octupolo ou mesmo uma distribuiqao de ordem ainda superior,
cuja energia de acoplamento diminui muito rapidamente comR. Por

isto e desprezada. (Ver figura 26).

»

® & e & o
“®
® ®

®

FIG. 26
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£ facil de verique quanto mais simetrica for a distribuigac de
cargasy menor serivgw;mpprtancig‘q§§§e yggmo. Portanto, e
palor no. caso do ClNa de que no ClCs, e isto poderia explicar

porque O ClNe nao se cristali;a%pbmowo,C1Cs._f

De maneira ana-
loga ao que se féz ate :’\G) 65 G)/'s,
agora, poder-se-la cal Na : c1
cular a energia de um :
cristal no qual se hoy . i,
vesse substitufdo al- <hQ::) <:::> ' (::}—*
guns {ons Na' por ou- Cy, X |
tros K+. O atomo de '
potéssio € maior que o - Ma CY
de sodio, de modo que /g;> <:;2 C:L&
e possfvel que haja um
deslocamento dos ato- FI1G. 27
mos vizinhosj; chamemos de 81 éstes»deslocamentos, e os calcule
mos minimizando a energia. (Ver figﬁfa 27). iﬁste calculo  se
pode fazer em muitas aproximagSes, como por é;emplo, supohdo 1
niclalmente que s6 a posicao dos atomos vizinhos que se modifi
cay e calcular como se tal expansgo fosse radial. Depols, pode
riamos supor que ndo € ex. ‘amente radial, o que tambem modifi-
ca a camada vizinha seguinte de fons, etc. etec. Fazendo estas
aProximagaes sucessivas ve-se que a energia do cristal nao re-
sulta substancialmente modificada por elas. O que e sensivel a

] -~ r'd r 4
tais aproximagoes e 0 calculo dos deslocamentos.
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ABSORCAO DE LUZ INFRAVERMELFA PELO CRISTAL DE CLORETO DE S6DEO

Trataremos de explicar agora a existencia da banda de

absorgao, no infravermelho, do ClNa.

Suponhamos que se coloque um tal eristal em um campo e~
letrico constante; a Posigao relativa de seus fons se modificg
ra. Ao retirar-se o campo os {ons oscilarao em tarno de suea
posicao de equilfbrio com uma certa frequénciacqo.'Para<501Na,
esta se encontra no infravermelho. (10.000 A°).

E evidente que se o cristal & grande, nem todos os fons
Cl, por exemplo, mover-se-ao em fase, porque a onda 80 envolve

uns 10% fons. Nao obstante, ao calcular localmente, podemos

‘'supor que os {ons C1 se movem em fase.

Quando se faz incidir radiagao eletromagnetica scbre o
cristgl, nota-se uma absorgao no infravermelho, como dissemos,
mas nao na regiao visfvel, onde o eristal e transparente:7Ver

figura 28.

— 4

Transvisjvidade

&y

w0

FiG. 28
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No infravermelho a absorgao e muitoc grande, e portanto,

tembem a refletividade. A mudanga.de {natee de refragdo, & mui-

to brusca, e o fato de ser grande a refletividade se observa
na férmula que da o coeficiente de reflexio; para a incldencia

normal H 2

n-1

n+l
onde R e complexo: n = n'4-iﬁ", medindo & parte imaginéria, a

ab3°r9500 Se n'">»n', tem-se:

1--211'+n'2+n"2 i+n“2.
F: £ =1

1+2nt ‘*n'z.,-,Fn“2 l+.n"2

'sendo; portanto, a refiexio qnése total. Este fenameno pode
ser utilizado para a produégo de um feixe infravermelhoy; por

reflexoes sucessivas.

Com objetivo de encontrar a auto-frequéncla dos fons,
calcularemos agora a energla do cristal, supondo que todos os
atomos c¢e Cl estejam deslocados de uma distﬁncia.; em relagao

" a sua posicao de equil{brio, como mostra a figura 29.

A energia potencial por atomo de C1, ate segunda ordem

em X, e contada a partir da energia de equiifbrio, sera da for
ma:

u 1

= = = pg? (19)
N 2 ’

-~ 4 A ~
Nao ha termo linear; se houvesse, 0 Cl nao estaria em

equilfbrio em x =0, como estamos supondo. A constante D, esta

a determinar.
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A energia cinetica dos fons C1 no centro de massa nao

pode escrever diretamente como l'mcl X" porque ;,esta medido
a partir de um fon Nat que se move; logo, dévémos usar ao in=-
ves de m.j» & massa reduzida. Com efeito, o deslocamento que

sofre o Cl, em relaqao a0 centro de massa e:

4 = INg X
| et . Megt Wy
e o Na: mp x

d S -

fa mogt oy,

A energla cinetica por atomo de Cl1, e entao a soma das energias

de um Cl, € entdo a soma das energias de um Cl e de um Na*

’ ou
seja:
mz.. m,
© © 0O

N .
a'@ —,

FIG. 29
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onde H ¢ a massa reduzida:
ch mN&

Bod * BNa
Cabe agora uma pergunta: porque calculamos classicamen-

A V4 -~ ~
tey se sabemos que a mecanica classica nao funciona em questoes

A
atomicas ?

A resposta e a seguinte: em mecanica qugntica a energla

de um oscilader esta dada por:

| E = (n+1/2) ho (21)
onde w=vk/m sendo k e m as constantes que aparecem n> Hamil

toniano quantico:

) |
H=— + =
2m 2
Mas v/k/® e também a frequencia classica do oseilador; lo
g0y basta calcular a frequéncia classica e aplicar (21., péra

. A
se obter os nfveis quanticos de energia.
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Entretanto,nzgteeago‘iifiiiﬁiar, poder-se-ia arguncn-
tar que vale a mecanica classica. Com efeito, se todos os fons
Cl movem-se simulténeamente, a massa do sistemsa cdnsideradoque
oscila (quase meio cristal), e muito grande e entao os resulta
dos da mecanica quﬁntica se reduzem #bs #a mecanica classica.
Por conseguinte, toda a explicaqio anterior, ainda que certa,

nao faz falta neste caso.

De (19) e (20) tira-se a frequencia classica dos fons
Cl7:

_ . Bod nN; _ (myy+ myg,)
van ™ [V Tt |
\ el mNg : c) ®Na

Para encontrar o valor da constante D devemos calecular

a energia do cristal quando os seus atomos Cl estao deslocados.

A parte da repulsac ¢ imediata:

£(R, + x) + £(R -x) + 4r(~/§§ + x2)

0 ezlculo da parte eletrostética e mais complicado, de-
vendo<se tomar certas precaugoes para se nao chegar a um resul

tado absurdo.

Notemos primeiramente que se todos os atomos de Cl se mo
vem simulténeamente, sua posigao relativa permanece a mesma, e
portanto, sua energla potencial relativa. Logo, a variagao de
energia potencial se deve a modificagao da posicao relativa dos
Cl em relacaoc aos Na. Devido a simetria dos {fons ia+ em tornc

do C1™, podemos escrever a seguinte expressio, para o potencial
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I d
eletrostatico:

V=g +a (x°+ 77+ 25+ L.l

Nao pode haver termos de potencia {mpares de x, y e 2.
¢, € o potencial no ponto ocupado primitivamente por C1™. Ou
seja, estamos fazendo o desenvolvimento em serie no ponto dg
equilfbrio e tomando termos somente de segunda ordem para o

potencial.

Vemos que se deve cumprir a eqaaqgo VZ\P = 0 na reglao
que consideramos, visto nela nac sxistirem cargas, daf resul-

tando que devemos ter a = 0
v2¢=6a=0

Com estas consideraqSes resulta, que até’segunda ordem,

L4 ~ 4 I d
0 potencial e constante, o que nao e razoavel.

Ve jamos as coisas sob outro pohto de vista. Nos hav{a-
mos admitido que ao deslocar o fon C1” se criava uma fargé que
tendia a restituf-lo a sua posigao inicial. Isto significa
que se o deslocamos uma disténcia pequena, digamos 0,1 AQ, e-
xiste uma farqa que tende a restituf-lo e, por simetria, esta
forca nao depende da direcao do deslocamento; se esta forga fog
se de orfgem elétrica, existiris um fluxo do campo eletrico a-
traves de uma superffcie pequena, que rodeia o ponto de'equili
brio. Entretanto, como dentro destz superficie nao ha cargas,

o fluxo do campo deve ser =:lc, pelo teorema de Causs. (Ver fi

gura 30).
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£ste raciocinio nos conduz no-

L 3 ~ M |
vamente a conclusao que, para pequenos

@

deslocamentos, o fon C1™ nao este su-

jelto a forgas eletricas; 1sto nao e

y

I'd
correto e devemos procurar onde esta o
- P Y .
erro deste raciocfnio.

®

Quando calculamos a energla po
' FIG. 30

tencial do fon C17, utilizamos uma re-
de infinita de fons sodio, sem considerar os fons C1™ restantes;
como esta energia e infinita, nao devemos extranhar que chegamos
? resultados absurdos. O que dever{amos ter feito, era conside-

far um cristal finito.

Existe, entretanto, uma outra maneira de eliminar esta
diverggncia; consiste em supSr dentro da rede infinita de {ons
Na' uma densidade uniforme de carga negativa, a qual, em media, de-
ve ser igual ; carga negativa localizada dos {ons C1~. Embora a;

te procedimento nao seja muito Justificé&el, produz resultados

4
razoaveis.

Neste modelo, a energia nao & infinita porque estamos
considerando, alem da rede positiva, uma densidade negativa uni-

forme, e e nula a carga total por unidade estrutural do ciistal,

4
A densidade de cargs nogativa e:

eN e
= &=

2NR3 2R}

F:

onde eN e a carga dos N C1~ do cristal e ZNRE o volume do cristal.
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0 potenciali deve satisfazer a:

viy= - amp
A solugao e: e 1

e

2 e m— = (x4 yP4+ 2P)
3
ZRo

Como o deslocamento se efetua na direq-go X samente, a energia

potencial vale: 2
417 e 2

E.P, = eyp= = x
2.6 B

Aparentemente o sinal esta errado, pois a energia po-
tencial diminui com X. No entanto, se olharmos bem, vemos que
esta correto e o que ocorre e que ¢ Cl trata de cair no Na vi-
zinho, nao o conseguindo devido a forga de repulsao. A energia

» A
total, ate termos da ordem 2 cm X, vale:

2 7 &2
Y= 622 PRS2 = £1(R,) - —— 2 (22)
(o} 3 Rg

onde usamos as seguintes aproximagSes:
x2
f(Ro-x)»‘:- f(RO) -x (Ro) +—2— f"(Ro)

2
X
f(Ro+x)z f(R°)+xf' (RO) +? f"(Ro)

f(/§§+x2/?:f Rol_l-*‘.la' % =f./:==.o+-2’- f—\,zf(no)»;- = £1(R,)
L o / \ Ro/ Ro

A » .
0O termo em xZ, que e ¢ cue interessa, pode scr escrito
na forma:

(X “f o me’
\F R f"\Ro) + 2 Ry f'(Ro) - ;;-
0 o
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ae
ou usando o resultado f'(Ro§ = = " e, dividindc e multipli-
cando por 0
|£1(R )R |
torna-se ( o2 ]
1 ae?_ Ro f"(Ro) o »
-2 -—2X
2 o
3
3RZ IRO rr(ao)l j
ﬁste é (o] térmo % sz; daf vems
2
°LeZ Ro f"(RG) -

D = - -‘a" (23)
3 )| '
3 RS IRo £1(R,

onde nao ha nada desconhecido. O (-2) aparece porque efetuamos
a divisao pelo valor abscluto de Ro f'(RO), quando éste térmo

"era negativo.

Sabemos que:

2 =

RS f"(Ro/lRo £1(R )] =10.4
Logo,

5 1.75x (4.8 107102, 4.8

= 2.87 X 104 erg/cmZ
- x
3x (2.82x1078)3
donde: [ o
{r0.4-2-2 1= {10.4-2-3.6} = 4.8
[« 4

A massa efetiva e':
23 x 35,5

p= =T x 1.67x10"2%4=23,4x107%%
23+ 35.5
D v - . -1 .
wg =F = 00122 X 1028 sSeg 2 e wo = 335"1013 seg 1 .o
a2ne
oo lo == =64pu
w

(o)
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I d ~ .
enquanto o maximo de absorgac se observe em 61 p.

Vimos que 0 termo de energia eletrostatica e negativo,
mas de (23) se ve que e menor que O correspordente a repulsao,

com sinal positivo, comc requer a estabilidade do cristal.

Analizemos a causa do erro em 104 que temoé em wy s (¢}
que equivale a 204 nas fargas e atesta s crueza do calculo. Um
dos possfveis fatares que nao tomamos em conta e o seguinte:
quando calculamos a energia do cristal livre e depois sob pres-
8ao, usamos o potencial repulsivo f(R), o que se justificava pe
lo fato de seiem 1mpenetr£veis as camadas eletrénicas por par-
te dos eletrons vizinhos, e ao comprimir, a diminuicao de voly
me aumentava a energla cinetica dos eletrons. Mas neste caso,
nao ha compressgo e possfvel que se desivquenm Os nucleos mas
as camadas permaneg¢am intactas. Tamben e possfvel que nem to-
da a carga se mova, etc. En-

AN o-envoltura
fim,nao sabemos se e totalmen //—\\\\{/ sletronie
te correto o 1so da f£f(R), que O« —o O~ .
fizemos ate acui.

A arte consiste em ep

+
b4
(9]
*
\N
'.—J

~
contrar o modelo que funcione.

PROPRIEDADES TERMICAS DG 721874 L

Ate aqui temos feito a teoria, baseados em Guas hipéte-

ses:



CBPF-DH-001/89
_A46—

1%) O cristal esta a 0°K e o unico movimento dos fons, e o Ao
ponto zero.
22) O cristal nao tem deslocamentos nem falhasj; e um cristall

deal.

Admitindo ainda esta ultima hipétese, estudaremos © ca

8o geral em que o cristal esta em uma temperatura qualquer.

Designamos por E1 os niveis de energia do eristal a
temperatura T. Em realidade este espectro de energlas e quase
continuo. Se o cristal esta a temperatura T, nac se sabe em
que nivel se encontra, mas e um resultado conhecido da Termodi
namica Estatfstica, que a probabilidade de encontré-ib em um
estado 3 e 1

) P =~ e.En/K (24)
noQ

onde Q € uma constante de normalizacao e k e a cte. de Boltz-

manno.

Consideremo | um exemplo simples: uma molecula diatsm;
ca. A Mecanica Quéﬂtica da para este sistema os niveis de e-
nergia e a probabilidade de a distancia dos atomos ser x. (Ver

~T

FI1G. 32
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6333

Para cada n{vel de energis nodemos achar O <Xy €OTTeR
pondente. Mas, quando o sistema tem uma temperatura T, nao sa
bemos em que n{vel esta e se quizermos conhecer {x), devemos 2
char a media estat{stica aas medias quﬁnticas, usando a distri

buigao (24).

Consideremos um sistema ideal, como por exemplo, O OsS-

cilador linear.

Sabemos ques

gizﬁh +nhw
Neste caso Pn toma a forma:
1 -(n+ %) {g‘g
Pn = q e

ou, normalizando a probabilidade, explicitamente:

(o) be

P =

n —( nad YD
ff: o (n*‘)kT
n=0
A energia media e ent/i0: ho
00 -(n+d)ES
S ;(n+§fw’e kT
n=

CEd=

®© (o) D2
z ’; e
n=

Por comodidade chamar¢mos X = ho/kT3 notando que Q e simples~

' 4 ’
mente uma serie geomeirica se tem:

-x/ 7

@ -3 e 1 1/2
T om(n#tdx _ T2 §— nx - - — -
n= n=0 2-e"" */2_e %2 genhd



CBPF-DH-001/89

~48-
e T ) . _x o
T (et Dhe o BT S Lo $Z T X 4 a0 2 T e
n=0 . n= n=0
Mas, o -
S e ™=
n=0 1-e X
S ne™=o.—3F " e =z —m
n=0 dX n=0 (1-e7%)"

d) 1 "tx
> (n+d)hoe e’(n“i’)x = hw - _ \

n=0 4 senlx% sen h /
e x/2 1 1
(E> = holt + ——— |= hoZ +
2 2 x
Zsenhg e -1
hw
(E):l d  e————
chm/k'l‘_1

Uma propriedade interessante de Pn e a geguinte: supo-
nhamos dois sistemas sem interagao, com niveis Ej e E;. Consi-

derados como um so sistena, os nfveis de energia serao:
&€ = '
m = Ent By (25)

Logoy a probabil . dade de que o sistema se encontre no

estado Enm’ de acordo com a (24), sera:
E_+F
- =i t
anase-enm/kT =e¢ K = e-En/kT- e-Em/kT = p-Pp (26)

Isto significa cae as probabilidades de amhos os siste
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mas sao independentes, valendo 1stc -ara O casO em que e a megs

ma a temperatura deles.
De (26) e (28) resulta que:
U=y i)
onde u,e a energia media dos dois sistemas juntos 921(1) eZtZ)
sao as energias medias dos dois sistemas separados.

Como exemplo, analizemos 0 que ccorre com dois cscila-

dores de frequgncias distiﬁtas wew. Os nfveis de energla

$80¢ En(n+f)hm ° E;==(m+§)hu> respectivamente, e os niveis do

sistema formado por ambos serao:

€, = hw (n+%) + nm(m%)

%Qwegu
LW %"“"“:iw.
W s .
3 Thos she?
e froefo
: '
I“’i*‘”
¥ iiu+%ﬂw‘
[] =ttt
I‘u 2
{-tw*%ﬁu‘
‘ 3
1 Ilﬂ— 0}“
2 ") . o+ Ehew'
3 b  andd 1l
i
!'woiiw‘
4 34
*ﬂﬂ Eiﬂ#«’ﬁ!
LR
3y eyt
&
$tw
4 Lt
‘Qubz )
{4 o'
rﬁo i

FIG. 33
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Se temos muitos osciladores, o diagrama dos n{véls de complica.
A medida que aumenta o numero deles (com frequéneiatox) o nume
ro de nfveis compreendido em um E aumenta. Com efeito, um ni-
vel e dado por

E=hoy(ny+2)+ huy(n,+ %) + e+ N (n o+ $+. .o thoy(F+2)

K

e se N e muito grande, existem muitos conjuntos de n, que produ

A o K
zem quase o mesmo E, e tantos mais quanto maior for E. Assim se
explica que sendo o estado mais prbvével o fundaméntal, a qual-
quer temperatura, a energia mais proVéﬁel ngo'seja a a0 nfvel

fundamental (Ver figura 34).

"Z_ D(E)= densidade de niveis

” den: idade de probabilidade da ener
gla do sistema

s 7 .

E

FIG. 34

A energia media do conjw to de osciladores e a soma das

, .
energlias medias de cada um, assi que:

AY

_ N hw hw
gos— (—F, %)

k=1 \ 2  oMWK/KT_, /
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Veltanco a (25) e supondo que KT hw pedemcs escrever
aproximadamente -
- D_c:) * heo e-hm/k'l‘
2 .
e vemos que & Unica contribuigao importante s a do nfvel fun-

damental. O segundo teérmo, desprezados os da ordem de o~2hw/KT

da a contribuiggo do nivel seguinte ao fundamental.

Se hu<kT, ou sejla, %&.’(( 1 a (25) pode ser escrita:

ol

—. hw hw hw hw 1 hw
U= = —— N — +

2 oL+l +%o¢3+... 2 m1+%a+%c¢2+... 2

hw 1 1 5 1 hw\z
12 12 \kT

-

il= kT ¢ 6 resultado classico e como vemos e certo ate segunda
ordem; plotando a energila média ﬁ e o calor espeeffico do oscl
lagor (C ), definido como -g% , em funcao de T, obtem-se a  fi-
gura 35, abaixo.

u Cer 4

FIG. 35
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Se hw» kT, o oscilador nao contribui ao calor espec{fi-
co. Isto permite explicar o comportamento nao classico do ca-
lor especffico de certos ghases. O IZ comporta-se c*assicamente,
mas nao ocorre O mesmo cOm 08 02 e H2 a temperaturas ordinérias,

L A «
Asaltas temperaturas os tres se comportam classicamente.

James Clerk Maxwell (1875) foi o primeiro a assinalar
claramente que aqui a mecanica cléssica,que dava sempre kT, fa-

~ “ )
lhava em relagao a experiencia.

Sir James Jeans, por outro lado, dizia que tudo se pas-
sava como se certos graus de liberdade da molecula se encontrag
sem congelados; em geral, os de vibraqio, em uma molecula diat§

mica.

Max Plank encontrou, pela primeira vez o resultado (25),
N
sem o termo de energia do ponto zero, para cscllzadores do campo

’
eletromagnetico.

Voltemos agora ao Cloreto de Sodio. Sabemos tratar-se
de um isolante; para excitar um eletron de um Na, e preciso u-
ma energia da ordem de 1 e Volt. Por outro lado, a }temperatu-
ra ambiente, temos kT~ 1/40 Volts, de modo que para um mol do
cristal a contribuiggo dos eletrors ao calor especffico e da or
dem de 6 x 1023 x 10740 que, compsrada com a dos fons, e despre

zfvel.

4 & A
E necessario recordar, entretanto, que ha cutros fenomg
~ -
nos nos quais nao se pode desprezar efeitos dos eietrons, comec

a condutibilidade térmica ou elét*ica.
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Consideremos a energia potencial de um fon; por sxem-
plo de C1™, deslocando sua posigao de equilfbrio. Xo sntorno
desta, o potencial pode ser considerado como uma parébola, se
a temperatura nao e muito alta. O criterlo para se decidirig

to e a << R, (Ver figura 36).

Neste caso, o
{on pode ser conside- Vv

rado como um oscila-
dor harmonico. - Mas, \\\;. ////
esta suposigao nos le E=kT

va a um resultado er- \\\\\‘;

d
rado porgue nela um so

IN

fon se move, e 0s de-

mais ficam parados. FiG. 36

Tratemos entao de compreender primeiro o problema quali
tativamente, para ter uma ideia das aproximagoes que sao razoa-

veis.

Desprezemos a contribuigao dos «letrons a energia cine-
tica, mas nsao a potencial, onde, comoc vimos, eles desempenhamum
papel importante na determinagio do potencial repulsive f£(R). O

Hamiltoniano do sistema fica, entao:

N pf
H = — + V(Rys Ry eeveenns
E on 1 Rz Rsn)

onde Py © Ri 8ao0 os impulsos e coordenadas dos ions, respectivg

mente. Ponhamos por definiao ﬁ; = ﬁ; equil + E; e desenvolva-
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l@sﬂan s‘fio de q em tsrno.da,ppsigio:dg.eqnilfbr$o= a fun-

gao potencials

— e o o - Y - "" .
Vi ’+“.'q* R + Qo9 ecccescens v ‘2 m’] =
(Rloq 1’ 72, 2 Rﬂeq + !I>

q
N ' B
= V(§, ,E B+ Ioaql = +
- . ) 9 cceocoe e | = =
leq’ Zeq ea) ;3 AN 1eq
s g (2t

+ -— . +

2 i J pea— — =__. — =‘.... X EEEX]

0 potencial calculado na posigao de equilibrio é uma
constante e o0 que faz e unicamente mudar o zero de energia. As
primeiras derivadas calculadas no ponto de equllfbrio, sao ny
las. Os termos de ordem superior a segunda sao despreziveis
neste calculo particular, embora, em geral, nao ¢ sejamj por
exemplo, a dilatagao do eristal com a temperatura depende deg

tes termos. Fica entao:

Pi' 1 3N
H=Z—+-:q1qjcij
2‘1 2 1,J= '

0 que se obteve foi uma generalizaqao do potencial hap
monico. Se dese jamos conhecer os niveis de energia do siste-
ma, devemos calcular os~(1023)2 coeficliantes °13° Vejamos cﬁ‘

mo ¢ possfvel simplificar isto.

Consideremos um sistema constitufdo de dois cscilado-
res clissicosg aéoplados como indica a figura 37. O vineunlo

introduz um termo xy no-ppténcial:
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O

(a) (b) (e)

FIG. 37
Se a condiqio inicial e arbitréria, o movimento apresen

ta-se muito complicado. No entanto, ha duas cOndigaes iniciais
para as quais o ﬁovimeqto e harmanico de uma 36 frequsncia, e
portanto muito simples. O primeiro caso é quando em t=0 todas
“as massas tem o mesmo deslocamento e a mesma velocidade; o se-
 gnndo e aquele em que as ﬁassas tem deslocamentos e veldcidades
iguais, mas de diferents sinal. Note-se que as rreduahciaa 820

distintas nos dois casos.

Qualquer movimento pode expressar-se como combinagao 11
nes. destes dois. Isto se ve claramente se em lugar de usar
coordenadas X e ¥y usa~-se u = x+y e v=x-Y, Neste casoo pro-

blema se reduz ac de osciladores harmanicos_desacoplados.

A energia potenclal adquire a forma:
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L xy2 + &g gl
2.xv f 2 K U
e a cineticas
1(\.72'#‘!'32)
2
Esta descrigao e classica, mas nao importa, porque ape-
nas esta se langando mao de um artiffcio; sem modificar em nada

a r{sica do problema, valondo’portanto em mecanica quantica.

Trataremos de aplicar esta descrigao ao caso das 1023

pdrtfculas de um mol de ClNa. ¥ possfvel resolver este pro-
blema clﬁssicamente, porqﬁe as frequancias classicas estao dire
tamente ligadas com os nfvﬁis quanticos de energla e nao porque

.0 problema seja classico.

De maneira anﬁloga ao caso dos osciladores acoplados,

tentaremos encontrar novas variavels Qe tals que
Qd-zzAioLqi
e nos permitam escrever a energia potencial na forma |
2lx o2 +dr @@ .
v 277K1Q1+2K2Q2+..... (27)
Isto e uma generalizagao do caso anterior e poderemos,

portanto, descrever gqualquer movimento como combinaqio © linear

de osciladores harmonicos desacopladcs, nas vari&veis.Qa,

Cada movimento deserito por Qd_constitui um modo normal

& © numero total dastes seri evidentemente 3N.

A energla cinetica nas variaveis Qo sera:

E.CQ =%Q‘§+%Q'g+ L N B BN AN 4
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onde nio aparecem as massas por causa da escolha que se fez dos
heyo |

1Isto & an2logo ao que se obtem para o oscilador linear.
Com efeito, se usamos o momento canonico conjugado p =mg, o Ha-

miltoniano se escreve:

2 2
HE o= 4 ==
m 20

Ou, definindo novas coordenadas

Q =va q: P= p//é

fica: 1 1k.2 .1 1 2
2 PP+2E =4 PP+3KQ
onde
=k/m
Voltando a (27) podemos escrever:
2
K, =wy

Bsta.mndanqa implica em supormos que as constantes Ki
sao0 positivas. Ko entanto, nao hi nenhuma razao matematica Pa-
ra ilpor isto, mas se o fay por razces de ordem f{sica. COI e~
feito, se algum X e negativo, isto implica em que ao aumentar
a variavel Q correspoudente, a energia potencial diminui, cu sg
Ja que o sistema parte de uma posicao inicial de equil{brio ing
tavel. Iito, evidsntement. nao pode ocorrer, pois acarrsta a
destruigao do cris=tal e se assim acontece e porque o modelo ado

tado esta 1ncemp1eto.

Com esta transformagao o Hamiltoniano adquiriu a forma

que teria para um conjunto de osciladores harmonicos clsssicos
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de distintas rreunneias, niq'acépladnit

b p 1,2 d 2 g2 ;s
B‘z’%*a”g*'"""*z of ¢ +3w5 Q5 (28)

Passemos a considerar o caso quantico; o opersdor. . Py
esta Qefinido em Mecanica Quinticd'po:z .

n 9.

A mudanca de variavel Q =Y Aia.qi implica em que o novo Py

sera*

2.2 _n1
Fx =1

A
Qg 1§ Ao 3qy

qﬁe e exatamente a nesma.relaqao entre P, e Py MO caso cliisl

3
=2 A Py

co. Logo, a egunagao (28) e valida tambem no caso quﬁntico.

Ve jamos sum;riamente porque-hbdemds desprezar os termos

de terceira ordsm em Q, da forma Qu,Qp Q, Para isto devemos

calcular QZ ja que —
AJ—;EEVQa..
De (25): —_— L
R R F PP
2 ghw/kT_, 2 2

Mas como para o oscilador harméhico, tanto classico co-
- mo quantico, a energia cirstica ledia e 1gua1 a energia poten-

cial media:
. € =wf g2
Como £ e da ordem de kT, vem:

32~
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que impiisa em uma contribuigac ds ordem de i ou 2% para o ter-

m0 de terceira ordem.

A energia media ¢ agora, de (28):
_ hoy  heg
U= V(eq.) +2 + , (29)
' K 2 o tox/kT _q

\
Para calcular esta express&'o e 'nocessirio conhecer 08

c“, 0 que se deve fazer atraves da teoria sobre as farqas que

atuam, ou sejam, a repulsiva e a coulombiana.

Conhecidos os Ci 3 o0 problema da deteminaq;o dos wg e
puraments matemaftico, e uma vez efetuada, se pode calcular a
(29). Desta se tem:

nZ o/kr?
P
= (30)
K (e'h“’l(/kT- 1)

ail
oT

C =

Quando kT»wgh para todo wgy cada termo vale XT e en

tao: |
C = 3Kk=3R% Scallknol'

que e a lei de Dulong e Petlt. Isto nao funciona para © dla-
mante, cujas ligagoes s2o muito fortes e existem, portanto, fra
quenclu n‘ﬁuto altas, as quais contribuem com uma Parcela me-
nor que k7T, astenpenturos ordinarias. Has‘; altas temperatu-
rasy & lei de Dulong e Petlt aind: e valida para este easo.

A figura 38 e a rcpresentagao grafica da (30).

Vejamos 0 significado da frcquancu Wy e Invertendo
Qe ® L &4 qy Obtemos
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cy 4
3R =
| 3
FIG. 38 hoy
9 =z Bio.'. Qa | (31)

Agora suponhamos que s uma variavel Q e dinstinta de
zero. As variiveis'ffsicas 820 as qyy Ou seja, as que repre-

sentam o movimento. De. (31) teremos, por exemplo, para &= 2:

+

4

Ty TBp R
de modo que uma variaggo - Q, implica em uma variagao em to-
das as pdsiqaes dOS>£OnS; determiﬁadés por 3127 Para cadacxté
"dos os fons do cristal oscilam com uma fréquéncia w,’ & este

tipo de oscilagao se chams de "modos de vibragao®.

0 que deve ficar claro e que uma variagao de um @ im-
plica no movimento do conjunto de {ons de uma determinada ma-
neira, ca?acterizédaielaé conStantéshBiuf Reéiprocamente, se‘
ge conhscé ¢ modo de oscilagaa, se podem determinar as constag

tes Biu! pelc menos em princfpio.
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\
Elc. ‘1 (ql + qz 4 oo } )
Queremos determinar agora, & dependé‘ncia temporal de

Q- Vimos que podemos defirﬁ.r Qq tals que
qy =2 By Qe

onde B, , determina os modos de vibragao. Como vimos que 08 Qq

variam harmonicamente e como os Biu sao constantes, c¢s Q de

vem ter a forma da parte real de Z 8o 01“0'*' ou, se considera

mos um so modo:

qy(f) = Re a, olvt (31+)

onde supomos que Os &, sao complexos, para dar conta da pog
si{vel diferenga de fase entre os q,. O importante e gque parsa

um modo dado, todos os Qy tem a mesma rrequsncia.

A equaégo de movimento para q3, Por exemplo, e

&5 s - %“;—3' = - f"(a)[(q3-q2) + (q3- q4)]
Se considerarmos tambem a interacao g(R) teremos:

q3 = -f"(a)[(qB-qa)-'- (q3-q4)]+ g"(a)[(q3- q1)+ (q3- qs)]

ou, em geral, para um q qualquer

Gy = - £"(a)|2q - g _; - qnﬂ]a, g"(2a)|2a_~ q__,- qn+2] (32)

Combinando (31') e (32), ficas

| 7
wf oy = f"(a)[asn- "n-17 2n+1 |
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sem considerar g(R). Esta e uma equacao & diferengas finitas.
‘Ensalando uma solugao do tipo

.551 = A eijip.

sugerida pela da equagao diferencial

2
4x
— +X%X2x =0

, at2
obtem-se:

w? = f"(a)[z- e'ip-eiﬂ =2 f"(a)(1~ cos B)

Se houvessemos considerado tambem a g{R), terfgmos ob-
tido:
w? = Zf"(a)[l- cosp] + Zg"(za)[l- cos Zd

Novamente a justificativa para fazermos o calculo a ma
neira classica e que estamos considerando osciladores, e como
ja se viu, os nfvels quanticos estao diretamente ligados as

frequancias classicas.

A solugao para q, Pode ser escrita, finalmente:
se

wZ = 2 t"(a)(1~- cos B)
Por conveniéncia, para rer o0 que ocorre fisicamente,

faremos B= Ka. Entao teremos

q, = A e
w? = #n(a) 2(1-cos Ka) (z221)

lnt e-inKa
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Suponhamos & partir de agora que w e positivo; a pessi
bilidade de ser negativo, eomowvoremos, gpenas representa uma

onda de mesma froqpsncia, propagando-se em sentido contrario.

Vejamos o que significa a 32'3j para isto faremos ur
grﬁfico de q, para tempos distintos, ou melhor alnda, tomaremos

distintas fotografias do cristal. (Ver figura 40)

FIG. 40

Observamos que a superffcie de fase constante se move satisfa-
zendo a relagao

wt -=np=0
Produz-se uma espécia de ohda no cristal, e isto pode ser me-
1hor apreciado na figura 41, que da a distribuigao esbacial de
q.

|
Q.

r\ﬁ\,\ - *I\T\ri\ | e
N s

\ FIG, 4l
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5bvianen£;:—;;_;;;tos onde ha fons 880 discretos, mas se o0s in-

terpolamos com ums curva eont{nua, obtemos uma sencide que se

desloeca com 0 tempo:

sendo l='§F o comprimento de onda.

Pode-gse falar enté'g, de uma onda espaecial. Se re gran
de os atomos estarao em fase, dentro de uma regiao pequena em

comparaq&b eom o comprimento de onda. E o que mostra a figura4l.

0 outre caso extremo, em que os atomos vizinhos estao

completamente defasados, esta mostrado na figura 423 correspon-
=L
de a K a

a1

FIG. 4?2 +

Para Ka:ﬁf novamente estamos no casc de pouca defasa-

gem. Isto se pode ver diretamente de (33), ou na figura 43.
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v

FIG. 43

De (32) podemos obter w° em fungao de K. ﬁ:a figura

44.

=2r/a -/ a n/a 2n/a

FIG. 44

s
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A curva e periédica, com perfodo Zalt. Logo, basta conhecer
a forma entre O e zf, ou denﬁ:ro de gualquer outro perfeéode cop

primente aal . Nos escolhemos o intervalo (- f, + E) .

5

Esta curva seré um cosseno perfeito, se nao consideramos os
termos em g(R). Se, pelo contra:rio; os considerarmos, teremosy

ma peguena distorqﬁo indicada por pontos na figura 44.

Cabe agora uma pergunta: porque, quando K=0, a frequéncia
6 zers ? Sera isto uma mera coincidéncia ? A resposta e nega-
tiva; o fato de w2(0) =0 o geral e sua explicagao e facil, pois
K=0 significa A = e entao todos os atomos do cristal estao
em fase, ou dito de outra forma, o cristal se move como um todo,

nao havendo vibracoes de seus atomos.

E interessante considerar o que veria um observador que dig
pusesse de um instrumento de resolugao tall,que nao pudesse distin-
gulr os atomos individuais, mas agrupamentos deles. Por exemplo,
digamos que pudesse ver grupos de 1000 étomos, quando o compri-

mento de onda e da ordem de 10° atomos. (Ver figura 45).

FIG. 45
Se observar na regiao @ ve materia deslocando-se para a direita
e se obs.rvar simultaneamente @,vé mat_e'ria deslocando-se para a
asquerds. A medida que o tempo passa; vera que todo o grupo @
esta se deslocando para a direita com uma certa velocidadc. Fste
tipo de ondas,y, com A > a, e o de ondas sonoras ou ondas

s{smicas y em um meio unidimensional.
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Com efeito, se ak e nuité.pequeno, podencs desenvolver (32)
em serie, e resulta: . .
wZx rrta)(Ka)?

donde: w xKva% £7(a) (%)

ou seja, que w e proporcional a X; podemos escrever w = cK, o
entao de (33) vem:
q = ollwt -Kx) o1K(ct - x)

de onde se ve que o ponto de fase constante mcve-se com veloci-
dade g. Convem lembrar novamente que esta consideraggb s6 vale
para Ka«1l, or seja, para A»a, o que significa que o A defini-
do como (if) e muito maior que a distancia interatamica, ou aip
da; gue os atomos vizinhos movem-se quase em fase. Neste caso

dizemos que ¢ e a velocidade do som neste meio.

Considerando a interaqio g(R) tambem se obtem em primeira

aproximagao que w e proporcional a K.

Vejamos agora alguma coisa sobre as frequéncias dos modos.
¥ claro que de (32) temos um w para cada K e consequentemente e-
xistem uma infinidade de w possfvei;. Ko entanto, vimos que
ne caso tridimensional so poderfamos ter 3N modos de vibraqio in
dependentes, assim como no caso unidimensional apenas N, sendo ag
te N o nimero de atomos. O fato de no nosso exemplo linear te-
rem aparecido um numero iufinito de frequéncias possfveis decor-
ren de termos admitido uma sucessao infinita de atomos. No caso
de uma sucessao finita ainda poderemos adaptar este calculo, ca-

mo veremos a seguir.

/////
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d;n;ideremos uma linha semi-infinita, primeiramente, e su-
ponhamos que o stomo da extr§midade esteja fixo. Néste'caso;tg

remos alem da onda incidente neste extremo, uma onda refletida
[y .

(Ver figura 46). .

qn = Aelwt (e-iKna - .1Kna) (35)

FIG. 46

Convem aclarar que ao escrever a (35) supusemos que w(K) =
= w(~-K); 1sto e certo porque a situagao f{sica e a mesma, tanto
faz olharmos a onda como indica a figura 46, como do outro lado
do papel. Adsmals se pode ver que a (32) e uma fungao par emK.
Dever{amos ter escrito primeiro:

qn==Aeim(“)t . o~1Kna pelw(-K)t iKna
A equagao (35) ainda pode ser posta na forma Q= 28019t

sen Kna que representa uma onda estacionaria.

Se agora supomos que a linha tem p atomos e que tambem o©
ultimo esta fixo, devera ser satisfeita a condigac qN==0, ou

sejay ‘
kL = 0, Ty 2'"’, 3‘"’, evsssee

r'd ~ ’ L
onde L=Na e¢ ¢ comprimento da linha. Entao vemos que somente

alguns valores de Ksao possiveis.

K=ng(n=0’ 1’ 2 o-o)
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i curva W2(E) que antes era cont{nua, agora tem uz numero
discreto de pontos, como mostra a figura 47. O numero possfnl'

’
de modos sera, agora:

(4 )

R
rR

>y

n/a

cik—

FIG. 47

Poder~-se-ia perguntar se com os valores negativos de p, que
tambem sao solugao, nao terfamos 2n modos possfveis. A resposta
gseria evidentemente negativa, poiﬁ"a (32),6 simetrica em reli
950 a Kye 0s valores de pn negativos corresponderiam aos m-es;nos

modos que .08 positivos.

Se considerarmos agora que ©0s itomos extremos sac livrbs,as
snas amplitudes serao m=ximas e obteremos outros valores poésf-

vels para K: (' '=% (rn'—JZ' )), como mostra a figura 48.
. \

- r J ~ -~
Na realidade ocorre que os atomos extremos nac sa0, nem com
pletamente livres, nem fixos, e entao a onda cOmeg¢a com uma cer-

ta fase que depende das rargas em jago. Isto modifica os possf-
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vels valiores de K como mostra a figura 49.

q 1!
——_ R
A \\
. - .
Xn
FIG. 48a

+ + + \Qn

N
N

FIG. 48b

Se bem que a posino dos possfveis valores de K dependa da
fase inicial da onda, ou seja, das farqas que atuam nO”contsrno,

' d 4
O seu numerc so depende do comprimento da linha.

Ha um numero importante de propriedades do sistema que nao
dependem dos valores de K, mas sim do nﬁmero de estados possfn
vels; estas propriedades tn geral, dependem do comprimento, mas

»~ A
nao do contorno, desde que L seja suficientemente grande.

Mostraremos agora que sob certas condigaes e possfvel trang
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1A
A’ﬂ
A
/]
A
A
‘ G, mleras dok s8 K
. n/a extrems fw

valeres possivels - g/, - ‘
do k con wms fane
inlelal § arbltrs FIG. 49

‘rla.

formar os somatorios sobre os modos em integrals.

Consideremos um AK tal que a frequsncia nao varie muito

dentro 4o mesmo. Tomemos um L tal que
"
- K
L<< A

0 numero de modos em AK serat

L ax

n
nao interessando a posigao que ocupsm em AK porque supusemos
ja', que ¢ jn-;uemente conitante em AK. Soi estas condiqsoa
podemvs escraver: Je.

)) . F(K) = '!" Jf P(X)sK
L §

modos 0

idemais, se F(K) e simetrica, tambem podemos escrever:
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n/a w/a
L ' ) aKk
- [ F(K)4K = Li[ F(K) —
: 4 Ve 8
0 -r/a

-

Exemplo: suponhamps que desejamos calcular o calor especffico

do sistema linear considerado; para isto, calculemos a energia

u=:<hw°‘+ Ao )

modos e e-huu/21L1

media

/ L
]T ® & ho(K) h w(K) \
= L —— +

(2m) 2 o~Do(K)/XT_, )

(36)
-r/a

Usando a (32)

w=v2f"(a)(l-cosp J

que combinada com a (36) da:

/ \
. ’ adx h /2" (a)(1-cos pa) h v/2r"(a)(1-cos Ka)
U = L‘J . +

2r 2 _h /2r"(a)(1-cos Ka)
-r/2 . e kT 4 -]

sendo este termo proporcional ao comprimento 4z linha.

Fazendo o calculo exatamente, ou seja, tendo em conta a cop
diggo de contarno, ybter-se-ia para a energia uma formula d: ti-

po

= 3 &
U clL+c2+c3L+.,,

onde o primeiro termo corresponde ao que obtivemos antei, o se-~

gundo ao efeito das bordas, o terceiro aﬂinteraqio entre as bor-
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das, stc.

Para o estudo de certas propriedades, que:dépendem do com-
prinento mas nao do contarno, elegem-sc certas condiqses que
tornam os calculos simples, mas que sao risicamentevimppgsfveis.
No nosso caso unidimensional, por exemplo, pode-se supar que a
linha se repete periadicamente, isto é, que o atomo K+ 1, que
segue o atomo N, move-se exatamente como o atomo l, e assim por
diante. |

Como vimos que :

9n
esta suposiggo equivale a escrever, para n= 5, por exemplo:
n+5 = Qg
ou seja
o1(N+5)Ka _ _i5Ka
= e
donde ;
o1FKa _ 4
‘ ar 2
NKa = 2n7r .o« K==—~ns=—n
KNa L

Esta maneira de considerar as coisas e conhecida na lite-
ratura como "condigoes de contorno periocdicas™. Outra maneira
de considerar estas condicces e sup&r a linha fechada em cir-

A
cunferencia.

Consideremos agora um sistema linear com 3 classes de a-

tomos, como mostra a figura 50.
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a e A
< N ' 0
O——p———P—x—

b 1 < & » 2 c
': " ‘4 1“ ' 'l ‘&
FIG. 50

Para escre#er este sistema podemos enumerar as unidades es-
truturais e chamar de 3, b e ¢ aos atomos de cada uma. As varia-
vels de movimento terao neste caso dois sub-fndices, um corres-

pondente a celula e outro ao tipo de atomo.

Suponhamos que conhecemos as fsrgas intermoleculares ¢ es-
crevamos a equaqio de movimento, digamos para q2° Como n¢ caso

anterior, teremos uma expressgo da forma

b

b _
= c +Cyag +e.dCog cunun (367)

» c
Tp A *CrqtC

a a
19% 7 %2 3 95
onde os C1 8a0 coeficlentes. Devido a que a fafga entre as par-
t{culas nao depende senao da ¢istancia entrs elas, a equagio pa-
ra outra coordenaday por exemrlo q?o de um atomo do tipo b, sera
n «b _ ¢ qa +C.a%. + ¢ a . b C. ad +
b W0 " %1 10 T2 %0 T Y3 1 T Vg %11 T Vs %13 "(’6")

3

com 0s mesmos coeficlentes.
Equaq&es anélogas,poderien ser escritas para qa e qcs

Se supomos fargas de curto alcance, 0s coeficlsntes gue
multiplicam variaveis correspondentes a atomos distantes, 880

pequenos.
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Pode-se tentar resolver a (36') supondo que todcs os atomos

se mOVem COR a mesma freqnancia, mas que as celulas estejam de-~-
 fasadas entre si, de tal forma que a defasagem rclativa de duas
celuias vizinhas seja a mesma. Isto é, podemos ensaiar uma soly

cao como:

q = Aelvt . o~1Knt

Cada atomo pode ter uma amplitude distinta, de tal modo que

Q=2 olut | giEnt . qu ab gt giknl,  oC = yC oot AKnl

Substituindo (37) em (361), vem:

_ab 2 deot 41kl _ o ya dut ~41kl, ; jc dwt -41KD |

1 2

+ c3Aaeiwte-51KL + C4Abeiwte-51KL + Cs

A
e agrupando os fatores comuns, vem:

p8glot ~71KL |

L 2R 2N BN BN 4

- w2l = (cy+¢C 1KY L o o 31KV, . ) A%+ (c, el SR TL

3e 5
+ (C2+.....)Ac

Se chamarmos

b - -1KL -3iK4{
X°(K) =Cy+Cs e + ... 4+C e
Yb(K) Z aeessee *04 O-ixl"' X ERER]

b =

Z (K)  ee 00 s 0o +CZ+ s0 00

fica

- w2 AP = XP(K) A%+ YP(K)AP + zP(R)AS

A mesma equagao se obtem se substitufmos (37) em (36") ou

em qualquer outra equagao correspbn;ente a um atcmo do tipo b.



_77 CBPF-DH-001/89

Equagaes anélogas teremos para 0s atomos do tipo A e gy obtendo-

b e AS,

se finalmente um sistema homogeneo nas amplitudes A%, A
- w? M A% = x%(x)a® +*!'(k)Ab + 28(x)a°
- w? MpAP = XP(x)a® + YP()AP + ZP(x)a®
~w? M A% = X°(k)2® + YO(k)AC + 2°(k)AC

A condigao para que Ssye sistema tenha uma solugao nao tri-

vial ¢ que o determinante dos coeficientes seja nulo, ou seja:

X8(x)+ Myf (k) z%(k)
XP(x) YP(X) + Mpuf ZP(x) =0 (38)
X®(x) ) 28(k)+ M, o

0 que corresponde a uma equaq&o do 32 grau em w?, a qual tem que

- ter tres soluqSés reais e positivas; logo, para cada valor de K

teremos trés valores possiveis paracnz. (Ver figura 51).

2

W
—-—_\-‘i ///

1S
™=

FIG. 51
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£ poss{vel ver que o rano»de w (K) que passa pela origen;

para pequeno K, descreve um movimento tal que a celula move-se
4 4

como uma unidade, havendo pouca diferenga de fase entre celu-

las vizinhas. Isto e caracterfstico de ondas sonoras, daf{ de-

nominando-se este ramo de "ramo actistico".

As solngaes com w(0) # O representam, para pequeno K, mo-
vimentos de vibragao para os atomos da celula. fHstes movimen-
tos nac sao exatamente os da molecula livre porque ha a pertur
bagao dos atomos vizinhos. Estes estados de vibragao podem ser
excitados, em geral, por luz infravermelha, e por isto este ra-

mo se chama de "ramo 6ptico".

Comecemos agora com o caso tridimensional, por exemplo com
o ClNa., Aqui valem consideracoes anélogas ao caso unidimenslio-
nal. E possfvel tambem classificar os modos em 6pt1cos e acus-
ticos. Estes correspondem a ondas sonoras no cristal e aunIes

a freqngncias infravermelho.

0 raﬁo<u(K) que e aproximadamente zero para K pequeno, cor
responde quase a ondas sonoras que podem propagar-se no cristal
e aqnsles ramos distintos de zero correspondem a vibragoes dos

itonos, que, como vimos, tém frequéncia da ordem dc¢ infraverme-

lho.

A forma de deslocamento dos {ons e mostrada na figura 52,

para ambas as solugoes.

Suponhamos uma rade constitufda de tres tipos de étomos,
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<X > TN

modo 6pt1co modo Acﬁstiéo
. FIG. 82

com6 mostra a figura 53.

Agora necessitamos, para descrever O sistema, de tres coor
denadas por atomo e dois sub-fndices, um para indicar a celula

e outro, o tipo de a'tomo.;

X
Como no caso anterior, su- ‘ n/ e ﬂ( ———

pomos que o0s movimentos 80 difg

I d
rem em fase, de uma celula para o X
. -
’ )L/
outra. Para indicar a celula,
» ' d
a0 inves de numero, usaremcs a FIG. 53

notagao de n,, n,en, de modo que a posicao da celula e'na:+
+ nb—l:-ﬁ n, T onde a, by ¢ sao as diregoes fundamentals do

cristal.

Entao, se q e a coordenada de um atomo da celula (0, 9, 0),
‘o fator de fase que multiplica as coordenadas do atomo de mesmo
tipo na celula (na, nb,nc) gera’: 'eipﬁna-e'ipbnb-eipcnc-onde B, Py ¥
ﬁc sao as defasagens relativas de duas celulas vizinhas na- dire

goes a8, b e ¢y respectivamente.

Escrevamos 3, como aK = a-K; B, como be =bK e B, como

¢ K, = C-K onde a, b y ¢ sao os vetores fundamentais do cristal:

ei(xa_n‘a a+ Kn b¥Kn¢)
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Agora chamando o vetor N = na a + hbir+ hbgbde, podemos eg
crever: eif' N,

Fy

Operando por analogia com 0 caso unidimensional, chegamos
a um sistema de 9 equagaes homogéneas, na amplitude dos atomos.
Agora,y os coeficientes X, Y e Z dependem das trés componentes

—
do vetor K.

A compatibilidade déste sistema requer a anulagao do deter
minante dos coeficlentes, e isto nos conduz a uma equag&o algé-
brica em wZ(K) que tem 9 solugoes. A idela era muito simples,

4 a r 4
mas o calculo, como se ve, e complicado.

Y

No caso do ClNa, como so ha dois tipos de atomos, chega-se

a sels equagoes.

Ao tratar de calcular os coeficientes das coordenadas, ve-
se que 0Os termos eletrostaticos convergem muito lentamente, mas
ainda assim podemos somé-los, porque so ha entre eles uma dife-

renca de fase.,

4
E conveniente notar que para o ClNa o que nos estamos cha-
-—r e - s ~
mandc de ay b e ¢ e o0 que se mostra na figura 3, e nao, como
A . L d
poder-se-ia pensar, a distancia entre Na e tres Cl proximos; ou

A »
seja, ¢ a menor distancla entre atomos sucessivos de mesmo tipo.

-~
Atualmente pode-se usar computadores para efetuar este ti-
- I d -~ #
po de calculoy, 0 que nao acontecia nz epoca de Born, em ghe se

iniciou a faze-1o.

A solugao para o ClNa e da forma mostrada na figura 54, pa
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—

o
Lot

x|

(para uma direcao
dada) .

FIG. 54

ra uma diregao particular do vetor K.

Novamente as solugoes tais que w(0) = 0 correspondem a on-
das sonoOras, mas agora ha trés tipos possfveis, sendo dois trang
versals e um longitudinal. Se a onda nao se propaga na direcao
do eixo do cristal, as duas diregoes transversals nao sao equi-

,
valentes. O mesmo vale para o caso optico.

REDE RECfPROCA

~ A
No que se segue suporemos sempre condigoes de contorno pe-

ricdicas. No caso linear, vimos que isto significava que K' =

=K + %F era fisicamente igual a K. Esperamos que algo similar

(=N

~ — —_——
ocorra no casoO iridimensional. Deveremos entao ter K' = K+ L

. a . —-
equivaienie a K e devemos procurar os valores de L. Em outras

[\l

—

- - ~
lavras, devemos procurar um L tal que uma translagao de L re-

o

P

présente uma mudanga de fase de 2nm. Isto requer que
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A(Fr DT = o1E T

donde - —
J‘N=1 oo LN = znm

Para determinar'f.analizemos primeiramente um caso particu

lar. Suponhamos qué todos os atomos 4o plano Z= 0 estejam em

fase e 0os do plano Z==Zo tambem estejam em fase entre si, mas

defasados 2r enm relaggc aos do primeiro plano. Se a fase nac

- ~ rd A ~
varia em um plano, L nac tera componente neste plano e entao s¢g

I d
ra normal ao mesmo, como mostra a figura 55.

Z )

>
/
/

' o

7 A4

\\\\\\ FIG. 55
L.sen® = 2r

Ou escritc de ovira forma:
- axb
L=2r s——==
axb-.c

o~ 4
Pela mesma razao tambem pode ser:
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— —
— ¢Xa — xX¢
= Z’T —p  cup wmgh- L = 21T L i e
axX h.e X¢c-a

ou qualquer combinagio linear deles, com coeficlientes inteiros:

o .
— - e — —
L = == Enl(aXb; + m, (Txa) + LD (bXD]

~ e - a
Isto se ve diretamente ce notamos que L deve satisfazer a

I — — —r. ‘
. + + =
L-(nja+nb+nec)=2nr

0 que é obviamente satisfeito por uma combinagao linear dos tres

L dadosy com o0s seus coeficientes sendo inteiros.

-— ) -
No espago K, colocando somente pontos que correspondam acs
— A A »
L obtemos uma rede que chamamos de '"rede reciproca" do eristal.
— — -, ’ PR » ""
Como Kt = K+ L e equivalente a K, so e necessario conhecer<»2kK)

—

, A I d
para K em uma celula da rede reciproca.

" rd ~
A reciprocidade de ambas as redes e real; se se supoe que a
Y _ — V N » ~ A
rede no &spago K esta constitufda por atomos, entao sua rede re-

cfproca e a real. Esta ¢ uma propriedade matematica.

I d . r 4
Outra propriedade matematica interessante e que se queremos
A a ‘ r 4 ' d 4
decompor & densidade de carga da rede em serie de Fourler, so e
’ — A a
necessarlo usar os K da rade rec{proca. Chamaremos as frequencias
’ r d ~
por w (K) onde « e um suh-indice que enumera as solugoes correc-

&
pondentes a um mesmo K. Yo caso do ClNa, o« vai de 1 a 6.

L4
A energia do sistema esta dada por:
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hay, (X) hai,(K) a3k
+ vol,  (39)

2 oPaK)/KT _ 4

u‘-'u(eq.)*'ZJ
« (2n)>

Vejamos agora, no caso tridimensional, qual a justificati-
va para substituirmos o somatorio sobre os modos,y por uma inte-
gral; o argumento sera semelhante ac usado no caso unidimensio-

nal.

Suponhamos um paralelepfpedo retangular com a condiqio de
atomos fixos no contorno. A solugao para 0 movimento dos atomos

~ a r
na aproximagao do oscilador harmonico, e da forma

nrx n'ny n“wz
sen —/— 8sén sen -
Lx Ly Lz

, - .
com n, n' e n" inteiros. Os valores permitidos de K sao:

X L w L
T —n K, =—n K = —n"
* ILx Yoy Z . 1Lz

Er:ao o numero de modos no volume AK, AKy AK, sera
L L L

X y z Vol. 3

— AK-——AK“‘-AK AT K

v Y 3

m
*g8¢ consideramos os valores negativos de K necessitamos dividir
~

por doii, de cada vez, sendo eles simétricos

-—-AKx--AKy --th= A K

er am (2n)?

Novamente, se w(K) nao varia muito em A3X podemos substituirum

» ~N
somatc'io sobre os mnjos, por uma integral
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( &k
(2r)>

Isto e anélogo ao de uma pértfcula livre encerrzda em uma caixa,
onde p=hK com certos valores permitidos de K. Neste caso tam-~

bem se pode substituir uma soma sObre os valores de K possf&eis,

d3p
Y = vel. :

K (2mh)?

por uma integral:

Esta relagao entre soma e integral e geral e muito utiliza-
da em F{gsica de ondas. Neste caso,y entretanto, como temos que
somar uma s0 vez sobre todos os modos distintos, devemos restrip

gir nossas integrais a uma celula da rede recfproca.

Considerenos, mals uma véz, 0 caso do ClNa. Trata-se de um
cristal "face-centered" como mostra a figura 3. E possfvelmqg
trar que néste caso a rede recfproca e "body~centered" e vice-

versa.

Uma celule do espaco ifqpe contem todos os diferentes valo-
res possfvels ce K e mostrada na figura 56. Alternativaménte,

pode-se construir outra K> )

4 o -
simetrica em relagao a

origem, /////

Se na red. "body-

A Ky

centered" colocamos pla

Y

nos perpendiculares no Ky

ponto medio da: 1linhas FIG. 56
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que unem a Srigem com 0s pontos'da rede recfproca mais préxima,
vemos que o0 volume fechado cgpstrufdo deste ﬁodo e um poliedro
de 14 lados (ver Kittel, Introduction to Sol4d State Physics, J.
Wiley, 1960, figura 11.20).

E facil ver que qualquer vetor do espago ifé redut{vel a
algmm interior a este volume, somando ou subtraindo vectoresda
rede recfproca, isto é, todos os modos diferentes estao conti-
dos nale e portanto basta efefuar a integral neste recinto. Eg

ta e a chamada "12 zona de Brillouin®.

Identicos raciocinios podem ser feltos para geometrias
mais complicadas. Para efetuar o calculo deste tipo de proble

masy OS passos a seguir sao, resumidamente, os seguintes:
12) Conhecer as forgas interatomicas.

2%) Escrever as equagoes de movimento. (Convem lembrar aqui,

que ainda este jamos escrevendo as equa96es'c1£ssicas de movimep
to, isto nao significa que esstejamos fazendc uma aproximagﬁo

cléssica, jé que o0 que nos interessa £80 as frquéncias dos mo-~
dos; a partir das quais se obtem os niveis quénticos de energilss
tao pouco as mudangas de variaveis que se efetua implicam em
qualquer espécie de aproxir igao, pois tanto po@em ser feitss no

Hamiltoniano classico como o quantico).

32) Resolver as equagaes de movimento, obtendo 3n valores de

» P d 4 ’ -
w para cada k, onde e 0 numero de atomos por celula elementar.

42) Conhecidas as frequencias wy(K), substituf-las em (29) e
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integrar. Tudo isto e evidentemente muito dificil, e 8 se po-

de fazer em alguns poucos cristaisAsinples. .

Como conclusao, podemos dizer que as idelas sao certas, os
modos de vibraqio existem; a dificuldade reside em gue o caleu-
lo das fungoes w_(K) ¢ muito diffeil de ser feito exatamente. As
ideias qualitativas, em resumo, andam muito bem, da mesma for-

ma que as aproximagoes parecem boas.

Para ter-se uma ideia do grau de aproximaggo a que se che-
ga com este tipo de simplificagses, basta fazer um modelo sim-
'ples, em que se possa operar exatamente, e comparar os resulta-
dos com o calculo simplificado. O fato de ambos o0s resultados
serem coerentes nao nos autoriza a afirmar que o mesmo venha o-

correr num caso real.

APROXIMAGCAD DE DEBYE
Vejamos agora a solugao propc sta por P. Debye em 1912. Os
resultados obtidos, ainda que envolvendo aproximagoes muito
cruas, sa0 bastante bons e constitufram em sua época um grande
triunfo para as 1deias quﬁnticas entao recentes. Vimos que a
energia de um cristal e dada por:

hwq(K) hwdgK) d3K
=3 J( + e Vol.
« 2 SNL(KV/KT 1 | (o3

Se a temperatura e muito alta, ou seja, se sz>hfqi(K0 vi-

mos que o integrando vale kT imder2ndentemente das frequéncias e
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T -

entao nao nos faz falta conhece-las; logo

UWk? 3 = SMkET

modos

c.E. = 2% = ¥k = 31
arT

donde

que e o resultado classico, (onde R e a constante dos gases).

Se kT e pequeno, as froanncias dos tres ramos que nao pag
sam pela orfgem nao contribuem porque para elas vale a condigao
kT «< hw, sendo entao grande a exponenclal e desprezfvel a contri

buicao delas para %g'.

Os ramos acﬁsticos, entretanto, contribuem porque para e-

les XT~h “%5‘) como mostra a figura 57.

hw §

i




CBPF-DH-001/89
-89~

De outra parte, w(X) cresce com K, de modo que para K sufi-

-cientemente grande, nao contribuem as freqngncias afastadas da

orfgem, sendo entao suficisntes conhece-las no entorno dela.

Sabemos que 0s ramos que passam pela orfgem, para pequenos‘
K, representam ondas sonoras no cristal, longitudinal e transver

sais, a saber:

w, =KCljw, =K Cty3 @3 = K Ctz

onde C¢, ct1° Ctz sao as veigcidades das ondas longitudinal e

transversais°do cristal.

Conhecendo as constantes elasticas do cristal é possivelcal

cular, Gz, @, e C, ; faremos, entretanto, uma aproximagao mais
, 2
drastica, supondo que CL = C

=C, = CO.' Por ora, C. entrara

t t o
, 1 2 A
na formula do calor especffico como um parametro. Mails tarde
veremos qual sua relagao com Cl, C. e C, .
1l 2
Para calcular o calor especf{fico nac e necessario ter em
conta a energia do ponto zero, por ser ela independe: te de T.

calcnlarémoéiontic:

?
i hw(K) a7k
3 I (40)

Vol. 0. e-hw(x' )/kT - 1 (2.',,)3

>

ficando 1ncégn1to 0 limite superior. Para determiné~lo, lembrs
mo-nos‘que esta formula e exata para T muito pequenoc se este e
0 caso, 0 integrando tende & gero muito rapidamente com K, e en
tao poder{amos efetuar a integragao sobre qualquer esfera sufi-

cientemente grande, ao inves de sObre a primeira zonr de Bril-
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louin. No entanto, sabemos que. axenergia por unidade de volu~

me, para T grande, vale 3kTN e entao para que (40) nos de tam-
» A b

bem este resultado, escolheremos um k'ma'ximo adequado, ou seja,

tal que: K.

5 J hw(K) a3k

el’m-:/ kT

= 3NkT
-1 (2r)
quando T e muito grande. Como o integrando vale kT, neste ca-
S0 devemos ter: _ 4/3"&?
3N = 3

(2r)>

de onde se tira K,+ Para integrar

Km 3
J ho(K) a’ kK

ehw (K)/KT

(41)

vol. -1 (2n)?

0
-, -~ -—
supomos, todavia, que w(K) e uma fungao linear de K para todo o

rentre Oe .
K, L.
| w(K) = COIKI |
0 qual sabemos ser certo para |[K]| pequenos. Com esta aproxima-
gao a (41) fica:

m 2 . _
uw 3 how™ dw  4diy
= — (42)
; C.|¥ql. Fazend 1dvet llls:
dcnide w_ = - . azendao a mudanca de variaveis x =
. m o 3
hKalco kT

¢ chamando 6 =

se tem
k O
' T 3 4
U _3.41r[xdx'(kl')
ol (ar)? § X1 ()3
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3lo

Se T e pequeno podemos tomar como limite, em lugar de

infinito; agora a integral independe de T:

(s ]
x3dx v4

‘[ * — = 6,4938
5 .1 15

Daf se ve que para T pequeno, o calorﬂpspecffico se comportaré
proporcional a terceira potancia de T. Este resultado e exg
to perque as aproximagoes feitas para T pequeno, tambem o,sao.
Vs-se, ainday que o calor especffico e inversamente proporcio-

nal a tercelira poténcia de-Co, coeficiente gste,’que se pode

calcular para o caso de cristals homcgéneos. SendoICtl = Ctz,
ven
3 1l 2
—  m—— o —
3 3 3
4 C2 Ct

Para valores intermediarios de Ty a £ormula (49) e apenas
aproximada. Se a utilizarmos para interpolar os valores do cg
lor especffico de substancias diversas, ajustando conveniente-
mente O, ve-se que anda multo bem para T« 6 e T»6. Para valg
res intermediarios tambem se aproxima muito da curva experimep

A
tal, mas como se podia esperar, ocorrem algumas discrepancias.

Assim vemos que apesar da crueza das aproximaq&es feitas,
0os resultad: - obtidos sac bastante satisfatérios, Isto se ex-
plica pelo fato de as Integrais que aparecem no calculo do Ca-
lor Especffico nao dependerem muito sensivelmente do espectro

de frequéncias.
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Para outras propriedades, éntretanto, 1sto nac ocorre, e oS
‘resultados a que se chega com estas aproximaqSeS‘podem estar cop

: -
pletamente errados.

A .
FONONS

Se desejamos descrever um cristal como uma superposigao de
osciladores quanticos, nao basta conhecer a frequencia w,(K) de
cada oscilador, mas tambem e necessario especificar em que nivel

de excitagac se encontra cada modo.

Introduzimos agora o termo FONON para descrever esta excltg
¢ao. Diremos que temos p fonons de frequéncia(%ﬁK) se 0 modo de
frequencia woéx) se encontra em seu n-esimo estado excitado, ou
gejé, tem a energia h Q%JK)(Naf 1/2) cabendo hc%}K) para cada £o

non.

Evidentemente, se pretendemos descrever as escitaqSes com a
ideia de f6nons, os nfveis de energia devem estar igualmente es-

pagados, 0 gue e certo na aproximagio do oscilador harmanico, co

mo mostra a figura 58.

Quando esta aprorimagao L
nao e certa, os nfveis nao Sho
estao mais igualmente separg Se
dos e se insistirmos em que- lﬁth *

hw

e

rer descrsver o estado me-

diante fénons, devemos intro

duzir a i1deis de interagaoep FIG. 58
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tre eles.

Resulte util coﬁsidorar os fonons como part{culas, tal co-
mo se faz com os fotons emﬂeletfodinﬁmica'quantiCa. Como nesse
caso, e necessario fazer a hipétese de que nﬁ sistema oscllante
pode ser descrito por uma superposigio de fonons. A natureza
dos osciladores que estao associados com os tonons e mais visf{-
vel que no caso da eletrodinamica quéntica, pois agora se tra-

ta simplesmente de osciladores mecanicos.

Os fonons considerados como partfculas, sao indistingufveis;
com efeito, consideremos um sistema de dols osclladores, no seu
estado primeiro de excitaqao, a0 qual se assoclam dois fonons.

Se estes sao intercambiados (ver figura 59), o estado do siste-

ma é o EesmOy @ portanto nao podemos distinguir um do outro.

s [
it e
L YR 3 7~
Fd . 5 E“'“’ 2 ®,
24 s
3 b
f-\ , ml
z 3
4 ~ z @ z b
-t
F3 ho
4 Z ~
The! .
i

FIG. 59
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Por outro lado, e possfvel ter muitos fsnons no mesmo esta-

- L
do, e em conseguencia disto, a semelhanga do que ocorre com OS

L4 I 4
fotons, comportam-se como bosons.

0 calor espec{fico nao nos da bastante informagao . acerca
dos fonons visto que envolve medias. sobre todos os modos possf—
veis. Um metodc muito mais adequado a obtengao destas informa-

9593 e atraves da diSpersio de neutrons pelo cristal, a C2K.

A interacao do ndutron com o cristal pode se dar de duas
maneiras: eléstica, ne qual nao ha transferencia de energla, e
1nel§st1ca, onde se transfere energia e impulso. Se a dispersao
e inelasticz, e possf&el que 30 excite um unico modo do cristal,
e desta forma podemos estudar os f6nons correspondentes a estemo

do. (ver figura 60).

0 préximo passo

consiste em conside-

/_erhtul
rar o que ocorre com felxe de nivtroms il
\
o impulso no espalhg P1
mento néutrcn-cristal,
e em particular ver )

se e possfvel atrl-
buir um impulso defi FIG. 60
nido do fonon.

Em mecanica quéntica,a invariancia de um sistema com respe]l

to a translaqSes, nos permite determinar seu ifmpulso. Com efel-

. | ~ —
+to, 8e um sistema e invarlante face a uma translagao qualquer a
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de suas coordenadas, sua.fnnqio de onda so pode ser alterada

iK- a. Definimos ep

por um fator de fase, gue podemos escrever e
tao X como o impulso do sistema.

»

Per exemplo, para uma partfcula livre de impulso ;b= hE

LR

$ se transladamos o0 sistema de ;: ano

va fungao de onda e eiK(r+ ). oXT eifa e entao vemos- que
LAV E

a funqao de onda e e

efetivamente 0 impulso da partfcula descrita por e

E evidente que um cristal como um todo tem esta proprieds
de de invariancia e portanto o seu momento esta definido. Ao
rev‘s, nao e possfvel encontrér tal propriedade para o fonon
no interior do cristal, e portanto, nao sera possivel definir

seu impulso da maneira convencional.

Poder{amos tratar de definir uma quantidade hﬁfque se com
portaria como o impulso do fanon, mas como veremos adiante, as
te ficaria definido a menos de um vetor da rede recfproca, vis
to que X = f+-f corresponde ao mesmo estado de oxcitagf{o, ou

.3
gseja ao mesmo fonon.

Definido o "momento" desta maneira, veremos que e possf—
vel interpretar cs resultados experimentals e dar leis de con-

servagao formalmente ignais as do impulso linear.

Consideremos agor: ¢ espa’ .amento de neutrons por um crig

tal a O2K,

A —
Os neutrons incidentes tem impulso conhecido p. Supcnha-

mos primeiramente gque ¢ espalhamento e ineléstico, ou seja, que
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se cria unm fanon no interior do éristal. 0 momento transferide

s .

pelo neutron e P = Py - Py .

0 fonon eriado tera energla w{X) e um vetor de propagacao

A - - I d
K. Mas o momento associado com ele pode ser KK+ hL onde L e um
vetor qualquer da rede recfproca. A conservagio de impulso es-

' 4 -
crever-se-a entao:

-—pr e g

hK ¢+ hL. = P
o que implica em que um neutron poderi excitar um mesmo estado

para diferentes transferencias de impulso.

Consideremos agora, 0 caso eléstico. A energia do neutron
que sai e igual a do incidente, de modo que o cristal nao fica
excitado. Isto pode ocorrer somente para certas transferencias
de impulso ;= h?onde -I:e' um vetor da rsde' recfproca, ecomo ve-
remos adiante. Neste caso o cristal porta-se em relaqgo ao neuy
tron como um todo, e e por isto que & transferéncia‘de egergia

ao cr'.stal, dada por PZ/ZM, e desprezfvel, pois Me agora a mag

sa do cristal, normalmente muito grande.

Analisemos, agora, o resultado das experigncias de espalha
mento para um dado valor de P. © espectro obtido e o que se ve

na firura 61.

4 - 4
¢ primeiro “"pico" corresponde ac espalhamento elastico; cs
restantes, a todos os valores de w correspondentes ao mesmo K

(ver figura 62).

Se o cristal esta a 02K a maxima energia do. neutron que sai

e a gue corresponde &> espalhamento elastico. A razao pela qual
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feixe de neutrons eristal

Espectro de energia
para um dado p = pp=-p1

FIG. 61
2 wpice® elistioce

A A ~

E inicial E ont

FIG. 62

se observa picos discretos e que o néutron s0 excita um fonon
de algum dos ramos de uh}K), e como estes fonons tem energia
defirida h w_ (K), 6stes picos se encontrarao a uma distancia

h w (%) da energia do pico elastico.

Se o cristal nao esta a OOK, exieste a possibilidade de
que o cristal transfira energla ao'ngutron, e enfio se pode
ver v plco adicional_adiante do pico de espz” hamento elesti-
co. .\ intensidzde deste pico adicional estara dlminufﬁa por
um fator e«-ﬁ% correspondente a probahilidade de que este es-
tado esteja excitado. A temperaturas mals altas o espectro e

contfnuo.
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Estas experiéncias se realizam com neutrons quase termicos
(ate 200 eV), por serem gstesd@e uma energia da ordem das de ex

citaggo do cristal, sendo portantoc, muito afetados por ele.

Como jé vimos, 0s resultados do espalhamento eléstico'cqn-
~ . . ) a ! ) ’ A
tem informagao acérca da estrutura da rede recfproca do cris-

tal, a qual, em princ{pio, pode ser determinada & partir delee.

Vejamos agora O mesmo problema sob o ponto de vista formal.
Consideremos o caso em que todos os atomos sao iguails para evi-
tar dificuldades nao coﬂ;eituais. Tomemos uma interagao do ti-
po 83(?-;1)' onde T e a coordenads do neutron a Ki a do {on; is
to supoe que os nucleos sejam pontuais e nac tenha em conta

(o] possfvel espalhanento mﬁltiplo dentro dos mesmos.

O Hamiltoniano total se escreve, neste caso:

pZ
H = H cristal + — + Hint
onde 'ZmN
- b 4
Fint = ¥ o §32(F-R1)

i
A -amplitude de espalhamento, na aproximacgao de Borh, e pro

porcional ao elemento de matrigz

r =< ¢ final| Hint|Y iniciald
onde W} e ¢& 8a0 as fungSes de onda do sistems néutron-cristal,

nog estados final e inicial, respectivamente.

Como nos estacos inicial e final nao ha interagao entre

‘eristal e ndutron, a fungao de onda do sistema sera simplesmen-
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te o produto das fungoes de onda destss estados, ou seja:

zpinicial = eipl. r/h ‘Pcristal in (ql’ qz’ o-o)

onde Veristal in e a f‘unq‘:o de onda dc cristal antes da inci-
dencia do neutron. ¥in (q) e ¥Yout (q) podem tambem expressar-
se em funqi'o das coordenadas normais Q, J&{ que se conhecem as

relaQSes entre as mesmas.

Se o0 cristal se encontra a 0°K, ou seja, nao ha fSnons,
cristal in ‘e um produto de gaussianas em Q, cada uma cor-
Y eristal in (Q) duto d i Q d

respondendo a cada estado fundamental dos modos do cristal.

0 elemento de matriz e da forma

» 155 T ip,r
m &~ Qont(q) e %m&(r-Ri - q4) Yin(q) e é&’r d”’ q
onde Rg e a posigao de equilibrio e q; o deslocamento do f-esi-

mo fon. Invertendo a ordem de somaqio e 1ntegra¢;§o, e integran
do0 em '1'-.; venm
* (R0,
m¥o) JQ out(q) oM (R7+ qy) Vin(q) dBN‘q
i

.

v A ¥ — —
onde M e a transferencia de impulso, hM = Py Pye

Suponhamos que qi« Rg, ou em outras palavras, desprezemos
o movimento dos :fons, de tal forma que podemos escrever er 18
aproximagao:

—b.'—’o - .
meoy oM EL Jzﬁout Yin a Vg
i

A integral é nula a menos que Yout = ¥in; ou seja., esta

L4

- rd rd 4
aproximagao so contem o caso elastico. De outro ladc, a soma e
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L

nula a menos que M seja um vetor da rede reciproca, o,qua,asté
de acordo com o que foi dito a respeito do espalhamento elésti

co.

Fara considerar o caso 1ne1§st1co, e evidente que temos
que considerar aproximagaes de ordem mais alta, que levem em
conta o movimento dos fons, pois do contrario nao e possfvel

descrever a excitagao do cristal.

Incluamos o termo linear no desenvolvimento da exponencial

oM 1; teremos entao:

T fog + (42 i
)2 oM R Jq'cut Yin quﬂm [Vout (Z aq 1M RiyYyy dBNq (43)
i i .

0 12 termo e o que hav{amos visto; o paréntesis no segun-
do termo corresponde exatamente a definicao da coordenada nor-

mal Qy correspondente ao vetor de prOpagaQEo kK = P/n.

Por outro lado, Yout e ¥in sao produtos de auto fungoes

do oscilador harmanico nas coordenadas normais Qq

Yout = ¥, (@) ¢, (@) ... ¥y (Uy)

Yin =¢_(Q,) ¥ -
my V1 mZ(QZ) ...tmeN(QBN)

onde cs sub-{ndices n e m indicam o nivel de excitagcac do modo,

¥ 4 .3
ou seja, 0 numero de fonons.

A integral do segundo membro de (43), entao pode ser escri
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ta, para um M dado, por exemplo o 7:

* * * , )
Iwnl(ql) P (8w Py (@) 0y ¥y (8D B (R ¥y ().

7
ces dQ1 dQZ...dQ7...

As integrals sobre os Q distintos de Q sa0 do tipo:

*
[ V0, Q) 9, (2 4

o~ ~ ‘ ’ ‘ rd
e, como as fungoes sao ortonormais, esta integral sera zero a
menos que n; = myy OU seja, que os estados inicial e final te
»
nham o mesmo numero de fonons, ou ainda, gque o estado inicial

nao se tenha afetado com a interagao.

A integral sSbre Q7 vale

/o, &

* 7 °m.-1, n
J"’n (Q,)Q, Py (q.)4Q, = 777
7 7'Q9)dQ,
Mo+t 16y 41
T Ly Dy

como e sabido para as auto-fungSes do oscilidor harmonico.

No primeiro caso, ou seja, quando n7-1m7=:1, 0 cristal foi
deixado no medo 7, em um n{vel mais alto; criou-se um fonon de

energla hc»7.

No outro caso, ou seja, ny-m, = -1, louve a destruigao de
um fonon de energia h¢u7°
Notemcs que se o estado inicial era o fundamental (cristal

a 0°K) ou seja, ni==0 os m devem ser iguais ou malores que py 2

g0 nunca poderemos destruir um fonon. Istc explica porque a mé



CBPF-DH-001/89
=102~

ximn energia do neutron em;;gente no espalhamento com um cristal
a0°% e a energia inicial. Isto nao ocorre assim, se 0 ecristal

A

estiver a outra temperatura.

Da (44) ve-se ainda que a probabilidade de destruir um £5-
non e proporcional ao numerc de fonons que se encontram neste es
tado, ou seja, a n. Por outro lado,y a probabilidade de criar um
fonon no estado h<o7 e proporcional a (n+1). Esta e uma carac-

ter{stica das partfculgp que seguem a estat{stica de Bose.

0 espalhamento elastico de neutrons pelo cristal nos leva
a uma situaqio classicamente paradoxal. Com efeito, o neutron in
tera com 0 cristal e e espalhado sem perder energia, ainda
que o cristal esteja a zero graus, o que e impossfvel do ponto de
vista classico. Isto porque, na colisao de duas partfculas clég

sicasy a partfcula que sofre o impacto leva parte da energia.

Vejamos primeiramente como o caleculo quantico nos leva a u-=

ma probabilidade finita de que ocorra este proc-:sso.

A amplitude de probabilidade, como vimos, para um cristal a

0°K, o : F-E'l Ffﬁ'?
AN ‘F*Z(i F Gl Th & a3
Oie e 0 q
mas, P.5" —
oq ’ -
( 11— 1854, 3
* * t
J Y, e h 9; Ny > Y, e ho q; a3

. 2?11\ )

1 —
=J tPO(Ql)‘%(Q-).-.-ITue (h St LAY ¥o(Qp). - .dQ;4Q,. . .dQy
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~ B \
onde as 4;(Q) sao gaussianas, dado que todos os osciladores s=c
encontram no estado fundamental. Logo, podemos separar em um

produto de integrais

[ - En

¢.(@) ey (@) agx o 4

de modo que a primeira integral A fica da forma

P IV P
g £.5° -(_Js 1 < RO
=S e B I T 2 | ——=zYeM s

que 6, evidentemente, diferente de zero. Vejamos o significado

disto.

Por um teorema fundamental da necﬁnica~qu£nt1ca, o valor
medio quantico para & energia perdida pelo neutron ao interagir
com o cristal, deve coincidir com o classico. Sem embargo, o
néutron 80 pode perder energla o suficiénte para criar um fonon
e ocorre que a energia media perdida pelo neutron e menor que a
energia do fonon excitado. E necessario entgo, que ocorram pro
cessos nos quais o neutron nao perca energla para q.e a energia
media quantica coincida com a classica. (Ver figura 63).

n{

pico corresp. Spico® elistico

{l ¢ >fanon

|
I
| |
]
/DT”“
! : -

Emedie Ein E

FIG. 63
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Este processo pode-seAinterpfetar como se ¢ neutron inte-
ragisse com o cirstal inteiro. , Isto & exatamente o mesmo que
ocorre no decaimento v de um nucleo no efeito Mogsbauer, 'onde
o nucleo se comporta, sob certas circunstﬁhcias, como se tiveg
se massa infinita. O coeficiente S e justamente b'éﬁe'dé a ag
plitude de probabilidade que ¢ decaimento do nucleo se produza

sem recuo.

LOCALIZACKO DOS FONONS
Estamos considerando os fonons como "partfculas” e gté a-
gora temos podido atribuir-lhes energia e impulso. Vejamos a-

gora se e possfvel atribuir uma localizagao espacial para eles,

bem como uma velocidade se em que medida.

Parg istq analizaremos como se pode descrever mma pertur- .
baqio localizqda no cristal. A mecanica ondulatoria no: forng |
ce uma maneira de fazer isto; com efeito, se superpomos adequg
damente modos cujos vetores de onda se encontram contidos en
um pequeno intervalo; podemos construir um pacote de modos lo-
calizados no espago. Este pacote pode ser interpretado >0mo um

fonon de energia e vetor de onda nao bem definidos.

Sao resultados bem conhecidos da mecanica ondulatoria que,
quanto maior a localizagao do pacote, maior € o intervalo de

’ A
vetores de onda necessario para construf-lo, e como consequen-
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cia, plor a definigao-de sua energia.

Cada um dos modos que coﬁstitnem o pacote evolul no tempo
de uma maneira distinta, pesto que K e portanto w diferem 11-
geiramente. Isto traz como consequéncia,veomo veremos em se-
guida, que o pacote de ondas se desloca como um todo, com cer-

ta velocidade.

Vemos entao; que desta maneirsa e possfvel que existam em
um cristal fonons parcialmente localizados, que se transladam
com certa velocidade, mas que nao tem energia exatamente defi-

nida.

Estudaremos como & o problema geral da propagaqgo de um
pacote de ondas em uma dimensao. Quando a posigao de uma par-
t{cula livre se conhece aproximadamente, esta nao pode ser deg

crita simplesmente por uma onda plana ei[Kz"w(K)t].

Em t=0, a fungao que descreve tal partfcula pode ser es-

crita como
f(z)eixz

onde £(2) nos limita espacialmente a fungao oK

2 que se exten-

de desde -00 a . -£(z) e a curva indicada na figura 64.
|

£(z)

vv”va U AR K
;Z £(z)eikz
FIG. 64
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Se desenvolvemos f(%Z) em serie de Fouri_erA(deveria’.mos» es=
crever integral de Fourier, mas para pensar mais facilmente, u

samos serie de Fourier), podemos escrever
£(z) =2 ay oikz
» -k

ou seja
£(z)elkz = > ay e%kz e1Xz
X
Trataremos o caso em qﬁé k«K :que e o que nos interessa

porque se trata de um pacote de energia mais ou menos definida.

A (45) esta escrita para t=0. Em fungao do te;npo, 0 que
se tem e uma superposigao de ondas planas
y ay e.‘!. [(K+ k)z-wmkt,]
k
;]af que cada componente em si e uma onda plana.

Wrik varia no somatorio pdrqﬁe varia kj mag como neste ca-
80 k«K esta variacao sera pequena e poderemos desenvolver em
serie de Taylor a fun¢ao w e ficarmos com o termo linear. As-

sim teremos:
1[(x+k)z gt ~kwyt |
1k(z—w1(t) i(Kz-wKt)

z 8y
k
S a,
k

Isto nos indica que quandc o ter transcorre, a curva da
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figura 65 se desloca para a.direita com velocidade w;(

t
L w'(K)

WUU{UUU >

FIG. 65

Por outro lado, as superffcies de fase constante movem=-se com

velocidade "’K/K A velocidade do pacote

chama-se velocidadede

grupo, enquanto a velocidade da superffcie de fase constante de

nomina-se velocidade de fase.

dwK

v Z em— v
grupo fase

dK K
No caso tridimensional fe’ um vetor

po segundo x, por exemplo, esta dada por

oWy
1) = —
gx
aKx
€ em geral pela derivada em uma diregéo
locidade de grupo que se interpreta como

No caso particular em que w= CK, onde C

y3 —-
e certo para |K| pequeno, temos

“k
K
e a velocidade de gru
n qualquer. E a ve-

velocidade do f5non.

e uma constante,0 que
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1sto e, a velocidade de grupo coincide com a de fass.

4

Prosseguiremos agora com o estudo dos termos restantes do
Hamiltoniano. Quando calculamos os modos de oscilagao de um
cristal desprezamos todos os termos de ordem maior que 2 do Ha
miltoniano. Estudaremos agora os efeitos a que tals termosdao

lugar, quando sao considerados ate terceira ordem em gq.

Vimos que o Hamiltoniano tinha a forma

ov
H= E.C.+V(eq.)+z Q4 'a'q— "'»Z qiqjcijf: QIQqu f'“k
i 1 7eq. 45 13k

3 a0yl Dygy * e
13k4

sendo nulo o segundo termo do potencial porque estamos calculan
do na posigao de equilfbrio. E conveniente escrever o Hamilto-
niano na forma

= (3) (4) ,
B = H<>sc."'H:i.n‘l: v Hipg Yoo

onde Hosc. representa o__térmo ja'. estudado, ou seja, a parte pu-

ramente harménica e Higé o] té‘rmo de terceira ordem 2 _, qiqquf; '

(4) 1k
Hint o de quarta ordem 21 jkl: q494%9 Aijkl’ etec.

A forma (46) de escrever e util quando os efeitos produzi-
408 por Hint seo muito pequenos comparados com os produzidos por
B oo Nestes casos podemos usar a teoria de perturbacces, a qual
nos conduz, em geral, a integrais do tipo

%
Jq’n Hy¢ ¥y da
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7c-r'de QPM e Z[N sao auto-mngg;s'-de Hose. . Isto significa que deve
mos caleular as constantes [zjk’,° que e muito diffcil, na pré-
tica, pols ja as constantqp~cij'sio diffcéis;de computar. Mas,
mesmo assim necessitamos das [‘ijk se desejarmos uma aproxima-

950 de terceira ordem.

Ko entantec, para se ter uma ideia geral dos fenomenos que
ocorrem nesta aproximegso, nao necessitamos explicitamente des-
tes valores. Com efeito, mostraremos que ngz descreve as in-
teragSes entre tres fonons (o tgrmo de quarta ordem, entre qua-
tro fonons etc.) e que o "impulso" se conserva em tals intera-
gGes. Esta conservagio se fazr a menos de um vetor da rede re-

c{proca.

Pa;a mostrar que o impulso se conserva e necessario que se
suponha o cristal como uniforme e que as constantes [‘1jk 80 de

pendam das distancias entre os atomos que descreven. (Ver figu-

ra 66).

~ - 1 & » &

Como as fungces Y sao © o ° ) o é

facilmente expresséveis enm
N N 1. [ 9 0 44 13
funcao dos Q, convem ex- ° ¢ ° ° °
pressar Hggz tambem em tgz s " " . . "
, - ° (o} (o} o o] ®

mos desta variavels, para
efeito de calculo das in- @ 2 2 s 2 "
o o o) ° o [ 3

tegrais do tipo (47). —

%93 22,2408

Ja sabemos que FIG. 66

qi = ZAiu. Qq
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logo, substituindc em 3(3%, tem-se

3 =57, 9, ¢4 Mo I

' 41§k
1n “pr B L 1e PO :!p r i1}
e chamando B

Ypr = 2= Biq ie Mxr [k

1ik.-

;.s novas constantes, Hg% fica, finalmente

“gg% Z: ’Ya Q“,Q{i er

Fazendo o ca’lculo«expl?lcltamente‘ y encontra-se que as cong
tantes sao nulas, a menos que os impulsos dos fonons, cujas in-

teragoes representam, satisfacam as relagoes

K+ Kg =K, + 1L
i;-ri‘,,:ﬁ;-rf
- = = —_
K+ K, =K, +1
- = = =
K+Kg=K, =1

Com efeito, guando escrevemos
! KR
z Ao z Wi U

ent:nde-se que q1 e a parte real desta exprwsao. Enquanto as
equ: qoes forem lineares nao e precico tornar isto explfcito,
bastando tomar a parte real do resultado, mas quando nao mais o
forem, este procedimento nao e correto porque as equaqSes mistu
rar as partes reals e 1mag1na'.r1as das variafveis. Faz-se entau

» - . ?
necessario separsr = parte real das variaveis antes de introdu-
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z{-1as na equagao.

A ' d
Como este e 0 nosso caso, escrevemos

. 1 K_.Ry
o

. -1 K. ~ . - -{K -
einR1+e1KuRi ¢155R3+ . 1K¢R J th i Ry .
agyY = Z i F(RiRij)
1jk 2 2 2

Os produtos das exponencials nos darao oito tgrmos, um dos qualis
Y K K, 1K, -§, 1F, R,

1 o 4 B T3 v

gi:jk e e e F(Ri, Rj, Bk)

Como [‘ so depénde de ﬁ;- ﬁs elﬁi-ﬁ;, ou seja, da distancia re

I 4 r'd
lativa dos atomos, convem escrever:

1(K +K 4K, ) R, 1(R R, K, i(Rk-R )K,

ds—. [ [~y R~

1k
Se efetuamos a mudanga de variavels
b d - — —_— — o — —
= - - - -
51 Ry 73 Rj R, Ik Bk Ry

e somamos em 7, e %y » restard uma constante que nao depende de
Ri por um :omatdrioc em i, cu seja,

1 (K +K.+K.) R,
Cc 2: e F;‘ B i
i

4 : I d
Mas como ja vimos anteriormente, esta soma ¢ nula a menos que
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Procedendo de maneira analoga com os termos restantes, cbtemos

as 8 condigoes correspondentes

sF 2K 2K =1

das quais samente as combinaqaes acima mencionadas, sao indepeq

dentes..

Para ver explicitamente que ate terceira ordem interagem g
penas tres ranonsz consideremos o termo da integral (47), como
o (3, 5, 7): _

Y357 J«f (Ql)" (QZ)...Q3Q5Q7 "n ()%, (QZ)...dQlsz...dQBH
(48)
ohde Y= Py (Ql) W,Z(QZ)... e o estado final do sigtema e Y=

(Ql) P (QZ)..., o inicial. Como Hosc. representa um cop
junto de osciladores nao acoplados, suas auto-funqoes sac sim-
plesmente o produto das funqoes de onda de cada oscilador no
nivel de energia que tem, e que nos reprec entamos por ¢hi onde

ny e o n{vel de energia em que se acha o oscilador.

E bem conhecido que o operador posiqgo 80 tem elementosde
matriz diferentes de zero entre auto fungoes do Hamiltoniano,
se estes correspondem a nfvelis de energia cue diferem em hw, .

Entao, se escrevemos (48) como produto de integrals, teremecs

( » * ,
Vasn J‘P (Q)) , (9))a0 “"mz(qzwnz(qz)dqa [WBB(Q3)Q3(Pn3\Q3)dQ3...

4

. .
cee ¢;5(Q5)Q5 whs(QE)dQS v

P

e isto sera diferente de zero se n1= my o n2=m2, eeo 8tc.y ©
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se as funcoes de onda que correspondem a Qz» Q5 © Q) sa0 tals

que m;-ng=t1;

m -ng = ; l vy B, - Dy, =+ 1.

ou seja, que os oscliladores 3,5 e 7 no estado final se encontram
em um nfvel mais alto ou mals baixo em hwy ou ainda, que se crig
ram ou destrulram tres fonons (pode criar-se um e destruir-se

dolis, ou destruirem-se os tres, etc.). Os demais nivels ficam i

nalterados.

Em primeira ordem de perturbagSes, os di&gramas de procesos

possfvels sao os da figura 67:

AV

FIG. 67

Isto significa que o Hamiltoniano ate terceira ordem, rao
nos permite considerar o espalhamento de dois ranons, que se

mostra na figura 68 ?

fste, com efeito, nao. Mas, nos permite

calcular o espalhamento com estados interme-

diérios, ou seja, considerando perturba95esde
(3) |

segunda ordem em Hint’ Neste caso, intervem

nos calculos, o termo FIG. 68
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<f| H:lnt ' n) <n ' Hj_nt ris

En - By

que correspcnde ao diagrama da figura 69.

Ko entanto, se cal
culamos este precesso,é
necessario que tambem
se calcule © processo
‘da figura 68, que da 1y
gar ao termo de ordem_4 ' FIG. 69
do Hamiltoniano e soma-los. Kstes sao da mesma ordem porque,
ainda que os coeficientes de Hiﬁ% sejam menores que os [;Jk’

no ealeulo do diagrama de (68), os [ aparecem ao quadrado.

Vimos que o térpo de teréeira ordem descreve processos em
que intervem tres fanons e satisfaz a uma lei de conservagiodc

"impulso® da forma

N+ =E5+L
onde iTé um vetor da rede recfproca. Aquales processos em que
TEO denominam~se de "unklapp".

Um fenom=no t{sico em que estes processo desenpenham um
papel saliente e o da condutibilidade termica. Com efeito, cop
sideremos um eristal grande que se faz aquecer em um ponto; neg
te lugar se produzem fanons, e se 0 Impulec se conservasse sem
unklapp, ainda que houvesse interaqao entre os ranons, a2 ener-
gia se propagaria ao longo do cristal sem difusio, isto porque,

as interagoes nao poderiam modificar a dirscao inicial do impul
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80, mas tac somente redistribuir a energia entre diferentes £0-

nons.

Os processos de unklapp acarretam uma distribuigao aleato-

ria de momentos que e caracterfstica dos processos de difusao.

EXPANSAO TERMICA

Analisaremos o problema para o ClNa, e depois generaliza-

remos, de certa forma, a maneira de calcular.

Se o potencial fosse puramente harmsnico, o cristal nao se
dilataria com a temperatura, Jé que o deslocamento medio seria

nulo. (Ver figura 70).
Vi

!ﬂy

FIG. 70

Consideremos um potencial mais ajustado a-realidade, como

o da figura 71.

Temos cuas maneiras de calcular o coeficlente de espansgo.
4 _A A A
Uma e considerar todas as forgas que intervem quandc o cristal
VF 2R Y
esta a temperatura T e buscar o Ro que torne n{nima a energia to

0 P rd A ~
tal. utra forma e supor um Ro dado e calcular a pressao que se
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FIG. 71

= |

deve exercer para que se mantenha o volume constante ao variar

a temperatura.

O problema aparece mais claro se temos em conta que a for

¢a nao € mais simétrica em torno da posicao de equilfbrio e epn

tao o deslocamento nao e mais zero (Ver figura 72). Aparece a-

v‘\

\

1 - ]
' R
av
IR ,
e
”//\s o
i R

FIG. 72
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gora um termo da forma f = oq "',--,Bq? para a r,ar.gn o;'me'dia de qa

-~ »
nao e zaro,
»
Pode-se estimar para.um so oscilador

B 22)=1 1 ho
(%) FCED- 2[_2+e"“’/kT-1

de modo que (q2>~(E> e entao para T grande, sera proporcional
aT.
A farga que se exercerlia gobre uma superffcie suposta den-

tro da réde, variaria como indica a figura 73.

Para valores grandes de T, e proporcional a T3 para valores
pequenos, no entantoy,
nao se anula devido
ao movimento do ponto A

Zero.

Na figura 74 es-
ta representada a dig

tﬁncia interatamica,

HV

em funcao da tempera-

FIG,
tura. 73

Af Ro 6 a distancia interatuaica que faz ninima a ener-
gla potencial; no entantc, comc = zero graus os atomos tem cer
to movimento, a estabilida’e se encontra'minimizando a energls
potencial mals a energisa cinetic ca, ou seja, a energia total.

Chamaremos de Rl a distancis que torna a energla total m{nima,
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e esta deverz tender a R, quando T tende a Zero.

Para moleculas mais complicadas, pode-se ter outro tipo
de fafgas que dependem da temperatura. Por exemplo, a baixas
temperaturas, o ordenamento de spins pode dar lugar a uma fag
¢a adicional de tipo magnéticq,'que e maior que aquela quelse

tem a altas temperaturas, quaﬁ&c os spins se dispoe ac azar.

al

3V

FIG. 74

Estudaremos agora uma maneira mais geral de encontrar a

forqa media sobre uma superffc*e.

Suponhamos que conhecemos o operador que a répresenta;
por exemplo 9V/3X onde X e uma dire¢ao normal a superficie,
ou 2 m '&1 se ha forgas magneticas devido aos spins. Conheci-
d0 o operador f, o valor medio da forga esta dado, para o sig

tema no estado pn, por:

fs»; £Y aq = <nltlnd>

= »
Mas, o que realmente conhecsmocs nao s o estado em que se en-

contra, mas & temperatura do sistema. Para calcular a media
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r_) ‘ » ' d
da forga para a temperatura.T usamos a formula que nos da a

probabilidade de achar ¢ sistema no estado In) 5 quando a teg

rd . E
peratura e T 1 _ 5
p. == e kT
hoQ
Q - z e k.‘.
n
- £
Teremos entao: e- XT

£ =2 <altln) p, =X <altln)

Esta férmula, ainda que dificil de calcuiar, tem muito vy
lor por se tratar de uma formula exata, qualquer que seja o‘
operador f, nao necess;riamente farga. 3ol particularmente a-
til para certos operadores quando entao, simplifica-se bastap
te.

Por exemplo, a energia media deEum sigstema esta dada por:
_ - A
H=U=)E_e kT//Q
n
n
onde B =(nlE|n) & a media da encrgla no estado |n) .

Suponhamoq agcra que se conhece §, & funqﬁo de partiqgo.

Da{ se tem, derivando em relagaoc a T

2Q E Eq

n = 1 aQ
— =5 — ¢ ¥ oy 22 = (49)
9T n ,m2 Q aT

Em particular para o oscilador, temos
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) Jw
E -
o _ b _3hw % _ phw 2T
0= o SO T L I
n =0 =0 -
n n 1-e kT
- hw
(1-o~ho/kTy MO cru/kT | -he/ZcT ho " kT
aQ ] > ] e ?
-_— = 2KT kT
oT : 2
2(1 - e~ Tw/ET)
, 9 ho e~hO/ZKT o=3hw/KT
k7" — = — + hw
9T 2 4 _ g=hw/kT (1 - oho/kT,2
— e D -— 4 B
Q odrT 2
1- e-hu/k'r
hwo hw
E e— -
2 oD WET _ o

resultado por nos ja conhecido.

Voltando a (45), podemos escrever tambem:

2
kT~ 0Q 3
Us — — = x12 — In Q
Q aT oT

Isto se pode escrever de outra forma, se definimos o que se

chama de "energia livre™:
F

e . KT = Q(T) =

]
S

= |
»
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~ Entao: f”* -

Mkrzg% - /-—-.'.-az*l*
kT
Exisfé um case em que_cOﬁhecida a energia livre F, pdde-Se'cdih
cular o valor medio de: f.. _
Suponhamos, entretanto, primeiramente, o caso em que par-
te da energia provém de um campo magnético externo. Hthe<¢aso

o Hamiltoniano, ate primeira ordem no campo externo, tem a for

ma:

b d

—
H = H gem .campo + B p

onde ﬂ’é o operador de momento magnético. Queremos calcular
(Fﬁ>. Para simplificar consideremos o campo samente\pg dire-

cao z. )
H - Ho"’ Bz Pz ©
Logo, como Jé vimos
. | FEn'z'ky
(hay =5 <alpylny & /s
Mas, neste caso resul.a que

Calpyln) = <n

e se pode ver que
OE,

oB
z

OH |

, 8Bz

(a

Com efeito, se supomos variar um pargmetro de H, ce tera: H' =
= H+ AH
nlEs ln> <n;nin) +<n|AH|n>
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de onde

EpeE +(aldElnd .. B - B =<alAEind

e, finalmente, se o parametro variado e B,y na -quantidade AB,

By B AEH
AB, =<n. AB, n)

como se gueria demonstrar.

Entao resulta: 3E

Gy=I—o A

n aBz

Suponhamos que conhecemos a funcao de particao Q, em fun- -

cao de B,. Entao

E
oE
s .1 T 2. B
aBz kT n aBz
logo
dQ/aB, 3 r\ or
(pz>=-kr = e kf |- — | —
Q B, kT JB_ .

Em geral, se ha um parametro o no Hami ltoniano, resulta que

<<‘an JF
.zi; ={5::

Bste ¢ o caso da pressac. Com efeito, esta e a medida dos es-
f?rc;os sobre a superffcie e o parimetro que a multiplica no Hg
miltonisno e o'volume do sistema. De modo que, como antes, se

tenm 8En
Py, = -

v
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R .
B, /KT
(pd==F —o “/R/Q
n aV
aF
p o e
av

Iste; ontendido a temperatura constanto.

ENEARG YA _T,TURE DE UM CRISTAL

Vinos que s estrutura gue pdota um cristal a 0°K e a que
fez minins s energia Interna U. Quando nao esté & esta temrpo-
=aturas a estrutura gue 0o mesmo adota, e a gue torna m{niﬁa a
lenergia livre:

F=U=2S8T

Em Me ca Estatistlica, a energia livre se define come
- ﬁF z “ﬁt'
e ! 6.

s . . ’ ? 5

onde (= 1/XkT. L evidente que F e muito 1ificll de calecular, a
menos que se trate de sltuagoes multo idenis, para as quals s¢
Ja poss{vcl conhccer todos os Enh Por outro lados a forma do
" '

Hamiltoniano e bem conhecida e isto nos rode servir para calecn
lar a encrgla livre,

Ve Jamos qual a relagac entre o Hamilzoniano ¢ a energi

‘Ll.,...\ I PERS = ‘ " y

Livre. & cqhkguo gus ncs da os nivels de energla e

g =RV
Ly nn
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ou, usandc & notagao de Dirac
Hin)= E In)
pa{, aplicando duas vezes o Hamiltoniano
By =HEY)=HE ¥, =E A

e em geral

n
B ¥n "En ¥
A expressao e P se define como

H _ 2
O_B -1-,‘3H+%p Hz-ooo
e entao, aplicando a (50) a cada termo, se tem
. E
e'ﬁH|n> = e-P Br)
Agora, aplicando (n| pela esquerda

(nle~PE |n) = (nle- ﬁEnln)

ou die outra forma oE
-8H - * - n
(nlePH|n) = Jsvn e Y aq

PEp [

n

= e J‘l’n ¥ dq
Como os estados Qn sao ortonormais, fica, finalmente

<n|e-PHln> = e |’3En

Pela definigao de F
e~fF = Z_(nle'ﬁH|n>
- n
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Se definimos uma matriz Plj que chamamos de matriz densidade;
na forma

pyy = <tlePHI5)
onde |1> e |J) sao auto estados do Hamiltoniano, e imediato

que

e = 5 CalePHn) - TP
n

0 fato de termos podidc’ escrever a expressao e-pF como ¢ tra-
¢o de uma matriz e interessante porque e bem conhecido o fato
de que 0 trago de uma matriz nao depende da base de anto-veto
res na qual e representada, se ha uma transformaqgo unitaria
que liga as bases. No entanto, isto nao adianta muito por-
que nao conhecemos uma base exata na qual se possa calcular
Trp.

Suponhamos agora que calculamos F com alguma base préxi-
ma das bases exatas. Pode-se mostrar que a energia livre, cgl
culada desta forma, e no m{nimo igual a enerzia real. Esta pro
priedade do calculo da energia livre nos permite ajustar panﬁ
metros de anto-estados aproximados, de tal forma que fagam mi

nima a energia livre, e portanto, se aproximem m:is da reali-

dade.

MOVIMENTO DE ELKTRONS

Ate agora temos considerado propriedades doc eristais

'd A .
que so dependem dos fons e de seus movimentos na rede crista-
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linaj no entanto, ha propriodd&gi‘muito importantes dos cris-
taisy que dependem dos eletrons atahicos, como & o caso das

condutibilidades, termica e eletrica.

Um atomo na rede cristalina pode encontrar-~se excitadoou
lonizado; a excitagac ou os eletrons (caso esteja ionizado) po
dem intercambilar-se entre os distintos atomos. Estes proces-
sos introduzem uma modificagao no comportamento,dos eletrons
atomicos, dentro de um cristal, comparado com o que tem em um

étomo i1so0lado.

Como exemplo, consideremos o caso da excitaqao de um elé
tron at6m1co; para simplicidade consideremos um cristal unidj

mensional, como mostra a figura 75.
&

A_,
O 0 0 — =
o @ o——O o o o © t=0
B
o fa O 0O o O _ =
A C ‘ < < < 7 \ W t=At
D
FnY O Pl fa) P! 0 =
Ay A\ g \w ‘ G A\ A4 -t 2Av

, FIG. 75



CBPF-DH-001/89
=127~

Suponhamos que a excitagao esteja no atomo A, com a ener

gla AE sabrpvo nfvel fundamental; alternativamente, poderia
estar em B ou F, etc,, mas tambem com a mesma énergia, ou se-
ja, se observassemos esta excitacao particular verf{amos samen
te uma linha com energia AE correspondente a qualquer atomo da
réde. Mas, isto nao ocorre pela seguinte razao: consideremos
a evolugao no tempo da excitagao de um atomo qualquer da réde,
esta nao poéeré ser da forms e B¢% oy sejay =~ ?’én =OF a
porque agora o atomo pertencé a uma rede e havera uma probabi
lidade por unidade de tempo de que a.ékcitagio se translade pa
ra outro atomo, ou de que excitaqaes,de outros atomos venham

para aquele.

A dependéncia temporal da amplitude de probabilidade: de
transiqgo, para o atomo 6, por exemplo, esta descrita pela e-

quagao temporal de Schrodinger

4+ Aa, + Ba._+

- b =

5
Em geral, A e negativo.

O primeiro termo representa a evolugao do atomo isolsado;
. 0s outros representam a probabilidade de intercambio da exci-
tacao do atomo 6 com os seus vizinhos. KNao vamos caleular es
tes coeficientes, mas apenas dizer que a, e a amplitude de pro

babllidsde de encontrar a excitacao no atomo n.

. »
Tendo em conta a simstria do cristal; e evidente que umc

~ » ’
equagao analoga pode ser escrita para qualquer atomo, com os

Q
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mesmecs coe}za;htes H

- % &y =Ea,+Aa, 5 +4 843 ¥ Ba,,t ... (51)
Ve jamos agora se e possfvel encontrar uma soluc;é.’o de e-
nergia definida, ou seja, uma solugi'o que evolua no tempo na
forma -4 ET
e M T Y(x)
Se substituimos esta fungao em (51), obtemos:

-4
BTy

a (t) =e

-

com

€by =E b +Ab 5, +Ab 4 (s2)
onde .30 consideramos os primeiros vizinhos.

Vemos, enté'o, que a (52) tem a mesma forma da equag&’o que
se obteve no estudo dos modos de oscilacao de um eristal; daf
se poder aplicar aqui toda a matematicadesenvolvida la. En-
salando

bn=ﬁem

Cet ei&na = CEeikna +AC eiK(n-l)a + ACeiK(n-}-J‘,;}a
ou seja

1]

E=E + 2A cos K&

\ ~
Notemcs,y novamente, a semelhan¢a das equagoes obtidas neg
. » -
Ue e naguele caso. Fazendo um grafico dc £ em fungao de K,

cbtem-se o que se ve na figura 76.

Cbtemos assim, um novo resultado: devido & existéncia da
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A€ 7
\\ ——————
A EL 01 o
En rdo oxci
agao
0
FIG, 76

réde; ¢ que antes era um unico nfvel de energia E se desdobra

em um espectro discreto de nivels, se o cristal e finito.

Para o limite inferior da banda, ou seja, quando a ener-
gla de excitacao e pequena, podemos fazer um desenvolvimento

4
em serie, em K, e obtemos

2
&:E-(-ZA) 1_5—23—.\
2 )

"}

txd

- (=24) + a®(-24)

v 3

l 4
onde, em geral, A e negativo.

Se existisse uma partfcula no interior da banda, suas e~

nergla poderia ser escrita hZKZ/Zm; entao, ums energla de ex-
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citagao no fundo da banda equivale a uma partfcnla de impulso

Eemassam= hzlaz(-al); a esta "partfcula", as vezes se chg
‘ma de EXCf&OH, : *

Uma teoria anéloga a que desenvolvemos pafa excitagaes,
pode ser feita para eletrons e falta de eletrons ou "buraccs".
Existem neste caso bandas de.energia semelhantes as descritas

Ld
para excitons.
’ 1

A generalizagao do que foi dito, para o caso tridimensig

nal, e semelhante a que se fez no caso dos fonons.

Com a teoria de bandas de energia pars os eletrons nos
sélidos, e possf#el explicar facilmehte, pelo menos do ponto

de vista qualitativo, a condutibilidade elétrica.

De acordo com esta teoria, os materials condutores sao
aqﬁéles que tem bandas de condquo parcialmente- ocupadas, e
que geralmente, ainda a temperaturas muito baixas, tem seus
eletrons com energia cinetica suficiente para permanecerem 1j
vres. Em contraste, os semicondutores tem tadas suas bandas
de conduqﬁo completamente vazias, mas suas bandas proibidas
sac suficientemente pequenas para permitir, a temperatura am
blente, transigoes que pavoam as bandas de condugao parcial-
mente, permitindo assim a condugao eletrica. No caso dos -
solantes, tambem as bandas de c0ndu9ao estao despov0adas,mas
a banda proibida e de uma energia muito malor que kT, tem-
peratura ambiente; portantc, ainda a temperaturas muito alt

nao conduzem eletricidade.



