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Resumo

A partir de uma anélise detalhada do método para o computo da energia potencial
D-dimensional, o qual é baseado na integral de caminho de Feynman, uma expressao
simples para o cédlculo deste potencial é obtida. Esta prescri¢ao converte a ardua tarefa
de computar o aludido potencial em um exercicio algébrico simples. A energia potencial
D-dimensional, tanto para a eletrodinamica de Lee e Wick quanto para a gravitacao
de ordem superior, sao entao computadas. O papel desempenhado pelas derivadas de
ordem mais alta nestes resultados é também analisado.

Palavras-chave: Modelos Eletromagnéticos e Gravitacionais D-Dimensionais; Prescri-
¢ao para o Célculo da Energia Potencial Interparticulas D-Dimensional; Unitariedade
ao Nivel de Arvore.

Areas de conhecimento: Teoria Quantica de Campos; Gravitagao.



Abstract

From a detailed analysis of the method for computing the D-dimensional potential
energy, which is based on the Feynman path integral, a simple expression for calcula-
ting this potential, is obtained. This prescription converts the hard task of computing
the alluded potential into a straightforward algebraic exercise. The D-dimensional po-
tential energy for both Lee-Wick electrodynamics and higher-derivative gravity, are
then computed. The role played by higher derivatives in these results is analyzed as

well.



Introducao

Podemos dizer, em poucas palavras, que a Teoria Quantica de Campos (QFT)
nasceu da fusdo da Relatividade Especial com a Mecanica Quantica (QM); em con-
trapartida, a necessidade de reconciliar a Relatividade Geral com a QM deu origem a
teoria de cordas. Acredita-se que um tratamento correto do campo gravitacional sob o
ponto de vista da QFT, tratamento este por hora ainda desconhecido, devera reprodu-
zir a teoria da relatividade geral de Einstein no limite de baixas energias, ou de modo
mais geral, o Sistema Einstein-Yang-Mills -Dirac. Em outras palavras, é provavel que
a QFT nada mais seja que o limite de baixas energias relativo a uma teoria de campos
efetiva de uma teoria mais fundamental, tal como a teoria de supercordas.

A QFT é na realidade um conjunto de ideias e ferramentas que combina harmo-
niosamente trés dos maiores temas da fisica moderna: a teoria quantica, o conceito
de campo e o principio de relatividade. Assim sendo, ela nao sé fornece um solido
alicerce para a fisica das particulas elementares contemporanea [1], mas é também um
repositério de ferramentas que s@o essenciais para a fisica nuclear [2] e a fisica atomica
[3], bem como para a fisica da matéria condensada [4] e a astrofisica [5]. Além disso,
esta teoria tem permitido que se edifiquem novas pontes entre a fisica e a matematica
[6].

Primitivamente, a motivacao para o estudo da QFT jazia na esperanca de que ela



viesse lancar uma nova luz sobre nossa maneira de enxergar as particulas fundamentais
da matéria e suas interacoes. De fato, uma estrutura que incorporava, por um lado, a
QM (que tinha sido tdo bem sucedida no que se refere a resolucdo de um grande nu-
mero de problemas da fisica atdémica no inicio do século passado) e, por outro, a teoria
de campos (a linguagem utilizada para descrever o surpreendente quadro da realidade
desvelado por Faraday, Maxwell e Hertz), certamente deveria fornecer alguma indica-
¢ao confidvel sobre a natureza fundamental da matéria. Na realidade, os resultados
superaram em muito as expectativas. Realmente, basta citar, por exemplo, a QED,
o primeiro filho bem sucedido do casamento da relatividade especial com a QM. Esta
teoria prediz, para citar apenas um dos seus sucessos, 0 momento magnético andémalo
do elétron corretamente com onze casas decimais. Esta fantastica concordancia entre
os resultados previstos teoricamente e os obtidos experimentalmente levaram Ryder [7]
a perguntar: “O que mais se poderia querer de uma teoria fisica?”

Por outro lado, derivadas de ordem mais alta tém sido usadas frequentemente como
um poderoso mecanismo no controle das terriveis divergéncias ultravioletas (UV) que
sao comumente encontradas em modelos fisicos relevantes. No inicio dos anos setenta,
por exemplo, Lee e Wick (LW) alegaram terem descoberto uma versao finita da QED
[8]; no entanto o modelo que eles tinham proposto apresenta um problema bastante
severo: a presenca de graus de liberdade associados com uma norma nao positiva no
espaco de Hilbert. Para remediar esta dificuldade, estes autores adotaram modifica-
¢oes ad hoc no que concerne a continuagao analitica das amplitudes [9]. Em resumo,
podemos dizer que o trabalho de LW consiste essencialmente na introducao de campos
com propagadores com sinal errado do tipo de Pauli e Villars como graus de liberdade
fisicos, que resultam em amplitudes que sao mais bem comportadas no UV e tornam
a logaritmicamente divergente QED finita. Recentemente, o interesse nas teorias de
LW recrudesceu gragas ao surgimento das teorias de gauge nao abelianas de LW con-

sideradas por Grinstein, O’Connel e Wise [10]. Este modelo, comumente chamado de



Modelo Padrao de LW, ¢é naturalmente livre de divergéncias quadraticas, fornecendo
assim uma solucao alternativa para o problema da hierarquia.

Logo depois da criacao do sistema de LW, modelos de gravitacao com derivadas de
ordem mais alta foram considerados [11]. Apesar destes modelos serem assombrados
por fantasmas, sendo em consequéncia nao unitarios, eles sao renormalizaveis.

A presenca de derivadas de ordem superior em um modelo, contudo, nao implica
que ele deve ser rejeitado. De fato, sistemas com derivadas de ordem mais alta podem
ser utilizados como modelos efetivos de campos em escalas de energia familiares. A
gravitacao com derivadas de ordem superior, por exemplo, tem sido bastante usada em
interessantes e importantes aplicagoes cosmoldgicas [12].

Neste trabalho faremos algumas incursoes no campo dos modelos com derivadas de
ordem superior. Iniciamos, computando no Capitulo 1 [13] a energia potencial em D
dimensoes para a eletrodinamica de LW via um método que se apoia fortemente na
integral de trajetéria de Feynman. Estudamos entao detalhadamente o comportamento
para pequenas distancia deste potencial, bem como seu comportamento assintético. A
unitariedade do modelo ao nivel de arvore é também analisada. Esta analise é baseada
em um teorema cujo enunciado e detalhada demonstracao sao também apresentados.
Terminamos o Capitulo exibindo uma prescricao bastante simples para calcular a ener-
gia potencial D-dimensional baseada em uma andlise acurada dos resultados deste
Capitulo. No Capitulo 2 [14] discutimos a gravitagdo de ordem mais alta nos moldes
que utilizamos para confeccionar o Capitulo 1. Finalizamos apresentando no Epilogo
uma discussao sobre os resultados obtidos ao longo desta dissertacao e apresentamos
possiveis aplicagoes dos resultados mencionados.

Ao longo de todo o trabalho utilizamos unidades naturais. A métrica, por sua vez,

tem assinatura (4, -, -, ... , -).
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Parte 1

MODELOS
ELETROMAGNETICOS
D-DIMENSIONAIS



De tempos em tempos, novos modelos eletromagnéticos aparecem na literatura. As
razoes para estudar estes sistemas sdo muitas e de diferentes espécies: (i) controlar as
divergéncias ultravioletas que estao geralmente presentes nos modelos eletromagnéticos
[1], (ii) obter um sistema onde uma carga pontual tenha auto-energia finita (a eletrodi-
namica de Born-Infeld apresenta esta peculiaridade [2]), (iii) encontrar um sistema que
além de possuir uma carga pontual com auto-energia finita, exiba também o fenomeno
da birrefringéncia (a eletrodinamica logaritmica apresenta estas caracteristicas [3]), (iv)
analisar modelos com viola¢ao de Lorentz [4-6], e assim por diante.

No entanto, como é bem conhecido, estes modelos eletromagnéticos devem repro-
duzir a energia potencial Coulombiana no limite nao relativistico, mais uma corregao
a mencionada energia. Consequentemente, é de fundamental importancia se ter um
método simples para computar este potencial de modo que seu comportamento em
baixas energias possa ser analisado pronta e eficientemente.

Existem, obviamente, muitos métodos poderosos na literatura, que nos permitem
computar a energia potencial interparticula no limite nao relativistico. Infelizmente,
todos esses métodos, exigem computacoes algébricas excessivas e, em consequéncia, sao
processos que consomem bastante tempo.

Nosso objetivo nesta Parte I da dissertagao [7] é conceber um método onde as di-
ficuldades mencionadas anteriormente possam ser superadas, ou pelo menos reduzidas
a um minimo. Para conseguirmos isso vamos partir de um método para o célculo
do potencial que se apoia fortemente na integral de trajetoria de Feynman. Exami-
nando cuidadosamente este método é possivel obter-se uma expressao muito simples
para o calculo do potencial D-dimensional, a qual tem como ingrediente principal um
“propagador” no espaco dos momentos, “propagador” este que é obtido descartando-se
todos os termos do propagador de Feynman usual no espaco dos momentos que sejam
ortogonais as correntes externas conservadas e fazendo-se em seguida & = 0, onde k*

é¢ o momento da particula trocada. O método é encontrado analisando-se o calculo da



energia potencial D-dimensional para a eletrodinamica de LW.
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Capitulo

Energia Potencial D-Dimensional para a

Eletrodinamica de Lee e Wick

Estuda-se a unitariedade do modelo de Lee e Wick via um teorema cuja demons-
tracao é feita em detalhe. A energia potencial D-dimensional para a interacao entre
duas cargas estaticas é entao calculada por um método baseado na integral de traje-
toria de Feynman. O comportamento para pequenas distancias deste potencial bem
como seu comportamento assintotico sao também analisados. Finalizamos apresen-
tando uma prescri¢ao simples para calcular a energia potencial D-dimensional para

modelos eletromagnéticos a qual foi obtida por meio de uma acurada observagao do

método utilizado na obtencao do potencial D-dimensional de Lee e Wick .

1.1 O propagador de Lee e Wick

O modelo abeliano de Lee e Wick (LW) é definido pela Lagrangiana invariante de gauge

1 LV 1 v
LZ_Z MVFI _4_77’L2FMVDFH 5

onde F,, (= 0,A,—0,A,) é o campo de forca, e m(> 0) é um parametro com dimensao

de massa.
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Como estamos interessados em estudar a unitariedade deste modelo ao nivel de
arvore, precisamos antes de mais nada, computar o seu propagador. Para isto vamos
adicionar um termo fixador de gauge a Lagrangiana anterior. No gauge de Lorentz, este
termo pode ser escrito como Ly = —%(8#14“)2, onde, como é usual, A é o parametro
de gauge.

Podemos entao escrever £ como

1 1 1
L=—-F,F" — —F, OF" — —(9,A"). 1.1
4 K 4m?2 H 2)\( I ) ( )

1.1.1 Uma prescricao para o calculo do propagador de LW

Para calcularmos o propagador de Lee e Wick, é conveniente trabalharmos em termos
de operadores de projecao no espago vetorial. O conjunto completo de projetores no
espago dos momentos ¢ formado pelos operadores de projecao vetorial longitudinal w,,

e transversal 6, ou seja,

ki,

uv = N — L2 = N — Wy,

0

onde k, é o momento da particula trocada e k* = k,k*.

Como estes operadores sao de projecao, eles sao idempotentes,

o _
018y = Oy,
P _
WppWy, = Wy,

e ortogonais,

p_
Onpwy, = 0,

e sua soma nos leva a

0 + Wiy = Npw-
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6

o |
o | €

w

S

Tabela 1.1: Tabela multiplicativa para os operadores de projegao

O operador 6, atuando sobre um vetor V,, nos fornece a projecao deste vetor na
direcao transversal a k,; enquanto que w,, atuando sobre o mesmo vetor nos dd a

projecao de V), na diregao de k,. De fato (vide a Figura 1.1)

T ¥ S * O
Ve L S )
K] K| |kl
o o Kok ) K oo~ )
GV =5V - VI =V S (Vk) =T,
|1 |k |kl

onde T =V — L.
A representacao da unidade em qualquer algebra de operadores de projecao é a
soma dos operadores que se encontram na diagonal principal, como é fécil de ver. De

fato, 10 = 00 + wl = 6 e Iw = Ow + ww = w. Portanto
0+w=1

Para calcularmos o propagador, precisamos expandir o operador de onda O* em
termos dos operadores de projecao 0 e wh.

Genericamente,

O = AP + Bu.

Com isso, a tarefa de encontrar o inverso do operador de onda O torna-se simples,

pois OO =1, onde I =0 + w. Se O~ = CH + Dw, entao
(A0 + Bw)(C8 + Dw) =0+ w,

14



ou seja,

1 1
-1 _
O = —Aé’ + —Bw.

=l
=3l

=)
ol

(1.2)

Figura 1.1: Projecdes longitudinal (L! = % (V' %)) e transversal (T° = Vi — £(V %)) do

vetor V', em relacgao a k.

1.1.2 O calculo do propagador

Para encontrarmos o operador de onda, escrevemos a Lagrangiana de LW (1.1), ja com

o termo de fixacao de gauge, na forma especifica associada aos bdsons neutros,

1 17
L= A,0MA,

Seja, entao, L = L1 + L9 + L3, onde

1
Ly = §Au(n‘“’|] —otO")A,,

1 174 124
£2 = 2_7’n2AM(77M D2 - D@“@ )AV,
La = iA o'o" A
3= 2\ Iz v

15

(1.3)



Utilizando (1.4), (1.5), e (1.6), concluimos que

1— U
Or — n,uzz[] + < 3 A) Mo + W(nuum _ 8‘“81’),

Recordando que

8M€—kx — —ie_ikxku,
e, consequentemente, que
Oy — —iky,
ot — —ik*,

0= 8,0" — —k,

obtemos prontamente o operador de onda no espago dos momentos, ou seja,

= 1—-\ &2
Wy = (= — k) — kR —2 )
o) = (5 =) = (57 35)

m2

Expandindo este operador em termos dos operadores de projecao chegamos a se-

4 2
o o (L) ()

a qual pode ser trivialmente invertida, nos fornecendo entao o propagador para a Ele-

guinte expressao

trodinamica de LW:
2
—1\ v m "y >\ v
(O )“ = (—kQ(kQ — m2)> o*r — <ﬁ> wh? . (17)

1.2 Examinando a unitariedade do modelo eletro-
dinamico de Lee e Wick D-dimensional

A anélise da unitariedade para o presente modelo pode ser feita através de um simples
algoritmo que transforma esta tarefa (que em geral é muito laboriosa) em um exercicio

algébrico relativamente simples [1,2-6]. Esta prescri¢ao consiste basicamente em saturar

16



o propagador com correntes conservadas, compativeis com as simetrias do sistema. A
unitariedade ao nivel de arvore do modelo é assegurada se o residuo em cada pdlo
simples do propagador saturado (PS) tiver sinal positivo (correspondendo aos modos
que se propagam) ou se for zero (sem modos de propagacao).

O propagador saturado de Lee e Wick é dado por

PS = J*(k)(O™ ) (k) J" (k). (1.8)
Como o propagador esta contraido com correntes conservadas,

0,J" () =0 — k,J"(k) = 0.

Consequentemente,

m? J? J?

1.2.1 Teorema para o estudo da unitariedade

Para a andlise da unitariedade ao nivel de arvore de modelos eletromagnéticos, o teo-
rema que se segue ¢ bastante ttil [3]:
Sem € a massa de uma particula fisica genérica associada a um dado modelo eletrodi-

namico e k € o seu momento trocado, entao
(JMJN)|]€220 < O

Aqui J* € a corrente conservada.
Demonstraremos este teorema detalhadamente. Iniciamos expandindo a corrente J*
em uma base apropriada. O seguinte conjunto de vetores linearmente independentes,

no espaco dos momentos D- dimensional, serve para nossos propésitos:

= (K0 k), k= (k% —k), £=(0,¢),i=1,2,..,D—2
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onde ¢; sao vetores perpendiculares entre si e perpendiculares a k, todos linearmente
independentes e com comprimento 1.

Utilizando esta base, podemos escrever a corrente J* da seguinte maneira
JH = Ak* + BE* + Cel (1.10)
Recordando que as correntes sao conservadas, obtemos
AK? + Bk, k* = 0,
AR? + B(k2 + k%) =0,
A2 — k) = =B(K2 + k). (1.11)

Segue-se que

A? > B2 (1.12)

Por outro lado,
Jt ], = Ak'k, + ABE"k, + AC7 k"<, + ABE"k,, + B* K"k, +

+BCk e, + AC kel + BCk, el 4+ C'Coele,.

Levando em consideracao a ortogonalidade entre os vetores de base, os quatro ter-

mos que possuam este produto sumirao. Teremos entao
J? = A%K* + 2ABE"k, + Bk, + C'Cleley,. (1.13)
No ultimo termo, por sua vez,
gicju = (0,6)(0, —¢;) = —di;.
Consequentemente,
J? = A%+ 2AB(KS + k?) + B2k — (C)?,
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que com o auxilio de (1.11) se reduz a
J2 — (BQ . A2)]{Z2 . (01)2
Portanto,
(J*J) k20 <0, (1.14)

o que demonstra o nosso Teorema.
Utilizando este resultado vamos checar a unitariedade ao nivel de arvore do modelo

de Lee e Wick.

1.2.2 Analisando a unitariedade: o residuo em cada pdlo

No propagador saturado (1.9) existem os seguintes pdlos: k% = 0 e k* = m? sendo os

residuos em cada um destes pélos iguais a
2
R€S<P5)|k2:0 =—J ’k2:07

Res(PS)|k2:mz = J2|k2=m2~

De (1.14), concluimos que
Res(PS)|je—g = —J?|j2—0 > 0,

RBS(PS)|k2:m2 = J2|k‘2:m2 < 0.

A analise destes pdlos nos mostra de imediato que o modelo carrega dois modos de
excitacao de spin-1 na concha de massa: um de massa de repouso nula e outro massivo.
No primeiro caso, temos a representacao de uma particula fisica sem massa. Ja o grau
de liberdade massivo possui residuo negativo, o que traz consequéncias desagradaveis
[7]. Na escala quantica, ha o aparecimento de estados de norma negativa (ghosts). No
caso do modelo de Lee e Wick o ghost massivo de spin 1 é nao taquionico. Concluimos

entao que a teoria de Lee e Wick nao é unitaria ao nivel de arvore.
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Lee e Wick contornaram este problema impondo que a particula massiva deveria
decair de maneira a nao interferir no espectro de particulas [8-10]. Fizeram isso intro-
duzindo modificagoes ad hoc nas regras usuais da teoria quantica de campos. Desta
maneira, o modelo recuperaria a unitariedade. Estas modificagoes engenhosas, porém
inortodoxas, foram alvos de criticas acerbas e nao foram incorporadas ao ferramental

da fisica tedrica e nao serao, em consequeéncia, levadas em conta aqui.

1.3 A energia potencial interparticulas D-dimensional

de Lee e Wick

Como ¢é bem conhecido, o funcional gerador para os diagramas de Feynman conexos,
Wp(J), estd relacionado com o funcional gerador para uma teoria eletromagnética,

iWp(J)

Zp(J), via a expressao Zp(J) =e , onde

1
Wo(2) = = [ [ aPsd®y @)Dyl = ) (w)
Aqui J,(z) e D,,(x —y) sdo, respectivamente, a corrente conservada e o propagador.

Agora, lembrando que

D
Dy (x—y) = Meik(ﬂc—y}D (k)
nv ) (27T)D nv )

J (k) = /dDme_ik””JM(x),

obtemos prontamente

Wld) = =5 [ Gy ) Db (8) (1.15)

Por outro lado,
Zp(J) =< 0le”rT|0 >= ¢~ FpT

Segue-se que a energia potencial é dada por
~ Wn(J)

Ep = -

(1.16)
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1.3.1 O funcional gerador

No caso do modelo de Lee e Wick, (1.15) pode ser escrita como

= f s () o [ 0
< [ [z g A ) g )
O fator ([ dz") corresponde ao intervalo de tempo de transi¢ao T'. Segue-se que
1) = =37 [ o) ()
//dD 12dP 1 e KT g (1) 7, (y). (1.17)

1.3.2 As correntes conservadas

No caso de duas cargas estaticas ()7 e (J2 localizadas, respectivamente, em a7 e d3 no

espaco, a corrente D-dimensional assume a forma
J(x)p = 0§[Q:107 (T — @) + Q267 71(& — a3)],

e, portanto,
T (@) Ju(y) = 2Q1677H(T — a1)Q20" (¥ — a3). (1.18)

Figura 1.2: Cargas pontuais localizadas, respectivamente, em aj e a3, no espago.

21



1.3.3 A expressao para a energia potencial

Inserindo (1.18) em (1.17) e utilizando (1.16), obtemos

dellg - dellg .
ED('T’) _ QlQQ [/ ezk(F) . /—ezk(f')] 7 (119)

e | T e

onde = a3 — a;.
Note que a primeira integral acima fornece a energia potencial D-dimensional de
Maxwell, enquanto que a segunda nos da a energia potencial D-dimensional de Proca

com o sinal trocado.

1.3.4 O calculo das integrais: a energia potencial D-dimensional

de Maxwell

Inicialmente, vamos calcular a integral relativa ao potencial de Maxwell, ou seja,

a7k i
Ep(Maxwell) = (2%)%: / = e, (1.20)

Para tanto, vamos utilizar coordenadas esféricas D-dimensionais, onde adotamos a

seguinte notagao: k = T, k* = 22, |k| = z e |F] = r, com 7 sobre o eixo x;. Em D

dimensoes as variaveis serao entao (x, 01,0, -+ ,0p_1).
xlil
-~
6,
7
£

Figura 1.3: Relagao geométrica entre & e 7, em coordenadas esféricas
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O elemento de volume em coordenadas esféricas D-dimensionais (vide Apéndice A)
é dado por,

D—1
dVp = 2P tdx H senP~170,d0, (0<6,...0ps<m e 0<60pq1<2m).

=1

Utilizando este elemento de volume, nossa integral pode ser escrita como

00 [L’D_Q ™ )
{/ dx—; / d@lsenD_g(Ql)eZ”wsel} X
0 x 0

™ ™ s 2m
X |:/ dQQSGTZD_4(92)/ d@gSGTLD_S(Q;;) N / dQD_:J,SGTL(HD_g)/ deD_2:| . (121)
0 0 0 0

Vamos iniciar pela segunda parte que contém vérias integrais com senos. Lem-
brando, por outro lado, que [11]

r(zst)

senPrdr = /T —2=,
J ey

onde p > —1 e I' é a funcao gama, obtemos prontamente para D > 3

™ s 27 10 e
/ dQQSenD_4(92) c / deD_;),S@?’L(QD_g) / dHD_g = (WD_22 ) (122)
0 0 0 I'(%5=)
Passemos entao a resolugao da primeira parte de (1.21).
00 .TD_Q ™ }
/ dz—; / dfy senP=3(0y) et reoso (1.23)
0 xr 0

Tendo em conta que [12]

/7T ezﬂcOS$S€n2VZL'dZL’ = \/E <2>VF (V + 1) Ju(ﬂ))
0 ﬁ 2

onde J, é a funcao de Bessel de primeira espécie de ordem v, concluimos que para

D >3

2\ T (D—-2\ [* b
=T <—> I (—) / x 2 Jp-s(xr)d. (1.24)
r 2 0 2



Porém, [13]
/ a"J,(ax)dx = 2#a~HY)
0

e, consequentemente, para D > 3

o D2 7 | oDt (D 92\ (D3
/0 dx /0 dfysenP=3(0y)elmreosh = \/%TD**F ( 5 ) r (T) . (1.25)

22
Segue-se que para D > 3 o potencial D-dimensional de Maxwell é dado por

r D—3
Ep(Maxwell) = Q;Qj ( D{l). (1.26)
YUY ATz

1.3.5 O calculo das integrais: a energia potencial D-dimensional
de Proca

Usando os resultados encontrados na subsecao anterior, a integral relativa a energia

potencial D-dimensional de Proca assume a seguinte forma para D > 3

gD 2\ (D-2
D—1

D-3
2\ = D -2 < xTz

Tendo em conta que [14]

v+1 v
/0 o/t J,,(a:v)a72 R b K, (ab),

onde K, é a funcao de Bessel modificada de segunda espécie de ordem v, obtemos entao

para D > 3

D-3

/ AT a2t (T) Koo (mi). (1.28)

A energia potencial D-dimensional da eletrodinamica de Proca, para D > 3, assume

entao a forma

Ep(Proca) = (221)%2_1 (E) E Kp_s(mr) (1.29)
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1.3.6 A energia potencial D-dimensional de Lee e Wick para

D >3

Segue-se, finalmente, que a energia potencial D-dimensional de Lee e Wick para D > 3
pode ser expressa como

D-3

Ep(r) = @Q1Q2 L (TL — 1@ <@>T KDQ—if(m?")] : (1.30)

r

Para exemplificar, admitindo que D = 4, encontramos a energia potencial conhecida

de Lee e Wick em 4 dimensoes:

Qi@

E4(T) Arr

(1—e™)

1.3.7 A energia potencial de Lee e Wick para D = 3

Quando D = 3, a expressao para o calculo da energia potencial de Lee e Wick se reduz

a
27 27 .
Eg( ) _ QlQQ d_’_kezk(;) _/ _ d k elk(f&) )
e | P P
A segunda integral acima , que corresponde ao potencial da eletrodinamica de Proca,
foi calculada na Secao 1.3.5 e o resultado vale também para 3 dimensoes. Resta-nos,

portanto, calcular [ %’;e"’;m. Para tanto, vamos regularizar esta integral utilizando o

procedimento que se segue

21 . 2L
C{—keikm = lim _,d k ek,
k2 e—0 k2 + €2
porém,
Pk g
lim [ 5 e*) = Tim[27 Ky (er)],
e—0 k2 + €2 e—0
e como,

, T
lg%[QWKo(er)] = —27rln(r—0),
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onde 7y é¢ um regulador infravermelho, concluimos entao que o potencial tridimensional

de Lee e Wick obedece a equagao

Ey(r) = — 4192 {m (1) + Ko(mr)} . (1.31)

27 To

OBSERVACAO IMPORTANTE:

T
T

Lembrando que K, (r) ~ g% (1 + (’)(%)) para r — o0, vemos claramente que

(1.30) e (1.31) reproduzem assintoticamente a energia potencial coulombiana.

1.4 Comportamento para pequenas distancias da
energia potencial D-dimensional de Lee e Wick

Utilizando as expressoes para a energia potencial interparticulas D-dimensional para a
Eletrodinamica de Lee e Wick encontradas anteriormente, analisaremos seu comporta-
mento para pequenas distancias. Nesta investigagao vamos considerar duas situacoes:

D >3eD=3.SeD >3, temos dois casos: v ¢ N ev € N.

1.4.1 Energia potencial para D >3 com v ¢ N
Se v ¢ N, quando z — 0 [15],
1 2\" 22 2t
Koz~ 5 [F(”) (Z) (1 Ty T RO—)e—n ) i
2 4

) (3) (1 i 4(VZ+ RERD +7i)(y o) ) | s

o que implica que 3 < D < 5. Lembrando que estamos considerando z = mr e

analisando quando » — 0. Portanto, se D é um nimero par > 3, a eletrodinamica de
Lee e Wick s6 ¢ finita em » = 0 quando D = 4. Este sistema é renormalizavel, porém

nao é unitario.
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1.4.2 Energia potencial para D > 3 com v € N

Se v € N [15],

K,(z)= (=1)""In ( )( ) ikl k+ )l

=0

%@)”““w ><§>”€+

TE TR R) om

onde ¥(z) = % InI'(z) é a fungao psi. Infelizmente, se D é um ndmero impar > 3, a

eletrodinamica de Lee e Wick é singular em r = 0.
Nossos resultados para D > 3 podem ser sumarizados basicamente em uma sen-
tenca. Existe uma tnica eletrodinamica de Lee e Wick que para D > 3 é finita para

pequenas distancias: o modelo em quatro dimensdes. Neste caso Fy(0) = Qlf—ﬁm.

1.4.3 Energia potencial para D = 3

Se D = 3 obtemos prontamente de (1.31)

Q1Q2

Es(0) = 2m

In(mry). (1.34)

Esta energia, obviamente, é finita na origem.

1.5 Uma prescricao simples para o calculo da ener-
gial potencial interparticula no contexto de um
modelo eletromagnético D-dimensional

Uma andlise acurada dos célculos realizados anteriormente nos permite construir uma
prescricao simples para o computo da energia potencial no contexto dos modelos ele-

tromagnéticos D-dimensionais. Para tanto, vamos construir um “propagador P, ( k)"
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no espago dos momentos descartando do propagador usual de Feynman no espacgo dos
momentos todos os termos que forem ortogonais as correntes externas conservadas e
fazendo em seguida k° = 0, onde k* é o momento da particula trocada. Em termos

deste “propagador”, o calculo do potencial é feito via a seguinte simples expressao

1 D—1 w1
Bp— W/d P (YA (R), (1.35)

onde

A;Ll/ //dD 1= dD 1—* ik- (g—2) J (x)2‘]y(y) (136)

E importante notar que na pratica esta integral é trivial uma vez que ela é uma integral
envolvendo deltas de Dirac. De fato, como J*(z) = n*° | Q1671 (¥ — a7) + Q20°~H(Z —
a})], (1.35) se reduz a

Ep(r) = %/dD_IEeiE'FPOO(E). (1.37)

Em resumo, construimos uma prescri¢ao simples para o calculo da energia poten-
cial D-dimensional [16]. Esta prescri¢do pode ser estendida para modelos escalares e
tensoriais.

No caso da eletrodinamica de LW, obtemos prontamente usando (1.7), a seguinte
expressao para PW(?):

P () = {% - m} M- (1.38)

Consequentemente o potencial D-dimensional pode ser calculado através da expres-

_ Q1Q2 D17 k| 1 1

a qual coincide, obviamente, com a expressao (1.19) obtida anteriormente.

sao
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Parte 11

MODELOS GRAVITACIONAIS
D-DIMENSIONAIS
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As teorias de gravitacao com derivadas de ordem superior em 3+1 dimensoes foram
sugeridas por Weyl [1] e Eddington [2]. Estas teorias nada mais eram que simples gene-
ralizacoes da relatividade geral obtidas, a grosso modo, acrescentando-se a Lagrangiana
de Einstein os escalares R2, R, R e RWQBRW‘W . Uma interessante discussao sobre
estas teorias pode ser encontrada em Havas [3]. Verificou-se mais tarde que, devido ao
teorema de Gauss-Bonnet, somente era necessario considerar dois dos termos quadra-
ticos acima mencionados. Assim sendo, as Teorias de Gravitacao de Ordem Superior

passaram, em geral, a serem definidas pela Lagrangiana

L= \/_( R+ R2+§wa>

onde k2 = 327G, sendo G a constante de Newton, e a e 3 parametros arbitrarios.

Com a constatacao de que a gravitacao nao era renormalizavel dentro do esquema
perturbativo padrao, as teorias de gravitagao de ordem superior, consideradas até entao
como simples extensoes da relatividade geral, passaram a ocupar um lugar de destaque
na busca por uma Teoria de Gravitagao Quantica. Neste sentido é digno de nota o
magistral trabalho de Stelle de 1977 [4], no qual é demonstrado que as Teorias de Or-
dem Superior sao renormalizaveis juntamente com os seus acoplamentos com a matéria.
Infelizmente estas teorias nao sao unitarias devido a presenga de um ghost massivo de
spin-2. Em 1986, Antoniadis e Tomboulis [5] argumentaram que a presenga do ghost
massivo de spin-2 no propagador nu era inconclusiva, ja que esta excitagao era instavel.
De acordo com eles, a posicao dos polos complexos no propagador vestido é explici-
tamente dependente de gauge. Utilizando argumentos padroes de Teoria Quantica de
Campos eles concluiram que as Teorias de Gravitacao de Ordem Superior sao unitarias.
No ano seguinte Johnston [6] provou que as conjecturas de Antoniadis e Tomboulis nao
eram verdadeiras, uma vez que o par de pélos complexos que aparecem no propagador
re-somado sao independentes de gauge, implicando na nao-unitariedade das teorias de
gravitagao com derivadas de ordem superior.

Assim, acreditava-se até 2009 que as Teorias Gravitacionais de Ordem Superior nao
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eram unitarias. Isto explica, em parte, o grande interesse que a teoria de gravitacao
massiva em 2+1 dimensoes [7] provocou e, de certo modo continua provocando, na
comunidade cientifica ja que a sua versao linearizada é unitaria ao nivel de arvore.

Neste capitulo realizamos um estudo da unitariedade ao nivel de arvore das Teo-
rias de Gravitacao de Ordem Superior em D dimensoes. Como esta andlise requer a
utilizacao apenas da versao linearizada do modelo, iniciamos a nossa discussao apre-
sentando uma versao linearizada do Teorema de Gauss-Bonnet. Uma vez discutida a
questao da unitariedade ao nivel de arvore do sistema, calculamos o potencial interpar-
ticula D-dimensional deste modelo e estudamos o comportamento deste potencial para
pequenas distancias. Concluimos o capitulo apresentando uma prescri¢ao bastante sim-
ples para o computo da energia potencial interparticula para modelos gravitacionais
D-dimensionais [8].

~ . . 7 . _ )\ _ )\ )\
Em nossa convengao o tensor Ricci é definido por Ry, = R, = 0,15, — 0\, +... .

33



Referencias Bibliograficas

[1] H. Weyl, Space-Time- Matter Dover, New York (1952), Chap. IV.

[2] A. Eddington, The Mathematical Theory of Relativity, 2nd ed, Cambridge Univer-
sity Press (1924), Chap. IV.

[3] P. Havas,General Relativity and Gravitation 8 631 (1977).

[4] K. Stelle, Phys. Rev. D 16 953 (1977).

[5] I. Antoniadis and E. Tomboulis, Phys. Rev. D 33 2756 (1986).

[6] D.A. Johnston, Nuclear Physics B 297 721 (1988).

[7] E. Bergshoeff, O. Hohm, and P. Townsend, Phys. Rev. Lett. 102 201301 (2009).

[8] A. Accioly, F. E. Barone, F. A. Barone, and W. Herdy, A simple prescription
for computing the interparticle potential energy for D-dimensional gravity theories

(submetido a publicagdo na Classical and Quantum Gravity).

34



Capitulo

Energia Potencial D-Dimensional para a

Gravitacao de Ordem Superior

Iniciamos apresentando uma prescricao para o computo do propagador concernente &
teoria de gravitacao em D dimensoes. O algoritmo é entao utilizado para a obtencao
do respectivo propagador. A unitariedade ao nivel de arvore de modelos gravitaci-
onais D-dimensionais contendo derivadas de ordem superior é entao analisada. O
potencial interparticulas para estes sistemas é calculado e seu comportamento para
pequenas distancias é estudado. Finalizamos apresentando um método simples para
o célculo do potencial relativo a modelos gravitacionais D-dimensionais, o qual é
construido através de uma andlise acurada do processo utilizado para a obtencao
do potencial para as teorias de gravitacao com derivadas de ordem mais alta em D

dimensoes.
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2.1 A Lagrangiana da Gravitacao de Ordem Supe-
rior D-Dimensional

Antes de definirmos a Lagrangiana para os modelos de gravitacao de ordem superior D-
dimensionais, vamos rever alguns resultados da assim chamada aproximacao de campo

fraco [1-3].

2.1.1 A aproximacao de campo fraco

Um campo gravitacional fraco é descrito por uma métrica que difere muito pouco da

métrica de Minkowski, ou seja,

Guv = My + thuua (21)

onde k% = 4wkp, sendo Kkp a constante de Einstein D-dimensional.

A inversa de g,,, por sua vez, pode ser escrita como
g =" — KR+ KRR L (2.2)

e Simbolos de Christoffel

Os simbolos de Christoffel sao definidos como,

1 a
F/\w/ = 59)\ [gau,u + 9o,y — g/u/,a]-

Em primeira ordem em & eles assumem a forma

R

™, > [, + B> = (2.3)

e Tensor de Riemann

O tensor de Riemann ¢é definido como,
Ry = 5[9,“”,)\/) + Inowr = G = Gupv)-
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Da expressao anterior obtemos prontamente a sua forma linearizada, ou seja,

. K
RANVP(hn> = §[huu,)\p + h)\p,;w - h/\u,,up - hpp,)\y] (24)

e Tensor de Ricct

Contraindo o tensor de Riemann linearizado com n*¥, encontramos o tensor de Ricci
linearizado

. ) K
R,uu(hn> - nApR)\,uzxp(hn> - E[Dhuu - nAp<rY>\,u,Vp + IYAV,HP)L (25>
onde as quantidades 7,, sao as seguintes combinacoes lineares de hy,,

1
T = h)\u - EnAuha h = npghpa (26)

e Fscalar de Curvatura

Finalmente, contraindo o tensor de Ricci linearizado com n*”, encontramos o escalar

de curvatura linearizado R(lin)
. Y . Lk
R<hn) = 77;; Rm/(hl’l) = 77“ §[Dhuu - nAp(’)/)\u,up + ’yz\u,up)]a

segue-se que

. 1 v
R(hn) = /‘i[§|:|h — nAan VAu,Vp]- (27)

e a densidade tensorial

Lembrando que det A = ¢4 podemos calcular /(—1)P1g(lin) da seguinte

forma

(—1)P=Tg(lin) = {(~1)P'det g, (lin)} > = {(—1)P~ exp[tr In(g,, (lin))]} 2

= {(=1)Pexptrin[n. (0%, + kh*,)]}

=

= {(=1)P " (det nq) exp trIn(6%, 4+ £h®,)}2.

Como k < 1, podemos expandir In(d%, + xh®,), obtendo
1
2

= {(-=1)P"(det Nua) [€xp tr(kh®, — %h”‘ﬁhgy +..)]}
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_ 1 Ko
= (—=1)P"!(det 1ua)[exp §(I<h — ?h Fhoag +..2)]

h K2 1 kh K?

— (—=1)P(det )1+ (22 — B oy (B B ety 4 24

KkZh?
8

52

4 h*hag +

= (=1)P"(det 7)1 + gh - +. ]

Os termos (—1)P~!(det 1, ) terdo sempre como resultado +1, pois se D é par, temos
(=1)(=1) =1 ese D é impar, temos (1)(1) = 1.

Portanto, em um espago-tempo em D dimensdes, com 7, = diag(+1,—1,—1,...),

2 2h2
VEDPTg(lin) = 14 Sh = Zh s + “8 o (2.8)

e Forma “gama-gama” da gravitagao de Einstein

Uma forma simples de reescrever o termo livre da Lagrangiana de Einstein é colocé-
lo na forma “gama-gama’”, ou seja, escreve-lo como produtos de simbolos de Christoffel.
Vamos entao calcular a forma “gama-gama” para a gravitacao de Einstein em D

dimensoes. A agao de Einstein em D dimensoes pode ser escrita como
S= [ dVz\/(-1)P! po [ (—1)P-t 27 R
= X q 2 = €T g 2 g mza

onde R, = —I'* 0 + 10, — Fﬁwf‘afga + FﬂMaFO‘B,, e 0 = £1. Definindo a densidade

tensorial H* = /(—1)P~1g(g""), obtemos
H" Ry = H™ [T 0 + T — TP 00 + T7,0T%,).
Usando as relacoes
HWTC,, o = 0o[HWTY )| — HY 1%,  HYT,, = 0,[H"T®n] — H*" T 44,
temos que
20

S = = dNeHM (=17, 0% + 17 ,u1%,) + H* T, — H"™ ,T%,,.
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Levando em conta que a derivada covariante de H*” , é igual a zero, obtemos
H" = H"TP 5, — H"T" 5o — HP'T¥,,.

Substituindo H*” , e H* , em S, chegamos finalmente a forma “gama-gama” da

acao da teoria de Einstein em D dimensoes, ou seja,
20— N D—1 g B o 6 a
S = E d'x (_1) 99 [_F ;wcF By+r MVF Ba]' (29)

Note que essa acao contém somente derivadas primeiras da métrica.

2.1.2 O Teorema de Gauss-Bonnet linearizado

Seria importante generalizar a gravitacao em D dimensoes através da adicao de um
ou mais termos com derivadas de ordem superior a sua acao, a fim de obtermos uma
teoria renormalizdvel. Existe uma maneira de conseguir a generalizacao que estamos
buscando: incluir os termos com derivadas quarticas [ dPxzy/(—1)P~1g(§R*+ gRZZ, +
%Riw\ ,) na acio da gravitagio usual.

Em 3+1 dimensoes, como é bem conhecido, os escalares quadraticos R?, Riy e

R;quoz,b’ nao sao independentes devido ao Teorema de Gauss-Bonnet

/ Vo (R — 4R, + R2,,) =0 (2.10)

O termo de Gauss-Bonnet é um invariante topoldgico em quatro dimensoes, o que
significa que ele nao contribui para as equacoes de campo cldssicas da gravitacao.
Para dimensoes D = 3 e D > 4 este Teorema nao mais se aplica. Como estamos
interessados no estudo da unitariedade ao nivel de arvore de Teorias de Gravitacao de
Ordem Superior em dimensoes D > 2, onde se trabalha com a versao linearizada da
teoria, seria interessante construirmos uma versao linearizada do teorema de Gauss-

Bonnet [4]. Considere, neste espirito, a Lagrangiana

L=+\/(-1)P"1g(R* 4R, + R.,.5) (2.11)

praf
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Vamos linearizar esta Lagrangiana via a rela¢ao (2.1).
Utilizando (2.4), (2.5) e (2.7), obtemos prontamente as seguintes expressoes para

os termos quadraticos

2

R*(lin) = [ATROR + 40,0, 1" 0,05h*® — 80hd.05h*"] ,

—4R? (lin) = —[—40h,, Or*" 4 80h,, 0" 0.h** + 80h,,, 0" 0" h —

NESSE

—80,0%h,,a0"05h"* — 40,0,hd"0"h),

=N
)

R us(lin) = = [40,03h,0,0° O W + 40,031,090 h = 80,05, 001"

Como a gravitagao é invariante por difeomorfismos, podemos escrever estas relagoes,
sem perda de generalidade, em um gauge conveniente . Em nosso caso, vamos utilizar
o gauge de de Donder (9,7 = 0), a fim de simplificarmos nossos célculos. Neste gauge

as equagOes precedentes assumem a forma
R*(lin) = »*0OR0OA,
—4Riy(lin) = —x*0h,, 00",

R s(lin) = k*Oh,,0r" —OhOh).

auvf

Substituindo as relagoes acima em (2.11) concluimos que o Teorema de Gauss-
Bonnet linearizado é valido para D > 3. Para D=3, por outro lado, tanto o tensor de
curvatura quanto o tensor de Ricci tem o mesmo nimero de componentes [5]. Conse-
quentemente, em calculos ao nivel de arvore, podemos considerar como a versao mais
simples de uma Teoria de Gravitagao com Derivadas de Ordem Superior aquela cuja
Lagrangiana é uma combinacao linear dos escalares R, R? e wa linearizados. Esta

definicao vale, obviamente, para D > 2.

2.1.3 A Lagrangiana

Em consequéncia do exposto anteriormente, vamos utilizar a seguinte Lagrangiana na

obtencao do propagador
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\/ﬂ ( R(lin) + R2(hn) + gRiVam)) .

Como esta Lagrangiana é invariante de gauge, precisamos fixar o gauge. Isto pode
ser feito adicionando-se a Lagrangiana anterior uma Lagrangiana fixadora de gauge

apropriada. No gauge de de Donder, a Lagrangiana fixadora de gauge é dada por

1
‘Cfg 2)\ (7/11/ )27

onde A é o parametro de gauge.

Podemos entao escrever £ como

=+/(—1)P~1g(lin) ( R(lin) + — R2(11n)+ ﬁRQ (hn)) 21)\ (vw™)?. (2.12)

2w

2.2 O propagador da Gravitacao de Ordem Supe-
rior D-Dimensional

Com o objetivo de encontrar a expressao para a energia potencial nao-relativistica entre
duas massas pontuais, precisamos calcular o propagador para teorias usuais de spin 2.
O trabalho de computar o propagador é enormemente reduzido quando trabalhamos

numa base conveniente de operadores.

2.2.1 Uma prescricao para o calculo do propagador do gravi-
ton em D dimensoes, e uma lista de algumas identidades

que facilitam esta tarefa

Um conjunto completo de operadores em D dimensoes para teorias de spin 2 é fornecido

pelos operadores de Barnes-Rivers, os quais sao definidos, no espago dos momentos,
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como se segue [6,7]

1 1
Pﬁ,)m\ = 5(9;”:‘91/)\ + H,U)\QVI{) - mewem, (2.13)
1
,L(Lll/,)NA = §(€MF§WV)\ + QM)\(A)VH + QV)\W,LLH + Qyﬁqu), (214)
(0-s) _ 1
P,LLV,H)\ - meuuen% (215)
P;Ezo/,_;;;\)) = WuwWg, (216)
(0—sw) 1
Puu,fj\w = \/ﬁe,uuwn)u (217)
P(Ofws) . 1 )
UV, KA - ﬁwuu KAs (218)
onde 0, = 1, — % e Wy, = k‘éf“ sao, respectivamente, os projetores transversais e

longitudinais usuais.

No referencial de repouso de campos tensoriais massivos, P® e P projetam as
partes de spin-2 e de spin-1, enquanto que P©~% e PO~ projetam as duas partes de
spin-0 do campo. PO—sw) ¢ PO-ws) g54 o5 operadores de transferéncia de spin-0 ou
operadores de mapeamento.

A familia de operadores P?), P pP0=9) ¢ P0-w) s34 jdempotentes, mutuamente
ortogonais e formam uma algebra fechada. No entanto, para termos um conjunto
completo no espaco correspondente, devemos incluir os outros dois operadores, P(0~%)
e PO-ws),

A representacao da unidade em qualquer algebra de operadores de projecao é a
soma dos operadores que se encontram na diagonal principal. Sendo assim,

—s —w 1
[P(Z) + P(l) + P(O ) + P(O )];w,n)\ = 5[”#/{771//\ + 77u,\77m] = I;w,n)\-

I é portanto a representacao da unidade para a algebra formada pelos operado-
res {P?), PV pO=s) pO-w)l  Pode-se mostrar de maneira trivial que I é também a

identidade para os operadores de Barnes-Rivers acima definidos.
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p@  pl)  pO-s)  pO-w) pO-sw) p(0-ws)
P® P® 0 0 0 0 0
PO 0o PO 0 0 0 0
pO=s) 0 0 PO 0 pO—sw) 0
pO-w) | 0 0 pO-w) 0 p0-ws)
pl=sw) | 0 0 pO—sw) 0 p0-5)
plO-ws) | 0 pO-ws) 0 p-w) 0

Tabela 2.1: Tabela multiplicativa para os operadores de Barnes-Rivers

Para calcular o propagador do graviton, precisamos expandir o operador de onda
OB em termos dos operadores de projecio de Barnes-Rivers. Chamamos a atencao
para o fato de que o operador de onda O***# é simétrico na troca de u por v, de o por
B, e de puv por apf.

A tarefa de expandir o operador O é enormemente facilitada se utilizarmos as

seguintes identidades tensoriais [4]

—S8 —w 1

O s 4 P(O U)) /D _ 1<P(0*5w) + P(07w5)> — nuynn/\, (220)

P
{
|
|

1
2P 4 4pO- w)],w o = 72 Maskioks + Mkl + Mok + tckiyky), (2:21)

1
= — (Nuvknkx + Nerkky ), (2.22)

2P 1 P(Ofsw) P(Ofws)
( + ) AN k

plo—w) —(kﬂkl,k,ikx). (2.23)

22 LA

Escrevendo o operador O na forma genérica,
O = 2, PW 4+ 3, P® 4 2, PO 4 g PO 4 o pO=sw) 4 g pO-ws)
e expandindo genericamente seu inverso, ou seja, o propagador @~1, obtemos
O~ =y PY 4+ 4y P® 4y PO 4y, PO gy PO oy, PO,
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Levando em conta que OO~! =1 = P 4 pl) 4 p0=s) 4 p(0—w) ' ghtemos o seguinte
conjunto de equagoes:

Ty =1, xayp =1,
TsYs + Tswluws = 1,
Twlw + TwsYsw = 1,
TsYsw + TswlYw = 0,
Twlws + TwsYs = 0.

Resolvendo o sistema de equagoes acima, encontramos o propagador

ot - Lpo  Lpe, 1

X1 X2 Lsly — Tswlws

i, PO _ stP(O‘“’S)]. (2.24)

[xw PpO=9) 4 4 plo-w) _

2.2.2 O calculo do propagador

Para encontramos o operador de onda, precisamos deixar a Lagrangiana da Gravitagao
de Ordem Superior D-dimensional (2.12), j& com o termo de fixagdo de gauge, em um

formato especifico relacionado aos bdésons neutros,
1 uv,of
L= §hWO hagp- (2.25)

Seja, entao, L = L1 + Lo + L3 + L, onde

£1 = /(=1)D-1g(lin) (i—”mm)) , (2.26)
Lo = /(—1)P~g(lin) (%Rz(nn)) : (2.27)
L3 =+/(—1)P~1g(lin) ngW(lin)> : (2.28)

(2.29)



Estas Lagrangianas e respectivos operadores de onda podem ser escritos no espaco

dos momentos como

1 1
Ly = %{hw {5(77’““77”5 B2 OR2) = SRR 4 R 4 R R )+

(KPR Y kR ) — (P kQ)} hag } ,

IJJ/?aB

Ol = g2 [P(Q) — (D - 2)P(0_8)} ; (2.30)

Ly = %Mhu,, [k = P ROR — PR+ BRECRR] g,

v,af
04 = ak! [(D = 1) PO (2.31)
_6’{2 1ua1/,34 1uﬁya4 1ua2uﬁ
L3 = 24%[277 n k+2?7 n"k — 5" K kME” —

1 1 1
— KPRV R — SRR RS — o PR R RS —
2" 2" 2"

—n KPR — R + 2k KRR 4+ 0 P kY hag,

2 v,af
o = I : k[ P@ 4 ppo-o]™ (2.32)
1 1 1 1
Efg = ﬁhwj Znuﬁkljkf& + Zﬁyﬁkuka + Zn/ﬁakykﬁ +
1 1 1 1
- uakukﬁ__ aﬂk,uk,u__ ,kaakﬁ N7 a6k2i|ha
1 l/7a18
Ol = k2P + (D= PO 4 PO — /D — (PO P<0—w5>)]“ .
(2.33)
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Consequentemente,

OHoB _ (0 + ﬁl{jk2>k2 [P@)}ul«aﬁ N ;{;j\ [P )} uu,aﬁ+

—i—[— (D —2)o + (D — 1)arx?k* + (D)BKT%Q +(D - 1)4>\]k2 [p (0— s)}‘“”o‘ﬁjL
+Z\ [P(O— )r”’aﬁ _ g D — 1[p(0—sw)]“”’°‘5 _R T [ (0—ws }’“”aﬁ‘

Invertendo este operador obtemos o propagador para a gravitacao de Ordem Supe-

rior D-dimensional:

1 .o 2)\ pvaf
0—1 uv,a8 — |:P(2):| - |:P(1):|
© B (0 + 2r21?) = *
N ! [pio-n]""
k2 [ — (D = 2)o + (D — 1)ar2k? + (D)B“TW]
4\ D-1 viap
+9 S+ [P“"“’)] S

k2 kQ[— (D —2)o + (D — 1)ar2k? + (D)'BKTW}
D—-1

k2 [ — (D =2)o + (D — Har?k? + (D)M}

4

_|_

|:P(Ofsw) + P(Ofws)] ,u,u,aﬁ.

Se definirmos
4o

B2’
5 4o (D — 2)
0= x2(4a (D — 1) + DB)’

e supormos que —% >0e m > (0 (condigbes para a nao existéncia de téqui-

M:=— (2.34)

(2.35)

ons), podemos interpretar My como a massa da particula de spin-2 e M, como a massa

da particula de spin-0. Em termos destes parametros o propagador assume a forma

2 V,x vV,
() o p—— [ (2)]# L2 [P ]# “

ok2(M2 — k2) 2

Mg _g]rred 4 (D—-1) M2 ;w b
p0=s) -
D= 2er(k2 — M) PO { 2 T D= 20k k2

VD — 1M} 2
+ pO=sw) 4 pO-ws) (2.36)
(D — 2)ok2(k? — M2) [ ]
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2.3 Examinando a unitariedade do modelo de Gra-
vitacao de Ordem Superior D-Dimensional

A anélise da unitariedade para o presente modelo gravitacional pode ser feita de forma
similar ao desenvolvido na Se¢ao 1.2. No presente caso o propagador saturado P.S pode

ser escrito como

o \tur T D=2 o \tur T D1 o \ (D-1)(D—2)
PS = — . 2.37
k? k2 — M3 + k? — Mg ( )

Apresentamos abaixo um teorema 1til para a analise dos polos do propagador sa-

turado.

2.3.1 Teorema para o estudo da unitariedade

Teorema [8]
Se My é a massa de uma particula fisica genérica de spin-2 associada a um modelo

gravitacional D-dimensional e k o seu correspondente momento trocado, entao

T2 T2
(Tiu—m) |k2:M22 >0 e (Til’_ D—2) ‘kQ:O > 0.

Aqui TH (= T"") € a corrente conservada.

Este teorema serda demonstrado com algum detalhe. Iniciamos expandindo o tensor
T* em uma base apropriada. O seguinte conjunto de vetores linearmente independen-

tes, no espaco dos momentos, serve para nossos propositos:

Bo=(R0F); k= (R, -k); e =(0,6),i=1,2,...,D -2,

onde €; sao vetores perpendiculares entre si e perpendiculares a k, e com comprimento
1.
Utilizando esta base, podemos escrever o tensor energia-momento 7" da seguinte

maneira
TH = AKME” + BE'RY + Cele?) + DEUE” + Bk + Fike), (2.38)
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onde a“b”) = L(a"b” + a’b").

N =

As seguintes contragoes serao usadas com frequéncia

K=K kR =R 4R ke =kt =0, eley, = —0y

A conservagao de corrente leva as seguintes equacoes

D -
AR + E(kg + k%) =0, (2.39)
2 | 72 D 2
B(ki + k%) + §k =0, (2.40)
E'k? + Fi(k2 +k?) = 0. (2.41)

Das equagoes (2.39) e (2.40), obtemos
Ak* = B(k2 + k%) (2.42)
A equagao (2.41) implica em
(E")? > (F")2 (2.43)

Por outro lado, saturando os indices de T"” com k, e k, chegamos a uma relacao

de consisténcia para os coeficientes A, B e D:

AE* + B2 + K2)? + DI (k2 + k) = 0. (2.44)

A etapa seguinte consiste no calculo de (Tlfy — DT—_22> |k2—0- Qual o sinal de Tlfy— DT_22
quando k% = 07

Considerando k? = 0 observamos que de acordo com a equagio (2.39) o coeficiente
D necessariamente precisa ser igual a 0. Do mesmo modo, de acordo com a equagao
(2.40), B = 0. E, de acordo com a equagao (2.40), F' = 0.

Portanto, utilizando (2.38), para k% = 0,

T = AR'E” + Cele) + Bk,
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T, T" = C’ijei(ue,,)jckle,g”ef) = (C’ij)z.

Consequentemente,

T=-C%,
T2 — (Cii)z.

Como resultado,

(2 o[- £3]

Em D = 3, como 7 = j = 1, concluimos que

)2
[(Cij>2 - E)C_)2} _ (Cm)2 o (sz)2 = 0. (245>
Para D > 3, por outro lado,
i) 2
[(C"j)2 - E)C_)Q] >0
Portanto,
2 T
Tul/ - D_9 |k2:0 > 0. (246)

. . 2
Vamos agora determinar o sinal de T2 — -I— quando k2 = M2.
pv D—1 2

De (2.44) obtemos prontamente

T, T" = A%k + AB(K2 + k?)? + ADK* (k2 + k) +AB(k2 + k2)? + B*k'+

a

2
(. 2 /

- D? N . D .
+BDH%&+H}+3%*HOU%hU%%%+k%+ (kg + k*)* +

-~

b ¢

(F7)”

-, E'F
(k§-+-k2)-—7§—-k2-—

(Ez)2 k2 B Eze
2 2
d

+BDE* (K2 + k%) — (k2 + k2).
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Calculando a, utilizando (2.44) obtemos

a=A |AK' + B(k + k)’ + DK’ (k) + k) | =0.

0

Calculando b, utilizando (2.40) encontramos que

. D
b = DE? B(k:§+k:2)+5k2 =0.

0

Calculando ¢, utilizando (2.39) podemos escrever

c=D( 4+ ) | A2 + (k2 + k%) | = 0.

(. J
~"

0

SIS

Calculando d, utilizando (2.41) concluimos que

—FE : : -
d=—— E'R* + F'(ki + k%) | =0,
0

Substituindo a, b, ¢ e d e reordenando os termos, obtemos

T,,T" = AB(k2 + k) + B*k* + BDK* (k2 + k%) +

B Fi 2 EiFi .
+(C7)? — ) g2 _ (ks + k).
2 2
Utilizando (2.42), (2.39) e (2.41) podemos escrever
B Fz 2 Ez 2
T, T" = A’k — 2ABE* + B*k" + (CV)? — ( 2) k* + ( 2) k2,
ou seja,
. k2 ) )
T,T™ = (A= BYK + (092 + [y — (7). (2.47)

que demonstra, utilizando (2.43), que 7),,T*" > 0.
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Por outro lado,
T = Ak* + BE?* — C" + D(k2 + K*) = Bk* — Ak* — C" = (B — A)k?* — C".
Portanto,
T? = A%k* + B?k* — 2ABK* + 2AC"K* — 2Bc"K* + (C™)?,
T? = (A — B)*k* + 2(A — B)C"k* + (C")*.

De (2.47) e (2.49), temos
T2 T2 . A B 2k4 Cz] 2 k2 Ez 2 Fz 2
w1 lie=nz = (A= B)°k" + ( )+7[( )2 — (F')?] -

C(A=BP' 20A-B)CTE  (CF)?

D—1 D—1 D-1
Logo,
2 o 21.4 7\2
(Tw—m) lke=pz = 75— (A= B) k’JJF(CJ) - D—14+
=0 =0
Z 0 2(A— B)CUR?
v Ez 2 Fz 2] ]
oy ()Y = ()] ===
>0

(2.48)

(2.49)

Os termos indicados pelas chaves claramente sao positivos. So resta verificar o sinal

do ultimo termo. Para isso, vamos considerar o trago do tensor (2.48),

T = (B— A)k*—-C".

Estamos considerando que k? = M3 e M3 > 0 (ndo existéncia de tdquions). Parti-

sempre positivo. Por esta razao, em (2.48), (B — A) > 0.

2(A—B)C%k?

Logo, no tltimo termo, (A — B) < 0 e portanto o termo —=~7=

positivo.

ol

culas fisicas com massa diferente de zero possuem o traco do tensor energia-momento

é também



Logo,
2 T
Vamos agora usar este Teorema para checar a unitariedade do modelo Gravitacional

de Ordem Superior D-dimensional.

2.3.2 Analisando a unitariedade: o residuo em cada pélo

No propagador saturado (2.37) existem os seguintes pélos: k? = 0, k* = M3 e k* = M¢.

Os residuos em cada um destes pélos valem:

1/, T
RGS(PS)|k2:0 = ; (T,uu — D— 2) |k2:0a

1/, T
Res(PS)lpang = =\ Tiw = 57 ) Ihe=nszs

1 T?
RGS(PSMI#:M(? 5 ((D “1)(D - 2)) |k2:Mg-

Consequentemente o modelo carrega trés modos de excitagao na concha de massa:

um graviton (spin-2 sem massa), uma particula massiva de spin-2, e uma particula
massiva de spin-0.

Vamos agora verificar se Res(PS) > 0 em cada um dos pélos.

Caso I: 0=+1

Utilizando (2.46), temos que

T2
(TZV - D — 2) |]€2:0 Z 0

Utilizando (2.50), obtemos

T2
- (Tiu - m) |k:2:M22 < 0

Obviamente,

((D _ 1:)F(2D - 2)) lk2=arz > 0.
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Consequentemente, o modelo é composto de uma particula de massa nula e spin-2
(o graviton), uma particula massiva de spin-0, e um ghost massivo de spin-2 que viola
a unitariedade.

Em particular, quando D = 3, conforme (2.45), (T2, — T?) |20 = 0, e a particula
de massa nula e spin-2 nao é excitada. Este resultado é bastante conhecido visto ser
a gravitacao de Einstein em D = 3 trivial fora das fontes. Para D > 3, a particula é
incorporada ao modelo.

Caso II: 0=-1

Os residuos em cada um dos polos tem os seguintes sinais:

T2
- <Tju - D— 2> |k2:0 S 07

T2
(Tiu - D — 1) |l€2=M22 > 07

- ((D - &QD - 2)) e <0

Este modelo é portanto, composto de uma particula massiva de spin-2, e dois ghosts,
sendo um de massa nula e spin-2, e outro massivo de spin-0. Consequentemente, a teoria
também nao é unitaria ao nivel de arvore.

No caso especifico onde D = 3, vimos que a particula de massa nula e spin-2 nao é
excitada, pois o resfduo é igual a zero. O pélo problemético é k* = M2, onde o residuo
é negativo. No entanto, existe uma particular combinacao entre os parametros « e 3
na Lagrangiana (2.12), no limite Mg — oo, que implica em o = —gﬁ. E, neste caso, o
modelo fica livre de ghosts ao nivel de arvore. Esta situacao em particular é conhecida

como modelo BHT [9,10] para a gravidade massiva em D = 3.
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2.4 A energia potencial interparticulas D-dimensional
para a Gravitacao de Ordem Superior

No caso da gravitacao D-dimensional,

Wi(T) = "2 [ G T () Puas BT (). 2.51)

onde T}, (k) é a corrente conservada e P, .g(k) é o propagador. Aqui, kp é a constante

de Einstein D-dimensional.

2.4.1 A constante D-dimensional de Einstein

A constante de Einstein D-dimensional xp pode ser escrita para D > 3 como [11]

D —2 27TD2_1
= G 2.52
oD (D—S) DF(—D;)’ (2.52)

onde Gp ¢ a constante gravitacional em D dimensoes. Em trés dimensoes, ao contrario

da crenca popular, k3 nao pode ser relacionada a (3 ja que a relatividade geral em
D = 3 — que é trivial — nao possui limite newtoniano. Portanto, a constante de
Einstein que, como é bem conhecido, é uma constante dimensional, serd apenas por
conveniéncia denotada por k3 em D = 3.

E importante notar que quando D = 4, kp se reduz ao seu valor usual em 4

dimensoes,

Ryq = 87TG4. (253)

2.4.2 O funcional gerador
Utilizando (2.51), obtemos

IiDT de _,z _ g M2
Wp(T) === / 2m)p1° o) //dD a1 et {(ak2(M§2—k2))X

5 <(D—2)02§((?k2—M3)>[Tg)fgy)}}' (2.54)

X\ T (2) T (y) —
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2.4.3 A conservagao dos tensores energia-momento

Sejam duas massas pontuais m; e msy localizadas, respectivamente, em aj e a3 no

espaco. O tensor energia-momento D-dimensional assume neste caso a forma
v _ shsv D-l/= - D-1/= -
TH (x)p = 0§ [ma1d” (X — ay) + mad™ (Z — a3)].
Podemos entao concluir que

T (2) T (y) = 2mimaed®H(F — a1)d" (7 — a3), (2.55)

T(x)T(y) = 2mimad® (7 — d7)6° (7 — d3). (2.56)

2.4.4 A expressao para a energia potencial

E facil mostrar que

_ KpMmime (D — 3) / dDill; ik (7)
o) == gmo-i [@_2) B

D—92 D—17. - 1 D—17, =
L ) / AR e / . e“‘ﬁ')]. (2.57)
(D—=1)J k24 M2 (D=2)(D-1)) k2+ M2

Note que a primeira integral acima fornece a energia potencial D-dimensional da

gravitacao de Einstein.

2.4.5 A energia potencial D-dimensional da Gravitacao de Or-

dem Superior para D > 3

Resolvendo as integrais em (2.57), obtemos, quando D > 3 a seguinte expressao para

a energia potencial gravitacional

KpTm1Mmy (D — 3)
Ep(r)=— D_1
) o(2m) =

ST 0= (i

(D=2 03 (D=1 r) Koza (Mor)+



1 (%) - KDQ3(MOT)} . (2.58)

HOEDEA

Vamos aplicar este resultado para o caso em que D = 4 e verificar que encontramos

a energia potencial conhecida da Gravitagdo de Ordem Superior em 4 dimensdes (1+3).

1
KpTm11Me 1 _;F(%) 2 MQ 2
By(r) = 221 29— 222 Kk
a(r) o(27)3 [2 r 3\ r s (Mar)+
1 [ M\?
—(22) K. (Mor)
2)B) \ 7 :
Lembrando que K (mr) = \/5—e~™", obtemos
1
2 M\ 2
By(r) = _ Kpmimg [ \/f _ ; (_2> Le—M2r+
o 8r2r  3(2m)z \ T 2Mor
R <%)2 7T G_MOT}
6(2m)2 \ T 2Myr
Kpmimso | 1 1 M
Eu(r) = — - r o]
a(r) o {8777" Grr© 24mr "

Considerando ¢ = 1 e utilizando Kp para D = 4, (2.53), concluimos que
1 4eMr 1 e‘MOr}

E4(T):_G4m1m2[r 3 r 3 r

2.4.6 A energia potencial da Gravitagao de Ordem Superior

para D =3

E trivial mostrar que quando D = 3
K3mqm
Es(r) = —% — Ko(Myr) + Ko(Mor)|.
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OBSERVACAO IMPORTANTE:

Lembrando que K, (1) ~ g% (1 +0 <%>> para r — 00, concluimos que quando
oc=1e D > 3 (2.58) reproduz assintoticamente a energia potencial newtoniana. Por
outro lado, se 0 = +1 e D = 3, obtemos assintoticamente a energia potencial da

gravitacao einsteiniana tridimensional.

2.5 Comportamento para pequenas distancias da
energia potencial da Gravitacao de Ordem Su-
perior D-dimensional

Procedendo exatamente como quando estudamos o comportamento para pequenas dis-
tancias da energia potencial D-dimensional de Lee e Wick, concluimos que no caso da

gravitacao se apresentam as seguintes situacoes:

1. Se D é um numero par > 3 ¢ ¢ = 1 (condigdo necessaria para que possamos
recobrar o potencial newtoniano), a energia potencial serd finita na origem caso

D seja igual a 4. Nesta situacao,

Gamimg

E4(7” = 0) 3

(Mo — 4Msy), (2.59)

onde estamos supondo que My < 4M,, de modo a termos uma gravitacao atrativa.
Portanto, diferentemente do potencial de Newton, o potencial em D=4 nao é
singular na origem. Para D>4 e par, o potencial serd sempre divergente na origem
para valores arbitrarios das constantes a e 3. No entanto se D=6 e a = —%B, 0

potencial é finito na origem e a energia potencial tem o seguinte valor

16
Eg(r =0) = —4—5G6m1m2M§’, para MZ = 16M2. (2.60)
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2. Se D é um ntmero impar > 3, 0 = 1 (condigdo necessiria para que possamos
recobrar o potencial newtoniano) e ndo existem vinculos entre os parametros « e
[, a energia potencial sera divergente na origem. Porém, se D=5 e a = —% B, 0

potencial é finito na origem e a energia potencial é dada por

9
Es(r=0)= —ﬁ(ln3)G5m1m2M22, para M7 = 9M;. (2.61)
3. Se D=3 e 0 = —1, M, deve ser necessariamente menor que M, a fim de que o

modelo resultante descreva uma interacao atrativa. Neste caso,

Ka3mim M.
B0~ S ()

4. Se D=3 e 0 = 1, M, deve ser necessariamente menor que M, a fim de garantir

uma gravitagao atrativa. Como resultado,

K3mim M,
=0 =252 (1),

2.6 Uma prescricao simples para o calculo da ener-
gia potencial interparticula no contexto de um
modelo gravitacional D-dimensional

Analisando cuidadosamente os calculos que nos permitiram computar a energia po-
tencial para a gravitagao D-dimensional com derivadas de ordem mais alta, podemos

concluir que a energia potencial de interacao entre duas massas pontuais estaticas é

dada por
K —17 7 VEN( T,
Bp = g [ 47 BP0 ), (2.62)
onde 73(?) LA ¢ o “propagador de Feynman” para a teoria gravitacional livre no

espago dos momenta com os termos ortogonais as correntes conservadas omitidos e
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com k° = 0, kp é a constante de Einstein D- dimensional, e

- 7o 1
AW“%%=//QW%W%WW@”ETW@wmwm (2.63)

Tendo em conta que T (x) = nHon*° [mléDfl(f —ay) + modP YT — ag)], concluimos

que [11]
Ep(r) = 220112 / AP e T Pog 0 (R). (2.64)
(2m)
No caso da gravitacao de ordem superior,
- 1 1 1 1 1 1 1
V,K k - _{[_T —»—:||:_ wllv vk) T T~ 4 I/,‘i:| —|:T
Puvsr(k) =~ E By 3 (hthon i) = =Ml | + 55 | 5
)l ]} (265)
k—é N M02 D—1 Nuv Tk . .
Segue-se que o potencial D-dimensional pode ser computado via a expressao
kD po1y kw3 — D1 / po1y e —2 1
Ep(r) = ——pmmms| [ PR TS [ PR . -
D(T) 0'(27T)D_1m1m2 / € D—25 e D1+ M22
(2.66)

R 1 1
delkezk-r _ :| ’
/ D-DD-2) 4+ 12

a qual, como era de se esperar, coincide com (2.57).
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Epilogo

O alvo principal desta Dissertacao era construir uma prescricao simples, baseada na
integral de trajetoria de Feynman, para o cdlculo da energia potencial D-dimensional,
tanto para modelos eletromagnéticos quanto gravitacionais. Utilizando os modelos de
Lee e Wick e da gravitacao com derivadas de ordem superior como ponto de partida,
conseguimos inferir como seria a expressao procurada. Vamos mostrar agora como
construir esta prescricao usando apenas as ferramentas usuais da Teoria Quantica de
Campos. A nossa prescricao sera obtida, sem perda de generalidade, no contexto de
um modelo eletromagnético arbitrario.

Como é bem conhecido o funcional gerador para os diagramas de Feynman conexos

Wp(J), esta relacionado ao funcional gerador de uma dada teoria eletromagnética

Zp(J), por Zp(J) = e"r) onde

Wp(J) = —% / / AP wdPy. () Dy (i — )" ().

Aqui J,(z) e D,,(x —y) sdo, respectivamente, a corrente conservada e o propagador.

Tendo em conta, por outro lado, que




Lk = / e 1 (x),

obtemos prontamente

Wold) = =5 [ Gy "6 Duuh)(8) (267)

Esta expressao pode ser escrita como

W (J) = —= / (gﬂ)kDJ“(k)*PW(k)J”(k), (2.68)

onde P, (k) é o “propagador” no espaco dos momenta obtido negligenciando-se todos os
termos do propagador usual de Feynman no espago dos momenta que sejam ortogonais

as correntes externas conservadas.

De (2.68), obtemos

Wp(J) = —%/(Qg%[é(ko)TPW(k:)//dD‘lf
X dD*lgjef’?@*f)Ju(x)J'f(y)], (2.69)

onde o intervalo de tempo T' é produzido pelo fator ( [ daz?).
Algumas manipulagoes algébrica simples, por sua vez, permitem reescrever (2.69)

CcOomo

AP o
Wo(2) = -1 [ Gp P DA (), (2.70)
onde PW(E) = P (k)|ko—o, €
A (k) = / / AT I>M. (2.71)
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No caso especifico de duas cargas (01 e (5 localizadas, respectivamente, em aj e d3,

a corrente assume a forma

Ji(z) = 1 [QléD‘l(f — @) + QoM (T — ag)] . (2.72)
Portanto,
A () = Q1Que™ Ty, (2.73)
onde ¥=ay — ay, e
@Q1Q2 D—17 ik-7 7
Porém,
Zp(J) =< 0]e HrT|0 >= ¢FpT (2.75)

o que implica em

W)

Ep=——"0

(2.76)

Consequentemente, a energia potencial D-dimensional pode ser computada através

da expressao simples [1]

Ep(r) = (QQ;)% / AP e R T Poo (K). (2.77)

Chamamos atencao para o fato que esta expressao, mutatis mutandis, pode ser

facilmente estendida para modelos escalares e tensoriais. Por exemplo, para a interacao
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de duas massas m; e my, onde T (z) = nOn*° [mléD_l(:i' —ay) +medP T —a3) |, a

energia potencial D-dimensional pode ser computada via a expressao [2]

KpTm11Mmy

Ep(r) = (2m) D1

/dD_lE@iE'FPOO,OO(E)- (2.78)

No caso de duas cargas escalares oy e 03, com J(z) = 016P 7T — d1) +020P (& — a3),

o potencial D-dimensional obedece a expressao

o910 1 kT (T
Ep(r) = (2;)%/40 Yke™ TP (k). (2.79)

Esta simples prescricao para o célculo da energia potencial interparticulas concer-
nente a modelos escalares, eletromagnéticos e tensoriais D-dimensionais, baseada na
integral de caminho de Feynman, converte a ardua tarefa de computar este potencial
em um exercicio algébrico trivial. Assim sendo, acreditamos que atingimos o objetivo
proposto.

Um outro resultado importante obtido neste trabalho foi a descoberta de dois mo-
delos gravitacionais de ordem superior, em D = 5 e D = 6, cuja energia potencial é
finita na origem.

Concluindo, apresentamos trés possiveis e interessantes continuacoes deste trabalho:

(i) Como o método que construimos é equivalente ao método baseado na fusao da
mecanica quantica (em ordem principal, ou seja, na primeira aproximagao de Born)
com o limite nao relativistico da teoria quantica de campos, e tendo em conta que
este ultimo se apodia basicamente no calculo da amplitude nao relativistica de Feynman
(Mnr), seria interessante obter-se uma expressao simples para o célculo de Myg como
um subproduto da nossa prescricao.

(ii) Determinagao do potencial D-dimensional para a bem conhecida extensao do
Modelo Padrao na qual a eletrodinamica sem massa U(1)qep estd acoplada ao setor

escondido U(1)y [3]. Este modelo é definido pela Lagrangiana
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1 1 1
L= _ZFiu - ZBEV + §m235 - %FMVBW + J(HA)AN + ‘](“B)B“'

Lembrando que a nossa prescri¢ao envolve apenas uma corrente, sera necessario adaptar
o modelo para o caso de duas correntes a fim de calcular a energia potencial relativa a
extensao do Modelo Padrao acima mencionado.

(iii) Obtengao do potencial D-dimensional para o modelo de Kalb-Ramon que obe-

dece a Lagrangiana

1

L=
6

Gaﬁ'yGaﬁ'Ya

onde o tensor G, ¢ totalmente antissimétrico. Tendo em conta que a corrente associ-
ada a este modelo é um tensor antissimétrico J*, implicando em J% = 0, precisamos

modificar a prescricao original para acomodar esta antissimetria.
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Apéndice A

Elemento de volume em coordenadas

estéricas D-dimensionais

Para encontrarmos o elemento de volume em coordenadas esféricas em uma dimensao
arbitraria D, precisamos calcular antes de mais nada o Jacobiano da transformacao que
realiza a mudanca de varidveis cartesianas para esféricas.

Quando D=2, as coordenadas x; e x5 transformam-se em r e #;, onde 0 < #; < 27.

Figura A.1: Transformacao de coordenadas em duas dimensoes

x1 = rcosby; 9 = rsenb.
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Consequentemente, podemos calcular o Jacobiano

Oz Oz _

J(2) = S cosf, —rsenb,
Oxrs  Oxa ’
il senb rcost;

J(2) = r(cos®0; + sen?0,) = r.

Logo, o "elemento de volume’em duas dimensoes assume a forma
dVy = dx1dxy = rdrdb;.

Obviamente o termo elemento de volume s6 se aplica para D > 2, sendo este dV5 acima
na verdade o elemento de superficie em coordenadas polares.
Quando D=3, as coordenadas x1, zo e x3 transformam-se em 7, #; e 65, onde

0<6, <mel<b, < 2.

Figura A.2: Transformacao de coordenadas em trés dimensoes (1)

T = rcosb;.

Na Figura A.2, vemos a projecao de r a 90° de x1, em um espago bidimensional.
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Figura A.3: Transformacgao de coordenadas em trés dimensoes (x2 e x3)

Finalmente, na Figura A.3, visualizamos as coordenadas x5 e 3.
To = rsenbicosbsy,

x3 = rsenfisents.

Podemos agora calcular o Jacobiano em trés dimensoes.

costy —rsent, 0
J(3) = | senBicosbs rcosbicoshy —rsenbisenbs |,
senbisenly, rcosfisenbly,  rsenbicosds
J(3) = r?senb.

Logo, o elemento de volume em trés dimensoes pode ser escrito como
d‘/:g = dl’ldIle‘g = r2sen91drd01d92,

que nada mais é que o elemento de volume tridimensional em coordenadas esféricas.
Quando D=4, as coordenadas x1, xs, 3 € x4 transformam-se em r, 61, 05 e 03, onde

O§(91§7T,0§92§7T60§03<27T.
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Figura A.4: Transformagao de coordenadas em quatro dimensoes (x1)

r1 = rcosb

Na Figura A.4, vemos a projecao de r a 90° de z1, em um espago tridimensional.

Figura A.5: Transformagao de coordenadas em quatro dimensodes (z3)

Enquanto que na Figura A.5, visualizamos a coordenada xo; e notamos também a

projecao de rsenfl; a 90° de x5, em um espaco bidimensional.

To = rsenbicoslsy.
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Figura A.6: Transformagao de coordenadas em quatro dimensoes (z3 e 24)
E por fim, na Figura A.6, visualizamos as coordenadas x3 e xy.
x3 = rsenfisenblycosts,

x4 = rsenbsenbysents.

Podemos agora calcular o Jacobiano em quatro dimensoes.

cost; —rsenb, 0 0
senfcosb- rcosficosty —rsenf;sents 0
senbisenblycosls  rcosfisenblacoslls  rsenficoslycosls —rsenbdisenbysents

senbisenbysenfls rcostisenblasentls rsenbicosbysenls  rsenbsenblycosbs

Calculando o determinante através do Teorema de Laplace, encontramos
J(4) = r3sen?6, sends.
Logo, o elemento de volume em quatro dimensoes pode ser escrito como
dV, = dxidxsdrsdr, = 12 sen®6, senbydrdf;dhsdbs.

Por recorréncia, obtemos entao

dVy = rdrdb;,
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dVs = r?senfidrdb,dbs

dVy = r3sen®0; senbydrdd, db,dbs,

dVs = rtsen0;sen?0ysenlsdrdd, df,dbsdb,,

dVs = rosen*0;sen30ysen?05send drdf, dOodOsd6,dos,

dV; = r8sen®0; sen*Bysen05sen0,senbsdrdb,dOsdfsdf,d0sdby

O que nos leva a expressao:
dVp = rPtsenP =20, senP 30ysenP 205 . . . senfp_odrdfid,dbs . .. dOp_1.

Finalmente, obtemos a expressao do elemento de volume usual em coordenadas

esféricas D-dimensionalis:

D-1
dVp = rPtar H senP~179,d0, (0<6,...0po<m e 0<60pq<2m. (A1)

i=1

Utilizando a expressao anterior, encontramos o volume de uma D-esfera de raio R.

R T ™ ™ 2
VD(R) = / TD_ldT’/ senD_291d01 / 8€nD_302d92 e / SBRQD_QdeD_Q / dQD_l,
0 0 0 0 0
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