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Capitulo 2: STRINGS EM INTERAGCAO COM CAMPOS EXTERNOS

"So how do you go about teaching them something
new ? By mixing what they know with what they
don't know, Then, when they see in their fog
something they recognize they think, "Ah I know
that!"” And then it's just one more step to "Ah ,
I know the whole thing". And their mind thrusts
forward into the unknowm and they begin to re-
cognize what they didn't know before and they
increase their powers of understanding".

Picasso

(F. Gilot and C. Loke, "Life with Picasso", Mc-
Graw Hill, New York, 1964)

2.1 A interagido eletromagnética

Denotaremos por Au o potencial vetor e Fhv=§FR;8vAu
o tensor intensidade de Camﬁo associados a um dado campo ele
tromagnético. Para descrever a interagao entre um string e o
campo eletromagnético procederemos da maneira usual, constru
indo um termo de interagao que deverd ser adicionado a inte-
gral de acao do string livre. Este termo, gue além de ser um

escalar de Lorentz, deverd depender de y, y' e F {ou Au(yn

Uv
de uma forma invariante por reparametrizag¢des em T e o, isto
e, pelas transforma¢oes conformes sobre I, e pelas transfor
magoes de gauge do campo eletromagnético, Au(Y)"-r Au(y)'-'i-'auﬁ(f).

A Gnica escolha possivel que satisfaz a estas condigCes é

m
ar J do rwty)i“y""; (2.1.1)

onde q € uma constante de acoplamento.
Antes de prosseguir com os desenvolvimentos da teo
ria vamos examinar algumas consequéncias da escolha (2.1.1).

A lagrangeana de interagdo é
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fo. = ~q F, ¥V . (2.1.2)

I uv

Consideremos a parametrizacéb definida pelas equacces (1.7.6)

Com esta parametrizagao (2.1.1) fica sob a forma

e

n

3 i3, _
I 'q(Fojt + Fijv t) =

q@& + vx Bt . (2.1.3)

vé-se que (2.1.3) descreve a energia de um dipolo eletrico
em interagdo com um campo eletromagnético. Logo, nesta des -
crigdo, 0 string & eletricamente neutro. De fato, como vere-
mos logo a seguir; a lagrangiana de interacao (2.1.2) corres
ponde a um string neutro, c¢om cargas -q e 4q em suas extremi
dades.

Consideremos agora um string rigido de' compri
mento 2 em rotacao, com velocidade angular w. Se colocarmos
uma carga g numa das extremidades, a corrente gque & gerada
pelo movimento da carga @ I = qu/2m = g/2w, {(c=1). O momen-
to magnético correspondente é pu = IA = IT%?, onde A & a area
da superficie limitada pela trajetdria da carga. Denotando
por J o momento angular do string (ver Segao 1.7 ), podemos
escrever u = gJ/m.

Da teoria dos modelos duais ressonantes sabe-se que
o acoplamento de um foton com qualqguer estado fisico do mode

lo resulta numa razao giromagnética ¢g=2, com g definido por
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¥ = qgJ/2m e onde m & a massa do estado em questdo. Este resultado
€ reproduzido pela teoria do string: da discussdo acima re -
sulta que g = 2. Pode-se mostrar que este resultado & valido
para o movimento mais geral do string. Este modelo simples,
no entanto, conflita com o0 que se sabe sobre a estrutura ele
tromagnética dos hadrons e ndoc se conhece nenhum procedimen-
to razoavel para se introduzir uma corrente eletromagnética
na “matéria de string". No final desta sec¢do analisaremos uma
tentativa de se introduzir uma corrente na teoria dos strings.

Retornemos a'integral de acao (2.1.1), e explicite

mos © integrando:

T "

2 [
_ . . sV - - AN -
S = =q ]t do ‘ do [}aunv)y Y (thu)y_ y:]
L
T T _
2 dA daa
_ _ VoV _ VeV
= qJT .t.'.'rJ do I:aT—Y' -HE_Y]
1 o - |
1, - ] .
=g | dar |G%a) - G'a) :] .
'[1 — H O=T H o=0
T 'Iz
+ J do (y* a) .
0 !

O ultimo termo da expressaoc acima ndo contribui para as equa
¢oes de movimento de modo gque, efetivamente, a integral de

agao de interacgao se escreve

1'2. . ) :
8 = -q [ dz [(&PAH) - (y"Au) :I ’ (2.1.4)
T g=T g=0

e a lagrangiana de interacao correspondente é

Yo, = POIFA, {2.1.5)
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onde p(c) & a densidade de carga associada com o string, da-

da por
p (o) =.q[6(0-u)-6f01] . (2.1-6)

Este resultado mostra que a carga elétrica do string se loca
liza em suas extremidades, em acordo com a analise feita ante
riormente, e uma consequéncia imediata & que strings fechados
ndo interagem com campos eletromagnéticos porgue, neste casg
pl{c) = 0.

Dos resultados obtidos vé-se gue a imposicao de in-
variancia da teoria por reparametrizacaes impée severas res -
trigdoes na interacéo do string com um campo eletromagnético :
a carga de um string aberto se localiza em suas extremidades,
e strings fechados séo desprovidos de carga. E claro que isto
_ nao significa que n&o se pode construir um modelo de strings
dotados de uma distribuicao de carga e corrente, De fato, is-
to pode ser feito numa teoria do tipo de Kaluza-Klein onde o
espago-tempoc tem cinco dimens§es e o campo eletromagnético &
uma parte integrante da geometria; A relacao entre as proprie
dades fisicas dos strings e a dimensionalidade do espago-tem-—
po € curiosa. Além do exemplo mencionado acima pode-se, por
exemplo, construir um modelo de strings com massa de repouso
nao nula em um espago penta-dimensional. Ocorre também um fa-
to importante na teoria quéntica onde a invariancia.de Lorentz
requer que o numero de dimens§es do espago-tempe seja 26 no
caso de strings sem spin; e 10 no caso de strings com spin.

‘Vamos obter as equacﬁes de movimento do string em

interag3o com o campo eletromagnético. A integral de  acao
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total se escreve

S = =N [ dtdo VQ§.y‘)f - y"izl -

: v
-q I drdo va y-y'

J drdo (iﬂL +iaI) . (2.1.7)

O processo variacional conduz exatamente a expressao (1.3.4)
para a lagrangiana total. No entanto, e trivial verificar que
jb: ndo contribui para as equagdoes de movimento, que resul -~

tam ser as mesmas que no caso livre

aki _ aii

- a . ]
— (=) + = | ) =0 . (2.1.8)
9T ay™ 30 ay.u
As condic¢des de bordo agora sao
- -;-?-—'(101.4-_101). =0 em ¢ = 0,7 , {2.1.9)
ek
ou
b - o
ayll-l HV -

respectivamente. Estas condig¢Oes podem ainda ser escritas sob

a forma
ado, aa, , oA
— - g -y* —) =0 em o =0 v (2.1.11a)
3Y:1-1 T ayu
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. (2.1-11b)

+
[Te]
p"\

L]
nge
=
=]
n
|

Fisicamente, estas equagoes expressam a troca de energia e mo
mento entre o string e o campo eletromagnetico. Como a carga
do string se localiza em suas extremidades, a interagao com o
campo eletromagnético ocorre apenas com agueles pontos, como
era de se esperar.

Devido a preseng¢a do campo eletromagnético e das
cargas nas extremidades do string, poderiamos ser levados a
considerar oy = ci(T), i= 1,2, Neste caso a integral de ad&o

ficaria sob a forma

To 02(1)
§=-gqg I ar as ¥ (ydy'y'’ =
. T o4 (1} H E
T T
2 v p 2 Y
- g [ at $L A ty) sqf ar Fa iy
"1 o osogtmy 7T 020, (1)

com dyu/dr = i" + y'vé(T). As condigOes de bordo, obtidas da

agdo total no gauge ortonormal, se escrevem

v'" 3 F* v + " 3Py o =0
o Q i
Oo=0
i
As eguacgdes de movimento naoc mudam. Assim, como no caso do

string livre,podemos tomar 51 = 0 sem introduzir nenhuma res-
tricao na dinamica do sistema.

Passemos agora a formulacéo hamiltoniana. Da mesma
forma que no caso do string livre a invariancia da integral

de ag¢ao (2.1.7) por reparametrizacbes em T e o implica na
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existéncia de vinculos, e a homogeneidade da lagrangiana em §

e y' implica em que a hamiltoniana candnica € identicamente

nala. Definamos os momentos

oo :
= ..__,_,‘!".. = - '\J
G o @u qF, ¥ . (2.1.12)

Um calculo direto mostra que

Y | {dec') =
{_@a(a),@s(c )" = yPa PgiSle=c) = 0, (2.1.13)

onde usamos 0s colchetes de Poisson fundémentais (1.6-17,18).
{(Note gue 9% @ o momento canonicamente conjugado a yu e que
(2.1.13) & consequéncia das equacSes de Maxwell.)

As\funcﬁes de vinculo podem ser obtidas do mesmo mo
do que no caso livre usando-se as identidades (1.5.1%}, que

continuanm sendo validas. Assim, temos

6, =P + n2y'2 z 0, (2.1.14a)
4, = ®y' =0 . (2.1.14b)

Estes vinculos formam uma algebra fechada, a mesma que no ca-
so do string livre, equacdes (1.8.12).

A hamiltoniana fica dada por

H é'].da (Ci(o)¢1(o) + C,(c)¢,(0)] ’

onde C, e C, sdo funcbes arbitrdrias. Impondo as  condigdes

do gaugé ortonormal; 2NC, =1 e C, =0, as equacgoes de Ha -
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. iu - z =Jﬁ(9]-‘_ qruayl‘S‘_)_ ‘ - _ _ - {2.71.15)
Pu= - sy? 99 E;Saa'qFapY'p)‘F u Ny e2.116)

com as condicgoes de bordo

3¢,

— - (P- qFapy'p)qF“ua;Ny'u =0 em 0=0,7 .(2.1-17)
Yy - g

Destas equacoes resultam as equagoes de movimento
v -yt =0 (2.1.18)

e as condicdes de bordo ficam sob a forma

* O

y'Y+ 3% =0 em =0, .  (2.1219)

As equacées de movimento {1.1.-18) com as coudicées

(1.1-19) admitem soluc5es exatas para varias escolhas.do cam-

po eletromagnéetico como;_por.exemplo, campos eletromagnéticos

homogéneos e campos tipo ondas planas com polarizacéo circu -
lar (Ap(y) ='eueik’y; k? =0, €2 = 0, k.e = 0),

| Abordemos agora © problema da definicao de uma cor-

rente eletromagnética associada ao string. O esquema que va-

mos discutir & devido a Nambu. Suponhamos que existe uma cor

rente conservada, Ja(E,y(E)), no espag¢o interno:

- AN . {2.1.20)
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Pode-se construir uma corrente conservada j“(y), no espago-tem

po; fazendo-se uma escolha conveniente de J°. Definamos

(4)
My = f azg ;3—5 (3%2%) '§ (2(5)-y) - (2.1-21a)
2 a H (4)
- [ are 3% 2" 5 (z(E)-y) . (2.1.21b)

Calculemos a divergéncia de j"(y):

: (4)
U - 2. 0 a,u - ) =
au] ly) = I a“g - (T°2 )3u § (Z(E)-y)

L]
|
.
[+
N
"

(4)
A E (Z(E)'-y):l =

(4) T=T, . {4) g=7
_ [ do E:ﬂ s (Z(E)-y)] +fdr|z:1 5 (Z(E)—y)] ,
T=T ag=0

vé-ge que jH(y) serd conservada se

J'(t,0=0) = J'(t,0=7m) = 0 {2.1.22)
e

ZG(T-_—im. U) = 0 ] ’ (2-1-—-23)
de modo que

J' (t=tw,0) = 0 . (2.1-.24)

Uma classe de solugdes triviais para J° é
- 3¢ = 3¢

onde ¢{E) & um campo arbitrario gue toma valores fixos em

g = 0,7, (Trivial aqui significa que (2.1-20)-é automaticamen

te satisfeita.) Um casoc particular de (2.1.25) que & de inte-
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resse € -

J,o=p(8) e J, =0 . (2.1.26)

Escrevamos a lagrangiana de interacao

ﬂaI ='ju(y) AY ) . (2.1.27)

A lagrangiana correspondente no espag¢o interno pode ser obti-

da sem dificuldades. Temos que

,

Sy = .d“y_ju(y)AP(y) =

, (4y
- [ a2 [ aty ot 00 6 @)y -

o a .
=| a2t g% _z%a (z()) , {2.1.28)
) a. 'El . :
donde se obtem .
C _ 3, oM _
é& = 3% 2% (z(e)) . (2.1-29)

Examinemos a invariancia de gauge de (2.1.28). Fa -

zendo A‘1 -+ Au+auﬂ, verifica-se que
Ty 2 o2 H _
SI + SI + J.d EJ aaz.aua(Z) =
X T a2 3 a

Para que o segundo termo da expressao acima nao contribua pa-

ra as equacdes de movimento, & necessario que as  projecdes
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de J2 nas direg¢des normais a fronteira sejam nulas.Estas con-
digbOes sao satisfeitas pela escolha (2.1.22-26).
A lagrangiana de interagdo associada com a escolha

(2.1.25) e

_3d oy _ 39 oM _ .
g = G2 - 2y Ay . (2.1.30)

Esta lagrangiana é equivalente; a menos de uma divergéncia, a

uma lagrangiana de interac¢ao do tipo de Pauli,

¢ _ 1 oHV o . _
oy =300 2w P L (2.1431)
Com ¢ ='ci—:_E esta & a lagrangiana que foi usada por Dirac em
sua discussio do monopole magnético. Neste caso, a integral
de agdo correspondente € eguivalente a (2.1.1).

A lagrangiana correspondente a escolha (2.1.26) é

~

I_. .ou
Loy = 018) y'a (y) . (2.1-32)

Neste caso tem-se uma distribuicéo de cargas sobre o string
com fungdo de peso p(£). A lagrangiana (2.1.5) € um caso par-
ticular de (2.1.32), com a funcdo p dada por (2.1.6).
Finalmenté, observemos que a lagrangiana de intera-
¢do (2.1.30) conduz a uma teoria onde o acoplamento com o cam
po eletromagnético ndo & o acoplamento minimo. Isto se deve
a presenga do termd %% y'“ na corrente Ja, e de certa for
ma, j& antecipa efeitos como agueles devidos a um "termo anoma

lc de Pauli" e a eguivalencia de {2.1.30) e (2.1.31).
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2.2 A interagdo com campos tensoriais antisimétricos .

2,2.1 Aspectos gerais sobre as teorias dos campos -antisi-~

métricos

Recentemente potenciais tensoriais antisimétricos

de segunda e terceira orden, Auv(x) = -3, (x) e (x)=

M Auvl
= A[uvl](X)' tém sido objeto dé estudos dévido a necéssida-
de de sua incorporacao en algumas das modernas teorias da Fi
sica. Por exemplo, o campo Auu(X) surge naturalmente como um
bom candidato para uma teorié da dominancia vetorial da par-
te anti-simétrica do tensor momento-energia dos nucleons; es
te campo surge tambem no estudo da dinémica dos vortices, na
teoria dos modelos duais ressonantes e como um campo auxili-
ar em teorias de super-gravidade estendidas. O campo S
por seu lado, aparece na forma de uma forga de longo alcance
(tipo coulombiana) em teorias de gauge-nao abelianas com car
gas topoldgicas ndo nulas, e também numa abordagem fenoﬁeno-
logica ao probiema do grupo U(1) em QCD.

0 nosso interesse particular e no papel que estes
campos desempenham nas teorias dos objetos com extensdo espa
cial (strings, membranas, bags) e, consequentemente, nas in-
teracaes fortes, onde hadrons podem ser tratados comc obje -
tos destes tipos. O potencial Auv(x) & o mediador da intera
cdo entre strings enquanto que o potencial Auvl(x"é O res -
ponsdvel pela interacdo entre os elementos de superficie de
uma membrana. Este Gltimo potencial, Auvl(x),.tem um compor-

tamento muito especial j3 que em 3+1 dimensdes ele ndo desem

penha um papel dindmico, isto &, ndo se propaga. No modelo
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de "bag" para hadrons ele conduz a uma auto-energia finita
proporcional ao volume incluido na membrana, e atua comb uma
pressao efetiva responsavel pelo confinamento dos quarks. O
significado filsico destes potenciais (com massa nula) junta-
mente com o potencial eletromagnético Au(x) pode ser resumi-

do da seguinte forma:

Au(x) - dois estados de polarizaciao, mediador da interacdo

entre cargas elétricas pontuais;

Auv(x) - um estado de polarizag¢do, mediador da interacdo en

tre strings fechados;
Auvl(x) - nenhum estado de polarizacéo; responsavel pela in-
teracao entre os elementos de superficie de uma

membrana.

Tratados como campos livres,bs potenciais Auv e
Auvl apresentam certas peculiariedades. O primeiro é apropri
ado para a descricao de particulas de spin nulo e massa nula,
enquanto que o segundo n3o se propaga (e do tipo "puro gau -
ge"). Neste sentido, pode-se perguntar qual a utilidade de
se usar, no caso de Auv; uma representacéo téo complicada pa
ra campos de spin nulo e massa nula. A resposta esta na es -
trutura das transformagdes de gauge adnissiveis na teoria,que
é muito rica. Além disto;-é um fato bastante conhecido que,
na presenga de interacées; diferentes representacﬁes de cam-
pos com o mesmo numero de graus de liberdade ndo sdo necessa

riamente equivalentes. No caso do potencial A embora nao

uvi’
sendo capaz de irradiar, ele pode interagir e contribuir,atra

vés do tensor momento-energia, para a energia de fundo de um
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sistema fisico. Dal a sua contribui¢do para o modelo de "bag"
dos hadrons que mencionamos anteriormente.

Se for introduzido um termo de massa .nas teorias
destes potenciais, o carater dos mesmos muda profundamente. O
campo Apv(x) descreve uma particula massiva com spin 1, e o

campo A {x} uma particula massiva de spin zero. Assim, a

[TRVRY
transicao do caso massivo para O casoO sem massa nao preserva
o numero de graus de liberdade. Um outro aspecto interessante
da presenga do termo de massa & que ho caso do potencial Auv’
a invariancia de gauge é quebrada enquanto que no caso de

A esta invari@ncia & preservada. Ainda com relagao a massa

HVA
destes campos, pode-se construir uma teoria envolvendo os po-
tenciais Auv e Auvl; por exemplo, que & invariante pelas trans
formacﬁes de gauge assocliadas com os dois campos. Tal mistura
dos potenciais &, na verdade, um mecanismo de gera¢do de mas-
sa, e as equac§es de movimento resultam invariantes de gauge
apesar do termo da massa.

Considerando-se uma hierarquia de potenciais {h(x),
Au(x), Auu(X)'Auvk(X)} e os respectivos tensores intensidade
dé campo; pode—ée construir uma teoria do tipo da de Maxwell
para cada um deles. (De modo geral; pode-se formular uma teo-
ria de Maxwell generalizada.para um potencial anti - simétrico
de ordem R ). Ao se comparar as teorias dos diversos potenci-
ais observa-se uma curiosa manifestacﬁo de um aspecto comple-
mentar entre elas.

0 nosso interesse &, fundamentalmente, 'o potencial
Auu(x) devido ao papel gue desempenha na teoria dos strings.

Aiguns aspectos da teoria geral da hierarquia de potenciais

serao apresentados e; em seguida; estudaremos o potencial Auv
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em detalhes. A interacdo entre strings e este potencial sera

apresentada na parte final da secao.
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Observacoes:

(a)

(b)

{c)

(d)

0 numero de componentes independentes € dado por

di
n! {d-n)!
onde & @ a dimensao do espago-tempo, e n & a crdem do ten

sS0r.

As identidades de Bianchi implicam nas definigdes dos ten
sores intensidade de campo, isto &, na existéncia dos po-
tenciais,a menos do Gltimo caso que & verdade, ndo impor -
tando a definicao de Fapr'
LATRVEY AT}V . . . .
BUF =0e BuF- = 0 mais a anti-simetria implicam nas
s FUVA *uv - - .
definigoes de F e F'", isto e, na existencia de A(x} e
*
Au(x). Por outro lado, BuFu = 0 nem sempre implica na de

. ;
finigdo de F" dada na tabela. .

A sequéncia dos numeros de componentes dos diversos tenso
res apresenta um dos aspectos da complementariedade que

existe entre eles.
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2.2.2 Teoria do c¢ampo . antisimétrico de segunda ordem

A lagrangiana livre se escreve

b= - 1_15 FHMFP"" , (2.2.1)
onde
Fuvl'= auAvl + alAuv + 3vAlu (2.2.2)

& o tensor intensidade de campo. As equagdes de Euler-Lagran-

ge sao
auFP“B =0 , (2.2.3)
ou, em termos dos potenciais,

4+ 3 Py P = 2.2.4
DA‘_“’+3P8F’A" + 3,3 A% =0 . ( )

A teoria & invariante pelas transforma¢des de gauge

Auv(x) +"aﬁv(x) = Apv(x) + BPQQ{%1 _ avap(x)..(z.z.SJ

Em termos das quantidades duais

XuoZ 1 _MVAp,. _ 1 _uvip.. .
F_ = 3—!8. F'\)Ap = 2 - a\’Alp r (2.2#6)
as equagdes de movimento se escrevem
PUVAL ) . 2.2.7
Bp(e : Fu) =0 . (2.2.7)

*
Lembremos que F' tem divergéncia nula,
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*u
3. F- = 0. {(2.2.8)
u
* ' -
Denotemos Fu = ¢u, e construamos uma lagrangiana pa

ra o potencial AL, usando ¢u e a condigao (2.2.8):

D= —o 0¥ - 28(x)0 ¢¥ (2.2.9)
u u
onde B(x) & um multiplicador de Lagrange. Tem-se entao gque

"

0 = 63 ='a'J d*x 2

4

- at - u - u - u =
- [avx [-20¥se, - 288,0%) - 265803 0]

[ avx Fo2efse - 2038186 - 23%e 88 - M
- | a'x [ 2¢¥s9, - 202 BY86, - 22" 68 - 2, (880 )],

donde
88 0y oM <0 2.2.10
'BE- ¢- (1‘—1)
e
58 = 0 m~——d =3B . (2.2.11)
'6¢_u p -

Esta altima equagao mostra que ¢u @ o gradiente de um campo
escalar que satisfaz a equagdo de Klein-Gordon (sem termc de

massa), isto &, denotando 8 = ¢ ,

(2.2.12)

-©
[}
Q?

-

3. 8% =0 . (2.2.13)

A lagrangiana fica sob a forma
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T -
do = - 3 auq:a‘-‘q: . (2.2.14)

De acordo com a teoria das representacées do grupo

de Lorentz o potencial A  (x) deveria descrever uma particu-

v
la de spin 1. 08 resultados acima nos mostram gue este poten-
cial & equivalente a um campo escalar com spin 0, como conse-
quéncia da invariancia de gauge da teoria. Agora, se for

introduzido um termo de massa na lagrangiana, - % mzA UA““ '

Y
quebrando.a invariancia de gauge, o campo Auv adquire spin 1.
A transicdo do casom # 0 ﬁara o caso m = 0 nao preserva o
nimero de graus de liberdade que, neste ultimo caso, & apenas
um.

E instrutivo obter estes resultados por outro proce
dimento. Vamos introduzir um campo vetorial auxiliar em inte-
ragao com Auv pela lagrangiana

R Bp(eP"“BFgaB) -3 B Y . (2.2-15)

-

As equag¢des de movimento para Bu conduzem a

1 vag

BP =3 epvaBF . (2.2.16)

- *
O campo auxiliar Bu-e, portanto, proporcional a Fu e assim tem

divergéncia nula,

au]:a.‘.Jl =0 . (2.2.17)

Substituindo (2.2.16) em (2.2.15) vé-se que iJp € egquivalente

*

32 Jo dada por (2.2.1).

As equagoes de movimento para Auv resultam em
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c@BUVy

qu = ( Bqu—avB =0 . (2.2.18)

v

Desta ultima equagdo segue que B~ 3U¢’ onde ¢ &€ um campo es

M
calar que, devido a (2.2.17), satisfaz a equacao de Klein -
-=Gordon 3u3u¢ = 0.

Para tornar as coisas mais claras; vamos comparar as

teorias do campo Au' campo de Maxwell, e do campo A para

v’
mostrar como o numero de graus de liberdade muda no limite de
massa nula. As equacdOes de movimento ros dois casos se escre-

vem

.. - . Q L. o ’
! Aw-apa A, +3.2 Aav m Aw =0 . (2.2.20)

A primeira equacao descreve uma particula massiva, com épin 1,
e trés estados de polarizacdo, helicidade: 1 e 0. 0 mesmo
ocorre com a segunda equagdo.

No limite de massa nula o campo Au descreve uma par
“ticula com dois estados de polarizac@o, helicidade 1. O esta
do de helicidade 0 desaparece. No caso do campo Auvocorre uma
situacao complementar: os estados de helicidade :#1 desapare-
cem, permanecendo apenas o estado de helicidade 0.

A razéo do que foi dito acima reside na invaridncia
de gauge que as teorias admitem quando a massa & nula. Isto
pode ser demonstrado da seguintegf maneira. Consideremos as equa

-

¢oes (2.2-19; 20) com m=0; e imponhamos as condigOes do gauge



CBPF<MO-006/85

-307=-
de Lorentz,
"':D.A‘:‘ =0 ’ | (2.2.21a)
-aua“ =0 ., (2.2.21b)
;1:]”Aﬁ9 = 0 ; , (2.2.22a)
'auAVQ =0 . (2.2.22b)

Ainda permanece uma liberdade de gauge mas as funcgdes de gau-

ge devem satisfazer as condigdes

(Ja=0 e [___lafaua"av =0,

respectivamente.

Vamos introduzir as representagdes nos espacos_ dos

momentos:
-ip x%
A (x) =UJ d’p A (ple ¥ + H.C. ,
W W
....j_p xu
= 3 5 H ,

Auv(x) = J d’p Ayv(p)e + H.C.,

onde puxp = -pnx°+§.§ r P, = |E|. Em termos da base
3 2

(pu,e: ),e&-), nu) definida por

e(i)ppu = 0 ' e(i)Pe(jL - §td

(L)n
\ =0
e n]__l



CBPF-MO-006/85

-308-

tem-se as seguintes expansoes:

(1)

Au(p) = a e u +l:~pv+¢:1"|‘:l

: 1
A ® = afseleMel) 4 g (oWp e lilp ]

(i) e 1) A '
) Ai[ " W ”?j i °(pu"v'pv”u] '
Das condicOes de gauge {2.2.21b) e (2.2.22b) segue que todos
0s termos gue contém nu se anulam, e, pela invaridncia de gau
ge, os termos em p.u podem ser eliminados. Assim, ficamos com

Au(§) = ae (i)(p) ]

> { (1) _(2) (1) (2))
A v(p) = a[e u.e v —ee u ]

que mostra que Au tem dois estados de polarizagdo e Auv ape-
nas um. As helicidades podem ser calculadas da maneira usual,
resultando + 1 no primeiro caso e 0 no segundo.

Finalmente, vamos apresentar a formulacao hamiltoni
ana da teoria. Com a lagrangiana dada por (2.2.1) o©s momen-

tos candnicos sao definidos por

uv . = 3 C _ pOuV

uv

Temos entdo trés vinoulos primarios:

$," =71 T = 0 . (2.2.24)

A hamiltoniana canonica se escreve
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_ ? 1 _uv -1 aBAl
Da definigao (2.2.23) obtém-se

que substituido em (2.2.25) e feitas algumas simplificacdes ,

se reduz a

= s (1 1] 1 ijh . _ei - ij
H, = I.d x{z TR Y T2 Fijh? + 7 30301'Auj31“ .

(2.2-26)

Intreduzindo os colchetes de Poisson

'

(a%6 (x°,%) Ty x°,%")} = +

L oe%sB-sleBys k), (2.2.2m)

pu— -~ [ ]
verifica-se que a condigdo de consisténcia ¢i z 0 conduz aos
vinculos secundarios
i
2

¢ j

Observe que de (2.2.28) tem-se apenas dois vinculos ja que

1] 0. O conjunto (¢i,¢2) constitui uma algebra fecha-

aiajn
da. S3o portanto de primeira classe, e os uUnicos vinculos da

teoria. Assim, a hamiltoniana estendida fica sob a forma

. a. [T _13 -1 ijk
H, = [.d x-[T LA IEIR G Fiij ] +

¥.{Ld3x [vi(x)ﬂui + wi(x)ajnij} . (2,2.29)
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Nesta expressio vi(x) sao trés fung¢Oes arbitrarias independen
tes, enguanto que das funcées wi(x) apenas duas_sao indepen -
dentes.

E facil verificar que a teoria tem apenas um grau
de liberdade. De fato, tem-se seis pares de coordenadas cana-

al’,

nicas ( "uv) e cinco vinculos de primeira classe; deve-se

impor cinco condigbes para fixar o gauge, de modo <que resta
at,

apenas um par ( "uv) independente. Logo, tem-se efetivamen

te um grau de liberdade.

2.2.3 Strings em Interacao com Campos Tensoriais Anti-Simé -

tricos de Segunda Ordem

A integral de acdo de interac$o~SI entre o string
e o campo Auv‘y) deve satisfazer as condi¢les de invariancia
por reparametrizagdes e pelas transformacdes de gauge do cam
po Auv' equacdes (2.2.5). Em contraste com o caso do campo ele
tromagnético,sI nao pode ser construida com o tensor intensida

de de campo F .. Assim, a dUnica possibilidade que temos &

HVA

S. = e, j.dtdonl.w(y)fr‘.‘:‘y'u (2.2.30)
Esta integral de agao foi usada por Kalb e Ramond para descre
ver a interacdo entre strings fechados, ¢ campo Auv(y) desem~
penhando © papel dé mediador da interacgao.

A integral de acac (2.2.30) & claramente invariante
por reparametrizagdes. A invariancdia de gauge deve ser exami-

nada com cuidado. Usando (2.2.5) encontra-se que
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S; + S + e I_deU [dﬂu y'* - §§E &H] )
. T2 T, : " ._Uaﬂ
s v, I a6 whap| - e J ar(y¥s ) :
o o T, T, - o=0
' | (2.2.31)

O segundo termo da express@o acima ndo contribui para as equa
cOes de movimento em virtude das condigdes impostas sobre Gy“_
em T, €7, equacées {(1.3.3). O terceiro termo, no entanto ,
contribuira para as equacées de movimento a menos que o string
seja fechado. Logo, como consequéncia da imposicéo de invari-
&ncia de gauger a interacdo entre strings e o campo Auv fica
restrita a strings fechados. Compare com o caso da interacéo
com o campo eletromagnético: naguele caso a interacdo s & pos
sivel com strings abertos.

No entanto, temos ainda uma outra possibilidade pa-
ra construir uma integral de agao invariante. Observe que o
termo que quebra a invariancia de gauge & o produto  escalar
de § com o campo vetorial Au. Assim, pode-se tentar introdu-
zir um campo vetorial auxiliar na teoria, com um comportamen
to sob transformacdes de gauge a ser especificado, que se

acople com o string e o campo A v de tal modo gue a teoria re

U
sultante seja invariante de gauée. Esta possibilidade sera ama
lisada mais adiante,

Consideremos entéo strings fechados de modo que SI
€ invariante de gauge. A integral de acao total se escreve

S.J .d'rdo(ipL -;‘ipI) =

a;]_drdﬁ_(f:§.+ elhuv(y)§FY|v] . (2.2.32)
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0s momentos conjugados sao definidos por

@ = QT— = @ + e A Y'v . (2-2~33)
LY H Ll

Usando os colchetes de Poisson fundamentais (1.6.17,18) encon

tra-se que

' ' _ gtAp Ky
{@u(a). @v(c )} = y'°F , Slo-o') . (2.2.34)

it

0s vinculos da teoria sao

¢, = (q>u"e1Au\;Y'-U')(@u-elnuay'-a) + N2y*2 20 ,
| | (2.2.35a)
b, = (Gh_elauvy'“)y-F =0 (2.2.35b)

e formam uma algebra fechada. A hamiltoniana &, portanto, uma

combina¢ac linear de ¢1 e ¢2;

H =TI.dc'_Eq1(c')¢1 + Ci(c')¢2] .

Por simplicidade vamos impor as condi¢des do gauge ortonormal,

2NC, =1 e C, = 0. As equagdes de movimento que se obtém da

hamiltoniana acima se escrevem

¥ = % (Pren® vy, (2.2.36a)

" ‘D Y\ o ; 1. '
Buet [ Byomprnby ] + o,
. * ) . ’ (2.2—36b)
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com a condigao de bordo

IJ=T

I:(Qu-elAuvy'v)Apu-i-Nzy';‘_Gy'a =0 . (2.2.37)

o=0

Esta condigao é automaticamente satisfeita para strings fecha
dos; para strings abertos nao ha como satisfazé-la sem res -

tringir a dindmica do sistema. Das equacdes (2.2.36) obtém-se

e;

y* - y"

Incluindo a integral ac¢do do campo A v © impondo a

U
' condigdao do gauge de Lorentz, equagdo (2.2.22b), as equacgdes

de movimento para este campo se escrevem

[ (4) ' ’ » »
A" = -2e, | drdo ¢ (Z-y (1,00 ) {y' Py Py V) =

. (4) L Q'
= ~2e, | dtdo § (Z-y(t,a)1z*Viy) . (2.2.39)

Vamos agora apresentar uma maneira de se recobrar
a invariancia de gauge da teoria. Como vimos no inicio desta
secdo a invaridncia de gauge & destruida pelc terceiro termo

da expressao (2.2.31). Temhse.que.

T2
_ N .
§S; = e, J dT(Y-ﬂu)
. T, '

g=7

o=0

Ja observamos que este termo tem a estrutura tipica de um ter

mo de interacao eletromagnética; isto &, jPA v elﬁpﬂ . A

u H
idéia &, entao, introduzir um campo vetorial A, para recobrar
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a invariancia de gauge. Como vimos, no caso da interagao eletro
magnética, este campo interage com o string via tensor inten

sidade de campo F = BuAv-avAu, equagao (2.1-1). Assim, va -

u
mos definir uma nova integral de acdo de interagao

— - _]'_- . -u k¥
S; = e, f dtdo [_ 'Auv + Fuv] yhly? . (2.2.40)

B trivial verificar que a integral de agdo §I-é invariante pe-

las transformacdes de gauge simultaneas

AvTAL S Apv + ap&v - aoﬁp . (2.2.41a)
. : A

Ay P AL =R 428 -y (2.2-41Db)

Com o termo de interacao dado por (2.2.40) pode-se

construir uma teoria para a interacéo entre strings abertos. O
estudo desta teoria foge do nosso esquema; ao leitor interessa
do indicamos o trabalho de Kalb e Ramond.

Introduzindo o campo Au via termo de interagao
(2.2.40), as caracteristicas do campo que media . a interacao
{agora entre strings abertos) mudam completamente. E instruti-
vo verificar o que ocorre, e para isto devemos construir a la-

grangiana total dos campos A e Aﬁ. A forma desta lagrangiana

MV

jA & ditada pela combinacdo invariante pelas transformacdes de
gauge {2.2.41) em que estes campos aparecem na agio (2.2.40) .
De fato, a lagrangiana invariante de gauge mais simples que se

pode construir &

d = - % A L e . 2.2
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onde

=gA +F . (2.2.43)

Hu\) uwv uv

e g = e,/e,. Note que g tem dimensdo de massa, e que B, e o
campo que efetivamente media a interacgaoc

Seque de (2.2.43) e da definigao de F equacao

uvp’

(2.2-2), gque

. 1 . R
we T g (Bqup + apHpv + avgp?) . (2.2_44)

Agora, as equacgoes de movimento para Hpv,qué se obtem da la -

grangiana (2.2.42): se escrevem

3 FPGB ='gHaB_

L 2.2-45
" ( )

Portanto, a interagdo entre strings abertos & mediada por um
campo vetorial, com massa g # 0 e spin 1, em contraste com a
interacéo entre strings fechados que e mediada por um campo
de massa zero e spin zero. E interessante observar que a mas-
sa g do campo vetorial € gerada por um mecanismo de mistura
de campos de gauge que e invariante por um grupo de gauge

mais amplo que ¢ associado com cada campo, equagdes (2.2.41).

2.3. A'Interacad-gfévitacioﬁAI

Para abordar o problema da interacdo entre um string
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e um campo gravitacional faremos uso do principio do acopla -
mento minimo que consiste em considerar a lagrangiana com a
mesma forma funcional gque no caso do espaco-tempo de Minkowski,

e fazer as substituigdes

+ tv) + |
_.ﬂuv guv Y ’ .3u Vu ’
onde guv(y) é a métrica do espago-tempo, e Vu - €& o operador
de derivagac covariante com relagaoc a métrica Ive Assim, a

integral de agiao para o string se escreve

S = J dtdo Dly,y,y’) (2.3.1)
onde
2 o
. . *U gV 4,2 V P * N
£ - -N[(gw(y)y--y_ ] - [gw(y),y 4 ][gw(y)y“:r']i]
' (2.3.2a)

As equacgdes de movimento de Euler-Lagrange podemser
obtidas usando-se o mesmo procedimento que no caso livre. 0

resultado é
d @b, ,d (2%, b _, | (2.3.2b)

com as condigoes

%,

E)y"-l i

Passemos agora ao formalismo hamiltoniano. Vé-se de
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(2.3-1,2) que,em virtude de termcs adotado o principio do aco
plamento minimo, a integral de a¢do tem a mesma simetria sob
reparametrizacées que no caso livre. Entdc, definindo-se os

momentos da maneira usual, verifica-se que os vinculos si3o

=-guvsi§2?+ NzgaBY'aY'B =0, (2.3.3a)

b, = Py *=0 . ' | (2.3-3b)

Estes vinculos constituem uma dlgebra fechada, a mesma gue no
caso do espaco plano, equagoes (1.8.12).
Com a hamiltoniana dada por uma combinagao linear

dos vinculos, obtém-se as seguintes egquac¢des de movimento:

yH = 2clgP“§i,4 c,y'¥ , (2.3.4a)

@ _ 0 (@ w2 MoaVya GO
@ - le%@,\ LAV N S S LI Rl

9 a _
* 35 (M Cug,r® 4 c, 9’5 ) (2.3.4b)
com a condicéo
g=T
(2N2C19a3y' +c2933)6y o o . (2.3.5)

A condicéo.(2.3.5) pode ser satisfeita impondo-se as mesmas
restrigdes que no caso 4o espag¢o plano, c, = 0 e y'u =0 em
g = 0,n.

No gauge ortonormal, 2NC, =1 e C, = 0, as equa

¢oes (2,3.4a,b) tomam a forma
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ST
=5 P, ' (2.3.6a)

Jd g H OV _ 2yt MtV ;

S

N (g, v"® v 2 g .yt ty'y o, (2.3-6b)

donde resulta que

0 __1 aB C _ PS4 VKAV TR
Yooyt = =g g (0,9,5+9,9,,4-0,9, ) (Y'Y -y Ty

ou

As equacdes (2.3.7) admitem solugbes exatas no ca-
50 em que o string & fechado e o campo gravitacional & wuma
onda monocromatica com uma dada helicidade. O tensor métrico,
‘neste caso, sSe escreve
ik y¥. -ik yp

S H of _ of__a 8 "
gaB = naB+EaEBe A o | n € e e , {2.3.8)

com

cee*=0 , % =0 |, kak“ = 0 . (2.3.9)

Este modelo & de particular importancia porque noc modelo de
Shapiro-Virasoro a particula fundamental de massa zero € um
"graviton forte" (strong graviton); com spin 2, Com a métri-
ca dada por (2.3.8) o termo de interacéo da lagrangiana line.

arizada reproduZ'exatamente o vértice do graviton do modelo



CBPF~-M0O-006/85

-319-

de Shapiro-Virasoro.
Em principio ni3o ha dificuldades para se resolver o

mesmo problema para o caso de um string aberto.

2.4 .Stringsrcésmicoé

Recentemente tem havido um interesse crescente no
estudo da interacéo entre strings e campos gravitacionais. Eg
te fato abriu um novo e amplo cenario para aplicacées da teo-
ria dos strings em Cosmologia, e teve sua origem na verifica-
cao de que transicées de fase nas origens do universo propici
am a formagdo de uma malha de strings e outras possiveis configu
racées topologicas . (como monopolos e estruturas de dominios
("paredes")). Estes strings, conhecidos na literatura como
"strings cosmicos", podem,sob certas circunstancias, formar
buracos-negros pelo colapso de strings fechados. No que se se
gue, vamos fazer um breve estudo .sobre a dinémica_dos strings
cosmicos. Nao entraremos em detalhes scbre as transigbes de
fase nem sobre a formagio das possiveis estruturas topologi -
cas por se tratar de um assunto que foge do contexto do pre -
sente trabalho. Sobre estes assuntos apresentaremos apenas um
quadro geral. |

Em teorias de gauge com quebra'e3pont§nea de sime -
tria, as massas dos férmions e bosons vetoriais estéo ausen -
tes na lagrangiana inicial e se coriginam devido ao apareci -
mento de um valof médio no vacuo do escalar de Higgs ¢ . A si
metria original da lagrangiana pode ser reestabelecida em tem

peraturas suficientemente altas, T > TO' Este fendmeno, combi
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nado com o modelo cosmologico do "big-bang"®, prediz a formagdo
de uma estrutura de dominio do vacuc para o universo.

Quando o universo esfria e sua temperatura se torna
mais baixa que a temperatura critica Tc, 0 campo de Higgs ¢
adquire um valor esperado diferente de zero, <¢> # 0. A dire-
cao de <¢> na variedade M de estados de vacuo degenerados po-
de ser diferente em diferentes regiées do espag¢o. Pode-se en-
tao introduzir uma funcao de correkacao £ (t) tal que os valo-
res de <¢> em pontos separados por muito mais que g néo sejam
correlacionados. [ néo pode ser maior que © horizonte. A es-
cala inicial da estrutura de dominio do vacuo é dada aproxima
damente por c(to), onde to-é o instante em que ocorre a tran
sicéo de fase.

A medida que o universo se expande, a maior parte
da variacao cadtica de <¢> desaparecé. No entanto, uma estru-
tura de vacuo residual pode permanecer, e pode tomar a forma
de paredes, strings ou monopolos, dependendo da topologia da
variedade M. A produgdo cosmologica de monopolos ja fol estu-
dada amplamente, e encontrou-se gue o numero de monopolos cri
ados & muito grande e incompativel com as observacaes. Foram
feitas recentemente algumas propostas para remediar esta situ
ac$0- No que se refere aos efeitos cosmoldgicos da estrutu-
ra de dominios, mostrou-se que as paredes séo\gravitacional -
mente instaveis e colapsam depois de um certo tempo tp apos
a sua criacao, sendo necessario se construlr um mecanismo pe-
lo gual as paredes desaparecem em t < tp. Oqorre que o campo
gravitacional criado pelas paredes é extremamente forte e,por
'tanto; se elas existiram; devem ter desaparecido antes do fi-
nal da era de radiacao de modo a haver tempo .suficiente para

a isotrOpizacao da radiacéo via o espalhamento Compton. A evo
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lucao de strings coOsmicos foi bastante estudada por Kibble. .
Sob certas hipOteses sobre a interac&o de strings entre si
e com outros tipos de matéria, ele mostrou que devem existir
muito poucos strings no universoc visivel atual. Ele mostrou
também que a existéncia de uma malha de strings, em grande
escala, nao contradiz as observacﬁes e que strings podem ter
desempenhade um papel muitec improtante nos instantes iniciais
do universo.

Vamos a seguir analisar um modelo simples de strings
em um universc em expanséo. Primeiramente consideremos o string
livre (espa¢o plano) e facamos uma hipotese simplificadora e
uma escolha de parametriiacéo. Suponhamos gque o string perma- -
nece no planc XY, (2=0), e facamos a seguinte mudanga de paré

metros:
T=t , olt,a) = xlt,0) . (2.4.1)

Com esta parametrizacdo a integral de agdo do string fica sob
a forma

1/2

S = =N I dtdx (14y?2-y2) (2.4.2)

e a equagao de movimento para y = y(t,x) e

ey 2 [ g ]
3__5[ ]_ﬁ[ ]__o , (2.4.3)

‘} 1;5’1 2_Yz| V 14yl.z_i,a

onde y' = 3y/39x. A energia associada com o string pode ser cal

culada sem dificuldades e o resultado é
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E'='N.1.dx ' ' = (2.4.4)

(2.4.5)

onde VL =y %% , e % & o comprimento do string. (ver se -
Verifica-se que
vy = f(x+t) e y = f(x-t) , ' (2.4.6)

ande £ € uma fungao arbitraria, sao solucﬁes da equagdo (2.4.3),
e descreveﬁ ondas que se propagam sem mudanca de forma e com
a velocidade da luz. Observemos que a solugdo geral de (2.1.3)
ndo pode ser escrita como uma superposigao das solugdes
(2.4.6) porque aquelas equagdes ndo sdo lineares. No caso de
pequenas perturbacées; y’; y'? << 1, a equacéo (2.4.3) se re-

duz & equagao de ondas

gue nos & bastante familiar; e tem como solucao geral y =
= f(x+t)+f(x-t). (Observe que estamos supondo que O string
n&o perturbado esta paralelo ao eixo x).

No caso de um string circular de raioc R, com a para

metrizagao (2;4_1); tem-se que

y = VR (B)-x? | (2.4.7)

e a acao & dada por
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R

s = -2v | at r Vige ax ———
’ -R V' R? —x?

ce2mN | at RV 1-R2 . ' (2.4.8)

L

A equac¢ao de movimento se escreve

(1-&2)" TR+r1=0 , (2.4.9)

e a energia do string € dada por

E = 2NT —be (2.4.10)

Vig?

Com as condigoes iniclais R ='R° e R(D) = 0 em t=0, R{t)
' - R.m
]
= R, cos z— . Para t = -~ o string colapsa para um ponto.
Q

Vamos agora analisar a dinadmica dos modelos que dis

cutimos acima em um universo em expansao. Vamos considerar um

modelo cosmolégico simples, com métrica dada por

ds? = a®(n) (dn?-dx?-dy2?-dz?) (2.4.11)

com dt = a{n)dn. Com a escolha de parametrizacac T =nNe od = X,
e admitindo que o string esta no plano, a lagrangiana se es -

creve

do = = maz(n) Viey'?-32 ' , (2.4-12)

onde y = 3y/3n. A equagao de movimento fica sob a forma
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Tyt toy? W Ty y?d
e para pequenas perturbag¢des,se reduz a '
y+22y-y =0 . (2.4.14)

No caso de um universo em que ha apenas radiagao

p/3), tem-se que a(n) v n e a equacdo (2.4.14) se escre-

(p =
ve
2 y u
Y+oy-y' o= 0 (2.4.15)
e tem como solugdes
yin,x) = & £xtn) (2.4.16)
equacao

onde f é uma funcao arbitraria. Qualquer solugdo da
{2.4.15) pode ser representada como uma superposicao de ondas

estacionarias
(senkncoskx, senknsenkx) , (2.4.173a)

o
[}
i Jf P

(2.4.17b)

{senkncoskx,cosknsenkx)

ETIN

y =
em repouso

Vamos supor que em n =1 0O string esta

com relacao ao resto do universo, isto &,
(2.4.18)

yin,) =0

Para kn0 << 1, ondas suficientemente longas, a condi¢do acima

pode ser substituida por
(2.4.19)

y(n) + 0 com
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A condigao knn << 1 significa que em t = tn o conmprimento de
onda A, = Zﬂa(nn)k-1 é muito maior que o horizonte t =

= % a{n,)n,. Isto seleciona ondas da forma y=ﬂ"'1

senkncoskx e
proibe as outras formas.
Um quadro fisico da evolucao de um string com umaon

~1

da estacionaria da forma y = n ' senk coskx pode ser obtido

em dois casos limites gquando A(t) & muito maior que o horizon
te t. Se A >> t (kn << 1), entdo §_= 0. Isto significa que o
string & (conformalmente) esticado pela expansdo do universo.
Quandoc A se torna muito menor que o horizonte, A << t{kn>>1),
entao o comprimento de onda aumenta proporcionalmente ao fa-
tor de escala a{n), mas a amplitude permanece : constante
(a(n)k‘1 = constante).

A energia da perturbacéo com relagao a um comprimen
to de onda é

27k
N aAx (y'? +y?) (2.4.20)
0 _

e cresce proporcionalmente ao fator de escala quando A »>> t ,
e decresce com a” | quando X << t.

Para um string circular, com a métrica (2.4.11), a

lagrangiana & dada por

fo = —208 a2 (mr(1-z) V2 (2.4-21)

r & o ralo do s&ring. A eguagdac de movimento se escreve

T1-r)"' 4 2 2 k™l <0 . (2.4.22)
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Uma analise de pequenas perturbacées mostra que o string Se

deforma conformalmente até que seu raio se torna menor que o

horizonte. A partir dal o string colapsa com vélocidade rela-

tivistica.

Uma discussdo mais profunda da evolugdo de strings

cosmicos deve levar em conta a interacao entre os strings = e

entre strings e o resto da matéria. Este & um problema muito

complicado. Um aspecto importante é que, devido a interag¢ao en-

tre strings podem resultar strings fechados, que colapsam po

dendo dar origem a buracos negros. Por outro lado,strings fe-

chados de grandes dimensﬁes podem servir de germe para a for-

macdoc de galdxias. Este é o caso, por exemplo, dos strings que
surgem nas teorias grande unificadas onde, se a superproducio

de buracos negros puder ser evitada sem dar origem a contradi -
cées, a formacéo de galaxias pode ser explicada de maneira

natural.

2.5 Stringstnalvariedade:de Kaluza-Klein

Na Secao 2.1 abordamos o problema da interacao en-
tre strings e campos eletromagnéticos no espaco-tempc de Min-
kowski, segundo as prescricées usuais das teorias de campos .
Chegamos &s conclusées que strings fechados séo desprovidos de
carga e; portanto; ndo interagem com campos eletromagnéticos,
e que no caso de strings abertos a carga necessariamente se
localiza em suas extremidades. A teoria foi construida com ba
se em tres simetrias fundamentais: invariancia de Lorentz, in

variancia de gauge (eletromagnético)} e invaridncia por repara
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metrizacdes da superficie de evolucdo, esta Gltima sendo uma
peculiariedade do sistema em questao. As restrigdes sobre a
distribuic&o de cargas do string s&o consequéncias das impo-
sicﬁes destas simetrias, e s&o inevitaveis. Sob-o'ponto de
vista formal (pelo menos) estas conclusdes s3o desagradaveis,
de modo gue nos propomos a construir um modelo de strings do
tados de carga. O modelo € uma simples generalizacﬁo da teo-
ria usual: ac invés do espago-tempo de Minkowski considerare
mos a variedade penta-dimensional de Kaluza-Klein como © uni
verso onde o string evolui. Esta sec¢io sera devotada 3 geome
tria da variedade de Kaluza-Klein v°, e serd bem mais longa
que as precedentes em virtude da importéncia da teoria- de
Raluza-Klein em muitos aspectos das modernas teorias unifica
das.

Antes de entrar nos detalhes técnicos da constru-
¢do da geometria de v®, vamos fazer um predmbulo sobre a teo
ria de Kaluza-Klein; objetivando particularmente os néo es—
pecialistas.

Em 1921 Th. Kaluza descobriu que as interacées gra
vitacional e eletromagnética poderiam ser unificadas na es -
trutura geométrica de uma variedade penta dimensional v*® na
gqual o espaco-tempo esta imerso.

O mecanismo proposto por Kaluza €& muito profundo
mas facil de explicar usando as idéias originais. Suponhamos
que o universo tem 5 dimensdes mas que a quinta dimensdo foi
curvada em um pequenc circulo. Em outras palavras, suponha-
mos que cada ponto & um pequeno ¢irculo com raio muito peque
no (da ordem do comprimento de Planck), indetectavel experi-

mentalmente. Denotemos as coordenadas de v® por
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zz (2™ = (2¥,25)
A ="1,2,.....,5 ; u= 1,2,3,4

com Z° variando entre 0 e 2mn. As transformacﬁes de coordena -
das admissiveis sobre v° sdo tais que as transformacdes de z"
e Z5, individualmente, nao dependem de 2°. Assim, por estas

transforma¢des os circulos sdo girados de certas quantidades

gue dependem de z". A métrica (yug) de v® contém uma parte

Yus que se transforma como um quadrivetor. Verifica-se que

a sva lei de transformacdo & exatamente a combinacdo de uma

transformacéo usual de coordenadas e uma de gauge do tipo ele
tromagnetico. Identificando-se Yus como proporcional ao po -

tencial vetor eletromagnético eéte passa a ser uma parte in

tegrante da geometria de vs; e as transformacées de gaugesﬁb

um caso especial das transformag&es de coordenadas.

A métrica de v° fica constituida de uma parte que
€ identificada com a métrica do espago-tempo e uma outra que

contém o potencial vetor A Construindo uma integral de agido

e
do tipo gravitacional em vé; verifica—se qué.esta se reduz
a soma da integral de acﬁo do campo gravitacional em gquatro
dimensﬁes com a do campo de Maxwell, Sob certo aspecto, isto
ni3o é surpresa pois a integral de acdo em v: & invériante pe
las transformacﬁes gerais de coordenadas que, por sua vez,
contém as transformacﬁes de coordenadas do espago-tempo e as
de gauge do eletromagnetismo. Mesmo raciocinando nestes ter-
mos a redugdo da integral de agao sv5 * Spinstei *S£Maxw911) <
x (Einstein) é surpreendente.

Mas; as surpresas da construcao de Kaluza nao fi-
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cam por ai. Das trés simetrias discretas fundamentais da natu
reza, paridade;>inversao temporal T e conjugacéo da carga C,
esta Gltima tem um cardter diferente das demais.nﬁo sendo uma
simetria geométrica. Na teoria de Kaluza a conjugacéo da car-
ga também & uma simetria do espaco-tempo. De fato, a carga
de uma particula na variedade de Kaluza & identificada com o
momento canonicamente conjugado com a quinta coordenada da
particula. Em outras palavras, a carga da particula € a quan-
tidade que se conserva por translacées ao longo da quinta d4i-
mensdo, © que 43 um carater geométrico ao operador de carga .
A invariancia CP significa invariancia gob reflexdes simulta-
neas das guatro cocordenadas tipo espaco.

Apds ficar praticamente esquecida  por gquase 60

*
anos {!) a teoria de Kaluza-Klein( )

fol revivida, principal-
mente como consequéncia dos desenvolvimentos das teorias de
gauge e o advento da supergravidade, que conduz naturalmente
a se considerar a variedade espago-tempo com dimenséo maior
que quatro. Estes desenvolvimentos levantaram a quest&o da ge
neraiizacao da teoria de Kaluza-Klein para 4+N dimensdes. A
concepcao original de Kaluza envolve o grupo:abeliano U(t) do
eletromagnetismo através do circulo associado com cada pohto
do espago-tempo, que € a "variedade" onde atua o grupo U{1) .
A generalizagao da teoria consiste em se considerar uﬁa varie
dade M associada com cada ponto do espago-tempo sobre a gqual

atua um grupo ndc-abeliano G. Desta construgdo resulta a teo

ria da gravitacao de Einstein e uma teoria de gauge com grupo

(*)

A teoria de Th.Kaluza foi posteriormente desenvolvida por
0. Klein (1926), a teoria resultante ficou conhecida como
"Teoria de Kaluza-Klein", denominagao que adotaremos daqui
-por diante.
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G. Esta generalizagio sera estudada mais adiante,

2.5.1 Revisao de alguns conceitos de geometria diferencial

Seja M uma variedade diferenciavel e {z¥%} as coorde
nadas de um ponto P de M. O espa¢o tangente a M em P sera de-
notado por Ty, (P) e uma base neste espaco por {fu} . be modo

geral um vetor K £ TM(P) pode ser expresso como

K=Au£ .
H

Nesta expressdo o indice u em fu identifica um vetor da
base e em A" a componente de 2 ao longo da diregao definida

or L
P T

A base {fu}-é local. Assim, se nos deslocarmos para

um ponto vizinho seus vetores mudam. Suponhamos que nos deslo
-~ * -~ ’ > - ¥

camos ao longo da direcao v ; a variagao em Lu - € medida pela

derivada VOEU £ TM(P); e Se expressa como
vi =11 (2.5.1)
VTR Upl' -
Esta expressdo define os coeficientes de conexéo.rﬁu. Obser-
ve que estes coeficientes ndo sdo necessariamente simétricos.

Para um vetor arbitririo A podemos escrever

. - o K3 - = x M : 1] >
VUK = VV(A~£p} = (ava.)iP + A.(va?) ., (2.5.2)

que simplesmente nos diz que
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_ [Variacao nas iagao na

(et ™| = (o) -+ ™2™ -

vetor

Usando (2.5.1),

o >

com

o - a . Lo LB
A I[\) = avA + I'\)BA . {(2.5.4)

O operador V, é denominado de operador de derivagiao covarian-
te na diregao v, definida pelo vetor fv da base considerada .
A definicao de Vv pode ser generalizada definindo-se o opera-

dor de derivag¢do covariante na direcao de um vetor qualquer
Vg = v’V K = V\’AP"\'JEU : M (2_.5...5)

> >
Consideraremos dois vetores v e w no mesmo ponto e
> - f
os deslocamentos g v e €,W. A variacao nas coordenadas de P

devida a estes deslocamentos, nesta ordem, &

EZH'='810P + esz(Z+€v) ®

H

~ u I u
T g, V0 + £,W

v
+ €1Ezv BvW- .

Efetuando os deslocamentos na ordem contraria cobtém-se

ST u TR Vo . W
820 = €,WD + E£,V0 + £,€,W 3 VT
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A diferenga destes deslocamentos fica dada por

sz¥ = ¢ (v"avw“-w"avv”) (2.5-6)

(e = €,¢e,)

ou

(=)
(ST
"

v i v H,?
elv avw. - W va }Lp

onde [3,%] & o colchete de Lie dos vetores v e w. Note

€[V, W] , (2.5.7)

que
> >
[Lu'Lvl = 0,
Por uma transformacdo das coordenadas de M,

PN Y] N A R 1T 1) . (2.5.8)
um campo vetorial v"(Z) sofre a transformagio

vh(z) » v'¥(z")
A diferenca vih(z) - v*(2) -é; por definicdo, a derivada de

Lie do vetor v. Calculando;

v'¥(z)

i

viB(zten) = vtP(Er) + 0% VY -

EYAls
92

VB(Z) + n“aavP

iz - agntvE 4 0P

M
gy

donde
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g vh = vizyovtz) =% vt-a v (2.5092)
ou, usando o colchete de Lie,
[ﬁvP(z)liu = [1,V] . (2.5.9b)

Esta expressac nos diz que a derivada de Lie do vetor v ao
longo do vetor n - & dada pelo colchete de Lie de E com Vv .
Procedendo do mesmo modo pode-se calcular a deriva

da de Lie de qualguer tensor., Por exemplo,

= | 3 Yo 1—1 . u : U
%TUB = TaB(Z)-TaB(Z)_— naapTaB.+ (aan-)TpB + (BBn‘)Tup .
{(2.5.10)

Vamos introduzir a nogao de distancia em yu M defi -
nindo o tensor métrico g ='(guv) pelo produteo escalar dos ve-

tores da base {fp} :
9y * S A0 N (2.5.11)
0 quadrado da distancia infinitesimal entre %z e %+6% &
as? = s%.8% = gyvszaz“' . (2.5.12)

De (2.5.11) e usando (2.5.1), tem-se que

. b o _
29y = Vx(ip'Lu

) = L) ¢ @i -

- R, |
rlugav + Plvgup ’ (2.5.13)
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donde se conclui que

= . - Cl._ - (v} - . .
Tufia = DIy Taidey = Tavdop =0+ (2.5.14)

Degsta ultima expressdo pode-se obter

Lo a .G -
0Tt 3900 9y = TivTaw * (ruk'rxu)gav +

+ (O mesmo com u +~—*v ) ,

gue nos mostra que se os coeficientes da conexao forem simé -

tricos estes ficam inteiramente determinados em termos da me-

trica e suas derivadas primeiras,

= ¢ O 1 _aA _
w = {pv} =5 g (3ugux+3p9v1'3x99y’ . (2.5.15)

Neste caso diz-se que a variedade M tem torg¢do nula, @

o

= I - =
I‘ ’ 0 -

A"

Usando a simetria da conexdo e (2.5.10) podemos es-

crever a derivada de Lie da metrica,

A . A ~
E.n gG-B =N gaBﬂl +n |[ag)\8 +n ]lBgC(A =

= Ngjla * ofs - (2.5.16)

Se a transformagao de coordenadas (2.5.8) for tal que g;B(Z)=

= gaB(Z) eptao
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Uma transformacéo de coordenadas que satisfaz a estas condi -
¢Ses & denominada de uma isometria da métrica. O conjunto de
todas as isometrias de uma metrica constitui um grupo, o gru-
'po de isometrias (ou de movimentos) da variedade. Os vetores
ﬁ gue satisfazem a (2.5.17) séo denominados de vetores de Kil
ling.

Os vetores iu de modo geral ndo sdo ortonormais. No
entanto, & sempre possivel escolher uma base local {Ea} em
TM(P) de tal modo que
(2.5.-18)

> >
(ea.eb) = Nap ¢

-

onde 1, & a metrica de Minkowski('’. (Note que (2.5.18) &
uma escelha e significa considerar M como localmente minkows
kiana,)

Os vetores Ea podem ser expressos em termos da base

{f?} como

. oM '
. " e_(a)iu . (2.5.19)

o+

De (2.5.18,19) segue que

u v -
e @) € (b) gPV =N, ¢ (2.5.20)
e .
(a) _. (b) _ _
e, e, Nab = iy . (2.5.21)
Consideraremos agora a variagdo da base {Ea}de pon-
(%)

Nesta secaoc vamos usar N.b -“diag(¥,~;—,-).
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to a ponto. Imitando o que fizemos no caso da base {fu} va

o~ b
mo introduzir as conexoes w por

va
v, =, %, . (2.5.22)
Agora
V.8, = Vﬁ[eP(a)Ep] = eu(a)ﬂviu -
= eu(a)lﬁep(b)zb '
portanto
@vab ='eP(a)"vep(b)" . (2.5.23)

Uma propriedade importante dos objetos w, .. pode ser demons-
trada como segue. Tomando a derivada covariante de (2.5-18)

e usando a definigdo (2.5.22), obtém-se

C : c
0ia Ccr ) * up (¢,.8) =0
ou
e . e _
“,a "cb * wpb Nac = 0

donde

w = e m - (2.5-24)

pab pba

Finalmente lembremos a definicdo do tensor de Rie-

mann,
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R
|3
wm

. . - . . b o
= -[??,Vv]Ll = =(V.V -V V)L, =

R AUVTa HV v

p _ p > _
=V ATRL) ¥ T (PR LY =

1

-

_caur“-_a-r“ +7f ¢ _rP o

Em termos das conexoes muab, isto e, relativamente a base{ag,

b =~»
Ra vueb

HI

-
-[VH,Vv]ea =

. b b c b c b,+
'(apwva"avaa +wga “ve “%va wuc~)eb ‘

{(2.5-26)

Os conceitos gue apresentamos s&o suficientes para
os desenvolvimentos que faremos a seguir. Eventuais extensées
ser&o feitas quahdo necessério.ziara os leitores habituados
com o0 uso de formas diferenciais apresentamos abaixo um resu

mo de formulas e equagdes com o objetivo de fixar a notagdo

e;convengoes.

b

. . 2 _ CI.B__ a
Elemento de Linha: dg§¢ = gaB(Z)dz az*t = nabe e

g2 =.ea(a)dza ,_dz“ - oo a

a__(a) %y qpB_oB o (a) ,b,.cC
de " =e o] 8 dz¥AdZ%=e b)€ (c)® auseuée

{a) o B

Coeficientes de Ricci: Yabc'=._e af8 e b)® (c) * Yabc™Ybac

a_.a ;bc 1 b, ac
de® = y° 0 A" = E-cahce neS
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1

Cabe = Yabe Yach ¢ Yabe = 2

(Cabc-cbac-ccab)

- a _ _a c -

1-~Formas de Rotacgo. Wy =Y ch ’ Wap = ~Yha

Primeira Equagdo de Estrutura de Cartan: d6% = -wabﬁeb
a _ 1 _.a c,d

2-Formas de Curvatura: b =3 R bed 6-AD

Segunda Equagdo de Estrutura de Cartan: Qab=dwab+wadnw b

2.5.2 Construgao da variedade de Kaluza-Klein

Denotemos por {z“}, = 1,...;5, as coordenadas dos
pontos de uma variedade penta dimensional v®, dotada de uma
métrica (YQE) com assinatura -3. Vamos.supor que v°® admite um
grupo de isometrias definido pelo campo de vetores de Kil-

+
ling £ = {gr}. Temos entéo que

By (2) = 0 (2.5.27)

4

ou

VoEy + VpEg = 0 (2.5.28)
Imporemos gue os vetores de Killing sao tipo espaco,
2 _ p R |

x P
O campo de vetores ¢ define uma congruencia de cur-

vas tal que por cada ponto de v’ passa uma e somente uma cur-
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va da congruéncia. Z tem a direcdo da tangente a curva em ca

da ponto. Estas curvas admitem a representacgdo paraméetrica

e . .Q
gi - (2.5.30)

onde % & o comprimento de arco; e s§o usualmente denominados
de "curvas-£".

A variedade v°® pode ser decomposta em dois sub-espa
¢os: um quadri-dimensional, v', ortogonal as curvas £, e ou-
tro uni-dimensional "paralelo" &s curvas £ . O projetor sobre

v* & dado por

e
R = vy - _:_22 (2.5-31)

e satisfaz as seguintes propriedades:

'99;.'5:; L -@zﬁ%n =3)zn i g%ﬁ =4 (2.5-32)

AZ

: f2 AR - z
onde 92 = Qz&y‘m e Y - &a inversa de Y,q, YpqY =9

& -
0 quadrado do elemento de linha em v° se decompde na

soma dos quadrados dos elementos de linha em v* e na diregdo

£ .

: ELE
s o R Efry o s
Q
oy . (§od27)2
R atfar” . A (2.5-33)

£
O primeiro termo na expressio acima & definido como o quadra-

do da distancia entre as curvas & que passam pelos pontos de
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coordenadas Z e 2+dZ. Como consequéncia das equacﬁes de
Killing esta definicao-é independente da escolha dos pontos
sobre as linhas £ .

vVamos utilizar uma classe de sistemas de coordena -

das nos quais o8 vetores de Killing assumem a forma

(e%) = (g¥=0,£5=1) . (2.5.34)

[4

(w=1,2,3,4)

Nos referiremos a estes sistemas de coordenadas como "siste -

mas {(de coordenadas) adaptados as curvas £" ou, simplesmente,
- 5

"sistemas £". Por uma transformagao das coordenadas de v,

. —

Y _;az'“-

Q . )
E;""g' '=_"z__ g -
0z '

Assim, as transformacdes de coordenadas admissiveis entre os

sistemas { devem satisfazer a

0 = = = £
37>
e
. - 9g% I
1 =§'% = 225 87,
agt

Da primeira das expressOes acima segue que

0 __'.'BZ'I-'I Ea';-az!“ £5 = BZ'“
az® 2z ° g5

de modo gque 2% & uma fung¢do arbitraria das quatro coordena-
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das 2%, ¢« = 1,2,3,4. Da segunda equacdo segue que

1 BZOS o . azls les

A — + 3 -

2z 32°% 925

Logo, Z'® fica dado pela soma de Z5 com uma fungio arbitraria
das quatro coordenadas Z%,. Portanto, as transformacéeé de co-

ordenadas mais gerais entre os sistemas-f tém a forma

Mo, g

z} =t g%,

(2.5.35)

z® + 25 = g5 4 A2y .

Examinemos as consequéncias da escolha dos siste -
mas-£. E facil de ver que as equagbes de Killing (2.5.28) se

reduzem a
35YQE =0 (2.5.36)

de modo gue a métrica de v é independente de z°. Tem-se tam-
bém que

)

itzz‘YgzggEz ='€ =.Y55 . (2.5-37)

5

Da definigdo (2.5.4) do projetor sobre v* segue que

£s8
QO . _3sce . A

Assim, o tensor de projecdoc tem apenas dez componentes inde -

pendentes naoc nulas, fpuv.-E facil verificar que pelas trans-
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formacdes (2.5.35) QPuv se comporta como um quadri-tensor ,

isto &, como um tensor em v*,

o 2% b D
Ty T Gz eH gzev TeB T

Além disto, segue de (2.5.32) que §iv.ﬁwp = éup;

Como consequéncia destes resultados, somos levados
de maneira natural a identificar ghvigguvf e P = gmJ como as
componentes covariantes e contravafiantes, respectivamente ,

do tensor métrico de v". Mais ainda, identificaremos v*® com o

espaco-tempo fisico

Ainda com relacao a escolha dos sistemas-£, verifi-

ca~se gue as equagdes paramétricas (2.5.30) ficam sob a forma

£-0 , gis =l (2.5.39)
1-E

donde se conclui gue as curvas £ sdo as linhas coordenadas de
ZE
Por um calculo direto pode-se verificar a seguinte

relacdo entre os determinantes de (vqz) e (guv):
det(YQz) = g2 dEt(gpv) oy {2.5.40)

que & um resultado crucial para a interpretagdo fisica da teo
ria.
Examinemos a lei de transformagdes dos vetores de

Killing por (2.5.30):
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g = EEE_ (£ ~E23 ,A) (2.5.41)
azA . P azlu B B . o =
&g = 3213 ta o |
. EL =E_ . {2.5.42)

Definindo os quadri-vetores Au(za) por

£, ='?E’Aﬁ , (2.5.43)

segue de (2.5.13) que

Ay . (2.5.44)

Esta expressao € idéntica a lei de transformagaoc dos potenci-
ais eletromagnéticos por transformacaes simultineas de coorde
nadas e de gauge. Assim, as quantidades A“(Za) serio identifi
cadas como as componentes do vetor potencial eletromagnético
que, desta forma, passa a ser uma parte integrante da geome -
tria via a sua relagdo com os vetores de Killing, {EQ} =
= {-E?Au,gs}, como segue de (2.5.43). As transformacSes de gau
ge puraé sEo 0s casos particulares (2.5.30) com ge¥ - gt e
Z'5 = 25 + A(ZY).

De (2.5.31) e (2.5.43) obtém-se a seguinte expres -

sdo para o tensor métrico de v°:

1
¥
[
o
=

r2
" gpv+g ApAU

. (2.5-45)

™y
(8]

¥

|
1
|
‘Ynz) = i
i Yss -£2a

— e, s e sl e e s

Vs A

Vé-se que Yor tem 15 elementos independentes dos quais apenas
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14 tém uma correspondéncia clara com quantidades fisicas: as
quatro componentes do potencial eletromagnético,Au, e as dez
componentes da métrica de v*, 9,y- A quantidade g2 = &QEQ
nao tem significado fisico.

A maneira natural de eliminar £? da teoria é via uma

condigaoc geométrica. Assim; vamos impor que as curvas-§ 530

geodésicas de v°®, condicdo que se escreve

i
o
-

- EQVQEE = (2.5.46)

Esta condigao juntamente com as equagbes de Killing (2.5.28 )
implicam que £? & uma constante que, com uma escolha conveni-
ente das unidades; tomaremos como igual a -1 (em acordo com

(2.5.29)}):
2 8 _
g2 = g% - o1 (2.5.47)
Os vetores de Killing de v°® ficam sob a forma:

[4 ={Eu8) = -0, (2.5.48)

e o tensor métrico se escreve

(YQE) =

i
-t
le
e
P W ——
|
I
.

————-IP——- -
-

—1¥gaBAaAS
(2.5.49)

O quadrado do elementoc de linha em v® fica dado por
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2 _ Uy, V a, 2
. VAV o
onde introduzimos a notacao Z° = z.
Uma consequéncia muito -importante da escolha

(2.5.46,47) & que o determinante de (Ygz’ torna-se indepen -

dente de g? . De fato;.segue diretamente de (2.5.40} que

det(ygy) = -det(guo) . (2.5.51)

Qutras consequéncias da escolha (2.5.46) serac ana
lisadas na secdao seguinte.
Apresentamos abaixo os simbolos de Christoffel de

v® definidos por (2.5.15):
‘

rsB N % FaB !

e -3 AR, (2.5.52)
Tog = = 3 (TgR+V Ag) - 3 A ‘Aane*Asta’ ’

i, = (%Y -3 '(A];IFG\')J-AvFauj '

{Ji} séo os simbolos de Christoffel de v", calculados com
(guv), Fuu ='aqu-avAu, e Va & o operador de derivac&o cova-

riante em v*.
Vamos agora introduzir uma base local ("flinftbein")

em v-i
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2 -3 _ .
€)% () Ynr = Map = diag(+1-1-1-1-1) ,
eQ‘A’ez‘B’nAB =Ygy - (2.5.53)

Nestas expressdes os indices tém os seguintes significados

indices gregos maiGsculos sdo, como anteriormente, indices de

v®, @ = (u,s), onde u = 1,2,3,4 sdo indices do espago-tempo

v ; Indices latinos mailsculos s3o indices do espago tangente

(d) = ((a),(5)) coma = 1,2,3,4. A correspondéncia & entdo
Q = (Ur§) U=.1;2:3;4
¥ y o4
(a) = ((a), (s)) a=1,2,3,4 .

Consideremos agora um deslocamento infinitesimal do

ponto P, onde definimos a base local, parametrizado pelo ve-

tor Gn(A) = en(A). Isto induz uma variagdo nas coordenadas z8

‘de P dada por

8 _ .0 (a)
82" = e ) 8n . (2.5.54)

Desta expressio cbtém-se

szH U

(a) n
e (a)on e

(%)

H
I}

{(a) = _u
(a)ﬁn + e (s)ﬁ.n

(3)

(a)
s + estg)ﬁn .

e

(a)

625 = e5_

1

(a) 8" (a) 8"

Da decomposigdo que fizemos da variedade v°® podemos usar o ar

gumento de que um deslocamento na direcgd3o (5) ndo deve alte -
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rar as coordenadas Z“. Segue da primeira das equag¢des acima

que

e portanto

e .. =0 . (2.5.55)
De (2.5-53) obtém-se

0
¢ a)%a(s)

e, em particular,

a
€ (5)%(a)

Desta Ultima expressio segue que

8 ' 5
€ (5)%a) * ® ()% (@) = © (5)%(a) = °
donde
es(a) =0 . {2.5.56)
Obtivemos assim as seguintes condigbes sobre as
"fiiftbein™:
eu(s) =0=evt®
(2.5.57)
_ _ . (a}
es(a) =0 = e.5 .

Estas condicdes juntamente com as equagoes (2,5.53) nos per-
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tem construir a métrica (y,.) de v°. De fato,
Qx

(a) _ (B) {a) _(b) (s)_{(s) (s)_f&s)
Yuv = TaB®u &y T Map®y Syt Mss®y 8y = Gy 8y
{A B : 5 5
Ysy = nABeé ’eé.) = nssegs)eéé) = -eg )eé )
Yss = nABegA)ega) = nsse§5)e35) = = (355))2 .
Matricialmente,
_(5)_(5) (5)_(5)
T Sy T8 ey |
P I :‘ - T . (2.5.58)
elflel®) 1t (ol0))* |
Fazendo agora a identificacao
H
eli) = "'Au(ztllj. r
’ (2f5-59)

vé-se que (2.5.58) se reduz a (2.5.49). E importante observar
(5)

que, em particular, e, ndo depende das coordenadas de v*,
2 )Ly, (2.5-60)
o
32

e que a condigdo da métrica de v" niao depender de Z° estd im-

plicita em
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d (a) _
e e " = 0 (2.5.61)

Concluimos ent3o que utilizando o formalismo de
“finftbein"” com os argumentos simples que conduziram as equa
¢Bes (2.5-57) e a identificacdo (2.5.59), a métrica de Kaluza
-Klein pode ser construida sem dificuldades. Com - as devidas
generalizacﬁes 0s mesmos argumentos peodem ser utilizados para
a construgao da métrica da variedade de Kaluza-Klein generali

+ .
n' como faremos mais adiante. No nosso entender,a sim

zada v
plicidade e a clareza deste procedimento o justificam plena -
mente, apesar da auséncia de rigor matematico.

A seguir apresentamos um resumo do calculo do ten-

sor curvatura para o caso em que gu\) = n]-l\J.

as? = n10%° ,  n_ = diagl+1,-1,41,=15=1)
' uo
02 = e, (3)gz? o s
A 65 = dr~A dz" = dg-a oM
M !

1 = al - @3 - — @b = 5 =
) Ty T )Ty T sy = ) =Ry
3 L) 5
R
a _ s = ] Opakt
dg” =0 . ds> = -ZFGPB AB*t

‘ fcH,. . =0
dea=%cabcebne'°=>{ sbc |
-CG.B::-FG.B
= -1
Yags = T 2 FaB Ysag
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5 _ l 2] _ o _ l o 5
w == 3 FaBB e B = "3 F BB
a a a,d _1_a C, b
Qb=dwb+wd1\wb-§Rhcde AB
. 1 A
Riasg = 7 FapF g
Rgapv = 3, Fav
R l F _F 1 (F P, ~—=F_ F,)
aBuv ~ 2 Tofipv T 4 ap BV av” Bv
R A 1 Ao
RO!-B -T2 FG?LF.B ' Rss == 7 FuF ¢

Destes resultados obtém-se 0 escalar de curvaturade

) 1 v
R =-1prp ¢?vV | (2.5.62)

No casoc geral encontra-se

{s) ()
R 1

v
1 Fqu , (2.5.63)

(#)
onde R € o escalar de curvatura de v*, um resultado que &

realmente surpreendente.

Usando (2.5.51) e. (2.5.63),

(5) () o
Y R =/3( R -3 Fqu“ ) . (2.5.64)

Vé-se que uma lagrangiana de Einstein em v® resulta na lagran
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giana para ¢ campo gravitacional em vf acoplado ao campo de
Maxwell. (Note que o sinal relativo dos dois termos de
(2.5-64) é consequéncia da escolha g% = -1). Alguns detalhes
sobre a construcdo da integral de acdo usando (2.5.64) como

lagrangiana serao dados mais adiante.

2.6 O movimento geodésico na variedade de Kaluza-Klein

No Capitulo 0 vimos que a trajetoria de uma particula
de teste numa variedade riemanniana, isto €, sob a acéo de
um campo gravitacional, € uma geodésica. Em outras palavras,
a trajetdria da particula € a curva que extremiza o funcio -

nal de acdo

Al .
s ='f drL(Z,2Z) , (2.6-1)
Ay

§S = 0, com as condigoes GZ(AI) 0 = 62(12).' A lagrangia-

na L(%,Z) pode ser escolhida como

0

. z -
. B | . dz” dz
Lo = 575 (8} % o (2.6-.2)
ou
T
o o .az¥ az
L = \/;Qz(z) S . (2.6.3)

E importante lembrar algumas consequéncias da esco

lha da lagrangiarna, L, ou L,. Escolhendo-se L,, que & uma

1

fungao homogénea de 12 ordem em'ﬁ; a integral de agdo fica
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invariante por reparametri;acﬁes A+ X(A). Como consequéncia,
o parametro A & indeterminado. As variacdes de S, em  torno
de Z = 0 nao sao bem definidas de modo que as solucées de
§§, = 0 nao incluem a classe de geodésicas nulas. A escolha
de I. conduz a uma integral de acao que néo € invariante pdr
reparametrizacﬁes arbitrarias. A fica restrito a ser um pa-
rametro afim que & unico, a menos de transformacées lineares,
dx = adx, a = e . As solucées de Gsl = 0 incluem todos os
tipos de geodésicas, tipo tempo, tipo espago e nulas.

Consideremos a lagrangiana (2.6.2), com Yﬁz(z) dada

por (2.5.49):

R S o
L=sYran aOn 5-[%;» z'ra' - (g -Aadza)f], (2.6.4)

onde Z! dz/dx e £ = Z°.

Com os momentos candnicos P, = (pu,ps = 1) defini-

dos da maneira usuai

c. A - ’ .
encontra-se gque
T = -(z" - Aaz'“) (2.6-6)
e
P, = 9,20 = A LRz - (2.6:7a)
=g 2 -7A (2.6.8 )
gu\) i) p L4 » Vam

Com esta definic3o a hamiltoniana candnica fica dada por
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'PgZ’Q ~ L=

=
n

2

' i' OB .
g9 R, - A )P - mAg) . (2.6.9)

[ N

Utilizando os colchetes de Poisson fundamentais
z%,py =6, (2.6.10)

(z%,2%)

0 = {p,,pp} (2.6.11)
a hamiltoniana acima gera as equagdes de movimento

2% = y¥p (2.6.12a)

: _ qn DA
Py = (Bzw )p

rPa (2.6.12b)

donde seguem as equagdes da trajetdria (geodésica) da parti-

cula de teste em v°® :

azzl o gzt agl (2.6-13)
o o faraa - (2.6.1:

Examinemos sSeparadamente as equacdes que seguem de

(2.6.13) paraf = 5 e Q = 1. Obtém-se

- g2gH
)2

= = u ' o B - (1]) 1O

p

..d

0y
) (C‘-AQZ ) =0 (2.6-15)
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Observe que para obter esta ultima equagdo fizemos uso da an
terior. Segue entao gque

T = —(g'-a 2t = e , (2.6.16)

um resultado gue era de se esperar porgque EQZ‘Z € uma in-
Yoz

tegral primeira das equacaes da geodésica. Com Eg = (0,1) ,
conforme (2.5-48), tem-se que YQEEQZ‘E = -m = ct® a0 longo
da geodésica.

Facamos um paréntesis nos nossos desenvolvimentos
para obter as equacdes (2.6.14) e (2.6-15) usando as proprie

dades formais das geodésicas.

) _ v
Denctando por v ='{%§—} o vetor tangente a curva ,

devemos ter vgvQ ='éEE e

Tem-se também que

& (ggv) = VgV =

1. Z800 r v v o8 o
3 VV (Talp#Vilo) + gV =

=0 |,
L = ~ 2 te -
de acordo com O que ja vimos na segao 0. Eﬂv = ¢— resulta
ser a lei de conservacgao (2.6.16).
Agora,
vﬂv = v o+ (£ vg)2 = X8
Q U Q !
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donde segue que.v}-‘vu também & constante ao longo da geodési-
ca.

Consideremos agora as equagoes vzvzvu = 0:

o
[}

viv.vt = viv v? & vy v
X 5 o

s(pH %y L & u B u
(PSGV ) + v (aav~ + r ) + v F

(4)
(vo-v A )Fu 8 . v V vH

e portanto

o 14)

v V v B

'(vs-vaAa)Fqu

(ggvhEY vP

que é a equagido (2.6.14).
A equagao (2.6-14) tem a forma da equacdo de Lorentz
para uma particula carregada com a relagdo (carga)/(massa) = %

dada por

com o pardmetro A arbitrario.
Expressemos a equacdo (2.6.14) em termos do tempo
proprio dt? = guvdzpdzv. Neste sentido, fagamos d)x = dS onde

S é o comprimento da curva; de (2.5.50) segue que

3s? = dr?-n?d§2 ——> dS = ——— dtv ,
g
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de modo que as equacdes (2.6.14) se escrevem

azzg? U az® az® e - m az® '
de = -{UB} -a-__—[—— a_t— - g' 1+‘_“_ Fpa ‘a?—' .(2.6-—17)
Estas sdo as equagdes de Lorentz se identificarmos
e __ _m -
= = . (2.6..18)

7

14m
Pode-se verificar que a integral de acdo construida

com (2.6.4) & equivalente & integral de a¢do usual. Para is-

to basta fazer uma transformacao de Legendre para eliminar &:

s ='J-(a'V1+ﬂ!'dT - anAaﬁadT)

onde introduzimos uma constante a tal que

a vi+mr® = m ' am = —e .

Deste modo obtém-se
5 =QJf(de +ea %) (2.6.19)

que € a acao usual para uma particula carregada em interacgao
com um campo eletromagnético. Vemos entéo que a mencs de uma
constante,o momento conjugado com a coordenada 2% = r po-
de ser identificado com a carga da particula. Esta interpreta
cao fica reforcada se levarmos em conta a definicao da corren

te eléetrica jp(zl associada com a particula,
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_ . . {4)
U 68 1 1 e O H
j"(z) = = J ={C'=A 2" )2'" § (2-Z2(r))dAA
EAuizi o

. 4)
'I_(-aﬂ)zp § (2-Z(T))dr .

A integral de agao total para o .sistema, campo gra

vitacional, campo eletromagnético e particula, se escreve

(4)
_ ) g5 . 1 Hv
= J a2 ¥-y (R -~ I vaF- Y + SP

(2.6.20)

com SP dada por (2.6.19).

Temos agora o problema de como calcular a integral

sobre Z° na expressdo (2.6.20). Neste sentido, lembremos que
as quantidades qua aparecem no integrando daguela expressao
sdo independentes de LA

Na verdade; a hipotese de que todas as dquantida -
des fisicas sdo independentes de Z° foi feita por Kaluza na
sua versao original da teoria; com a denominacéo de "hipote
se de cilindricidade”. Assim, se admitirmos que a coordena-
da Z° é limitada a integragdo sobre esta variavel podeté ser
efetuada e contribuirid com um fator constante para (2.6_20),
que pode ser omitido. (E importante observar qﬁe-ao se aﬁli-
car o principio variacional a integral de ac&o (2.6.20) as

variagdes da métrica do espago~tempo v' e do potencial eletro-
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magnético deverdo satisfazer & condigido de cilindricidade,
as(ﬁguv) =0 e BS(GAU) = 0). ‘

Uma hipdtese mais fraca que a de Kaluza foi propos
ta por Klein, e consiste em supor gue todas as quantidadesﬁi

gicasg, inclusive a métrica de v°®

’ sao funcﬁes perigdicas da
gquinta coordenada. O periodo deve ser suficientemente peque-
no de modo gue qualquer medida macroscopica de uma certatmﬁg
tidade necessariamente se estende sobre muitos periodos, dan
do como resultado o valor médio da quantidade em questéo SOo-
bre um periodo. Deste modo, 08 pontos ' com coordenadas
(z% = {z",z5+2nmR}, R &€ uma constante en = 0,1,2,..., s§o
identificados. No gque se refere a integral de-acao, deve-se
fazer uma decomposicao de Fourier para o integrando e efetu
ar a integrac¢do sobre um periodo de Z°, obtendo-se assim uma
integral quadri-dimensional a qual se aplica o principio va-
riacional.

A hipdtese de periodicidade na gquinta coordenada
pode ser posta de uma maneira mais precisa seguindo-se as
ideias de Einstein-Bargmann-Bergmann, assumindo;se que a
variedade de Kaluza-Klein e fechada com relacéo_& quinta di
menséo. Jé vimos que as curvas-f, ou melhor, as geodésicas-£
sao as linhas coordenadas de 2°. Dizer gque a variedade é fe-
chada com relagdo a quinta dimensdo significa que as geodé-
sicas-§ sao curvas fechadas; que admite-se:serem continuas e
que se interceptam com,angulo zero, Por cada -pontc de Ve
passa“uma e somente uma geodésica-f e; alem disto, pode~se
provar que todas estas geodésicas tém © mesmo comprimento.As
sim, a condigdo de Klein &, na verdade, uma hipétese'sobre a

topologia de v5, e diz que v’ & um produto direto de v* (es-
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pago-tempo) por um circulo. Quando 2° descreve o circulo, is

to e, cresce de um periodo, retornamos ac ponto, inicial. Po-

de-se fazer uma ilustragdao como na figura abaixo.

~—
o]
=
(o]

Podemos entao escrever a integral de agdo (2.6.20)

sob a forma

(5) _
S'='[ d*z R /=g + Sp . (2.6.21)

Denotando por G, © tensor de Einstein em v?,

_g o1 B
Giq " Reg -3 R Yo

as equagbes gue se obtém de (2.6.21) sdo

5y 4 e 1 a8
Guv = Gy * 7 BB - TuFag ) = = Ty (2.6.22)
e
(5) ., (4) . .
1 g gl o % ¥ , (2.6.23)

B -
G % 2 Ta

onde
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vy (4)
pHY - L f zHz¥ 5 (z-z(1))at (2.6.24)
v-g
.y (4) -' o
¥ = -‘:'--J ¥ s (z-z(1))ar . (2.6.25)
/—g |

Relembremos os pontos fundamentais da  discussdo
que fizemos., A.hipétese fundamental de Kaluza € gue o univer
so tem cinco dimensées, uma tipo tempo e quatro espaciais .
Destas, uma e curvada formando um circulo de raio muito pe -
queno, ndo observavel. Com esta hipdtese uma relatividade ge
ral em cinco dimensées contem a teoria de Einstein, e uma si
metria de gauge local U{1} gue se origina da isometria da
quinta dimensdo. As componentes extras do tensor métrico cms
tituem os campos de gauge desta simetria, e podem ser identi
ficadas com o vetor potencial eletromagnético. A - teoria de
Kaluza-Klein resulta portanto numa unificacao do eletromagne
tismo com a gravitacéo.

As trajetdorias de particulas de teste sao geodési-
cas da variedade de Kaluza-Klein. Destas equag¢des, uma resul
ta ser a lei de conservacéo.dOumomento canonicamente donjugg
do com a quinta coordenada (gue € uma integrallprimeira das
equacﬁes das geodésicas). Esta lei de conservacao é identifi
cada com a conservac50'da.carga da particula de teste. Com
esta identificacao as outras componentes das equacﬁes das ge
odésicas se reduzem as equagdes de movimento para uma parti-
cula com carga e € massa m em interacao com campos eletrg

magnéticos e gravitacionais.
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2.7 O movimento de strings na variedade de Kaluza-Klein

Denotemos por ZQ(T,U) = (yu(T,c),;(T,c)) as coorde
nadas dos pontos da superficie de evolucéo cﬁjas equacées pa
ramétricas sao ZQ = ZQ(E), com £ = (Ei) = (1,0}, i=1,2.Co
mo vimos na se¢do 2.3 a integral de agdo do string se escre

ve

[£)]
1}

-N f azg /-aetiyiji =

» . - . . 1/2
_N I dzs[}ygzz“zz) --(ygzzgﬂm)(yﬁrz'ﬁz-ri] . (2.721)

Nesta expressao (Yij) & a métrica induzida sobre a superfi-
cie de evolucﬁc; e o ponto e a linha indicam derivacao cam re
lagao a T e 0 ; respectivamente.

Um calculo direto usando - (2.5.49) com

Yi4 Yo 329‘3&;
A" 3 :
conduz a
Y19 ='guv§“§“ - (E—Auia,z p ]
Y12 = Va1 = 9,90 - @G-A ¥ 'A% e (2.7.2)
Yoz = Y'Y - @Iy J

Os momentos 912 e as quantidades 7, sao defini -

das da maneira usual
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®, -, o= 2L 273

Q L}

As equag¢Ooes de vinculo para o sistema se escrevem

a2 . 2
6, = YEP P+ Wiy, 2l T o Pz =g,

ONE AL Pzt x0 . L {2.7.4)

¢,

¢, © ¢, 350 de primeira classe e sua algebra & a mesma que
(1.8.12).
Por simplicidade; vamos impor as condigdes do gau-

ge ortonormal

Z.2" « 0 R o
(2.7.5)
2542'? =0 .
Segue de (2.7.3) gue
- _ c- .q .
_ .0 s 20 _
P - NEypuy + (g-A.y ’AJ
= ca '
e
mg = N(g'-A y'7) o, . (2.7.8)
- _N 10 1 O -
T EJP“Y' (c*-ay )AJ
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De acordo com © que vimos na segdo 2.3 as equagdes
de movimento no gauge ortonormal sao

sEsh

-, (2.7.10)

as “Q o n L] L] "z |A
2 - 2" = Ty, (372 b AR Al
com as condigoes de bordeo
n., =0 em a=0,1 . (2.7.11)

Separando estas equacbes para § = 5 e Q = U, e usando os sim

bolos de Christofell calculados na segdo 2.5, obtém-se:

[tz =V Av(y v -y'Yy*Y)y -
. 'AaFav[}E-ﬁgis)iv-(E'-AByfa)y'f] , (2.7.12a)
L t-agy'P =0 em oo, (2.7-12b)

{ i;u_ynu = _{ }(y Y y Yl B) -

u . _-uu -y . o AV
-F v[}cﬁhuy )y--_(;'-Aay' yy' 7], (2.7.13a)

\ 9uaY' + {T'=A Y'BJ =0 em o=0,r. (2.7.13b)

Das equacdes (2.7.12b) e (2.7.13b) acima vé-se que

as condi¢coes de bordo podem ser expressas como
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=0 em g=0,n

Em analogia com o caso da particula esperamos ob -~
ter da equacéo de movimento para a quinta coordenada, equa -
gao (2.7.12a), uma lei de-conservac50-para uma corrente asso
ciada com ¢ string. Para isto & necessaric converter (2.7.12a)
numa equacao de primeira ordem em T e ¢ . Este procedimento,
no entanto, € muitc trabalhoso, sendoc mais conveniente usar
a forma (2.3.2) das equacées de movimento. De fato, como a

lagrangiana nao depende de [ , seqgue de (2.3.2) que

38 . amy
— =

T 7 0 ' (2.7-14)

ou, usando (2.7.6) e (2.7.7),

2o (3-a 3 - (@A y'®) =0 . (2.7.15)

Esta equagao nos sugere interpretar as gquantidades

J = Cl-AaY'a F] (20?1-17)

cCOomo a carga €. a corrente sobre o string. Denotando J‘=(Ji)=
=(Q,J) a equacaoc (2.7.14) toma a forma de uma lei de conser

vacao da corrente

2 gt -0 . (2.7.18)
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Usando (2.7.-16,17) a equacdo (2.7.13a) assume a
forma de uma equacgao de Lorentz generalizada,

i;u y..u = _{ } (Y Y -y" YIB)

v -ay'V)IFt, . (2.7.19)
A corrente associada com o string no espago-tempo

fica dada por

88

lu 3
3 (y) = =
3Auiyi

(4)
N J dtde- (C—A 'l -(c -Agy' )y § (y=y(t,0)) =

Nl (4) |
N f dtdo Q_g,r“-.:l‘y"-l ¢ (y-yl(t,0)) , (2.7-20)

e T

e & conservada a menos de termos de superficie em T g A

i
expressao acima pode ser reescrita sob a forma

u (4)
i (y) I drdc(J aiy Y § {y-y(1,0)) =

TG
N f.drdq=ai(J y') & (y-y(1,0)) .,  (2.7.21%)

onde se observa a analogia formal com expressdo: (2.1.21a) da
corrente definida por Nambu.

Uma observacdo sobre a cqrrente-J =c'-Aay'a & que
sua forma e idéntica a4 da corrente de Landau-Ginzburg para
suﬁercondutores. O termoc 7' corresponde ac gradiente da fa-
se do parametrO'de=ordem; e o termo Aay‘{-projecao do campo

A scbre o string ~ corresponde ao termo de Landau. E de se
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esperar que a matéria de strings partilhe de muitas das pro-
priedades dos supercondutores. Este & um ponto que certamen-
te merece-elaboracao.

Vimos entdo gque a andlise do movimento do stringna
variedade de Kaluza-Klein conduz de maneira natural um mode-{
lo de strings dotados de uma distribuicéo de cargas. Uma das
equacées de movimento. & a lei de conservacao da carga do
string, enquanto que as outraS'séo-generalizacées das equa-
¢bes de Lorentz. As condi¢Ses de bordo expressam a auséncia

de corrente nos pontos ¢ = 0,7,

2.8 A Variedade:delkaiﬁz&éKlein'generalizada

"Nature is not worth studying {if She
does not in fact use the Kaluza mecha -
nism at some level®

G. Marx

Na Secao 2.5 construimos a variedade de Kaluza -

-Klein v5 ( v“+1), na qual o campo eletromagnético € uma
parte integrante da geometria. A construcéo fol feita de tal
modo gque o espago-tempo v® se separa em duas partes comple -
mentares: uma quadri-dimensional, v“, que foi identificada
com o espago-tempo fisico, e uma uni-dimensional constituida
pelas curvas cujos vetores tangentes sao vetores de Killing
de v°. Nos sistemas de coordenadas adaptados, estas curvas
s&o as linhas coordenadas de Z°. Foi imposta a condicéo des-
tas curvas serem geodésicas de v, o que nos possibilitou es

crever os vetores de Killing sob a forma E = {EU,ES}E{AU,—1},

onde Au-é o potencial vetor eletromagnético. As transforma-
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¢oes de coordenadas admissiveis sobre v?®, equacées (2.5.35),
s&o tais que conduzem diretamente a& lei de transformag¢des do
potencial vetor Au por-transformacées simultaneas de coorde-
nadas (de v*) e de gauge. As transformacées-de-gauge puras
com fun¢do de gauge A(z%) séo casos particulares de
(2.5.35).onde s0 a gquinta coordenada se transforma, Zz'° =
= Z2%+A (2% . A hipdtese das geodésicas-f serem curvas fecha-
das conduz a que todas elas tém 0 mesmo comprimento, resul -
tando que a topologia de v® & um produto direto de v® por um
circulo.

A imagem geométrica que esta construcéo nos forne-
ce & de um espaco-tempo no qual em cada ponto tem-se associa
do um “esPaco interno" com uma estrutura de grupe, no caso o
grupo abelianc U(1). O nosso objetivo agora & generalizar es
ta construc¢do para o caso em gue o grupo em questido & um
grupo néo-abeliano G. A variedade resultante é denominada de

variedade de Kaluza-Klein generalizada v'™"

. Seguindo basica
mente os mesmos passos que no caso de v® a teoria que se ob-
tém & a de um campo de gauge acoplado com um campo gravita -
cional.

E importante observar gque o aspecto matematico do
problema fica substancialmente mais complexo com a introdu -
¢do do grupo de gauge nio-abeliano. Um procedimento rigoroso
para a construcéo da variedade v'*D requer uso da teoria dos
espacos'fibrados; 0 que vamos evitar. Optamos por um proce -
dimento mais simples; sem rigor matematico, porém mais intui
tivo. Essencialmente, faremos uma generalizacao direta do ca

so anterior. Ao leitor interessado recomendamos a vasta e ex

celente bibliografia sobre o assunto.



CBPF-MO-006/85

-368-

2.8.1 Campos de Yang-Mills: notacac e convengdes

Dencotaremos por G um grupo de Lie n-paramétrico,com
P a - ' : ’
parametros w , a = 1,...,n, gue suporeinos semi-simples e com-

pacto. Seja {gz a algebra de Lie associada com G e

{Ta} P T € é}
'(a=1;.- . fn)

uma base em g,, com lei de composigdo

[T, Ty] = i Ccach ] (2.8.1.)

< - c _ .C
C ap Sao as constantes de estrutura de ; ;s C ab“'c ba® Os

elementos Ta da base em -9, satisfazem a identidade de Jacobi

El‘a; [Tb;Tc]] + [Tb;[Tc,Ta:[l + Erc'[wa,-rb]:l =0 (2.8.2)

que conduz a sequinte identidade para as constantes de estru-
tura:
e .d d  ~e d

o + ¢ ¢ +c® ¢

C ap® ec bc” ea ca~ eb ~ 0

- ' (2.81-3)
Os "vetores" T, podem ser representados por matri -

zes hermitianas, e o0s elementos de G por matrizes unitarias

finitas. Assim; qualquer X ¢ G pode ser escrito sob a forma

—iwaT
U=e a : (2.8.4)
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{Ta} & o conjunto de geradores da representagao gue SuUpOYemos
ser a representacdo fundamental de G. |

Na representacao adjunta de G os geraﬁores sdo defi
nidos por

C
() (2.8.5)

: G

Tem-se que

- |
[Ta'Tb]c

L}

e d ;
C abi(Te)c . l2;8f6)

A dimensionalidade desta representacdc é n.
A algebra de Lie g- pode ser tratada como um espaco
métrico, definindo-se a métrica Iab pelo produto escalar

In cn

Como T, € hermitiana a sua norma & positiva definida, g, 6 2 O
Além disto, como G & semi—simples; det(gab).#'o. 0 teorema de
Cartan diz que G & semi-simples e compacto se e somente se
det (g, ) £ 0. Se G & um grupo simples, g.p, Pode ser diagonali
zada e todos os seus autovalores podem ser feitos iguais +1
ou -1. Se; além de simples; g for compacto os autovalores po-
dem ser feitos iguais a 41,

9ab = (2.8.8)
(Observe que para um grupo simples a expresséo-(Z.B-B) acima
pode ser generalizada para Tr(TaTb) = kaab cnde X depende ape

nas da representagao),
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Definindo
C = g Ce (239)
abc ec” ab e
tem-se que C,, & totalmente anti-simétrica. Com 9ab dada
por (2.8.8) segue que‘Cebc também € totalmente anti-simétri-

ca, e numericamente igual a cabc' (A anti-simetria das cons-
tantes de estrutura & verdade para gualquer grupo de Lie se-
mi-simples compacto).

Mencionemos; finalmente,que ao invés das matrizes

hermitianas Ta' pode—-se usar matrizes reais anti - simétricas

La definidas por
L_=i1iT, . {(2.8.10)
Neste caso,
' c _
[La,Lb] = -C7 ple - (2.8.11})

e os geradores da representacdo adjunta sdo

c c
0s elementos de G sao representados por
;8
v=e"1L . (2.8.13)

Consideremos agora um campo {y = {wﬁ(x)} que  se

transforma sob G de acordo com
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y o> ' = DIxIP{x) . (2.8-14)

Introduzindo os campos de Yang-Mills

A =a% T (2.8.15)

com a lei de transformacéo
Ao~k -mhu - %mu}”_1 , (2.8.16)

tem-se gue as quantidades

D ¥

' (au.+ igKu)w (2.8.17)

se transformam da mesma maneira que os campos y .
O operador D# definido acima € denominado de “deri

vada covariante de gauge", e satisfaz & relacgao

L , (2.8.18)

_ i
D01 = 5 F,

onde

b=t : T . L a
F =9 A = avKP'+ ig[Ku,Kv] F2 T .. (2.8.19)

yv-a

|

v vy

& o tensor intensidade de campo. Explicitando a expressaoaci
ma,
a b

_ - a _.opd _ .8 c
Fuv = Byh\) B“AE‘ gC bcApAv . (2.8.20)

A lei de transformacao de fuv pelo grupo G é
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F o+® = m?¥ w! 2.8.2

Portanto, F se transforma sequndo a representagdo adjunta

Hv
de G.

A forma infinitesimal das transformacdes de Y, Ku

B ol
e FU\J 52 escrevem

P =-¢1+1maTa)¢ = (1 + i)y , (2.8.22)
Ty _ T l > _ > - . .

Ay =R+ g e i[m,AP] ) (2.8.23)
-y -

Flv fuv - i[w,Fuv] . (2.8.24)

Passemos a dinamica dos campos de gauge. A densida
de lagrangiana invariante de gauge para o sistema de campos

(¢(x),Aﬁ}x)) se escreve

% - w,00) - 3 @) (2.8.25)

Desta lagrangiana resultam as seguintes equag¢bes de movimen-

to para os campos de Yang-Mills:

(2.8.26)

ou

W _ c. b Hv _ v
3pFa‘ aC_y, Ap F AU =37, (2.8.27)

-+ - -
onde 3; € a corrente associada com os campos de materia

y(x). Esta corrente; de modo geral;-é covariante de gauge

mas nao € conservada. Por outro lado,
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A Y b

I, =3,

, c uv _
+ g C,y AT F, (2.8.28)
@ conservada mas ndao € covariante de gauge.

0 dual do tensor intensidade de campo & definido

da maneira usual,
* . _'
Y = g e“V“BFaB , (2.8..29)

e satisfaz as identidades de Biahchi

L IV v, ru =
DHF =0 ou 3UF- +ig[A",F

v

" 1= 0 (2.8.30)

Finalmente mencionemos que © tensor momento ener -
gia associadeo com os campos'de Yang-Mills, calculado usando-

-Se a expressao (0;6-23); resulta ser

L TR R L S R PR T

Usando as equacOes de movimento (2.8.26) pode-se demonstrar

gque
uv . oav o.a ' -
BuTn =-F_ " ] . (2.8.32)
0 tensor momento-energia. total & conservado:

au(TP“[A] + ™) =0 . (2.8<33)
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2.8.2 A geometria da variedade de Kaluza-Klein generalizada

5 4 -
As coordenadas dos pontos de v M gerdo denotadas

zZV, @ =1,...,(4+4n), com a seguinte separacio:

' Z“, W= 1,0..,4, _sao as coordenadas do "“espago-tempo™

Ci, i=5; ...y {44m}, s30 as coordenadas do "espaco-interno",

em analogia com a construgido da variedade v®.

+I1

- 4
Escreveremos o tensor metrico de v sob a forma

(Ygg) ='{- ===~ - - . (2.8-34)
Yiv
Passemos A identificacdo dos diversos blocos da matriz acima.

Para que o raciocinio intuitivo fique claro, vamos imaginar
que v®*™™ tem uma "estrutura de folheagdo", como na figura

abaixo.

124 +52¥)

{z¥}
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Nesta construgdo cada folha & rotulada por um conjunto {z"} ,
e os pontos na folha s3o rotulados pelas coordenadas inter-

nas {z1}.
Consideremos dois pontos vizinhos em vu+n, com as

coordenadas ZQ e ZQ+dZQ. 0 quadrado da distancia entre es -

tes pontos & dado por

ds? aziazt -

Yor

UV n,_Jj i.,v i.,.3
vadZ-dZ + Yujdz"dc + vy,857d27 + Yijd; dcY .(2.8435)

Para um deslocamento contido numa dada folha dz! = 0, e

.dcidcj .

2 _
ds® = Yi4

Deste modo, somos levados a identificar Yij como a métrica

no "espaco interno"; denotaremos

i3 7 945

A inversa de gij sera denoctada glj. Deslocamentos em v“+n

com dZ = 0 serdo denominados de "paralelos a folha".

Um deslocamento "perpendicular a uma folha" sera
identificado como um deslocamento no espago-tempo. Aqui € pre
ciso ter um pouco de cuidédo com a nocéo de "deslocamento per
pendicular i uma folha". Ocorre que um ponto da folha {2%} ,
com coordenadas'{ti}; de modo geral néo estad "alinhado" com

© seu correspondente na folha {z"+dz"}. com isto gueremos di-
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zer que um deslocamento no espago-tempo, no sentido dado aci-
ma, de modco geral implica numa variacdo nas coordenadas cl,cg

mo na figura abaixo.

o1 . .
{27} (z¥+az%}

I'd
'
7/
1

|

1

! |

. {z%"}
{;i}

Uma definicdo mais precisa de um deslocamento (62”,6;1) per -
pendicular a4 folha é a seguinte: (qu,éci) deve ser perpendi-
cular a gqualquer deslocamento (0;3§i) paralelo & folha. Deve-

-se ter entao

. f{o
1 BT | , _
(Gz'%at’(*nz’[zci] "

donde resulta que

13, ez . (2.8.36)

Esta € a condigdo que.aci deve satisfazer para que Gfldﬁﬁﬂﬁcﬁ
seja perpendicular & folha no sentido dado acima.

Com esta condicao, o deslocamento_(ﬁzu,-gijy 52" )

V]
ndo estd contido na falha, e & definido como contido no espa-
co—-tempo. Em outras palavras; este deslocamento esta contido
no espag¢o complementar a uma folha. 0 quadrado do seu compri-
mento fica dado por

(GZP-giJ

" 1
Y4027  {voe) T o =
jv QI . -glkrkvﬁzv

=y, . 13y sz¥s2Y = g - sz¥szY
= (va-YuiYUjg )SZYEZ" = gpvﬁz.sz" , (2.8.37)
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onde

= ij e s

& identificada como a métrica do espago-tempo v"'.
Obtivemos assim a seguinte forma geral para o ten -

sor métrico da variedade de Kaluza-Klein generalizada:

Tui

| Fuv*TusYvy9
(Ynz) S | - -
Y

V3

A expressdo acima nos mostra gue as geometrias do
espa¢e interno e do espago-tempo sao acopladas., A pergunta
gque se pode por neste ponto;-é se existe algum sistema de co-
ordenadas no qual as duas geometrias sejam desacopladas. Em

tal sistema de cocordenadas a forma de (Ynz) gseria

Se lembrarmos da forma final da métrica da veriedade de Kalu~
za-Klein vs; equacﬁo (2.5-49), podemos concluir gue tal desa-
coplamento; naguele caso; 80 seria possivel se Au = 0. No nos
so caso, se isto for.possivel; néo poderemos intfoduzir uma
estrutura de campos de gauge na geometria. A condicao para que
as duas geometrias se desacoplem sera obtida mais adiante.

vamos introduzir uma base local { “vieibein" )

{e(A)

o } , A,B, sdo Indices do espag¢o tangente, definida por
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Vo€ ay e it = o = diag(+1=1....) (2.8.40)
Qz (A) (B) AB - g L . r - -
(A) (B _ '
0s indices de "vielbein" serac separados de acordo com a
correspondéncia
2 = (u,1)
+ ¥

A = (m;a) .

O nosso objetivo agora € reexpressar as conclusdes

a que chegamos no inicio desta secao em termos da base {eéh)}.

Isto €, queremos expressar em termos desta base as condicées
de deslocamento paralelo e ortogonal a uma folha, e, finalmen
te, a métrica.

Consideremos entdo um deslocamento na direcdo A, pa
rametrizado por 6e . A variacéo correspondente nas coorde~

(A}
nadas se expressa por

£ _ 8

§z% = e (a)

@a) % =

{m) (a)

! 9
G AN A
Esta Ultima expressac se separa em
B (m) - u o {(a)
827 = (m)de + a- (3)66 ’ (2.84—42)
i i (m) . _1 (a)
§z” = e (m)GE + e (a)GE . (2.8.43)
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De acordo com 0s argumentos gue usamos anteriormente, zH nido
deve se alterar se o deslocamento for na direc¢do (a). Neste

caso,

ﬁzu =0 = ep(a)ée(a) ’

donde resulta

€ (a) =0 . (2.8.44)

Usando a definigio (2.8.7) e a condicdo acima tem -

-se que

(M) (@)8 o olm) lalu ) (a)i_ )  (a)t

e u i i ’

donde se obtém

e™ =0 . (2.8.45)

Note que e(a}

i relaciona indices correspondentes e, evidente-
mente, néo podem ser todos iquais a zero, donde se conclui
que (2.8.45) e valida.

Obteivemes assim o seguinte conjunto de condicaessg
bre os "vielbein":

¥,y =0 =t (2.8.46)

m) _ o - e )1 . (2.8.47)

Finalmente; vamos impor as condigOes andlogas a (2.5.60) e
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(2.5.61), isto &, vamos impor que ei e eV
(a) {m)

dam das coordenadas externas e internas, respectivamente:

nao depen-

3 i

g M €@ ° ° (2.5-48)
2 I _ :

;EI e'(m) _.9 . (2.8-49)

Usando as condi¢des (2.8.46,47) e (2.8.48,49) e a

definicao (2.8.40), podemos escrever que

_ () _(B) _. (m}) _(n} {a) _(b) _
Yoo = Mag® 1€ v T Mmn® w® v Y Tap® uw® v T

_ (m} _(n) (a) hj (b) =

= Mppe ve g *lege plg T leppe ) F

- + B, g"B (2.8.50)

_ (a) _(B) _ (a) _ (b} - o
Yug = Nype lie j = n.pe L€ 5 an ’ {2.8.51)

_ (a)y _(B) _ (a) _(b) _
Observe que, das equacdes (2.8.48,49), e( a)_ (a)(cji e
e?m) = e?m)izﬂ)e portanto 9y4 = gij(C) e gpv=gpv(z ). Tem-
-se também que

= (a) (b) _ N
Buj._ ﬂab Y (Z2)e (Z) = Bpj(z'C) ' (2.8.53)

de modo gque as dependéncias em z% e z' estdo separadas. 1Isto

& importante para que vamos fazer mais adiante.
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: Finalmente; podemos escrever a métrica de yhin em
termos das quantidades definidas acima:
) hj !
| gpv+Buhg ij E Buj ] )
(YEQ) = - -=- J (2-8-54)
Buh ! 94n

Observemos que © procedimento que conduziu a expresséo acima
nos fornece, de maneira clara, muitas informacaes sobre as
diversas quantidades envolvidas. Estas informag¢des também es-
tac contidas na expressao.(2.8-39), embora nﬁo esteja tdo cla
ro.

Vamos agora procurar as condicées tais que num dado
sistema de coordenadas as geometrias do espag¢o-tempo e do es-
pag¢o interno se desacoplem. Por COVariancia, se tais condi -
cﬁes se verificarem num sistema de coordenadas, ent?o elas se
verificarao em todos os outros. Suporemos gue todas as trans-
formacdes sao inversiveis.

Consideremos a lei de transformacao dos "veilbein",

ab
s _ 2zt )
e . = e -
1) 32“ >

Como as condi¢des (2.8.54) devem ser preservadas,deve-se ter

i

sm _ 3zt m _ 3zt m ag® w2z _m)

0 = _ = = = = =3 € .
j 57d L 5T u 7] kK 8T s

Logo, as transformacdes de coordenadas devem ser tais que

az" ' L =3
—= = 0 e, portanto, 2" nao pode depender de - .

3T
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0O tensor métrico se transforma de acordc com

szl 3zl

Y, Y
ar = g0 o7 T

A condicdo para que as geometrias se desacoplem nas novas co-
ordenadas & que Tui = 0. Usando a expressao acima esta condi-

cao conduz a

2z’ ac S k (az“ N agt v} = 0
97" op) Tk oyl ozt VK T agH ik '
ou
gV i ;
a2z S 9L '
— Y Y =0 . (2.8.55)
Mas,
art (acil' 3z"
— -1 —_ ’
YA Y AC T} s
onde ( )_ significa que a derivada é calculada com L mantido
C
fixo. Segue de (2.8.55) que
i . .
z — .

onde definimos Bvl = Yikak,.Diferenciando-a expressao acima,

i i i i
et | { a.] g i °B,, . [ack] °B," B, B k By
0z 3zM azH-E Voo azH a7 ¥ z ags 3zP M 5F

3

As condicdes de desacoplamento das geometrias podem ser ex -

pressas por
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m2.1 T w21 . .
(25 - 1) (2.8-57)
azVaztlo  lagHegVio ,
4 _ 4
Definindo as quantidades
i i 1 i
gD B gk Dy gk (g
H az¥ 2% 3L 9L
a condigao (2.8.58) se escreve
i
T 0 ] {2.8.59)

Encerramos neste ponto os desenvolvimentos sobre a

. . 4N
geometria da variedade v .

2.8.3 EsPecificacéo do espa¢o interno
O espacgo interno de v*'" seri considerado como a
variedade y§ associada a um grupc de Lie G (semi-simples, com
pacto, nao—abeliano); as coordenadas dos pontos em yu séo oS
;i, como ha secao anterior. Como na secao 2.8, {Ta} e uma
base em 91 (algebra de Lie associada com G), cujos elemen -
tos satisfazem a equacao de estrutura (2.8.11); (Observe a
mudanca de notacéo; os indices a,b,c,..., tém o mesmo signi-
ficado que na segio 2.8.1, isto &, sdo indices de 9,).

Por uma transformacao infinitesimal em G;Ikm+hfﬁa,
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S

7 =
1

os pontos de u sofrem um deslocamento infinitesimal ¢
=t maNal, onde introduzimos o campo de vetores ﬁi = {N

Na variedade u o gerédor_iTa & representado pelo operador di

ferencial Nai —EI P
.14
. - =11 3 : '
1Ta = Na EEI - (2.8.60)

Note que det(Nai) # 0 porque os T, sdo linearmente indepen-

dentes. Das equagOes de estrutura {2.8.11) segue que

1 N’ LN j -
Na =1 - 8% i = C apVe » (2.8.61)
az 3z
ou
£ 'ﬁb = [Na,ﬁbz = ccabﬁc . (2.8.62)

Estas equagées séo denominadas de equacées de Lie. De (2.8-62j
acima vé-se que estas equacgOes tém uma interpretacao geometri
ca clara, ja que ¢ lado direito representa uma rotacéo com
relagdo ao indice b, que é um indice do grupo.

A métrica sobre o grupo sera escolhida como a métri
ca de Cartan Gab' A gquestdo agora & escolher uma métrica em
p. Na verdade, tem-se uma maneira "natural” de definir esta
métrica como aquela induzida pela acao de G. E suficiente im-
por que as-operacaes do grupo correspondam a isometrias  de
Hs, © que significa dizer que as disténcias entre pontos de
sao preservadas pela acao de G. Assim, para cada gerador enm
9 tem-se um vetor de Killing associado, e estes saq precisa-

mente os vetores ﬁa.='{Nal}. Denotando por gij a métrica so -
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bre y, devemos ter entio

'Eﬁ gij = 0 vjNai + vV

a

iNaj =0 , {2.8.63)
onde V; denota derivacao covariante com relacao a métrica gij
(e coordenadas Ci). A solugao mais simples que podemos escre-

ver para esta equacao e

- s nind
g = GabNaNb . (2.8.64)
Da teoria das variedades de grupos sabe-se que 0os

vetores de Killing sao os "vielbein” e%a)(;).. Lembrando o

que fol feito no caso.da:veriedade de Kaluza-Klein, vamos in-

troduzir os isovetores Ku {Aﬁ(z“)}_ pela relagio

-Buj(z;g) AE(Z)Naj(g) . (2.8.65)
Os vetores Ku seréo identificados com o8 potenciais de gauge.
Observe que para isto é necessario ajustar as dimensées des -
tas quantidades, o que ser3d feito mais adiante introduzindo-
-se constantes com dimensaes apropriadas.

O tensor intensidade de campo Fiv surge na teoria
atraves da definicao (2.8.57). De fato, usando (2.8.65) encon

tra-se que

gl _ i ' .y
Fv = Fula - (2.8.66)
onde
a. _ - a.a,b..a _b._c ,
Fly = BuAv -3 A +icT A OV (2.8.67)



CBPF-M0O-006/85
=386~

44N

Reescrevamos © tensor métrico de v usando
(2.8.57):
b ( a
| Iuv GabA uA v | Au N

Usando (2.8.68) o quadrado do elemento de linha em

4 4
v n se escreve

das?

TR a .,i,a .0, j b 4,8
g, dz"az’ss  ? artea® az )(ijdc 2P azfy =

B

(4
dS;

‘a8 © (2.8.68b)

(n)

A parte correspondente a variedade do grupo, dS®, pode ser es

crita sob outra forma que nos serda mais atil. De fato,
(u
dSL

i..a Oy . j ..b
r_dcl+ia® T_az )(1ijde; +iA°,

-1 B

- i ,» o + j -+ R
—TR(iNidC +iﬁudz }(ideC +1ABdZ ) .

As quantidades iﬁidcl sdao as 1~-forma diferenciais de Maurer-
—Cartan.Pode-se demonstrar que se g € 6 & o elemento corres —

pondente no grupo,

g~ lag = in 37 att . (2.8.69)
iaaTa
De fato, consideremcos a agcao de T = e sobre g(A} ¢ G on

de A & um pardmetro:
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Tg(A) = glz(Ajw)) = e 2 glz)] .

Diferenciando esta expressao com relagao a Ma

em w = 0, obtém-se

iT_glt ()] =

I
—_—
Qr?
LB
b
=
4]
g .
[ —
g
"
o
"

e

calculando

o gue esta em acordo com (2.8.60). Podemos escrever gue

dg = i‘ilr azt = 1 Niadci .
3z

Desta 0ltima expressdo obtém-se (2.8.69).

Definamos as i1-forma diferenciais

A(2) = iKdeB ,

e as quantidades

w=2g""dg + ¢ A(z)g = g"'Dg

‘2.8-70)

(2.8.71)

Geometricamente w sac as 1-forma de conexao no espac¢o cotan -

gente, tomando valores em 9 . Com estas definig¢des, segue que

{u)

2 _ _ \ _
ds< = TR (w.w) =

1 1

Dg.g  Dg)

~Tplg

(2.8.72)
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Verifica-se sem dificuldades que pelas transformagodes

9"'9’=]Ug ’

(2.8.73)

UDADT + wap™! .

B
1

A >

tem-se que w-+w = w . Neste sentido, diz-se que w & invari-
ante de gauge. Consequentemente, égl também & invariante de
gauge {0 que esta de acordo com a hipdtese que nos conduziu a
(2.8.64) de que G & grupo de isometrias de u ).

Estes resultados nos permitem escrever o quadrado

+1

do elemento de linha em v" sob a forma

as* = g, dz¥az’ - 1 (g7 Dgg™'Dg). (2.8.74)

Na expressdo (2.8.65) os campos Ku(z) foram identi-
ficados com os campos de gauge mas, naquelas expressaes, es -
tes objetos'sao adimensionais. Como se sabe, em unidades natu
rais, os campos de gauge num espago-tempo D-dimensional tem
dimensdo de [M]g'-1 onde [M] significa dimensdo de massa.As
sim, se faz necessadrio .introduzir na teoria um parametro, P,
com dimensdo de massa. O procedimento é o seguinte. Tomemos
as constantes de estrutura como numeros adimensionais; os ge-
radores da adlgebra de Lie tem dimenséo de inverso de compri -
mento, isto &, de massa: [L]_1 = [M]. Para que as dimensdes

dos dois membros das equag¢des de estrutura (2.8.1a) coinci -

dam devemos escrever

c
[T rTpl = 1PC7 0T -
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Denotando por g a constante de acoplamentoc (come em (2.8.19),

devemos introduzir na definicdo (2.8.65) o fator gp-1 isto

r

€, os campos de gauge devem ser definidos como

-1 .a
D
2-3
Agora, [g] = [M] de modo que
| R
lgp-'a1 = 1 'm0

O parametro p é fixado da seguinte maneira. Com o
tensor intensidade de campo-definido por (2.8.19), o escalar

44N
de curvatura em v ge escreve

(4+n)  (4)  (n) .
R = R + Ry=-y g o2 TR(FF?.ng) . (2.8.75)

de modo qué a integral de agido de Einstein fica sob a forma

1 (4+n) (4+n) 1 4 (4)  (n)
S = ET?E f av R =% f 4d*Z( R + RG ) V=g
- 2 1 4 FUV
+ (Egﬁf) 3 J a“z /=g T, (F"V.F ) (2.8.76)

uv

onde V

G cX® & o volume na.variedade do grupo e k = 161Gy ,
onde GN € a constante gravitaciocnal de Newton. Para gque (o}
tltimo termo de 2.8.76) seja identificado com a integral de

agdo de Yang-Mills deve-se ter

E?—#,-1-==>p—1-9l J—‘?—me' , (2.8.77)

4v5s N 4/
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onde m, = G§1/2 2 a "massa de Planck". Com este esquema todas

as constantes ficam ajustadas, e serao omitidas por simplici-

dade de notacao.

2.9 0O movimento geodésico na variedade de Kaluza-Klein gene-

ralizada

As equagbes da trajetoria de uma particula numa va-
riedade riemanniana séo as equacéeS'das geodésicas que, con -
forme vimos na secao 0, sdo as equacgdes de Euler-Lagrange pa-—
‘ra a lagrangiana (0.3.4) ou (0.3.5). Uma analise = detalhada

- : b+
destas equag¢oes na variedade v n

requer a separac&o das par
tes correspondentes ao espago-tempo e ao espag¢o interno. A in
terpretagdo destas Ultimas € mais clara quando sd3o  escritas
como equacﬁes diferenciais de primeira ordem ja que, na verda
de; elas expressam a lei de conservacao da "carga de cor" as-
sociada com a particula. Assim, vamos utilizar o formalismo
hamiltoniano que nos conduzira de maneira mais simples a for-

ma desejada das equacdes de movimento.

Consideremos entao a lagrangiana

Q E .
1 az* ag*
L=3Ys d dc  ’ (2.9-1)

onde T € o tempo préprio;-(ver segao 2.6)-e.guv = Ny Usando

(2.8.74)
fedn, PP 3 BB - g
1 gugv 1 :
=2 "y AS AR NG 2% ) ' (2.9.3)
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onde definimos o isoveto:

T _ o _s~1Dg _ _ @ i ,a o :
I=-1g” g2 =1, = v, 20T, (2.9.4)

Denotando por-pQ = (pu,ni) O0s momentos canonicamen-

Q

te conjugados com as coordenadas 2% = (Z“,;i}, encontra-se que

m. o= 2L o N, (2.9.5)
él

Qr

p. =2 + I%_ . (2.9.6)
A hamiltoniana canodnica fica sob a forma
H, =p z¢ + wiﬁi - L=

=1 U a o0 a0 b,
= 3 I I+ 3 (Pa"Aeula)(p —AhI ) =

_1 1 o o
= 5 TRE.1) + S(p -1y XK ))) (p%-T (T.X% .
{2.9.7)
0s colchetes de Poisson fundamentais sdo

Como a hamiltoniana estd expressa em termos de Ia e naoc de
m., . precisamos dos colchetes de Poisson entre estas varia-

veis. Usande (2.8.60) podemos escrever

. ...=ig—,=. a.
{g(;)'“j} acj iN JTag ’
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donde segue gque
{g(c),xb} -img . (2.9-9)
Usando a identidade de Jacobi,
{{1,,1,},q} = {(xb.g},xa} + (g, 1,},1,} =
= -i{Tyg, I} + i{T 9,1} =
= -[T,, T lg = -i Ccachg
Comparando este resultado com (2.9.9), obtem-se

_ L .C -
{Ia,Ib} = C abIc . (2.9.10)

As equacOes de movimento para a particula podem ago
ra ser obtidas sem dificuldades. Consideremos primeiramente

as equagdes para o vetor I:

S - Cpo
ib = {I,,H,} = -¢C pelaly & .
ou
+
dIl _ + » 0y
gr = [1.A,12 . {(2.9.11)
Tem-se também que
a + 4 d |
& TR I.0 = 5 (I, =0 (2.9.12)

de modo que © vetor T executa um movimento de precessao no es
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paco interno. As componentes deste vetor sao identificadas com
a carga isotopica da particula. A corrente associada com a

particula fica dada por

v _6s _ & | 4—1Dg _-1D
b e fm ] - @ BT B

.U (4)
J drt Ia(r)z (t) § (2-Z2(1t)) . {(2.9.13)

Das equag¢des da trajetdoria sdo obtidas a partir de

{(2.9.6) e

v o _ a ba
p, = {pv,Hc} = (p,-A aIa)IbavA

Destas equacdes obtem-se

)2% . {2.9.14)

As equagdes (2.9.11) e (2.9.14) sac as equacdes de Wong, ob-

tidas na sec¢ao 0.5.

2.10 'Strings'com:CaféaZNadéAbeliana

Com os resultades das secdes anteriores, a obtencgdo
das equag¢Oes de movimento para o string na variedade de Kalu-
za-Klein generalizada nao apresenta dificuldades. A métrica

induzida sobre a superficie de evolugdo I fica dada por:
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RN ¢ BRI » : .
. a2 'ad ’ . '
Ymn ¥ Yoz ™ gt {m,n =1,2) , (2.10-1}
onde {E ! ='{1,0}, e z% (t,0) = (y“(r,o),ci(T,c)) 550 as coor-

denadas dos pontos de I. Usando (2.8.68a) obtém-se

FLXE To RS T

S Hpa V 1E 1& TSRV -1 Dg -1Dg
ng 2'°-T, g ) ng Z TR(g s 9 m)

(2.10.2)

Impondo as condigdes do gauge ortonormal as equa -

coes de movimento resultam ser

- z21iz8y L (2.10.3)

com as condigodes
(n
/ =0 em c=0,1 , (2.10.4)

de acordo com (2.3.7}).
De modo a podermos definir a carga e a corrente iso
toplca associadas ao string, vamos passar para o formalismo

hamiltoniano. Tem-=se gue

3 .3
P, = 28 oy
o = 50 " Yaz
e
_ b >
Ty = Tg = “YgpZ'
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(N=1), donde segue que
_ Ay o1 v, _ a :
Qi SR AU AR W ACTES Fe S (2.10.5a)
— .\) c
91 = g, 2% 1, (2.10.5b)
e
- N 2 lj' ‘ot Vy a
Ty = Ni (Njag +Aavz ) = Ni Ja' (2.10.6a)
_ 'V _ aC.
ﬂu = guvZ A hJc' (2.10.6b)

onde definimos os isovetores

i i
T - {1,-N aé?i}-, T S LT I

Procedendo como no caso da particula, se¢3ao anteri-
or, os colchetes de Poisson para as variaveis I e J sdo de-

finidos por

I 60) T (0Y)) = T blo-a’) ,  (2.10.7a)
-{Ja(c),Jstd')} - €, 3 8l=0") (2.10.7b)
{Ia;Jb]' = 0 - ‘2-10-70)

Com a hamiltoniana dada por

H = [-_do(y“-ZQQS%; Yrﬂz‘PZ'h) =0 ,
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obtém-se *)
SN | > > |
com
F=0 em o0=0,7 . (2.10.9)

A corrente isotdpica associada com o string fica
dada por
Ta=—a ~ I a*g [1,2°-7.2'"] & (%-Z(£)) . (2.10210)

SA a a :
~H '

de modo que T & identificado com a carga isotépica, e 3

com a corrente isotépica sobre o string.

As equacdes da trajetdria ficam sob a forma

gH_g*W - _ {a‘-‘s}(é“iﬁ-z'“z'B)'

NPLAE i SR 1 T LAk i SO ST L

(2.10.11)

(*)

Os calculos que conduzem as equacoes (2.10,8/11) nao apresentam difi -

culdades mas sac longos, e foram omitidos por economia de espacgo.
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Capitulo 3: EXTENSOES DA TEORIA E OUTROS DESENVOLVIMENTOS

FORMAIS

3.1 strings com massas nas extremidades

Apesar de toda a beleza da estrutura da teoria dos
strings nao foi possivel (até agora) se construir uma teoria
quantica consistente num espago-tempo com dimensdo D # 26. Ou
tras dificuldades surgem quando se constroi o modelo de
strings para a teoria dual das interacﬁes fortes. Por exemplo,
o modeld teérico prevé uma trajetoria de Regge para os ha =
drons com intersecao igual a 1, resultado que difere dos da -
dos experimentais por um fator de 2.

A impossibilidade de se construir uma teoria quanti
ca consistente nos leva a pensar em modificar a acao de Nambu
associando-se ao string estruturas com carga, massa e spin.

0 modelo de strings com cargas (localizadas nas ex-
tremidades por imposicao da invariancia por reparametrizacées,
no espaco-tempo de Minkowski) nio conduz a solucéo de nenhum
destes problemas. A introducao de massas localizadas nas ex-
tremidades (pela mesma exigéncia referida acima) também nao
produz resultados significativos com relac&o a estes proble -
mas. Para um dos modelos que vamos considerar, a trajetoria
de Regge & deslocada para baixo, mas néo o suficiente para fi
car em acordeo com os dados experimentais. Alguns autores le -
vantarem a possibilidade de'que a dimensao critica de D=26 po
deria ser consequéncia da auséncia dos modos longitudinais de
vibracao.no modelo de Nambu. Estes modos surgem de maneira na
tural quando a acao do string & generalizada para incluir mas
sas nas extremidades. Uma analise profunda destes modos de vi

bragdo mostrou que a sua presenca nao altera substancialmente
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a situacao, ja que a dimens?o critica se reduz apenas a D=25.
No entanto, estes modelos tém seu valor sob o ponto de vista
tedrico e uma anéliée dos mesmos é bastante instrutiva.

Como ja mencionamos, a invariancia sob reparametri-
zacées requer gue a massa seja localizada nos ~extremos do

string. Assim, a integral de agdo fica sob a forma geral

T, | o, (1) 2 2 :
S = -N I dr do /=g = } m; J Vaig(r,oi(r)) '
T 01(1) i=1 T

1 _

(3.1.1)
onde admitimos que os valores de ¢ nos pontos extremos, onde
se localizam as massas m e m , possam depender de T . Esta
mesma hipotese foi feita no caso das cargas nos extremos do
string e, naquele caso, vimos que a escolha oy = cEE néo afe-
ta & dinamica de sistema. Isto também € verdade no caso due
estamos considerando 86 que, como veremos a seguir, .nao e tao
dbvio devido a forma das condicées de bordo.

No gauge ortonormal,
y.y* =0 , yisy'? =0 (3.1.2)

o principio da agao conduz as equacées de movimento
SU _ _uM _

y {(3.1.3)

e as condicdes de bordo

m *H . -I_.U' - mye
l-é%.[' vyt Ha _] =y g%, o=o {0, (3.1-4a)

) Vi v-et)!
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M a (_§F+u!96_

N dt |, 5
VL§=(1-&=f-

= -ytbyts , o =0 (1) . (3.1.4b)

Com¢ ja sabemos, a solugdo geral das equacoes de

-

movimento (3.1.3) e
Yu(T,O) = fu(o41)4g“(o-1) = fu(q)+gp(8) ¢ (3.1.5)
onde as funcoes f¥ e gu devem satisfazer a

£f'? () =0, g*?(g) =0 , (3.1.6)

como consequéncia das condigdes (3.1.2). Nestas expressoes
(') significa derivada com relagdao ao argumento.

Substituindo (3.1.5) em (3.1.4a,b) obtém-se

a=a, (t)=0, (T)+1

m; 1Y S .q'H 5 N .
=3 (f (a)a+g :(3)?.r{= £V (@a-g' M (B)B o
Ve Ha)g' | (8)ad B=8, (1) =0, (¥} =1
(3.1.7a)
a=a, (T)=0, (T) +1
m _ VM « LM - ) . 2 2
Tz%[f "{a)a+g (Bl? 1] = _f.u(a)&+g.u(3)8
V&f'"(a)g'u(s)aé 8=8, (1) =0, (T)=1
(3.1.7b)

Integrando estas expressdes com relagdo a T resulta:

WA T V.
my +y'"o _
= = — = £¥(a,)-g¥(8,)+c} = AMia,,8) . (3.1-8a)

N .2 .2
V-y (1-01 )
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..U' e M2 . _

m, Y- +y "0. _ _
' £ H Hoz M Y

N VfT_"“*T:W = _f-(az)fg-(ﬂz)-bc2 = Aé(az,szj . (3.1-8b)

-y’(1-o%)
donde segue que

m, _
. - _1,,.2

Projetando as equacﬁes {3.1.8a,b) ao longo de y'utt,oitt)) ’

e levando em conta que
. u ! _ [
Y'-(TlﬂilT)) = Ag(ﬁifﬁi)

obtém-se

mg _ ¥ay 'y 13 2y
w = AplogsBy)dy, (ay,B5) = 5 57 Ajley.By) =0

N -
Vg2 (1-01)

Logo, 61 = 0 e os pontos extremos podem ser determinados fa-
zendo-se a escolha usual U, = 0, g, = T.
Com os resultados obtidos acima as condigoes de bor

do se tornam mais simples,mas continuam ndo lineares:

m, L

d _ 1H =
w I -Y—_ =y (c=0) , (3.1.10a)
V_Ya .
m *L
< a@_r_ X - y'* (o=m) . (3.1.10b)

Estas condigGes, como se vé, sdo equag¢dOes de movimento  para
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particulas de massa m;, sob a agac de uma tensédo Ny ' MazrH,

A solucdo geral das equagbes (3.1.3) com as condi -
cées (3.1-10) & obviamente muito dificil de se obter em Qirtg
de da nao linearidade destas Ultimas. Observe que estas condi

¢0es resultariam lineares se tivéssemos tomado como integral

de agao para as particulas

Isto € equivalente a se tomar o=par§metro T como proporcional
ao tempo proprio das particulas. Esta escolha pode. ser imple-
mentada através da liberdade de escolha dos parémetros . gue
ainda é admitida pelas equacﬁes (3.1.5).

Passemos a andlise de um modelo especifico. Sem es-
pecificar o gauge ortonofmal e escolhendo o parametro =y’ =t

integral de acao fica sob a forma

.

’ A . ~1
§i-N f at I do V41-§=)§'?+(§-§'J

; 2 . . ) X o )
;m.zfat%&; , (3.1.11)

i=1
onde tomamos massas iguais m =m, =m. As equacées de movi-
mento do string sdo |
2 EEJ.?EE -0 | (3.1.12)
. -a_-E . 1 ﬁ 3+' [ 4 s lan
: 3y Y .

e as condicoes de bordo se escrevem
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3t - = —-ﬂ:: em g =10 .' (3.1¢133)
> 3y :
ayl
o (3de_(2)) ok
.g.E [ F.’ = +S em =7 {3.1.13b)
- By‘ ' :
Byz
Escolhamos
_ cosut
> .
y = plo)|sinwt (3.1.14)
0

onde p{c) & uma funcao nnnoﬁﬁﬁsa,@a modo que o© string néo se
dcbra sobre si mesmo. Esta escolha corresponde a uma rotacio
rigida do string no planc y',y?, e é uma generalizacido do mo-
delo que analisamos na secdo 1.7.

As equacdes de movimento (3.1.12) sdo identicamente
satisfeitas por (3.1.14) enguanto que das condi¢des de bordo

{3.1.13) obtém-se

mw? 1-w?p? ()} _ 1-w?p? {0)
N D{ﬁj - p(o) [ ﬁ3.1_15)

donde segue que

131

i 1 . } ' :
0(0) = —p(n) = Ve rotmw)? - ma'me _ , ,(3.1-16)

W

onde usamos que N = 1/27ma', Esta solucdo corresponde a se to-
mar wp{0) < 1 de modo que a velocidade dos pontos extremos &
menor gque a velocidade da 1luz, v < c¢.

A densidade de momento do sistema fica dada por
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my .
® =2L =@ + —E (§(0)+6 (1=0)) (3.1.17)

A energia E e o momento angular J,

m .
E=| d0 9, , (3.1.18)

¢
o

J=| 40 1, R ~y, 9 (3.119)
L

podem ser calculadas sem dificuldades:

e T . . . '
E = -2, V/1 + EEEE— {arc sin 1 +Y iwga ] '
Vh oo e |
' (3.1.20)
__at . 2mmo* ' /2wma"
J = Y TTL (1 + _T, arc sin :l

4 ana"

(3.1.21)

A trajetoria de Regge principal (a que corresponde ac momen-
to angular maximo para uma dada energia ) J = J(E?) se obtém
eliminando-se a destas expressoes.

Para (2mma')/a << 1 tem-se que

o
I

- 8 mw,3/2 . : fof m 5/2 |
2 — —— . —
o*E? [1 - 3= (& + @[(E) ]] (3.1.22)
Esta equacdo € valida para E >>m e J >> a'm*. No limite
m > 0 reobtem-se o resultado para o caso sem massa. A traje-

toria principal é assintoticamente reta, J + o'E? com E + o,
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A diferenca qualitativa essencial entre este modelo
e 0 modelo sem massa estd na presenca do; medos. de oscilacées
longitudinais. Para fazer uma analise simples destes movimen-—
tos basta restringir o movimento ao eixo 2. As equacées de mo

vimento e condigdes de bordo para este caso sdo:

zl

53_ 0 (3.1-23)
‘/zlz
d Zz
m gy ——— = - N{(sgn 2') , (3.1.24a)
a % -
m gf ———— = N(sgn z') . (3.1.24b)

V'—I

De (3.1.23) segue que sgn Z' e independente de o ,
isto &, sgn 2' = sgn(Z,-%,). Suponhamos que em T = 0 tem-se
Zz_> Zl. De (3.1.24a,b) segue que Z, e Z, se aceleram um na

dirécéo'do outro sob a acdo de uma forga constante. No instag

te em que Z, = Z a forca muda de sinal, de modo que quando

Z, < Z1 os- dois extremos continuam a se acelerar um na dire -
cio do outro. O movimento & portanto oscilatdério (mas, certa-
mente, nao & harménico. simples). O periodo de oscilagdes de -

pende dos dados iniciais; por exemplo, guando a separagdoc ma-

- - : 1
xima & 22, o periodo & T = 4 V(zo+2nma')3-(2nma')2 e ave

. - - - ]
locidade maxima dos extremos e-Vf1-[(2ﬂmaf)/Z°+2ﬂmu']’ .

Um limite ndc relativistico da teoria do string foi

(*)

estudado em detalhes por Chernikov e Shavokhina . Eles mos-

traram que as duas particulas ligadas pelo string se movem co

(*)

Nao sabemos exatamente qual foi o "limite nao~-relativisti-

co" estudado por estes autores.
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mo sob a agdo de um potencial efetivo que cresce linearmente

com a distancia entre as massas:

vit,,2,) = nc|E )-2,10)] .

Este potencial tem carater universal no sentido de que nio
depende das propriedades das particulas. £ interessante ob -
servar que na'cromodinamica quéntica, quando se ignora o
"loop" de férmions, obtem-se um potencial linear com as mes
mas caracteristicas.

Abandonando-se a imposigdo de invaridncia sob repa
rametrizacées, em ¢ pelc menos, pode~se construir muitos mo-
delos de string com distribuicao continua de massa que se re
duzem ao modelo usual no limite de massa nula. Um modelo in-
teressante que mantem a invariancia por reparametrizacées em

1, &€ descrito pela lagrangiana

b= -NVig.y =gy iy, (3.1.25)

onde y = cte {por simplicidade) descreve uma distribuicao
uniforme de massa ao longo do string;

Bsta 1a§rangiana reproduz, a menos de um termo cons
tante, a lagrangiana usual do string nao—relativistico. Real
mente, caracterizando o limite nao—relativistico como aquele

em que a velocidade & pequena comparada com a unidade, c = 1,

- .
. . - 2

-y* = 1~y ' ?2 << 1

e energia potencial pequena comparada com a energia da massa
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de repouso
[¥'] << 1,
tem-se

fo=Nut-1+ 53 - 2
. 2y?

As equagoes de movimento e condigdes de bordo que
se obtém com a lagrangiana (3.1.25) s3c formalmente as mesmas

gue no caso sem massa,

%(i){.g—a(-—a—&):o, y'¥ =0 em o = 0,7 .
ay™ ay* "

Com a escolha y® = 1 ,

N Y G IIFE )

&

830 _ . (3.1.26)
> X3 - )
A V4§.§')3+(1-§?)(§"+u’l

T
@ = =N Y(Y-Y )+Y (1-Y=) . (3.1-27)
ayl | . -

V3020 0-3%) G2 )

Procurando~-se uma solugao da forma (3.1.14) tem - se

que

12 p'? . (3.1.28)

i
b
=
e
N
n
=4
N
o
[ )
-
¥
i

As equagOes de movimento ndo se reduzem a uma identidade,como

no caso anterior. Obtem-se
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w2 p"+{8u)?p-w?pipp"-p*'2)} =0 . (3.1-.29)

Note que se 4 = 0 as equac§es de movimento ficam identica -~ .
mente'satisfeitasr

Apesar da equaéao (3.1.29) ser muito complicada ,
existe uma solucéo particular bastante simples . e  que se

adapta aos nossos objetivos. Fagamos

plo) = A coso , (3.1.30)
que @ univoca ac longo do string, e satisfaz as condicoes
p*{0) = 0, p'(m) = 0. Vé-se que (3.1.30) satisfaz a

pp"~p*? = A '

de modo que a equagao (3.1.29) ficara satisfeita se
A= L (1-p2w?) . (3.1-31)
w? ’

Note que A?w? < 1, e portanto todos os pontos do string se
movem com velocidade menor que a da luz. Note também que a
imposigcao A* 2 0 pode um limite superior sobre as frequénci-

w —u L] * Fags

A densidade de energiaf’) fica dada por
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7 A »/317;—7ﬂ 1
& - T 2ma’ 1—m’%7 T 2na'w.

airo

que é independente de ¢ , e a densidade de momento por

Do ¥
3§ moL -

Segue que

donde

A trajetdria de Regge € linear, e sua intersecéo foi desloca
da para baixo, c¢omparada com o caso sem massa, por uma quan
tidade proporcional a 2.

| A lagrangiana (3.1.25) exibe muitas propriedades
interessantes mas conduz & uma integral de.acéo.que nao e
invariante por reparametrizacﬁes em ¢ . Esta desvantagem po-
de ser remediada da seguinte maneira. Vamoé aumentar a di -
mensao do espaco-tempo;-introduzindo uma = nova. .coordenada

${t,0) definida por

HO+C

$(1t,0) |
(3.1.33)

$(1,0)

o, ¢'{1,0) = u .
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Neste espago-tempo penta-dimensional as coordenadas serao de-

notadas

XA =.(Y0:§:¢) = (Yuf¢) .

E facil verificar que a lagrangiana (3.1.25) se expressa em

termos das coordenadas XA por

% -nV &.x)ikix'r . (3.1-34)

A integral de acao.construida com esta lagrangiana é& invarian
te por reparametrizacées de modo que podemos proceder como no
caso usual.

Ao se aplicar o principio de acéo deve-se levar em
conta que, da definigdo (3.1.33) ,

001,0) = ¢ = oS8 | ¢(t,m) = unsc , (3.1-35)

condicaes que devem ser respeitadas ao se fazer 6§ = 0. Em ou
tras palavras, o principio de agdo s60 fara sentido se os valo
res de ¢(1,0) e ¢(1,m) ficarem inalferados.

As condigdes (3.1.35) podem ser introduzidas no
principio da acéo-se ao se variar ¢, 01 e 02 forem variados
simultaneamente de modo a manter ¢(ci) com valores fixos. As
variacées de ¢ nos pontos extremos podem ser facilmente calcu

ladas. Deve-se ter

a¢(oi)

8¢

0 = 3(5;)=9la;) = 86(0;) + —55— 803,

donde se obtém
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601 = m . (3.1.36)

A variagdo da acdc agora € uma variagdo onde os pontos extre

mos devem ser variados de acordo com (3.1.36). Tem-se entao

024602
A "y
AId’g %EJ&TJ - do&'o-J’d’E%=
01¥60i '
2

(=]
1]
[
42]
it

_ o : 1
88 + J dt & (0,) 80, oo
O primeiro termo da expressdo acima conduz as equagdes de mo

vimento e condigdes de bordo usuais e ac termo

4" 2
I dt %%% 6¢| .
1

Assim, quando as equagdes de movimento e as condigdes de bor

do sao satisfeitas, deve-se ter

[}

o .

5 I.d'r (g-%— S +%60]

1

ou

4"

g_ge,_f,&“o em o =0, ,  (3.1-37)

que sd3o as condigbes de bordo para a nova coordenada ¢. Mas,

, AB}D 0

% & homogénea de primeira ordem em X' e como X' = =
. : Bxl

-

nos bordos exceto para X = ¢, a condicdo (3.1.37) & automati

r

camente satisfeita.
Na quantizacdo deste modelo a quinta coordenada é

usada para eliminar parte dos graus de liberdade espiirios, e
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consegue-se a covaridncia em D = 25.

Os resultados acima nos mostram que € possivel do -
tar o string de uma distribuicéo de massa aumentando-se o ni-
mero de dimensoes do espago~tempo para 5. A quinta dimensao ,
¢ = po+c - € essencialmente a massa do string. Isto nos leva
a pensar num modelo do ‘tipo Kaluza-Klein, se¢do 2.5, com mé -

trica do tipo

n [
uv o
(YQE) = | ————— :r——-— r 9,2 = 0'1'.‘.-,4 f (301-38)
0 1A(Z)
onde A(Z) & uma fung¢d3o escalar da posigdo 2 = (z¥,z).

A métrica induzida sobre a superficie de evolucido é

Q 1) o b v
: 3Z" 32 aZ" 332 8Lt 9L
Yiz: = Y —_— =1 —r —= + A({Z) — . (3.1..39)
ij Qz 3E BEJ' B TRV oE 353 8£I 353 _ X
No gauge ortonormal
2244 (2) 22 0

]

I

tryy) = ¥ _ . {3.1.40)
{ 2'2+A (Z)rt2

Como vimos na se¢do 4.2.7 as equagbes de movimento se escre~
vem
Z'-27" 58_z12508)

Usando (3.1.40) obtém-se
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zu_z..u = - % al_lﬂ (_az_.'CM) {(3.1.41)
e
3y + & azry -0 ©(3.1-42)
ot B0 . <l
0 modelo que estudamos anteriormente € obtido. no caso
A(Z)g' = p = cte |

3.2 Strings. . supersimétricos

3.2.1 Construcao dos vinculos, a fixacdo do super-gauge, e

as eguacOes de movimento

Seguindo basicamente o mesmo procedimento que usa -
mos no caso da particula classica supersimétrica, Secdo 0.12,
vamos construir um meodelo de stringssuper;simétricos.o trata-
mento sera essencialmente hamiltonianc porgue,baseando-se no
que ja sabemos sobre a particula super-simétrica, & possivel
construir um conjunto de vinculos de primeira classe em ter -
mos dos quais podemos-expressar a hamiltoniana total do siste
ma. Esta hamiltoniana gera as equagdes de movimento obtidas
por Mandelstan e Iwasaki e Kikkawa. A passagem para o forma -
lismo lagrangianc nao nos parece um problema trivial, e nio
serd abordado.

A primeira dificuldade gue encontramos € a ndo exis
téncia de uma equacdao de Dirac para o string que nos permita

construir os vinculos classicos correspondentes. No entanto,
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como vimos na segéo 1.9, definindo-se as fungdes

I+ 1=

o, =Pyt =) (3.2-1)

no intervalo -7 S ¢ £ w; tem-se que as condigdes
=P 4 y*2 2 2Pyt 20 (3.2.2)

séo equivalentes aos vinculos (1.8.10,11). Assim, temos duas
funcées Q:(T,O) cujos guadrados, equacées (3.2.2), geram dois
vinculos tipo Klein-Gordon em termos dos quais pode-se cons -
truir a teoria usual do string sem spin.

Consideremos dois conjuntos de variaveis anti-comu-
tativas reais F (T o), A = 1,2, satisfazendo aos seguintes

colchetes de Poisson
{r,"to),r “(o')} = 16, n"Vs(o=0") . (3.2-3)

0 gerador de rotaglCes locais destas variiaveis, Sas, é defini-

do por
TR 100, 3 [ gten)s®ieha0'} = W )T (o) . G.2.0)
Encontra-se que

g% . 1(r1“r134r2“PZB) (3.2.5)

e, por um calculo direto usando (3.2.3).,

{s“B(a) s*V(g')} = g§““s°°6(o -o") ., (3.226)
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onde ngP“ sio as constantes de estrutura do grupo de Lorentz.

As quantidades s%B dadas por (3.2.5) serdo identificadas com

o tensor de spin do string.

vamos agora definir as seguintes fungdes de vinculo

=7k vt ; ot ~ 0 - {3.2.7
g =r, (%?1_" r¥ols { a)
= H(Da=y') =1 Mo % 0 {3.2.7p
4, "7, (?‘} y,) = rai {3.2-7b)
Verifica-se que
W, 08, o0 -, S0, (.28
{*Q,z‘“"52.1‘° )} =0 . (3.2.9)
onde
1 . M .arr 2 ‘- .
H,, =3 v, ot e (3.2-10)

Para que se tenha uma teoria consistente vamos im -
por que as funcdes 4&3 ) definidas acima sejam fracamente nu-
- I

las,

4, ;o) =0 . (3.2.11)

1,

Obtivemos assim um conjunto de guatro vinculos da -

dos pelas equacdes (3.2.7a,b) e (3.2.10). 0s vinculos 4 , -
- r

lineares nos momentos e nas variaveis de Grassmann - corres
pondem ac vinculo de Dirac (0.12.50) enquanto que oS vincu -

los 4&%'2 - quadraticos nos momentos - correspondem ao vin-
¥
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culo de Klein-Gordon (0.12.51). Pode-se verificar que este con
junto de vinculos & de primeira classe e portanto sdo os Gni-

cos vinculos na teoria. De fato, encontramos que

d ) . ' . ' 1 . 3 . .
{d (0,3 (o9} = 22(8 (o) + 5 4 (o)) 55élo=0") ~ 0,

{3.2.12a)

{d . }Y=0 , (3.2.12b)

1e2 2rl

™ : ' 9 ') o
{%:2(0)'&!2(0'1} (;@:2(0) +4(91'2(U )) 1of (0’ ¢ ) =0 !

(3;2_12c)

} =0 . (3.2.129)

r
1r2 2rl

As seguintes combinag¢Ges lineares dos vinculos se -

rac mais Uteis para os nossos objetivos.

=1 -
%J_ = > (*Ai+“@) =
-3 @ ey - Fatry ot (3.2.13)
-1 - _
oy = 3 -t
=Py -5 M ¥rr ) (3.2.14)

Estas combinacgdes tém a vantagem de separar as partes quadra-
tica e linear no momento EPU que, come ja vimos no caso sem
spin, sdo responsaveis pela dindmica e por reparametrizagdes

em ¢, respectivamente,
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Tem-se agora a seguinte algebra para os vinculos:

(o) (0°)} = U (03 +Hy) (6*)) 55 6lo-0*) 2 0, (3.2-14a)
) (01,5 (o)} = Wy (o) +) (o)) &5 6lo-0') = 0, (3.2-14D)
oy (01 Hyy ()} = ) (0) + )| (91)) F5 Slo-o*) 50, (3.2-140)

vy o1 3 - iy
{41'2(0),;81(0)} =(‘1.z‘° ) +3 41'2(0)) 55 8lo-0') , (3.2.14d)

' - vy 2 1 9 s teec?
(B o)y (M)} = (4 ha') + 3 ’&1,2“”_’ 2= 8(0-0") (3.2.14e)
juntamente com (2.2.8,9).
Vamos introduzir um conjunto de matrizes de Dirac

2x2 que com relagdao a uma base local obedecem & Aalgebra de

Clifford,

{?fi)'Y(j}} = 27 ' (3.2..15)

ij

com nij = diag(-1,+1}. Usaremos a seguinte representagdo real

para as matrizes vy:

ny

N
|
-
e
(-]
St
]
-,
.,
-]
St
I
Foanm—
- o
|
[ e Y
St
-
3
<
—
[
"
—?
-
L
H
——
-
O -
e

Y5 =YYy = [ 0 1} .

vamos usar a seguinte notacgio:
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%)
wo_of ) ' Wpdy ComH o ol
¥ - 4o, ¥ o= yHr®*y, T =TFy . (3.2.16)
u 1 2 (o) ) o _
\ T ] ‘
2
L 52 "

0s colchetes de Poisson para os vinculos (3.2.7a,b) ficam sob

a forma

215‘"“’"‘*(3.)’;\3 4. = o (3.2.18)

Wyto), Fgic")} 3

@y (0), By 00"} = ey (v D) L (Fp10") + § 851000 35 8to-0")=0

(3.2.19)

n

onde (e5,) = -y (,yr 3/k = 0,1 = |,[|'. ©Os vinculos (3.2.13,14)

S escreven:

%_l_ 1 F sy 3 r;ysr'_“ , (3.2.20)

%“ - Pyt —%r:r"‘ . (3.2.21)
As expressées {(3.2.18/21) exibem claramente a estrutura espi-
norial do modelo.

| Os vinculos espinoriais (3.2.7a,b) sao os geradores
de transformacées de subersimetria das variaveis dinamicas do

string. De fato, com
G =1 I a0t (£(a*)8_(a') + g(o")d (c'))  (3.2.22)

encontramos gue
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6T M = (r ¥ (0),¢6} = ef(o)Qllo) ,  (3.2-23a)

61"2]" = {qu(G)EG} Eg(O)QE(U) . (3.2*2313)

sy¥ = (¥"(0), €6} = (1oL H(o) + go)r F o)), (3.2230)
a_f_p =0 , (3.2.234)

onde f e g sdc fun¢bes Impares, restritas pelas condicoOes

£F=f , g=-g , © (3.2.23e)

(necessarias para manter a invaridncia das equacbes de movi -
. mento. Ver equagdes (3.2.27,28).) As equacgdes (3.2.13a/c)de
finem as "transforma¢oes de super-gauge" obtidas por Ger-

vais e Sakita.

A hamiltoniana do string é dada por uma combinacao

linear dos vinculos:

H = I dg [Nljf,l + N {G” + iuqul + iI-l2 Jz] ,. {3.2.24)
onde Nl, Nll, M, M2 sdo fungdes arbitrarias, as duas 0lti -
" mas Impares.

Para obter as equacdes de movimento para as varia-

veis dindmicas vamos fazer a seguinte escolha do super-gauge:

{(3.2.25)
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Um simples exame das transforma¢des geradas por cada termo da
hamiltoniana (3.2.24) nos mostra que esta escolha é razoavel.

As equagdes de Hamilton conduzem a

g - y*H =0 , (3.2.26)
f1“= - r;“ ’ (3.2.27a)
sz== r;“ . (3.2.27b)

As equagles (3.2.27a,b) podem ser escritas sob a forma de uma

equagdo de Dirac sem massa para o espinor I'M:
1) Moo 3.2.28

As equacﬁes (3.2.26,27) s&o as equacaes de movimento obtidas
por Iwasaki e Kikkawa e témbém por Mandelstan.

As equacées de movimento (3.2.26/28) e as condicées
do gauge ortonormal ficam invariantes pelas transformacées ad
missiveis (1,0) + (¥,%) desde que T' e T_ se tranéformem

de acordo com

SRR N Ay '
¥ 3‘-A(1:+§) r¥ .?fu=1A(T-U) r M
+_ -_-_—-..at N +.. . ' . —- a — -
Observemos que se calcularmos a variag¢do da hamilto
niana encontra~se as equacodoes de movimento, as condigdes de

bordo usuais y* = 0 e ¢ = 0,7 e mais um termo. de fronteira

envolvendo as. variiveis de Grassmann,
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. m T
1 o Hern. i 198
-3 r+-6r+H . + 35 r_ ar_u . . {3.2.29)
Este termo também apareceria na variacac da integral de

acao e, como no caso da particula com spin nac podemos anula
-lo impondo duas condigdes sobre cada conjunto de variaveis.
Seguindo o mesmo procedimento que no caso da particula, pode

mos introduzir na integral de ag¢aoc o termo

i - .u . . N
[ ar § @ orFmer_or_ m)
e impor as condicées
Grp (0) + Gru(n) =0

de modo a cancelar o termo de fronteira (3.2.29). Note gue
este termo se origina da variacao do termo em {ﬁL na hamil-
toniana qgue necessariamente estara presente na integral de
agao.

A quantizacéo canénica’covariante deste modelo,com
base na hamiltoniana (3.2.24) e no gauge definido por (3.2.25),
pode ser feita num espago-tempo com-dimensio b =10, o que

representa um "progresso” comparado ao caso sem spin (D = 26).

3.2.2 & interacéo gravitacional do &tring com spin

Os resultados da secdo anterior podem ser generali

zados sem dificuldades para incluir a interacdo com um campo

M

gravitacional. Consideremos um campo de tetradas e (a)(y) de
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finidos da maneira usual,

u v -
(@)% % T Map ¢

(a) _(b) _
e u e vnab = gu.\,

Com relacdaeo a esta base as varidveis de Grassmann se escrevem

a __f(a)nu
FA = e ]1P~A ’ (3.2-30)
e 0s colchetes de Poisson fundamentais sido
a b i _ ab ’ '

Definiremos o acoplamento minimo do sistema com o

campo gravitacional pela préscricéo

s . (3.2.32)

8, @R -1

oo Te o T
onde muab sdo os coeficientes da conexdo espinorial e

ab _ _(a) _(b) o8B
.8 = e o e B S -
Tem-se os seguintes colchetes de Poisson:

(r5(0),8% (0"} = (1, - 12 Hs0-0t)  ,  (3.2-33a)

bra sigeoty (3.2.33b)

- b,_, o
{G{J(o),rA (c*)} = ~ya Tp !
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@), 1,703 = €53 T Slo-at) (3.2-33¢)
{G;(c),ﬁz(o?l} = - % Ruvabsabﬁ(o-c') g {3.2.334)

530

g, = e ) TP guly'l) 0 , (3.2.34a)
_ M a Ay o
g = e (b)rz(CPu- gyt o . {3.2.34b)

Usando-se as relacgdes (3.2.33) pode-se mostrar qgue os vincu -
los formam uma algebra fechada, a mesma gue no éspaco de Min-

kowski, com é@l e iﬁ”. dados por:

o o
. DT Dt
-] 3y _ 41 A -1 A 2
iéL =2 (@ +y*2) 2 Jax (Fl Do rs Do )
L (3.2-35a)
) BVoOB
+'RUVGB 8°'s = 0 '
o4 0.4
DI bpr '
dﬂl =Quyr - 3 gy, gt v o . (3.2.35b)
Nas expressdes acima usamos ‘a notagio
u u :
R R 4.3 Bl LA (3.2.36)

Para obter as equacCes de movimento podemos seguir
© mesmo procedimento que nc espago de Minkowski. Com a hamil-

toniana dada por uma combinagao linear dos vinculos de primei
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ra classe (3.2.34) e (3.2.35), e com a escolha (3.2.25)

para o super-gauge obtemos as seguintes equa¢des de movimento:

%%;— g AL (vlnuspc)s“Bs°°
+ 3 e rf'ci”éy:“B;r:’rf 1&”-y'“)n9yas. (3.2.37)

As equacﬁes (3.2.38) podem ser escritas scb a forma

ij or*  _u
n 7Y (4) pel - R vaB

s*frv | (3.2.39)

3.3 Lagrangianas alternativas para o string

3.3.1 A lagrangiana de Schild e os strings nulos

Quando estudamos a particula livre relativistica |,
Secéo.0.1, vimos que a lagrangiana pode ser escolhida sob a
forma (0.1.5) ou (0.1.13}). A integral de acao construida com
a lagrangiana (0.1.-13) ndo & invariante por reparametrizac¢des

arbitrarias mas tem a vantagem de conduzir, sem inconsistén -
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cias, a geodésicas nulas, trajetorias de particula de massa
zZero.
A lagrangiana de Nambu & analoga  a lagrangiana

(0.1.5) e, por consisténcia, deve-se ter 3% = I vz““ # 0. A

u
lagrangiana proposta por Schild & a analoga de (0.1.13),

fo-

Ml

HV - - E 2 . . .

A integral de acgao

Nz

R TY ;
J agz ot (3.3.2)

nac € invariante por reparametrizagdes arbitrarias. O grupo
de invariancia agora & o sub-grupoc = das reparametrizag¢des

E - E(g) tais que o jacobiano da transformagdoc € igual a 1,

a8 <1 . (3.323a)

Para uma transformacdo infinitesimal com 62 = e2(£) seque de

(3.3.3a) que

aaea(g) =0 . (3.3.3b)

Logo, apenas uma das funcdes ¢~ (f) & independente e a trans-

formacao dos parametros pode ser expressa por

st = e2(g) = *Pa p18) (3.3.3¢)

onde ¢ (£) & um escalar sobre I . As varia¢des corresponden -
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tes nas coordenadas-yu(g) ficam dadas por:
sy = e*Pa e )0 " . §3.3.34)

Observemos que da mesma maneira que a integral de

acﬁo (0.1.3) da particula livre depende de t, e t, somente atra

1
ves d% (t2-t1), a acao de Schild (3.3.2) depende do dominio
dos pardmetros somente através da sua area. Em outras pala -
vras, a acao (0.1-13) @ invariante por translacées rigidas de
(tz,t1) e a ac?o (3.3.2) & invariante por transformacées sim
pléticas do dominio dos parﬁmetros. Estes resultados sao con-
sequéncias de um teoréma de J. Moser. |

O principio variacional aplicado a acdo (3.3.2) con

duz as equagbes de Euler-Lagrange

2o g = = e yY) =0 3.3.4a)
3g® 2(a_y") dE :
e as condigdes de bordo
: SH -
vay. =0 em ¢ = 0,7 . {3.3.4b)
Usando a identidade
3 y*..‘[-—-——a-'—— (3 -22):['5 §Px2 (3.3.5)
a* - : U a-
B(Bby-)

e das equagdes de movimento (3.3.4a) tem-se que

o ]
0 =3 y‘i‘a.[ (5 2?)] =
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oy {oar" [ =2 g b - [=2 g e -
P Lyay 2 aogy?) 2 a’b

= 3 (52’) .

12 = e— , (3.3.6)
0 que significa que :? = & uma integral primeira . das
equacées'(3.3-3), Quando a constante na expresséo acima & di-
ferente de zero, as equacées de movimento (3.3.4a) implicam
nas equac¢Oes de movimento obtidas da acao de Nambu, e as con-
di¢des de bordo se reduzem ds condigles usuais.

No entanto, temos agora uma nova possibilidade,
12 = 0 . {3.3.7)

Strings cuja superficie de evolugao satisfazem a esta condi -
¢30 serdo denominados de strings nulos. Observe gue neste ca-
g0 as condicdes de bordo sdo bastante simples. Da analise que

fizemos na segao 1.3, tem-se que

1
"
n
o
®
heln
w
1l

0 em ¢ = 0,71,

sem problemas adicionais ja que I? = 0 também no interior da
superficie de evolucao. A-ﬁnica novidade que ocorre no caso
que estamos considerando é que as linhas 0 = 0 e ¢ = 7 nao
s$o apenas nulas; mas geodésicas nulas comc mostraremos mais

adiante.
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Passemos agora a caracterizacéo gecmétrica dos
strings nuios. Uma subvariedade do espago-tempoc é denominada
de uma subvariedade nula se, em cada um dos seus pontoé, ela
é tangente ao cone de luz com vértice nagquele ponto. Equiva -
lentemente, uma subvariedade nula & caracterizada pela propri
edade que; em cada um dos seus pontos, © espago tangente con-
tém exatamente uma direcao nula, N = {N"}, N* = 0; e direcées
tipo espaco independentes Su, 8% < 0, ortogonais a N, Nusu=0.
Entdo, qualquer outra direcdo tangencial que ndo seja N & ti-
po espago e ortogonal a N. Estas direg¢des sdo da forma
(1)
¢ i Su + Nu ’
onde pelo menos algum dos coeficientes a; é diferente de ze -
ro. Assim, uma subvariedade nula determina uma Gnica congruég
cia de curvas nulas, aquela que tem-és direcées'nulas N como
tangentes. Se estas curvas forem geodésicas, a subvariedade é
denominada de uma subvariedade geodésica nula. Vamos demons -
trar que a superficie de evolugdo de um string nulo € uma su-
perficie geodésica nula. (Note que néo é verdade gque gqualguer
superficie bidimensional nula no espa¢o-tempo & geodésical.

Consideremos a histéria (superficie de.evolucéo)'de

um string nulo. Podemos escrever

-va = SUNP-stu (3.3.8)

com

0 , . N =0 . (3.3.9)

S2 < 0 I Nz = 0 r S.N u.\)

Qualquer outro vetor s*Y tangente 3 superficie de evolugdo tem
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a forma
s*¥ = as" + gNM ' (3.3.10)

com o necessariamente diferente de zero. S' é um vetor tipo
espago, S8'? = a?8? < 0, e &€ ortogonal a N, S'.N = 0. O vetor
Zuvs'v = —a‘S’NU-é nulo e diferente de zero.

Suponhamos que y" = y" (&) sio as equag¢des paramétri
cas da superficie de evolucao, com Ea parametros afim. § e y'
sao independentes e pelo menos um destes vetores é tipo espa-
¢o, y'? < 0, equagdo (1.1.2b). Definamos uma familia uni-para
métrica de curvas nulas sobre a superficie de evolugio por
¢(1,0) = cte , com 3¢/30 # 0. O campo de vetores tangentes nu

los sera definido por

_Ul\’_a;tl-l
Eavy TG N . (3.3.11)

Ao longo de cada curva nula sobre a superficie de evolugdo de

finamos o parametro A por

H .
G L (3.3.12)
Tem-se gue
u . :
g%— = g% yu + g—% y"fl.= (303-13’
- 74:_' [(y.y)y'Hoyr2yW) p {3.3.-314)

onde usamos (3.3.11). De (3.3.13,14) obtem-se



CBPF-MO-006/85

-429-

3
e-_I_‘

y'* #0 . - (3.3.15)

Por outro 1ado;

v
_owd Y _ (U vy do o om evy dr
0 =1z%, 3§_ (Z5 ') ot ELY) o

donde segue que,

LA B L (3.3.16)
Logo, podemos escrever
w oy 3¢ '
pt, = 22 gt (3.3.7)
L 3

9 ,abul . v, 3 ,.ab 3¢ . ab 3¢ ON"
— {e " 3 Y ) = —— (8 N') = ¢ _— =
2g2 va 2g@ 2gP T agP pga

an" 3¢ - anY 3¢

_ _ do.-13 ,oN" ar - oN* 4o
=-3t 3 *% 3t - @ {

whrax to @ C

29 do -1 v o
ax =

Conclui-se entac que

n
an: _ 4

o = r (3.3.18)

e portanto as curvas nulas sao geodésicas, A - & um pardmetro
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afim ac longo de cada geodésica e a histdria do string nulo &
uma superficie geodésica nula.

Para um string nulo o momento total

= | . do = =N z dyv .3.19

-] Rao-w[r ey Gaa9
c c

& também conservado. Esta lei de conservagdo é mais forte que

a lei de conservagido do string de Nambu no sentido de que in-

duz a conservagido do elemento de momento entre duas geodési -

cas nulas vizinhas. Isto se vé de (3.3.19) usando (3.3a17):

. v S . |
= - z - - = =-NN d - - .-20
ap, = NI dy NE 3,7 dE 4d¢ (3.3.20)

Este fato pode ser compreendido geometricamente observando-se
que um pedaco infinitesimal de uma bisuperficie geodésica nu-
la limitada por duas geodésicas nulas pode ser tratado.como a
historia de um string nulo abertc com as condicﬁes de bordosa

tisfeitas nos seus extremos (ver figura abaixo).

GEODESICAS NULAS
¢ = Cte.

.
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A construcac de um string nulo pode ser feita da se
guinte maneira. Escolhe-se uma curva C com parametro ¢, y =
y (%), e ao longo desta curva escolhe-se um campo de vetores

2 dy”
nulos Nu(¢), ortogonal a C, tal que N? = 0 e Nu a%— = 0. Cons
troi-se as geodésicas nulas com Nu como vetores tangentes, e
ao longo de cada uma escolhe-se um parametro afim X , que &
zero sobre C e tal que N = 3yu/BA sobre C. Assim, os pontos

das geodésicas nulas sao dados por y = y(A,¢) e tem-se que

y*=0 , yy'=0 , y=0 (3.3.21a)
“Ho_ agH ' _
y" =N, ap, = W o . (3.3.21b)

Esta construgao esta esquematizada na figura abaixo.

%iLuaul‘ -—

y =y,

Crymy($)

Resta demonstrar que pode-se encontrar os parame -
tros afim &2 tais que as equag¢oes de movimento (3.3.3) sdo sa
tisfeitas e dPu fica dado por (3.3.20). Isto se faz escolhen

do-se
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c = ¢

A _
J (-y*2)dx ¢ ' {3.3.22)
0 .

-
[}

onde a integracdo é ao longo de uma geodésica nulat:=¢=c£2.

Para um string nulo com uma dada distribuicao de momento
estes parametros sdo Gnicos a menos de transforma¢oes com ja
cobiano J = 1,

0 modelo de Schild pode ser generalizado sem difi-
culdades para um espacgo-tempo curvo com métrica guv(y). Nes-

te caso a lagrangiana se escreve

Ay -

N .. ghvsoB |
2 Juadvs LTI ' (3.3.23)

e as equag¢des de Euler-Lagrange sdo as generalizagdes covari

antes das equagdes (3.3.3):

ab

—— (=g

v
bE zuvaby ) = 0 . (3.3.24)

Nesta equacgao D/Dsa- € a derivada covariante ao longo da cur

va parametrizada por £a,

= a_y'vw . (3.3.25)

'3.3.2 A lagrangiana de Zheltukhin

A teoria do string tem a peculiariedade de parti -

lhar de diversos aspectos da teoria da relatividade geral e
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da teoria eletromagnética, como consequéncia das caracteristi
cas geométricas comuns a estas teorias. As semelhangas com a
teoria do campo eletromagnético ficam claras quando as duas
teorias sao formuladas em termos de bivetores, como faremos
mais adiante. Teremos a oportunidade de mostrar que em certas
situacées o campo de Maxwell pode ser simulado por strings e,
mais ainda, que a teoria do string tem uma profunda relacao
com a teoria eletromagnética de Born-Infeld. Ainda com rela -
¢80 ao campo eletromagnético, os aspectos comuns as duas teo-
rias no ficam sd no nivel classico, a quantizacao candnica
do string seguindo muito .de perto o formalismo da quantizacéo
do campo eletromagnético.

Com relacao ad teoria da relatividade geral, as seme
lhan¢as com a teoria do string sdo obvias da propria estrutu-
ra geométrica de ambas e se manifestam, de maneira particular
mente c¢lara, nas formulac&es canﬁnicas das duas teorias. Ape-
sar disto, até hoje néo se demonstrou a existéncia de uma re-
lacéo entre a fisica das duas teorias. Sendo teorias de cara-
ter essencialmente geométrico, uma tentativa de se estabele~
cer um vinculo entre elas &, por exemplo, tentar descrever o
string por uma lagrangiana do mesmo tipo da lagrangiana de

Einstein, isto &,

¥.2 J ag /g R, (3.3.26)
(*)

onde R & o escalar de curvatura da superficie de evolugio .

(*)

Note que € também possivel fazer o procedimento inverso e
tentar construir uma "teoria da relatividade geral a 1la
string”. Ate o presente nada de fundamental foi obtido nes

te sentido.
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Em principio, esta € uma boa escolha de uma integral de acao
para © string pelo menos sob o ponto de vista geométrico,por-
que a integral (3.3.26) € um invariante topologico da superfi
cle.

Como queremos continuar a descrever o string pelas

coordenadas y”(g) da superficie de evolugdo,a lagrangiana

d= 5 /G R (3.3.27)

é, aparentemente, muito complicada para este objetivo. Além
de ser altamente nao-linear, esta lagrangiana contém as deri-
vadas segundas do tensor metricoc que, por sua vez, é construi
do com as derivadas primeiras dos campos yu(g) com relacéd
aos parametros. Mas, na verdade, esta complicagdo & s& aparen
te, pois a lagrangiana (3.3.27) se reduz a uma divergéncia.Ig
to se demonstra por um calculo direto usando a definicao

(1.10.32) do tensor de Riemann-Christofel. Tem-se que

c _a d ¢
T T Pbd)

ab ab( _
cd " ac

_ ¢ c
R=9g Ryp=9 0T p 2 actab

ab_.c¢ ac. b ) ab,._c¢c _4d d ¢

= 309 Tap=9 Tap) + 9 UpglacTpalac)

cd

onde usamos que Vag . = 0, Usando um sistema de coordenadas
ortogonal, g12 = g21 = 0, e.que
g g
11 22
gt -2, gt
g g9
9%°r¢ - ¢ 1n v7§ - - L 2 (/75 %%,
,l-.q
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obtém-se

= -2} & (- 3 o) o+ - (=1 3 -
R = 2[:3T (g a7 0 7T8) * g (g 55 1n V=9
11 22
2 1., 32 1 1 12
9T (g ) 30° 'g ) 2g {g22(911+g11 22

3%g 3%g
=g g 0 o) =238
22 0T § 3c g g 9T o<
1 3 J 1s 23 4 _
+2g11 do {g,+2g!2 9T (g)-
ag g
- Lk oL o]
/=g VY=g /=g
Logo,
R /=g = _AE ve {3.3.28)
3E
com
. ]
g g
va = (*11 ’ _ll) .
Y=g /=9

A extremizagdo da integral de acdo (3.3.26} ndo con
duz, portanto, & uma dinamica para o -string mas s0 a condi -
¢Ses de bordo. Por esta razdo Zheltukhin propds a seguinte in
tegral de acao para o string:

s ='—N.J_d’g /=g + fllj.d=g vY=9 R , (3.3.29)

T
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que nao medifica as equagdes dindmicas do string mas modifica
as condicoes de bordo tornando-ag nao singulares.

No gauge ortonormal com

y.y* =0 , ¥ = -y'? = A(1,0) (3.3-30)

g - y"M =0 . (3.3.31)

(3.3.32a)
1 A - A ¥ - -
c[_y,,ﬁy +ﬁy]0_0 - 0 , (3.3.32b)
- r
: | " A W A ]
- r

Vé-se que a acao modificada ndo leva a um problema
mais simples que o da agao de Nambu, pois as condicﬁes de bor
do (3.3.32,a,b,c) sao bastante complicadas. A melhor maneira
de estudar este problema & usar a abé&dagem geométrica por -
qgue nesta abordagem as condicﬁes-de bordo (ndo-lineares) sio
automaticamente levadas em conta, embora as equacées dinémi-
cas permanecgam n&o—lineares.

Para termos uma idéia do que pode ser obtido desta

teoria; consideremos um espago-tempo com 3 dimensées. Neste
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caso as condicées.(§,3-32}; no gauge .ortonermal, se reduzem a

y? = -y*? = 3Nye , o = 0, , (3.3.33)

onde
_ __1
o=0,m7 : .
com a condicao adicional
Y.y x y*) =0 . (3.3.35)

Como no caso geral (d#3) a teoria de Nambu & obtida
no limite ¢ = 0. Mas de (3.3.33) vé-se que ¢ = 0 € um ponto
de ramificacﬁo tipo raiz quadrada para y? = 2N7c, de modo que
se faz necessiario um procedimento apropriado para se passar
ao limite. Sob_o ponto de vista fisico, para ¢ 2 0 a primei-
ra folha da supenficie de Riemann da func50-§’(c) corresponde
ao movimento dos pontos extremos com velocidade menor gue a
da 1uz; e a segunda corresponde ao movimento com velocidade
maior que a da luz. A primeira sithacéo é equivalente a uma
descricao do string com massas nos extremos,enquanto que a
sequnda corresponde a tachyons.

Com relacéo A primeira situagdo mencionada acima,
pode-se elaborar um pouco diretamente na integral de acdo
{3.3..26)., De fato, usando ¢ teorema de Gauss-Bonnet a inte -

gral pocde ser transformada em
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s T _
2 aex.q .f *atk. (1 0 13.3.36
Tk 1101) - Tk 1102) : {3.3.36)
T. : T :
1 1
onde kG(Tlci)-é a curvatura geodésica das linhas o, = cte. as
integrais acima podem ser multiplicadas por constantes, e

identificadas com integrais de acao-para massas nos extremos
do string. Como condicﬁes de bordo,as integrais (3.3.36) n&o
representam nenhuma melhoria em simplicidade com relacéo as
anteriores. Mas, sob o ponto de vista fisico sao bastante in-
teressantes porque o principio variacional conduz a minimali-
dade da curvatura geodésica dos bordos da superficie de evolu

cao e nao a minimalidade do seu comprimento.

3.3.3 A lagrangiana de Polyakov

Consideremos uma superficie ¥, bidimensional, com
uma métrica interna gab = gab(y). Supondo que £ & a superfi-
cie de evolugac de um string, podemos escrever a seguinte in-

tegral de acgdo

(3.3.37)

%]

s =-3 I.d’s V=g gabhab

onde h, - é um campo auxiliar. Esta integral de acao deve ser

b

minimizada com relagao a yp e ga independentemente. Observe

que S € invariante por reparametrizag¢des arbitrarias que, sob

forma infinitesimal, se escrevem

a

s = e2e) L eyt = ooyt 8™

='Vasb+Vbsa (3.3.38)
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(ver equacao-(0.5-18n” e também por transformagoes de Weyl

9p * Jap = (89 - - 3.3.39)

0 principio da acdo conduz a

‘Si“ =0 — (/g g2 o, ¥ = 0 (3.3-40)
Sy "
+ (condigdes de bordo) ,
58 . 1 cd,
E;EB =0 == T,y =By =399 B~ 0 . (3.3.41)

Desta Ultima equa¢do segue gue h o €& proporcional a dapi com
este resultado as equacdes (3.3.40) se tornam as equacﬁes da
superficie minima. Assim, gab - & proporcional 3 métrica indu-
zida no minimo da acédo. |

A acdo (3.3.37) pode ser acrescida de um termo inva

riante paramétrico,

a2 [;d!g /5 ., A=cE t3.3.;_¢2->

Na nomenclatura usual ({3.3-42) é denocminado de "termo cosmold
gico". B trivial de verificar que A? = 0 para que se tenha
as equag¢oes de movimento corretas. Isto segue diretamente da

equacao correspondente a (3.3.41):

—

' _ 1 - ed _ _
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donde segue que

(=]
[l
H
il
I

A2 .

A métrica 9ab sobre I pode sempre ser transformada

na métrica conforme

9ap = MEIN, (3.3-44)

como vimos no Cap. .1 . A funcao A(£)} nesta expressao & estri-
tamente positiva no dominio dos parametros,caso contrario po-
deria ccorrer uma mudan¢ga na assinatura da métrica, o que
nic é permitido. Vimos . também que a escolha do gauge ortonor-
mal, que conduz & forma (3.3.44) para a métrica,ndc fixa o
gauge completamente (cf. segdes 1.11lr 12, 13) permanecendodma
liberdade de gauge residual.

As equagdes que determinam esta liberdade de gauge
podem ser determinadas da seguinte maneira. Das equacc_'ies(3.3.38)
e (3.3.39) segque que a variacﬁo mais geral de 9ab pode ser

eécrita CcCOomo
6gab f 6¢gab + vaeb + Vbea ’ (3.3.45)

onde o primeiro termo corresponde a uma transformacéo de Weyl
infinitesimal e os outfos dois a transformacées infinitesi -
mais das coordenadas internas. Note que a transformacao acima
tem trés parametros independentes, o que ésté em acordo com O
fato de g_, ter trés componentes independentes no caso geral.
As transformag¢des do tipo (3.3.45) que mantém a forma da mé

trica (3.3.44) invariante sao definidas por 5gab = 0, isto &,
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Vaeb + Vbea + 6¢gab =0 . {3.3.46)

Os vetores £, (§) que satisfazem a estas equagdes sao denomi-
nados de "vetores de Killing conformes". Da equacac  (3.3.46)

obtém-se

de modo que o campo vetorial que determina a liberdade de gau

ge residual fica determinadec pelas equacées
C — .

com g dado por (3.3.44).
A lagrangiana de Polyakov é formalmente semelhante
a lagrangiana que aparece no integrando da ag¢do (3.3.37) e se

escreve

N ab
do= - 3/5 g aayuabyu , (3.3.49)
e a integral de acdo
N ab.

deve ser minimizada com relacio a y"(f) e g2P

independente -
mente. As variagoes com relagao a y]-'l conduzem as equag¢oes de
movimento e condigdes de bordo (3.3.40), enquanto que com re-

lagao a gab resultam em
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d

- B 1 c u - |
Tab = %a¥ %Yy = 7 Tapd Oc¥ ¥y = 0 - (3.3-51)

Desta equagao obtém-se

P
9ab = 2a¥ Op¥y (3.3-52)

de modo que, no minimo da acao, a métrica intrinseca 9, coin
cide com a métrica induzida na superficie de evolucao.

Observe que o papel do multiplicador de Lagrange
gab (hab no caso da acao (3.3.37)}) & forgar que o tensor Toib
seja nulo. Por outro lado, o tracc de T.b & identicamente nu-
lo, independentemente das equacées de movimento, como conse ~
quéncia da invaridncia da ag¢do por transformacdes de Weyl ’
equagdes (3.3.39). Como consequéncia desta simetria a métrica
& determinada pelas equacﬁes de movimento a menos de um fator
conforme, como ja vimos.

0s resultados acima foram obtidos por Polyakov nos
éeus trabalhos sobre a teoria quantica dos strings através da
anomalia conforme do ttaco. A forma (3.3.50) da integral de
acdo é particularmente apropriada para a quantizacao por inte
grais de trajetdria, e dos resultados de Polyakov segue a pos
sibilidade da quantizacéo em espacos—témpos de qualquer dimen
sao.

Consideremos as equag¢does da teoria de Polyakov:

2, (/=5 gababy“) -0 ., (3.3.53)

1

u 1 cd
aay“-abyp = 2 9ap9

Mo o
ch.ady]:l =0 ., (3.3.54)
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No gauge ortonormal com a métrica dada por

9up = AEIN, (3.3.55)

estas equag¢des se reduzem a

AT R

;oYY =0, ylay'* =0

como era de se esperar. O que se observa & que o fator confor
me ndo aparece nestas equacdes (como consequéncia da invaridn
cla conforme (3.3.39)). No entanto, para um espaco-tempo com
dimenséo d # 26 verifica-se que um grau de liberdade escalar
adicional se acopla ao string (quantico). Este campo escalar

é dado por

¢ = lnx . (3.3.56)

A lagrangiana e a correspondente equacac de movimento se es -

crevem

b - --;- 2,00% + u2e? (3.3.57)
I = -ure® . {3.3.58)

Esta equacao € denominada de equac50-de Liouville.

A maneira como Polyakov introduziu o campo de Liou-~
ville na teoria (através da anomalia do trag¢o na quantizacao
via integrais de trajetoria) & um tanto artificial sob.o pon-
to de vista classico. Vamos mostrar que isto pode ser feito a

partir da seguinte lagrangiana modificada para o string:
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bbb, + . (3.3.59)

cnde ‘i% € a lagrangiana de Polyakov (com N = 1) e

/=5 P2 43,4 + /5 RO+u/Tg . (3.3.60)

b =

1

=

Na expressao (3.3.59) C é uma constante cujo valor

C = %%%é {3.3.61)

resulta da imposicao de invaridncia relativistica da teoria.
Impondo que a métrica g‘.’lb & dada pela equacdo (3.3.55)

e o campo de Liouville por (3.3.56), a lagrangiana (3.3.59)

se reduz a

b =%, -chy (3.3.62)
CcOm
dog = 3 25¥"
s =7 ¥y, : {3.3.63)
by = 5 3,00% - nret . (3.3.64)

A teoria modificada do string fica dada pelas lagrangianas

acima e as equacgdes de vinculo

5 L
onde
s _ u
Ty S aay.,abyu - nabi"s ' (3.3.66)
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gab = 8,93, = nydo = 203 3, -0 CIe 13.3.67)
& o tensor momento anergia (confofmalmente aumentado) da teo—
ria de Liocuville. Note que o trag¢o de Tab € nulo como conse—
quéncia das equacﬁes,de movimento, de modo que (3.3.65) repre
senta apenas dois vinculos {(como era de se esperar em virtude
da invariancia por reparametrizacées). As equacaes de movimen
to (3.3.57,58) seguem diretamente do principio variacionalapli
cado & integral de acdo construida com a lagrangiana (3.3.62),

(Note que o principio variacional conduz & equacio

3, (/=g gabab¢) = /=g R .

.Usando (3.3.65) e as equacées de movimento para os campos
yu(a) encontra-se que R = -p? = CEE, de modo que a. superfi-
cie de evolucao L deve ser uma superficie de curvatura cons-
tante negativa.)

A solucao geral da equacéo (3.3.58) ja era conheci

*
da por Liouville em 1853 e se escreve( )

W F(R)=g(n))?

4 = 1n [s f'(C)g'(n)] , (3.3.68)

onde f e g sdc fungdes arbitrarias, (v) significa derivada

com relagaoc aco argumento, e

L = T¢46  , 7T = T=0 . (3.3.69)

(*)

Nao vamos tratar das condigoes de contorno que devem ser impostas so -
bre o campo ¢. Isto sera feito na secac seguinte,
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Para as coordenadas yy resulta

1"11 + y.u = fH(C) Y &u_y.u

=g .  (3.3.70)

- £ importante obhservar que para um dado ¢, as fun -
caes f e g nido sac Unicas. A equacao (3.3.68) fica invariante
se £ e g forem submetidas a uma mesma transformagaoc de M¥bius,

independente de g e n ,

Af4 .
£ > Eff% , g + %g%% , (3.3.71)

onde A,B,C,D s?o constantes satisfazendo a AD~-BC=1. Este re-
sultado foi obtido por Bianchi.

As func@es f(z) e g(n) representam ondas sem massa
‘que se propagam para a esquerda e para a direita.e que se aco-
plam ao string via o campo de Liouville. Quando D = 26 © cam-
po ndo representa um grau de liberdade dinémico. Na "regiao
fisica™ 2 <D< 26, o string adquire modos longitudinais que
se acoplam os graus de liberdade do campo de Licuville.

Sob o ponto de vista classico as,acﬁes de Nambu e
Polyakov séo equivalentes. Aparentemente esta ultima intro -
duz novas variaveis din&micas gab na teoria mas, como vimos.,
estas variaveis desaparecem e reobtem-se a acéo_de Nambu. Pa-
ra quantizac§0'a acao de Polyakov tem a vantagem de ser uma
forma bilinear em 3y, e os métodos usuais de regularizacéo
podem ser aplicados. Como demonstrou Polyakov, isto torna a
métrica uma variivel dindmica (via o campo de Liouville),e as
flutuacﬁes quﬁnticas da superficie bidimensional em torno de

uma métrica de fundo s3o incorporadas na teoria. E este aspec
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to da formulag¢do de Polyakov que conduz a solu¢do do problema
da dimensdo critica dos antigos modelos duais. O modelo  que
consideramos, modelo.bosﬁnico, se reduz ao modelo de : Nambu
gquando D= 26 (.. ¢ = 0). A extensao super-simétrica, modelo
fermiﬁnico, se reduz ao modelo de Neveu-Ramond-Schwartz quan-

do D = 10. (No caso supersimétrico tem-se que c=(10-D)/87).

. . - .
3.4 Uma introdugdoc a teoria do campo de Liouville

‘A lagrangiana e a equacdao de movimento do campo de

Liouville ¢ () se escrevem
_1 a 2,® :
B =3 o,00% - wie® (3.4.1)
: 2.9 _
[Je+ uze® = 0 . (3.4.2)

Usando unidades nas gquais ¢ = 1, a integral de agdo e ¢ sdo
adimensionails. p? & uma constante com dimensdo de (massa)? e
u? > 0 para que se tenha a densidade de energia positiva defi

nida:
g = -% $* + % o2 + ure? 2 0 . {3.4.3)

Como uma teoria de campo, o modelo de Liouville tem
a peculiariedade de ser um sistema integravel como consequén-
cia das suas simetrias: a tecoria & invariante por transforma-
c§es que nao misturam as coordenadas £+ = 041, £ = g-T. De

fato; a solugao geral da equacdo (3.4.2) foi construida por
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Liouville, como mencionamos na segao anterilor, e tem a forma

= 1n {% A (£7)8* (E-’,] e (3.424)
[A(ET)-B(ET)]

onde A(£¥) e B(£7) sdo duas func¢des arbitrarias.

" No caso especifico da teoria do string as fungdes
A e B devem ser periddicas com periodo 27 no caso de strings
fechados; no casc de strings abertos A & periddica com perio-
do 27 e B{0) se relaciona com A(27-0) por uma transformacgao
de MBbius fixa. Ainda neste caso, o campo ¢ deve satisfazeras

condigoes de bordo

2t = —p vZ2e¥%2 em o=0 .
o' =pvZe?’?  em o= .

As demonstragdes do que foi dito acima séo matematicamente cam
plicadas e néo as faremos.

Observemos que a teoria de Liouville tem um signifi
cado geométrico importante. De fato, se a métrica da superfi-
cle bidimensional tem a forma gab = e¢nab ent&o_ Q ascalar
de curvature fica dado por R = e~? [] ¢ . consequentemente ,
quando ¢ satisfaz & equacdo de movimento.(3.4.2) a curvatura
da superficie é constante,

Passemos 4 analise da estrutura conforme da teoria.
Consideremos transformacﬁes_infinitesimais.das coordenadas in

ternas

A A I A S A S I (3.4.5)
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onde fé(s)-é-um campo de vetores de Killing conformes (ver
equagdes (3.3.48)),
c : ,

A lei de composi¢do das transformacdes (3.4.5) pode ser obti

da facilmente:

f!’

b a

a b a b
[6 sg]F = [f aa,g ab]F = (f Bag -g aaf )abF

donde

lafrﬁg] = 611 ’ (3.4.7a)

nP = £25_oP-g?s £° . (3.4-7b)
a a

Consideremos primeiramente o “campo livre",

io='% aa¢aa¢ . (3.4.8)

Esta lagrangiana & invariante pelas transforma¢oes conformes
infinitesimais das coordenadas se a transformacdo do campo .¢

for dada pela sua derivada de Lie ao longo de f:

a, .

Vamos introduzir o tensor momento energia simétrico:

: 1 c
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que tem trag¢o nulo,
6%, = g%, =0 , | (3.4211)
e & conservado quando as equac§es de movimento séo validas:
2,62 = ((Je10% =0 . (3.4.12)

As correntes conservadas sao expressas em termos de

8ab por

a ' a ' C g
Jf_= 8 fb r 8 ]f = 0 - (314-13)

Em termos das coordenadas £' e £  a equacao de on-

das fica sob a forma

20,3_¢ = 0 (3.4.14)

e suas solugOes podem ser escritas como

$lE) = ¢7(E) + o7 (&) . (3.4.15)

Usando esta decomposigac pode-se verificar que

- Cma o 2Yy -
e__ = 8__(E ) I e++ 9++(5 )- . (3.4-16)
Além disto pode-se mostrar que gualquer solug¢do da equagdo
(3.4.6) pode ser decomposta em componentes que dependem ape -

nas de £* e £ respectivamente:
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+ : , - .
£, = £+(E-) o £E_=f_(E7) . ‘(3.4-17)

Com estes resultados podemos construir deois conjuntos de (car-

gas) constantes do movimento:

Q = | 8¢ £7(£)e__(&7) , (3.4-18a)
o = | ag” £ ghe, Y , (3.4.18b)
Q = Qf + 07 . | (3.4.19)

Para construir o formalismo candnico em termo  das

s + - ' . .
variavels £ e £ , vamos introduzir os colchetes de Poisson

(608,01}, , =4 cc™=n) ,  (3.4.20a)
£ =n

(0(E), ¢t} _ _ =g eg*=n*) ,  (3.4-20b}
' £ =n

ou, equivalentemente,

{6 (T)rd (N} e{E-n) , (3.4.21a)

i
YN

e(&*-n") ,  (3.4.21b)

il
|-

TR ITH M),

{s*,"t =0 . (3.4.21c)
Para duas funcdes quaisquer A,B das variiveis dinamicas,

{a,B} = % J agde'elg-£") ——ﬁéh— —fB___ , 4 —0B_
§67(E) S¢7(ET)  S0TI(E) &9 :5’4 22)
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Com estas definig¢des a carga Q. dada por (3.4.19)

gera a transforma¢idoc correta do campo ¢, equacao (3.4.9),

Qg ¢} = fa3a¢ . (3.4.23)

Supondo gque as integrais de superficie se anulam, os colche -
tes de Poisson das cargas Q; e Q; reproduzem a lei de compo-
sicao (3.4.7):

i + +

{Qf:Qg} = -Qh I3 (3.4-243)

{QE,Qé} =0 . (3.4.24b)

O campeo ¢ admite também a simetria (trivial):

6= ,. [Je=0 , 2= +a2”@E) .

(3.4.25)
Em particular, se Q = Bafa,'tem—se que

Oe=J (3£ =0 (3.4.26)

como consequéncia das equag¢Oes de Killing (3.4.6).
A corrente conservada associada 'cdm a simetria

-

{3.4.25) e

Jg = (3%¢)n - #3% . " (3.4.27)

Do mesmo modo que no caso anterior, podemos construir duas car

gas independentes:
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an = 2 | ag*e’a et (3.4.28a)
J +
gz = 2 | AETQTo_¢” -, (3.4.28b)
J = e _
dg = 9g + 9y - - (3.4-28¢)

Vimos que a teoria do campo ¢ admite duas simetrias
independentes cujas cargas conservadas sao dadas pelas equa -
coes (3.4.18) e (3.4.28). Estas simetrias podem ser combina -

das definindo-~se as cargas

Q + g, ., 8 =%, (3.4.29)

'[C('=C—.."e) ’
que geram transformac¢des nao-homogéneas sobre ¢ :

a

g, 00 « £75,¢ + a3 £ (3.4.30)
A algebra destas cargas ndo fecha,
@83 = -4 + a®attie) (3.4.31)

onde
AlE,9) ='I dg"(£7a3%g™ - g 33 f7) + I ag*(£*aig* - g*aiet)

Mas, como A(f,g) nao dependem das variaveis dindmicas a equa

¢do (3.4.30) pode ser adotada como uma realizagao das trans -
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formagoes conformes do campo ¢.

Para as transformacgdes combinadas ds correntes con-

servadas sdoc expressas por

Jf = = fb rF} (3.4-32)
cnde
Eb = Bap * 20dggy [T - 8,5,0¢
1 C .
= aa¢ab¢ -3 gab3c¢a $ - 2aaa3b¢ (3'4f33,

€ o tensor momento energia conformalmente aumentado. Observe
gue o tracgo deste tensor & nulo gquando ¢ satisfaz a equagdo

de movimento. As cargas conservadas neste caso sdo
t LI P N T T - t '
“Q“f = I Al 14 )Ei¢ 3,6 - 2aa;¢:[- . (3.4234)

Passemos agora ao caso geral da lagrangiana (3.4.1).
A teoria neste caso também exibe invariancia conforme. Pela

transformacao infinitesimal

a a .
§¢ = £ 8a¢ + Baf (3.4.35)

a lagrangiana (3.4.1) muda por uma derivada total. Estas trans
formacdes serdo definidas como as'transformacées conformes do
campo de Liouville. Observe que, em contraste com o caso antg
rior, para que se tenha uma simetria € preciso que se conside

re a transformacdo combinada. (3.4.30) com a = 1.
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Como temos invaridncia conforme, é de se espe -
rar que as correntes conservadas sejam expressas em termos
de um tensor momento energia de trago nulo. De fato, com o ten

sor momento energia conformalmente aumentado dado por

" = _ ] c ®
B, = 9,00,0 — g, (3 3,00% - ule’)

+ 2g,, [ - 9,0,08 4 (3.4.36)
2 2wt s [Jo - 0, | (3.4.37)

as correntes sao expressas por

(3.4.38)

Pode-se verificar que E,, © E,, dependem apenas de
g+ e g—; respectivamente; de modo que podemos construir dois

conjuntos de cargas independentes;
oF: ='f.dg*f?(g*)ati(g*) =;I.dgif*(at¢ai¢-— 2328) . (3.4.39)

Observe que estas expressdes sdo formalmente idénticas as do
caso livre. Mas; naquele caso; ¢ depende £+ e £ separada -
mente, enguanto que 9 ='¢(€+;€-). No entanto, usando as equa-
cﬁes de movimento, pode-se mostrar que ai¢ai§-23;¢ depende
apenas de g¢ .

Postulando-se o¢s colchetes de Poisson

- T elgTnT) (3.4.40a)
: -

(e(g),etny} ;.
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fe(e), 0} _ _ =g etg’-n") , (3.4.40b)

£ =n

pode-se verificar que as transformac¢des (3.4.35) sdo geradas

pelas cargas

Qe = Qp+0; (3.4.41)
isto &,
{Qe,0} .= £%3,0 + 3_£2 . (3.4.42)
Tem-se também que
fag. .} = -q, + 8(£,9) (3.4.43)

do mesmo modo gque no caso livre.

Menciocnamos gque a equacao de Liouville (3.4.2) pos-
sui uma transformacao de Bidcklund que relaciona suas solugdes
com as solucﬁes do campo livre. Com

%(¢+¢)
3+(¢-¢) e

Ho ’ (3.4.44a)

3(2-9) |
=-yae ’ - {3.4.44Db)

3_(2+9)

¢ serd uma solugdo de (3.4.2) se []¢ =0, con o um parame-
tro arbitrdrio. Observemos gue esta ndo & a Unica transforma
céo que relaciona os dois campos, existindo pelo menos uma ou
tra transformacao (canénica).

Apesar de haver sido introduzido na teoria classica
dos strings via os resultados cobtidos por Polyakov na teoria

quéntica; o campo de Liouville & um objeto natural na formu-
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lagao geométrica da teoria do string. R. Omnes mostrou que a
teoria geométrica do string num espacgo-tempo tridimensiocnal,
se reduz a teoria de L;ouville com .0 campo. ? real; no espag¢o
—tempo de Minkowski isto também ocorre, mas neste caso o cam

po ¢ & complexo.

3.5 Formulagac da teoria em termos de bivetores

3.5.1 Introducdo a teoria dos bivetores

No espago euclidiano tridimensional R® considere -

-+ >
mos dois vetores v e w e 0 segmento de plano por eles deter-

minados, como na figura abaixo.

A este segmento de plano vamos associar as seguintes proprie

dades:

1) um modulo, dado pela area do paralelogramo determinado par

Vew, |3||§|.sina 3

2) uma direcdo, associada com o plano determinado pelo seg -
mento;

3) uma orientacdo, definida pela circulagao ao longo do con-

torno do segmento (identificada pela seta curva da figura)
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Vamos agdra definir uma operacac sobre pares de ve-
tores de tal modo que © resultado seja um objeto dotado  das
propriedades acima. Este objeto seri denominado de um bivetor,

e denctaremos

B=veOwW (3.5.1a)

cnde & simboliza a operacéo de produto extérno.

Quando as propriedades (1) e (2) sdac estabelecidas
tem-se duas orientacﬁes possiveis para o bivetor. Diz-se en -
tao que se dois bivetores diferem apenas pela orientacéo eles
tém sinais opostos. Requeremos entéo que a operacéo de produ-

tos externcos seja anticomutativa,

VeOw=: -w@Ov . (3.5.2)

Observemos que a forma do segmento de plano que re-
presenta o bivetor @ irrelevante. Assim, a representacéo de
um bivetor pelo produto externo de dois vetores nao é Unica .
O segmento de plano néo necessita ser um paralelogramo, poden
do ser qualquer. figura plana com uma orientacao.

Bivetores podem ser somados e também multiplicados
por escalares. Assim, o conjunto dos bivetores constituil um
espago vetorial 13 sobre o corpo dos numeros reais. (E claro
que isto pode ser estendido para o corpo doé.nﬁmeros comple -
xos). Se a dimensao do espago vetorial dos vetores & n, pode-
-s8e construir (g) = n{n-1}/2 bhivetores 1ineérmente indepen -

dentes de modo que este nimero & a dimensdo de 13 . Conside-
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remos uma base {Ei,éz,és}'em R®; com estes vetores podemos

construir trds bivetores linearmente independentes,

. {(3.5.3)

14

¢ @ ¢ , & ® @ A YCH

1 2 1 3 2

Estes constituem uma base para o espago vetorial dos biveto-

res 'B . Un bivetor B ¢ B pode ser representado por

R +
B =BG 08 , (3.5.4)

onde Bij = —Bji sao as componentes de B na base (3.2.3) .

Da definigao (3.5.1a), segue que

&
L}

% (vywi-vw ) €, @8 (3.5.5)

donde se conclui que

Bij = (vi_j - V.W

RANE (3.5.6)

LI e

Da expresséo (3.5.4) segue que qualquexr bivetor po-
de ser identificado com um tensor antissimétrico de segunda
ordem. (Lembre gue hum espa¢o com dimensdo n um tensor anti
~-simétrico de segunda ordem tem (2) componentes independen -
tes ,)

No espa¢o tridimensional podemos associar a um bive

tor 1B, de maneira univoca, um vetor ortogonal ao - plano de
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B e com o mesmo mddule. Este vetor, ﬁ, cuja orientacao € dada
pela "regra da mao direita", & obtido de. B pela aplicagdo
dualidade,

B ‘ : I ; B -

As compenentes de B ficam dadas por

—

_ 1 =3
1772 %i3kB3x T 7 f13kV3%k

{3.5.7)

com i,j,k ciclicos. E claro entao que- B.&o prbduto vetori

al de v por ws

*

De modo geral bivetores correspondem a tensores antissimétri
¢os e, no caso particular de trés.dimensées, correspondem a
vetores axiais. (Observe que por inversao todos os vetores mu
dam de sinal, e os bivetores ficam inalterados. Portanto, os
vetores duais ficam inalterados; séo pseudo-vetores, ou veto-
res axiais).

| vamos definir uma outra oPeracéo entre vetores e bi
vetores. O produto interno é definido como uma operagdo que a

e
cada par f,:B associa um novo vetor n ,

n=t.B 0, (3.5.9)

cujas componentes sao

n..='gkakj . (3.5-10)
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O vetor 0 assim definido tem as seguintes propriedades:

1) 7 pertence ao plano de 1B;
2) se E|B entdo ? = 0;
3) 7 & ortogonal a % ;.
a) |n] = |E||§| cosh .

A geometria de'(EﬂB,ﬁ) esta esquematizada na figura abaixo.

3=E,B=.-§x-§ . (3-5-11)

O0s desenvolvimentos apresentados até agora tiveram
como objetivo desenvolver uma intuicao no.uso.de bivetores .
Vamos agora paésar ao estudo dos bivetores numa variedade
qualquer M . Os conceitos apresentados anteriormente seréo
generalizados e a abordagem sera, por necessidade, um pouco
mais sofisticada.

Consideremos uma variedade M, dotada de uma métri-
ca g ='(ga8(x)). Por definicéo um campo de bivetores B & um
campo tensorial antissimétrico de segunda ordem definido so-
bre M . No gque segue estaremos considerando sempre bivetores
definidos num ponto P de M , B = B(x) onde x = {x"3 sé’oas
coordenadas de P numa base em M . Nesta base as compo -

nentes de B(x) serao denotadas B¥V(x) = -BYH{(x).
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No espago vetorial 3 vamos definir um produto_in -

terno de dois bivetores A e B por

A-B= G guvasAwBaB -3 a8, (3.5-12)
onde
9yvag = padvp = Jupdva (3.5.13)

0 tensor Iuvas definido acima tem as seguintes propriedades:

Tuvag = Ivuas = Juvea = Jasuv ' (3.5-14a)

guvaB + ngva + guan =0 . (3.5-14b)
Com um bivetor arbitrario A ¢ {3 pode-se associar

R . '
um outro bivetor A e 13 pela aplicagidc de dualidade. A ope-
ragdo de dualidade & um automorfismo de {3 » € as componentes

*
de A ficam definidas por

* - 1 _ af _ l af ’
Au\) = 5 ¥—~g E}J\JGBA =3 nUVGBA ’ (3.5-153}
. ,
AW = o L etveby L T VB L (3.5.15D)
v—g
Tem-se as seguintes prbpriedades(*):
(*)Note:
uvpd Wvps [p (&} _ _,qp0
Tagw™ = ~Copu® ~2877 67 = <287 4
YNeo_ [Y sn +p 0} PO PO YN, PLY Nl olysnlp
€ oy 8T B8R 8 OB St 2 o Sy 2 Sap oL -

o U v TaBuv
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£ .

aby = W, (3.5.16a)
AP”AnQ.='—KP”iuv , (3.5.16b)
A¥Pn - Eppivp - %8 6" . (3.5.16c)

Da iltima expressao acima.segue;-em particular, que

*

2 a¥B o1 (RP“A BTN

dB > uv o ’ (3.5217)

que mostra qgue o dual de um bivetor &, a menos de um fator ,
a matriz inversa da matriz associada ao bivetor.
Por definigdoc um bivetor & simples quando pode ser

escrito como o produto anti-simetrizado de dois vetores,

APV = vl o WV, (3.5.18)
onde v = {vF"} e w = {w¥} sdo vetores, Simbolicamente '
A =v ®w, onde ® & o produto externo, como anteriormente.
Obsgserve que se Vv e w sﬁo objetos do espaco tangente a M en-
téo/A = vOwW=vORw-w®v, e & é o produto direto.Se
vew sao objetos do espago dual (cotangente) ent&d,&:v ® ws=
= v A w; e A & o produto exterior usual.

Pode-se demonstrar que a condicao necessaria e su-

ficiente para que um bivetor A seja simples é gue

AthAp]\J = 0 s (3.5.19)

resultado que é valido em qualguer numerc dimensdes. Em qua-
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tro dimensdOes a condigdo acima pode ser expressa como

*u\) _ - .
AuvA =0 , (3.5.20)

ou, equivalentemente, det(Auv)_= 0. Observe gque se A & sim-
ples entao ,ﬁ também & simples. (No espago euclidiano tridi -
mensional todos os bivetores sado simples.)

Com um bivetor simples Auv tem-se assoclado um par
de vetcres v,w no espaéo tangente a M no ponto em questéo.
Estes vetores geram um espaco vetorial bidimensional I? deno-
minado de segmento de plano ou lémina associada a A. Para
qualquer par de vetores a, b € £*, A ¢é proporcional a a ©bL.
. Observe que a express%o {(3.5.18) nao fixa os vetores v e W’qqi
vocamente pois podemos somar a qualguer um dos vetores um mal

tiplo do outro sem alterar A . A expressao (3.5.18) fixa ape

v
nas o segmento de plano que os contém.

Por definicéo o posto de um bivetor & o posto da ma
triz construida com suas componentes. Se o.pbsto de um bive -
tor é k, o bivetor pode ser decomposto em k/2 bivetores sim-

ples. (Lembre que o determinante de uma matriz anti-simétrica

de ordem impar é nulo,) Para A = {Au\)}' tem-se entdo que:

1) se det A =0 e A £ 0= k=2 e Au\)=vuw\)-vku' Neste .
caso A & simples e tem uma lamina; '

2) sedet A £ 0= k =4 e A pbde ser expresso COmMO uma com
binacéo linear de dois bivetores simples gerados por
a[ubv] e a[va].

Consideremos a seguinte transforma¢$o linear defini

da eij:
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A~>A(6) =Acosd +A sine , (0S80 § 21 ,(3.5.21a)

ou

’ *
Auv +.Auv(9) Auv cos0 «+ Auv singé . {3.5.21b)

Esta transformacdo & denominada de rotagdo dual ( generalizacdo

de rotagao e dualidade).Pode-se mostrar sem dificuldades que

*uv uv Ly -
Auv(B)A- (6) # Ava".. para 9 arbitrario,
*
Auv(e) = Apv(e)_c-=¢ 6 =n/2 .

Por um calculo direto encontra-se que
* *
uv = HV - Hv
Aw(e)n. (8) = (Ava. ) cos2e (AuvA' )sin20, (3.5.22)

donde se conclui gue existem quatro valores de 8 para os quais
Auv(e)iuv(e) = 0. Portanto, um bivetor arbitririo pode sempre
ser transformado num bivetor simples por uma rotacaochnl apro
priada.

Consideremos um bivetor simples A,
ARV = 2 ylEgvl (3.5.23)
0 dual de A fica dado por

R ~—J S L) B (3.5.24)

e pode sempre ser escrito como



CBPF-M0-006/85

-466-

i 2 ' 3.5.25
para algum par de vetores n = {nu}, £ = {Eu}. Da equagdo
(3.2-24)'segue que -

Auvv =0 ’ Apvw =0 , {(3.5.26)

‘donde se conclui que as laminas de A e;ﬁ_ sdo ortogonais.
Quando os vetores v e w na expressdo (3.5.23) sao
ortogonais, vuwp = 0, dizemos que o bivetor esta na forma
canénica. Pode-se mostrar que um bivetor simples pode sempre
ser escrito na forma canﬁnica. Em outras palavras,existe sem

pre um par de vetores a = {a"} e b = {b"} tais que

Apv = 2 a[pbv]. (3.5.27a)

com
a b’ =0 . {3.5.27b)
Expressando o bivetor na sua forma canonica tem-se

gue

= uv _ M v
AL = Ava. = (a.au) (b bv)' ’ (3.5.28)
e, com base nesta expressac podemos fazer a.seguinte classi-

ficacao:

I - AA >0 —+a" e bY sdo tipo espace. A lamina de A
é tipo espa¢o, e nao contém vetores nulos;
II - A < 0 = a" & tipo espago e b¥ & tipo tempo (ou vi

ce-versa). A l8mina de A - é tipo tempo e contém dois
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vetores nulos reais;

III - AA = 0 = a¥ & nulo e b & tipo espaco (ou vice-versa.

A lamina de A € nula e contém um vetor hulo.

0s bivetores séo classificados coﬁo tipo espac¢o (caso I), ti
po tempo {(caso II), e nulos (caso III).

Das equa¢des (3.5.16) segue que a aplicagdo duali-
dade transforma bivetores tipo espa¢o (tipo tempo) em biveto
res tipo tempo (tipo espago), engquanto que bivetores nulos

sdo transformados em bivetores nulos. Tem-se entao que

I' - se M < 0, a lamina de A é tipo tempo e contém dois
vetorés nulos reais;
IT* - se /Kﬂt >0, a lé_imina de A & tipo espago e néio... .con-—
tém nenhum vetor nulo real;
III' - se /;\A =0, a 1§mina de A & nula e contém um vetor
nulo.

Passemos agora a uma analise sucinta do problema
de autovalores para bivetores. Consideremos um bivetof)&,sig
ples, tipo tempo. Entéo,:de acordo com o que foi dito acima
a lamina de A & gerada por um par de vetores nulos reais ,

k e g,

A, =kt -kt oo, |  (3.5.28a)

B W, TN . (3.5.28b
k=0, 2 =0, k¥ =240, (3.5.280)

£ claro entdao que k e & sdao autovetores nulos de A, com au-

~ : hY)
tovalores ). As equagdes de autovalores se escrevem A vh =

W
= Thu, com h" = ¥kt et ='($k,-k). Deve-se ter também
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Ruvgv = 0. Com Auv simples, tipo tempo, pode-se  demonstrar
que existem exatamente duas solucaes destas eQuacées, que sao
{nicas a menos de um fator de proporcionalidade arbitrario .
Uma andlise semelhante pode ser feita para A tipo espago.
Consideremos agora um bivetor nulo W. Comd todo bi

vetor nulo é necessariamente simples, a lamina de W contém

um vetor nulo ¥ e um vetor tipo espaco a” tal que

N = 2 a - R a {3.5.29a}
2Pa =0 , N & =0 . (3.5.29b)

tem-se que

IR T : * : '
Nuvl =0. , N .a =0 , (3.5-30)

*
donde segue que N pode ser escrito sob a forma

* _ _ :
va ='£pbv'- zvbu' . (3.5.31a)

-bpbP'< 0., apbu =0 , 2fp =0

(3.5.31b)

Logo; se N & nulo existe um vetor real nulo que € autove -
*
tor de N e N ,
v

N =0, N2 =0, (3.5.32)

que & Unico a menos de um fator de proporcionalidade.

0s problemas de autovalores para'OS bivetores po-
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dem ser resumidos como no guadro abaixo:

BIVETOR [N9 DE DIREQOES PRINCIPAIS NULAS

Tipo Espaco Duas
Tipo Tempo | Duas
Nulo. . - . . Ura

Num ponto P de M pode-se visualizar geometricamen-
te as direc¢des principais dos bivetores considerando-se as pos
siveis intersecées das lﬁminas de A e ,ﬁ com o cone de luz
do futuro C; com vértice em P. Se a j.afimina de A @& tipo es
pago, ela estd inteiramente fora de C; e ndo hi intersecdo .
Nc entanto, a lamina de ,ﬁ & tipo tempo e, como esta parcial
mente contida em C;, ela corta o cone de luz ao longo de um
par de geratrizes. Um raciocinio analogo pode ser feito para
0 caso em que a lamina de A é,tipo-ﬁempo. Agora, se as lami -
nas de A e;ﬁ sao nulas, ambas tangenciam C; ao longo de uma
Gnica geratriz.

Como ilustragdo considerémcs a teoria de Maxwell.
FHV é o bivetor intensidade de campo. Com relagdo a um obser-

H GPO

vador cuja velocidade é v© = os campos elétrico e magne-

. - c . v * v
t f dos por EE = F e B =-=-F onde E =
ico sao defini P u lJ\)\r u Fuvv P "

= (O,E), Bus= (0,§). Tem;se que

FquF“ = |B|* - |E)]* , (3.5.33)

% .
F F*Y - 4E.B . (3.5.34)
Hv

Suponhamos que £ =;(1;3).é uma direcdo principal nula de Fuv'
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Entao £uzu = 0 & egquivalente a V ser unitirio e Fuvgv =

v
_v£ = Azu se

= (E + Vv x B, v.E). A equagdo de autovalores F

reduz ao par de equagdes vetoriais

by
+
<4
x
e
1l
:

-
<4
o
1l
=

-

donde se obtém

=
Il

o
il

v x B+ BV

No caso em que FqupU # 0 existem duas direcgoes
principais nulas que ({por uma transformacﬁd de Lorentz) po -
dem ser escolhidas como k = (1,3) e % = (1,—3). Neste caso,
ExB=0 e B =21v de modo que B e B sdo paralelos.a v.

Se Fuv € nulo, Fqu““ = 0, e simples, entao 3.%:0,

v.B = 0, E = 3x§, e.(ﬁ;§,$) formam um triedro ortogonal. As
condigbes E.B = 0 e |E| = |B| caracterizam uma onda plana .

Observe que se tivermos apenas F.vFuU = |B|2-]E|2 # 0, & sem

H

pre possivel encontrar um referencial no gual F vF”v <0 (e

u
0 campo se reduz a uma componente puramente elétrica) ou
Fqu““ > 0 (e o campo se reduz a uma componente puraménuanag
nética).

Consideremos agora um campo de bivetores simples
A = {Auv} definido numa regiéo.do espago tempo. Este campo
de bivétores gera um "campo de laminas" ou elementos de super
ficie que poderéo se. juntar de maneira continua, de modo a

formar familias de superficies bidimensionais como na figura
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abaixo.

Pode-se demonstrar que a condig¢do para que um bivetor simples

seja gerador de superficies é que
(3.5.35)

{(Na verdade, esta equacao-é uma maneira.de e expressar que o
colchete de Lie de v e w pertence ao espag¢go bidimensional ge-
rado por estes vetores.)

Se A & tipo tempo a superficie que ele gera & tipo
tempo; A pode ser expresso como o produto exterior de um ve
tor tipo tempo com um vetor tipo espacgo. O dual;ﬁ é portanto
tipo espaco; e pode ser expresso pelo produto exterior de dois
vetores tipo espaco linearmente independentes. Os guatro veto
res que geram A e A'{ podem ser usados como-base no espago
tangente do espaco tempo em cada ponto.

No caso.de bivetores simples nulos, N.N = 0, tem -

-se, como ja vimos,

va = Nqu-Nqu

com
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Em contraste com os outros tipos de bivetores simples, os bi

vetores nulos especificam uma finica dire¢do nula no espaco -
S - - -

tempo. 0 dual N e tambem nulo, e sua lamina € ortogonal a

de N. Assim, podemos escrever

*
RHY L RV o v

conm

N'v. =0 ; VPW - 0 , vuvu <0

que sado as equacéeé (3.2.31). Segue ent3o que um bivetor nu-
lo e seu dual néo geram todo ¢ espago-tempo, devendo ser su-
plementados por um outro vetor linearmente independente que,
naturalmente, pode ser escolhido como nulo.

Da condig¢ao (3.2.35) obtém-se, péra o caso nulo,

0 F (3-5-36)

u o U U
[N,W]-vu {N vaw W Va“ )v1i

1l

WP = O WHROY NN = 0 L (3.5.37)

u
Estas equag¢gdes nos dizem que o colchete de Lie de N e W é uma
combinag¢dc linear dos mesmos (campos de) vetores, que € uma
condig¢do para que estes campos gerem superficies. Lembrando

que NuN“ = 0, segue de (3.2.37) que

'\) .
NNT W =0 . (3.5.38)
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3.5.2 Aplicagdo i .teoria dos strings

Sobre a superficie de evolugido I do string defina-
(*) '

mos o campo de bivetores

FHV Eab

aay“aby“ = Py VaytHeY . (3.5.39)

it

Por construcgdo MY & simples. Pode-se verificar sem dificul-
dades que as condic¢des (3.5.19) ou (3.5.20) sdo satisfeitas.

Esta ltima sera de particular interesse mais adiante :

S-S 1A VI
:“vz. =0 , (3.5.40)
com
r _ 1 aB '
zpv = epvaaz . (3.5.41)

Segue da definicdo (3.3.1) que

-zuUzP” = 2 det(g,) = 29 . (3.5.42)

Vamos completar uma base local nos pontos de I in-

troduzindo os vetores gK, A = 2,3, satisfazendo as condigoes

nuvaay“;X =0 . (3.5.43)

Com estes vetores podemos construir o campo de bivetores ti-

po espago

(*)

Estes bivetores sac as mesmas quantidades que foram definidas na Segao

1.7 e denominadaé de coordenadas de Plliicker de I.
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AB_yu_v " ga
AW = M hen (3.5.44)
onde 3% = ¢** = 0, ¢3% = "% = 1. Tem-se de imediato gque
E“vl- =: 0 ’

. . *
de modo que, de (3.5.40), AV deve ser proporcional a Zuv.Dg

notando

* -
BV oAt o, (3.5..45)
tem-se que
oA A AP o o2s
Hv - uv -
H
Usando que Euv = 'zuv segue que

£ L uv _ WV _ 1y gHV _ 2
P = 2 = zuvi. = -7 5,2 - - 29

donde se obtém 4 = Y=g . Logo,

I =/ . (3.5.46)

Passemos & dinamica do string. Em termos de Euv a

integral de agao do string se escreve

N R |
S = =N J. dt J. do \/L.%-zubzP“'  {3.5.47)

Calculando a variagdo obtém-se
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5s--NId=s——4—1'—-—z-. 32 s(ayW) =

Com as variagoes GyB satisfazendo as condigdes (1.3.3), segue

de 68 = 0 as equac¢des de movimento

o R
ghey [ _E\_’._.] =0 (3.5.48)

‘?_ %_EJ

e as condicgoes de bordo

L yHs =0 em o = 0,n . (3.5.49)

Pode-se verificar que estas condigdes se reduzem as condi -
goes (1.3.11), gque por sua vez implicam que-zuvzuv = 32 = 0Oem

¢ =0, , de modo que o bivetor I € nulo nos bordos da super

uv
ficie de evolugdo. Observe que isto significa que g = 0 em
6 = 0,7, em acordo com {1.3.12). Salvo observac¢io em contra-
rio; vamos considerar strings fechados daqui por diante.

Vamos elaborar um pouco sobre as equagdes (3.5.48),

Definamos o bivetor
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YA Jep— R T (3.5.50)
- _.23'
3
wo_
0 0" = -2 (3.5.51)

Em termos deste bivetor as equacdes de movimento (3.5.48) se
escrevem |
LY =0 . 3.5.52
o aBqu { }
E facil verificar que
UB . _ * *AB _ AB
o anuv = QAuBBQ = Alvask " (3.5.53)
de modo que as equacﬁes de movimento podem ser expressas sob
as seguintes formas alternativas:
* *KB _
kaaB¢ =0 , . . {3.5.54)
- AB _ '
}Avasx =0 . (3.5.55)
Usando a definic¢do (3.5.44) tem-se que
af _ B ABo, .
BBA (GBE )3 (e ;Ac ) (885 )a ; B ’ (3.5.56)
onde usamos gue (aB;a);BB = 0 porque os dois vetores s&o or-

togonais. As derivadas dos vetores normais ;GA podem ser ex -

pressas como
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B _ v B . cd, B
aa; B = % SABac At bBcdg acy ’ {3.5.57)
onde SABa séo as componentes do vetor de torgao,
S, =-8__=1¢.03.2° (3.5.58)
ABa Baa - %caa® B ' e
e bBcd s&o os coeficientes da sequnda  forma fundamental de
- L. Segue entdao que
a B _ ac _ _

onde hB € a curvatura média de I na direcgdao da normal cor-
respondente ac indice B, Substituindo estes resultadcs nas

eguagoes . {3.5.55) e usando (3.3.6} resulta que

N hA;VA =0 © (3.5.60)
a o

donde
hy = 0 (3.5.61)

como consequéncia da independéncia dos vetores normais ch .
Estas sdo as condicﬁes.para que I seja uma superficia minima.
(Veja os comentarios feitos na Secéo 1.5.)

As condig¢des (3.5.61) se verificam sempre que as
equacoes de movimento sac validas e, como consegquéncia tem -
' 408 |

-se de (3.3.17) que % = 0 ou

B

2.0 -0 . (3.5.62)
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Usando a definigdo (3.5.50) obtém-se da equacdo acima

5 FOB , foby (fl-a] =0 .
=g ° Pl
Mas,
E%8, = vmg BP0 g =0 (3.5.63)
de modo que
0 8% 0 . (3.5.64)

Por outro lado, pode-se verificar por um calculo direto que

20% -0, (3.5.65)
sem que se faga uso das equag¢oes de movimento.
Fagamos um resumo do gue obtivemos até agora. Par -

tindo da integral de agao (3.5.47) com

) j—cy
= -N V_ ! E}“’z' | (3.5.66)

obtivemos as equagdes de movimento (3.5.48),

-z
O I D
a. -
" IZ'

Definimos o bivetor @u , equagao (3.3.11), e mostramos que o

A"

x :
seu dual ¢u° tem divergéncia nula. Por sua vez este resultado

S ) _
conduz a que-Zuﬁ tambem tem divergéncia nula. Agora, o ingre-
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diente fundamental para demonstrar estes resultados sﬁo as
condigdes (3.3-22); isto &, o fato da superfic;e de evolu -
cao ser minima.

Analisemos os resultados obtidos. Para a teoria for
mulada em termos de Zu

v.

Equacdes de movimento i A superficie de

.
. aB .
evolugdo & minima - 3,k =0

_zuaaa (. 'Spv _] -0
- 5‘ g2
Eq. (3.5.48) - Eq. (3.5.64)

As equagdes (3.5.64) s&o as condigdes de integralidade que

garantem a existéncia de potehciais ‘Au(Y) tais que

EgaU) = 3, 5% ¢ ?as . {3.5.67)

[}

- %
Em virtude da condigac (3.5.40), I.Z 0, as componentes

i =+
elétrica e magnética do tensor intensidade de campo, % e B

respectivamente, devem satisfazer i condicio
of > >
Fus¥ - 4B = 0 (3.5.68)

Agora, para formular a teoria em termos do pbtenci
al .AU(y) € necessario fazer modificacdes a partir do ini -
¢io. De fato, a integral de acac passa a ser escrita sob a

*
forma( )

(*)

Note que faﬂ e uma notagao para.indicar que o bivetor EUB esta expres
so em termos dos potenciais Ay . Na equacgao '(3.5-392 o fator 1/2 (que
aparece em (3.5.47)) foi englogado na definicao de aB
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§ = -N [-daz'vt;sgssnﬁ-. . {3.5.69)

e o principio de Hamilton agora & no espaco~tempo, € ndc no
espago (1,0) como em (3.5.57). Se faz necessario também demons
trar que as duas formulac§es conduzem aos mesmos resultados .
Essencialmente, & necessario demonstrar que as solugdes das
equacéés de movimento que se obtém na acéo (3.5.69) sao tam -
bém solugdes das equagdes (3.5.48). Neste ponto & importante
observar que o potencial .4(y) e/ou o tensor intensidade de
campo devem ser singulares, definidos apenas sobre § . £ cla-
ro também gue a teoria devera admitir uma interprétacﬁo fisi-
ca razoavel.

Para a teoria formulada em termos de Quﬁ 3

Equag¢des de movimento A superficie de *o R
. evolugac é minima ’ 38° =0
Mo =
o Baépv =0
Da mesma forma que no caso anterior o bivetor QGB pode ser
expresso em termos de potenciais,

- a g * d
e satisfaz a condigao $.¢ = 0. Mas agora temos uma eguacaoc a

mais, equagao (3.5.65},

&8 _
8a¢ > =0
que ndo ocorre no caso anterior. O par de equagOes

| | . |
aa¢“3.= o, aa¢“8 =0 (3.5.71)
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com QGB expresso em termos de potenciais nos sugere a constru
¢do de uma teoria linearizada, tipo Maxwell, para o string

com integral de acao

5= -

Esta teoria apresenta todas as dificuldades da anterior, é

o . 098 gug (3.5.72)

| —

aB

claro, e outras mais devido & presenca das equagdes (3.5.62).
Partindo da acao (3.5.72) as equagbes (3.5.62) representam ape
nas as condi¢des de integrabilidade e, portanto, ndo sao dina
micas, enquanto que as equacaes (3.5.65) sao equacées dinami-
cas. Lembremos gue as equacées (3.5.62) foram obtidas a par-
tir das equacﬁes de movimento no sentido que o fato da super-
ficie ser minima é essencial para sua obtencao; isto gignifi-
ca que estas equacﬁes.contém a informagdo dinamica fundamen-
tal da teoria. Por seu lado, as equacﬁes (3.5+65) séo, no es-—
quema ahterior, puras consequéncias da construcao do bivetor

* - - . R .
z e nao consequencias da dinamica do sistema.

7Y

Um ponto importante desta abordagem € garantir gque
as solucdes das equagdes de movimento que se obtém de (3.5.72)
sdo também solugdes das equagbes (3.5.52). Isto pode ser fei-

to impondo-se gque o tensor momentum-energia tenha divergéncia

nula. De fato; tem-se que

Bo_ ogHogr .1 1 0B _
TE, = 95,00+ gt o700 o = , (3.5.73)
_oas¥ A 1w
AP CANIEE L , (3.5.74)
™ =0, (3.5.75)
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onde usamos que o bivetor ® esta normalizado, equacéo(3.5.51L
Impondo que auT“v-= 0 obtém-se

A A

0 = oF _

CoaA o aH .
A3u° v +_? vaué y = ©® Aau¢

que sdo as equagdes {3.5.52). Mais detalhes sobre esta aborda
gem para a teoria dos strings ser§0 apresentados mais adiante.
A analise feita acima nos leva a pensar em constru
ir uma teoria de campos para o string. Mais ainda, = como (o]
string parece estabelecer um elc entre as teorias tipo Max -
well e Born-Infeld, surge também a perspectiva de se represen
tar campos eletromagnéticos por configuracées tipo string.
Uma abordagem tipo teoria de campos para o string
é realmente muito atraente pois nos permitiria aplicar tddo o
conhecimento que se tem sobre campos classicos ao modelo de
strings. Em particular, poderiamos quantizar o " campo de
strings" e, eventualmente, evitar os problemas caracteristi -
cos da quantizacab do modelc usual em tefmos das coordena-
das'yu(g). Uma ocutra motivacéo para se construir uma teoria
de campo para os strings seria a possibilidade de podermos
analisar, de maneira (talvez) mais simples, o problema da in-
teracao entre strings e entre strings e outros campos. Um pon
to crucial desta abordagem é a relacao entre o tensor intensi
dade de campo .(ou potenciais) e as coordenadas da superficie

de evolucdo, conforme veremos nos capitulos seguintes,
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Capitulo 4: STRINGS EM TEORIAS CLASSICAS DE CAMPOS

4,1 Strings na teoria do monopolo de Dirac

Os strings foram introduzidos na fisica por Dirac
na sua teoria do eletromagnetismo com cargas magnéticas (mono
polos); £ facil verificar que o potencial vetor associado a
um monopolo magnético é necessariamente singular. Para isto ,
& suficiente considerar um monopolc de intensidade g # 0 loca
lizado na origem do sistema de coordenadas e uma esfera de
raio arbitririo com centro na origem. Supondo que o potenci-

al vetor Au(x) € ndo singular sobre a esfera, tem-se que

¢ = { Audxu = fluxo total que sai da esfera = 47qg.

Agora, se cortamos a esfera em duas partes, A e B, como na fi
gura, segue do teorema de Stokes

que

Esta contradicdo se de
ve a hipotese de que Au(x) € ndo
singular sobre a esfera. Logoc ,
o potencial vetor deve ser singular em algum ponto da esfera.
Como o raioc da esfera & arbitrario, segue que ele & singular
sobre uma linha no espago-tempo. Neste sentido diz-se que o
potencial vetor que descreve o campo de um monopolo € singu-

lar ao longo de um string. Por outro lado, o campo magnético



CBPF-MO-006 /85
—-484~

de um monopolc € livre de singularidades, de modo que © "String
de Dirac" nao deve ter realidade fisica. De fato, na teoria
de Dirac os strings ndo transportam energia e tados os observa
veis da teoria sac independentes dos seus movimentos.

Passemos a uma analise da teoria de Dirac. Na presen

¢a de cargas elétrica e magnética as equacdes de Maxwell se es

crevem
ﬁaQF““ = - 3¥ . (4.1.1a)
Xuv u a¥
3, F' = - x , (4.1.1b)
onde
{4)
¥ = e J az" ‘§ (x-2) , - (4.1.2a)
E
(4)
k! = g J dz § (y-2) (4.1.2b)
M ' :
sdo as correntes elétrica e magnética, respectivamente. Por

simplicidade vamos considerar uma carga de cada tipo, e e g ;
E, M denotam suas trajetorias.

Pelos argumentos dados anteriormente nao podemos in-
troduzir globalmente um potencial h;(x).de modo a podermos ex
pressar o tensor Fuv da maneira usual, Fuv = auAv'avAu'De acor
do com Dirac, esta relacao-é vioclada em cada instante sobreuma
linha (string) gue se origina no monopoloc e se estende até o
infinito, ou termina em outro monopolo. 6 string pode ser qual
quer linha no espago-tempo que satisfaga & condigdo acima. De-

vido ac movimento do monopolo o string descreve uma superficie

bidimensional I cuja fronteira é a trajetéria M do monopolo .
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A superficie I sera parametrizada por {1,0), com M correspon-
dendo a ¢ = 0. As coordenadas em M séo.yu = yu(1,0=0) como na

figura abaixo.

Dirac sugeriu modificar a definicdo do tensor inten
*
sidade de campo Fuv' introduzindo um termo extra, Guv' que de

ve se anular em todo espaco,exceto scbre a superficie de evo-

lucao:

*
— - 4.---&3
" GW _ (4.1.3)

Fuv = auav-avn

Substituindo esta expressac na equagdo (4.1.1b) e usando

(4.1.2b), obtém-se a egquagao

26 =g [ teyioar

cuja solugdo é

SN
6,y = | @D, 008 ey . (4..)

Observe que Guv € independente da parametrizacao da superfi -
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cie de evolucao.
Usando este resultado a agao de Dirac para o sistema

2 escCreve
$ = -mg J’ dr-m, I ar - 3 J -d4xFquW-e j A ()P . (4.1.5)

Observe que o terﬁo de interacéo-na expresséo acima contém ape
nas o acoplamento da carga eléetrica com o campo. As informa -
cées sobre o monopclo magnético estéo contidas na parte daamﬁo
associada com os campos, terceiro termo da expressao (4.1.5).

A integral de acéo (4.1.5) deve ser variada indepen-
dentemente com relacdo a Au e com relagdo ds coordenadas das
cargas elétrica e magnética. As equacﬁes de Maxwell = (4.1.1a)
seguem das variacﬁes com relacao a Au(x); 0 cutro conjunto de
equacdes, (4.1.1b), & consequéncia'de (4.1.3) e (4.1.4), e tem
carater cinematico.

As equacﬁes de movimento para o monopole seguem das

variagdes com relacido a yu, e se escrevem

2 li * -
my, g?y_ = —gf* 3" . (4.1.6)

Para a particula com carga elétrica obtém-se

2K . : : o
m, %-T-,z— = e(a¥a -2 M2V . (4.1.7)

Vé-se que estas equag¢Ses s6 coincidem com as equag¢des delorentz

azzM _ [VRRCRY
mp g < & F 7
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se as trajetodorias destas particulas nunca se cruzarem com as
trajetorias dos monopolos magnéticos. Esta condigdo & denomi-
nada de "veto de Dirac". -

Concluimos ent50'que a integral de acéo de Dirac,ex
pressao'(4.1-5), conduz a um conjunto de equacées consisten -
tes para o sistema de cargas elétrica e magnética e campos
eletromagnéticos, desde que o veto de Dirac seja respeitado .
Precisamos ainda nos certificar que o string n&o - introduz
graus de liberdade adicionais no sistema. Para verificar gque
isto realmente ocorre é suficiente aplicar o principio varia-

cional com relagdo as coordenadas do string. O resultado é

E obvio gue estas equagdes serdo sempre satisfeitas se o veto
de birac for respeitado, e assim a ac¢do (4.1.5) ndo conduz a
uma dinamica para o string.

Nambu introduziu algumas modificacées na teoria de
Dirac e construiu um modelo de quarks com cargas magnéticas
ligadas (aos pares) por strings — que neste caso tém realida-
de fisica. O ponto de partida de Nambu & a sugestao de Nielsen
e Olesen gue strings podem ser pensades como um modelo matemé
tico de um tubo de fluxo magnético em equilibrio sob a pres -
séo de um meio superfluido carregado {um campo escalar de
Higgs). Se o string é aberto as linhas de fluxo magnético ter
minar&o nas suas extremidades surgindc um par de cargas magné
ticas. Juntando-se esta idéia com o modelo de hadrons-strings

abertos com quarks nas extremidades — emerge um gquadrc onde



CBPF-MO-006 /85

- ~488-

os quarks atuam como fontes de cargas magnéticas.

Desta forma obtém-se um modelo no qual os guarks tém
carga magnética g e o campo (bosdnico) de Higgs transporta car
ga elétrica e. (Note que o que esta sendo denominado de elétri
co e magnético é uma questao de convengdo.) A teoria contem

dois pardmetros de massa m, e m associadas com os campos de

g’
Higgs AY(x) (vetorial) e ¢(x) (escalar). Estes pardmetros se
relacionam com dois comprimentos caracteristicos Ay = 1/mV e
AS = 1/mS que determinam as dimensodes transversais da concen-
trac&o do campo escalar nas proximidades do string.

STRING

{.__<—LINHAS DE INDUCAO

’
!/ MAGNETICA

Com estes ingredientes basicos pode-se construir a
teoria modificando-se a descricéo dos monopolos de Dirac, sem
se fazer uso de um modelo de Higgs particular. A modificacdo
a ser feita na teoria de Dirac & introduzir o "ansatz" da teo-

ria da supercondutividade de London,
¥ = - m a¥ (4.1.8)

de modo que a equacao (4.1-1a) fica substituida por
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2.4
3\) -mVA- - 0 L] (4.1-.9’

A equacao (4.1.1b) fica satisfeita como consequéncia da defi-

nicao {(4.1.3) com

: . (1)
(1) (i), g'on (4)
ku = g I —a?r’— & (x=y)dr , (4.1.10)

onde (;), 1=1,2, séo as cargas magnéticas localizadas nas
extremidades do string. A equagao (4.1.9) & portanto a 1inica
equagdo dindmica.

Para obter as equacées de movimento para o string
e para os monopolos, vamos considerar a seguinte lagrangiana:
Fﬁv 1

T - = 2
b = m. A

1z u . |

u

onde

_ \ /A, (4)
-5{91-1 = §'2 My J -y? § (x-y)drt I(4.1..12)

i=

& a contribuicdo dos monopolos. Variando a integral de  agdo
com relagao a Au obtém-se a equacgdo (4.1.9), que em termos

dos potenciais se escreve

A=~ =a" = av?;"“ (4.1.13)

Variagdes com relacdo a y"(71,0), ponto do interior da superfi

cie de evolucgdo, obtém-se

*
z“"auty) =0 . (4.1.14)
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Finalmente, as equag¢Ces de movimento dos monopolos seguem das

variacgOes com relagao a y#(T,oi):

- (1), _ .
u (i} . (1) (i).
™ (1) %? [:“*JL‘--:] = g ﬁ“vl g) y_.“ (4.1-15)

(5 -

As equacodoes (4.1.13,14,15) sao as equagdes da teo -
ria. A novidade € a equacdo {(4.1.14) gue representa um vincu-
lo sobre Au(y); A condigdo para que (4.1.14) tenha solugdo &

que

* vz
- (2-\)2“):0,

det (% 1
etiz, 6 '“u

»
condigdo esta que & sempre satisfeita de acordo com a equagiao
(3.5.40). Como consequéncia de (4.1.14) o campo AU(Y) deve ser
tangente a superficie de evolugao. Em termos fisicos, isto

significa que a corrente de London flui ac longo do string.

atx) = J adz a(x-zyav?;“"_(z) . (4.1.16)

onde A(x-Z) & a funcao-de Green apropriada. Por um calculo di
reto pode-se obter uma lagrangiana efetiva em termos da qual

a integral de a¢do pode ser posta sob a forma

2 : . MY oy
g'm, I a*Ed? gtz (E)a(z-2' )T (EY)

waf—

s:[d’g'&EF=

(1) (3) (1). . (i) (3) (3).
L [[arac o5y Tteracy -0y En)
r] .

Nl —
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i -

- Em(i, J at V- y . (4.1417)

0 primeiro termo representa uma intéragdo tipo Yukawa entre
dois elementos de superficie; o segundo representa outra inte
ragdo tipo Yukawa entre as correntes magnéticas, incluindo au
tointeragdo; o Ultimo termo é o termo mecd@nico. Note que a in
tegral de ac¢do esta definida na superficie de evolucéo e & in
dependente da parametrizacéo, tendo assim uma interpretacao
geométrica.

Observe que se m, = 0 reobtém-se a teoria de cargas
magnéticas interagindo via o campo de Maxwell (de longo alcan
ce) e o string nadc tem realidade fisica, como no caso que es-
tudamos antériormente. No entanto, com m, # 0 todo o panora-
ma muda e o string adquire realidade £isica.

Entendendo-se os guarks como os transportadores das
cargas magnéticas pode-se mostrar que estes.nao podem existir
livres porque seria necessario uma energia infinita para alon
gar os strings indefinidamente. Assim, neste modelo tem-se sem
pre pares quark-antiquark ligados por strings, nao podendo
ocorrer quarks livres,

Uma analise mais. profunda conduz a muitos aspectos
interessantes, alguns relevantes para uma teoria das intera -
caes fortes. No entanto, para ser um modelo mais realista, se
ria necessario a sua generalizacéo.para incluir um campo de

gauge nao-abeliano.
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4,2 A dualidade de Born, strings e as teorias de Born-Infeld

A teoria dos strings admite uma simetria bastantein
teressante. As coordenadas yu(T,o), que sdo campos sobre a su
perficie de evelugdo, devem satisfazer as condigdes de inte -

grabilidade

'aaéby“-abaay“ =0 (4.2.1)
(a,b = 1,2) .

Denotando v; = {Bay“} = {yM,y'¥}, as condi¢des acima se expres

sam Como

r (4024-2)
ou, simbolicamente,
vxvt =0 (4.2.3)
(2) )
onde V é o operador de derivacgao covariante sobre I. (Lem-
bre que .os coeficientes da conexdo sobre I sao simétricos.)
Como vimos na Sec¢do 1.6, as equagbes de movimento
expressam a lei de conservagao da corrente de Poincare defini
da por
2a ddp’
52 )

- _9b

| By oM
a(aay ) v 4

(4.2.4)

com ju = {37} = {Qu,nu} . Tem-se que

a
L
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Estas equagdes podem ser postas sob a forma (1.10.21),

ab Hy

ak

0 lado esquerdo destas equacdes & exatamente a  divergéncia

do vetor v", de modo que podemos escrevé-las sob a forma

()
Vv .vi.=10 - (4.2-6)

Definindo o dual do vetor vV ,

*
V=g '
* .
L sabvb“ , (4.2.8)

pode-se verificar gue, pela operagdo de dualidade,

(2) | (2)
7

U *Uo_ :
Xvi =0 — V ,v =20 (4.2.9)
© @2 (2) 4,

Vv =0 —s Vxy =0 (4.2.10) -

Portanto, pelas transformacﬁes duais definidas acima, as con-
digdes de integrabilidade (4.2.1) e as equagdes de Euler;La -
grange trocam de papéis. A lagrangiana do string, por sua.vez,
tem a mesma forma funcional em ambas as variaveis.

Observemos dque alsimetria exibida acima tem um sig-

‘nificado profundo ja que equacdes dinamicas se transformam em
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condicées de integrabilidade e vice-versa, e os conteiidos des
tas equagdes sdo essencialmente distintos.

Um detalhe que deve ser salientado € que as e@xwﬁes
de Euler-Lagrange néo séo.todas independentes pois devem sa -
tisfazer as identidades de Bianchi (1.5.12). Assim, tem-se
apenas duas equacées independentes e este numero € igual a di
mensao de I . Quanto as condigdes de integrabilidade, estas
sdo em numero de guatro.

Passemog & uma analise geral desta simetria. A ques
tdo que se pde € a seguinte: Quais as condigdes que uma teo-
ria de campos deve satisfazer para que seja possivel intercam
biar as equagoes dinamicas e as condicées-de' integrabilidade
via uma transformacao'de dualidade ? As teorias para as quais
estas condig¢des podem ser estabelecidas sao denominadas de
"teorias duais no sentido de Born".

Consideremos um campos{wA(x)}, A=1,...,N, defini
do num espago-tempo de-dimens§O-n. Denotemos auwA = qu; ao
todo tem-se n.N guantidades ¢uA, As condicées.de integrabilie

dade

A Ay _ _
3, (,¥7) - 3, (3,y ) = 0 (4.2.11)

ou

A A _ ,
2 U = ¥, = 0 (4.2.12)

estabelecem a igualdade das derivadas mistas como condigoes

suficlentes para a existéncia local dos potenciais wA(x),tais

A
M

¢ao topologica sobre os campos wA(x) que devem ser pelo me-

que Y ='8u¢A. Este é o "lema de Poincaré”, e é uma afirma-
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nos continuamente diferenciaveis. Tem-se N Ei%:ll

condicées
de integrabilidade.

As equac¢des dindmicas do sistema sdo és equagdes de
Euler-Lagrange obtidas pelc principio de Hamilton, com la -

grangiana

b = P .
I

Tem-se N equagdes,

ado
_A_B

&) - 0 . (4.2.13)
ap™ M oy -

Comparando-se as. equagoes (4.2.12) e {4.2.13) vé—se
que os dois conjuntos de equag¢bes poderdo se transformar en -
tre si se duas condigOes (necessarias) forem satisfeitas. a

primeira condigao €& que

3o
BwA

=0 , (4.2.14)

o que significa que a teoria devera descrever um ¢campo sem mas
-~ . Ay =doiw A -

sa e na ausencia de fontes, = (wu ). A segunda condicao

é que os dois conjuntos tenham o mesmo numero de equagdes,is

to e,

nal=ll .y — n-2 . (4.2.15)

Concluimos entao gque uma teoria de campos com as

condigbes de integrabhilidade (4.2.12) e equagoes dinamicas
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(4.2.~13) sO pode ser dual no sentido de Born num espago-tempo
bidimensional, com a lagrangiana dependendo apenas das deriva

das dos campos,

A
;1-9:!0(\0}\) F IPA='B—IL ’ i=1r2'°
i i i
3t
Vé-se que as condigdes de dualidade de Born selecio.
nam a dimensao do espaco-tempc onde 0s campos evoluem e impde
restrigOes na dinamica .dos campos. Na verdade, o principic
de dualidade pOe as estruturas geométrica e topoldgica em pé
de igualdade com a din3mica. '

Vamos definir as quantidades

= Li’i . {4.2.16).
Bwi
As equacdes de movimento do sistema se escrevem
L (4.2.17)
A - - - -
Introduzindo os duais
*3 _ i3 A jof N i

onde eij,eij sao os tensores de Levi-Civita apropriados, as

condigoes de integfabilidade {4.2.12) e as equaclOes de movi -

mento (4.2.17) se transformam em

3-;- - 3.1T. - O ‘4.2-19’
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3,9 =0 , ’ (4.2.20)

respectivamente. As equac¢Oes de movimento noc espaco dual,equa

coes (4.2.19), sdo as extremais da "acdo hamiltoniana"

* *
S = J dzg H('.'T) i
cnde

i A jof G 1

Atp i= +T LY A - (4.2.21)

*
H{w) = =m
i *

Observe que wlA = BH/BHA..

i
As condigdes de integrabilidade nem sempre sao da
forma considerada na discussao anterior. Em algumas teorias
de campo as condigdes de integrabilidade s3o ditadas pelas si
metrias impostas sobre a teoria. A eletrodinamica de Maxwell
no vacuo €& um exémplo tipico. A lagrangiana de Maxwell obede-
ce ao primeiro critério de dualidade pois & fungao apenas das
derivadas do potencial vetor Au(x). A imposicdo de invarian -
cia de gauge da teoria requer que esta dependéncia seja atra-
ves da,combinacao invariante de gauge Fuu = auAv-avAu. Resul-
ta entdo que as condigcdes de integrabilidade (isto &, as con-

digOes para a existéncia do potencial Au(x)) sdo

a[aFuv] = 0 . (4.2.22)

Num espag¢o-tempo n-dimensional tem-se

n(n~2) (n-1)
3
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condicées. Observe que, como consequéncia da liberdade de gag
ge, estas condig¢fes nio sao todas independentes.
Em termos do tensor intensidade de campo as equa -

¢oes de movimento se escrevem

3do
au ('-a"f.'——) =0 : (4.2.23)
uv

gque s3o n equacdes. O segundo critério de dualidade requer que

se tenha

n (n-2) (n=1)
31

= nw=sn =4 .,

Portanto, a teoria de Maxwell no vacuo s6 & dual num espago -
-tempo com 4 dimensdes. A simetria dual pode ser verificada ,
sem dificuldades. Dela se origina a reciprocidade ehtre cam-
pos elétricos e magnéticos que, pelo que concluimos acima, so
se verifica em 4 dimensﬁes.

Outras teorias qgue satisfazem aos criterios de dua-
lidade de Born sao as teorias de Born-Infeld, cujas lagrangia

nas sdo do tipo

b =d(r,6) = -a" Vitatrioate? ,  (4.2.24a)

cnde

F? = % F FHY = B2 - E? (4.2.24b)

¢c-4F FV-oEF . (4.2.24c)

No espac¢o-tempo de Minkowski e para o caso particu
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- .
lar E.B = 0 a lagrangiana de Born-Infeld se escreve

L - o Visa?r? . (4.2.25)

Com a intensidade dos campos medida relativamente ac paradme -
tro o~ esta lagrangiana, no "limite de campo forte" F’>>a_2,

se reduz a

o= "tVF V', (4.2.26)

iy

que, com ot = N, € a lagrangiana de Nielsen-Qlesen.

Como veremeos mais adiante, uma teoria de campo base
ada na lagrangiana (4.2.26) admite solucﬁes tipo string. Uma
possivel interpretagédo destas solugdes & que em regibes do es
paco-tempo onde os campos séo muito fortes (no sentido dado
acima), estes tendem a se agregar em configuracaes estaveis ti
po strings.

. Levando em conta que as teorias tipo Born-Infeld ,
Maxwell e strings admitem uma estrutura topoldgica e geométri
ca semelhantes, nao-é de se estranhar que admitam (pelo me -
nos) uma classe de solucﬁes comuns. Todas satisfazem aos cri-
térios de dualidade de Born, o que estabelece uma identidade
estrutural entre elas. Estas teorias podem ser descritas geo-
metricamente em termos de'bivetores, O que permite exibir = a
sua semeihanca formal.

Uma relagdo entre strings e campos de Maxwell de

* .
vFuu = Q) foi desenvolvida por Kastrup e Rinke ,

A= CEE. As demonstracgoes

posto 2 (Fu

¢c¢om base na relacgo Zuv = AFPv,

apresentadas por estes autores ndo nos parecem convincentes e,
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por esta razao néo serao discutidas.

A relagdo entre a teoria do string e os modelos ti-
po Born-Infeld num espago-tempo bidimensional pode ser exibida
sem dificuldadeé. 0 modelo mais simples que pode ser constru

ido & o de um campo escalar sem massa ¢ (t,x) com lagrangiana

_ : ]
do ='-a--2\_/1 st 13-y L w.2.27)
A equacao de movimento se escreve
3 3%¢ 3 3 32 9 32
E‘"‘i%’_’] Rt [+ @] f -0 w2am

No limite o + » a lagrangiana (4.2.27) se reduz a lagrangia-
na livre do campo ¢{t,x) e a equacéo (4.2.28) & a equagdo de
d'Alembert.

O problema pode ser formulado sob forma paramétrica
da seguinte maneira. A-funcéo $(t,x) descreve uma superfi -
cie num espago-tempo tridimensional com coordenadas t,x,2 =
= o¢(t,x). Esta superficie pode ser especificadé parametrica-
mente introduzindo-se um vetoer de Lorentz yu, ue=0,1,2, dgue
depende de dois paramétros, T e g, com componentes dadas por

[Y“(T:c)] = ‘[t(’T;-d’),X(T,_O’)_,_Z (;I,O')=Gt¢(t("[,0') ;K(T'U)']] (4.2529)

Tem—-se gue

3¢ o2 Zx°-X'x 9¢ _ a_z M {4.2.30a)
X x'E-xt" B
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dxdt = (x't-xt')dtde . . . {4.2.30b}

Com estes resultados a integral de acao correspondente a la -

grangiana (4.2.27) fica sob a forma

S = —G-z ' dtdx \/‘;Ga [('g-;%)z—(-?rt)z] =

= —a~? | dtdo VQy.y')’-y’y"] o, {4.2.31)

gque € a integral de agdo para um string relativistico infini
to num espacgo-tempo tridimensional (t,x,Z).

A forma mais geral de uma lagrangiana do tipo Born-
-Infeld para N campos ¢i num espaco-tempo.bidimensionél (t,x)
que se reduz a lagrangiana do st;ing num espago (N+2)-dimen -
sional gquando se introduz os. parametros 7 e ¢ , & dada pela

expressao

, N 56 N 3¢ N 59, 8¢, 2=
;{,=_—=\[E t Y o [imar ] e[ § 2ok T
* e kZ‘1(3x 0 k21‘at *E" kL 3% Ot ]

(4.2.32)

Esta lagrangiana descreve, simultaneamente, um sistema de cam
pbs escalares ndo lineares tipo Born-Infeld e um string rela-
tivistico infinito.

Consideremos: a lagrangiana da eletrodinamica = de
Born-Infeld, expressao {4.2.24a), e suponhamos gque o potenci-
al Au(x) descreve uma onda plana que se propaga -ac longo do
eixo xll. Neste caso,-Au ='Au(t;x1) e se eliminarmos o campo

elétrico ao longo do eixo x*, F01 =0, a lagrangiana
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(4.2.24a) contera apenas as componentes Ai(t,x) e Aa(t,x)

do potencial. Pode-se verificar que

be /o g @ ] e w w]

(4.2.33)

Introduzindo-se as variaveis (1,0) a integral de acao constru~
ida com esta lagrangiana corresponde a um string no espaco -

-tempo quadridimensional (t,xl(ahz,aAa).

4.3 Uma teoria de campo para o string: o modelo de Nielsen -

-0Olense

Vamos agora apresentar uma teoria de campb para o
string desenvolvida por Nielsen e Olense, baseada na lagrangia

na

b= - VE FW (4.321)

onde
41_1" - auAv-av.Au . (4.3.52)
Em virtude da lagrangiana (4.3.1) ser nao linear e
ndo analitica, a teoria geral & bastante complicada. Muitas di
ficuldades ocorrem inevitavelmente se considerarmos uma re -

gidao do espago-tempo onde exista um aglomerado de strings pois
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neste caso teriamos que levar em conta a interacao entre strings.
Assim;-vamos considerar uma regi&o=do espago-tempo onde existe
apenas um string. Uma outra dificuldade surge ao se considerar
strings abertos devidoc as condicﬁes de bordo. Ac longe  desta
- secéo daremos alguns argumentos que nos mostram que no caso de
strings abertos ndo & possivel introduzir os potenciais. O mo-
delo &, portanto, bastante simplificado: um Gnico string fecha
do. Apesar disto, a teoria que resulta € bastante interessante
e justifica a sua construcéo.

Comegaremos por fazer uma "escolha" do tensor. glv,
relacionando-o com as coordenadas da superficie de evolucéo z.

Como este tensor deve ser singular, definido apenas sobre I , .

vamos fazer a escolha

gﬁ ,. % (4)
| l_N(y) ='f'd.E-EHV(Z) § (y-2(&)) =
Q B (4)
= 3 €puas | 0% € aza %%E § (y-2(E) ) . (4.3.3)

Mostremos que este tensor pode ser expresso em termos de poten

ciais, equagao (4.3.2). Para istc precisamos mostrar que o du-
. .
al & tem divergéncia nula. Temos que

. (4)
5{a6:=_% EaBquuulp I a2E 5 (y-2()) £ab 2 EEE _
& noB (4)
- [ arg 3P aza %fg 5 y-2(8)) . (4.3.4)

Calculando a divergéncia
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B 5g0 (4)
3P0 - [arg o 220 2 g -
: 9E™ ¥ET Fy . '
b2z 5 W

§ (y=2(g)) =
;_5.3€a _Y

- I d’E e

B (4)
- f ag P 22 5 (y-z(r)) -
3§ 3¢ o
B (4) |
: ] ab 9z~ " .° _ :
- | are = [ 2P 22 5 -Z(F.))] -
I. 2£2 2cd ¥ ]
B (4)
3 ab 32
= - | ag =25 [e s (y--ztenl .
| 262 U agP

Verifica-se facilmente que o termo da direita da expressdo aci
ma se anula se o string for fechado e se (Ti,Tf) = (==,+») . Nes

tas condicoes
aa§“3 = 0 (4.3.5)

e o tensor giv pode ser expresso em termos de potenciais co

mo em (4.3.2).

Demonstraremos agora que a integral de acédo

aty V¥ &V - (4.3-6a)

[N] Y

1]
]
M=
o
-
v
b
5:;
<

(4.3.6b)

com Eﬁ;v dado por (4.3.3) se reduz A integral de agdo de Nam

bu. A demonstracdo &€ imediata: usando (4.3.4) podemos escrever

que
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P
[

(4) '
'[f'd'E-G (y—?(§))]1/2'v uzuvz“? -

!
R
n

(4) : -
[@es wzen Vi @™e ', wa

onde na Ultima passagem "extraimos a raiz quadrada" do quadra
do da integral sobre a funcéo (é)(y-z(e)), uma operagao gue
pode ser justificada pelo procedimento usual de aproximacgao
de &8(x) por um limite de sequéncias de fungoes ordinarias.Subs

tituindo (4.3.7) em (4.3.6) obtém-se

wn
1}

B | '
-3 [ & I a‘y & (y-2(E)) V/-zuvtz)z”“(Z) -

! V/. | . | h
-1 [ e Vory, @) L (4.3.8)

que, a menos de fatores constantes, € a acao de Nambu, expres
sao (4.3.8).
Passemos agora a analise das equagdes de movimento.

Da integral de acdoc (4.3.6a) obtém-se

..u\)
a“ { i;_ ] =0 |, (4.3.9)

enquanto que da agdo de Nambu (1.3.1) obtém-se as equagdes
(4.5.48) . Apesar de termos demonstradofque com & escolha
(4.3.3) a acdo (4.3.6) se reduz a acao de Nambu isto nao sig-
nifica que as equacﬁes de movimento sdc as mesmas. Este argu-

mento pode ser levantado ohservando-se que oS respectivos
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principios variacionais atuam em espagos diferentes. A demons
tragdo de que as equagﬁes (4.3.9) se reduzem as equagoes  de
movimento do string em termos das coordenadas da. superficie
de evolugdo pode ser feita diretamente a partir de (4.3.9) ou
usando a lei de conservacéo do tensor momento-ehergia obtido
de (4.3.6). Optaremos por este ultimo procedimento por ser
mals simples.

Utilizando os métodos apresentados no Capitulo 0 ,

encontra-se que

Vig? (4.3.10)

= i _ (4.3.11)

™ -V _¢ =\/;. . (4.3.12)

Usando {4.4.4) podemos escrever gue

t4y 1P
T,p I aze & (y-z(g)) -2£_B (4.3.13)
52

Impondo a lei de conservacao de TaB ‘

| (4)
a8 J arg —L— 35 P 2o s y-ze)) -

_ B
Vizz z) 9%

SR Py (4)
3 p _ab 3%
a?t —¢ [_ E ) § (y-2(£)) +
J 13 ax g .

=]
"

Qs
=]
1

+ f(termo de fronteira) .
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O termo de fronteira na expressio acima se anula pelas condi
¢oes de contorno em 2° = +» e porque estamos considerando

strings fechados. Segue entao que deve-se ter

C ,.tEq p
A [-—-—-L 2P ia] -0 . (4.3.14)
LR RVarTe aE

Usando a expressao (1.2.15) das componentes gab da métrica so
bre I , & trivial verificar que a equac¢do acima se reduz a
forma (1.10.21) das equagbes do string.

Finalmente precisamos demonstrar que 9%v definido
por (4.3.3) satisfaz as equag¢bes (4.3.9). Observe que ja de -
monstramos que, impondo que ?;U'I'mJ =0 e usando (4.3.3),
tem-se as equacées de movimento (4.3.14). Agora, supondo que
as equacgdes (4.3.14) sdo validas, quefemos demonstrar que im

plica que as equagdes (4.3.9) sdo sempre satisfeitas.Das equa

coes (4.3.5) tem-se

., (4.3.15)

. BV _
gavaéi =0

donde se obtén

£ FW0 =29 F . (4.3.16)

| Ve AV

Calculando a divergéncia de Tuv dado por (4.3.17) e usando

(4.3.15) e (4.3.16), obtemos

(4'.3..17)

(ﬁl] iy , ‘-""’y;'___u-v"’fv
g e vED

- H
0=237T, 9’—0‘:?.]_l

donde segue que
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{F
3 [—l‘-] =0 . (4.3.18)
. VS V@Eﬂ
Levando em conta que © bivetor giv;é simples, tem-se que

det(?iv) = 0 e portanto a matriz (jiv)-é degenerada. Logo ,
nao podemos concluir a partir de (4;3_18) que as  equagdes
(4.3.9) sao satisfeitas. Observe que este fato & consequén -
cia da existéncia de vinculos associados com ¢ sistema. {(Com-
pare as equacées (4.3.-18) com (4.3.9).)

Os argumentos gque precisamos para demonstrar o gque
queremos sdo simples: & suficiente demonstrar que as equa -
coes (4.3-9) seguem de (4.3.18) num referencial particular. A
covariancia da teoria garante a validade dos resultados em to
dos os referenciais. Assim, consideremos um referencial no
qual apenas gia = —3%2 € diferente de zero. Neste caso, co-
mo Siv/v@f? € uma funcao homogénea de grau zero, suas deriva

das nas direg¢Oes 2 e 3 sao nulas. Levando em ¢onta que

sﬁ?ﬂ
ﬂ/‘z

0 (4.3.19)

tem-se

S

No referencial escolhido segue desta Gltima equagao que

3 [9_-'_"{_] =0 (4.3.21)

v¢?
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Com a observacao feita acima sobre o homogeneidade de Siv/%g;

podemos escrever

au(\s;;]= o , ad"{‘ §i-‘éu.""*] =0 (4.3.22a)

JE N

S

seguem diretamente de (4.3.18). Assim, fica demonstrado que
as equagdes (4.3.9) serio satisfeitas sempre que as equa -
coes (4.3.14) o fofem.

Na demonstragac préﬁedente usames gue 9;v/V§? é uma
fun¢do homogénea de grau zero. Devido a este fato as equacgdes

de movimento (4.3.9) sdo invariantes pela transformagéo
Foly) > 2T ) (4.3.23)

onde A(y) €& wma funcao escalar. A validade das condigOes de
integrabilidade (4.3.5) impGe restrigoes sobre A(y):
* . . :
FVa s =0 . (4.3.24)
Esta equagao nos diz que A(y) so6 pode variar em planos per-
pendiculares ao string. Isto também pode ser visto a partir
da lei de conservacdo do tensor momento-energia (4.3.10). Pa-

ra o campo transformado a lei de conservacao aquv =0 con -

duz a
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n [ BV P
2 [ B (2P 2d. A(y)] =0 .

2 /52 ag

Usando as equagdes de movimento (4.3,14) resulta da expressao

acima

3_5 =0 . . {4.3.25)

A
1

5
.

uv

Q2
o
)

Contraindo esta expressdo com g* e g'IJ obtém-se

IA(Y) _ - 3AWY) _
T 0 2 T = 0 (4.3.26)
de modo que A(y) & constante sobre I . A existéncia desta
simetria nos diz que nem todas as solucées' - das equacoes

(4.3.9) s3o fisicamente admissiveis mas sO aguelas que satis-
fazem as condigdes de integrabilidade (4.3.5).
Com relac&o ao momento total e o momento angular to

tal dados por

PN = I d Z T°u ’

M - I a’z (z'r’ -z )
pode-se verificar que conduzem aos mesmos resultados que fo -
ram obtidos na Secéo 1.6 usando-se a lagrangiana de Nambu.

Um pdnto muito importante & a construgdo explicita
da solucao singular tipo string para a teoria de campo com a
lagrangiana (4.3.1). Sob o ponto de vista topolégico a exis -

tdncia deste tipo de solucdo & bastante natural, e estd em
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perfeito acordo com o que foi feito na Secao 4.2.0 campo 9iv
fica representado em todo espaco-tempo como © limite continuo
de uma superposicﬁo.de superficies de evolucao de strings.Tra
tando os strings como’ singularidades do campo '§1.W suas equa-
cﬁes de movimento séo, de certa forma, consequéncias das equa
cées do campo. Neste ponto tem-se uma analogia com a relativi
dade geral onde as singularidades do campo tém suas equacées
de movimento determinadas pelas equacées do campo.

Uma possivel interpretacao'fisica da teoria foi fei
ta por Nielsen e Olesen. Fisicamente um string representa uma
superposicao de ressonﬁncias, e um aglomerado de string numa
regiéo do espago-tempo representa uma concéntracéo de matéria
hadronica. Assim, € natural tomar os campos basicos como quan
tidades que mecam esta concentragado. (Mantemos a . hipétese
feita no inicio da secéo de que os strings nﬁo colidem.)

A evolucdo temporal da matéria hadrdnica fica descri

ta em termos de dois campos vetoriais,

+
O campo {3 (t,¥)} representa a densidade de strings que se mo-

+
vem na direcéo ©. A componente EE , por exemplo, & propor -

cional ao numero de strings gque se movem na diregdo Z, atra

vessando a unidade da area no plano xY, numa vizinhanca de §
no instante t. B claro gque esta definicao 80 faz sentido  se
por cada ponto do espag¢go, num dado instante, passa apenas um
string. O campo g é proporcional ao numerc de .strings que pasg

-5
sam pela unidade de comprimento na dire¢do & , por unidade de
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tempo. O fluxo total de strings através de um elemento de su-
perficie astV do espaco—tempo.fica dado por.d®_= éhvdsuv.
Usando esta interpretagdo pode-se dar um argumento
sequndo o qual s& podemos introduzir potenciais na teoria se
os strings forem fechados. Consideremossdois strings 5. € 8,
e suponhamos que sz-é obtido de S, por ‘uma deformacao. Supo -
nhamos agora gque movemos gradualmente s, sobre sé. De qual -
gquer maneira que isto for feito tem-se uma deformagao de s,
sobre s, através de alguma superficie limitada por 5, € 5, .

Se considerarmos duas destas superficies a diferen¢a na inte-

gral do fluxo de strings fica dada pelo teorema de Gauss,

BV _ uv a BUV.,
-[I g:uvds"-' | I'II gpvds' - J av '(Eu 889‘11\')’ '’

onde V> é o elemento de volume entre as duas superficies. Se
os pohtos extremos de S, e s, nao forem envolvidos no proces-
so de deformacéo-é de se esperar que néo seja importante, sob
o ponto de vista fisico, sobre qual superficie 5, é deformado
sobre Soe Neste caso, segue da expreséao anterior que 3S;u? =
= 0. Agora se os pontos extremos forem envolvidos na  deforma
céo, néo se pode esperar que a deformadéo seja independente
da superficie e a diferenca entre os fluxos pode nio se anu -
lar. |

"Muitas questdes ficam em aberto. Uma delas € a ob -
tencao dos potenciais V4u . Lembremos que as equacées de movi
mento (4.3.9) foram obtidas {(4.3.6a) por variacdes com rela -
céo aos potenciais mas a partir deste ponto todos os desenvol

vimentos foram feitas em termos do tensor intensidade de cam-
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po. A teoria admite uma liberdade de Qauge tanto sob o ponto
de vista dos potenciais como das coordenadas y" da superficie
de evolug¢do. Pode-se perguntar entdo qual afrelécao entre as
duas escolhas de gaugé. Tem-se também a possibilidade de  se
formular toda a teoria em termos do tensor intensidade de cam
po, casoc em gue as condicées”de integrabilidade sao tratadas
como vinculos sobre o tensor g: . Estes e outros aspectoes

uv
da teoria estdo sendo estudados e serdoc publicados em breve.

4.4 Configurag¢des de string em teorias de gauge I

Vamos considerar um sistema constituido de um campo
de gauge nao-abeliano e duas particulas com carga elétrica de

cor. Escreveremos a integral de acado para o sistema sob a for

ma:
- _ 1 ﬂv ' BV
ENECAEE S MRS W al
_mJ df[\/'-izl' + \/-izz'] . (4.4.1)
onde
$o o
- (4)
¢ " ='% g J' dr I * a0 Ia(z)z”“(z)'a (x-2 (£)) ,
' - 9 (4.4-.2a)
a a - S| b .c B
F v BPA VR p+gC b pA 5 (4.4.2b)

x (1) = 20, 1=1,2. (4.4.2c)
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é a carga de cor transportada pelo string, e ndo esta sendo
tratada como uma variavel dindmica da teoria mas como um fun
cional de 2Z(1,0). Note que o string se acopla ao campo de
gauge via um termo tipo de Pauli 34 que um acoplamento mini-
mo se reduziria ao do campo de gauge com as extremidades do
string. E importante observar também que a acao (4.4.1) néo
contém a a¢50'1ivre do string.

" Do principio da acdo com reiacao aos potenciais ob

tém-se a seguinte equagdo para o campo de gauge:

ab TRV ab MV :
D L_th- =2D 11Gb- . (4.4.3)
Fazendo uso da identidade
oo % e, 4
0 - f ar J do =2 2" 5 (x-2(r,0)) +
- (s o8 '
% 3 4 9 -
I dt-] - do Ia(Z) 3T [%*“_a (x-z(t,cli] (4.4.4)
— el

1
e da definigao (4.4.2a), a equacéo-(l.4;3) pode ser escrita
sob a forma

(4)

e 1 et [ ar 8V (ri0y) '8 (-2 ra0y))
=1.; .

, oy {4)
+ g I dar I do (DaﬁllblZ))Z“v § (x~Z(t,0)) . (4.4.5)

Como a carga de cor do string nio é uma variavel dindmica da

teoria, e protanto ndc é fonte do campo de gauge;podemos sim
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plificar a equagdo acima impondo o vinculo
ab

D ]JIb(Z) =0 . {4.4.6)

Com esta condigdo a equacdo (4.4.5) fica sob a forma

dxi" (4)
G § (x—xi) (4.4.7)

(—1_)i g I dt Ia(xi)

onde apenas as cargas de cor igIa(xi) atuam como fontes,. (Ob-

serve que o vinculo (4.4.6) & compativel com a equac¢aoc (4.4.7):

b ab.

ac _ . _.a
usando que {D“,Dv] = gC 0

o be _ uv _
Fb tem-se que D D vFe = 0.)

uv
Uma solucao desta equagao €

. (4) o
Fa“" (x) = 26,77 (x) = g j dtdo Ia(z-)z“"m § (x=2(E)) . (4.4.8)

Esta expressdo nos diz que a solugdo das equa¢Ses de movimen-
to dos campos de gauge correspondem ac movimento de um string.
0 campo-Fa““(x), dado pela expressao.acima, se concentra ao
longo do string (e se anula fora dele), e as linﬂas de forga
do campo cromoelétrico tem a direcéo da tangente ao string em
cada ponto. De fato, no referencial Z° = 1 encontra-se que

i (3)
32 s

@}a(t,i) = =g I do Ia(Z(I,U)) _—

- (x-2) . (4.4.9)

Substituindo a solug¢do {(4.4.8) no segundo termo da

acgdoc (4.4.1) obtém-se

2 - _ _ _ _ (4) -
SEF = %r_[_dtdo.[.deczﬂﬁlg)va(Z)Ia(Z)Ia(Z) § (2=-2Z). (4.4.10)
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{(Compare com a expressao (4.1;17).) Para calcular a integral
sobre (T,0) vamos escolher um referencial no qual z'¥ coinci-
de com o0 eixo 3, e admitir gque o string tem uma espessura con
raio a. Assim, a func?o (é)(Z-E) pode ser "“espalhada™ de ma-
neira "transversalmente constante"” - da seguinte forma:

(4) . @, 2
§ (Z(1,0)=-2(T,0)). = 8(2°=Z°)s8(Z23-2%) § (21721)

;'5“"“3/&"‘"’ < (4.4.11a)
-g
. - (2) o -
onde v—g = 2°2'3%.2'%2% , e & (Zl) € escolhida de tal modo
que
= ., |%]<a
(2) ran 1 |

8 (E_l_)

0, |El|>a . (4.4.11b)

Com estes resultados, e usando a forma covariante de v-g, a

expressao (4.4.10) pode ser integrada resultando

Sgp = - 2—“9571 dtdo (Ia(z)-Ia(z.)) /=g . (4.4.12)

Da equacdo de vinculo (4.4.6) seque que

D 3 B 3,
= 2 - =5 12 = 0 (4.4.13)

o0 que significa que
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2 - ke (4.4.14)

Assim, a integral de acdo efetiva para o string fica sob a

forma
| _ 1 |
SEF = = For I d'l:g()’ /_—E (4.4.15)
COom
2
ot = 2 oot (4.4.16)
(g1)? '

o que quer dizer gque a inclinacdo da trajetoria de Regge nes-—
te modelo é da mesma ordem gue a espessura do string, e @&
constante como consequéncia do vinéulo (4.4.6). Isto signifi-
ca que, como © spin de cor dos "gluons" executa um movimento
de precessao, a tenséo do string permanece constante.

Usando (4.4.11) podemos calcular o tensor intensida

de de campo sobre o string. No interior do string obtém-se

Hv
FW@) - L1 @ 2B, .417a)
= -
e nas extremidades
" z““(xi)
Fa (xi) = Eﬁ%y Ia(xi) ——;EE—— . (4.4.17b)
De (3.5.51) e (4.4.17a) segue que
uv,a f 2 te
F'F wy = -2 ‘%ET’ = = . (4.4.18)

Para obter as equagdes de movimento para o string
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e para as cargas de cor calculemos a variagdo da agd3oc com re-

lagdo a ZM(£) e xﬂ_(g):

X : X .
- . a . 2 a  (ay
88 = -m J dt l: - (6X.) + it -(ze):l

X 2 _V_iz :
1 z

AI_ (4)

. f a'x £ 2 (x)g J atdo [ iHzeV62% 2 5 (x-2(£))
2Z

(4)
LATHRY o 2
- 272 Iaﬁz -;z—a- 8 _(X-Z(E)) .

| - (4)
+'[ d*x Fuva(x)g [ drdo 5(z“z-“)1 (Z) § (X-Z(£))

(4.4.19)

0 sequndo termo da express&o (4.4.19) da contribuicaoc nula pa
ra a variacdo. De fato, usando a equacéo de vinculo (4.4.6)

e a equagio (4.4.17a), obtém-se

3I_(2Z2)
sU, Ve @ a a _ g WVp a b
_I dtdoz"z" Fuv (2)- - 82" = ~ 4 [ dtdol v Cabe? ofc Gz
UV b 0 _
" % I.deUZ- %o IalcCapc® 02 = O

devido a antissimetria das constantes de estrutura. Por outro

lado, utilizando a relagdo

fi{x)g(x') %E §({x=-x') = £(x')gi(x') = G(X—x )— v g(x)ﬁ(x -x"')

segue que
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(4)
J a¥x Fu (x)z“z'“l (2) ;EE 6 (x-z(E))dz =
A

(4)
Fl 2 (z)2"2¢V1, (2) 2% QEE'J dx & (x-2(E)) +
2

(4)
THRY o -
R f x(0,m, 28 1,02% 5 ez (8)) -

- SU, eV _ 1 quv
(a " ayz¥zr I §2% = 5 L (aaFuv )I 8%

uv a -
Com estes resultados a variag¢3o da acac com relacao

a z“(g) resulta em

+ g I.drdcrﬁ“)(Z)Ia(zl [gawazP)z'v;ingfaz“)l (4.4.20)

Podemos ainda fazer integracOes parciais nesta expressao. Do

primeiro termo resulta

+oo
2 sV o | ar 2 u
J datdo Fuv IaaT (5z2%)z* " = ‘ art J do 3t Fuv I AR}/ :]
-t

.
; ] v H
- J dtdo 3T I:FW I Z :laz ’

onde o primeiro termo do lado direito se anula pelas c¢ondd -

¢Oes usuais no infinito. Do sequndo termo de (4.4.20) resulta
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- a. su 3 v, _f 3 [m a; sugyu

J dtdo Fov 1,27 =5 (627). = I dtdo == -F v Iaz_az :]

3 a. s\ u
- J dtdq.gg va 1,27 8z" =
_ - * 5 a s Moy V
= i—g 2(-1) I dr Fuv (Xi)Ia(Xi)xi axi,
=1r

| d ., a RV} v
- I dtdo 35 E‘W Iaz] 62" .

Finalmente, podemos escrever a forma final da varia

cdo da acgao:

d iu d if
_ 1 | ot
S = -m I I:E( - ] le + = ( ]zej d'l'.

1 1l

: L i a ATl
.+.I dt i_i {(-1)" g Fuv (xi)Ia)x isxiu

' ' 3 a v, 9 a sv n
- I dtdo {"3?(IaFuvzl ) + 35 (IaFuvz )} 2 . (4.4.21)

donde seguem as equagoes de movimento

* 1
X .
d i i —a .V
" ax [ = }- (=1)7gF, (X)), (X)X = 0, (4.4.22)
i
; F2Y) - g @A 0 4.4.23
T TaFyy 2') - 35 @EaFpd ) - : (4.4.23)

As equacgOes (4.4.22) sdo exatamente as equagCes de Wong ( ver
capitulo 0, Seg¢do 10). Utilizando a relacaoc (4.4.17b) podemos

escrevé-las sob a forma
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. oM (X, )X)
-«—l o} B L Y T8

que exibe claramente como o string se acopla com as particu -
las em suas extremidades. Por outro lado, usando (4.4.14) e

(4.4.17a) as equacgdes (4.4.24) podem ser escritas como

S Lo LA
3 { L2 =0 (4.4.25)

o
3 zz]

- %5

que 530 as equagdes de movimento do string.

Finalmente, facamos uma andlise da carga cromoelé -

trica do sistema; definida por

0? = [ a‘x v.82 . (4.4.26)

Com o campo cromoelétrico dado por (4.4.9), segue que

Lo
i

k 3
g f do J a*x 1?z) $&- 2 5 @-1) -
' X

. (3) S a (3)
g I do I d’x %---[Ia(z) § (i-ﬁ)]-g [ do ] adx %fj— § X2

a 912 - .
gl (xi) - g | 4o 35~ = 0 . (4.4.27)

= 7 =n?

Nesta tultima linha o primeiro termo representa a carga das ex
tremidades e o segundo a carga do string. O resultado acima ,

0% = 0, significa que o sistema quark-antiquark ligados pelo
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fluxo cromoelétrico esta num estado "singlet". O Ultimo termo

da expressao (4.4.27) pode ser escrito sob a forma

3 a ,b,3j
I d’x g ¢% A jéﬁ '

0 que implica que a carga de cor do string e a do. campo de

gauge sdo na verdade a mesma coisa.

4.5 Configuragdes de string em teorias de gauge II

Para o string com guarks nas extremidades é possi -
vel se construir um modelo mais sofisticado que o estudado
na secdo anterior. A idéia é introduzir variiveis de Grassmann
para descrever a distribuicéo de carga de cor do string, que
passa a ser tratada como uma variavel dindmica da teoria,usan
do o formalismo desenvolvido na secao 0.12(b). Com este proce
dimento, e introduzindo na acao apenas um termo cinético para
os campos de gauge, reobter-se-a muitos dos resultados do mo-
delo anterior — inclusive a-solucao (4.4.8) — e outras infor-
ma¢Ses relevantes para o sistema como, por exemplo, a existéﬂ
cia de uma corrente cromomagnética.

A integral de acao pode ser construida com uma gene
ralizacéo da lagrangiana (0.12.122), introduzindo um termo pa
ra descrever a distribuicao de carga de cor ao longo do string.
Denotandoc por ca(T;c), a=1,...,N, as variaveis (cpmplexas)

de Grassmann a carga de cor sera definida por
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= ¥ (&

be

. (4.5.1)

onde T, gdo os geradores do grupo de gauge {SU(N)). Denotan-

do

T
d a ,a dz
3 ig -3 A'IJ A (4.5.2)

DE

(*)

escrevemos a integral de agao sob a forma

T
1
s- -3 awF Y om | ar 0GR . VED
T -

2

T2
i * g D
- i_; ) (-1} J doiz (T,Ui) BT ;(T,gi)
=1, 5
Lo,
v ; 5 -nt [ doig*(t,,0) B= t(t;,0) . (4.5.3)
=1, .
o

Variando a acao (4.5.3) com relagdo a r{t,0) obtém-

-se as equagbes de movimento para I (t,0):

a - -
g: +_g[xu,f1zu =0 , {4.5.4a)
S T S TP
5+ 9 B, izt -0, (4.5-4b)

(%)

Esta integral de acao é, na verdade, a acado efetiva que se obtém da
funcio de Green para mésons {(usando operadores invariantes de gauge)na

ordem mais baixa da expansao 1/N.
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donde segue que I? = 1.7 - cEE.

As variacgdes com relagdo a Aﬁl conduzem a equacao

b_ uv . oL, av
qf o= 3,20 43,70, (4.5.5)

. av -
donde Jia € a corrente de cor dos quarks,

T

. 2 .y (4)
V%) =-g ¥ (-nt J at 1%41,0)2" § (X-2(1,0,))
r i=1,2 7
1 (4.5.6)
e jza“ & a corrente de cor ao longo do string,
%2 (4)
3 ®Vx) ==-g I (-1t do1®(7,,0)2'Y § (X=2(1,,0)) .
2 i i
i= '2 o
1 (4.5-7)

av
Denotando por J a corrente total podemos escrever

. Do v.a (4)
J = J:I. + JZ = g § dZ I ('T,U) 6 (K-Z(T;O)) ; (4.5-8)

onde a ingegral & sobre um contorno fechado como na figura

abaixo:
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Pode-se verificar sem dificuldades que a corrente total {4.5.8)

é conservada,
Vamos mostrar que

‘ (4) | |
V00 =g [ @er, (et @) 5 m-ai) ) (4.5-10)
z
satisfaz a equacdo (4.5.5). Calculemos a derivada covariante

de Fauv: temos que

aFauv [ uv 3 (4)
=g | 42¢ I_{(2)5"7(2) — & (X-2(§)) =
ax¥ 7] a ax"

o - (4)
- g | a1, (2) (z+V & - 2V %3) § (X-Z{£)) =

e (4) | (a)
g [ e [Z (1 xsen] - [res (x-2(6)))]

L}

R 8 {4) ol (4)
a Y a v
+-5~;[——z 8 (X—Z(E))-'é"a"'z 8 (X—Z(E))]
e
(4) |
gik ,#] = g I ek Bt 5 (x-2(5))

1}

] -+ (4) |
g | ate [.g%. AT V] -z

T .

Somando estes resultados obtém-se:
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(

4)
D abF uv g J arg %_ (I_a_iv' § (X—._Z.(E-)')]

O (4)
- g% (Iaz'” 8 (x—zta))]] =

- (4)
g % az’ (£)1?(e) & (x-2(£)) -

Escolhendo a parametrizacdao X’ = T as componentes

elétrica e magnética do tensor intensidade de campo se escre-

vem
2 s (3)
F2x,% = ¥’ - g f do g—c 1*(x%,0) § (X,-2(x°,0))
gy ' (4.5.11)
o
2 % (3)
A yo -1 a _ _Q_z 3% a0 . > > 4
E (X ,i) =3 eiijjk =g J do 50 X 3x_ﬂ I (X ,U) $ (X=-2 (X ,E»
Ul
(4.5.12)
Para calcular a energia do string
+
%= % J a’x [(£3)? + (®)21] (4.5.13)

€ necessario primeiro regularizar as expressdes (4.5.11,12) .
Introduzindo a fungaoc delta transversal no sistema de repou-

V 212 (1=v2)

so do string, como em (4.4.11a,b). Usando que V=g

obtém-se:

£2 - - - J.do‘ %%T 13 (g") EJPrU')
/=g
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=__g%%Ia 1 — (4.5.14)
na’ ‘f’ 17\_’2‘ |'%"0,'|
g2 _ 2 [ ag* g%.- x v 18 8lo=g') (4.5.15)
/=g

No gauge ortonormal podemos escrever

aX
d3x = dle 3:5' do = d’Xl do Vi-v? ’
I d3x = [ do V1-v? d’xl = J do(1=v?)ma? .

Usando que

af—r af-r 322 af-»z afz
(ngv).(sng) = (33) v - (ﬁﬁ'v) = (33) v
tem-se
- a ; 'é 272 4v?
(&7)2 +(6 ) = (na T—7 ' (4.5.16)
gue substituido em (4.5.13) resulta em
g J do —— (14v?) (4.5-16a)
ZTr(a
= wly J do (1+v?) (4.5.16b)
com
1 LY ke
at. = (=)? = c— . (4.5.17)

9T
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Esta expresséo para o' € a mesma que obtivemos anteriormente,
equagaoc (4.4.16).

Seguindo basicamente os mesmos passos que na sec¢do
anterior o primeiro termo da integral de ac&o (4.5.2) pode ser
transformado na aqéo do string, equacao-(4.4_15), e da acgao
efetiva resultante obtém-se as equagdes de movimento para O
string e para os quarks.

As equacaes (4.5.4a,b) podem ser reescritas sob a

forma

22+ glA;,T) =0, (4.5.18)
gk '
onde usamos a notac&o
’ u
A, - R . (4.5.19)
agr M -

Podemos escrever uma equa¢ao correspondente a (4.5.18) no es

paco-tempo. Definindo

M a
gHd - 32 ik I (4.5.20)
- 3E 2EK
segue que
a¥t(z) + glA%(2),1I(2)] = 0 (4.5.21)

Esta equacdo €& andloga ao vinculo (4.4.6), e para uma dada
fungdo 1(2) pode ser resolvida explicitamente para o poten -

cial:
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@) = gy M) ten L .sa22)
Observe que esta expressao € determinada apenas sobre a super

ficie de evolugdao. O tensor intensidade de campo. corresponden

te e

O s ke 71 )¢ S B (4.5.23)
Uma escolha de I(Z) que conduz as expressoes
(4.5-11,12) ¢&
a a a 2% ()
I (Z) = In“(2Z) , n (2) = —=2= (4.5.24)
1Ze) |

(a=1,2,3) .

De fato, usando que (no gauge ortogonal, %.Z2' = 0) ,

e i LR 11 u >
ux _ 92" oo 3% . az* % 3 5% z'M a1
aT"Wg 3E0+a£lg agl"'é 3T +_'l'2'a ’
as expressoes (4.5.22) e (4.5.11) conduzem a
i >0] h - + i
A g (n.[3%n,3™nl)
_ o1l ‘abc _asb,,c
N e " BZZ | (4.5.25)

gIV_iz_zcz |'Z'| 3/ _gagra

Comparando com (4.5.14) segue que devemos ter
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Eabczazbz,q

—

lg;—.'a =
e '] AL AR mo'l
|Z] V-222

. (4.5.26)

O lado direito desta ultima expressio pode ser escrito sob a

seguinte forma covariante:

=9 HE e aV
n[Zua nfzva n] a an an 1 n ik > >
= [agu r 3&1] = i E‘. [ain'akn] -
V_ﬁzz 12 | V=g : VY=g

Usando a representagao (4.5.24) o potencial (4.5.22)

s escreve

[3"A,3] = % {5“[2,2] . zHE, 3

. (4.5.27)
32 (2‘)2 712 (2)2 }

£ facil verificar gue o potencial dado acima & tangente 3 su-
perficie de evolugdo I . Por um calculo direto mostra-se que
sobre I — excluindo o contorno — o potencial (4.5.22) satis-

faz as equacodes:

ab

i |
p®r W =0 , DafF Wo_ o (4.5.28)

Note que isto ndo esta em contradigdo com a equagdo = (4.5.5)
porque a corrente Jii s0 & diferente de zero nosg bordos de I.

E importante notar que pode-se introduzir uma cor -
rente cromomagnética na teoria pela equagdo

.
r-.lbF Hv .av

" (4.5.29)
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com

. * v a (4, .
g?m)=gjlmgzP 1.2 s (x-z(2)) . (4.5.30)

Esta corrente é conservada,

. (4) :
ab _ v C¥uvy 9t _ .
D %Pk, (x) = 3 k" = g I e BT, 2S5 -z = 0,

-

_ *
onde usamos que A" & ortogonal a VY. A parte espacial de

k;’ se escreve

(4)

']

i_ . ijk '3 2t
k, =g J ae I_(g)e vy Zx 0 § (X-2(&))
g
O k (3)
- 0 3% d _ :
9|  do I (X*,0) 5o eyq s X-Z(£)) . (4.5.31)
g
1
A carga magnética total é nula:
a 3 0 as 02 0 1J K _3 (3) '
M = f d3x ka(x) = [ d’°x I dg Ia(x.,o)eijkz v a?:ﬁ {X-Z())
o

i

o)
2 . {3)
g [ doT, (X°,0) ey 4, 2" T j ax z2r 6 (X-ZlE)) = 0 .

9,

Encerramos neste ponto a analise das . configuragdes
de strings em teorias de gauge. Esta é uma area de pesquisas
muito importante, sensivelmente complexa,e o0s resultados ob-
tidos até agora séo-muito poucos. Além dos modelos que apre -
sentamos, se conhece também uma relacéo entre ¢. modelo de

strings e modelos bidimensionais com o grupo de gauge U(N) ,
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N + =, na eletrodinamica escalar e no modelo de Schwinger.Uma
qguestao gue ainda permanece completamente inexplorada & a da
estabilidade das solu¢des tipo string tanto a nivel cldssico
como quantico. Ao leitor interessado sugerimps uma leitura
nos trabalhos de Mandelstan e 't Hooft citados nas referén -

cias.

4.6 Solugdes ‘tipo string nos modelos de Higgs e Higgs-Born-

-Infeld

A primeira solugdo tipo string em uma teoria clissi
ca de campos foi construida por Nielsen e Olesen. Trata-se de
uma solugao estatica tipo vortice para o modelo de Higgs

cuja lagrangiana se escreve

- 1 PRTLY - B 2
do= - 3 Pt v |_(Bp-ieAP)¢|’ -5 (§*¢-A=_) . (4.6.1)

Intuitivamente, € de se esperar que existam solucaes tipo vor
tice para a lagrangiana de Higgs pois ela € uma generaliza -
cao relativiética da lagrangiana de Landau-Ginzburg da teoria
da supercondutividade do tipo II, onde tais solug¢bes existem.
A acao efetiva correspondente ac modelo de Nielsen e Olesen
se reduz a acao de-ﬁambu, 0 que & caracteristico de toda teo-
ria de campo que admite solucﬁes tipo string. Passemos a uma
exposicao resumida deste modelo.

As solugdes que nos interessam sdo aguelas gque de-

- . - " . i
caem para o vacuo (que e degenerado, e corresponde a ¢ =ie %
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no infinito. Para duas dimensdes espaciais uma condigdo de
contorno apropriada é

¢ > 2l com x| + = , (4.6.2)

onde n € um inteiro para que se tenha ¢ univoca. Vamos consi
derar o caso mais simples, n = 1, e admitir que. a solugado
tem simetria cilindrica e é independente de Z. Usandoc coorde-

nadas polares,

X =rcosb , y =r sin®

vamos escolher

= yiryet®

¢
X = a(r) (éxﬁéz) . {4.6.3)
A =0 . |

A acio fica dada por

S = f azxdo = 27 Jw rdr [}

0

8¢,

do
r? (3)? - (55

| —

- (% + galr)r)?y? - % (¥2-22)* + (a?+ra g%i]“f(4l6-4)

Admitindo que |A| + 0 no infinito, os dois Gltimos termos

nao contribuem:

o} [++]

2 dao, _ 1 a_ 2,2y -
jo rdr (a? + ro ) = 3 o dr 3T {xr2g2) = 0 ,

de modo que a agdo se reduz a
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w

S = 2w L rdr _E%r" (%%_2 - (%lllé)2 -

- & +gra@ny? - § Ay’ ] . (4.6.5)

A convergéncia dos dois termos com r + © reguer que

Y+ A
1 com Y > @ . {(4.6.6)
o > —— :
gr?

Devemos ter também

>0

com r + 0O .
o finito

O comportamento de A (r) e alr) é, portanto, como na figura

abaixo i

Usando as condigOes (4.6.6) o fluxo fica dado por

_ v _ i
o = J Fast - § A, (x)ax!
= % A.d% .= 21ria = - %g ) (4.6.7)

As equagdes de movimento que se obtém da lagrangia-
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na de Higgs {(4.6.1) se escrevem

(3, +igA ) (3¥-iga") o = B2 g-0i9%) (4.6.8)
= 35 = 4 - - 2 :
3, F, = 3, = ig (6%d, ¢-63 %) - 2¢%a [8]* , (4.6.9)
ou, em coordenadas cilindricas,
1d«dh - I:(-:?.- g |a])? -.grr 4 sw{lw - 0 (4.6,10)

- (-,1; . (%lAI)] e [IA|g= _ g -] =0 (4.6.11)

Embora nao se cconhecam as sclug¢des analiticas das
equagoes (4.6.10,11) pode-se encontrar o comportamento assin-
totico com r + .. Para ¢ potencial vetor tem-se

.
-5 /2 gix , :
v - fe (4.6.12).

onde C & uma constante de integragio.

O primeiro termo.da-equacéq (4.6.11) € a componen-

v

te ¢ de B\)F11 , isto e,

wdy - 8-% & «lab] . e

Logo, para o campo.ﬁ = V X_K tem-se

_ 1 /3
) . e - gir
B = % %f (rli|) v ¥2 giCe Z e .(4.6.14)
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0 comportamento assintotico de Y (r) fica dado por

_ - % —f?E Ar -
P vA+Chrx e ' (4.6.15)

Introduzindo as massas do campo vetorial A e do campo esca -

H
lar ¢ , que se obtém diretamente da lagrangiana (4.6.1),

m, = vZ gx , m = V2B A -, (4.6 .16)

segue que

_ - -m_xr
B~ vZ giCrxr e ’

1 r+e« , (4.6.17)
q-,r\,)\-i-C‘r-ie s .

Devido a presenca do termo - % 2?{¢|? na lagrangi-
ana, o mecanismo de Higgs forga o campo ¢ a ir de 0 a A. No
entanto, tem-se também o termo g’AuAu|¢|2 de modo que se em
alguma regiéo do espacg¢o A? for sﬁficientemente grande nao ocar
rera mecanismo de Higgs e o estado fundamental serd ¢ = 0. E
exatamente este fenﬁmeno gque conduz a estrutura de string da
solucdo tipo vortice.

vamogs dividir o espag¢o em duas regiées:I, onde B # 0
e ¢ v 0, e II, onde B = 0, |¢| = X. AS distﬁncias sobre as
guais B e ¢ diferem pronunciaﬂamenté-de.seus valores limites
-1

sdo caracterizadas pelos comprimentos de 'Compton h, ¢©
m;1 . Na figura da proxima pagina exibimos o comportamentode

Be ¢ com r:
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% m T
|¢| = X ve'r e °

o — o —— —— —— — —_

(1) | (11)

A identificagic da solugdo tipo vortice com um
string € feita da sequinte maneira. Para o string a energia

(de repousgo) por .unidade de comprimento & dada por

Para a solugao tipo vortice a energia magnética e
Svort = 3 I B* 21r dr (4.6.19)

e pode ser avaliada aproximadamente admitindo que, na regiao

0 ¢rs m;1 = R, B & igual ao seu valor médio:
. 22_1@2 __14'i'T2 1 _
Byort = 2 B'R* = 3 TRZ -~ 2 g? mWR?
22T m? 2 o2m 4.6.20
--é,-é-mv=n - (--)

(Ha também uma contribuicdo para a energia por unidade de com

primento do string na regido onde |¢| se desvia de A , e é
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da mesma ordem de grandeza que fzvort‘)

Seque do resultado acima que a' ~ A?, que deve per-
manecer finito. Para que a solucao tipo vortice seja identifi
cada com um string de espessura desprezivel, - devemos ter
m, = VZgrh e m, = v2BE A - ®» , o que significa que as cons-
tantes de acoplamento A e B devem tender ac infinito. Este
limite & denominado de "limite de acoplamento forte".

Neste limite o campo F & diferente de zero ape -

nv
nas numa pequena regiao do espago e ¢ é aproximadamente igual
ao vacuo em todos os poﬂtos, a menos .da regiéo onde Fuv # Q '
desde que tomemos m =~ mg. Devido a este comportamento os ter
mos -% F2 e - % B{¢2=22)2 na lagrangiana 550 diferentes
de zerc apenas no interior da linha do vortice, onde saoc da
ordem de m; e m; respectivamente, Porténto,-estes termos se
comportam como “funcées delta espalhadas” ("smeared delta func
tions"). O termo restante ((3+ig+A)¢)? permanece finito, e
por uma escolha de gauge pode ser tomado nulo fora do vortice

noe limite do acoplamento forte.

A acdo para a linha de vortice fica dada por

p

_ b _
Svort - d*x vort ~

SRR CE NS IIUS

- 1= =Ky 1T T
J dtdz( - T FF 9y -7 B (¢p2-22) cs]

onde a barra significa o valor médio, e o (o) sdoc as Aareas

vl 7s
onde o campo vetorial e o campo de Higgs nio se anulam; % & o
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12
comprimento ao longo do string. Lembrando ¢ = 00(1-vlf) - onde

o, € a segdo transversal no sistema de repouso, segue que

SVOI' t v

I atas V1 - vﬁ

que € a acBo de Nambu.

E bastante curioso que uma generaliza¢do ndo linear
do modelo de Higgs admita uma solucéo do mesmo tipo que a
de Nielsen e Olense. De fato, considerandc uma lagrangiana do

tipo Higgs-Born-Infeld,

do - -a\/ % FWF“" ...g. |¢|?Auhu II ‘(4.6.21)
pode-se mostrar que, com Fuv dado pela expresséo (4.3.3), re-
obtém-se a acdio de Nambu desde que [¢|? seja suficientemen-
te pequeno. Seguindo os mesmos passos que no caso anterior,
pode-se verificar que este modelo admite solugdes tipo vorti-
ce com basicamente as mesmas propriedades que a solugao de

Nielsen-0Olense. . »



CBPF-MO-006/85
-540-

REFERENCIAS

Capitulo 0

Segdes 0.1, 2, 3, 5, 6, T e 9
A.0. Barut, "Electrodynamics and the classical theory of fields
and particles”", Mc, Millan, New York, 1964.

J. Anderson,"Principles of Relativity Physics", Academic Press,
New York, 1967.

J.S. Jackson, "Classical Electrodynamics", Wiley, New York,1975.

L. Landau, E.M. Lifshitz, "“The classical theory of fields", 52
edigao, Pergamon Press, Oxford, 1975.

R. Hagedorn, "Relativistic Kinematics", Benjamin/Cummings,
Massachusetts, 1963,

S. Weinberg, "Gravitation and Cosmclogy", Wiley, New York,1972.

Secao 0.4
Carlos A.P. Galvao, Notas de Curso, CBPF, Rio de Janeiro, 1981.

K. Sundermeyer, "Constrained Dynamics", Springer, Lecture Notes
in Physics, vol. 169, Berlim 1982.

P.A.M. Dirac, "Lectures on Quantum Mechanics", Belfer Graduate
School of Science, Yashiva University, New York,19%64.

Secao 0.8
A. Einstein, J. Grommer, Sb. Prenss, Akad. Wiss. 2 (1922).
A. Einstein, L. Infeld, J. Math. 1, {(1949) 109.
A. Einstein, L. Infeld, B. Hoffmann, Ann. Math. 3%, (1938) 65.

A.S. Eddington, "The Mathematical Theory of Relativity", Cam-
bridge Univ. Press, 1923.

B. Mashhoon, Ann. of Physics 89, (1975), 254.
J.A. Wheeler, Rev. Mod. Phys;‘gg (1961) 63.

J.N. Goldberg, Ed.; “Gravitation - An Introduction to Current
Research", L.Witten, Ed. (Wiley, New York, 1962).



CBRPF-MO-006/85
-541-

M. Bailyn e S. Ragusa, Physics Rev. D15(1977), 3543 e D23(1981),
1258. ’

W.G. Dixon, em "Isolated Gravitating Systems in General Rela-
tivity" Scuola Internazionale di Fisica "Enrico
Fermi" LXVII J. Ehlers, Ed., North Holland, Amster
dam, 1879,

Se¢oes 0.7, 0.8, 0.9 e 0.10

F.J. Vanhecke, Rev. Bras. de Fisica 12 (1982), 343.

Segdo 0.10
F.J. Vanhecke, Rev. Bras. de Fisica 12, n? 2 (1982), 343,
L. Infeld e A.Schild, Rev. Mcod. Phys. 21, n® 3 (1949).
S.K. Wong, Il Nuovo Cimento Vol. LXV A, n? 4 (1970), 689.

S. Ragusa, IFQSC, Preprint 04 (1982),

Secao 0.11

M. Lakshnan, Th. W. Ruijgrok, C.J. Thompson, Physica 84A(1976),
577.

Secao 0.12 (a) e (b)

F.A. Berezin, "The Method of Second Quantization", Academic
Press, New York (1966).

F.A. Berezin e M.A. Marinov, Ann. Phys. (N.Y.),104(1977),336.
C.A.P. Galvao e C. Teitelboim, J.Math., Phys. 21 (1980), 1863,

C.A.P. Galvao, "Lecture Notes in Mathematics" 775, Springer,
New York (1980).

R. Casalbuoni, N. Cimento 433 (1976) 115.
Segao 0.12(c): as mesmas das segdes 0.12{a), (b) e:
D.R. Bill e J.A. Wheeler, Rev. Mod. Phys. 29 (1957) 465.

A, Lichnerowiqz , em "Relativity, Groups and Topology", B
DeWitt, Ed., Gordon and Breach, London (1963).



CBPF-M0O-006/85

-542-

Capitulo 1

Todas as egoes:

C. Rebbi, Phys. Rep. C12, (1974) 1.
J. Scherk, Rev. Mod. Phys. 47, (1975) 123.
M. Ademollo, et. al., N. Cimento A21 (1974) 77.

S. Mandelstah, Phys. Rep. C13 (1974) 260.

Caplituleo 2

Secao 2.1 e 3

M. Ademollo et al., N. Cimento A21 (1974) 77.

Segao 2.2
C.B. Kim, H.Y. Lee, Phys. Lett. 131B, n® 1/3, (1983) 99,
D.Z. Freedman, P.K. Towsend, Nucl. Phys. B177 (1981) 282,
F. Lund, T. Regge, Phys. Rev, D14, 6 (1976) 1524,
N. Kemmer, Helv. Phys. Acta 33, {1960) 829.
M. Kalb, P. Ramond, Phys. Rev. D9, n9¢ 8 {1974) 2223,

Y. Nambu, em "Quark Confinement and Field Theory", D.R. Stump
e D.H. Weingarten. Eds. Wiley, New York (1977).

Secao 2.4
A. Vilenkin, Phys. Rev. Lett. 46 (1981) 1169.
C.J. Hogan, Phys. Lett. 143B (1984), 87.

J. 8ilk, A. Vilenken, Tufts Univ., Preprint TUTP 84-5.

Segoes 2.5 & 2.6

P.G. Bergmann, Introduction to the Theory of Relativity, Pren-
tice Hall, New York, 1955.




CBPF-MO-006/85
-543-

Capituid 3

Segao 3.1

W.A. Bardeen; I. Bars, A.J. Hanson, R.D. Peccei, Phys. Rev.D13
{1976), 2364.

A. Chodos, C.B. Thorn, Nucl. Phys. B72 (1974), 509.
N.A. Chernikov, N.S. Shavokhina, JINR Preprint R 2-10375(1977}.
P.H. Frampton, Phys. Rev. D12 (1975) 538.

A. Patrasciou, N. Cimento Lett. 10 (1974}, 676. .

Segdo 3.2
Y. Iwasaki, K. Kikkawa, Phys. Rev., D8 {1973) 440,

Carlos A.P. Galvao, "Supersymmetric Classical String Dynamics",
a ser publicado.

J.L. Gervais, B. Sakita, Nucl. Phys. B34 (1971) 632.

S. Mandelstan, Phys. Rep. 13 (1974) 259.

Secao 3.3 a
J. Moser, Trans. Amer., Math. Soc., 120 (1965), 286.

A. Schild, Phys. Rev. D16 (1977) 1722,

Secao 3.3 b

A.A. Zheltukhin, Sov. J. of Nucl. Phys. 34(2) {1981) 311, Lett.
Math. Phys., 5(1981), 213.

Segao 3.3 ¢
A.M. Polyakov, Phys. Letters 103B (1981),207, 103B(1981) 211.

B. burhuus, "Quantum Theory of Strings", Lectures Notes, Niels

Bohr Institute, Nordita, Copenhagen.



CBPF-M0-006/85
-544-

- J. Liouville, J. Math. Pures Appl. 18 t1853), 1.
L. Bianchi, Ann. Sci. Norm. Super. Piza, Ser. 1,2(1879) 26,

R. Marnelius, Nucl. Phys. B211 (1983) 14, B211 (1983) 409,

Segao 3.4

B.M. Barbashov; V.V. Nesterenko, A.M. Chervyakov, Theor.Math.
Phys. 40 (1979) 572.

E. D'Hoker, R. Jackiw, Phys. Rev. D 26 (1982), 3517.

G.R. Dzhordzhadze, A.K. Rogrebkov, M.K. Poliakov, Sov. Phys.
Dokl. 23 (11) (1978) 828, Theor. Math. Phys. 40(2)
(1979), 221.

R. Marnelius, Phys. Lett. 123B (1983) 237.
R. Omnes, Nucl. Phys. B149 (1979) 269.

Secao 3.5

A. Lichnerowicz, "Theories Relativistes de la Gravitacion e de
l1*Electromagnetism”, Masson et Cie., Paris(1955).

G.Y. Rainich, Trans. Amer. Math. Soc., 27(1925) 106.

J.A. Schouten, "Rieci-Calculus", Springer-Verlag, Berlin(1954),
J.L. Synge, U. of Toronto Studies in Appl. Math. 1 (1935), 1.
J. Stachel, Phys. Rev., D21(8) (1980), 2171, 2182.

S.A. Wheeler, "Geonmetrodynamics", Academic Press, New York(1962).

Capitulo 4

Se¢ao 4.1
Y. Nambu, Phys. Rev. D12 (1974), 4262.

P.A.M. Dirac, Phys. Rev. 74 (1948), 817.

Secao 4.2

A. Kastrup, Phys. Lett. 78B (1978), 433 e 82B (1979), 237.



CBPF-MO-006/85
~545-

B.M. Barbaskov, N.A. Chernikov, Sov. Phys. JETP 23 (1966) ,861,
Commun. Math. Phys. 3 {1966), 313.

H.C. Tze, Lett. N. Cimento.11 (1973), 401.

M. Born, Nature 132 (1933), 282;

M. Born e L. Infeld, Nature 132 (1933) 970.

M. Born, Ann. Inst. H. Poincare, vol. 7 n? 4(1937), 189.

M.A. Tonnelat, "The Principles of Electromagnetic Theory and
Relativity", D. Reidel, Dordrecht, 1966.

M. Rinke, Commun. Math. Phys. 73 (1980), 265.

Secoes 4.3 e 4.6

H.B. Nielsen, P. Olesen, Nucl. Phys. B61 (1973) 45; B57 (1973),
367.

Secao 4.4
J. Ishida e A. Hosoya, Progr. Theor. Phys. 62 (1979) 544,

S. Ryoug e J. Ishida, Progr. Theor. Phys. 66 (1981) 685.

Segoes 4.5 e 6
G.S. Iroshinkov, Mocscow Physicotechnical Inst., Preprint, 1982,

G. t' Hooft, em "Particles and Fields", D.H. Boal e A.N. Kamal,
~ Eds., Plenum Press, New York 1978.
S. Mandelstan, Phys. Rep. C67 (1980), 109,



