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INTRODUGAO

A idéia de se considerar os hadrons como objetos es-—
tendidos dotados de uma estrutura interna j& & um tanto anti-
ga, e foi bastante enriquécida nos filtimos anos como conse-
~quéncia dos desenvolvimentos de teorias para as ﬁMEma¢§$
fortes, Uma delas & a teoria dos modelos ressonamtes com duali
dade - ou modelos duais, por simplicidade < qgue foi. talvez a
mais intensivamente estudada.até hoje. Dos desenvolvimentos
dos modelos duais emergiu um quadro fisiéo muito simples e e~
legante para os hadrong, que s36 identificados com agtados
quinticos de um continuo unidimensional, o string relativisti
co.

Segundo um esquema de classificacao para os hadrons,
estes sao agrupados em famIlias cujos membros tém valores dis
tintos do momento angular e da massa, mas sao semelhantes em
todos os outros aspectos. Asgsim, diz-ge que os membros de ca-
da familia se localizam sobre uma curva denominada "traje
tdria de Regge".

Dados observacionais sugerem que as trajetdrias de
Regge sao aproximadamente lineares, o que significa que, .em
boa aproximagdo, o momento angular dos hadrons em uma dada tra
jetdoria € uma fungdo linear do quadrade da massa. Além disto
todas as trajetorias de Regge dos hadrons sdc aproximadamente

paralelas (ver figura abaixo).
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0s modelos duais s#o calculados por uma série de apro
ximacdes sucessivas a partir.de uma primeira aproximagao, que.
determina o comportamento de todo o restante da série. Sob (o}
ponto de vista tedrico, a paiavra dualidadé no none do modelo
diz respeito & .primeira aproximagao e significa que a amplitu-
de de espalhamento,calculada pela sama das contribuigcoes de to
das as trocas de ressondncias, & igual a calculada.somando-se so
bre todas as ressonincias de canal direto. Isto &, dualidade
significa a igualdade dos dois processos representados nos

gréficos abaixo:

Troca de resgonancias -~ - Ressonancias -de canal direto
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Os modelos duais t&m a propriedade de que, " em primeira aproximagao,
todos os hadrons se localizam em trajetdrias de Regge lineares
e paralelas. |

Um aspecto importante dos mddelos duais € que eles se
baseiam num nimero infinito de ressondncias. Este aspecto  dos
modelos & que levou ¥. Nambu, L. Suskind, H. Nielsen e - outros
a concluir que os hadrons (nos modelos duais} podem ser identi-
ficados com os estados quianticos de um string relativistico. Es
tes strings sdo muito espe¢iais: ndo tém massa e suas extremida
des se movem com a velocidade da luz. A massa de um hadron -se
origina da tensdo no string (que & determinada pela ‘dnclinagao
da trajetdria de Regge) e pela.énergia cinética de seu movimen-
to com relagao ao centro da massa.

0s modelos de strings satisfazem aos principios da te-
oria da relatividade especial sem dificuldades. A inélusao das
imposigdes da mecdnica quantica por seu lado tem conseguéncias
muito sdrias: a quantizagdo candnica da tepxia do modelo de
strings mais simples sO & covariante de Lorentz num espago-tem
po com uma dimens3o temporal e vinte e cinco dimensOes espaciais.
Em outras palavras, tmm-se uma dimensdo critica D =26 para a co-
varifncia da teoria quantica. Refinamentos do modelo conduzem a
dimensdes mais baixas - 10 no caso de strings com spin,” - mas
até agora nenhum modelo exibe consisténcia em quatro dimensdes.

As possiveis reagdes entre hadrons sao descritas por
interagdes entre strings. As regras bisicas destas . interagoes
foram estudadas por S. Mandelstan e consistem da quebra ' de um
string em dois ou da jungao de dois strings em um. Pode-se ter

também um processo no qual dois strings se tocam nos seus inte-
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riores e se rompenm, elcada segmentode um string se junta a um
segmento do-outro. Estes processos sao obviamente muito complicados.

Um outro processo muito importante cuja presenca &
necess@ria por consisténcia matemitica & a jungao das extremi
dades de um string para formar um string fechado. Hadrons cor
respondentes a estados quinticos de strings fechados ndo es-
tao presentes na primeira aproximag¢do dos modelos duais. Mas
a ocorréncia destes estados & interessante para a explicagao
de alguns probleméé associados cam o compotrtamento do espalhﬁeg

“t0o eldstico em altas energias que aparentemente envolve uma in
teragac do tipo difrativo.

Nao existe uma prova direta da estrutura de . strings
dos hadrons mas muitas evidéncias apontam nesta diregdc nie.
$0 nos modelos duais como também, mais modernamente, no mode-
lo de quarks. Este modelo se baseia em consideragoes de sime-
tria. Em esséncia, supde-se que os hadrons sao formados a par
tir de constituinmasfundamentéis - 0s quarks - e suas antipar
ticulas - os antiquarks. Quarks e antiquarks sao ligados per
um campo vetorial nao-abeliano, usualmente denominado de cam-
po de gluons. Este quadro &€, de certa forma, reminiscente da-
quele de um sistema de particulas carregadas ligadas por um
campo eletromagnético. Os gluons, no entanto, tém ' propriedades
nac usuais quando comparados- com seus andlogos abelianos, os
fotons. Eles autointefagem (sao dotados de uma “carga ndo-a-
beliana", carga de cor} e h3 indicagOes de gque os campos de
gluon' nao ge dissipam, concentrando-se sob a forma de .tubos
estreitos que ligam as suas fontes, o8 quarks e antiquarks. E

desta forma gue se obtém uma estrutura de string no modelo

I - '
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de quarks: os strings sao como que a materializagao dos campdg
de gluons.

0 modelo de quarks ligados por strings & muito inte-
ressante principalmente para a ¢lasee de hadrons denominada de
mésons, que contém um guark e um ahtiquark, e para os estados
denominados de Pomeron, que naq_ﬁam quarks. Os baryens no en-
tanto s3o compostos de trés quarks, requerendo uma .construg¢do
mais sofisticada, como um string com forma de “"¥", e uma topo-
logia que introduz sérias d&ificuldades matemidticas no modelo.

Neste esquema pode-se dar uma explicagao bastante a-
traente para o confinamento de quarks. No caso de um meson, por
exemplo, pode-se imaginar que'ao se romper o string criam-se
dois novos mesons ao invés de quarks livres. Em outras palavras,
ac se romper o string em cada extremidade dos pedagos suUrge
um quark ou um antiquark e assim dois mesdns. Num outro esque-
ma, encontra-se que a energia necessiria para romper o string
& infinita - os quarks estdo como que sob a agao de um poten
cial que depende linearmente da distdncia entre eles - sendo:
assim impossivel rompé~la para se obter quarks livres. Mas, is
to estd ainda a nivel de conjectura.

Nos filtimos anos tem-se observado o aparecimento de
estruturas de strings nas diversas 8reas da Fisica: :nas tecrias
grande—unificadas, em modelos cosmoldgicos, ém teorias sobre a
formagao de galixias, etc. E vale a pena lembrar que os:strings
foram introduzidos na Fisica por P.A.M. Dirac a mais de quaren
ta anos atrds na sua teoria dos monopolos magnéticos.

Esta monografia & dedicada ao estudo da Mecdnica Clas:
sica dos strings relativisticos. Originou-se de notas de aula



CBPF-MO-006/85

~VI-

preparadas para um curso de mecdnica hamiltoniana de sistemas
cam vinculos, onde a teoria do string era apresentada ¢omo um,
exemplo de um sistema mecdnico dotado de uma simetria exuberan
te. Motivado pelas minhas pr8prias pesquisas o trabalho evo
luiu tomando esta forma final.

Como esta monografia se destina basicamente a ndo es
pecialistas que pretendam ter um primeiro contato com © assun
to eu tentei torni-la -0 mais fechada possiveld. Isto ' irnfluen-
ciou também a escolha dos assuntos e a sua organizagao que foi
feita da seguinte maneira. O Capitulo 0 consiste de  tdpioos
escolhidos sobre a dinamica da partfcula, que n3o consta dos
livros-textos mais comuns. Os Capitulos l e 2 congtiftuem
o nlcleo da monografia. 0 primeiro contém a teoria geral dos
strings .livres e o segundo trata da interacac de strings com
campos externos, e todos os desenvolvimentos se fundamentam na
acdo de Nambu. No Capitulo 3 sao introduzidas :outras integrais
de agac para o string e estudamos extensoes da agao de Nambu
(strings com massa, spin, etc.} Finalmente, no Cépitulo 4 1a-
presentamos alguns exemplos de estados de strings em teorias
classicas de campos.

- 0s Capitulos 3 e 4 foram escritos de maneira mais
concisa que os precedentes, e o nivel dos assuntos é um tantomais
elevado. Introduzimos algumas segdes que podem_ser considera-
das como"extras" - como por exemplo, a teoria de Kauza - Kiein
e sua generalizagao, a teoria do campo de Liouville, etc. Isto
foi feito n3o sd pelo que dissemos acima, isto &, para tornar
o trabalho o mais fechado possiwveél, mas também pelo interesse

atual destes assuntos.
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Muitos aspectos e aplicagaes importantes da .teoria
dos strings foram omitidos. Dentre eles a abordagem geométrica,
a aplicagdo do método inverso do espalhamento, o modelo de
Polyakov e a teoria dos super-gtrings sao os grandes ausentes.
A teoria dos super-strings desenvolvida por Green . Schwartz
&, hoje em dia, uma linha de pesquisaé muito ativa e importan
te, que estid polarizando as atengoes dos fisicos.

As referencias constituem uma pequena amostra dague-
les trabalhos que julgo importantes. Optamos por separa-los

por se¢do no final do trabalho.
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Capitulo 0: A PARTICULA CLASSICA RELATIVISTICA

0.1 A formulacio covariante da dindmica ‘da particula

Consideremos uma particula livre que se move no espa
go-tempc de Minkowski. Sua trajetOria & descrita pelas equa-
coes paramétricas zV = z!(1), onde z! s3oc as coordenadas dos
pontos da trajetdria. O parametro A deve satisfazer & condi-
¢3o de ser mondtono ao longo da trajetdria, e z'(A) dum Amn-
¢ao univoca e peloc menos duas vezes diferenciivel com relagao
a i,

0 quadrado da distdncia entre dois pontos proximos

na trajetdria & dado por
ds? =-nwdz“dz", (0,1xla)

e o comprimento da curva entre dois pontos com ..coordenadas

zu(ll) e zu(J\z) é dado por

2 U Vv
_ - dz" dz : )
s = dﬂ/ Ny A% T (0.1:1b)
. |

Esta definic3o & independente do sistema de coordenadas usado
e também da escolha da parametrizagao.
Em cada ponto da trajetiria as componentes do vetor

tangente sao definidas por

z & = -a'x' r (0.1-'—2}
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e sua norma fica dada por
212 =_nnvz.nz.v - - (% : . (0.1=3)

® vetor tangente assim definido & identificado com a velocida-
de v da particula, v = {v¥} = {2'¥},

0 comprimento de curva, definido pela expressac: (0.1.13),
& o candidato natural para a integral de acac associada com a

particula. Denotaremos

2
S, = - I GDL:LI(.Z') (0.,1-4)

onde L, é a lagrangianacﬁ),

As equagdes de movimento para a particula s3o obtidas
da integral de agdo (0.1l.4) pelo principio variacional &s = 0
com 3z(x;) =0 = 62(12). De modo geral as equagoes de movimen-—

to de Fuler-Lagrange se escrevem

oL
= d 1
Eu = o ‘ z") -

que, para o caso especlfico que estamos considerando, com a la-

aLl
32“

grangiana dada por (0.1-5), resultam ser

- - - = -+ R - - - -~ [l
(*) Omitiremos a massa m da particula pois sua inclusao nao e
importante para a discussao que ge segue,
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& -z—-li-) =0  (0.1-6)
=22

As equacdes (0.1-6) acima ndo tém a forma que se - espera
para as equacgoes de movimento de uma particula livre, que de-
vem expressar o fato da aceleragao da . particula ser nula,
(dzzu/dkz) = 0, B claro que isto se deve a estarmos usando um
parimetro arbitrdrio na definig3o da integral de agao. - Defi-

nindo~se um novo parimetro A por

N
—n

12

gdﬂ*

as equagoes (0.6) assumem a forma desejada,

H
.3 9—3—-)-= 0 (0.1-7)
ax \dax

No entanto, & ébvio que este n3o & o melhor procedi
mento para resolver o problema. De fato, segue da equagao (0.1-3)
gque tomando~se o parametro X como o comprimento de arco B

tem-se gque’

dz\2 _ 2 _ _ _
() -¢ 1 (0.1-8)
e as equagdes de movimento (0.1-6} se reduzem a

z_ M )
dz _ ¥ =9 (0.1.9)
ds?

Estas equacoes admitem a integral primeira
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n MV = ot = Kk, - (0.1-10a)

onde a constante k deve gser tomada come igual a -1, em acor-
do com (0.1-8), de modo que a lagrangiana L, & uma constante,

A escolha (0.1-8), que significa tomar como pardme-
tro o tempo prdprio, caracteriza a particula em questao como
uma partfcula com massa ndo nula pois suas possiveis trajetd
rias s30 curvas tipo tempo,z? = -1, Denotando por m a massa da par

ticula, a lagrangiana deve ser escrita como

As trajetdrias da particula obtidas por extremizagao da inte
gral de agac construida com lagrangiana (0.1-10b} sao, por "de
finicao, as geodésicas do espago-tempo., Calculando-gse a se-
gunda wvariagao da integral de agao verifica-se que para que
a curva extremal conduza a um minimo de § deve~se ter m>0.

Um detalhe técnico gue deve ser observado & que a
escolha do parametro pela condigao (0.1-8) s6 foi feita apds
termos obtide as equagoes de movimento (0.1-6). Se esta esco
lha foi feita de inicio, as variagoes sz! deverio respeitar
aquela condigao. Assim, para que o procedimento seja formal-
mente correto, a condigao (0.8) deve ser introduzida na inte-
gral de acao camo wmvinculo, usando~-se um multiplicador de La~
grange, Este procedimento serd analisado mals adiante.

No caso de particulas de massanula o parametro nao

pode ser escolhido como o comprimento de arco porque  neste

caso as trajetdrias sdoc geodésicas nulas, ds? = 0, No entan-
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to , & sempre possivel encontrar um parémetro o tal que as

equagdes de movimento para estas particulas se escrevam

. dZZy

o =0 , {(0.1<11).
o
com integral primeira

.'d;zl'l 'dzv _

Estas equagces podem ser obtidas formalmente da in-
tegral de agao fazendo-se a constante k na equagac (0.1-10a)
igual a zero no final dos cadlculos. O procedimento que . con-
duz as equacdes de movimento, no entanto, & internamente in-
consistente. Esta inconsisténcia & consequéncia da ferma fun
~cional da lagrangiana, umarvraiz quadrada de uma guantidade
que € nula.

E um fato bastante conhecido gue a lagrangiana

_.1 dz! az” _
L2 =3 nw B G {0.1-13)

conduz a equagoes de movimento da forma (0.1-9), mas em ter-

mos do parametro A que até este ponto & arbitrario, isto &,

azz¥
ax?

=0 . (0.1-14))

Uma integral primeira desta equaglo &

: dzu'dzv _ _te _
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sem restrigdes sobre a constante k, que pode ser positiva, ne
gativa ou nula. Agsim, por uma escolha conveniente da constan
te k,a lagrangiana L,,dada por (0.1-13), conduz as equagdes de
movimento para partliculas com massa (k< 0) ou sem massa (k'=0).

A situagao neste estigio & a seguinte., Rdemos cons-

truir duas integrais de agao para a particula livre relativis

tica,
_ = I al dzV az )
1 1
e
¢ 1 az® azV
S2 = I de}x = J—-z' nuv"a"r T dix (0.1=17)
1 1

As equagoes de movimento e as correspondentes integrais pri-

meiras estao mostradas no guadro comparativo que se segue.
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Lagrangiana L, = -\/-zh‘_l L, - %_ 72

PaFametro |'A{AxbitrArio)|S(Tempo-prdprio) [X(Arbitrario; S {Tempo-prdprio )|

Equagdes de 'a%' .z'E_ )= | a2zt _ o { a2z¥ _ o d“zfJ -
movimento J-z T ds? dx? asg?
Mtegrais _ _ 22 o _ 3 z2'2 =k | 2z? s=-1

primeiras _ k<0,k=0]2'2 =0

Gaocﬁmtipmtmm k< 1)

Trajetdrtas | Geodésicas tipo tempo
Geodésicas nulas (X =0)

Massa das o ' m>0 (k< 0)
particulas ' m=0 (k= 0)

A integral de agao S, conduz a qualquer tipo de geoddsi-
ca enguanto que S1 s0 conduz a geodésicas tipo-tempo. Neste senti
do pode-se dizer que a lagrangiana L

& mais geral que L De-

2 1°
ve-se observar, no entanto, que a escolha de uma cude outra tem con
sequéncias importantes nos desenvolvimentos da teoria, principal-
mente na formulag3ac hamiltoniana., Estas consequéncias sdo reflexos
dos diferentes graus da homogeneidade das lagrangianas nas veloci-
dades ou, em outras palavras, nos comportamentos das integrais de
acao por reparametrizagdes. Passemos a uma anilise destas questdes.

Consideremos inicialmente a integral de agao S For uma

2.
variagao gualquer §z" tem-se que
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_ 1 2 g agH u) )

552 Iﬁuﬁz d} +J ax(nuv ——-dl’& dx . (0.,1«18a)
1

Scbre uma trajetdria da pz;u:ticuéx.?;..E;]'l =0e

2 u :
- 4a dz U -

{1

de (0.1-17) vé-se que §

, € invariante pelo grupd uniparam@tri

co de reparametrizagdes

A>A=1+4¢ , €=c"® “{0,1~19)

Por esta transformagao,

z == =% (0.1-20)
a ax !
e
- u u
§zF8 = 5)\% Qazr (0.1-21)

Note que §z" dado acima & tangente a trajetdria. Com = estes

resultados seque da invaridncia de 8, + 88, = 0, que
n az! az _ te
uv da “dai

que € a expressdo (0.1~l5). Observemos que este & um exemplo
de uma “"lei de conservagao fraca" pois, para sua obtencgio, fize
mos uso das equagdes de movimento (éW = 0 na equagdo (0.1-18a)).

Este resultado pode também ser obtido fazendo-se uso

do fato que I..2 € uma fungao homogénea de segunda ordem nas ve
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locidades. Entao, pelo teorema de Euler deve~se ter

aL
z'M

= 2L
az'? 2

.para qualquer fungao L, homogénea de segunda ordem em z'¥

Mas,
. .sz _ _3L2 " -.'-3L.2 | z"]‘l _ _iEaLz z'u] _ 2. .sz .
dd ¥ sz ¥ dAl g7 i

donde segue que L, € uma constante.

No caso da integral de agao S, as coisas mudam de
figura porque S, € invariante por transformagoes arbitrarias

do parametro ,

A+ A=) . (0.1a22)

Mesgmo assim, podemos calcular uma variacgao de §, devide a um.
variagdao em A. Considerando variagdes que se anulam nos ex-
tremos da curva (isto &, X(Al) = A X(lz) = %,), o que ndo

altera o resultadoc final, obtem-se

2 am
55, = J‘éu(‘%— 5% ) dr = o. (0,1-23)
1

Como consequéncia da invariancia paramétrica de 5, ndo se ob

tem nenhuma guantidade conservada, mas sim uma identidade que

deve ger satisfeita pelos vetores de Euler-Lagrange'Eu,

e

dz?
gy =T 0 (0.1-24)
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sobre gqualquer curva , mesmo sobre aquelas que n3o sao extre-

mais de S,. A identidade (0.1-23) nos diz que as - componentes

2
do vetor de Euler-Lagrange nao sao todas independentes, e in-
dica que a lagrangiana-L2 & degenerada (isto &, gque .existem
vinculos associados ao sistema).

A lagrangiana L, & uma fungao homogénea de . primeira

2
ordem nas velocidades. Seque do teorema de Fuler que

z'H 2 - . (0.1-25)

A partir desta equa¢ao nac se obtem nenhuma integral primeira das equa
¢oes de movimento como fizemos no caso anterior.
Passenos ao formalismo hamiltonianms. Os momentos ca-

nonicamente conjugados is coordenadas z' sdo definidos por

. _dL
Py T (0.1~26)
Com os colchetes de Roisson fundamentais
fz",p 1 = 6%, (0.1-27a}
{z¥,zV} = o, {p,p,} =0, (0.1-27b)
as equagoes de movimento hamiltonianas se escrevem
2 = {z%, 81}, p',={p,H1} (0+1-28)

onde H & a hamiltoniana candnica,
c
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= LM
HE 2 pu. L

A lagrangiana L2

cial na formulagaoc hamiltoniana. Tem-se que

= 1M
p mn, 2

R H
e
_L o
Hc_Zmn'pypv ‘

As equagoes de Hamilton sao

1 'V -

donde se obtém z"V

No caso de L. tem-se que

1

H 0.

..c

= 0, em:acordo com (0.,1-14).

CBPF-M0O-006/85

(0.1.29)

nao conduz a nenhum problema espe-

(0.1=30)

(0.1:31)

(0.1-32)

(0.1<33)

Esta identidade & decorréncia da homogeneidade da

lagrangiana nas velocidades, e nada mais & que a equagao (0-

1.25) expressa em termos dos momentos. O significado deste

resultado & que na teoria candnica baseada na lagrangiana L,

deve existir pelo menos um vinculo entre as varidveis candni
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Zu, pu. Como a lagrangiana & homogénea, de primeira or

Qgas
dem nas velocidades, seque da definigado dos momentos, equagao
(0.1..25}, que estes sao fungdes homogéneas de grau zero nas
velocidades. Conseglientemente, nao podemos usar a definigao
(0.1:25) para expressar as velocidades em termos dos momen—
tos de maneira univoca. 1Isto fica claro examinando-se a ex-

pressao (0.1-32): vé-se que p]_l fica inalterado .$e fizermos a

substituigao z¥ > a2z * Ainda de {(0,1-32) obtem-se

p? +m* =0 , (0.1-34)

gue & a equagao de vinculos a que nos referimos anteriormen-
te. Uma vez escolhida a lagrangiana L, a equagao (0-1-34)}
€ conseqliéncia da definigao dos momentos, e nos diz que ape-
nas trés de suas componentes sao independentes.

Sistemas fisicos cujas lagrangianas sao invarian-
tes por reparametrizagoes arbitrdrias sao  dencminados
"sistemas homogéneos” ou "sistemas covariantes gerais". Além
da pa:ticula livre relativistica podemos citar como exemplos
destes sistemas os strings relativisticos e a teoria da rela
tividade geral. Na segao que se segue vamos estudar as pro-
priedades gerais dos sistemas homogéneos objetivando essenci
almente compreender algumas de suas peculiaridades que serao

importantes para a teoria dos strings.

0.2 Sistemas covariantes gerais

0.2.1 A formulagao lagrangiana
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Denctemos por

2
8§ = I dAL(q' (}) ,q{i}) (0.2-1la)

a integral de agao associada com um dado sistema. Nesta ex-
presac L € a lagrangiana, ql(X), (i=1,..,n) sac as coorde-
nadas generalizadas, q' =dgq/dA, & A & um parametro arbitrario. As e-

quagbes de movimento que se obtém do principio de  Hamilton

88 = 0 com 3q(l) = o = 8q(2), se escrevem
;:&aL--d.aL =0 (0.2=2)
e (__TT) 2=

i Bql d \aq

Queremos determinar quais as condigdes que devem
ser satisfeitas pela lagrangiana de modo que a integral de a
¢do (0.2-1} seja invariante por reparametrizagoes A+ X =X(X).
A fungdo X{(A) ndo & totalmente arbitrdria. De fato, para
que seja possivel fazer a reparametrizagao inversa X deve
ser uma fungdo estritamente mondtona, isto &, di/dLr  deve
ser sempre positiva ou negativa. Além disto, como 8 @& uma
integral definida a invaridncia por reparametrizagdes requer
que os extremos da trajetdria nao sejam afetados i(li) =i e
I(lz)f A, . Vamos sempre supor que estas condigdes sac satis
feitas.

Por definigdo a integral de agao & invariante por

reparametrizacdes se

Iamq'-m,q(m - Iax:, '(g-;, a®)) =

N [ s L _ -
’JﬁL(ET a'(M),a(d)  (0.2-3)
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Em termos da lagrangiana a condigidc de invaridncia paramétri

ca se escreve
o
L@ n)an) 1 (Rq(n,q00) . (0.2-4)
dai - da -
De modo geral, deve-se ter
L(ag}q) =oaliqiq) ., (0.2-5)
de modo que a 1agrangiéma deve ser uma fungdo homogénea de

primeira ordem nas velocidades. Segue do teorema de BEuler

gque

.i = L . (0.2-6)
Por um procedimento andalogo ao que conduziu a(0. 1«

23} encontra-se que

q.iai = 0 . . (0-2"'7’

Esta expressdao & uma identidade que deve ser satisfeita pe-
las coordenadas q e velocidades g:, e significa que as ace-
leracoes q" ndo sio tddas independentes. Este ponto ~ pode
ser esclarecido da seguinte maneira. Como L & | homogénea,
de primeira ordem nas velocidades, segue dque as derivadas

aL/3q" sdo homogéneas de grau zero. Ent3o, pelo teorema de
]

Euler, tem-se gue
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R 3 i ) 2
gi i ﬂi (BD 5) q_.:.(__g_é_T =0 . (0.2-8)
3g'” M3q' 3q’ "3q’ |

Desta ultima expressdo conclui-se que a matriz hessiana

2
H = (H,.) = (--ll'—-.-) (6.2-9)°
1] Bq 13qlJ

& uma matriz degenerada. ¢q' & um autovetor de H com auto- '
valor nulo.

As equagOes de Euler-Lagrange (0.2-2} se escrevem

— 3L wj. & -( 2L g3 (0.2-10)
1,43 3 i 1lgod )
r:Te o | 3g oq' “9g :
ou
Hijq"J = ¢. (g q") {0.2-11)

Como BT ndo existe, estas equagdes nao nom permitem expres-
sar todas as aceleragdes em termos das velocidades e coorde-
nadas, o que indica a exiéténcia de vinculos associados ao
sistema. O nilmero destes vinculos, que & ditado pelo posto

da matriz ‘H, & igual a um. Usando (0.2-6} e (0.2-11} obtém-se

q'icbi(q,q') = 0. (0.2v12)

Pode-se ver, sem dificuldades, como 0s resultados a-
cima afetam as solugbes das equagoOes de movimento. Estas po-

dem ser expressas pela expansao em série
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. . » 2 .
dm =gt +aat ) + 3T a0+ e . (0.2413)

Nesta expressdo os dois primeiros termos sao os dados de Cau

(*)
chy

para ¢ problema. As derivadas sequndas devem ser obti
das das equa¢Oes de movimento, e a partir dela todas as deri
vadas de ordem superior. A partir deste ponto o problema fi-
ca indeterminado porque, como vimos, as equagdées de movimen-
to ndo determinam todas as aceleragdes. Esta indeterminagao
& uma Sbvia manifestagac da invaridncia paramétrica da inte-
gral de agdo, pois pode-se sempre fazer uma transformagao
A + X de tal modo que os dados de Cauchy permanegam inalte-
mdos mas g(A) mude arbitrariamente.

Examinemos o caso da particula livre relativistica

com a integral de acao (0.1.16}. A lagrangiana se escreve

L = - m'\[-,naag'_“z'g . (0.2-14)

Esta lagrangiana & claramente singular. A matriz hessiana fi

ca dada por
H =—73§I‘ ——7— (nggZ'2-2423)  (0.2-15)
B 2z %z -z+2)> o )
donde se vé que a condigdo (0.2-12) & satisfeita, 2z'®H__ =0.

op
H tem posto 3 e, portanto, deve existir um vinculo. Note que

o niimero de vinculos para ¢ sistemas covariantes gerais & sem
pre igual ao nimero de par@metros com relagao aos quais a a-

¢ao & invariante.

— - : )
( ’Note que a escolha destes dados fica restrita a satisfa-
zer a condi¢ao (0.2-12).
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Facamos uma escolha do para2metro tomando A como o tempo pro-
prio s. Neste caso temos que levar em conta a condigao sub
sidiaria

24180 , (0.2-16)

que deve ser introduzida na lagrangiana com um muitiplicador

de Lagrange B(s) , resultando de modo geral em
L =ur2 + 88 G241 (0.2-17)

Do principio variacional, ou variando-se Z(s) e B(s) indepen-

dentemente, resultam as equagoes de movimento

d L oL d .0 .
Ha o - + = (BZ )"= 0 : (0-2-18)
ds (aza) 97% ds

e a condigao (0+2+16}. Usando

nuvi”i“ =0 | (0.2-19)

nas equa¢Oes de movimento obtem-se

(0.2-20)
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Para 0 caso particular da lagrangiana (0.2-14} tem-se B8=0 como
consequéncia de (0:.2-6}.

A condigdo da lagrangilana ser homogénea, de primei-
ra ordem nas velocidades,é fundamental para todas as cdnclu-
sOes a que chegamos. Esta condigao, que se expressa pela e-
quagao (0.2-5) ou, equivalentemente, pela equagao (0,2.6)},fd
obtida pela imposigdo de invariancia da integral de agao, e-
quagao (0.2-3). Vamos agora mostrar como podemos chegar as
mesmas conclusdes a partir da lagrangiana, introduzindo-se a
nogao de quase-invaridncia.

Consideremos a transformagao

) — gl = ¢ (0.2-21)
qli(l) — .d_-i gg:. .
Aax

Sob forma infinitesimal, a transformagao do parametro se es-

creve

=+ eEO) . (0.2+22)

Tem-se que
sqb = ezug't (0.2-23a)
sq't = & sq® = eztigt + czgri.  (0.2-23m)

Para gque a teoria seja invariante pela transforma-
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gao (0.2~-21} e suficiente impor que a lagrangiana seja quase
%pyariante pelas transformagoes infinitesimais (0,2.23), is-

to &, que

+ -if'-{ 8q' " = (g (0.2-24)

aq 9q

8L

]
o
aﬂ

onde ¥ & uma fungdo de q* e q'i. Usando (0 ,2-23} esta e-

quaq&o Se escreve

e (Zrart s Logri)s g gt Sy
3 g Bq' *

Como £()A) & arbitraria, £ e £'sao independentes e portanto

L _gioy (0.2-25a)
aq'?t
_31% gl .ﬂf gt = %‘i& (0,2-25b)
o oq '

Substituindo (0.2-~25a} em (0,2-25b) encontra-se

2 s s
2L grignd 4 g b3 _, q'd-L) =0 (0.2-26)

Logo,

%L fi

J

— =0 (0.2-27)
3q' “3q

donde se conclui que a lagranglana & singular e gque o siste-

ma necessariamente tem vinculos. Segue entdao que
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qui _ET _QE* q'j -L)_= 0 :, (0.2-28)
aql IJ

Agora, usando (0+2-27} verifica-se que o termo entre parénte
ses da expressao acima n3o depende das velocidades. De (0.2-
28} vé-se que este termo também nao depende das vcoordenadas

e, portanto,

g L. - <=0 ,

3qIJ

que & a condigdc (0+2.6}.

0.2.2 Formulagao Hamiltoniana

Na formulagdo candnica a singularidade da matriz

hessiana
R T P,
BB = 5.8 - 3B
9Z 92 3z

significa que a definigdc dos momentos naoc pode ser inverti-
da para nos dar as velocidades como fungdo dos mbmentos e co
ordenadas, isto &, % =%(z,p). Assim, somos levados i con-
cluir que os momentos nao sao todos independentes} devendo

existir relagdes da forma

l-:')lﬂ(z.p) =0 {0.2-29)

que sdo vinculos da formulagao hamiltoniana. No caso da par-

ticula relativistica existe apenas uma fungdo de vinculo por ~
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que a particula tem apenas 3 graus de liberdade. Na discus
sao da formulagao lagrangiana dissemos gque o nimero de vincu
los & sempre igual ao nimero de pardmetros independentes cu-
jas reparametrizagdes deixam a agdo invariante. O mesmo se a
plica na formulagao hamiltoniana.

Da equagac (0.2-6} segue que a hamiltoniana cand-

nica € nula,

como consequéncia da \lagrangiana ser homogénea de primeira
ordem nas velocidades. Na verdade, se queremos construir uma
formulagao hamiltoniana covariante isto sempre deve aconte—
cer. A demonstragdo & trivial: a variagao com relagac ao pa

rimetro A de uma fungdo das variaveis canBnicas & dada por

Fazendo-se uma reparametrizagdc A + A{(\) , tem-se que

>

E£-2X,R(ru) .

dx 3
Estas duas equagdes sac compativeis somente se H, = O. £ cla
ro que isto tem a ver com a covariancia da teoria, como dis-
semos acima. De fato, a escolha de um parametro significa a
escolha de um observador, ¢ que faz com que a teoria perca a

covaridncia relativistica manifesta. Logo, 40 a4 teorias in-

variantes por reparameinizaqdes admitem uma gformufagao hamif
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toniana com invaridncda relativistica manifesta. Observemos
que isto nao significa que formulagoes canaﬁicas covariantes
existam apenas para sistemas cujas lagrangianas conduzam as
Hc = 0 a priori. Qualquer teoria pode ser posta scb forma in
variante paramétrica aumentando-se o numero de graus de 1li-
berdade e acrescentando-se vincules a teoria, por uma técni-
ca bastante conhecida. |

A questdo agofa &€ como construir uma dindmica ha-
miltoniana para os sistemas covariantes gerais, ja que esta
ndo pode ser gerada pela hamiltoniana candnica devido a (0. 2~
30). Vamos partlr da equagao de vinculo (0.2~29) e da hipote
se de que ela deve permanecer valida durante a evolugao dina

mica do sistema. Deve-se ter

& 2
_ (éﬁ;+1&i’£)z-“,+§&ﬂz-ﬂ (0.2-31)

donde segue gue

Y6 %P |
2 +3%~ B -o (0.2-32)

=0.. (0.2-33)

J
™
Q7
]

Esta Ultima equagao pode ser escrita como

2de 321 _ a2k

%Pg 3z1Faz1®  Pg

HaB =0 {0.2-34)
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Como ja sabemos que o (nico} auto-vetor nulo de HGB & z2'°

concluimos que

7% = N(l)izi (0.2-35)

onde N & uma fungdo arbitrdria do pardmetro A . Substituindo

este resultado em (0.2.32), obtem-se

N afe , 5.8 g _ o

az® 3z%
ou
2
N %2% +g'B 8L _ g (0.2-36)
Y/ 0z%5z3F

Da equagao (0247}, z'a¢u==0,e das equagdes de movimento en

contra-se

8 9% _ AL _ ., —27 -
- a = pa s (0.2 37) ;

zl ..
3z%3z1° 37

que substituida em (0-2+36) resulta em

pr = - g% (0.2-38)

Obtivemos assim o conjunto de eguagoes

7'% = N(A)%zﬁ v (0.2-39);
Pa :
pé‘ =—N(A)i,% ’ (0.2-40)

aZ
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que sao as equagoes candnicas de Hamilton com "hamiltoniana”

H=NMHz,p) =0 (0.2+41)

t
Se estabelecermos como regra que a equagao de vinculo (0.2~
29) 80 deve ser usada depoils que todos os colchetes de Pois-
son da teoria forem calculados, as equagoes (0.-2-39} e (0 ,2-

40} podem ser escritas como

2% = (2% 1} , (0.2-42) ;

p, = {p,H (0.2-43)

onde a "hamiltoniana" H & dada por (0.2-41}, e
{ZC‘JPB} = GC‘B' {zarzs} = ‘Or {Pa;PB} =0 (0.2-44)

Obtivemos desta forma um resultado muito importan-
te: a dindmica dos sistemas covariantes gerais & gerada pe-
los vinculos da teoria. Assim, dado o sistema calculam-se os
momentos candnicos pela definigao (031-26); esta definicao de
ve conduzir de imediato aos vinculos associados com o siste-
ma ou a alguns deles, denominados vinculos primarios. Po-
de ocorrer qgue ao se impor que os vinculos primarios sejam.
validos durante a evolugéo.dinamica do sistema resulte : em no-
vas relagdes entre as variaveis candnicas, independentes dos
vinculos primarios. Estas relagdOes deverao ser consideradas

como noveos vinculos, denominados vinculos - secundarios.
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Mais adiante apresentaremos um método para tratar de siste-
mas que admitem vinculos primariocs e secundarios, devido a
Dirac. Por enquanto n3o necessitamos considerar estes casos

/
mais gerais.

O caso da particula livre relativistica & suficiente pa
ra mostrar que o procedimento que nos conduziu até as con-
clusdes acima & consistente. Consideremos entao a lagrangia-

na (bwlal@},
L=-m \'/naaz'“z's . (0.2-45)

Os momentos sao

dL m v

= = Z' - 0-2-46 r
pll leu V-Z' 2 nu\? ( )
Segue desta definicao que
. .
WV = n : 1 tB = - 2
n PUP\, "'_""""(-z 2 ) nde 2 m

Portanto, a equagao de vinculo associada com a particula &
: = 2 2 .
?& =p - 4+m =0 , (0.2~47)
e a hamiltoniana se escreve

H = N(A){p? +m?®) . (0.2-48)
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De acordo com (0.2-42} as equagOes de movimento sao

2'% = {ZG,N(A)(p2-+m2)}=52NnaBPB (0.2-49a)
J

P, =0 . - (0.2-49Db )

Destas equagOes segue que

N{}) =§%V—z'*-" (0.2-50)

donde se conclui que a presenga da fungao arbitraria N(X )
na teoria & um reflexo da arbitrariedade na escolha do paré-
metro A .

De (0.2-49a,b} obtem-se as equagOes da trajetdria

da particula,

d_i (ﬁ}m. z.a) = 0 (0.2-51)
ou, usando (0.67),

d mZ'_u' _ -

= (T) =0 . (0.2~52)

Portanto, a hamiltoniana (0.2-48} gera as equagles de movi—
mento corretas para a particula, em termos do parametro arbi
trario A .

” Uma escolha especifica de ) implica na determinagdo
da fungdo N( A}. Por exemplo, tomando-se A como o tempo pro-

prio, %2 =-1, tem-se N(A) = 1/2 m.
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Esta escolha reduz as equagoes (0. 252} a ¢ =0,
que & o0 que se espera para uma particula livre. No caso ge-

oM :
ral (0.2-51) conduz a Z““=#%ﬁT g? s O termo da direita a-
]

parecendo como consequéncia da escolha de um "reldgio"™  nao
natural.

Vale a pena observar que a presenca de fungoes ar-
bitrarias nas equagbes candnicas & uma caracteristica da for
mulagdo hamilténiana de sistemas com vinculos.

Continuemos a examinar as consequéncias das equa-
¢oes de movimento (0.2-49, a,b}. As componentes do momento
' sao constantes do movimento, equagdo (0:2-49,b}, mas nao sao
todas independentes em virtude da equagao de vinculo (0..2-47.

Podemos escolher p, como variavel dependente,

P, = p2 + m® (0.2-53)

De (0.2«49a) segue que

2'% = 2Np ' (0.2-54a)

719 = 2Np°® = 2N¥Yp? + m? , (0.2-54b)

donde se obtem
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Esta equagao pode ser integrada dando como resultado

k
zk(l) =% Z.Q(A] + Ck P (0-2-'55)
pZ +m2

onde ¢® sdo constantes de integragdo determinadas pelos da-
dos iniciails. E importante observar que nao se obtem uma e-
quagao para 2°, que permanece totalmente arbitririe. Era de
se esperar gue as solugCes das equagoes de movimento conti-
vessem uma fungao arbitraria porque a escala-do pari@metro A. .
nao foi especificada.
Comparando-se as expressoes (0.2-55) com as solu-
¢Oes das equagdes de Newton para uma partIéula livre - somos
levados a escolher z?( 1) como proporcional a A . Duas pos-

sIiveis escolhas sao

(a) 2° = A (0.2-56)

&
(b) 2° = £, | (0.2-57)

que correspondem a se tomar A como a coordenada tempo ou co©
mo o tempo propric, respectivamente. As expressdes (0.2-55)}
se escrevenm, nestes casos,

k

(a) zF() = A+ e (0.2-58)
P +m?

(b) 250 = A + ¢ (0.2-59)
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A fungd3o N (A} gue aparece nas equagoes (0.2+54} fica deter-

minada:

(a) N = = , (0.2-60)
ZFP
(B N =5 (0.2-61)

Observe que (0-.2-61) & equivalente e se fazer 2" 2= -1 em (Oal
2-50}, e dal o motivo pelo gqual a escolha (0.2-57) & equiva-
lente a se tomar-o parémetfo A como o tempo proprio.

A pergunta que pcde-se fazer neste ponto & se & pos-
sivel construir uma hamiltoniana que gere diretamente as e-
quagGes que tém (0.2-58) ou (0.2-59} como solugbes. Em  ou-’
tras palavras gqueremos uma hamiltoniana que propague apenas
os graus de liberdade independentes depois de feita uma esco
lha do parametro. Isto realmente pode ser feito e o procedi
mento & usar a equagao de vinculo (0.2-47) e uma relagac en-
tre Z° e A para eliminar as varidveis dependentes. Esta re-
lagao deve ser tratada como um vinculo que é imposto na teo—
ria.

-Consideremos o caso (a} como exemplo. A integral

de acac hamiltoniana se escreve
s = { dx(paz'“-um)i —-B(AN( Y -A)) . (0.2-62)

VariagSes com relagac aos multiplicadores de Lagrange N(A) e

B(A) conduzem, respectivamente, a
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p? +m? = 0 —> p° = V32 +m? (0.2-63a)
2° — A =0— 2'° =1 . "~ (0.2-63b)

Com estes resultados a integral de agao (0..2-62} fica sob  a

forma

g = I dk(piZ'i-p°) =I dl(piZ'i -_V p2 +m?)
= J aupiz'i - H) (0.2-64)

donde se conclul que

Hy =4/p2+m? = E , (0.2-65a)

onde E & a energia. H, & denominada de "hamiltoniana reduzi-

da". Para o caso (b} encontra-se

H, = L F2anm?) = E . (0.2-65b)

Vé-se que em ambos os casos a hamiltoniana & uma quantidade
conservada, mas nao & necessariamente igual a energia do sis-
tema. A escolha do par@metro em Mecdnica Classica & usual—
mente denominada de "escolha de gauge". A hamiltoniana que
propaga os graus de liberdade independentes do sistema € uma
guantidade dependente do gauge, ao contrario da energia,
definida como a quantidade que & conservada por "translagoes
temporais", que & invariante de gauge.

E importante salientar que apesar da covaridncia

manifesta do sistema ser destrulida pela escolha da parametri
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zagdo, a descrigdo do sistema ainda & invariante relativisti
ca. Mostraremos mais adiante que a élgebra do arupo de Poin-
caré & satisfeita, no sentido do "colchete de Dirac".

Para encerrar esta segao vamos fazer algumas consi
deragdes sobre as transformagdes candnicas infinitesimais ge
radas pela fungdo de vinculo (0. 2-47}. Denotemos o  gerador

das transformagbes PpOr

G = e(M)E (0.2-66)

onde ©()) @& o pardmetro da transformagao. A agao de G so-

bre uma funqﬁo das variaveis candnicas Q(Z,p) & dada por

dag

8(z,p) =1{Q,G} = e(l)ax (0.2-67)
Em particular,

§2% = e(x) 2% . | (0.2-68)

A expressaoc (0.2-67} nos mostra que G (e, portanto, H} € o
gerador de reparametrizagdes. De fato, (0-2-67) & a variagao
em 0(2Z,p) devida a transformagdo % ~-A = X + €(A).  Sob
a agao dé G, 2% e p, se comportam como escalares enquanto
que z2'% e p& se comportam como vetores no "espago do pa-
rametro".

0 gerador (0.2-66} & o gerador de um grupo unipa--

ramétrico de transformagoes. A Hamiltoniana (0.2-41}, que e

uma escalar com relagdo a G, € uma invariante do grupo porque
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H = 0. De modo geral, qualquer fungao § invariante sob a a

cao de G tem colchete de Polsson nulo com H.

.

0.3 A dindmica da particula em wvariedades de Riemann

Vimos na segao anterior que a trajetoria do movimen
to livre de uma particula no espago de Minkowski &€ uma linha
reta (equagoes (0-.1-6]}. As equagles foram obtidas a partir &b
principio variacional &8 = 0, com a integral de agdo S da
- da por (0.1~4). Como a integral de agdc & basicamente o com-
primento da trajetéria,'de acordo com (0.1-1b}, as eguacoes
(0-.1.6} sao as equagdes da curva qué extremizam o comprimen-
to da trajetoria. Isto &, sdo as equagOes das geodésicas.

A forma simples das equagdes (0.1-6} & devida ao
fato de estarmos usando um referencial inercial no qual oS

coeficientes da metrica sao constantes, n =ct® ., se in-

uv
troduzirmos um sistema de coordenadas geral, os coeficientes
da metrica 9a8 serao fungoes das coordenadas,ga3==gas(2),
e as equacoes das geodésicas assumirao uma forma mais compli

cada. De fato, em tal sistema de coordenadas o comprimento

da trajetdria (ou a integral de agao)} fica dado por

A o B A
_ 2L dz~ dz _ 2
S —_I —vgaB(Z)-a-r W.'d& I L(Z2,2")dA . (0.3-1)
A . 1
Tomando A = g, o princlpio variacional conduz as equagdes
de Euler-Lagrange. Mas agora a lagrangiana que aparece em

.

(0.3-1) tem uma dependéncia em 2 via os coeficientes da mé
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trica e & isto que introduz novos termos nas equagoes de mo-

vimento. Conforme mostraremos mais adlante as equagCes de mo
e

vimento ficam sob a forma

azzt dz“ dzB _
onde
i _ up - -
{ } (3 oI +BBgap apgas) | (0.3-3)

sdo os simbolos de Christofell.

0 sequndo termo na equacao (0.3-2} representa as acelera—-
¢Oes inerciais da particula, e sao consequéncias de estarmos
usando um' referencial ndo inercial. A auséncia destes ter
mos nas equagoes (0 .1-6) reflete o fato do espago de Min-

kowski ser plano, isto &, ter curvatura nula. Assim, & pos-
s{vel definir globalmente uma classe de referénciais, denomi-

nados inerciais, com relagdo aos guais os coeficientes da mé
trica sao constantes e os simbolos de Christoffel se anulam.
Observe que os simbolos de Christoffel (043~3) sao dados em
termos das derivadas dos coeficientes da métrica, de modo que
o tensor métrico desempenha o papel de potencial para as ace
leragoes inerciais que aparecem em (0.3.2}.

Na teoria da relatividade geral o principio da e-
quivaléncia diz que as forgas gravitacionais e inercials sao
completamente equivalentes sob o ponto de vista fisico, isto
&, sao da mesma natureza. Nenhuma experiéncia local & capaz

de distinguir entre os dois tipos de forga.
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Uma das (muitas) consequencias do principio da e-
quivaléncia € que as forgas gravitacionais sdo descritas ma-
tematicamente da mesma maneira que as forgas inerciais. Quan-
do forgas gravitacionais estdo presentes o espago-tempo & ne
cessariamente uma variedade riemaniana curva, e o tensor mé-
trico desempenha o papel de potencial para estas forgas. Is-
to levou Einstein a formular o "postulado geodésico™, segun-
do o qual as equagdes de movimento de uma particula de teste
em um campo gravitacional sdo geodésicas. Mais tarde o pro-
prio Einstein demonstrou que as equagdes do campo gravitacio
nal implicam que a trajetoria de uma particula teste &
uma geodésica.

E importante observar que no caso das forgas gravi
tacionais nio & possivel anular globalmente os simbolos
de Christoffel. Na verdade & sempre possivel encontrar um re
ferencial focal no qual aquelas quantidades se anulam, 0 que
significa dizer que o espaco-tempc na teoria da relatividade
geral tem uma estrutura Minkowskiana focal. Relembrémos que
no caso das forgas inerciais no espago de Minkowski os simbo
los de Christoffel podem ser anulados em todos os pontos por
que o espago-tempo & (globalmente) plano.

Entdo, as trajetorias de particulas em interagao
com campos gravitacionais sdo geodeésicas do espago-tempo, uma
generalizagao direta do caso do espago-tempo de Minkowski.
Estas equagbes podem ser obtidas do principio variacional
§6 = 0, com 6Z(x,)=0=8Z(}r,), onde a lagrangiana pode ser

escolhida como

N A az® azf _
L =3 gaB(Z)Wa-r (0.3-4)
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ou

az® azf .
L =-‘\/:g‘a3(2)m- ac ¢ (0.3-5)

Basicamente, todas as conclusdes a que chegamos nas segoes
anteriores permanecem validas. A seguir vamos fazer uma revi
sdo sobre geodésicas numa variedade riemaniana.

Consideremos uma variedade riemaniana com métrica
9,p{%2) . As curvas geodésicas podem ser definidas como as

curvas que extremizam a integral

2 2 o 2,8 (2 |
s =[ ds =I ax \/{gaem% £ ;:I arL (z,32" (0.3-6)
1

As equagoes de Euler-Lagrange que resultam do problema varia

cional sao

B
gaBZ'

i _i 1 b Vo : -
&(Fm) F ittt s e

Tomando A = s , a equagaoc acima se escreve
U v
az® . 1 aB,. g + 3.9, - 3.9.)82_ 82 _, (0.3-8)
___‘+__ 4 = -
357 3 9 (3u BV vigu  TBuvids ds
ou.
azz® .o ,az' az¥ _
. +{uv}a? w3 =0 . (0.3-9)

ds?
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. P
Multiplicando a equagido (0:3%.7) por gap %%; encontra-se que

B .
dz az” _ te _ _ _ -
ao longo da geodésica, o que era de se esperar.
Estes resultados mostram que o vetor tangente a ge
odésica, v¥ = dz¥/ds , & transportado paralelamente ao lon-
go da curva. De fato, a condigao para que o vetor v seja

transportado paralelamente ao longo da curva e

ou
vaavﬁ =0 (0.3-11)

onde Va € o operador de derivagdo covariante.

Observe gque o que foi feito acima € uma simples §eneraliza
_¢ao de fatos bem vonhecidos do espago plano. Considere um vetor vV defi-
nido a0 longo (e mma vizinhancal! de-uma curva parametrizada por A.A con
dicao para que este vetor seja transportado paralelo a si mesmo em todos
03 pontos ec¥masuascxngnnen&ssejaucxmstanhx;dv,&n. 0. Esta cordd-~

cao pode sereacrlta( )3 v =0, Se\}'éc:vebortamgamxaa‘mnva

ﬂmwsenravv =0 , que & a equagdo (0;3-11) no espago plano.

Expandindo (0. 3-11) obtem-se

8
av” B o.p
i { }v vi. =0 .
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E claro entio que as geodésicas podem também ser definidas
como as curvas ao longo das quais vetores tangente sdo trans
portados paralelamente.

Usando um parametro arbitrario A , as ‘egunagdes

(0.3 ~7) podem ger postas.sob forma

dlz 1 "a_x' an - Ty

Pode-se demonstrar que se A =S entao f(s) & necessariamente  i-
gual a zero. De fato, diferenciando-se (0.3-10) encontra-se

que

™

o
0 = 2£(s)g S L& = 2(c88).£(s)

donde f(s) = 0. Com esta condigdao as equagdes da geodesica
assumem a forma (0.3-9), denominada de "forma padrao”. Tem-

-se que

a%z% . (o jaz” az’ ' o7d2ay dz® |
+{, } ————= —=) =+ 0.3-12
2 - (& (dsa) an ( )

i

que se reduz & forma padrio se
2
£ =92 -
Logo,

A = A5 + B {(1.3-13}
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onde A e B sao constantes. Porténto, 0s parametros em ter-
mos dos quais a equagdo da geodésica assume a '"forma padrio”
(0 .3.9), estao relacionados com & por transformagdes linea -
res. Estes parametros sdo denominados parametros afim. E
claro que todos os parametros afim se relacionam entre 51
por transformagoes lineares.

Conforme ja observamos anteriormente este procedi-
mento n@o & valido para geodesicas nulas porque ao longo'deg
tas curvas ds? = 0. Geodésicas nulas sdo definidas como as

curvas que satisfazem a

azgd oy ,az® azf _ .
do? f'[aﬂ}do ag 0 (0.3-14a)
e
a 3,8
Z .
gqudcr ddzo' =0 - {0.3=-14Db)

Da mesma forma que no espago de Minkowski, a 1la-

grangiana (0.3-4)

v o az® azf
L = 5 ga8$2)1§r--ax“ (0.3-15)

conduz as equagodes da geodésica com

3z% azf  te |
9up 2T A = °— - (0.3-16) .

a constante podendo ser escolhida de modo a termos os tres ti-

pos de curvas - tipo tempo, tipo espago ou nula.
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Uma propriedade importante das geodésicas, e que
nos sera util mais adiante, € a seguinte. suponhamos que a
variedade admite um grupo de isometrias definide pelo campo

de vetores de Killing ¥,

VuEv + VvEu =0 (0.3-17)

u :
A quantidade & %ﬁ; € uma constante ao longo da geodésica.

A prova € trivial, bastando usar (0:3-17) e as equagdes da
geodésica:

v (g ) = v (7 g WY+ Py viag =5 VAV E 4V E ) = 0

1]

bol =

Considerando-se a geodésica como a trajetoria de
uma particula, Euv“ € uma constante do movimento. E claro
entao que a cada vetor de Killing tem-se associada uma lei
de conservagao correspondente. Note que a reciproca nao e
verdadeira.

Para encerrar esta segao vamos . meStrar cComo as e- .
quagdes de Hamilton conduzem as equagdes da geodésica para a
trajetdria da particula. Com a lagrangiana dada em (0 .38),

0s momentos se escrevenm

Y (0. 3.
P, mgaBZ (0.3-18)
onde & usamos o fato de 22 = - 1. A fungdoc de vinculo agora e

Wiz, = gaB(Z)papB +m2 =0 (0.3-19)
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e modo que a hamiltoniana se escreve

H= f%(?us(z)pdps + mf) (0v3-20) - - -

de acordo com (0.2-47,48).

As equagtes de movimento sao

2% = (2%,8) = ¢*®p, , (0.3-21a)
- _ _ uv -
pg = {pg H} = (3597 )pp, (0.3-21b)

Destas duas equagles se obtem diretamente as equagdes (0.3-9)
E importante observar que, de (O.S—ZHﬁ)l se a mé-
trica da variedade ndo depender de uma dada coordenada entao
o momento correspondente € uma constante do movimento. E cla
rs que este fato tem relagdao com o que dissemos anteriormen-
te a respeito das isometrias da variedade e, por outro lado,
nada mais & do que a conhecida rela¢ao entre as coordenadas cicli-

cas e a conservagao do momento.

0.4 Dinamica hamiltoniana de sistemas com vinculos: a teo -

ria de Dirac

Vamos apresentar uma revisao da teoria de Dirac pa
ra sistemas com vinculos onde serdo abordados apenas 0s pon-
tos fundamentais, relevantes para as aplicagoes que faremos.

As demonstragfes serao omitidas; ao leitor interessado  nos
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detalhes recomendamos os artigos originais de Dirac ou a (vas
ta) literatura mais moderna sobre o assunto.

Consideremos um sistema mecanico com N graus de
liberdade, descrito pelas coordenadas generalizadas {qi&, i=
i,...,N. Denotaremos por L (q,§) a lagrangiana associada com
o sistema, qi = dqi/df sdo as velocidades generalizadas, tr
€ um parametro arbitrario. Vamos supor que o sistema & singu

lar no sentido de que a hessiana H;. € uma matriz singular,

J

2 . .

get(H,.) = det ——;3—1‘-3) = 0 (0.4-1)
J agq’ag

de acordo com o que fizemos nas segoes anteriores.

Definindo os momentos conjugados

P, ~ —-3—1—'{ e {0.4-=2)

3q
a equagao (0.4=1) representa a condigao das equagaés (0?q¢2)
ndo poderem ser invertidas de modo a se expressar as veloci-
dades univocamente em termos dos momentos. Logo, como conse-
quencia apenas da definigdo (0.4.2) devem existir  relagOles

do tipo

¢m(qu) =0

(m=lpooo; M < N)

que sao os vinculos primarios da teoria.

(1.4-3)

Os vinculos primarios podem ser incorporados na te

oria, escrevendo-se a integral de agao hamiltoniana sob . a



-

CBPF~MO-006/85

LY v

forma

Ty

S dT(pi&i:- HE - vm¢m)' (0.4-4)

i

1
onde Hc € a hamiltoniana candnica,

Hc=piq-L ’

e v =v"(q,p,T) . s3o fungdes arbitrarias. Fica claro de
(0-4-4) que a teoria n3o distingue entre a hamiltoniana cand

nica e

B, + Nm(q,p,T)¢m .

Substituindo-se H. dado pela expressao acima em (0.4-4}, resul
ta apenas numa redefini¢8o das fungdes arbitrarias. Isto sig
nifica que a hamiltoniana associada com o sistema ndo € uni-

vocamente definida. A fungdo

m
= + 0.4-5
Hy = H +v¢ { )
& denominada de hamiltoniana total.

Vamos estabelecer como regra que todos os colche-
tes de Poisson na teoria devem ser calculados antes de se fa
zer uso dos vinculos primarios (0.4-3). Para lembrar esta re

gra as equagdes de vinculo serdo denotadas

¢_(q,p) & 0 (0.4-6)
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onde o sinal g significa igualdade fraca, no sentido do que
foi dito acima. Desta forma, as equagdes de movimento para

uma variavel dinamica, F(q,p), podemser escritas como

F{q,p) ={F, B} 3 {F,H }+{F,v'}¢ +{F, 0 W' o
& (FH_} + (F,¢ 1P (0.4-7)
Observe que os vinculos primarios ja foram usados na primei-
ra linha da expressao acima, para eliminar o termo {F,vm}¢m.
Este termo poderia ndoc ser bem definido se, por exemplo
v = v® (), mas isto ndo causa problemas devido a presenga
de ¢m como fator. Como esta & uma sifuagéo que sempre ocor
re, vamos supor que os colchetes de Poisson sao bem defini—
dos para todas as qtantidades que surgem na teoria.

Neste ponto, devemos impor as condigdes que os vin

culos primarios sejam preservados durante a evolugdo do sis-

tema, isto e,

¢, % (¢ (H} %0

ou, usando (0%4—5),.
{¢m'HE} + vm{¢;}qn} v 0 (0.4-8)

Estas condi¢Oes sdo denominadas de ''condigoes de
consistencia'. Delas podem resultar as seguintes situagdes:
(a) As condigdes sac identicamente satisfeitas, o que signi-
fica que os vinculos ¢m5§o os Unicos vinculos da teoria, e

- . - — - - - m
as equagoes de movimento conterao M fungOes arbitrarias v ;

r
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(b) Podem resultar novas relagoes ¢j(q,po =0, j=l,...,F
independentes dos ¢m . Estas novas relagoes constituem novos
vinculos para a teoria, e s3o denominados de vinculos secun-
darios. (Observe a diferenga entre os dois tipos de vinculo:
para se obter os vinculos secundarios faz-se uso das equa-~
¢oes de movimento). Finalmente, (c) as condigdes de consis—
téncia podem determinar algumas das fun¢les arbitrarias Ve,
Uma analise mais detalhada mostra que neste caso, consideran
n

do-se (0.4~7) como um sistema de equagbes lineares para v,

tem-se que

v a, p,1) = U(q,p) + va(r)v‘-:(q,m (0.4~9)

onde U™ e VI sao fungdes conhecidas, e Va(T }, a = 1.....A1
< M, sdo fungdes totalmente arbitrarias do parametro T .

Un

€ uma sélugﬁo particular (0.4-8), e Va(‘T)Van & uma com-
binagdo linear das solugdes independentés do sistema homogé-
neo associado.

Esta analise nos mostra a.diferenga fundamental en
tre este formalismo e o formalismo hamiltoniano usual, que €
a presenga das fungdes arbitrarias v23( T) nas solugdes das
equagdes de movimento. E imﬁortanté enfatizar que a teoria
nic tem meios para determinar estas fungOes nao havendo, em
principio, nenhuma restrigdo sobre sua escolha.

Substituindo (0§4v8) na expressao (0.4«5) da hamil

toniana total encontra-se

_ m a = . a -
Hp = (H_+U"9,) +v (T)v‘a”qam =R+ v, (0.4_ 10)



CBPF-MO-006/85

-45-
onde denotamos
H' = B, + Ul (0,4<11)
e
b, = Voo, - | - (0.4-12)

CmSanm que foi admitida a existéncia dos vinculos secundi-
rios mas, ate agora, nao os introduzimos na teoria.

A distingdo entre vinculos primarios e secundarios
e, na verdade, de pouca importancia na forma final do esque-
ma de Dirac. Uma classificag@o mais importante € aquela que
distingue entre vinculos de primeira classe e de segunda
classe: dado um conjunto de vinculos (primirios ou secundiri
os) {¢n} , diz-se que estes sao de primeira classe se seus

colchetés de Poisson saoc fracamente nulos:

. Se 0 colchete de Poisson de um determinado ¢£ com qualquer
outro vinculo ndo se anula fracamente, ¢y ¢ denominado de
vinculo de segunda classe.

Por definigdo, as Unicas quantidades independentes
que sio fracamente nulas s3o os vinculos da teoria. Assim,

podemo S escrever que

(0085} = Cfs(a,pro; - (0.4-14)
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Pode-se demonstrar que H' e ¢y definidos por (0.4-11} e (0,4-
12}, sio de primeira classe. Além disto, o conjunto {¢;ﬂ= e
um conjunto completo de vinculos primdrios de primeira ciag
se independentes.

Examinemos o significado e as consequéncias da pre
senga das fungdes arbitrarias v?(1) na hamiltoniana total.B
claro que a sua presenqé reflete o fato de nem todas as coor
denadas gl e momentos pj serem observaveis. Em outras pala-
vras, embora uma vez dado um conjunto (gi,pi) o estado fisi-
co do sistema fique univocamente definido, a reciproca nao
& verdadeira. 1Isto significa que existe mais de um conjunto
de variaveis candnicas (qi,pi} que representam o mesmo esta-
do flsico do sistema.

Esta &, na verdade, a propriedade caracteriIstica:

dos sistemas que estamos analisando. As equagoes de movimen-

to que se obtem a partir da integral de agéao
g = J.dT(Piél - H' - va¢a) {(0.4-15)

sio consistentés para qualquer escolha das fungdes V(1) .
Portanto, um conjunto de dados iniciais (qi(o}, py(0}}  so-
bre a superficie de vinculos {(isto &, tal que ¢, (qlo},plo}} =
= 0} gera todo um conjunto de trajetdrias sobre a superflcie
de vinculos, rotuladas pelas fungdes v (1) . Isto quer di-
zer que S dada por (0.1-15) admite varias curvas extremais

passando por (qi(o}:Pi(o},
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Pode-se compreender melhor a situagao considerando
-se as transformagdes infinitesimais geradas pelos vinculos

.3 a
¢a' com parametros € '

i

sat = e*ahe,} . (0.4-16)

Sp.

a .
i ep i’.‘pa.; ¢
Estas transformagdes mant&m a superficie de vinculos invari-
ante (os ¢ sac de primeira classe}. Aplicando estas trans-

formagoes & integral de agdo restrita 8 superficie de vincu-

los,
s = Idr(&ipi -H),, (0.4-17)

com as condigdes ¢, = 0, obtem-se 8§ =0 como consequéncia
das condigbes de consisténcia. Logo, S restrita a superfi
‘cie de vinculos & invariante por (0.:4-16} e, portanto, & de-
generada. Esta & a explicagdo para a nao unicidade do pro—
blema de Cauchy: as trajetdrias (sobre a superficie de vincu
los} correspondentes a um mesmo conjunto de dados iniciais
mas a diferentes escolhas das fungoes v*(1) sdc mapeadas
umas nas ocutras pelas transformagdes {0.4.16). (Compare com
o que foi dito na segdo 0.1, apds a equagao (0.4.16}}.

Os pontos do espagco de fase obtidos a partir de um
dado ponto (qi,pi} pelas transformagdes geradas pelos vincu-

los ¢a saoc considerados como fisicamente equivalentes. A ra-

230 disto & que a descrigdo fisica do sistema nao pode depen
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der da escolha das fungoes v® (1) . Assim, os vinculos sdo
geradores de transformagSes que ndo mudam o estado fisico do
sistema. Estendendo-se a terminologia usada na teoria dos
campos de gauge, dizemos gque estas sao as fransformaq6es de
dauge da mecdnica classica, B facil de demonstrar que, ao
lado dos vinculos ¢, H' e {¢a'¢5} sdo também geradores de
transformagoes de gauge.

Neste contexto, a superficie de vinculos fica.divi
dida em classes de equivaléncia: os pontos em cada - classe
sdo relacionados pelas transformagSes (0.4-16}. Todos os pon
tos em - uma dada classe 830 caracterizados por uma mesma ha-
miltoniana candnica, e correspondem a um mesmo estado fisico
do sistema. Define-se o "espago fisico"™ como o espago des-
tas classes de equivaléncia. A escolha de uma trajetdria cor
responde & selecao de um ponto representativo de cada cls
se, e isto & feito impondo-se condigoes adicionais que que-
brem a invaridncia da teoria pelas transformagdes (0 :4-16}.

Até agora nada dissemos sobre os vinsulos secunda-
rios. Ocorre que nao existe uma demonstragdo de que os vin-
culos secundarios de primeira classe sdo geradores de trans-
formagdes de gauge. Por outro lado, também ndo existe uma
demonstracgao do contrario. A conjectura de Dirac & que fo-
dos os vinculos de primeira classe sao geradores de transfor
magdes de cauge. Os vinculos secundirios sao introduzidos na

teoria definindo-se a hamiltoniana estendida

= Bt a -
H = H' +n%, (0.4-18)
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onde f¢a} agora representa um conjunto completo de vincu-
los (primadrios e secundarios} de primeira classe, linearmen-
te independentes. |

Vamos supor agora que o sistema admite também vin-
culos de segunda classe. Estes nao podem ser interpretados
como geradores de transformagoes de gauge ou, de-modo geral, de
nenhuma transformagdc com significado fisico. A razdo disto
é que, por definigdo, as transformagdes geradas pelos vincu-
los de segunda classe ndo definem aplicagdes entre  estados
permitidos ao sistema. Entdo, estes vinculos devem ser usa-
dos apenas para eliminar varidveis dependentes da teoria.

Dirac construiu um procedimento segundo o qual os
vinculos de segunda classe 530 automaticamente satisfeltos.
Denotemos o conjunto dos vinculos de segﬁnda classe por {xa},

e consideremos a matriz (anti-simétrica)

T=(C,) = ({xa.xb}). (0.4#19)

Demonstra-se que esta matriz tem uma inversa, €

e somente se nenhuma combinagao linear dos Xa é de primeira
L3 _l

classe. Vamos supor gue este & o caso e, portanto, que ¢

existe,

. ' (0.4-20)

Note que, como consequéncia, tem-se sempre um nimero par de

vinculos de sequnda classe pois em caso contradrio det € = 0.
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Definindo os colchetes de Dirac

{Fr,G}* = {F,G} - {F.xa} c’-b{xb,G} . (0.4-21)

pode-se demonstrar gue todas as propriedades formais dos col

chetes de Poisson sao satisfeitas e também que

{xa,r‘}* = 0 {0.4-22)
{F,0,}* % {F,0,} , (0.4-22)
F#{F, B & {.F,'lk}* . (0.4-24)

De (0.4=22} segue que os vinculos de segunda classe podem ser
feitos iguais a zero antes ou depois de se calcular os col-
chetes de Dirac.

A situagdo neste estidgio & entaoc a seguinte: usan-
do-se os colchetes de Dirac para formular todas as equagdes
da teoria, os vinculos de segunda classe se tornam meras i-
dentidades que s3ao automaticamente satisfeitas pelas solugodes
das equagles de movimento (0.4-24}

0 procedimento apresentado acima nos fornece tam—
bém uma maneira de quebrar a invariancia de gauée da teoria,
isto &, uma maneira de fixar o gauge. A idéia de Dirac-
Fadeev & de impor condigbes suplementares sobre as variaveis
candnicas de tal forma que figue estabelecida uma correspon-
déncia um-a-um entre os estados fisicos do sistema e o con-

junto das variaveis candnicas independentes. Estas condigoes,
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denominadas condi¢bes de gauge, tém como objetivo remover
os elementos arbitrarios da teoria e, & claro, nao podem afe
tar as propriedades observaveis do sistema.

Denotemos por {Y,} um conjunto de condigSés de
gauge. O nimero destas condigdes deve ser igual ao  nimero
de vinculos de primeira classe (para que se tenha o gauge to

talmente fixado! e deve-se ter
det({¢_, v, D g 0 . (0.4-25)

Esta condigdo nos diz que o conjunto total de vinculos (¢ _,Y,).
& de segunda classe. Entao, feita a escolha das condigoes

de gauge satisfazendo a (0-4-25}, podemos usar os colchetes de

Dirac com relagdc ac conjunto de vincules (¢_,v,} e teremos

desta forma uma teoria efetivamente livre de vinculos (no sm

tido de que todos passam a ser satisfeitos identicamente} e

sem liberdade de gauge.

[

A apresentagdo que fizemos da teoria de Dirac e ob
viamente sumidria e incompleta. Como dissemos no inicio, & a-
penas uma revisao dos pontcs fundamentais. A seguir vamos a-
plicar ao caso da particula livre relativistica, apresentan-
do as modificacOes da teoria que se fazem necessarias devido ao
cariter especial do sistema ser covariante geral.
Aplicagdo: A particula relativistica

A aplicagdo da teoria de Dirac a sistemas invarian
tes por reparametrizagdc requer uma modificagdo na interpre-

tacdo dos vinculos de primeira classe. De fato, nestes ca-

sos a hamiltoniana candnica @ identicamente nula e a hamil-
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toniana estendida se reduz a uma combinagao linear dos vin-

culos de primeira classe,

B =% %0 . (0.4~26)
Portanto, os vinculos da teoria saoc os responsaveis pela evo
lugdo din@mica do sistema. Esta interpretagdo & consistente
com os desenvolvimentos apresentados na segao (0.2},

Consideremos a particula livre, com a lagrangiana

L=-m V-nusz'?z's . (0.4-27)

(0.2-45)}

Os momentos

P, = ;§:a ==1vf%?g naBZ'B (0.4-28)
conduzem ao vinculo primario
e=p? +myo0 ", (0.4~29)
Este vinculo & de primeira classe,
{% ,%6 o0 , 1 (0.4<30)

e & 0 unico vinculo associado com o sistema porque o proces-—
so de consisté&ncia na2o gera nenhum outro vinculo {ja2 que

= k]
Hc-o;-
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As transformagdoes (0.4-16) neste caso sao

sz8 = e(a) = {z¥, %} = e, (0.4-31)

8p eu){pu,j{,} =0 , (0.4-32)

|
donde se vé claramente que A gera a evolugao dinamica do sis
tema.

A hamiltoniana estendida &

Hy = N(A)(p? + 1) % 0 (0.4-33)
© que estd em acordo com (0.2-41). As equagdes de movimento

geradas por Hp sdo

2% = (2% mg} = 2n00 0, (0.4-34)

p, = {p Bt =0 (0.4-35)

{em termos do parametro arbitrario).
® A fixagdo do gauge no caso dos sistemas covarian-
tes gerais significa uma escolha especifica do parametro
de modo a se determinar a fungdo N(A). Devemos entao impor
uma condicgao de gange Y de tal modc que o conjunto
de vinculos (#,y) seja de segunda classe. E claro que Y hao
pode ser uma fungao apenas de qgep pois neste caso nao te

riamos condigao de fixar o parametro A. Neste ponto surge

mais uma peculiaridade dos sistemas covariantes gerais: o
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vinculo de gauge deve ser uma fungao explicita do parametro.
Em outras palavras, o vinculo de gauge deve ser da forma
vy = A-f (q,p! ¥ 0. A razdo disto & simplesmente porque d-¥/dr =9,
‘34 que a condicao de gauge deve ser preservada duran

te a evolugdo do sistema. Devemos ter portanto

S ym ) o 2L 4 oL
0= =5+ {v,8} =5+ 2np e

que sO conduz a N{A} nao nula se :%% # 0.

Das equagoes (0@4—34} e (0,4-35) pode-se obter uma
informagdo sobre N(A}. As equagdes da trajetéria que espera-
mos obter apds a fixacdo do gauge sdo E" =0 e, daquelas e-
quagdes vé-se que este serd o caso de N{A} = ct, po que fi
zemos na segac (0.2} sabemos que isto pode ser obtido usando-
se as condigdes (0.2-56} ou (0.2-57}. Na linguagem da teo-

ria de Dirac temos entdo duas possiveis condigoes de gauge:

(a) v, z° -2 30 , (0.4-36)

1]
b)) v, =2 -Bano. . (0.4~37)

Consideremos o caso (a) em detalhes, que resulta

em N = l/2p°. Temos que

{# ,v;} = 2" po , (0.4-38)

de modo que o conjuntoc de vinculos (% v) & de segunda classe.
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A matriz ¢ definida por (0.4-19} fica dada por

(% %) (v 46} 0 =1y
¢ = (Cab) = = 2p°
e .,sua inversa &
] 0 =1
¢ = ) = = (0.4-39)
2P\ 1 o

O colchete de Dirac para duas fungdes arbitrarias

das variaveis dinamicas se escreve

{a,B)* = (2,8} - {a,7,} c®®y, ,B} =

- (a,B} --5%-0- (a,p?}(2°,8) (2, 2°Hp?,8}]. (0.4-40)
b
Em particular,
S AR L (0.4-41)
= P
{p,rpgt* = 0 = (2%,28}» . (0.4-42)

As equagOes de movimento neste caso sao

dZi _ pi'

drx 4
VEZ +m?
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0 que era de se esperar.

Conforme mencionamos na segao 0.2 pode-se mostrar que

a algebra do grupo de Poincaré & satisfeita, no sentido do

colchete de Dirac. Definamos os geradores de rotagoes de
Lorentz
MMV = g¥p¥ - 2V | (0.4-43)
Tem-se que
m°t - Api - gt 32 +m? {0.4-44)
mii = gipd o gl | (0.4-45)
Por um calculo direto enco§tra-se que
{pyspy}* =0, (0.4-46a)
{M“B,pu}* = nu""pB - nuﬂpu (0.4-46b)
{qu,MﬁG}* =.cgg“vu9° . (0.4-6c)
onde
czg“” n nEn“S + n“n“n“B - n“ng ve ﬁ“ﬁgn”“- (0.4-47)

s3o as constantes de estrutura do grupo de Lorentz. Portanto,

a descrigao do sistema ainda & invariante relativista apesar
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da covaridncia relativistica manifesta ter sido destruida pe

la escolha do parametro.

0.5 Lagrangianas alternativas para a particula livre

Nas segdes anteriores estudamos as propriedades de

duas integrais de agdc para a particula livre relativistica,

m Tz'
-3 I z2dt {0.5-la,b)-
1 T

T

2 :

S]_= EZD _—_—mj Y-22 art ’ 32 EZ]
T, .

As equagdes de movimento para os dois casos sdo, respectiva-

mente,

-.-d_'. méu = Eu = 0 —
5 (7_—22— o, m (0-5.2a,b)

e sio idénticas se o pardmetro 1T for o tempo propric associa
3o com a particula.

Como vimos, a diferenga essencial entre as duas in
tegrais de agao reside nos seus comportamentos sob reparame-
trizagSes: S, & invariante por reparametrizagdes arbitrari

as T > Tlt}, com T(1y} =71, e T(1,} = 1,, énquanto que S,

2'
~ ndo o:e.
Vamos fazer uma modificagao em §,, introduzindo um

termo constante adimensional A;:

__mn (2, -
sy = 7-r (22 + A2)at .
Tl '
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Note que ao se introduzir lo, tanto z¥ como T devem ter di-
mensao de comprimento. O principio da minima agdo aplicado
a S; conduz ds mesmas equagles de movimento que Sé' o Que
significa que T deve ser proporcional ao tempo prépric. Além
disto, S; nao & invariante por reparametrizagdes.

Facamos uma modificagao mais drastica introduzindo
um fator de escala, isto &, um campo auxiliar A(t} sobre a

trajetdria da particula. Definamos

__‘J; 2 212 2 ] - .

s;[2,2] = 3 J" (x(r) -m u-r)) ar . (0.5~3)
Ty -

Mais adiante mostraremos que A(T) tem o significadoc de uma

métrica no espago unidimensional do parametro T.

O que ha de importante com a integral de agdo S, &
que podemos torna~la invariante por reparametrizagoes POor
umé escolha conveniente da lei de transformagao de A(t}. De

fato, por uma transformagao T -+ T(1}, tem-se

dt = Q; at ’ 7 = Q% gl- Q% zt |, (0.5-4)
dt dt

==A(t{(1)) dt
dar

Portanto, S sera invariante por reparametrizagoes se
3

- . V2 '
SB':-—-D' S3=JdT(aT_z-:-_——- 2de"~1(T( )) .

Ty =L (r(m) . (0.5-5)

dT
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As formas infinitesimais das transformagdes (0..5-4,5) podem

ser obtidas sem dificuldades:

st =el(t) , €)= 0=e'(,) , (0.5=6a)
szt = (1) = () = e (mE (0.5-6b)
6% = R(T) = A(T) = &'r + e} = é%(e‘l) . (0.5-6¢)

Calculemos as equagoes de movimento usando Sg. Tem

-se que
§s PEATl
¥ _ =y 4 (2 Y_ o -
—6-? = 0 » d'l"(k) 0o . (0.5-7)
e
653 ., 2e 2 '
Tl = =-mt (0.5-8)

Esta Qltima & uma equagdc algébrica que pode ser resolvida

para A{(t}); substituindo o resultado em (0. 5~7} obtem-se

= (‘“‘zu ) =0 (6.5-9)

Logo, S3 e S1 sao equivalentes. Observe gue a escolha A=cEe
significa, neste esquema, escolher T como o tempo proprio.

£ instrutivo fazer a formulagdo hamiltoniana para
este problema. Com

]
L = %(ZT - mzl) (0.5-10)
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segue que
= _-B_E. = : -b
P, = T %F ' (0.5-11)
p{x) = E% =0 , (0.5-12)
3A

onde esta ultima equagdo & um vinculo primario,

¢1 =pl(r)y 30 . (Q:5-13)

A hamiltoniana candnica fica dada por

=
]

puiu + p(l)i=~ L =
= 23 (p? +m?) . (0.5-14) -
Agora, de (0.5;12} e (0-.5+«13)
$, =By ={p(),B} = p? + m? (0.5-15)
de modo que tem-se o vinculo secundario

¢, =p* +m’y 0 | (0.5-16)

0s vinculos ¢1 e ¢2 sao de primeira classe. A ha-

miltoniana estendida se escreve

H, = (Aéil +u(t)} (p2.+m?) +vi(t)p(A) & 0 , (0.5+17)
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e gera as seguintes equagdes de movimento:

gH = {(» + 2u)p_u ’

p, =0 , (0.5-18)

Da primeira das equagOes acima segue que
22 = (A +20)%p? & (A + 2u)m’ (0.5-19)

e, ainda daguela equacgao,

'&?(XW 2] ® Ev?(-’én;—%z %0 . (0.5-20)

Da iltima das equagdes (0.5-18} segue que % & uma fungdo arbi
traria, de modo que A também o &. De (0.5-14% veé-se que isto
e um reflexo da arbitrariedade da escolha do parametro T.
Observemos que fazer v igual ao tempo prdpric & equivalente
a escolha v = o0, u= CEE. Delxamos ao encargo do leitor a
comparacao deste modelo com o correspondente a integral de
agao S » feito nas secOes anteriores.

0 formalismo hamiltoniano aplicado a  lagrangiana
(0.5-10) segue exatamente as mesmas linhas da formulagdo cand-
Inica da teoria da gravitagaoc. Naquele caso tem-se uma hamil
toniana candnica e quatro vinculos pfimérios. A condigac de
consisténcia destes vinculos primdrios conduz a quatro vincu
los secundiarios que tornam a hamiltoniana candnica fracamen-

te nula, que asgim & idéntica a hamiltoniana estendida. A

razao desta analogia ficard clara em seguida, quando inter—-
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pretarmos geometricamente o fator de escala A(t}. Por outro
lado, era de se esperar que, de algum modo, a hamiltoniana
associada com o sistema descrito pela lagrangiana (0-5-10} e
a hamiltoniana do campo gravitacional se anulassem, pelo me-
nos fracamente, porgue os dois sistemas sao covariantes ge-
rais.

Para compreender melhor o significado do fator de
escala A(t} introduzido na agao (0.5=3}, consideremos uma va
riedade riemaniana com métrica 9up (2} e calculemos a sua

variagdc devida a variagdo ‘nas coordenadas
§z¥ = g¥ -~ ¥ = Mz . (0. 8<21)
Levando este resultado na expressio

Y Y
2 22 3 (0.5-22)
32% 33

Gop(2) = 97, (2")
segue que
. . aehy 7v eV :
af uv ( a S0 /\B 4,8

donde se deduz

GgaB =g&8-(§) -_-gus(z) =VaeB +VB€a . (Q. 5=-23)

Aplicando este resultado aco caso unidimensional,

2
com = )
911 ’
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Mas, 812 =2X8% e, portanto,

5 = altslx“z) . _ (0. 5-24)
Usando que ¢! ='g“sl =A-zei obtem-se
sh =2, (he') = =06 . (0.5-25)

Dal se conclui que a lei de transformagac do fator de escala,
equagao (0.5-6c}, & um caso particular de (0.5-18) para uma
dimensao.

0s desenvolvimentos que apresentamos nesta secao
serdo utilizados mais adiante quando estudarmos a agao de Po

lyakov para o string.

0.6 Simetrias e leis de conservacao

As simetrias e as correspondentes leis de conserva
¢ao de um sistema fisico podem ser estudadas usando-se o
(bastante! conhecido teorema de Noether. Uma versao simples
(1sto &, pouco sofisticada) deste teorema pode ser formulada,
para o caso especifico da Mec8nica Classica, da seguinte ma-
neira. Consideremos um sistema cuja lagrangiana & L{T1,Z{T},2’
(1)) e o grupo r ~ paramétrico de transformagdes das coorde-

nadas e parametro definido por
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T a4 ;(‘k)(-c,z) &, (0. 6-1a)
= Zu-+£(k)(1,2)sk , (0. 6~1b)

(k=1p-oc'r) .

Por definigado, a integral de agdo & absolutamente invariante

pelas transforma¢des (0+6-1)se

2 087 z,= =Y. _ ("2 - - |
-L —-::-Z%r)ﬂ')d'r = | "L (Zt1),2(1),1)dt . (0.6é-2)
dr
T :1'1
Em termos da lagrangiana a condigao acima se expressa
7 =,=. =\dT ¥ _
5L =L %E—, Z(’r),‘r)g% - L{Z¢1),2(T),1) = 0 (0. 6-3)
T
O teorema de Norther diz que quando isto & verdade o sistema

satisfaz a r identidades da forma

_au(’i(k) z"C(k))=3:;[(L z" );(k) :21: g"('k):| s (0. 6-4)

que sao denominadas de identidades de Noether. No termo da
esquerda‘ﬁu & o vetor de Euler-Lagrange.
Se as equagdes de Euler-Lagrange sao satisfeitas

entio By = 0, e de (0.6-4} segque que

1 c (0.6-5)

(-2 prry )‘(k) * gm = Cw)

onde C,, 830 4 constantes. As quantidades do lado esquerdo

(k)
de (0.6-5) sdo entao integrais primeiras das equagdes de mo-
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vimento, isto &, s3o constantes ao longo da trajetdria do
sistema. As equagbes (0+6-5} sao interpretadas como as leis
de conservacgao do sistema governado pelas equagoes de Fuler-
=Lagrange.

Suponhamos agora gue a variedade onde o sistema e-
volui admite um grupo de isometrias definido pelo campo de we
tores de Killing Eéa}, que satisfazem ds eqguagdes (0.3-12)}.
Vamos supor també&m que nao hd transformagao do pardmetro de
modo que §t =T - T =0, E(g (T2} = 0 na equagdo (0.6-la}, e
que as transformagées das coordenadas sdo geradas pelos veto

res de Killing,
no_ (a) u _
§z" = e(a)E . | (0.6-6)

Segue entao das equagoes (0.6-5) que

BL plam _ o(8) . te (0.6-7)

YA
ao longo da trajetdria da particula. No caso da particula 1i
vre relativistica estas sdo as leis de conservagao que encon
tramos na se¢do (0.3) e sdo as integrais primeiras das equa-
¢Oes das geodésicas.
No espaco-tempo de Minkowski as equagoes de Killing

{0. 3217} se reduzem a

aasB + 356u = 0 (0.6-8)



CBPF-M0O-006/85
-6 6-

cujas solugdOes sao

2% + a (0.6-9)

onde g = - uﬁa e a, sao constantes. O grupo de isome—

trias tem entaoc 10 pardmetros independentes. As leis de con-

servacao correspondentes a cada grupo de parametros se escre

vem
a%[fj—&- zB]@"'B =0 (0.6-10)
e
%]aa =0 , (0.6-11)

e correspondem ds leis de conservacao do momento angular e
do momento linear, respectivamente.

Vamos usar as leis de conservagao (0,6-10,11) para
definir dois novos objetos associados com a particula livre
relativistica. Neste sentido consideremos a lagrangiana (0.
2:-45) com a condigao 22 = -1 e reescrevamos a equagdo (0.6-

11} sob a forma

(a).s szB( .B)=0

Podemos escrever esta liltima expressaoc como

[ I xPs (4 (g - x(‘r))d'r:l -0 , (0.6-12)
2P
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ou

B .o, (0.6-13)

QZB

onde definimos o tensor momento-energia associado com a par-

ticula por

7*6(z) = m I x0xBs(4) (2 - x(1))ar - (0.6-14)

Este tensor & simétrico, TOLB = TBa

, e tem divergéncia nula,
equagdo (0.6-13}.

Antes de estudarmos as propriedades gerais do ten-
s0r T“B, e a razdo da sua denominagao, vamos demonstrar uma

propriedade que & de interesse particular para © nosso estu-

do. Usando {(0.6-14}, segue de (0-6-13) que

a

0=—23_ mptf _ p I;ca:':B 2 M) (g - x(r)rar =
32

iBia ]
o

ax

- - m §(4) (g3 - x(1))ar =

I
l
=

I %8 a‘%’ §(4) (z_x(1))dr =

= - | s zux(mrar i

e portanto

m I isﬁch)(z - x(t))dt =0 .
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Sobre a trajetdria da particula esta eqﬁaq&o s0 pode ser sa-
tisfeita se ¥ < o. Logo, a equagao de "conservagao do ten
sor momento-energia® implica nas equagoes de movimento ‘da
particula, um resultado que & realmente muito importante.

O tensor momento-energia foi introduzido na teoria

af

de uma maneira muito formal. No entanto, T pode ser cons-

truido de uma maneira simples, a partir da qual sua interpre
tagao fisica fica transparente. Consideremos uma particula
livre com quadri-mamento pa = (po, 5}, e definamos a densida-

de de energia e momento, (z° = 1},

™ = p%(1)s 3 F -%(ny , (0.6-15)
e a corrente de energia-momento,

1 - p%(n)xts3@ - 2(0). (0. 6-16)

Estas duas definig¢des podem ser englobadas em uma so:
B8
™ = p* (8 sV @ -3, (0.6-17)

Usando a propriedade da “fungac ™ ,

Pl £(x))
If(x)&[g(x)]dx/= ——2—, gix ) =0 ,
- lg* (x,) |

a expressao (®.6-17pode ser reescrita como

- x|
™8 = pa('r)'di_




CEPF-MO-006/85

iy e

8 _ o
= rp""-(-‘r) & s F_x(@6(r-x*(T)aT
dt

ou

3 s |
o*8 2y = fp“(-c)%- §¢4 )z -x(1))ar - (0.6-18)

—

TaB dado acima (gque obviamente & um tensor}! se reduz (0,6-14)

a -
fazendo-se p = mx” .

0 significado de 8 fica claro das definigdes (0.

6.15,16}). Sob forma matricial,

S WP

i o o

DENSIDADE DE
ENERGIA

CORRENTE DE
ENERGIA

TENSOR DE TENSCES .
(CORRENTE DE MOMENTO)

DENSIDADE DE
MOMENTO

'
'
\
'
1
1
= - L Y™ v
'
1
1
1
1
1
'

E importante observar que a equagao (0.6-13} nao &

uma lei de conservagao para 708

ja que ndo existe uma lei de
Gauss para campos tensoriais de ordem igual ou maior que dois
A equagao (0.6-13} & uma equagao de continuidade. Mais adian
te mostraremos como obter as leis de conservagao a partir da

equagao de continuidade .
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Da mesma forma que (0.6=11}, a lei de conservagao

(0,6-10} pode ser transformada numa equa¢do de continuidade,

aBi GmBA _ xBchx

M = 3 {x"T ) =0 ’

9

como consequéncia da simetria Qe TOIB. Observemos que MO‘B)t

n3o & um tensor; estas quantidades sdc associadas com © mo-
mento-angular do sistema. Mais detalhes serao dados adiante.

A generalizagao da definigao (0, 6-14) para uma va-
riedade de Riemann com métrica gaB(x} 2 imediata. Denotando

g = det(gas}, tem-se que

(4) .
B () =mj6 (2-x(T)) 2088 40 | (0. 6-19)
T

Calculemos a divergéncia covariante deste tensor:

vaT“B = aaT“B + {gx {B yrot | _(0.6-"20)

Explicitando o primeiro termo do lado direito,

a-B
—ga TaB =rnJ 6(4)(2 x(T)) dt =
3% sz% . V-g
. .B
= —mJ 3 600 (g 2 x (1)) X g¢ =
ax” Y=g
K} 'B T
=-de£6(a)(z-x(‘r))———dT = '
T /’6
=mI 6(4)(z-x(‘r afd-—;-‘i'd =
T /—g
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=B . )
(4) - R B8 & 71
=mildé (Z"X(T))[——"’* _— ——}{dT =
j ‘/-g dt (’/_g

(4) -
3 (Z =x(T)) 3B _ ;0 2B
mJ = (13 {ah}x x ) .

Levandc este resultado em (0 .6-20) e usando (0.6=19)! resulta

gue

(W) (Z=x(1))
af _ . 8 wB . B ytHrV
VC‘T --mj = ( +- {uv}x x )_(0.6—21)

Segue entao que a equagao de continuidade resulta nas equa-
¢oes da geodésica para a trajetdria da particula. £ importan
te observar que a métrica Jug’ © consequentemente os simbo-
los de Christoffel, estdo sendo supostos bem definidos sobre
a trajetdria da partfcula. P neste ponto que entra o fato da
particula ser uma particula teste e 0o campo gravitacional
um campo externo, caso contrario o que foi dito acima nao se
ria verdade.

Uma observacgao interessante & que a forma funcio—
nal do tensor momento-energia, uma integral sobre o produto
de um tensor simétrico multipiicado por éh)(x}, é suficiente
para que se tenha (0.6-19} e as equagoes de movimento da par
ticula, impondo-se que a sua divergéncia & nula. De fato, es

crevendo

™Y = j eV 1)) (2 - x(r)) 8L
/g
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e fazendo a decomposigao

AT AP g
onde

m = tuv;‘ x° ’

segue de VUT“V =0 gue

e que a trajetdria da particula & uma geodésica.

Tensores momento-energia podem ser construidos pa-
ra os diversos campos de matéria usando-se o teorema de Noe-
ther. Obtidos por este procedimento, eles sao  denominados
de tensores momento-energia candnicos e de modo geral nao
$30 simétricos. Estes podem ser simetrizados por procedimen
tos padrdes que, no entanto, sao bastante trabalhosos. Ura
das necessidades de se ter os tensores momento-energia sime-
tricos & na teoria da relatividade geral, onde desempenham

o papel de fontes do campo gravitacional.
Como se sabe, as eguagoes de Einstein para o campo
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gravitacional, na auséncia de fontes, podem ser obtidas por

um processo variacional a partir da inteqral de aq&o,

onde R & o escalar de curvatura da variedade riemaniana.

Hl

A
variagao de Sg dada acima resulta em
3 [ —l‘. N \ u\’ - u
8s, ] (Rw 2R\guv)6g Y=g d*x

[ MY = o
) Guvﬁg gd'x .

Fazendo-se &SG 0 obtem-se Gy = 0, que s30

as equagoes de
Einstein para o vazio.

Introduzindo-se campos de matéria comc fonte

da
gravitagao, a integral de agao total se escreve

5 = - . - &
S = SG+SM-—I(/_gR+aLM/_§)dx

onde L

M representa a lagrangiana para todos os campos de ma

téria, ¢ o € uma constante a ser ajustada. O principio da a-
gdo agora se escreve

55 _ o _, 55:::; 88,
Gguv Gguv Gguv

O termo da direita desta equagao & uma definigac para o ten-
sor momento=-energia. Calculando a variagdo encontra-se

= d%x = Do - 2 [ 9 i (V=g ] HV . %
af § LA J(agww’“gnn) - a(aag‘“‘")( gL,) )Gg a*x

=1 = UV au
_ijuuﬁﬁg_.dx ,
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onde

2 /3 1 IR 3.
=3 ag‘“’ B a®Loa(s g“" )

e, por definicao, o tensor momento-energia associado com as
fontes do campo gravitacional. Observe que este tensor & au-
tomaticamente simétrico.

As equagles de Einstein com fontes ficam sob a for

ma

Como o tensor de Einstein tem divergéncia covariante nula,
Vu GHv = 0, segue que TV deve satisfazer a mesma proprieda-

de.

Temos assim uma regra para calcular T : dada a la
grangiana no espag¢o plano, converte-la para O espago curvoe
. \ -
fazendo usc do acoplamento minimo nuv-+ guv' 3u -+ Vu, e ©ob
ter o tensor momento-energia pela relagao

GJ/:E_} LMd“x = %erwag“"/:g a'x . (0.6-23)

O tensor correspondente no espago plano & obtido fazendo-se
o inversc do acoplamento minimo.

Observemos mais uma vez que (0.6-22) & uma (das
possiveis) definigdo(Bes) do tensor momento-energia. Uma ma-

neira de verificar se a construgdo (0,6.22) & boa, & compard
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-la com os resultados que se obtém do teorema de Noether,
apds a simetrizacao.

A expressdo (0.6-23) tem uma interpretacdo fisica
7¢8

clara: € a "corrente" que se obtém como resposta do sis-

tema & variagoes do campo gravitacional externo gaB > gGB +
+ GgaB. Note gue uma definicdo analoga se aplica ao caso de
um sistema carregado em presenga de um campo eletromagnético
externo: a corrente 3" & definida como a resposta do siste

ma a variagdo do campo externo A, > Au+ GAU'

oL
— M - 4 = ']J L
s = TR 61‘1’ gd'x = J J Gauv-g d’x .

A,

Passaremos agora a construgao das quantidades con-
servadas associadas com um dado tensor momento—energia '1'0‘B
satisfazendo a equagao de continuidade VGTGB = 0. Suponha-
mos que o espago-tempo admite um grupo de isometrias defini-
do pelo campo de vetores de Killing ézi Entao, as corren—

tes

3¢a), = T"Beé“) (0.6-24)

- ~ (a}
satisfazem a equagao de continuidade VaJa'= 0. A demonstra-

cao & trivial:

(a) _1 (a) (a ) maB af
20 ARl AN SRS M AL SLETILR 2 Ll

e, portanto,
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Esta expressdo &, na verdade, uma lei de conserva-

gao local para o campo de vetores Jﬁal A lei de Gauss  pode

ser aplicada e, com a hipdotese de que J se anula suficien-
temente rapido no infinito espacial, pode-se associar uma
quantidade globalmente conservada a cada vetor de Killing.

Escrevendo (0.6=25) sob a forma equivalente

3, (/=g 3¢80%)

o

Nls

e aplicando o teorema de Gauss,

0 =£ ‘/:6 VQJ(a )G-dh-x — J 30‘('/'_9 J(a)a)dux={J(a)adza
2 & -

onde a integral de superficie se estende sobre toda a hiper-
superficie que limita a regido Q. Agora se Jéa)* 0 no infini

to espacial pode-se escrever que

(a), o (a),
I J dEa=I J d}'..a

L, Ty

onde Zl e 22350 duas hipersuperficies tipo espago. A relagao
]

(a)
acima nos diz que a integral, isto &, o fluxo de Ja, & inde

pendente da hipersuperflcie escolhida.

o =_Cte

Escolhendo a hipersuperficie x , tem-se en-

tao as quantidades globalmente conservadas,

(a) (a} on ~— 13 ¢a) ,
Q = J. &, T /-g d’x = J 30 V=g d’x
x° =ck2 x? =ct2
(0.6-26)



CBPF-MO-006/85

-77=

-Tem-se que

(a)
| (a)  (a) (a);
d 0 =J 2, (/5 3 alx =~ J 2, (/75 it =J 5 o tars,

dx?

onde d?zi & uma superficie b#%dimensional que limita o volu

B

me de ihtegraqéo. Supondc que T*" cai a zero suficientemente

rapido e que o volume de integragac & infinito, o fluxo de

€a - - )
;Ji) (1ltimo termo da expressac acima} se anula e

(a)
d—..Q_=0

. (0.6%27)
dx? '

No espago de Minkowski as expressoes (0.6-26} representam 10
quantidades globalmente conservadas.

Com o tensor momento-energia pode-se construir as
quantidades {estamos considerando o espago-tempo de Min-

kowski)
MOBA o xOpBA _ xBpor (0.6-28)

que satisfazem a

2, M8 =0, (0. 6-29)

B

como consequéncia da simetria de . as quantidades conser-

vadas neste caso sao

-J“B =-I Maﬂgdsx. , {0.6~30)
xo-CEE
2 3% .o . (0.6-31)

o



CBPF-M0O-006 /85

-78-

e 830 identificadas com as componentes do tensor momento an-

gular. Tem-se que

_ 1 ik _ [ 1 J k0 _ o030 a3, _
I, = 3 €5 I 5 eijk(x‘]'l‘ X" %)a%x
= JmkOg3 . _ > 3 _
= J eijkx T "d°x J {(xxqg) i.d x . (0.&-32)

E importante observar que a simetria de '1'0"B é fundamental pa
ra a lei de conservacao de JaB.
Note que 3% ndo & invariante por translagoes. A

B

partir de J% pode-se construir um quadri-vetor invariante

por translagoes

__ 1.  .Buw .
Sa = 5 eaBuVJ u ‘ {0.6 33)
onde
v
l.‘l\J = 2 ' PM = JdaXTov .
~p2 .

0 Vetor (Sd} € identificado com © momento angular de spin.

0.7 Particulas carregadas

Na segdo anterior construimos o tensor momento-e-
(p}
nergia @hv associado com uma particula de massa. m, equa-

gdo (0.6-18). Vimos que este tensor satisfaz ‘a equagdo
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@) v (4) |
5, T BV J ng-r‘ § (z-z(1))dt (0.7-1)

de modo que se a particula & livre, dpv/dr = 0, entao o ten-
sor momento-energia tem divergéncia nula, au(g}uv = 0. Di-
zer que a particula & livre significa que ela ndo estd sob a
agdo de forgas. Nesta afirmagio estd incluido . que a particu
la n3c & dotada de carga elétrica pois neste caso ela criaria
um campo eletromagnético e assim estaria sob a agdo de for-
¢as. Neste caso Bu(g}uv # 0, ja que a lei de conservagao da
energia e momento deve ser aplicada ao sistema total (parti

cula carregada) + (campo eletromagnético}.
(EM}
Denotando por T "uv o tensor momento-energia do

campo eletromagnético, o tensor momento-energia total

() (EM)
TV = WV W (0:7+2)
deve ser tal que
TRV
5,T 0
isto e,
(EM) () v (4)
8, T Y oo 2, T A J‘—‘C{’? § (z=z{t)dt . (0.7-3)

Usando as equagdes de Lorentz

v __
ddE'r = epvhzk , (0.7-4)
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onde c e a carga elétrica da particula e Fuv = BuAv—avAu, se
gue que
(EM); . (4)
Bu r W= e J F"“'lzaL § (z-2(1)}, (0.7=25)
(EM)

de modo que ‘a divergéncia de THM nmum dado.ponto & essencialmente
a forga de Lorentz sobre a particula quando ela esta naquele
ponto.

Para gque possamos escrever o lado direito desta e-
quagdao de uma forma mais simples, vamos construir o quadri-
vetor corrente elétrica associado com a particula. Seguire-
mos os mesmos passos da construgao de (g}uv. Definamos a den

sidade de carga p da particula por

(3) _
o= e68 (z -2(1)), , (0.7-6a)

e o vetor corrente elétrica por

(3) . . =
I =es (z-Z(tN)Z - (0. 7-6b)
Denotando M = (D-I) ,
(3) "
Y =es G- (0.7-7)

Para tornar esta Ultima definigao manifestamente covariante
(p} -
vamos proceder como no caso de B'uv. Tomemos T como O tempo

proprio. Segue entao que
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- 1
5 Z -5~

ju = g T=Z°(?) =
dt
dr =2 (qh

L T (3) : =
=Ie6 (z* -zt (T))B(‘r-z (T))—— dr ,

. drt .

e portanto

u u - (4)

(z) = I (t) 6 (z-—ztr))dT . (0.7-8}

A corrente ju assim definida exibe covarifncia manifesta e &

conservada. De fato,

[+

5 (&)
3 3% = |e2® ()= § (z-z('r)d'r =
u ) 5 zH |

-]

” 3 (&)
= - J ez (T) 3 (z-z(r))dr =
33“(1)

-0

o0

(4)
-J egf §d {z=-z(t))dt = 0.

Substituindo a definicdo (0.7-8) em (0,75} obtem-

—-se

(EM) '
5 p WY o pH A . (0.7-9)
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Observemos gque esta equagac nos permite calcular o tensor

{EM} -
T 'uv. Usando as equagoes de Maxwell,

. lJl\’:l:--'\) =
3uF j P BEQFUQ] o,

pode~se mostrar gque

—eH sV oM s VB _ U pABy _ 1 UBLAD
Fr 3" =F" 3,F 3g (P F'7) = 2 3, (n"°F Flp)

que, substituido em (0.7-9), resulta em

(EM)
o, T M= o, (F¥, FAY -2 n"”rlprkp). {0.7-10)
Logo,
(EM) -
WV _ SU pAv 1 uv_Ap -

A integral de agao total para o sistema se escreve

5= E%H + Sb + SI

onde S & a integral de agado de interacao,
= T -
SI j d’zj Aﬂ ' (0.7-12)

e Spy & a integral de ag¢ao do campo eletromagnético,

EM B

[ = f - % FaBFard“z . | {0.7~13)
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De S obtem-se as equagdes de Maxwell e as equagbes de Lo-
rentz para a particula, equagoes (0.7-4},
A integral de agao (0,7~12) pode ser escrita como

uma integral de linha sobre a trajetdria da particula:

— [ d'l d (4) .uA —
8 = z I Te s (Zfrz(t)}z w

F - _
= | eajazt . {0.7-14)

r

Sob qualquer uma das formas, (0.7 12} ou (Q.7-14}, poae—se ve

rificar que S, @& invariante pelas transformagdes de gauge

I
do campo eletromagnético, A, > A+ 3 8. De (0-.7-12} segue

.que
" W
SI_+si+Idzau(j &) .

onde usamos que j"l 2 conservada. O termo adicional & uma

divergéncia e pode ser eliminado. De (0.7-14} encontra-se

§ —* 5§ +e jzauﬁdz” =85, te (A(2) - 4(1))
1

onde (1! e (2) sd3o pontos sobre a trajetdria da particula.
Observe que o termo adicional n3o depende da trajetoria da
particula, isto &, & o mesmo para todas as trajetdorias entre
os dois pontos. Além disto, este termo nao contribui para as
equagdes de movimento, o que prova a invaridncia deﬂqéuge.

Para finalizar esta segdo vamos fazer um comentd——

rio que serd Gtil para a proxima segdo. A eguagao auj“ =0
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na teoria de Maxwell & a anidloga de VuTu“ = 0 na teoria de
Einstein. Neste Qltimo casco, vimos que tomando-se ™Y como

_ &y
tuv(

uma integral sobre 8§(z=-2z(1}}, segue de VuTuv= 0 que

Y A MgV e que a trajetdria da particula & uma geodésica.

Isto significa que & suficiente caracterizar a particula co-
mo uma singularidade tipo (S%Z-Z(T}} e impor que ™V tinha di
vergéncia nula para que se obtenha as informagoes menciona—

das acima. Supondo que
ON
¥ = J AH(1) & (z2-2z(1))dr

e impondo  que '&uju = 0 obtem-se que A\* = 2" (@ demonstra
gao serd feita na proxima segdo)} mas ndo se obtem nenhuma in
formagao sobre a trajetdria. Isto &, impondo que a particula
carregada & uma singularidade tipo (é%z—z(r}} podemos dizer
apenas que ¢ seu movimento gera uma corrente conservada, nao
importando qual a trajetdria seguida pela particula. A #nica
condicdo & que a trajetdria seja continua (.. 3 existe} de
modo a ndo haver criagac e/ou aniquilagao da particula ao
longo do seu movimento. Alguns detalhes deste problema serao

dados na segao seguinte.

0.8 Particulas classicas com Spin

0.8.1 A ‘interagdo eletromagnética

Consideremos uma particula nao-relativistica dota-
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da de momento magnético 1 e momento angular L. Estas duas

quantidades sao relacionadas pela equagao

i= L. (0.8-1)
Em presenga de um campo magnético a particula experimenta um

torgue dado por ﬁ x 8 e o momento angular executa um movi—

mento de precessao,

S8
()]
3

» | (0.3-2)

Algumas particulas elementares (eletrons, protons,
muons, etc.) possuem momento magnético, e a elas pode-se as-
sociar um momento angular intrinseco s 8

spins relacionado
ao momento magnético por

i ge =

>m s . "10.8-3)

0 fator g & denominado de razdo giromagnetica e é peculiar

a uma dada particula. No sistema de repouso‘da particula,

o
vetor § obedece a equagdo

ad _ge @ .=

£ == g xB . (0-8.4)

Passemos a construgdo da generalizagao covariante

desta equagao. Vamos introduzir o tensor de spin s*V = - g%,

0. - vetor de 8pin s® & o vetor axial construldo a partir de

s*V de acordo com
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_ 1 ,aBuv -
onde vB & a quadri-velocidade da particula. No sistema de re

pouso da particula a componente s® deve se anular, e pode-

-se mostrar que isto requer que S v* = 0, condicdoc esta que
q a % q

- -

ja & verificada pela definigac (0.8-5). Observemos que esta

condigdo pode ser expressa em termos de SY’ como

Z's = vMs =0 . (0.8-6)

Fagamos a hipOtese de que os efeitos dos gradien—
tes dos campds eletromagnéticos sobre o spin da particula s@o
despreziveis. Assim, a trajetdria & governada pela equagdo
de Lorentz, equacdo (0.8-4). Observe que isto significa que
a partfcula estd sendo considerada como um objetc pontual.
Esta aproximagdo nao afetara os resultados que queremos ob-
ter. Num tratamento mais rigoroso encontram-se corregdoes pa-
ra as equagGes de movimento envolvendo os gradientes dos cam
pos, o que caracteriza a particula com spin como um objetc
com extensao espacial.

As equagdes de movimento para s"V devem ser cons-

truidas a partir de FaB' 7%

e s"Y, e devem ser 1lineares
em SH"Y. Levando em conta as condigdes (0.8:6) a equagdo mais

geral que se pode construir é

d v

Al

- s PG 2y (048-7)
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~ Estas equagOes sao as lnicas que se podem construir em virtu
de das condigoes (0.8-~7}). (Note que uma outra possibilidade
seria construir um termo idéntico ao lado direito de {(0.8-7)

L] i .
com o dual de F"Y, F . Na aproximagdo ndo-relativistica

uv

este termo seria proporcional a §xﬁ, 0 gque significaria que
a particula tem um momento de dipolo elétrico. Esta possibi-
lidade pode ser descartada com base nos dados experimentais
existentes.)

Admitiremos entao que as equagdes (0, 8«7} sdo as
equacoes corretas para o tensor de spin Suv: Para verifi-
car que estas equagdes sdo consistentes com as equagdes da
trajetdria basta multiplicar (0.8.7} por 2°, fazer uso de
(0.8-7} e das equagbes de Lorentz. Encontra-se que a consis
téncia & verificada para g¢g=2 {(que & o valor da razao giro—
magnética para o eletron).

Neste ponto vamos introduzir o vetor de polariza-
ga3o, ou vetor de Pauli-Lubansky, wu, definido por

'S\Jp g

=1 .

u

Na aproximagdo ndo-relativistica, p" = (m_ &), tem-se wH =

G,
= (0, mg 8). 1Invertendo as equagoes {0.8:8} obtem-se
=1 L
suv m2 Su\)pow P . (0.8-9)
o

Usando que p?*-m?

= 0 e as condigoes (0.8-4), verifica-se
que @? = w“wu & um escalar tipo espago, cujo valor tomare—

moes como



CBPF-MO-006/85
_83_

Uy = o m2 8 |
W wu mos; (0.8=-10)

As equagbes de movimento para o vetor de polariza-

¢d30 sdo obtidas diretamente de (0.8-8) e (0.8-7):

Y =3 By, 88 -5 5P ¥ o_
b zu(wu%,:) + 5 (F = 8,2 Y =
= (g-z)(zfrﬁ)zuéprvp + %%---Fww" . (0.8-11)

e 8230 as equagdes de Bargmann-Michel-Telegdi. Destas equa—

goes segue que
a d uip ) = 0
W) =0 , a?w“pu) . (0.8-12)

Levando em conta que a%— (pupu} = 0, segue que mn, e So . sao

constantes do movimento para a particula com spin.

0.8.2 A interagao ¢gravitacional

A descrigao do movimento de particulas classicas
com &pin em interagac com campos gravitacionais & um proble-
ma bastante complicado. O método que vamos apresentar, devi
do a A. Papapetrou , fundamenta-se na equagao VuTuv =g on
de ¥ & o tensor momento-energia  associado com a particula, e
tem a peculiaridade de ndc depender de uma especificagao da
forma deste tensor.

No esquema de Papapetrou a particula & tratada como
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um objeto com extensdo espacial, com dimensGes muito peque-
nas quandoe comparadas com © comprimento caracteristico do
campo gravitacional. Assim, durante o seu movimento a parti
cula descreve um "tubc" no espago-fempo.

Para caracterizar o seu movimento escolhamos uma
linha (L} no interior do tubo com coordenadas yu(s}, onde

s €& o tempo prdprioc em L.

Hipersuperficie

tipo espago 8 =y° =gl

vamos supor que TV ge anula fora de uma esfera cen
trada em y{s} e com ralo muito pequenoc. Com relagao a linha
L, diz-se que pHV representa uma particula tipo "n-polo" se

0s momentos

J asxmVex® ....sx"n/=g (6.8-13)
s
§x% = x%* - y%®(@) , x* =0

se anulam ou sao despreziveis para k > n. Observe que esta



CBPF-MO~006/85

-G~

definigao depende fortemente da curva Y (s} escolhida. Os mo-
mentos podem se anular com relagac a uma curva pafticular e
nac se anular com relagdao a uma outra. As equagdes de movi
mento para a particula farao sentido para a curva particular
com relagao a gqual ela & um n-polo.

Uma particula tem uma estrutura tipo "polo simples"

(n=0} se pelo menos algumas das integrails

J a*x/=g T

8
sao diferentes de zero e todas as de ordem superior {n>0} sao
nulas. A estrutura imediatamente superior (n=1l} caracteriza
uma particula tipo polo-~dipolo: além da condigao acima para

n=0, deve-se ter pelo menos algumas das integrais

3 o _ 0 Hv
/=g (x% - T
Idx gix y(s))
8
diferentes de zero, e todas as de ordem superior (n>1l) nulas.
Particulas tipo polo—dipolo sao particulas dotadas
de uma estrutura de spin, de acordo com Papapetrou. O tensor

de gpin & definido por
SWEJ axv/=g (6x'r™° - sxVTH%) . (0.8-14)

e as equag¢oes de movimento, que se obtem de VuTuv = 0, se es-

crevem

B8 _ 1 B PO
=5 RBva S , (Q.8-15)

H

D B D oh
Ds(mv + DSSB)
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D v _ M8 D V_ vuD _u i}
DE S =v'v 5E SB - V'V 5E SB . (0.8-16)
Nestas equagoes vB = dyB/ds, g: = vavmf, e

m. = Vupa = Vaq d3xv/~g ™0 +.v—lo- rg\’suov\J) . (0.8-17)
As equagoOes UL8—3HQ. nac sao suficientes para de-
terminar completamente o movimento com os dados iniciais
v*(o} e 8"V (o). (Apenas sete daquelas equagées sao indepen-
dentes}. Das equagOes (0,8-16} pode-se determinar apenas 3
das 6 compoﬁentes de s*V. portanto, & necessirio se impor con
digOes subsidiarias sobre o tensor de spin. Estas condig¢Ces
sao, de certo modo, arbitririas e sdo reflexos da arbitrarie
dade na escolha da curva L. N3o analisaremos as diversas
propostas de condigOes subsididrias (devidas a Schiff, Pira-
ni, Tulczyjew e outros); ao leitor interessado indicamos ©
trabalho de Dixon.

DPefinindo
P¥ = mvM + vB D SI"B . {(0.8=-18)

as equagdes de Papapetrou se escrevem

" .
DP” _ 1 0 _u.aB s
55 = 7 Rhgg?'S , (0.8-19)
" .
Dsu = Puvv - vau - (0 . 8"20)
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O termo da direita na equagac (0.8~19) & conhecido como a
"interagao spin-curvatura".

Pode-se mostrar que se o espago-tempo admite um
grupo de isometrias gerado pelo campo de vetores de Killing
Eu, entao o escalar

%, - 7 s%Puge, (0.8-21)
€ uma constante do movimento.

Uma questao que pode-se por neste ponto & sobre a
aplicabilidade das equacdes de Papapetrou para a descrigao
de algum limite classico de um sistema quantico, como ele-
trons, por exemplo. Peloc menos neste casc, particulas de
spin 1/2, pode-se mostrar que um limite classico bastante ra
zoavel conduz a equagoes idénticas a (0.8-19,20}). O esquema
de aproximagOes consiste no seguinte. Considera-se a equaqﬁo
de Dirac num espago curvo e usa-se a aproximagao linear para
o tensor métrico e, em seguida, faz-se uma aproximagao WKB.
As equagles de movimento que resultam para os valores medios
do momento e do tensor de gpin (sao idénticas a {0.8-19,20}.
Observemos que isto estid de acordo com o teorema de Ehrenfest,
que diz que os valores médios dos observaveis quanticos se-
guem trajetdrias classicas.

Conforme observamos anteriormente, na derivagao
das equag¢bes de Papapetrou nac se faz uso de uma forma espe-
cifica para o tensor momento-energia. Mesmo assim o esquema

permite obter as equagoes das geodésicas no caso n=0, e um
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conjunto de equagoes bastante razoavel (no sentido do parad—

{Dt

grafo anterior, por exemplo} no casoc n=l. 0 tensor TV nio
singular, pois & definido em uma regido finita do espago-tem
po. Na segdo 0.6 as equagdes das geodésicas foram obtidas a
partir de um tensor momento-energia singular, com singulari-
dade tipo " § de Dirac". Aquela forma de ™V & bastante su-
gestiva mas nac ha nenhuma razdo a priori que justifique as-
sociar a uma particula (tipo polo simples)} uma singularidade
tipo o. Mesmo assim, para o caso em que a estrutura da
particula & definida apenas pela massa, o método conduz a
bons resultados. Agora, para uma particula com estrutura mais
complexa, com massa e spin, pode—se.construir algo semelhan-
te? be fato, é‘possivel congtruir um ténsér'momento-energia

com singularidades tipo § e tipo derivadas primeiras de &

tal que VuTuv = 0 conduz 8s equagdes (0.8-6,7). Este tensor &

43}
Y (z) I [(6 (2 -x{’r))(mv % D—gg- vavv
% v vu) - Q 6 (z - x(71) )«i-(sauv“ - s%%H) }:I .

(0.8-22)
No entanto, nao sabemos escrever uma lagrangiana a partir da
qual este tensor possa ser obtido via a sua definigao, equa-
¢ao (0. 6-23}.

0 esquema de Papapetrou foi generalizado para in-
cluir particulas de massa nula por S. Raguza, e o limite das
equagoes de Papapetrou para m + O foi analisado por B. Mash-
hoom. Encontra-se que tais particulas seguem geodésicas nu-

las e que o vetor de spin & paralelo a diregdc do movimento.
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Para encerrar esta segao mencionemos que recente—
mente foi proposto um tipo de "limite classico" para a equa-
¢do de Dirac que conduz, dentre outros resultados, ds equa-
¢Oes de Papapetrou e as equagdes de Bargmann-Michel-Telegdi. E
um formalismo que consiste em ampliar o espago de fase de
uma particula relativistica introduzindo um setor no gqual as
coordenadas s3o nimeros classicos anti-comutativos {usualmen
te denominados de variadveis de Fermi, em contraste com as co
ordenadas (z“,pu} denominadas de variaveis de Bose). Estas
novas variaveis sac utilizadas para descrever classicamente
as propriedades de spin da particula. Um aspecto muito im-
portante desta formulagao & que a teoria admite uma simetria
que mistura as varidveis de Bose e de Fermi, isto &, a teo-
ria @ invariante por transformagdes de supersimetria. Mais

adiante daremos alguns detalhes desta formulagao.

0.9 As equacdes de movimento em relatividade geral

Nas segCes anteriores obtivemos as equagoes de mo-
vimento para particulas em variedades riemanianas por dois
métodos distintos. O primeiro foi uma simples generalizagao
(espago plano} + (espago curvo}, pela substituigao Ny
> guv(z} na integral de ag¢do associada com a particula. As
equagdes de movimento obtidas por extremizagdo desta  inte-
gral de acdo resultam ser as equagdes das geodésicas da me-

trica guv(Z}‘ 0 segundo método baseou-se na construgao do

tensor momento-energia associado com a particula; a imposi-
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¢do de que este tensor tem divergéncia nula conduziu 3s mes-
mas equagoes gue no caso anterior.

Quando falamos numa variedade riemaniana com métri
ca guv(Z} temos em mente a teoria da relatividade geral. As-
sim, a variedade riemaniana em guestao & o espago-tempo gera
do por uma certa distribuigao de matéria e os componentes da
métrica sdo os potenciais gravitacionais. As duas abordagens
ao movimento da particula que apresentamos nao tem nenhuma
ligagao direta com a relatividade geral, no sentido de que
as equagoes de Einstein, Gnv = - kTuv' nao foram usadas na
obtengao do resultado. O campo gravitacional foi considera-
do como um campo externo e a particula (matéria} como um ob-
jeto estranho & geometria do espago-tempo.

Na sua formulagdo inicial a teoria da relatividade
geral manteve um forte paralelo com a teoria de Maxwell.. As
equagdes de campo, andlogas ds equagoes de Maxwell, relacio-
nam o campo com uma dada distribuigdo de matéria. Completan-
do estas equagbes tinha-se o "postulado geodésico", em analg
gia com as equagbes de Lorentz, relacionando o movimento da
particula com o campo gravitacional ém sua vizinhanga. Assim
como na teoria de Maxwell, as egqua¢des de campo e as equa-
¢oes de movimento da materia eram compreendidas como leogica-
mente independentes, descrevendo a dindmica de duas estrutu-
ras distintas: o campo gravitacional e as particulas (maté-
ria}.

Dada uma distribuigdo de matéria que gera um campo
gravitacional a derivagao das equagdes de movimento 5, ainda

hoje, uma questdo de interesse fundamental na teoria da rela
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tividade geral. As equagOes de campo se mostraram extrema-
mente poderosas na determinagao destas equagdes de movimento.
Um dos ingredientes mais importantes para a sua obtengao 3ja
estd contido na teoria e s3c as identidades de Bianchi con-
traidas, VuGuv =0, consegliencias da covaridncia geral da
teoria por transformagcCes arbitr3rias das coordenadas. Estas
idéntidades impoem restrigGes sobre o tensor momento-energia
agsociado com as fontes, que deve satisfazer a VuTuv = 0.
(Estas equagOes sao usualmente denominadas de "lei de conser
vagao forte", porque sua validade & independente das equa-
coes do campo gravitacional).

As primeiras investigagdOes no sentido de obter as
equagdes de movimento usando estas equagdes sao devidas a
Weyl e Eddington. Admitindo que a matéria € uma poeira inco
erente de particulas com ™V = pv'vY, onde p & a densidade e
v¥ a velocidade média das particulas, eles mostraram que as
particulas seguem geodésicas da métrica. Para ndoc haver am-
biguidade ao se falar em "trajetdria da particula" faz-se a
hipStese de que a regiio onde TVY & diferente de zero pode
ser feita arbitrariamente pequena. 0 método desenvolvido por
Papapetrou esclareceu as hipdteses gque devem ser feitas so-
bre TV de modo a se poder falar em "trajetdria de particula"
de maneira mais precisa. (Em sua versao original este método
tinha a desvantagem de nao ser covariante. A versaoc covarian
te do método de Papapetrou foi feita por Dixon algum  tempo
depois}. O ingrediente fundamental destes métodos, repetimos,

€ a lei de conservagao VuT“v = 0, o que significa tratar a

matéria como uma entidade "separada" da geometria.
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Uma abordagem geométrica ao problema das equagoes
de movimento trata a matéria como uma manifestagao da geome-
tria, cuja dindmica & governada pelas equagOes de Einstein
no vazio, Guv = 0 ou Ruv = 0. Tratando as particulas como
singularidades localizadas do campo gravitaciconal e usando
as equagdes do campo livre na vizinhanga das singularidades,
Einstein-Grommer-Infeld-Hoffmann obtiveram as equagGes de mo
vimento para as particulas (=singularidades do campo}. A re-
latividade geral dcupa assim a posigao de ser a lnica teoria
cujas equagbes de movimento para as fontes sdo consequéncias
diretas das equagOes do campo.

| Nesta descrigao a matéria estd sendo representada
pelas singularidades do campo. Em outras palavras, as parti-
culas sao representadas por algum tipo especial de estrutura
do campo (uma peculiaridade topoldgica, por exemplo} locali-
zada no espago-tempo. Até gue esta estrutura do campo seja
determinada, a "estrutura interna" da particula deve ser des-
crita em termos das propriedades do campo "fora" da particu-
la.

0 que foi dito acima sobre a nac independéncia con
ceitual entre campos e particulas pode ser ilustrado fazendo
-se uma analogia com um exemplo da dinamica dos fluidos com
vortices. Vortices sao concentragdes locais de energia, que
podem ter momentc linear e sdo relativamente estaveis. Em
muitos aspectos os vOrtices se comportam como particulas, PO
dendo sofrer espalhamento ou se unir para formar novos vorti
ces,etc. No entanto, além do fluido ndc ha mais nada envol-

vido. Os vOrtices saoc apenas um certo tipoc de configuragao
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do fluido, e o que os diistingue do resto do fluido & a sua
estrutura.

Um aspecto muito importante da teoria da relativi-
dade geral, a nac linearidade das equagbes de campo, desempe
nha um papel decisivo na determinagdo das equagdes de movi—
mento. Na verdade nenhuma teoria de campo cujas equagOes sao
lineares determinam o movimento das particulas. (Este & o ca-
so da teoria de Maxwell, por exemplo.} Por esta razao, encon
tra-se muitas vezes na literatura a afirmagao que a nao-line
aridade apenas & suficiente para determinar as equagoes de
movimento. Aparentemente isto nao & verdade porque o grupo
de simetrias da teoria em questdo também entra no cenirio.
Alguns aspectos desta questac serao discutidos na proxima se
cdo -onde estudamos as equagdes de movimento de "particu—

las de Yang-Mills".

0.10 pParticulas cldssicas com carga nao abeliana

As equagdes de movimento cldssicas para particulas
com carga nao-abeliana foram obtidas pela primeira vez por
Wong. Partindo da equagdo de Dirac em interagao com © campo
de Yang-Mills, as equagdes de movimento foram obtidas por um
processo de identificagdo de observiveis classicos com valo
res médios dos observaveis quanticos correspondentes na re-
presentacdao de Heisenberg. A derivacao de Wong & muito inte
ressante mas alguns detalhes do processo de identificagao ms

parecem obscuros. Recentemente o esquema de Papapetrou . fol
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generalizado por S. Ragusa para o caso de campos de gauge, e
as equagbes de movimento obtidas coincidem com as  equagdes
de Wong. Uma outra maneira de obter estas equagdes & usar a
lei de conservagdo do tensor momento-energia total do siste-
ma {(campos de gauge} + (particulas}. Vamos apresentar este
Gltimo procedimento por ser mais direto: e mais simples (*}.
Comc este procedimento requer a especificagao das formas fun
cionais do tensor momento-energia e da corrente isotdpica as
sociadas com a particula, aproveitamos a oportunidade para

demonstrar que estas ficam determinadas pela hipdtese que a
particula @ descrita por uma singularidade do tipo (é‘)(z-z('r}}

De acordo com © gue apresentamos na segao (2.8a}

as equagoes de movimento para os campos de gauge se escrevem

Duia’“" =37V (0.10-1)

ou
auﬁl‘“‘# ig l:.i’\u,'r’“”] = 3v (0.10+2)
onde 3’ & a corrente isotdpica associada com as fontes. 0

tensor intensidade de campo satisfaz as identidades de Bian-

chi

DEufGB:I =0 (0.10-3)

3 ~ .- ~ -
(*) ver a secao (2..8a) para a notacao e convengoes dos campos

< P
de gauge.
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e também a
ZUV _ o
p o, FV =0 . (0.10-4)

Desta Gltima expressio e das equagSes de movimento (0,101}

segue que

p 3% =0 . (0.10~5)
Gu\) -
O tensor momento-energia T  ° dos campos de gauge e
dado por
o= [FErE -1 #e3
uv R[Tu ""Av 4 uv T -
_ o A& _ 1 Ap_a
= Fu Flva F, Flp . {0.10-6)

m
Denotando por Tuv 0 tensor momento-energia associado com as
fontes dos campos de gauge, a lei de conservagao da energia

e momento se escreve

au(&“”'+ ™Vy 29 . - (0.10-7)

Esta lei de conservagdo e a relagdo basica para os nossos de
senvolvimentos .

Da expressac (0:10~6} segue que

vs o v P =4
avp = (3 Fuv).ﬁv +F

v p, _ 1 B, = _
" p.(B Fv } §>(BvF ).F =

u



CBPF-M0-006/85

=101~

i >Vp '-r\)p _ 1 >af, 2
_{Dvﬁﬁp).F + ﬁgp.(n¥r ) =3 O F ) F e -

Usando as identidades de Bianchi obtem-se da expressao acima

vo_ 3@ NP _ 20 3 _
a,T,, = Fup.DvF 3°F,, | (0.10-8)

que substituido em (0.10-5) resulta em

aﬁ“" =3P . (0.10-9)

=
Vamos admitir que a corrente isotdpica j11 e o ten-

Myy .
sor T sao dados por

_ (4)
3’“'=de () § (x-zlt)) , 10.10-10)

(4)
L =Jd1’ e*Vir) § (x-x(1)) , (0.10-11)

onde. T & o tempo proprio e Q%(1} e t"Y = t"¥ sdo quantida—
des que deverdo ser determinadas pelas equagoes (0 :10.-5) e

(0.10-9}

| As equagOes de movimento podem agora ser obtidas
por integragdo das eguagdes (0.10-5) e (0+10-9} sobre todo o
espago-tempo, apds a substituigao das expressces (0.10+10} e
(0~10-11}, respectivamente.

Consideremos primeiramente a equagao (0-10-5}

b, 3" = ig[-ﬁu'amj B
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Substituindo a definigao (0.10410} resulta
(&) | ' (4) |
r.__ar {6“au 8 (x -z(1)) + 1g[£u,6“ § cx-zm)} =0 .

Multiplicando esta expressaoc por uma fungao &(x) "suficiente
mente regular" e integrando sobre todo o espago-tempo, tem-

-=e

- (4)
rdTJd“x-m'("x}{ 5"[ ll 6 (x-z(‘r)) +ig|;\u 'o'“ 8 (x-z(T))}

-

Impondo que ¢(x} se anula nos limites de integracdao e fazen-

do uma integragao por partes no primeiro termo obtém-se
r {6”3 o + ig '6“]}“2(,” (0.10-12)
Lot

_>.
Neste ponto vamos decompor o isovetor Qu em termos

dos vetores zM =_dz“/dr e n"(1) satisfazendo a

Escrevamos
B =TzM + M =2k + At . (0.10-13)

Segue de (0j-12) que

s OO

¢ =0,
Idr{&ﬂ“— 19,0 + ig[Au T4« }x_zm

-0
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donde, fazendo uma integragao por partes,
+o0 N _ :

dL - e ;
Jd'r{ ac + igl}tu,I]zu) é +

+I”a¢+1g|f’. T“:lq: - =0 .
H %' %=z (T)

Da arbitrariedade de ¢ e 3u¢ em x=z(1) segue gue KH =0 e

portanto

N .
aI * |
I + j.g[Au,.I:lzu =0 . {0.10~14)

Desta Ultima equagac pode-se verificar que a norma do isove-

tor I & constante,
4 a _
a'{:(I' Ia) =0 =« (0.10-15)

0 isovetor I & associado com a carga (spin} isotdpica (6} dapar
ticula. As equagoes (0..10+14} e (0;10—15} mostram qué duran-
te o movimento da particula sob a agao dos campos de gauge o
vetor 1 executa um movimento de precessao no espago interna
Observemos gque este movimento de precessao difere fundamen—
talmente do movimento de precessdo do spin ordinario, dado
pela equagac (0.10-5). Nagquele caso, se o campo magnético for
nulo, ndo had precessao do spin, enquanto que no caso do spin
isotdpico I haveri uma precessaoc mesmo que apenas Ag seja
diferente de zero.

0 procedimento para obter as equaqSes.da trajeto—

-

ria a partir das equagCes (0 .10-9} e (0.10-11} & essencial—
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mente o mesmo. Introduzindo as fungoes Qv(x}, gque se anulam
nos extremos <de integragao, cbtém-se
_'.+m

L uv 0B X . _ . e
I.d'l: {t anbv(F .QB}QG} =0 (0.10-16)

x=z(1)

Introduzindo a decomposigao (01015} para 6“ e

v

£*V = w2z + awf2’ + Vet + ¥, (0.10-17)

com

em (0.10«16}, segue que

+m L

Id'r Eni“i\’ + a(n¥2zY + n¥2") + BV éu%

ou

S0
F 4, ey 11] I PR TES R T
fdt{dT(mz +apt) ¢, an’z” + B" 13 0
-0 .
- LTz } =0 - (0.10-19)
x=z(T)
Usandc a arbitrariedade das fungles Qu e suas derivadas, se-

gue que

anbzY + 8"V =0 . (0.10-20)
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Contraindo estaequacdooan &, resulta que o = 0-e com este resul

v
tado obtém~se de (0.10.19!}

i
o 3228 _ 3 gm ey (0.10-21}
dt? v ’

gque €& a generalizagao das equagoes de Lorentz para o caso nao
~abeliano. As equagoes (0.10-14} e (0.10-21} sao as equa-
¢Oes de Wong. |

Vimos entao que as equagdes de movimento para uma
particula com Spin isotdpico seguem diretamente das eguagoes
{0+ 10~5} e (0-10-.9). g importante observar que na dedaogao
das equagées de Wong foi feito uso das equagdes de movimento
dos campos de Yang-Mills, e a n3o linearidade destas equa-
¢bes desempenha um papel fundamental .na dedugao. daquelas e
quagdes. Na verdade pode-se dizer que as equagdes de  Wong
sdo consequéncias da n3o-linearidade das equagdes de  Yang-
-Mills. Mas isto sd & verdade porque estamos considerando o
movimento da particula no espago-tempo de Minkowski. Na pre-
senga de um campo gravitacional a situacaoc muda e esta afir-
magao nao & valida.

0 que foi dito acima tem a ver com o0s grupos de si
metrias envolvidos no problema: ¢ grupo de gauge associado
com os campos de Yang-Mills, e o grupo das transformagces ge
rais de coordenadas associado com 6 campo gravitacional. o)
grupo de gauge & um grupo de simetrias internas e € o respénsé
vel pela nao linearidade das equagoes de Yang-Mills. Mesmo
na presenga do campo gravitacional esta nao linearidade {(que

deve ser vista como consequéncia da imposigdo de invariancia
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da teoria pelo grupo de gauge) garante o mecanismo essencial
para a determinagdo das equagdes de precessdao do gpin isotd-
pico. Agora, quando se trata das equagoes da trajetdoria, o
grupo de Bauge nao desempenha nenhum papel na sua determina-
¢ao. Neste ponto entra em cena o grupo de simetrias do espa
co-tempo através do acoplamento das fontes com o campo gravi
tacional, e & este acoplamento que determina as equagdes da
trajetoria.

Um ocutro procedimento para se obter as equagoes de
Wong & integrar diretamente as equagoes (0.-10-9) sobre uma
regiao do espago-tempo, assumindo que a corrente isotdpica e

o tensor momento-energia sdo dados por

. (4) :
e =9'J at F(r)z¥(v) 6 (x-2z(t)) (0.10-22)

LAV (4)
™ = m}d't(:zuzv § (x~-2(1)) . (0.10-23)

A regidc de integragac & como na figura abaixo:
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2 (1) 2 a trajetdria da particula, que suporemos contida no
"tubo" de volume V limitado pelas hipersuperficies E,,ZA e
Iy- As duas iltimas sdc tridimensionais, tipo espago e inter-
segoes do tubo com as hipersuperficies x° = on,xoB, respec

u

tivamente. n" & o vetor normal a superficie I.

Integrando a equagac (0j-9) gObre V obtém-se

s 3P & Ay ; v
= - . + |- - din T . # e 10=-
0 Id x3 F {dETuo f T, !dZn T, (0.10-24)
. B EA
Da expressao (0.10-23} segue que o iiltimo termo da equagac a
cima @ nulo. As integrais sobre Ly © ZB podem ser transfor-
madas em integrals de linha sobre a trajetdria da particula

da seguinte maneira:

, U ¢ (4)
ldzTuo =ml dsxfd'rg—z—g-g— § (x-2(1)) =

T T
B
u (4) M
Idz°ld3 dz,r § (x -2(1)) = ddLT
s
B
Logo,

_ u “( dz"”

(l i)d”o-[m") ). ]

. T‘TB =T
B A

(0.10-25)

Il
M

o

~
n1“

A primeira integral da expressdo (0,10-24} também

pode ser escrita como uma integral de linha:

A8
Ld“ Elrp F = gJ’dstdedT'_f(T').fupzp ¢ (z-x(t")) =
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N
= gId?IdT' stx-f.Fu'pzp § (x-z(1')

=g J*Bd'r-ff;fupip A (0.10-26)
T

A

Substituindo as expressodes (0;&0425} e (0,10-26} em {0.10;2Q

segue que

donde se obtém a equagdo (0 .10-21).
A equagdc de precessao do spin isotdpico & obtida

da equagdo (0.10-5) com a definigdo (0:.10-22}:

- ) o (4)
0=1::u'3m =Jd1 'ft'r)z"a'u' § (x=-2(t) +g[§&u,ﬂzu 8 (x.—z('r))] =

At [ S]]
=J’d1_(31_':r[+g|:ﬁu'€|i] 8§ {x-2(1)) ,

donde segue a equagao (0:10-14). Observe que neste contexto

a equag¢ao de precessao & a condigao de consisténcia da defini
cdo de 3", expressdoc (0.10-22}, com a equagdo (0 .10-5}
Finalmente, mencionemos que as egquagoes de Wong po-

dem ser obtidas da integral de agao

§= 8, + S =5, +Idz“gE.Ku = 5 +Jdr‘g+1c.iui“ . (0.10-27)
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A corrente isotdpica fica definida por

(4) - .
Mo 88 largt.d 6 (x-z(1)) . (0.10-28)
§X H
M

Introduzindo a integral de agao para os campos de
gauge obtém-se as equagOes de movimento (0-10+1}. Usando a e
quagao (6'10f4} e a expressao da corrente (0-10-28} obtém-se
a equacao de precessao do spin isotdpico, (0.10-14). Neste
esquema, onde o spin isotééico naoc & considerado como uma Qa—
riavel dindmica da teoria, a equagdo de precessao resulta
da condig3o de integrabilidade das equagOes do campo de gdau-
ge.

Observemos que a integral de agao (0.10-27} & inva

riante por reparametrizagles e por transformagoes de gauge.

0.11 .S8bre a formulaciao hamiltoniana da dindmica clissica

de particulas com sSpin

Nesta segao vamos apresentar alguns detalhes de uma das
possivels formulagdes da dindmica classica de particulas com
spin. Consideremos um sistema mecanico com coordenadas cand
nicas (q", puf e Spin Sj' que & considerado como uma varia-

vel dindmica da teoria. Denotando por H a hamiltoniana ag

sociada ao sistema, as equagoes de movimento ficam dadas por

o lc _ k - " . _ -
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Desde que saibamos como construir a hamiltoniana
H(q,p,s! o probiema que resta & a definigdo do colchete de
Poisson para as variaveis de spin. Neste ponto & importante
utilizar um dado que ja temos sobre os sistemas com gpin: as
equagoes (de precessao} para as varidveis de s§h1 sdao de pril
meira ordem no tempo (veja, por exemplo, as equagdes (0, 8-4,
(0. 87}, (0,10-14}} etc.} Assim, a hamiltoniana deve ser no

maximo uma fungao quadratica nas varidveis de sSpin com os

colchetes de Poisson definidos por

3q" 3, 9P, 949 98 ; st

Esta construgao se justifica nao sd pelos resulta-
dos a que conduz, em acordo com os sistemas conhecidos, como
também pela estrutura tedrica que pode ser montada com base
na definigao (0.11-2}. De fato, os colchetes de Poisson (0.’
112} satisfazem a todas as propriedades dos colchetes de
Poisson uysuais, inclusive a identidade de Jacobi. Como exem-
plo de sistema bastante conhecido, ao qual o formalismo po
de ser aplicado, mencionemos um atomo com carga e momento
magnético —%%— $ em presenga de um campo eletromagnético. A

hamiltoniana se escreve

As equagOes de movimento sao

a’r E +A-@"-1-i B) - L v(Ed)
m dtZ —3( dt XB -2m .
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-
ds _ ge

Esta Ultima & a equagdo (0. 8-4). Para este sistema pode-se

também introduzir o termo @2 interagao Spin-oOrbita,

1 1 dv,> !
= =S 7.8 |,
BLLS 2m2 r dr ]
para a descrigao da estrutura fina atdmica.

De interesse para o nosso trabalho & a generaliza-
¢ao deste formalismo para o caso em gue os graus de liberda-
de internos sio associados com o spin isotdpico. Definé-se o

colchete de Poisson por

A 9B _ 3B 3B ,. 3B A sc

3 —= I, (0.11-3)
Jp, Py ax

{a,B} = o abc AT 3 BIb .

ax

onde Cabc s3o as constantes de estrutura do grupo de Gauge em
questao.

As equagdes de Wong neste formalismo sao obtidos de

(0,11-% com a hamiltoniana
I & _ gal ©(0.11-
H=-t(p, - AL ) (% - gAlT") . (0.11-4)
Considerando apenas as variaveis de spin,

- A 3B -
{a,B} =, a5 % .1 5
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e em particular

{s 8.} =c, s . (0.11-%)
Uma transformagdc S_ » §a = ga(S} & denominada de
candnica se as relagdes (0.11-3) sdo validas para os novos
spins. Sob estas transformagOes os colchetes (0, 11-2} sao
invariantes e as equagOes de movimento sao invariantes em
forma. As transformagbes candnicas infinitesimais mais ge-
rais, que preservam a norma do vetor de gpin, sao dados pela

rotagdo nao rigida.
S = * 2 : _!\
5 =5, + @xd), + 0@ (0. 117}
onde 0 = £VF(s), e a fun¢do geradora F(s) & arbitrdria. Pode-

-se demonstrar que as transformagCes candnicas definidas aci

ma constituem um grupo.

0.12 Particulas classicas supersimétricas

0.12.1 A particula livre

O uso de varidveis classicas anti-comutativas - e-
lementos de uma algebra de Grassmann - tornou-se bastante 41
fundido nos {iltimos anos. Tais variadveis podem ser usadas pa
ra a descrigdo dos graus de liberdade de spin classico, e a

teoria resultante & bastante rica, pois além de nos permitir
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uma boa compreensao de varios aspectos da dindmica do  spin
classico ela nos conduz diretamente ao conceito de . supersi-
metria. Além disto, alguns aspectos bastante complicados da
supergravidade aparecem, no contexto desta abordagem, de ma
neira tecnicamente mais simples e portanto mais faceis de
serem conpreendidos. Vamos fazer primeiramente uma introdugao
sobre variaveis de Grassmann e sobre a dindmica clissica de
sistemas descritos por estas variaveis.

Existem muitas maneiras de se oonstruir uma inteqral
de agao, para particula classica com spin, usando variaveis de
Grassmann. NoO gque se segue vamos nos basear nos trabalhos
de Berezin e Marinov, e Galvdo e Teitelboim. Ao leitor inte
ressado em ocutras abordagens, ou mais detalhes do que vamos
apresentar, sugerimos consultar as referéncias desta secgao.

vamos denominar de variaveis pares {(ou variaveis
de Bose} e impares (ou variadveis de Fermi} as variaveis comu
tativas e anticomutativas, respectivamente. Se {qi}, i=1
..., N, sdo varidveis pares ¢ {0%)}, o« =1, ...,M, sdo varii

veis Impares, tém-se as seguintes propriedades.
%P+ 080 = o (0.12-1a)

8%t - oo

i
o
-

{0.12~1b)

qidj" qjdi

Il
o
.

(0.12-1c)

Uma fungdo de um conjunto de variaveis de Fermi pode ser de-
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finida por uma expansao formal

£(8) = £+ £.0% + £ 0%PBs ... . (0.12-2)

ab
Se o nimero de varidveis de Fermi for finito a série necessa
riamente termina, em virtude da propriedade (0.1l2-la}.
Define-se dois tipos de derivadas numa algebra de
Grassmann. Consideremos uma variagao t£(8}, em primeira or-

- . - o
dem, como consequencia da variagao e®* + 8% + 50%:

o '3f - f._ﬁ_

- $6¢ (0.12-3)
56 36

¢£{6) = 68

3£ ¢ 85
a9 30
vada a direita respectivamente, e sao operadores lineares so

s3ao denominadas de derivada a esquerda e deri

bre a algebra de Grassmann.

Pode-se construir expressoes explicitas para as de-
rivadas definidas acima. Para isto & suficieate construi-
las para monémios,'em,virtude de (0.12-2}). Dado o mondomio
8* 2 .. ¥, para calcular a sua derivada a esquerda (di-
reita} com relagac a ®, devenmos permutar_eB até a  posigao
mais a esquerda (direita}, usando (0.12-la}, e em seguida e-

limin3-lo da expressao. Formalmente,

p%n

—ﬁgce“'auz...e““) _s®Bgdz | o¥n _ s@aBgB140s

t oeee + (-1)271s%aBg%19%2  g%a-1 | (0.12-4a)



CBPF-MD-006/85

=115~

(6%10%2...6%) —Eg = §9B0g30:2  g0n-1_ gB0n-1g%1 o%n-24%
36

+ ... +(-1i“‘1a“136“‘e°9...e“n . (0.12-4b)

B ent3o ambas as derivadas sao 1i-

Se o mondmio nao contiver ©
guais a zero. Daqui por diante vamos nos preocupar apenas
com a derivada a esquerda, gue denotaremos simplesmente por
3/90.

Verifica-se sem dificuldades que

5 4 9f 3 4 af
2. = - 9 (=L 0.12- S
3% (EEE) 368 (ae“) ’ ( )
-gg(fg) = JE% g + (-1)°¢ Jﬂ% . {0.12-5b)
30" 30 36

Nesta {iltima expressao s & o Indice de paridade, ou indica
dor, de f. Por definigao, o indice de paridade de um ele-
mento da dlgebra & zero, se o elemento for tipo Bose,ou 1, se
o elemento for tipo Fe:mi.

A regra da cadeia segue diretamente da definigao

de derivadas: se &% = ea(nB} e f=f(g(nl},

56% = &n® %33 ., (0.12- 6a)
58
e
a
s = 56% 2L = 5B 28, DL (0.12-6%)
30 36

donde resulta que
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of 28% of :
7 = —-—B — . (0.12-60)

an an” 3%

Se t & um parametro real e 0% = g%(t}), entdo

o
§6% = %%; st (0.12-7a)
e
of de® af :
Sf = 86% 25 = gt -2 (0.12-7b)
3% dt 40
donde
' o
af _ a8 3f | (0.12-7¢)

It~ dt g4

A integragao sobre as variiveis de Grassmann & de-
finida como segue. Introduzindo os simbolos de&', ..., d@M,
obedecendo & relagaoc (de anti-comutagdo} (0.12-la}, define-

se as integrais

Idea = 0 r f Badea = 1 (a=lf...'N} (0-12-8)

{sem soma sobre o)
Integrais miltiplas sac entendidas como integrais iteradas.

Para a integragao por partes tem-se o resultado

I:E(G) gﬂ de = If '5-59_ g(6)de . - (0.12-9a)



CBPF-MO~006 /85

- =117=

Isto & tudo que necessitamos para construir um modelo classi
co para particulas com spin.

Consideremos um sistema descrito pelas  variaveis
pares {qi}, i=1, ...,N, e pelas variadveis Impares £, a =
=l, ..., M, e admitamos que a sua dindmica & obtida do prin-

cipio de Hamilton com integral de agao

s =jdtL (9, q:6,6,t) . (0.12-10)

Para que a teoria seja fisicamente razodvel, a agao, e conse-
quentemente a lagrangiana, deve ser uma fungao par. As equa-

¢oes de movimento que se obtém da agado (0.12:10} sao

= (aa}'.) - Lo, (0.12-11)
3 iq

a aL) 3L

2 (KL - =0 . (0.12-12)

dt (ae“ 26%

Definindo os momentos canonicamente conjugados a
qi e ¢ por

P, = —7 ﬁ" - & 'y : (0.12-13)

1 3&1 a aéa

podemos construir uma hamiltoniana

H=gp + %n - L . (0.12-14)
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Note que como L & par, H também o &, e Os momentos n&

sao Impares. AsS equagOes de Hamilton se escrevem

=25, o, = - ﬂl{ , (0.12-15)
Bpi g

-8, § =-28 (0.12-16)
all o 36

Neste ponto vamos introduzir os colchetes de Pois-

son na teoria. Impondo que

F={F,d . (0.12-17)

pode-se mostrar que o colchete de Poisson na equagao acima

tem a forma geral

SF 3G _ OF 3G
T 1

3q” dp; dp; 3q

{F,G} =

+

+ (0.12-18)

o (2 23y
o a

onde sE'é o indicador de F. Este colchete satisfaz a to-
das as propriedades algébricas dos colchetes de Poisson usu-
ais, inclusive uma versao generalizada da identidade de Jaco
bi. Apresentaremos a seguir algumas propriedades dos colche
tes de Poisson entre variaveis pares e impares. No que segque
E e 0u representam funcdes pares e impares das variaveis

u
dina3micas.
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{El,Ez} = - {EQ,EI}
{$1,5223} - EZ{EI,EB} + {EI,EZ}Ej
{El,{Ez,Ea}} +‘[Ez,{E3,E1}} + {E3,{31,Ez}} =0

{E,0} = - {0,E)

{0.3132} EI{O,EZ} + {O,EI}EZ

{o,0,,8} = 0,{0,,E} + {0,,E}0,
{0E,,E,} = O{E,,E,} + {0,E,}E,
{EE,,0} = EI{EZ,O}'+.{E1,O}Ei

{E,0,0,} = OI{E;Oz} +{E,0,}0,

{E1,0E2}=ﬂ {EI,EZ} + {EI,O}EZ

{e,.{E,,0}} + {E,,{0,E }} +{0,{E ,E,}} =0
{0,,0,} = {oé,oi_i?

{0,0,,0,} = 0,{0,,0,} - {0,,0,}0,

{E0,,0,} ="£(0,,0,} - {E,0,}0,

{E,{ol,oz}} + {01,{62,3}}'— {02,{E101}} =0
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Os colchetes de Dirac sao definidos do mesmo modo

que no caso usual,
{F,G}* = {F,G} = {F,xm}c‘m{ Xa:Gl (0.12-19)

e pode-se mastrar gue satisfaz as mesmas propriedades algé-
bricas que os colchetes de Poisson (0;12-18}T

A matriz ¢! = (c™) exibe algumas peculiaridades
no caso em gue alguns dos vinculos de segunda classe X sdo
fungoes Impares. Pode-se mostrar que se o conjunto {xm} e
de sequnda classe a matriz ¢‘1 existe mas, no caso menciona
do acima, isto nao implica que o nimero de vinculos de segun
da classe & par. Como conseqfiéncia deste fato, a dimehéiong
lidade do espago de fase pode ser impar.

Passemos d aplicagdo deste formalismo a um modelo
simples. Consideremos uma particula livre nao-relativistica com
coordenadas de posigao xi(t}, i=1,2,3. Para descrever os
graus de liberdade de spin vamos associar com a - particula

i et(t}. Admitire-

trés variadveis reais -anticomutativas ¢
mos que estas variéfeis de comportam como um vetor sob o0 gru
po das fotaqaes espaciais 0(3}.

Para construir a parte cinética da lagrangiana lem
bremos que esta deve ser uma fungao par, e como os @ sao im-
pares, nao podemos usar 8?2 como termo cinético. No entanto,
temos agora uma nova possibilidade que nao existe no caso u-
sual que & o termo :@uéj' que ndo & uma derivada total. As-

sim, escreveremos a lagrangiana para a particula livre nao

relativistica com gpin como
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L = -%—mﬁc’z + % 5.8 . (0.12+20)

As equagdes de movimento que se obtem desta lagrangiana sao
invariantes sob rotagdes e tamb&m sob transformagdes de Galli
leu, se admitirmos que as variaveis 06 sao invariantes sob
estas ultimas. B importante observar que a lagrangiana (0.12~
20} exibe uma caracteristica geral prdpria dos sistemas tipo
Fermi, que & a linearidade na derivada temporal.

Para passar para o formalismo hamiltoniano vamos

definir os momentos conjugados

_ 9L _ - -
f = —%% =1e . (0.12-22)
3

Os colchetes de Poisson fundamentais nac nulos sao

{xi,pﬁ} = aij , (0.12-23)

ef,mY - 8k, . (0.12-24)

As equagdes (0:12-22} sado vinculos primidrios d tep

ria,

-, -2 ~25)

e s3o consequéncias da linearidade de 1L em &. A hamiltoni

ana total se escreve
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— k -
H -.'Hc+}\xk

3

. 2 . i
A -
= £+ aky (0.12-26)

onde 1 * sdo multiplicadores de Lagrange, fungdes impares. As

condigoes de consisténcia
Xk ={Xk;H'} = 0:

conduzem a ’k = 0. Portanto, nao ha vinculos secundirios e

o8 X, sao de segurtda classe:

{xi'xk} =‘iaik (0.12-27) .

(Note que det|[{x;, X, }I| # 0, e portanto ndo hd combina-
¢Oes lineares dos x que sejam de primeira classe.}

Podemos agora introduzir colchetes de Dirac basea-
dos nos vinculos de segunda classe xi; feito isto, podemos
considerar as equagoes (0.12-25) como equagdes fortes, X\~ 0,

e eliminar os momentos m, da teoria,que fica apenas com as

variaveis 3} e ei& A matriz inversa de ¢ = ({Xi' Xﬁ}} &
(¢t = (—‘ﬁiki de modo que os colchetes de Dirac ficam sob
a forma

{a,B}* = {a,B} + ¥a,x;Hx;,B} . (0.12-28)

Em particular,

{ol gkyx = stk | (0.12-29)
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Passemos agora a construgdo da integral de agao da
particula. Lembremos que as equagdes de movimento sao obti-
das por extremizacao da integral de agao por pequenas defor-
magoes da histdria da particula e que estas deformagoes de—
vem obedecer & condigdes de contorno cujo nimero & igual ao
niimero de constantes de integragao da solugaoc geral das e-
quagdes de movimento. Para as varidveis pares (Y, impo-
mos as condigOes usuais gue os x} sejam fixos nos instantes
inicial e final. Para as varidveis Impares nac podemos im-
por uma condig¢@o analoga, porque isto significaria impor du-
as condigbes de contorno para uma equagao diferencial de pri
meira ordem. Como consequéncia, a agdo para o sistema nao
pode ser tomada apenas como a integral da lagrangiana no tem
por mas deve éer suplementada por um termo de fronteira. Va-
mos simplesmente exibir a integral de agao correta e mostrar
que o principio de agdo & satisfatdrio. |

Escreveremos a integral de agao como
S = j dt L - + %— g(tl).g(tz) ’ (0.12-30)

e afirmaremos que as solugdes das equagdes de movimento sao as

curvas gue ndo produzem variagfes de S sob as condigdes:

|
o
Oy
-
+

s?c(tl) ) =0 (0.12-31)

.aﬁcti> {0.12-32)

|
-+
o
ay
N o
(X3
]
o
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Para verificar que este principio de agao & satisfatdrio, de
vemos verificar se: (I} a extremizagao de S sob as condi—
¢Oes (0.12-31,32} conduz as equagSes de movimento sem restri
¢des adicionais; (II} as equagbes de movimento tem solugao u
nica, consistente com valores arbitrarios dados de § (ti}'
ey e Bury ¥ e, | |
Como a dependéncia da agao em %X 2 a usual, vamos
nos deter apenas na dependéncia em §. Por variég&es em

[} (t) encontra-se

t _
as=J “ar 1 8% - %-[sé‘ct) *63(2)]. [3(1) -3(2)]'
1y
onde usamos a abreviagao g(tl} = §(1}, ete. © termo de fron-
teira se anula devido as condigdes (0.12-32}), e a extremiza-

gao de S conduz a
§=0 . (0.12-33)

de modo que a condigao (I} fica satisfeita.

Suponhamos agora que d(1) + 8(2! & dado como 2E,
por exemplo. Neste caso existe uma @nica solugao de (0.12-33
compativel com esta condigao, § = E para todo t, de modo que
a condig¢do (II) fica também satisfeita.

Tende construido a integral de agao podemos obter
as leis de conservagdo associadas com o sistema. A agao (0«
12-30} & invariante por rotagdes, translagces e transforma-

¢Oes de Galileu. Estas duas 0ltimas ndo afetam as variaveis
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de Fermi de modo que vamos analisar apenas o caso de rota-

goes. Sob estas transformagoes tem-se

sxt = mijxj , (0.12-34a)
= w,d | -
sot = wlied '(0,12-34¢)
com Big T T Wy4qc Supondo que as equagoes de movimento sao

validas,a variagdo na agao se escreve

ta . . ' _
§S = a§.§| +3 wjkEaJtz yok(2) - ¢J (1)9“(1)] ‘
t

[N

donde se obtem as constantes do movimento

onde
= - =36}
L. = %,p ~ X, P, - {0.12-36
e
Sik = 1eiek . (0.12~37)

A varidvel dinfmica J,. & o gerador de rotagoes e

k
deve ser identificada como ¢ momento angular total do siste-
ma. BEste gerador se decompbe em uma parte orbital L., que
ndao & invariante por translagces ou transformagées de Gali-

leu, e uma parte intrinseca, ou de Spin Sik' que & invarian-
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te sob estas transformagcoes. Em termos de colchetes de Di-
rac Ly, e S; cbedecem a algebra usual. Por exemplo, de-

finindo-se o vetor de #pin

) - ]
Eijksjk ' (0.12-38}

'-l
nof H;

tem—-se que
{si,sj}* = Eijksk . (0.12-39)

Neste ponto & importante observar que se omitisse-
mos o termo de superficie na integral de agao o procedimento
acima conduziria a uma definigao do m=pin com sinal oposto ao
gue encontramos. Sob o ponto de vista de leis de conserva—
g3o isto néo seria importante porque, para uma particula 1li-
vres Ly, e S5, sao conservados independentemeﬁte. Mas se
interagdes estiverem presentes entdo o sinal tem importéncia,
porque € a soma de Lik. com Sik que se conserva. Agora, se
queremos identificar J,, como o gerador de rotagdes entao
o sinal se torna importante mesmo para a particula livre:
com o sinal de S,  trocado J,, nac gera as transformagoes
(0+34a,b,c}.

A questdo qgue se pde agora &: a que sistemas quan-
tico corresponde o sistema clédssico descrito pela agao (0.12-
35)? Esta guestdo pode ser respondida sem dificuldades es-
bogando-se a quantizagao candnica do sistema.

A prescrigao péra converter as variaveis dinamicas

da teoria classica em operadores &
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{A,B}* — ()" [R,B] ¢ ,

onde © sinal + identifica ¢ anticomutador (a ser usadec quan-
do A e B s3oc varidveis de Fermi! e - identifica o comu-
tador (a ser usado quando pelo mencs A ou B & uma varidvel
de Bose).

Aplicando esta prescrigdo a (0.12-29); obtém-se
Ce*,e3] = us*d

donde se conclui que se tem uma ‘algebra de Clifford. Em termos
de operadores atuando em um espago vetorial, sabemos que exig

te apenas uma representacgac irredutivel desta algebra,

1/2 i
g

)

onde ¢ s30 as matrizes de Pauli.

r

O vetor de spin quintico fica dado por -

Desta expressao conclui-se gue a teoria descreve uma particu
la n3o relativistica de spin 1/2,

Passemos 4 generalizagao relativistica deste mode-
le. Ingenuamente, poderiamos tentar a generalizagao fazendo

simplesmente ek -+ &p, u, =0, 1, 2, 3, e manter a forma
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(0.12.30} da integral de agao. No entanto, este procedimen-
to simplesmente aumenta o numero de graus de liberdade ' de
Fermi e n3o conduz a um modelo que possa ser interpretado co
mo o sistema classico correspondente a uma particula relati-
vistica de spin 1/2.

Para obter a descrigdo classica correta vamos par-
tir das equagdes quanticas para a particula com spin, a e-
quagdo de Dirac. Este procedimento nos parece o mais convin-
cente, ja gque aparentemente ndo existem argumentos puramente
clagssicos mais simples. Por outro lado, este  procedimento
nos proporciona uma hebilidade que pode ser usada em  outros
casos quando a descrigdo gqudntica nd3o & bem compreendida e
um andlogo cldssico é desejavel como ponto de partida. Além
disto, a 1déia de supersimetria emergira diretamente do 1li-
mite cldssico da equag3o de Dirac, o que hos parece O resul-
tado mais valioso desta abordagem.

Partamos entdo da equagao de Dirac

Girts, +mg =0 | (0.12-40)
' que implica na equagdo de Klein-Gordon
(- ﬁé O+nm®)y = 0 . (0.12-41)

vamos introduzir os operadores

L 1/2
I 1("%) o LA (0.12-42)
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kP =(_%)}/2 s .

que obedecem as relagoes de anticomutagado

e lembremos que

com

Eau'g\"l = = n nuv ,
+

E@S--,§51+ =K ,

EQ‘H"%] = ﬂ'lﬁuv

A K
IL 7 ] ’

u

na representagao de coordenadas.

CBPF-MO-006/85

(0.12-43)

(0.12~44a)

(0.12-44Db)

(0.12-45)

(0.12-4&)

0 ponto chave na passagem ac limite classico & in-

terpretar as equagdes (0.12+40,41} como dois vinculos de pri

meira classe que atuam sobre os estados permitidos ao siste-

ma. Assim, vamos escrever aquelas equagoes sob a forma

(e“p_u +mé‘5)w =0 ,

(énﬁu +m2)py =0 ..,

{(0.12-47)

(0.12-48)

Observe que (0.,12-47) & homogénea nos operadores €.

A teoria classica & formulada em termos de quatro
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pares de varidveis (reais) de Bose x", P,s © cinco variaveis

(reais}! de Fermi @u{ 85, que satisfazem aos colchetes de

L 4
Dirac (*)

{e¥,eV1* =¥V {0.12-49a)
e, =4 (0.12-49b)
{x",p 1* = auv (0.12~-49¢)

A din3mica do sistema estd contida nos andlogos

classicos das egquagdes (0.12-47,48}, os vinculos de primeira

classe

g = e“pu +md, % 0 . (0.12-50)

Ye=p? +m2 0 , © (0.12-51)
que obedecem a &lgebra

B =1 ] (0.12-52a)

{f Yoix =0 ' (0.12-52b)

. W =0 : (0.12-52c)

(*}Continuamos 4 usar a notagﬁo {. }*;para manter contatd:
- » - -
com os resultados do caso nap” relativistico e com a agracg- que
gera construida a seguir. 3
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A integral de agao hamiltoniana pode ser obtida sem
dificuldades. De fato, como sabemos que a dindnica da teo-
ria estd contida nos vinculos (0.12.50,51}, a hamiltoniana
efetiva do sistema sera uma combinagao linear de com
multiplicadores arbitrarios. Além disto, a estrutura do ter
mo cinético na agac & fixada pelos colchetes (0 -12-49} qué,
de acordo com o gque j3@ sabemos do caso nao relativistico,

i

corresponde a um termo da forma Xp + —5 6.6. Segue entao

que a integral de agdo com os termos de fronteira é

T
2 B
= > i.8u 2
S—J d'r[x P, +2(é 8, * 8585)
T

- N{t} (p? +m?) - :I.M('l')(ﬁl'[pl‘l -H-mﬁs )]
+-%(e“(1)ea(2) +6,(1)8,(2)) , (0.12-53)

onde N(t! e M(t! sao multiplicadores de Lagrange reais, par
e impar, respectivamente.
As equagles de movimento sao obtidas do principio

da agdo com as condigoes

|
o

sxt(1) =0, &x*2) =0 ,  (0.12-54a)
seM(1) + s6¥(2) = o0 ,  {0.12-54b)

86, (1) + §6,(2)

1l
o

(0.12-54c)
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A forma lagrangiana da integral de agao pode ser

obtida sem dificuldades, bastando para isto usar as equagdes

88 ”0 8s 0
I = 'O ’
IU

para eliminar pu em favor de x". Obtem-se

v

x* - 2np! - iMo¥ = 0 {(0.12.55)

donde segue que

N(T) = 5% V22 (0.12-56a)
mZ )
= X 0.12-
p]J s { 2-56b)
com
2% = x¥ - imeM . (0.12-57)

Substituigdo destes resultados em (0,12.53} conduz a

T2 . ] i .u - .
s =I drt [-:‘-,lm— -z° 4+ -2-(8 B-n + 8595) - 1M.-m65:|
Tl '

1,40 : ‘ -
+ 5(67(118,(2) +-§5(l)85§2}} . (0.12-58)
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Extremizagao de S com relagao a xu, e“, E%, M, sob as con

digSes (0.12-54}, conduz as equagdes de movimento corretas pa
ra x¥, o% e 95.
Consideremos as transformagdes geradas pelos vincu

los de primeira classe (0:12~50,51). De modo geral,
SF = {Fndb+ ivdl .

Aplicando a equagao acima ds varidweis dindmicas da teoria encontra-se

§x* = 2np" + ive* , (0.12-59%a)
se" = vp¥ , (0 .12-59b )
6p, = 0 | . © {0.12.59¢)
86, = 0 . (0.12-59d)

Suplementando estas equagdes com

M =v , 8N =u +4ivM, (0.12-60)
verifica-se sem dificuldades que estas transformagdes deixam
invariante a agao no espago de configuragoes e, portanto, de
finem uma transformacao de gauge neste espago. De (0.12-59a
b} ;vé-se que as transformagoes geradas por S misturam as
varidveis tipo Bose com as variaveis tipo Fermi. Por esta ra
zao diz-se que 98 € o gerador de transformagoes de supersi-

metria.
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Como tiltima etapa na construgao da teoria precisa-
" mog definir e obter uma expressiao para o spin da particula.
Neste sentido, seguindo o que foi feito no caso nao relati—
vistice, vamos definir o~c6mportamento das variiveis din&mi-

cas sob transformagoes de Poincaré :

sxM = wuvxv + e¥ (0.12-61a)’
Gpu = wuvpu , (0.12-61b)
soH = o v . " (0.12-61c)
685 =0 (0.12-614)

Seque do teorema de Noether aplicado a agao (0.12-53} que
_ R WP . 1l uv|. - | . 12—
0 =688 =c¢ (pu(2)+pu(1) +x ETW(Z) Jwtl)] (0.12-62)

onde

gV = x¥p¥ - x’p* + i6¥eY (0.12-63)

sao os geradores de rotagbes de Lorentz, que identificamos
com o momento angular total da particula. mxtamatecxm1qles-
tes geradores obedecem a dlgebra do grupo de Poincaré.
Obeserve que comca hamiltoniana & uma combinagao
lineaf dos vinculos com coeficientes.arbitrérios, o fato de

Juv e pﬁ serem quantidades conservadas pode ser expresso
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dizendo-se que estas quantidades tem colchetes de Dirac nu-
los com ’ﬁ e 3&.. B claro que, em particular, as quantida-
des conservadas sac invariantes supersimétricos. |

O Spin da particula sera definido como a projecgao
do momento angular total no subespago ortogonal a pu. Esta
definigdo & satisfatdria quando a particula tem massa dife-
rente de zero, porque o Spin fica definido sem ambigliidades e
tem as seguintes propriedades: (1} & conservado para a partl
cula livre e, em particular, & invariante por transformagoes
de supersimetria; (2) obedece a dlgebra do grupo de Lorentz;
{3) & invariante por translagdes (propriedade  intrinseca).

Se a particula tem massa nula esta definigao se
torna ambigua e ndo & satisfatdria. Mais adiante daremos al
guns detalhes sobre este caso.

Como foi dito acima, o tensor de spin & definido

pPoXx

sV 4 u‘-‘pu"la"" (0.12-64)
onde .u"p .& o operador de projegao no subespago ortogonal a

P,?

Moot 4 Lplp 0.12-65
“o o 2 F B ¢
Como U & definido apenas em termos: de P e tanto
p, . como J°* s3o conservados, segue gue s¥V & conservado.
Isto significa que os colchetes de S”_\J com % e 96 830 nu-

los, de modo que, em particular,o tensor de spin e invariante

supersimetrico.
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Além disto, como

¥ B

segue que sV & invariante por translagces. Em outras pala-

vras,

{s“",pa}* =0 . (0.12-67)

Finalmente, & facil . verificar que

{s¥V,s%8)e y chVoPstP (0.12-68)

onde CEEGB sao as constantes de estrutura do grupo de Lorentz.

(0 tensor u“p & um operador de projecao somente quando p? +
m2 = O, isto &, quando o vinculo % = 0 & wvAlido. Portanto,
as definigdes (0.12-64) e as equagdes (0.12-66,67,68) saoc va
lidas no sentido fraco. Isto & suficiente para o0s nossos ob
jetivos).

Substituindo a expressao (0.12-69) de 77X na defi-
nigao (0-12-66) do tensor de spin e usando os vinculos 4, =0
e =9 encontramos

sy 10M6¥ + Lo (6¥pY - &"pY) . (0.12-69)
Verifica-se sem dificuldades que

é“’pu % 0 (0.12-70)
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Ve, no . (0.13-71)

Como consequéncia tem-se também que

TREI -
shx” g0 . (0.12-72)

E iﬁportante cbservar que, como consequéncia de
(0.12-55}, x" n3o & proporcional a Py No entanto, apesar
deste fato, stV & ortogonal tanto a p, como a iv, e estas
condi¢cdes seguem diretamente do principio da agao.

No caso de particulas de massa zero nao podemos de
finir o spin da particula seguindo a mesma linha de racioci-
nic que no caso massivo, porque neste caso nao existe um sis
tema de repousc para a particula. Na verdade ndo podemos cors
truir, de maneira nao-ambigua, uma projecao do momento angu-
lar total na diregdo ortogonal a p, gque agora & um vetor
nulo.

Podemos construir uma base local com os vetores (pn
k, et ¥ , )+ obedecendo as relagoOes

24

k=1, k? = e,., = . = =
P 0, p e(l) 0, k e(i) 0"‘?1)’e(j) .. ,

ij
e definir um escalar I, gue € a projegao de JGB no plano
e e V.
Gy Sl
. L] p.
Vo= gHVe(l)gl2) _ 4 olg* —L )
' H v ij

k -
lp|



CBPF-MO-006 /85
=138~

O escalar [ & invariante por translagCes e representa a

gHv

projegao de na diregao do movimento em qualquer refe—

rencial de Lorentz. Em outras palavras, I & a helicidade
da particula. A relagao entre a helicidade e o vetor de #pin

8
R § VPO . o } _
=77 fuvpe? P ORI Py - (0.12-73)

Este resultado nos diz apenas que I & a componente do spin
na direg¢dc do movimento, e ndo significa que o spin da partl

cula (sem massa} tem a diregac do momento.

0.12.2 2 ¥nteragao com campos de wgauge

Consideremos incialmente o campo eletromagnético.

A equagao de Dirac se escreve
Vo, - den (x) )} +my =0 . ©{0.12-74)

Introduzindo as varilveis de Grassmann,obtemos os  vinculos

de primeira classe

A

it

au@]J +mhy g O (0.12-75)

onde

ﬁt'= P, = €A . {(0.12-76)
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Note que p, € o momento conjugado com Xx':

{x*,p }* = &¥ (0.12-77)
0 momento (?11 satisfaz a
(6, 81% = er, ~(0.12-78)

como pode ser verificado diretamente usando a definigao (0:
12-76). Usando (0.12-78} encontra-se que ,QB satisfazem as re

lagoes (0.12-52a-c} com

bR =(?u6’“ +m? - ier, 0% . (0.12-79)

A integral de agao pode ser escrita como

= 2 WA i,2u 2 o u
S = ’r d'rl:x " + -5(8 Bu + 6.565) +eAux
™ |
- (N% + imﬁ)]- . (0.12-80)

A equacdo de movimento para uma varidvel dinamica

F{t} e

F = { F,H}*
com a hamiltoniana dada por

E= N0 + im0 B w0 (0.12-81)
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onde N(1} e M(t} s3o fungOes arbitradrias do parametro T.

A equagaoc de movimento para 8 resulta ser

o . (0.12-82)

n

-mM

Este resultado nos diz que a variavel 65 pode tomar quai-
guer valor durante a evolugac do sistema, fazendo-se uma esco
lha apropriada de M(t1}. Esta arbitrariedade pode ser usada

para fazer uma escolha do (super} gauge,

8(t) § O (0.12-83)

de modo que

M{t) g 0 . (0.12-84 )"

Assim, trabalhando—-se neste gauge pode-se omitir o termo em M
da hamiltoniana.

Temos ainda a liberdade de fixar a parametrizagdo
da linha de universo da particula. A escolha &bvia &, no su-

per-gauge 65 g 0, tomar t como o tempo proprio:
xMx = -1 (0.12~85)

Esta condigdo pode ser implementada por uma escolha da fun-
gdo N(t) que, deste modo, ndoc fica mais arbitraria. Da equa

¢do de movimento para %" segue que

M = 2™ , (0.12-86 )



CBPF-M0-006/85
-141-

que combinada com (0.12~85} e (0@12a79} conduz a

=1/2 '
N(t) = %'(m? - eFﬁvs“") ‘ (0.12—87)

onde

'V = te'eY (0.12-88)

& o tensor de spin.

Observe que (0.-12-87) foi obtida sem a fixagao do
gauge para as varidveis dinadmicas. Apesar disto ser permiti
do para se cbter as equagOes de movimento, este procedimento
tem a desvantagem de na3o permitir a eliminagao de nenhuma va
riavel dinamica da teoria.

A expressao (0.12-87) & bem definida porque a quan
tidade sob o sinal da raiz guadrada nao pode se anular, ja
que cada um dos termos estd num setor diferente da A&lgebra.

Temos entao que

1/2

N(r)=2m(1-—F é"") =
- wo _ e? MV 2")
= 5= (1-+ oS " (Fuvs > }
.1 v
Y\l Yo 2m2 W s ) - (0.12-89)

A segunda igualdade acima vem do fato de que um produto de mais
de quatro variadveis de Fermi se anula identicamente, enguan-

to que a igualdade fraca & consequéncia do vinculo Sf)a-e”@u 0
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que deixa apenas trés das variidveis B independentes.

Usando (0.12-87) a equagao {(0.12+86} assume a for-

2 e (14 —m; r s )0° . {0.12-90)

Finalmente, admitindo que as equagoes de Maxwell 3UFUv =0
sao validas, obtemos as seguintes equagOes de movimento para

as variaveis dinamicas

a2 (2 +;-:-; Flps"")pau@" + %8, (0.12-91)
2 (1w # FAps"")F"‘ug" . (0.12-92)
- N A AR \ (0.12-93)
5 Vg FOLE | | | (0.12-94)
# &2 (1 + -59—— a“’) + g(a r 8" (9-12-99

+ j;(f'ws“")?“ .
vé-se de (0.12.95) qgue a presenga do spin introduz modifica-
¢Oes na forga de Lorentz, devidas ao acoplamento entre o :spin
e o0 campo eletromagnético e suas derivadas primeiras. O apa-
recimento do gradiente do.campo eletromagnético & uma indica
¢3o de que, num sentido fisico, a particula tem "extensao"

Por outro lado, a equagac de movimento para o spin, equagao

(0 .12.94), & exatamente a equacao de movimento para uma par-
¢
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ticula com razac giromagnética g = 2. De fato, no referen-

cial de repouso, xi = 0, temos que

dSi _ e i |
dt m F=.8

o que significa que ¢ momento magnético &

=01

- = ‘é)

de mode que a razao giromagnética & igual a dois.

A generalizagao do que foi feito acima para o caso

de um campo de ‘yauge nao abeliano nao apresenta nenhuma difi

culdade. A equagao de Dirac em presenga do campo iu

KT _ a _
¥ (3u iga uTa)l]J +my ¢ ,

conduz aos vinculos de primeira classe

= aM —aqad : , \
16 G (pu_ ga uTa)-+m£5 ~ 0

= Y 2 _ a TPV
com ?L-—pd? + m? igFuvTae 0

- P
(j)u =p, ~ A" Ta .

Estes vinculos formam uma algebra fechada,

so anterior, equagoes {(0.12<52, a,b,c}.

a

= a2

uaf

(0.12-96)

(0.12-97)

, (0.12-98)

mesma

{0.12-99)

do

ca-
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A integral de agao para ¢ sistema se escreve

T
2 . . . . )
.s =--I art I:x]'lc:ri‘l +%-(E)u9u +6.68.) + c_mauTaxl‘l - (N(T)H+ 1M (T)ﬁf ):I .

Y (0.12-100)

As equagoes de movimento podem ser obtidas do mesmo modo que
no caso do eletromagnetismo.

Nos interessa generaliza; este modelo para incluir
o spin isotdpico da particula como varidvel dindamica da teo-
ria. Neste sentido vamos introduzir um novo conjunto de va-
riaveis de Grassmann,{ca}, a-= 1, ++. N, que pertencem a uma
representagao do grupo de dauge G, cujos geradores infinitg
simais sao T,-

Ja sabemos como construir o termo cinético corres-
pondente as variaveis 2, gque deve ser da forma icaia. Pre-
cisamos construir a parte de interagao com o campo de gauge,
e para isto vamos examinar a invariancia de gauge de uma teo

ria cuja integral de agao &

T : .
'8 =‘I szLo(x;C:C) . {0.12-101)

T

Suponhamos que a lagrangiana na expressac acima & invariante

pela transformag¢ao global

v = - i(u®T )T . (0.12-102)
Lembrando gque
L,
1 =2 (0.12-103)
a n
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a — _ q8 -
{g% ) =-6% :(o.;z 104)

:segque que os geradores da transformagdc (0.12-102} sdo da-

dos por

Ia =il Tag . {0.12-105)
De fato, verifica-se facllmente que

5t = {g,0°L) - (0.12-106)

As transformagdes locals correspondentes a (0.-12-

102} se escrevem
8z = - L ()T )T . (0.12-107)

Para tornar a lagrangiana invariante por estas transformagoes
seque-sepprocedimento usual de introduzir os potenciais de

gauge Aau(x} cuja lei de transformagado &

6a® ) = C:cwbacu " %'auma ) (0.12-108)

Denotando por L(x, z,z; A,%A! a nova lagrangiana invarian-

te de gauge, deve-se ter
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. ' E
 8(2 A% ) —L___ (0.12-109)

M a8
3 (3;8%)

Usando {0.12-107) e (0.12-108} encontra-se

— b 3L c b L
[ abA H 3AS cabavhu 95 Ac.3
H v

a ab’ v c
BA“ﬁ : 3(3uA v

1 oL
+ 3,30 ( -——————-) .
v g a
2(3, A%)

Comc esta equagao deve ser valida para qualquer @ (%) segue

ot e 3B g, |

que as seguintes condigoes devem ser satisfeitas :

aLa + aLa =0 , (0.12-0109%a)
3(3,A u) 3(3uA o) .
i“:a + 3 ai +'c:bAbu 8L__ .o , (0.12-109b)
2a% (3
s b oL ¢ 3L
o+ ¢S A’ = 4 a ~9 = 0. (@.12-
& Tab" ¢ 2R b AT, 0. (@.12-109c)

M
A primeira das equagdes acima nos conduz a condi-

gao usual das teorias de gauge, que L deve depender das de
rivadas de Aau apenas através do seu "rotacional”. Com
= a _ a _ a b ,c
FUU BuA v avh no gcbcA uA v

a segunda equagao pode ser facilmente integrada. De fato, u-

sando esta expressi3c tem-se gue

9Fb
8& = oL + ab af =
" 3A 322 | b 3F g oa®

H ' Fyg
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=2 | -2g9c%ab L, (0.12210a)
a ~“abh" A [ .
aa% [ b N
_ ag _
e I (1.12-110b}
22 A% ¥ N

Substituindo estes resultados na equagao (0.12-109¢} obtem-

-8e

a g aAa

M1 4+ 1.3 T =0 . (0.12-110¢)
ulgP

aB
Esta expressdo nos di a estrutura do termo de interagdo da

lagrangiana, que deve ser da forma

(0.12-111)

»

gi“IaAau(x)

Usando (0:.12-110b,c},.a equagao (0.12-109c} pode ser

reescrita sob a forma

e b oL

- _ C':Lllb _ oL _
i, = gco AT CabFuv-aFa . (0.12-112)
[TRY

Observe gue estas equagdes , a menos do tUltimo ter-
mo, sao exatamente as equagdes de precessad do spin isotdpi-
co, equagdes (0.10~14}. Nagquele contexto estas equagdes fo-
ram obtidas como condig¢des de consisténcia da definigao da
corrente jau, equagao (0.10-22}.

Examinando-se o comportamento das equagOes de movi
mento sob transfoimaqSes de gauge podemos obter uma interpre
tagdo das equagdes (0.12.112}. Com o momentc dado por

H

- a
¢ =p, +gI
"Byt 9 a®
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tem-se que,por uma transformagaoc de gauge,
o, = (3 w)r, . (0.12-113)

K

Do mesmo modo,

C aL _ a b c *V a, v
§ [(~— —gcbc(aum )Ir.aA vt (aua\,w )X Ia

3xu
! b oL. ¢ : Ca _
+ Cbc(aum )_;;E" FaB . (Qf12 114)
ap

Usando (0.12-113, 114} pode-se verificar diretamen
te que as equagoes (0.12-112} devem ser satisfeitas identica
mente de modo a preservar a invariancia de gauge das equa-
goes de movimento para x"(1}. ©Por outro lado, as equaqées
de movimento para as varidveis de Grassmann sao invariantes
de gauge independentemente das equagdes (0:12-112} .

Apliquemos estes resultados a um modelo simples.
Consideremos a representagao adjunta do grupo G (semi-sim-

ples, compacto],

)8 =41 8 . (0.12-115)

(Th c be

As variaveis de Grassmann associadas com os graus de liberda
de internos sdo reais. Sob a agdo de G estas varidveis se

transformam de acordo com (0-.12-107},

s2 = c:cmbcc .  (0.12-116)
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A lagrangiana livre para as varidveis [ se escreve

L = % : 3, (0.12-117)

_ 9L _ i 190
Ha = -TZ = -2- Ca ’ ‘0112 118)
ag
e os geradores (0.,12-105) ficam sob a forma
- _ i b _c - _

Em presenga de um campo de gauge devemos adicionar
a lagrangiana um termo de interagﬁo de acordo com (0.12=111):
.« _a *M_a

L=3¢% -gx'ars . (0.12-120)

Observe gque a lagrangiana acima pode ser cobtida formalmente
de (0.12-117} fazendo-se "acoplamento minimo" com o campo

Aau pela substituigao

. . ' b
g, — & +1g(r, )¢ A %M, . (0.12-1221)

Supondo que a particula nao tem spin,a lagrangiana

total se escreve

L = mVYox? + %-Eaca - giuAauIa , (0.122122)
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donde se obtem as equagoes de movimento

a o x¥ y_ o ey | a1
m o (_'__iz)—-gF av® 7?2, (0.12-123)
*a b a,¢ _

% + iga uX (Tb)c =0 . (0.12~124)

Usando as equagdes (0.12-124} verifica-se que as condigoes
(0 12112} sao satisfeitas.

Finalmente, a integral de agao para a particula
com spin e spin isotdOpico pode ser escrita diretamente usan-

do-se (0.12-53}:

T B
_ 2 ) i 3] i *a _ *1f. 8.
s-j d-r[x?u +3(8% +é595) +3 8%, - ox'ATT
T
1

- N(t) -iM(1)- ] {0.12-125)

onde omitimos os termos de fronteira e 95 ’ % e ?u sao da-
dos por (0.12-97,98,99}. Deixamos como exercicio para o lei
tor a obtengdo das equagdes de movimento.

Dois pontos devem ser observados. Primeiro & que
nas condigoes (0;12-110} surge um termo proporcicnal a Fauv'
Ia 9" ev, que nao aparece nas equa¢oes de Wong originais (wver
secao 0.10) Na verdade este termo nac pode ser evitado a ni-
vel cléssico. Fazendo-se a quantizagao do modelo no .gauge
x° = 1, apds as substituig¢des (0.12-42,43} este termo desapa
rece, e obtém-se a hamiltoniana usada por Wong como ponto de
partida. Dal a razdo de suas equagdes nao conterem este ter

no.
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Segundo, & o aparecimento de uma "singularidade ti
po dipolo", isto &, proporcional ac gradiente da fungao del-
ta, induzida pela presenca do spin da particula. Este tipo de
singularidade estd presente no tensor momento-energia e na

corrente associada com a particula. Esta ultima & dada por

T2

S 4) :
5¥ = :GS = f dtxP (T)gI (8) 8 (x(t)-2) +
a GAa a
H Ti '
_12 YeryeV ()5 cP °(§)(x(r)-z)
ater (¥ (‘r):l:b T v -gC., v ! .

(0.12-126)
Observe que este tipo de singularidade, que também ocorre no

-

caso da agao (0.12-53), & um reflexo da estrutura espago-tem
poral da particula.
0.12.3 A interagao com campos gravitacionais

Como anteriormente, o nosso ponto de partida & a

equacac de Dirac,gue na presenqa de um campo gravitacional ,

Se escreaeve
a“vuw(x) +my(x)=0 . (0.12~127)

Nesta eguagao v & o operador de derivagac covariante para o

campo espinorial Y(x},

v =23 =T (0.12-128)
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orde l"u & a conexao espinorial definida como segue.
No espago-tempo com métrica guv(x} consideremos

uma base local de tetradas’ {eu(A\(x}} , definida por

(0.12-129)

u v
©(a)%e)%uv = "ap

QA (BY

onde Nan € métrica de Minkowski.
As matrizes de Dirac YA, constantes, constituem
uma representagdao da algebra de Clifford associada com a mé-

trica local de Minkowski, satisfazendo a-relaqao
AT = vAYE o+ vByR = 2nfR (0.12-131)
Uma representag2o desta algebra, associada com a?gétrica do

espago-tempo guv(x},pode ser obtida de (0.12—131} através

dos vetores da base local,
G, vVix = 2a"V(x) ., (0.12-132)
com

) = ok, st (0.12-133)

A conexao espinorial I‘u pode ser obtida em termos
dos vetores eu(Ay'usando—se a condigao vugas = 0 que, levan

do em conta {0.12-132}, resulta em
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v, ) Y =0 (0.12-134)

Esta equagdo & satisfeita se impusermos que

PO oA - ;i = -
vdwu = 3aYu {ua}Yl + Yuru - T ¥ 0 . (0.12-135)

Usando as propriedades da algebra das matrizes de Dirac e a

expressdo (0.12-133) esta equagdo pode ser resolvida para T ;::

. . A
e : QH AB _ B A, _ _
T FeuyYvEmntY Y Yo¥©") = (0.12 1.3;61:)
- _1 A_B - |
ST T %Y Y (0.12-136c)

Com este resultado a equaqéo de Dirac em espagos

curvos, equacdo (0.12-127),fica sob a forma
W 1 AB. ) )
Yo, g e,y YRR Fmklx) =0 . (0.12-137)

0 vinculo de primeira classe associado com (0,12-

-

137} e

B
i

e“?u +mo, %0 , (0.12-138) *
onde

g® (0.12-139) "
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0s colchetes nao nulos entre as variaveis dinami—

cas basicas sao

G yp 3r =¥, (o, 68w =1n®®, (o1 =i . (0.12~140)
Tem-se que

{o", 9,0 = - {gs}eB , (0.12-141a)

(04,00 = 2% 00.13-141b)

{5)0;,‘538}* = %ﬁaasu\,eﬁe“ . - (0.12-141c).

Usando estes resultados pode-se verificar que
{gp1* = 130 {0.12-142)
com

o= g™PQ, +m: yo (0.12-143)

de modo que os vinculos obedecem & mesma Algebra que nos ca-
sos anteriores, equagoes (0.12-52 a,b,c).

As equacgoes de movimento podem ser obtidas fixando
-se o super-gauge comc no caso da interagdo eletromagnética,

equagdes (0..12-83) - (0.,12.87). Encontra-se que

= 8% = 0 (0.12-144a)
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(0.12-144b)

(0.12~144c)

(0.12-1444)

Como ocorre no caso do espago de Minkowskil, este

procedimento nd3o se aplica ao caso de particulas com massa

nula. Um aspecto curioso da interagao gravitacional destas

particulas @ que suas trajetdrias sdo geodésicas. O ponto de

partida para a demonstragao & uma escolha conveniente do su-

pergauge, &2 que as equagdes (0.12-83,84) naoc podem ser usa-

das. Introduzindo uma base local (T), k, e ecz,},como no
17 » !

final da segao (0.l2(a}}, uma escolha natural dos

de gauge, para este caso,&€ 6. 3 0 e 8.k & O.

vinculos
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Capitulo 1: A.TEORIA GERAL DOS STRINGS LIVRES

"As long as it looks like the way things are
built with wheels within wheels, then you are
looking for the innermost wheel - but it might
not be that way, in which case you are looking
for whatever the hell it is you find"

R.P. Feynman

1.1 A superficie de evolugdo e a integral de agdo

Um string & a generalizagao mais simples de um ob-
jeto puntual: & um objeto unidimensicnal cuja evolugao gera
uma superficie bidimensional no espago-tempo. Denominaremos
esta superficie de "superficie de evolugdo"”, I. De modo ge-
ral considerarembs strings de comprimento finito, salvo ob-
servagao em contrario. Além disto suporemos que, durante sua
evolugdo, 0 string naoc se intercepta consigo mesmo. Assim te
mos duas situagdes topologicamente distintas, gque correspon-—

dem a strings abertos e strings fechados, como na Pigura l.

(8) ©(b)

FIGURA 1: Superficie de evolugdo de um string s: {(a} s é um
string aberto; (b} s & um string fechado

Para rotular os pontos sobre £ necessita-se de
dois parametros que denotaremos por T e 0. Usaremos também
a notagao (Ea} = (g£'=1,E%=0). Estes parametros desempenham

(o} pabel de coordenadas internas no mundo bidimensional do
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string. o sera usado para rotular pontos ao longo do string
- @ um pardmetro cinemdtico. T serd usado comoc um pardme—
tro de evolugdo que,em certas circunstincias,serd associado
com o tempo. Uma escolha especlfica destes parametros signi
fica estabelecer uma malha de linhas coordenadas sobre I co

mo na Figura 2.

Possiveis esta-—
dos deum string:
linhas T =cons-
tante,
(T1<T2<TS...)

“Linhas 0 =constante,.
Cada uma destas linhas @
associada com a evolugao
de um ponto do string.

A partir deste ponto vamos fazer a  escolha e EII,-TZ:I e
ae | 0y ].
A descrigao de I no espago-tempo poder ser feita

pelas equagoes paramétricas

e e = e (1.1-1)

(w=0,1,2,3) , £=(£% ,
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onde y" s3o as coordenadas de pontos de I. Estas equagoes de
vem ser restritas a representar uma superficie causal, isto
é, tipo tempo ou nula, condigdo que se faz necessdria para
que I possa ser interpretada como a superficie de evolugao
de um objeto unidimensional, tipo espago. Assim, em cada pon
to de I deve existir pelo menos um vetor tangente tipo tem-

po ou tipo luz. Vamos usar a notagao

u u
‘W o_ 3y WM _ 9Y
Y 3t ¢ Y 30

para as componentes dos dois vetores (independentes)}, tangen-

ote te

tes 3s linhas T = e 0 = c— , respectivamente. Sobre

estes vetores vamos impor as condigoOes

y? = “uv§P§v‘i 0, (1.1-2a)

y'2 = nuvy'vy'v >0 ., (1.1-2b)

Estas restrigdes asseguram que I & do tipo tempo ou nula,
e sdao consistentes com ¢ fato de querermos identificar T co-
mo um parametro de evolugao. Observemos que as condigoes
(l.l—2§,b}}n50 sdo invariantes por reparametrizagdes em' T e
g.

0 significado geométrico da superficie I se refle
te na invari3ncia de sua descrigao (pelas equagdes paramétri-
cas (1.1-1}} por reparametrizagbes em T e o, isto &, pela co-
varidncia de sua descrigdo com relagao ds coordenadas inter-

nas. Isto significa que estas coordenadas sdo arbitrarias
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no sentido de que qualquer transformagdo do tipo

£ — EF = 78} (1.1-3}

conduz a uma descrigao equivalente da superflcie de evolugdo

se
g=(%)#o0 (1.1-4)

3g

e
=, - .

S (gr,e?y = 2L g o o= o0, (1.1-5)

aE? t
Na expressao (1.1-4} J & o jacobianc da transformagdo. A

condigdo (1,1-5) se faz necessaria para que o contorno da su
perficie permanega inalterado. & claroc que a teoria do
string serd invariante com relagdo as transformag¢des (1-1.3}
se as suas equaq6es forem expressas sob forma covariante com
relagao dquelas transformagodes.

Neste ponto & importante ressaltar que as diversas
quantidades que aparecem na teoria tém diferente carater ﬁeg
sorial com relagaoc as transformagdes admissiveis no espago-
tempo, o grupo de Poincaré, e as transformagoes admissiveis
sobre I; definidas pelas equagdes (1..1-3,4,5). Por exemplo,
as quantidades dEa se comportam como as componentes de um

vetor contravariante com relagaoc a (l..1-3},

ag® = & 4¢P - (1.1-6)
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e sao escalares de Lorentz. Por outro lado, as coordenadas
dos pontos de I, yu(E}, e dyu(g} se comportam como vetores

de Lorentz e sd3o escalares com relagdo a (l.1-3}. As quanti

dades
TR
v o= S (1.1-7a}

se comportam como as componentes de um vetor (contravariante)

de Lorentz e como um vetor (covariante} com relagao a (1.1-3),

-1 b ;
FHia 38 om (1.13-7b}
a BEa' b ;

e assim por diante.

Passemos a construgac do funcional de agao associa
do com o string. Por analogia com a dinamica da particula,
e seguindo a idéia de Y. Nambu, escreveremos o funcional de

agdo como proporcional d drea da superficie de evolugdo,

sl_y] =--—Nf aita . (1.1-8}

z

2
Nesta expressao d A & a area de um elemento de superficie

de I e N & uma constante com dimensdo de inverso de comprimen
to ao quadrado. Esta constante ndo estid associada com uma
massa, como acontece no caso da particula. Na verdade os
strings sao desprovidos de massa, e a constante N se expres

sa como
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onde o' & outra constante, relacionada com a inclinagdoc da
trajetdria de Regge principal do sistema quantizado.

Como as coordenadas generalizadas associadas com ©
string sdoc as coordenadas y"(E} dos pontos de I, devemos ex
pressar o integrando de (1.1-8} em termos destas quantidades.
(Observemos que, na verdade, estamos lidando com uma teoria
de campos em duas dimensSes onde as funcSes de campo sdo y©
e as coordenadas sdo £2 = (1,0)). Para isto precisamos de-

finir a métrica sobre I, o que faremos na segao seguinte.

1.2 A métrica da superficie de evolucdo e a densidade lagran

giana do ltring

Consideremos o elemento de linha d4d& socbre L. Em
termos das coordenadas internas Ea tem-se que
dg?

b
= gabdgadg ’ (1.2-1}

e em termos das coordenadas yu(E}

das? = n dytay" . (1.2-2)
Hv ,

(No caso em que o espago-tempo & curvo, a expressao (1.2-2)

assume a forma d£2 ='gm,-(y',‘dyudy\J onde (guv{y}} € o ten—

sor métrico correspondente. Este & o caso da interagac en-

tre o string e um campo gravitacional, e sera tratado em de-

talhes mais adiante)}.
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Na expressdo (1.2-2}dy" & um deslocamento infinite

simal sobre L e se expressa como

u . |
dy” = %ﬁz ac? = ytar + y'Mar . (1.2-3}

Comparando (1.2-1} com (l.2-2} e usando (l.2-3} encontramos

ay? ay” \
g, =n Dz (1.2-4)
ab MV 5% g
A matriz do tensor metrico induzido sobre I &, portahto,

2 o '

il

(gab} = (1.2-5}

91 922 y.y'  y'

As condiges (l.1-2a,b} que impusemos sobre os ve-
tores ?“ e y'u se expressam em termos dos coeficientes da mé

trica 9,p CSOmO

9,60 » 9,0 . (1.2-6}
Referir-nos—emos a estas condigdes como "condig¢des de causali-

dade". P claro que se I representa uma possivel histdria

de um string, entdo
g% 0 . (1.2-7}

Esta condigdo & invariante pelas transformagdes admissiveis

sobre I. Por aquelas transformagbes g se transforma como
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uma densidade escalar de péso -2 ,9 * g =J 2 g.
Da expressaoc (1.2-5) obtém-se diretamente o deter-

minante de (gab}:

g % yiy'? - (y.y")?% . (1.2-8}

Formalmente, o determinante g & definido por

- 1l ab_cd. -0V
9=3 % & 9394 d (1.2-9}
onde
el = g22 =90 , e!'? ==¢2! =41,
e2® & uma densidade tensorial de péso -1,
-ab _ -1 3E% 3EP ca _ _ab
98" 3¢

Uma expressao alternativa para g & dada em ter—

mos das gquantidades

WV = ghye¥ o gV = e2Pp yMagyY (1.2-10}

que sao conhecidas na literatura como coordenadas de Pllicker
da superficie I, e sdo densidades escalares sobre IZ. Definin

do-se os duaisde "V por

08, (1.2-11}

S]]

*
ﬁhv =

Evuaﬂ
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vé-se que

02 0 (1.2-12}

Pode-se verificar que, em termos das coordenadas de Pliicker,

o determinante de (gab} se escreve
g = l T EHV' - i (1.2-13}
2 "uvto

Finalmente, vamos introduzir as componentes contra

ab

variantes do tensor métrico, g , definidas por

ks

be = Cc - Y
gabg Ga - (1.2 14;
Segue que
gab = -lsacebdgcd (1;2_15}
e
922 Y33
(g2Py = 2 . (1.2-16}
g
921 11

0 elemento de area de I & definido por

d’a = /=g drdac . (1.2-17}

Assim, o funcional de agao (1.1-8} se escreve
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- 2 2 T o
sl_y] = -N df[ do/~g = 1 drI do -ly,y'! (1.2-18}
o]

p—t
-
o

onde

1-- N/=g = -NV(y.y'}% -yy'? (1.2-19)

& a lagrangiana associada com o string.

1.3 As equagdes de movimento de Fuler-Lagrange

Na segdo anterior obtivemos a integral de agao
e a densidade lagrangiana associadas com o string, dadas res

pectivamente por

T2 : :
s(y] =-N! dtl doV(y.y'}? -y2y'} (1.3~1;
1

Z = - NVQ§.Y?}2‘”§2Y'2 . (1.3-2)

O nosso objetivo agora & obter as equagoes de movimento para
08 campos yu(E} a partir da integral de agao (X.3-1), wvia
principio da minima agao. 1Isto &, vamos requerer que §S = O,
onde 6S & a variacao .na ag¢do devida as variagdes nos campos

satisfazendo a

sy¥(r 0} = ayF(Tz;a} =0 {1.3-3}
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Observa-se de imediato que o problema gue estamos
.considerando ndo & tao simples quanto parece. Para ter-se
uma ideia do que ocorre basta lembrar a imposicdo que fize—
mos de que a superficie I deve ser causal. Assim, as varia-
¢Oes devem ser restritas aquelas que ndo conduzem a uma su-
perficie variada tipo-espago. No entantojalgumas variagdes
conduzem, inevitavelmente, & superficies tipo-espago e, por
tanto, ndo causais. Alem disto, no processo de variagdo apa
recem as derivadas de v - g, integrando da expressao (1.3-1
com relagao aos seus argumentos e estas derivadas sdo supos-
tamente bem definidas em todos os pontos de I. Mas esta hi-
pOtese nao e correta. Antecipando um pouco os resultados, a
origem destes problemas esta no fato de que o determinante g
se anula nos bordos da superficie de evolugdo. A seguir, va
mos obter as equagaeg de movimento sem levar em conta esta
questao. O procedimento adotado & internamente inconsisten-
te mas, apesar disto, as equagGes de movimento descrevem su-
perficies que sdo estaciondrias sob todas as variagbes cau-
sais. Na segao seguinte examinaremos as questOes de consis-

téncia com detalhes.

Calgulemos a variagao de S:

T iis i
0 = 88 =HNI 2@]&&'& sy™ + 3_5&. Gynu) -

~aotH
T, A 3y ay!

el () & () ¢

1 o

1
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R 2
-ENJ d_'rf dt == Gy )+NI dr] dr -a—&- Gy)
0 T
Efetuando a integral em 7,no segundo termo da expressao aci-
ma, e usando as condigoes (1.3-3) verifica-se que este termo

se anula. A integragdo em ¢ do iltimo termo também pode ser

efetuada, de modo que o resultado final é

- NJTszJ d-rl 3 ( > (a ]Gy +

T
. T =1 .
;CJ 24 2% sy™ . (1.3-4)
ay'“
T o=0

- 3 N e 20

?u = ﬁ = e — |_(Y.Y'}y'v. -Yizy\gnuv ’ (1.3_5}
I = S _1.']_[(' eV g2 '*"Jh . (1.3~6)
T =YYy -y, .3-6}

A interpretagao fisica destas quantidades serad feita mais a-

diante.
Usando a notagao acima, a expressao (1.3-4} assume
a forma
T (r ~239 o T, o= :
——_— u - -
J d'rj dr'_TTP-+ -+ :|5y +J ar I, sy (1.3-7}
T1 o T, g=0

Admitindo que as variagdes 8y" sdo arbitrdrias e independen

tes para © < 0 < T obtém-se as equagdes de movimento
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39 s+ =0 , -
_g?fm tsg M, =0 4 0<o<w (1.3-8}

Estas equagOes sac estritamente validas no "interior" do
string, isto &, para o € ¢ < w. Nos pontos 0 = o, 7 elas fa
lham. porque, como veremos logo adiante, ﬁj nao & bem defini
do nagueles pontos.

Segue ainda de (1.3-7) que as seguintes "condigoes

de bordo" devem ser satisfeitas:

Husyu =0 . (,1.3-9}

Observemos que estas condig¢des nao ocorrem no caso de strims
fechados. |

As condigoes (1.3:9) t&m importantes consequéncias
as guais passaremos a analisar. Se supuzermos que as varia-
¢Oes 8y" sdo arbitrarias tambdm nos bordos da superficie de

evolugao I, (.1.39} conduz a
Usando a definigao (1.3-6} segue que

L gy -vw'Ml =0 em o=o0,1 .
y—g
Levando em conta que os vetores iu e y'u sao independentes,

obtém-se da expressao acima

irz = 0 r 'i.Yl = O em U = O,TT - (.103-11}
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Estes resultados tém uma interpretagdo clara: os pontos ex-
tremos do string se movem com a velocidade da luz (fz =0} e
perpendicularmente ao string (y.y' = 0}. Em termos geométri
cos, as linhas 0 = 0 e o = 7 s3o linhas nulas. . Mais ain-
da, a superficie I e nula nos bordos.
Retornande =& (1.3-10) vemos que, em virtude de (1.3
11}, estas condigoes se tornam ambIguas porque, de (1.3-11},

concluimos que

"g=0 em o=0,7 ., (1.3-12})

Procedendo um pouco mais detalhadamente podemos remover esta
ambiguidade. De fato, as equagoes (1.3-10} podem ser escri-

tas come

('Y'2+X-L)- 72(y'u/§7 Z_X.. )—Oemo=0,'rr .

Usando a independéncia linear de y e y' encontramos

- ' . I
L -0 em 92 =0 em o =0,1 . {1.3-13)

Estes resultados conduzem a (1.3-11} com o dado adicional que
y. y' deve tender a zero mais rapidamente que y? a medida que
nos aproximamos dos pontos ¢ = o,T. A conclusao & que, para
as solugdes das equagoes de movimento que satisfazem as con-
digSes acima, as condigdes de bordo sao validas sob a forma

(1.3=10} e ndc sdo ambiguas. A equagdo (1.3+~12} continua va
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lida. E claro que esta situagdo ndo & geral pois fica condi
cionada as solugdes das equagdes de movimento que satisfazem
a (1.3-13). Quando este nao & o caso as equagCes de movimen
to sdo validas apenas para o<0<T e as condigdes (1.3-9) s3o
ambiglas.

Observe que, em principio, a integral de agdo pode

ser tomada como

Ty Fa(n)
8 = - 1 dT! qu .
1

Ul('r)

0 principio variacional (com as condigdes (l.3~3)}) neste ca-

80 conduz a

o 3% A\ .M
0 =45 =~ er dTJ -2"~("T-')T.d'l' (-T[E + —a—UE) sy +

T T
2+l
T

T
2 d'r(-f"ﬁa('r}}l 2(1) +

1
e PR .
(1) 1 1 Ti¢r)
4T do, (1} . ' - do, (1} -
+J __2 ar [“u (8 ——5— 9, (0'2}] sy”_(;azr-f 2 aTEgJ(a"}m—éft—?u(olzjguto*zi
%1 "1

(1.3-14}

donde se obtém as equagSes de movimento (1.3-8} e as condi-

¢oes de bordo

b o] = 1 o) =0 (1.3-15)
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. K -— o V= i = - A
LCHR ??uwi" ¢ , i=1,2 . (1.3-16

0 princlpio variacional n3o conduz a nenhuma equagdo para as
fungoes Ui(T}. Assim, podemos tomar ci(T} =0 sem impor
restrigoes sobre a din2mica do sistema. Note que com esta
escolha as condigdes (1.3-15) n3o surgem diretamente do prin
cipio variacional, mas sao consequéncias das condigdes (1.3~

16} como vimos acima.

1.4 Sobre a consisténcia do principio variacional

Os problemas com os quais nos deparamos na segao
anterior sao consequéncias das condigSes de bordo e da condi
¢ao de causalidade. Estes problemas requerem uma analise
mais detalhada conforme faremos a seguir.

Primeiramente lembremos gque & S = 0 significa que
a area da superficie de evolugdo deve ser minima. As superfi
cles que satisfazem a este requisito sao denominadas de su-
perficies minimas. O problema variacicnal § 8 = 0 com as
condigdes (1.3-3} & o de encontrar as superficies minimas, is
to &, de area estaciondria, que se interpolam entre duas cur

vas fixas, conforme a Figura 3.
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. ' S, e §, sao duas curvas
\ SR fixas que representam
.. . .
— &Z——-——— dols estados deumstring
5

1 _ em T=7, @ T=T,. Sobre
B, e B, sao os bordos da super : ' estas curvas, 0g = 0.

ficie de evolugao de I.(sao as
curvas d =0 .e g=17).

Figura 3

Na Figura 4 abaixo representamos um dos bordos de
I. Se a superficie I, cujo bordo & B, & estacionaria, en-

tao 8I deve ser nulo .

zl

s
~g Variagao tan-
: L ,f'*?“ﬁuB gencial
Bl
Figura 4

Isto significa que todo o bordo da superficie I deve ser nu-
lo. Para uma variagao que conduza a um novo bordo B'com §I
tangencial, ndo resultara, em geral, que 8I' & nule e a su-
perficie original ndo serid estacionaria.

Consideremos a condigdo (1.3- 9}. Da definigado (1.
3-6) e facil de ver que-Hu y" = 0, de modo que variagdes tan

genciais na diregdo y nao contribuem para (1.3-9)}. Varia-
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¢oes na diregao tangencial y' sac permitidas pois, neste ca-

S0,

sy¥ = e(r}y'® . ©(1.4-1)
o=0, g=0,T

Este tipo de variagao conduz a g=0 ‘em 1=0,7, de modo que I
& nula nos bordos.

A inconsisténcia na obtengao de (1.3-7} fica entdo
clara. De fato, as condigOes de bordo requerem que a super-
ficie de evolugdo I seja nula nos bordos e isto implica que
_‘@u diverge naquelas linhas, enquanto que ﬂu permanece finito.
Logo, a expansao de £ em torno dos bordos nioc & . correta.
Observemos que estas conclusoes permanecem validas no caso
em que T, =T, (t} e T, " TZ(T}. Em outras palavras, a
escolha dos parametros nac afeta estas conclusdes. Isto po-
de ser visto como se segue.

Suponhamos que o bordo o=m & substituido por O =
= 02(1}. A condigdo de contorno neste caso é

0 = (—&2'@- + nu'ly'” = Fg'l .
H : : 0-02(1)

A tangente ao bordo T = 12(0} se expressa como

_ ==§p + &éyﬂl : .

01-02(1')
que, devido a condigao g < 0, deve ser tipc tempo ou nula.
Tem-se entac que ¢ =92 y12 - ($.y"1 2. Agora, como y' é
tipo espago por hipdtese, seque de (1.4-1)} que $ =0 e §.y'=

=0 em. T =20,T.
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A conclusac de toda esta an3lise & que as equagdes
de movimento e a condigac g=0 em 1=0,7 n3o podem ser con-
sistentemente obtidas de um principio de agdo. Nio devemos,
no entanto, deixar de lado a teoria dos strings. Estas incon
sisténcias ocorrem porque estamos considerando um string sem
massa, aberto e livre. Isto nac acontece no caso de strings
fechados, ou quando o string estd em interagdo com campos ex
ternos ou, ainda, quando o string tem massas nos seus extre-
mos. Vamos agora aprofundar um pouco mais a analise da geo
. metria das superficies que satisfazem a g=0 ém o=0,T, na
tentativa de amenizar um pouco as conclusces a que chegamos.

Nos pontos extremos do string vamos definir uma ba
se nula da seguinte maneira: juntamente com }%u('r,cri) e y'u("-r.,ci} con
sideremes o0s vetores m”(r,ci}_e n”(T,oi}, (ci sao os valo-

res de ¢ nos bhordos;} definidos por

mt=0 , (1.4-2a}
n* =0 , (L.4-2}
my' =0 ,'- mn=0 , (1.4-2c)
ny =0 , ny'=0 , | (L.2-2d)
m.y ;?o ' (1. 4-2e}

2
Lembremos que, nos bordos, ¥ =0 e y.y' = 0.

A variagdo mais geral nos bordos da superficie se expressa

em termos desta base como

ﬁyu = om" + Bn* + Yiﬂ +')ty"u (1.4-3}
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com coeficientes gque dependem de T e se anulam para T = Tl,

T L
2

Queremos determinar guais as variagﬁes da forma

(1.4-3) que levam a 6g > 0 em o = 0,w. B facil verificar

que nos bordos
8g = 2y'2(y.8y! (1.4-4}
© que implica em
§g = 2y'%(op.m +0y.n +BY.h + AY.¥') . (1.4-5)"

Para determinar os sinais dos termos desta expressao vamos fa
zer usc das equagoes de movimento. Nos limites ¢ + 0,nw, se-
gue de (l.3-8) que

2(y.y') (ym! + y'2¥.m = 0 . (1.4-6}

Usando este resultado os dois primeiros termos de (1.4-5) se

reduzem a

Das equagées de movimento obtém-se que ¥.n=0, gue., junto com

v.n=0,implica em

y.n = 0 (1.4-8}
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que € o terceiro termo de (1.4-5)}. Com relagdo ao ultimo ter

mo observemos que a condigao -g>0 resulta em
1> 0 em ¢ =0
0 . _
s=(-g} = - 2y'*(y.y"} (1.4-9}
<0 em g=21v%

Podemos concluir ques (a} de (1.4<7}, com y'j.2 > 0,
vy.m#AO0 e a(rl} = G(Tz} = 0, encontra-se'que todas as va-
riagoes na diregao m conduzem inevitavelmente a superfici-
es tipo-espago; (b} de (1.4-8) vé-se que variagGes na dire-
gdo0 n ndo contribuem em primeira ordem em g; de (1.4-9) vé

-se que a superficie permaneceri causal se
A{r,0} > e A{T,ml <0 , (L.4-10}

6 que significa que deformagoes tangenciais em torno das so-
lugdes s6 podem ter a diregd3o do interior da superficie.
Verificamos entdao que as Unicas variagSes permiti-
das nos extremos do string sao B?”, Ynu e ky‘u.com A sa-
tisfazendo as restriqSés (1.4-10}. Destas, apenas Ynu e Ay‘u
sao deformacoes verdadeiras da superficie, ja que gyH repre
senta uma nova "rotulagao" da superficie original. Finalmen-
te, & necessdrio verificar se as superficies sdo estacionari
as sob este conjunto de variagoes causais. J& :vimos .que
as variacOes na diregao n sO0 contribuem para ‘a area
em segunda ordem. Aguelas na c?r.ire(;éi&:n-xy"-}J produzem de-
formagOes no plano nulo que & tangente aoc extremo do string.

Logo, embora o procedimento gue leva ds equagdoes de movimen-
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to (1.3-8) seja internamente inconsistente, aquelas equagdes
descrevem superficies que s3o estacionarias sob todas as va-

riagOes causais.

1.5 Simetrias e leis de conservagdo, I. TransformagGes das

coordenadas internas.

"We ‘understand change only by observing
what remains invariant, and permanence
only by what is transformed"

G.M. Weinberg

Com relagao 3s coordenadas internas £?, a teoria
dos strings & uma teoria de campo em duas dimensdes, onde oOs
campos sao as coordenadas yu = y”(ga} = yu(r,c} da superfi-
cie de evolugdo I. Como ji3 vimos, a teoria & invariante s
as transformagoes das coordenadas internas definidas por (1.
1-3} e (1.1-4,5}. Estas transformagoes, na verdade, consti-
tuem um subgrupo conforme de (1.1.3), e sua existéncla & con
sequéncia da natureza bidimensional do espago interno. Nes-
ta segdoc vamos analisar as consequéncias da invaridncia da
integral de agdc pelas transformacgdes (1.1-3,4,5}.

Consideremos uma teoria de campo geral cuja densi-
dade lagrangiana denotaremos por . (aay“}, p=20,1,2,3 e
a =1,2. Vamos supor que a integral de agao & invariante pe
las transformagdes infinitesimais das coordenadas internas

definidas por

E2 = £® 4+ n2 ) (1.5-la}
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com

nd(et,e? =0 =nd(@E',E2 =} =0 . {(l.5-1b}

Como decorréncia de (1,5-1), os campos yu variam de acordo

Com

syM = FHE - yH e = FHeE + sEr - yHE
o |}
= oyM 4+ L sga (1.5-2)
5e®

Nesta expressao Eyu e a diferenga no valor do campo y* nos

pontos £ e £. No caso do string esta variagao & nula, ja

que uma reparametrizagao nao afeta as coordenadas do espago-

-tempo. Segue, ent3o, que a variagado efetivadOSfxm@osyy(a

&

- g2 = - o y'nt@ . (1.5-3}

POr outro lado,
a’f = J(-E) 4% = (1 + 3 (6£%11a%E =
3
= (1 + 3,n"ra’¢ -

Usando estes resultados e impondo que a variagaoc da

integral de agao se anula segue que

0 = s = §jﬁﬂe Loyr =
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2 1 a, :. =
Id E[a(a y’-“ 38(63{”; * (3,n 'tj

_..jhzg

a - od u N ﬁ b
(£‘55 - 3.y )+3a —— 35}’..-‘11 +

By b My
Bfaay i 3(3ay H
+ -d*g(z 82 - _Lt_‘_a y“ 3 nb (1.5~5}
by P a
aY H .

Da arbitrariedade das fungoes n? (g} segue que os coeficien-

tes de nb e Banb devem se anular individualmente, isto e,

L2 - o oyt =0 , (1.5-6)
> A yMy
a
Bf. u af 13
3 :&aa_ 3.y =—3——:3y-(1.5-7}

A expressao (l.5-6) nos diz que o0 tensor momento -
energia do campo y"(£} no espago interno & nulo. De fato,

se supuzermos que as transformagbes (1.5) sao translagdes ri
a te

gidas no espag¢o interno, n- = ¢c—, obtem-se a lei de conser
vagao
3,7 =0 (1.5-8)
com
o 33{. S LM ap \

3(aayu}
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Este fato & uma peculiaridade das teorias de campo invarian-
tes por reparametrizagoes. E importante observar que o ten-
sor Tab,nao € momento-energia do string no espago-tempo, e
gue para homogénea de primeira ordem nas derivadas aay” o
trago deste tensor & nulo,independentémente das equagoes de
movimento e de (l1.5-6} e (1.5-8)}.

Explicitemos a expressdo (1.5-6):

f-2& o0, (1.5-10a}

L I (1.5-10b)

|;:
|<n
1]
[ ]

-=-y¥=9, (1.5-10b}

Usando {(1.3+5} e (1.376} estas equagoes se escrevem:

1 —@u{r“ =0 , (1.5-11a}
) 'u )
nu§ =0, (1.5-11c)

£ - nuyiu =0 .. (1.5-11d}
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As expressdes (l.5-1la} e (1.5-11d) nos dizem que a lagran-
giana .ﬁ(ayf deve ser uma fungao homogénea de primeira or-
dem nas derivadas dos campos, aayu, o que ja sabemos ser
verdade para o caso do string. As expressGes (1.5+11b} e (L

5-11lc} nos dao novas informagdes: as gquantidades S’u e T

u

sdo ortogonais a y'! e M

Usando (1.5-6}, (1.5+7) reduz-se a
(aa __a_é____) Lyt =0 . (1.5-12}
3(3_y*);
a
Lembrando que

(2 -—-‘-’-é-—)= 0 (1.5-13}

sao as equagdes de Euler-Lagrange para o string, a equagdo
(1.5-12} nos diz que as equagCes de movimento ndo sdc todas
independentes. De fato, o significado analitico de (1.5+12)
€ que no maximo 4-2 = (dimens3o do espago-tempo} - (dimensao
do éspaqo dos parametros} = 2 das equagdes de Euler-Lagrange
sdo independentes. As expressoes {1.5-12} sdo, na verdade,
identidades algébricas (porque a lei de transformagio das
coordenadas internas néo envolve as derivadas das fungoes ar
bitririas nZ(£)). Neste sentido, (1.5-12) sdo -as analogas
das ldentidades de Bianchi na teoria da relatividade geral.
As identidades (1:5=~12} t&m também um sigﬁificado
geométrico muito importante. De fato, conforme demonstrare—

mos mais adlante, segue de (1.5=x12} que o vetor QO 'y“, onde
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0 & o operador d'alambertianc no espago dos parametros,
é ortogonal ao plano tangente a superficie de evolugao em to
das os pontos. Este resultado & muito importante porque,'cg
mo veremos, significa que a curvatura média da superficie de
evolugdo & nula, e esta & a propriedade caracteristica <das
superficies minimas.

Todos os resultados que obtivemos nesta segao sao
consequénciag da arbitrariedade na escolha dos parametros sd-
bre a superflicie de evolugao. A presenga das identidades
(1.5-12} na teoria reflete a necessidade da imposigao de con
digCes sobre as coordenadas internas de modo a reduzif o ni-
mero de solugoes formalmente diferentes das equagbes de movi-
mento. Sob o ponto de vista da mecdnica hamiltoniana o sis-
tema admite uma liberdade de gauge, no sentido de que a arbi
trariedade na escolha dos parametros implica na presenga de
(duas} fungdes arbitrarias nas solugdes das equagdes de movi-
mento. De fato, esta arbitrariedade se manifesta na presen-
¢a de dois vinculos (relagtes entre as coordenadas e momen -
tos canonicamente conjugados} na formulagao hamiltoniana da
teoria. Tudo 1sto serid objeto de uma exaustiva an3lise mais
adiante.

Finalmente, observamos que a exposigaoc gue fizemos
nesta segdo pode ser estendida, com pequenas modificagdes, pa

ra o caso de lagrangianas do tipo . (y,3y,3%y,...), comy=y(&}.



CBPF-NF-006/85

-183-

1.6 Simetrias e leigs de conservacao. II. Invariancia de

Poincaré e o tensor momento-cgheraia

Vamos agora considerar a invaridncia da teoria sob
© grupo de Poincare. Denofando por muv = _wuu os pérame -
tros infinitesimais (constantes} associados com as transfor-
magSes de Lorentz,e por a" as componentes de um vetor (cons

tante)}, tem-se que

oyh = gH e -y = WMyt et . ale-1

Por uma variacdo qualquer 8y", com os parimetros
£¢® = (1,0} mantidos fixos, tem-se que a variagao na integral

de agao é dada por

§s —Jd ] §(a y" =

3 (3 y™
j (a,(a Y Sy )- 2 (3(3 y'l-l\)6 J =
.=__-Id2€ ), (—"31-— ay“) , (1.6-2}

3(d y

onde usamos as equagdes de movimento para escrever a ultima
igualdade. Impondo-se a invaridncia da integral de agao pe-
la transformagdo y" + y" + éy”, 88 = 0, a expressdo (1.6-2}
conduz 3s leis de conservagao das correntes de Noether.
Examinemos as cohsequéncias de 85 = 0, gquando sy
H H

é dado por (1.6-l}. Como os pardmetros w , € a  s@o indepen
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dentes, podemos considerar as transformagoes associadas com
cada conjunto separadamente. Assim consideremos primeiramen

U

te 6yu = a" = constante, isto &, a transformagao & uma trams

lacao rigida no espago-tempo. Segue de (l.6-2) que

= §8 =Jd E D (a “af. ) H (1.6-3}
(3 ay

Da independéncia dos parimetros a" segue que a "corrente"

j = (52 ;. com

j: = —*8—:'{'—;- (1.6-4)
. a(aay )
é conservada,
| sf,
9423z 3 22 _ =90 . {1.6-5}
8~ a ataay“}

Mas as expressces (1.6-5} nada mais sao que as eguagoes de
movimento (1.3-8}. Na verdade, as componentes da corrente,da
das por (l.6-4), sao exatamente as quantidades 911 e E de-

M
finidas pelas equagdes (1.3-5} e (1.3-6},

il = _13. =P, (L.6-6a}
u 3y|-1 u

s 2 _a_.g';.. = ) 1 -6b}
Ju ]..l Hu - ( 06 6 )

Estes resultados nos dao varias informagoes impor-
tantes. Primeiro, que as equagoes de movimento de Euler La-

grange e a lei de conservagao gque se obtem da invariancia da
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integral de agao por translagoes rigidas do espago-tempo sdo
idénticas. Por outro lado, a quantidade que se conserva co-
mo consequéncia da invaridncia por translagGes & ¢ momento
associado com o sistema. Assim, as equagoes (1.6-5) e, con-
sequentemente as equagoes de movimento (1.3-8}, expressém a
lei de conservagao, do momento associado ao string. Disto se
gue a segunda informagao que & a identificagdc das quantida-
des gL e Hu. De fato, como T foi identificado como um pa
rametro de evolugdo e 0 como um parametro que rotula os
pontes sobre o string, seque gue as quaﬁtidades

devem ser identificadas como os momentos canonicaménte
conjugados com as coordenadas generalizadas yu; as

guantidades 1 por sua vez, sac identificadas com o momen

u’
to ao longo do string, isto &, para um dado valor do parame
tro T. Em outras palavras, as quantidades Hu gstﬁo associ
adas com a tensao interna do string. Finalmente, destes re-
sultados podemos dar uma interpretagao fisica para as condi-
¢oes de bordo (1.3-10}, HU =0 em ¢ =0,7. Estas nos di-
zem simplesmente que o "momento interno®” do string ndo flui
para o exterior.

O momento dpu associado com uma translagao infi-

i

nitesimal &y", isto &, que flui por um elemento de linha

(dt,d0} sobre a superficie de evolugao I, &
- ) ' — b
dp,, @uda + LAt . (1.6-7}

O meomento total que flui através de uma curva C sobre I &

portanto,
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P I dp,, I (9 a0 + L av) . (1.6-8)
c c ’

Note que se C for uma curva fechada a expressao acima se a

nula.

0 gerador de translagoes infinitesimais & obtido

de (1.6-8) para 1 f£fixo,

P, = F do?u('r,o} . (1.6-9}

Q

Das equagOes de movimento segue que esta quantidade & conser
vada,

d
ﬁ'@u =0 . (1.6-10)

Consideremos agora as transformagoes de Lorentz in

finitesimais, Gyu = muv yv. Seque de (l1l.6-2} que

0 = I az » (a(a o ) (1.6-11)

donde segue a lei de conservagao

Ba (__Q_iT yunau' - —a—iv— Yunu\))= 0 . (1.6-12)
a(aay H - atBay_} _

Explicitando esta Qltima expressao encontra-se
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o Y -y e 2 Y - VY < 0 (e6-13

Da mesma forma que no caso anterior, define-se o

momento angular que flui através de uma curva C sobre I

por

M = I(y“@“ ~ y%"ido + I(y“n" - y'tMyar . (1.6-14)

c .

O gerador de transformages de Lorentz infinitesimais sobre

u

y" & obtido desta Gltima expressio para T fixo:

uHV =I (y"e¥ - yo¥ias , . (1.6-15)

[

e & uma quantidade conservada.
d : :
aFM =0 L | © (1.6-16)

Tendo identificado os geradofes de translagles e
‘de rotagoes de Lorentz infinitesimais, se faz necessirio nos
trar que a algebra do grupo de Poincaré & sétisfeita. No éog
texto da Mecdnica Classica esta algebra deve ser verificada
no sentido do colchete de;%_isson. Assim, vamos definir os
colchetes de Poisson fund;;entais entre as variidveis candni-

cas conjugadas y"(t,0} e (?U(T,U} por
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HyMir, ot @ (1,0 = shsla ~o") (1.6-17)
't =0 , ®D1=0 . (1.6-18).

Com estas definigoes, pode-se verificar que a algebra do gru

po de Poincaré & realmente satisfeita:

{p 2,3 =0, (1.6-19a}
{Mﬁ\)'Pn} = nuupv = n\JlPu' ’ (1.6-19b}
{Muvrﬂpn} = CC]:EDAMGB ' (1.6-19¢}

Na Gltima expressao acima ngpx sao as constantes de estru

tura do grupo de Lorentz, definidas por
HUPA _ _ gPgM VA oDV A Mgk L GVek up _20°
C sheEn " + saasnﬁ - 5u§s“vp + 6 6amtY . (1.6-20

aB g~

Usando os colchetes de Poisson fundamentais (1.6-
17,18) pode-se verificar que

2,y (a,00} = - n (1.6~21)

{Musyyv(T.Uﬁ = nauystt,a} - nﬁuya(r,a}. , (l1.6-22}

donde se conclui que Pu e M“ﬁ realmente geram as trans—

formagSes de Poincaré infinitesimais de y"(71,0} ,
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O tensor momento-energia do string no espago-tempo
pode ser calculado pelo método apresentado no ¢apitulo 0, es

crevendo-se a integral de agdo do string no espago-tempo

(4) . :
= I d'x/=y J d2££ ‘6 (y=x(t,0}) " (1+6-23}
O resultado &
MV = ¢ 1 . *U 1V gV
™|yl =-N I A%2E 8§ (y=x(E}) ==— | (x.xW(x"x"+%Vx'H) -
Y=g '
- izx'“x'“-_x'ziuif] . (l.6-24)

onde,outfa vez, introduzimos a métrica de Minkowski.

A expressao (1.6-24) pode ser escrita numa forma
bastante simples usando-se as componentes contravariantes do
tensor métrico da superficie de evolugao, definidas por (1.2-

14,15,16). De fato, & imediato verificar que

- (4) U oayV
™ [y] =—n[d=s 8§ (y -z(E))g®P % %; /=g .  (1.5-25)
4 a :

O tensor momento-energia ™V & invariante pelas
transformagoes admissiveis no espago dos para@metros e portan

to & invariante de gauge. Aldm disto, TM' & conservado,

auT““a= 0o . (1.6~26)

A aplicagao da prescrigao de Hilbert para definir
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o tensor momento-energia conduz a um resultado interessante
quando aplicado ao espago dos parametros. Assim, escrevendo

-se a integral de agao sob é forma
s = - dezﬁﬁ
e definindo o tensor T por
és = - NI._dZE/E Tabagab  {1.6=27}
encontra-se que

rab = g8b (1.6-28)

Este resultado nos mostra que gab funciona comc um tensor
de tensoOes no espago dos parametros. Como consequéncia des-
te resultado, o principio da agao estaciondria para o string
ndo pode ser considerado como uma mera extensao do caso da
particula livre. A imposig@o de gue a area da superficie de
evolugao £ & minima implica na existéncia de tensGes sobre I
e, portanto, conduz a um modélo bastante especifico de um
sistema com extensao espacial.

Seguindo o mesmo procedimento da segao 0.6, pode-
-se demonstrar que, dado

4)
oY = o dezst‘“’(s} § (x=z(E})) r

onde t"Y = ¢t"" & uma fungao arbitraria de £, a lei de con-
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servagao E)ﬂ'it']"\J = 0 determina ndo s8 o tensor t"’ com a
dinamica do sistema. Como no caso da particula, este procedi
mento & valido em geral com o = gaB(x}, com a lel de con-

=7 e

servagao VuTuv = 0. Vamos considerar apenas g "y

Y
dar as linhas gerais do calculo.
Fazendo a decomposigdo de t"Y com relagdo as di-

recoes Bayu,

tm’==tab8ayuabyv + (tbuaayv + tb“aby“} + m*Y {1.6-29}
com
b V, a. b
£30 = M 3 yua Yy, ¢
W, o _
m tb0 e .,
segue de auT““ =0 que
Lo (2P yM 4 ) =0 C (1.6-3D}
] .
e
oY + t‘Yaay“ =0 , (1.6-31)

e mais a condigdo de bordo y'" =0 em o =0,7 no caso de
strings abertos.

Projetando a equagao na direqéo 3byu resulta que

ayv av

t gab

= 0 e, portanto, t = 0. Com este resultado segue
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de (1.6-31} que n"Y =0, e as equagdes (1.6.29) e (1.6-30)
se escrevem

tuv - ab ua

v
t ?ay vy ’

2 (tababyu} =0 .

ag?
Estas equagoes tem a forma das equagoes que procuramos. 0
tensor tab fica arbitrario, comc consequéncia da simetria

do sistema por reparametrizagdoes. A escolha &bvia é

£*8 - V=g gab.

1.7 An3lise de algumas solucdes c¢lidssicas

Esta segc3c & devotada a analise de algumas  solu-
goes simples das equaglbes de movimento do string. Inevitavel
mente teremos de usar alguns aspectos da teoria que nao fo-
ram ainda estudados com detalhes. Isto diz respeito & esco-
lha dos parametros T e 0.

Ja verificambs que as equagoes de Euler-Lagrange
para o string nao sdo todas independentes, o que se traduz
pela exist@ncia das identidades (1.5-12}. Chamamos a aten-
¢do de que este fato é um reflexo da arbitrariedade na esco-
lha dos parametros, isto &€, da covaridncia da teoria sob as
transformagdes (1.1-3,4,5). O que ocorre & que a solugdo ge
ral yu(T,U} das equéqaes de movimento com uma parametrizagao

arbitraria contém as informagdes fisicas sobre a superficie
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de evolugac e também informagdes ndo fisicas sobre a parame-
trizagao. Este excesso de informagoes deve ser eliminado da
teoria e isto & feito impondo-se duas condigdes sobre as va-
riadveis dindmicas. (e assim eliminando as solugdes das equa-
¢oes de movimento que ndo sao independentes, isto &, quebran
do a invariancia de gauge da teoria), e fazendo-se uma esco-
lha especifica dos pardmetros (e Qesta forma quebrande a co-
varidncia da teoria sob as transformagdes (1.1-.3}.

As equagoes de movimento (1.3-8) para as coordena-
das (campos) yu(t,o} sdo, de modo geral, muito complicadas.
Na verdade sao equagOes nao-lineares, devido ao fato da la-
grangiana do sistema ndo ser polinomial. A liberdade de gau
ge que temos, isto &, a liberdade de impormos duas condigoes
sobre as coordenadas, deve ser usada para tornar estas equa-
cBes as mais simples possiveis. Neste ponto & importante fa
zer uso de um teorema da gecometria diferencial que diz que
qualquer superficie bidimensional imersa no espago-tempo de
Minkowski pode ser tornada conformalmente plana, © que quer
dizer que a métrica 9ap pode sempre ser posta sob a forma
9ap = f(y} x diag (-1,+1). Examinando-se a expressao (1l.2:5

vé-se que isto pode ser feito impondo—ée que

911 T 7 922
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Em termos das coordenadas y' estas condigoes se escrevem,
respectivamente,

§2 = - y'2 (1.7-2a}
e

gyl =0 -. (1.7-2b}

Com esta escolha o elemento de linha scbre a superficie de

evolugao assume a forma conformalmente plana

ag? = y!'?(-dt? + do?) (1.7-3}

e as equagoes de movimento se escrevem
Dy =g -y"* =0 , (L.7-4)

com as condigoes de bordo

y'M(z,00 = y'Y(1,m =0 , (1,7-5}

Note que (l.7«4) @ a equagao de Klein-Gordon sobre I .

0 gauge definido por (l1.7-2a,b) & denominado de
gauge ortonormal, e & a escolha de gauge mais natural no sen
tido de que conduz 4 forma mais simples para as equa-
¢Oes de movimento. A denominag3o de gauge ortonormal vem do

fato que (1.7-2) define as linhas coordenadas T = cte e



CBPF-MO-006/85

-195-

a = cte como linhas ortogonais em todos os pontos de I. B

claro que, dependendo do problema que se tem em maos, outras
escolhas podem ser mais convenientes. Mais adiante usaremos
um outro gauge para estudar um problema particular. Deve-se
ter em mente que a escolha de um gauge, como (l.7-2a,b), de
mode geral simplifica © problema por um lado, mas por outro
pode complicar as coisas. No caso do gauge ortonormal, o esg
tudo do problema da imersdo de I no espago-tempo se compli
ca devido 3s condigdes (1.7-5), mas, em contrapartida, as e-
gquagSes de movimento sdo muito simples e pode—se fazer uma
andlise muito geral de suas solugdes. £ importante observar
que a escolha (1.7-2a,b} torna polinomial a densidade lagran

giana, que fica sob a forma
L= - % (y*-y'? (1.7-6)
e dai segue toda a simplificagdo do problema.
Consideremos a seguinte parametrizagdo:

v'=1 , y°=1 ,y'%"=0 ,1€=%y'1 = til,_tl.T-Ta}

onde o vetor t & tangente a curva ; = §(y°,o}: 0 elemento

de arco fica dado por

- >

Iy 3 > x>
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A velocidade de um ponto do string fica definida por

<4
]
i -

. (1.7-8)

e
E claro que apenas a componente de v transversal ao string,

=+ - .
v,r @ de interesse fisico. Tem-se que

v, = 3% - E-EC (%g%%) : 1793

vi = (%% 2 @%%’D {137-9Db}

ja que 8§/as & um vetor unitario.
As componentes do tensor métrico podem ser expres-

548 Como

g, =¥ =-1+ (-g%g%) ' (1.7-10a}

9y, = ¥'? (%g 3:) ), (1.7-10b}
G, = Fey' = 3:.&;2 - %%(gg%g) (1.7-108&}

Segque entdo que

=) (1 - v ’ (1.7-11}



CBPF-MO-006/85

‘=197~

e a integral de agac pode ser escrita como
8§ = = de’l‘ as /l-vf . (1.7'-1'2}
Com a parametrizagdo (1.7-7a} (denominada de "para

metrizagao de laboratdrio"} a escolha do gauge ortonormal (L

7-2a,b} resulta em
v.E=0 , t2=1-v2 , (1.7-13
e a integral de acao fica sob a forma

S =~ de’r do(l - v} . (1.7-14;

Podemos definir o comprimento prdprio de curva,
. :
Lo (1) = I ds = J dovi-¢ T (1.7-15a}
0

e 0 seu comprimento de laboratdrio, que leva em conta a con-

tragao de Lorentz,

™

L(T) =jds¥l-v =J do (1 -v?)} "{1.2=15b}

0
O comprimento L{t} de modo geral nao & conservado no proces
so de movimento. Em termos de L{t} a integral de agao se

escreve

S=NJd'SL(T} .
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Assim, o princIpio da agdo pode ser tratado como um princi-
pio de Hamilton para os pontos do string, combinado com uma
condigdo estitica de L minimo.

Consideremos um modelo fisicamente possivel: um
string rigido em rotacdo no plano (y!, y?). A histdria do

string estd representado na figura abaixo.

Com a parametrizagdo y° = T este modelo pode ser

-

descrito por

T

(g“( ‘) k(d“%'ﬂ'} Co8 LT
T,0}) = _ {1.7-16)
' k(U-%'rr} sinwT

0
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Por um calculo direto encontra-se que
1

-mk(a-%ﬁ}sinw T

. Nk
(Qu _(T.ro}) = Tf 1 (1.7-173}
l—mzk?.,(c'--i ) wk(o =3 T)COosS W T

0
[=]
0
N 1_“;'2;2' (o’ ;_% g kcosuwT
I (T c}>= -  — —— . - \
( TR k - K sin o T (1.7-17b}
0

Com (1.7-17,a,b) verifica-se sem dificuldades que as equagdes
de movimento sac satisfeitas. Das condigdes de bordo (1.3«

10} encontra-se gue

Usando as expressdes (1.6+.9) e (1.6-15) obtém-se

a energia E = P° e o momento angqular J = J!2;

2 321, 2 .
E = E_ZEE , Jg=1 gk . (1.7-18)
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E instrutivo examinar este modelo usando os argu -

mentos gue conduziram de (1.7-7} a (1.7-12}. Tem-se gue

v
_ 9 - ‘} —w? )= r
pl—-r-vl(ﬂ lv_L) N T
; L

€ o momento transversal em cada ponto do string, e
_ - nW1-v?
E = J'ﬂﬂ(lﬁvl Ny 2 vy )

€ a energia. Supondo que o string tem comprimento 2a, a ve-
locidade em cada ponto & v, = wl, - a < % < a. Nos pontos
extremos, a velocidade @ ¢ = 1 = wa. Integrando a expressao

da energia acima e a do momento angular ,
J = J p, 2 dL”,

encontramos  as expressoces (1.7_.19}). (£ interessante obser-
var que o momento angular J & igual a N multiplicado pe-
la metade da area varrida pelo string numa semi-revolugao.
Com a parametrizaqﬁo y® = 1 este resultado & vdlido para
qualquer tipo de configuragao).

De (1.7-18} tem-se que
J = o'E? = a'M? (1.7=19}
onde M & a massa de fepouso do string. Este resultado e

muito relevante para a fisica de altas energias. Se fizermos

um diagrama (massa)? x J para hadrons-particulas que parti-
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cipam das interagdes fortes - tem-se que hadrons com mesmo i
sospin, estranheza, etc caem sobre linhas retas,comc na fi-
gura abaixo. Estas linhas s3o denominadas de "trajetdrias

de Regge".

4 J{spin)

- g A
%4 Trajetorias e
“8T de Regge

61 /
4 ./// .
197

1T >

73

L] S | L 1 I,
L) T L)

Z 4 & 8 10 W

Isto sugere a possibilidade dos hadrons serem objetos compos-
tos por strings relativisticos. O0s hadrons ndo sio particu-
las puntuais, mas sac objetos com estrutura interna consis—
tindo aparentemente, de quarks e "gluons" (campos vetoriaisk
Esta imagem & de certo modo reminiscente de um sistema de
particulas com cargas positivas e negativas ligadas pelo cam
po eletromagnético. A diferenga reside no fato que gluons
interagem fortemente entre si e deste modo ndo se déssipam co
mo o campo eletromagnético. Ao contrdrio destes, o campo
de gluons tende a se concentrar em tubos estreitos {strings!
que ligam as fontes do campo, os quarks. Mais adiante dare-

mos um pouco mais de detalhes sobre estes assuntos.
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Como um possivel modelode string fechado mencionamos
um clrculo pulsante no plano (yl, yz} , com raio maximo a,

descrito por

¥y (tw} +1y,(T,0} = acos %..el

mlE

i
]

e

Um outro modelo de string fechado € o string circular em mo-

vimento de rotagdo uniforme no plano (y',y2?). Neste caso, os

campos yu(T,a} podem ser representados por

%cos {210 +wT)

v

= sen (2110 + wt}

0
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e a histdria do string € um cilindro como na figura abaixo,

onde omitimos a diregao y?.

' v
y m

Deixamos a analise destes dois modelos para o leitor.
Vamos considerar uma outra possivel escolha de gau

ge representada pelas seguintes condigdes:
y'*=-1, yy'=0 (21.7-20}

Esta escolha nao torna a lagrangiana polinomial e, consequen
temente, ndo lineariza as equagdes de movimento. As condi—
¢Oes de bordo permanecem inalteradas, isto &, as histdrias
dos pontos extremos dos strings resultam ser linhas nulas.

Observemos que de (1,7-20} decorre que
y'.y" =0 , y.y" =0 (1.7-21)

de modo que os trés vetores (¥, y'%, y""! s@o mutuamente or

togonais.
As equagoes de movimento, neste gauge, se escrevem
. - . . . -l e e
§' -yt - eyt - v T ety =0, (LL7-22)
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com as condigdes y'¥ =0 em o = 0,7 .

Um string rigido em rotag3o no plano (y', y?), que
vimos ser um possivel modelc no gauge ortonormal, tambdm o &
no gauge definido por (1.7-20). Vamos analisar este modelo
usando uma t&cnica diferente da que usamos no caso do gauge
ortonormal,

Vamos introduzir os seguintes vetores unitarios:
€, na diregdo radial, &, na diregdo temporal e €, na dire
¢do transversal com propriedades que daremos mais adiante.

O vetor posigdo de um evento na histdria do string se escre-

ve

y = o&, + 18 .. - {1.7-23}

Como fizemos anteriormente, -a<g<a e L=2a & o comprimen-

to do string. A velocidade num dado ponto do string & wv=uwo

com w=a !l.,

Definindo o vetor transversal €, (no plano do mo-

vimento} por

e impondo que éo satisfaz a

s
tl
=)
.
o

obtém-se as seguintes relagdes:
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v = wad, + & y2 =1 - og2u? (1.7+242
v =&, , y'im-l , Y.y' = 0,{1.7-24b)
iR , (1.7-24c)
3 = w2, o, Y.y @ —gw? , (1.7-24a)
y' =0 . (1.7-246)

png e 1ﬁ-
As condig¢des de bordo, neste caso, sdo (l-o?w?) e1|o—a _z 0,
= s

identicamente satisfeitas, e as equagoes de movimento se re-

duzem a
- L] - 3
v = (y.y"'y (1.7-25)

que também sao satisfeitas em virtude das relagdes (1.7-24}.

0 momentoc e o momento-angular podem ser calculados

sem dificuldades:

a _ R . o
P =NI dr{a? -2} 1,2(062 +ae0} = (Nw_J&, {1.7-26}
~a

a . 2
M =1NI do(a? -u’}-”z cztélxé } +a0(31x30}] =

2!
—a =
= E 2 - - ¥ 1.7-27\
5 a N(elxez, . _ ( )
A energia, E = Nma, e o momento angular , M= % azN, como se

vé, sao conservados.
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Diqressaoc: strings x campos eletromagnéticos
Vamos exibir uma propriedade curiosa da teoria dos
strings no gauge definido pelas equagbes (1.7-20). As egua-

¢Oes de movimento (1.7-22) podem ser escritas sob a forma

o=ty o+ eyt .7-28a)

onde
Q= 2(tny? , (1.7-28b)
W= - %(zﬁv} R (1.7-28¢)

e os I" sdo as coordenadas de Pliicker definidas por (1.2-
10}.

Consideremos o caso em que Q=0 {isto ocorre para
o movimento estacionario do string, por exemplo}. Neste ca~
so as equagdes de movimento (1.7.28a} assumem a forma das e-
quagOes de Lorentz para uma particula carregada com e/m=l.
Adotando este ponto de vista, somos levados ? conclusao gue
cada parte do string se comporta como sob a agao de um campo
eletromagnético gerado pelo prdprioc string, um tipo de auto-
interagdo. E claro que isto & apenas uma interpretagio for-
mal das equagoes de movimento mas & possivel levar mais adi-
ante esta analogia com a interagdo eletromagnética.

Neste sentido, vamos introduzir uma corrente ju;
que atua como fonte do tensor W“v,pelas equagoes "tipo Max-

well"
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avw““ S L (1.7-29)

Esta corrente & claramente conservada e pode ser expressa em
termos das derivadas de yu(T,O} da sequinte maneira. Con-

sideremos ¢ operador

D 2yt o st = Ty .7-30
Substituindo
'By“ (ayv 3T (ava 0T

em (1.7+30} resulta qué

WAl _oew 3 (e 3T ol o BTV eN| B
YT TY 35 _!?‘3y) y! Y3y Y 37t

(1.7-31}
donde se obtem
3T ot 3
— = ﬁ %— T = - & 1 - )
Portanto
-a_ = i— a - lu i - ]
3y\’ _ ‘nav 1.’2 Fl? . nauy 30 . (1.7 33:

Usando este resuitado, ocbtemos de (1.7-29}
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I . : Y ey :
ju = - Yp - lr.y': Y'u r - (1.7-34}

resultado que & valido para qualquer string aberto, no gauge
(1.7-20} e satisfazendo a condigao Q=0.
A partir de (1.7+34) podemos definir uma corrente

no espago dos parametros por

3% = /=g g‘“’(aay“}ju- , (1.7-35]

que & tambeém conservada. De fato,

3,3% =13, (/g g’baby“} 3

- — ab ﬂ\
3, . u-+¢gg (3,y"33

bju '

O coeficiente do primeiro termo & igual a zero devido ds e-

guagdes de movimento, enquanto que o segundo termo & nulo por

ser proporcional a 3 ju.

u
A questdo que se pde agora & se & possivel introdu

zir um potencial vetor BY tal que

3B, 3B |
S —5 . - (1.7-36}
Yy

o

|

v ™" %6 Liv =

=

ay

A existéncia deste potencial & assegurada se pudermos provar
que © tensor an satisfaz as identidades de Bianchi ou, em

outras palavras, gque © tensor dual

*
IO

7 e, P (1.7-37)
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tem divergéncia nula,

E possivel mostrar, por um cidlculo direto, que isto realmen-
te & verdade. Neste sentido deve-se fazer uso das equagoes
de movimento e da condigio §=0.

A equagdo (1.7-36), que determina os potenciais, pg
de ser simplificada por inspegac ou por uma escolha de gauge
para Bu. No primeiro caso, uma possivel simplificagdo & fa

zer

= - aa‘Yﬁny . - (1.7-38}

Os potenciais, neste caso, satisfazem automaticamente a con-

digao do gauge de Lorentz,

B oo Bd oty =
3113 BU(Y-Y r 0 -

Como exemplo de uma escolha de gauge consideremos
o "gauge de Poincaré", definido pela condigao

y'B =0 .. (1.7-39)

Neste gauge o tensor WY e o potencial B" sdo relaciona-

dos por
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. ) o N
v va B, +y Bqu . (1.7 40}
Usando esta equagao podemos expressar BY em termos de wHY

por

) 1
o L | )
B, 2] —lky W, CaJaa R ALY

onde ) & um pardmetro arbitrario e fEXI sionifica que o©
argumento da fungado deve ser submetido a transformagido de es

cala y" » Ay". Usando (1.7-41) e (1.7-28) obtemos

B = 2wy .  (1.7-42)

Por um lado os resultados acima sdac peculiaridades
formais da teoria do string no gauge definido por (1.7-20! g
na verdade, sac simples consequéncias da nao-linearidade da
teoria. Por outro.lado, o aparecimento de uma estrutura do
tipo da teoria Maxwell na teoria do string ndo & novidade.
De fato, pode-se mostrar, num outro contexto que existe uma
relagao entre as duas teorias quando o tensor de Maxwell Fuv
tem posto 2.

Um ponto interessante & o surgimento, de maneira
natural na nossa abordagem, das correntes ju e ja. Um
esquema parecido foi desenvolvide por Nambu com © objetivo

de introduzir uma corrente eletromagnética na teoria dos mo-

delos duais.
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1.8 A formulacdaoc candnica da teoria, I. 0s vinculos e sua

 &lgebra

A lagrangiana assoclada com o string, definida por

(1.3~2}, & singular no sentido que a matriz hessiana

. 3?
- .3.2-5.\, s (1.8-la}
WY aytoy by

tem determinante nulo, isto &,

al \
- =0 (1.8-1b
det (ay“aif" . ‘

Isto pode ser verificado por um calcule direto usando (1.3-2.
Uma outra maneira de demonstrar (1.8-16) & usar as expres-
soes (l.5-10a,b}. De fato, diferenciando-se agquelas equa-
¢oes com relagao a y obtem-se que ?uHuv =0 e y'uHuv =

= 0. Destes resultados segue que H é singular, tem pos-

uv
to 2, e tem Yy e y' como autovetores nulos .

A matriz hessiana definida por (1.8-1} &, na verda
de, a matriz associada com a transformagio % + y, e de (1.
8-2) conclui-se que esta transformagdo nao & inversivel. Co-
mo se sabe, isto significa que nem todas- as coordenadas e mo-
mentos sao independentes, devendo existir algumas fungdes da
forma ¢(y, } = 0 que expressam a existéncia de vinculos as

sociados com o sistema. Esta & uma situagd3o que ja esperava

mos encontrar, de acordo com a andlise que fizemos na segao
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6, e da andlise geral que fizemos no Capitulo O.

O nosso objetivo agora & determinar quais sac os
vinculos da teoria, que ja sabemos ser em numero de dois por
ponto da superficie de evolugao. Lembremos que as coordena-
das canonicamente conjugadas da teoria sao vWoe @?u, de mo
do que as fungoes de vinculos podem, de modo geral, ser da
forma ¢(y,y /) = 0. Uma maneira de obter as fungles de
vinculo & usar as equagdes (l1.5-1la/d}. Na verdade, a equé—

¢ao (1.5-llb} ja & uma destas equagoes
rg)uy-" =0 . (1i8-2}

A outra & obtida de (1.5-114}: por diferenciagdo com relagao

a y encontra-se

Contraindo com q?v resulta que

a? a 2.
P =(3Y-v“@"):_y.u - % g¥ i .

By'u

Logo, D2 &2 uma fungdao homogénea de grau 2 em y', isto &,

@2 = fly',y! .
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com £ homogénea de grau 2 em y'. Agora, como 4 nao de-
pende explicitamente de y", a finica possibilidade que se
tem &€ P+ A%y'2 =0, onde ‘A? & uma constante. Por um cal

culo direto,usandc a definigdo de , encontra-se que A% =

u
= N?, de modo que a equagdo de vinculos que procuravamos &

P + N¥y'2 =0 (1.8-3}

(Observemos a semelhanca,na forma,da equagac (1.8-3) com a e-
guagdo de vinculo associada com a particula livre relativis-
tica, p? + m? = 0.) £ instrutivo deduzir as equagOes de vin
culo usando argumentos geométricos como procederemos a se-
guir. Denotando por YUL a projegao de ?” ao longo da nor

mal a linha Tt=constante, temos que

. . " u
Yll =¥ - ey e (1.8-4}
12
Y
com ¢,. y' =0. Segue que
e N2 ] 2
(Y.L) --—;-—'--r . (1.8-5)}
N® ¥y

Das expressOes (1.8-4,5) obtem-se a seguinte expressao para

as componentes da normal unitaria:

= AT (g et y)

L
1 2
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SN (grrgh o ny'™ . (1.8-6)
I (y'%y (y.y'iy'™ _ )
£ imediato verificar que n.y" =0 e n.n =-1. Usando a de

finigdo (1.3:5) de ‘Qu e {1.8-6), vé-se que

@ll = - Nvy'Z n, (1.8-7}

e desta expressac seguem diretamente as equagoes de vinculos
Observemos gue as quantidades Hu' definidas por

(1.3.6), satisfazem as equagdes

n2 + N2y? = 0 (1.8-8}

Estas equagdes, no entanto, nao sdo equagbes de vinculo pois
envolvem as velocidades ¥.

A partir deste ponto vamos escrever as equagoes de

vinculo na forma
9, =9% + N¥y'2 00 . (1.I8—10_}.

¢, =Py'x0 , (1.8-11}
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onde o sinal & significa igualdade fraca, no sentido da
teoria de Dirac para sistemas com vinculos. Neste contekto
os vinculos ¢1 e ¢2 sdo vinculos primarios, porque sao con-
sequéncias apenas da definigdo do momento.

Usando os colchetes de Poisson fundamentais (1l.6-
17,18} pode-se verificar (*) sem dificuldades que os vincu

culos ¢1 e ¢2 formam uma dlgebra fechada, isto &,

i

{6,(03,18,(0"} = (9, (0} +i¢y (") }gs S(om0') 0, (Le-12al

(6,003 ,0,(0"}} = 4N? (4, (0} +¢,(0"} g5 Slo-at) 3 O,
(

(5,002 ,8,(0"}} = (5,(0} +,(a'tigts §(o=0'} y O .
‘ R (1.8-12c!}

Isto significa que ¢l e ¢2 sao (primarios) de primeira
classe, e sao os unicos vinculos da teoria.

Uma maneira mais formal de expressar as equagoes

(1.8-12) & definindo os funcionais

¢i|:fj = ch f(d} ¢i(o} , i=1,2, (1.8-13)
Q

onde f(o} & uma fungdo diferenciavel arbitraria. Verifica-

se entaoc que

(*}Ng;e que f(x)b% S(x-x'")= -%TG(x—x' Y+ £(x' )% §(z-x') .
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{’1 l:fj rq)‘l:gj} = ®2 |:fg' - f'g:l ’ (1.8-X4a;
{9,7£].,0,179]} = ,[fa' - £'9) (1.8-14b)
{e,[£].0,Cg]} = o, [fg* - £'q) . (1.8-1l4c)

As equagbes de vinculo (1.8-10} e (1.8-11l} sdo, portanto,

equivalentes a
6,0e] x 0 e B[] 10

para Qualquer f.

E importante lembrar que a existéncia de uma adlge-
bra de vinculos fechada significa que o sistema admite um
grupo de simetrias e vice-versa. Como j& vimos, este grupo
& o grupo das transformagoes definidas por (1.1-3}), ({1.1-5),

‘que ja sabemos ser o grupo conforme em duas dimensoes.

1.9 A formulagdo ¢andnica da teoria, II. As equagdes de mo-

vimento de Hamilton

Para construir a integral de agdo assoclada com o
string usamos como integrando o elemento de area da superfi-
cie de evolugdo I. Uma consequéncia imediata desta escolha
&, como vimos, a covariidncia da teoria pelo grupo das trans-

formagdes conformes em duas dimensGes. Esta simetria do sis
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tema se manifesta,na formulagao candnica, pela existéncia de
duas fungdes de vinculo por ponto da superficie de evolugio,
decorrencia formal da homogeneidade da densidade 1agrangiéna
nas derivadas ¢ e y'. Assim, para procedermos a formula-
cao candnica da teoria,somos levados a usar a teoria de Dirac
para sistemas wvinculados.

A densidade lagrangiana (L. 3-2} & uma fungdo homo-
génea de primeira ordem nas velocidades y (e também em y;L
Como consequéncia deste fato a hamiltoniana candnica,associa

da com -0 string, & identicamente nula,

H_ =Fda(fru9u Ly =0.. (1.9-1}

0

(Observamos que isto €@ uma caracteriIstica dos sistemas deno-
minados de "covariantes gerais", isto &, dos sistemas cujas
integrais de.agao sao .invariantes por reparametrizagdes. Um ou-
tro exemplo de um sistema covariante geral & a particula li-
vfe relativistica com lagrangiana L = mY-2? como vimos no
L gaplitule 0,

De acordo com a teoria de Dirac a hamiltoniana que
descreve a evolugac dinZmica do sistema & a hamiltoniana es-
tendida que, no nossc caso, & igual a hamiltoniana total, e

é dada por uma combinagao linear dos vinculos. Escreveremos

H =fda C‘(O'} ¢a(€i} =

3]
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™
= l dd(01(a}¢1(d} + c2(¢}¢2(0}} (1.9-2}

Nesta expressdo ¢ (o} e ¢ (o) sdo fungdes arbitririas,
1 2

cuja presenga na teoria caracteriza a liberdade de gauge as-

sociada ao sistema. Uma escolha especifica destas fungoes &

o0 que se entende por uma escolha de gauge no contexto da Me-

canica Classica.

Segundo o principioc de Hamilton devemos ter

™ .
H=I dc{(zcl@—czy'}.é‘? - 5—3— (2N2d1y'+02@ }].6y

! l
__ o=
+ (2M%c,y* + cz@ ). 8y (1.9-3}
| o=0 ,
donde se obtem as equagdes de movimento
“H 6H IR o
Y=gt 2 9, ey, (1.9-4}
- Sy 2
S ) : S 2,4 & v -5
Qu —ay“ 5o (2N clhuvy + czfs)u) ' (1.9-5)
e a condigao de bordo
v o=m
(2N%c;n y'" + cz@u:ay“ =0 . (1.9-6}

o=0
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Para que possamos satisfazer (1.9 -7}, sem impor res
trigdes sobre a dindmica do sistema, & necessario compreen—
der o significado fisico/geométrico dos diversos termos que.
aparecem nas equagoes de movimento. Neste sentido & sufici-
ente determinar que tipo de transformacao & gerada por cada
termo da hamiltoniana (1.9-2) sobre as coordenadas yu. Te-

mos que, de modo geral

i

i

Jﬁdd({y“(a'},c1(1,0}¢1} + ﬂy“(c'}.02(t,o}¢2}} =
[o]

Sy

= 20, (r,0} ¥ + c ta, oty

Deste resultado conclui-se que o vinculo ¢zé o gerador de
reparametrizagoes em o, isto &, ¢, gera transformacoes
gque mapeiam o string sobre si mesmo. E claro que estas trans-
formagdes ndo té&m significado dinamico. Por outro lado, a
transformaqéo gerada pelo vinculo ¢1 relaciona yu com 'u,
e portanto tem significado dindmico. Isto & consistente coﬁ
(1.9-4), que conduz a 6&y" = (2c161} L (cst}y'u.

Segue das conclusdes acima que a Unica maneira de

satisfazer 4 condigdc (1.9-6), sem impor restrigbes sobre a

dindmica do sistema, & impor que

y'"=0 em 8=0,x , .. (1.9-7a}

Cplod =0 em o =0,7 . (1.9~7b}
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A imposigao de gque a condigao (l.9-7a} seja pre-

servada durante a evolugao dind&mica do string requer gque

y'M = {y'",H} = 2c{9“ + 20, PH =0 em o=0,7.(1.9-8)

Usando os mesmos argumentos wque conduziram.ra (1.9_—7a,b}, impore
mos que

il
i

0 em ¢ g, ,

fci(c} =0 em o =20,7m . {1.9-9Db}

Impondo agora a preservagao de (1.9-9a}, obtemos

'Q\l} = \'J'H} =2n° (cly::' +c;.@v} =0em o=20,r , {((1.9-10}

de modo gue devemos ter

v*'Y =0 em o =0,r , (1.9-11a}

CE(U} =0 em o= 0,r , (}.9-11b}

e assim sucessivamente.

Os resultados

obtidos acima sugerem estender o in-
tervalo de definigao de

¢ para (-m,7} da seguinte maneira:
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yu(—cl = yu(c}j

X Fungoes perlodicas
P, -0t = 8, (o}

pares em (-mw,mw) (1.9~12}

¢, (-0} = ¢, (o} |
e
c, (=0} = - ¢,lo} Fungao periddica
impar em (-%,7} - (1.9-13)

No intervalo (-w,w}, as condigdes obtidas anterior-

mente se escrevem

Jen+l) 5 (2n+1) )
- Zi“‘nu‘f(@vw’ =0 . Stz ¥ (0 =0 , (1.9-14}
o ) o .

3(2nfl) v = 32“ e {QY =
;;TEE:IT c, (0} =0 , ;;Ta-ciﬁo, =0 .
Definamos as fungdes
Q" =P¥ + ny'™™ , vel-m,m . © (1.9-15a)
Tem-se que
Q* =92 + N?y'? + 2N .y' 3 O (1.9-15b}

(£ (=m,m)}



CBPF-MO-006 /85

-222-

é equivalente aos vinculos (1.8x10,11}, no intervalo, (-w,mw},
porque as partes par e impar de (1.9-15) devem ser fracamen-
te iguais a zero, independentemente. As fungdes o (o) satis

fazem a

(g% (o} ,Q (0"} = 2npMY 3_21 §(o-¢'} .  (1.9-16}

Vamos agora definir o funcional
w
L £] = z!'ﬁjdof (o}Q% (o} , (1.9-17}:
1
com f(o) uma fungao arbitraria. Pode-se verificar que

{L[£],Llg]} = L[£g' - £'q] . (1.9-18}

Os funcionais L|f| sd3o denominados de funcionals de Viraso-

ro.

Fazendo a identificagdo

c, (o} = zlﬁ(f(o} + £(-0)) ,
(1.9-19)
c,lo} = F(£(o) - £(-03)

verifica-se que a hamiltoniana (1.9.2} se torna igual a L[£],

H

LIC£] 0 . {1.9-20}
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Neste esquema, a liberdade de gauge se traduz na liberdade
de escolha da fungdo £(o}! no funcional de Virasoro. Qual-
quer escolha desta fungado implica na especificagdo de uma
forma bem definida da hamiltoniana e define um gauge para o
string.

Retornemos as equagoes de Hamilton (1.9-4,5), com
0<o<m, e demonstremos que elas s3oc equivalentes as equacgles
de Euler-Lagrange. Observemos que se y" (1,0} e Si (t,0) satisfazem as
equagdes de Hamilton para alguma escolha das funcdes nl(r,c}
e cz(r,c}, entio y"(tr,0) e -@h(r,c} também satisfazem &s
equagdes de Hamilton com o sinal de c1 trocado. Assin, se
nog interessarmos apenas por y“(r;c}, teremos uma “degene-
réncia" nas solugbes das equagles de Hamilton associada com
a inversdo simultdnea dos sinais de P e ¢ -

Suponhamos que y(t1,0} e (1,0} sdo solugoes das
equagoes de Hamilton e satisfazem aos vinculos. Tem-se en-

tao que

c, = + —2— Nyryrio (y.y'§2,  (L9-2D)
2Ny '? '

o = yey' | (1.9-22}

Substituindo estes resultados nas equagdes (1.9-4,5), e elimi

Y satisfaz hs equagbes de Eu-

nando " encontra-se que y
 ler-Lagrange, qualquer que seja o sinal de c, em {1.9-21}.
Se para a solugao considerada ocorrer o sinal negativo, en-

tdo sem mudar y"(T1,0) podemos passar para a solugao
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(yu, - u}, para a qual os dados iniciais também satisfazem

aos vinculos; ao mesmo tempo Ei toma o0 sinal positivo.
Consideremos y“(T,G} e ni com © sinal positim&
Construindo @L pela sua definicdo encontra-se que € igual
ao que vem das equagdes de Hamilton, e que os vinculos  sao
automaticamente satisfeitos. Escolhendo C1 >0 e C2 da-
dos por (1.9-21,22}, verifica-se que (yV, @h} satisfaz 3s

equagdes de Hamilton. Estes argumentos provam a equivalén—

cia das equagdes de Hamilton e de Euler-Lagrange.

1.10 Geometria da superficie de evolugdo: projetores, for-

ma covariante das equagbes de movimento, e o tensor de

Riemann~-Christoffel.

vamos definir os sequintes tensores (simétricos):

Hon VY
Y = g2 -'L-Zga '—L:Eb =gy, (1a10-1
WY L L phY _
£r = v h . (1.10-2}

Os tensores definidos acima satisfazem as seguintes proprie-

dades:
huvh X o_ hpv

(1.10-3a}

N A (1.10-3b)
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h“u-= 2, (11.10-32)
N o 5 o
Luvzvk - Lul , A1.00~4a;

v e am-
2¥ V=0 ) ‘11.10#4b)
z“u = 2 , (1510-4c)
v A _ | 3
£ h.\J =0 . : (1.10-5}
Destas propriedades conclui-se que h"Y e M"Y g30 projeto-

res. De fato, nv & o projetor local sobre a superficie de
evolugao I, e 2"V & o projetor sobre o pland (bidimensic -
nal, tipo tempo} ortogonal a I.

Imitando o que se faz no formalismo de tetradas da
relatividade geral, podemos introduzir convenientemente dois

H H U

vetores v2 e v3 que, juntamente com os vetores V,r com=

pletam uma base local sobre a superficie de evolugdo. Impore

mos que os vetores v A= 1,2,3,4, satisfagam as equagoOes

A'

.YAHVAU = huv 2 - (1.10-6)
U.B . 5B . .10~
v,V s ‘1:10 7)

Na base local {VR}, o tensor "V se expressa como

o= v WV V4uv-v . (1.10-8;
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Observemos que o tensor huv, definido por (1.10-3%.
tem um significado fisico bem precisc. Na verdade, este ten
sor aparece no integrando da expressao (1.6-25} do tensor'mg
mentum-energia do string, e tem o significado de um tensor
de tensdes. Mencionemos, finalmente, que o tensor h*V tem a
seguinte relagao com as coordenadas de Plucker, "V, defini-

das por (1.2-10}

pVt = gntY . (1.10-9}

Neste ponto, vamos introduzir a operagac de deriva

¢do covariante sobre a superficie de evolugao. Considerando

egspecificamente os vetores v e B

a , a operagao de deri-

vagdo covariante sobre I fica definida por

: by- '
bu _ v " b cp : .10<10"
vy o= ag‘ S+ {ac}v ’ (1.10-10}
v U
A o {ptv. - o (1.10-11}

As quantidades Vavbu e Vavbu sac tensores com relagao as
transformacoes (1.1-3,4,5}.
Nas expressdOes acima, E;E}_ sao os simbolos de

Christoffel sobre I, definidos por

(2 =2 9%, , + 3.9, - 349, - (1.10-12}
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Por um calculo direto encontra-se que

2 U _
(2r=ve 2, (1.10-13)
¥ 3gPag
2 M 3g —
{a%} =P iLg =%— gbc be . 1 3"? (1.10=18)
LYok Y3 AL Y=g & :

As seguintes identidades podem ser verificadas sem

dificuldades:

V950 =0 + Vg =0, (1.10-15}

vauvbv°“’= 0 ,_,vauvbvg =0 , (1.10-16}

estas Ultimas sendo conseguéncias de

v heP = 8P, RGP o gBb (1.10-1%}

Usando a definigao do tensor qu, equagao (1.10-2,
pode-se demonstrar que
B om _8%yY W
Ve lt=pl SX_ =vy , (1.10-18}
ab v a,-b b a
3ET9E _
e
2.V
v uth = gt ghe 2 X $1.10-19}
Em termos da derivada covariante sobre a superfi -
cie de evolugao, as equagOes de movimento do string podem

ser escritas nas seguintes formas alternativas:
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U
gy () =0 , (1.10-20}

9&

ﬂ - .
13 (,/.-:g g®P 32::’._).= o, (1.10-21}
g ag" ot : N
g 2,,u N = q2Py ¥
oy"sg® v, L BC/—E g N _ =9 , (1.10-22}
ag®3e® /=g BE 3E '
ou ainda

Lﬁ ab iz!ig =0 (1.10-23}
25 g o . . ;

Esta Ultima expressdo mostra explicitamente que existem ape-
nas duas eqguagces de movimento independentes.
£ particularmente -interessante a forma (1.10-21}

das equaqSés de movimento. Na verdade, a menos do fator
1

(-g} ¥, as equagdes (1.10-21} sdo exatamente as equagdes (L

6-5). De fato, segue da definigdo (1.6.4) que

-

5 oL  _ 3(-N/Sg} _N _1 _ 3g
7

H a(aai}“} a(aay“} /=g 3 (3 y"}

= N/=g gabnw g—%; =N/Sg v (1.10-24)

Observemos que as eguagoes (1.10-24} mostram que jau € uma

densidade vetorial sobre I. Assim, as equagoes (1.10-20)}
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representam a forma covariante da lei de conservagac da cor
rente jaﬂ. Neste contexto, as condigdes de bordo se escre

vem

J = /g n.y'" =0 (1.10-25)}

e conduzem diretamente a

g=0 en ¢ =_0,ﬁ . (1,10-287

Usando as identidades (1.10-17) e a expressao (1l.

10-24} encontra-se as seguintes relagoes:
v 4P+ N&D/Tg = 0 (1.10-27}

v.a.b ab_bd_uv _ -
V300 + N2y v =8 (1.10-28)

Estas contém as equagdes de vinculos do sistema, equagdes

(1.8-10/11}, e mais as relagoes

Mz 0
y ' J u Y

(1.10-29}
i“i"u s yHy2 . (1.10-30}

Para encerrar esta segac vamos introduzir o tensor
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de Riemann-Christoffel R, . da superficie de evolugao. Este
tensor @ definido por
4

N = -
va'vc R cbavd {(1.10-31)

(V% = Yy
onde v, & um vetor arbitrario. Usando a definicdao (1.10.10}

encontra-se que

R%ca = 2clpal = %alpe! HipeH et “GpHeet -o¢ (1.10-32)

Pode-se verificar que o tensor R

t :
abcd U[em as seguintes sime

trias:

: _ Camn
Ribed “Redab ¢ Raped Ryged ° (1.10-33)

Como a superficie @ evolugac tem apenas duas dimen
soes, o tensor de Riemann-Christoffel tem essencialmente uma
componente independente, R1212' Isto nos permite expressar

o tensor de curvatura de I sob a forma

~ Ri212

I ——— - k]
Ribed 5 9acTba T Jaabe’ -

(1.10-34}

Usando (1.10-34}, 0 tensor de Riccl R 4 e O escalar

de curvatura R ficam dados por

R
- = 8¢ = 1212
Rbd g Rabcd gbd "'"‘""""""g ’ (1.10=35}
bd Ri212
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Substituindo (1.10~36} em (1.10-34) obtem-se a se-
guinte expressao para o tensor de Riemann-Christoffel em

duas dimensdes
R =R4qg g..-9 .g. .1 (1.10-37}
abecd 3'93¢9b4d ad“be * * !
Como se sabe da geometria direrencial a curvatura

média K, ou curvatura gaussiana, de uma.superficie & defi-

nida por

L= - 1 -Th
Rabcd K(gacgbd gadgbcJr ¢ (1.10-38;
Comparando (1.10-38) com (1.10-37) obtém-se

k=3 . (1.10-39}

A curvatura dgaussiana pode também ser expressa por
K = == - (1.10-40}
" R,R, ST

172

onde Rl e R2 s3o os raios de curvatura principais da super-
ficie. Em termos do tensor métrico e suas derivadas a curva

tura gaussiana & dada por

(1.10-41}

b b
- UAH DY - (3H 5N, ]
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1.11 © gauge_grtonormal

\ Como ja vimos, a covariadncia geral da teoria impli
ca na ocorréncia de duas fungdes arbitrarias nas equagoes de
Hamilton para o sistema. A escolha déstas funcoes, comc ja
comentamos, &€ 0 que se entende como a escolha de um gauge no
contexto da Mecanica Classica. Um ponto que deve ser obser-
vado quando se escolhe um gauge € a simplicidade que esta ég
colha introduz na teoria. E claro que o termo "simplicidade"
aqui tem um significado restrito pelo problema especifico
que se pretende resolver. Por exemplo, ¢ gauge denominado de
ortonormal &, sem divida, © gauge que torna as equagoes de
movimento do string as mais simples possiveis. Neste gauge,
como veremos a seguir, & possivel fazer uma analise minucio-
sa da solugao geral das equagoOes de movimento, permitindo uma
expansao de Fourier para as solugoes. Por outrco lado, o es-
tudo do problema da imersao da superficie de evolugao no es-
pago-tempo apresenta algumas complicagoes neste gauge.

Outras escolhas de dauge sempre manterao as egqua-
¢O0es de movimento nao lineares, dificultando substancialmen-
te a procura de sdlugaes. Mas, apesar disto, algumas esco-
lhas especificas simplificam bastante o estudo da imersao da
superficie de evolugao. |

A seguir vamos estudar com detalhes a escolha do

gauge ortonormal e suas consequéncias.
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Na segao 1.9 obtivemos as equagOes de Hamilton pa-

ra ¢ string,

M o= 201@11 + c‘zy'u . (l1.11-1a}

com as condigoes de bordo

y'u =0 e cz(d} =0 em o=0,7 . (1.11-2}

A forma destas equagles e a analise que nos conduziu a fazer

"'¢=0 em . ¢ = 0,7, sugerem-nos fazer a escolha
2

Ne, =1 , (1.11-3a}

c, =0 , | - {1.11-3b)

para todos os valores de T e 0.

Com esta escolha as equagdes de Hamilton {(1.11-1}

se reduzem a

u _ 1
y' = g9V (1.11~4a}

T =y {1.1-14b}
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A equagdo (l.1ll<4a)} nos da uma relagao de proporcionalidade

entre as velocidades e os momentos, em perfeita analogia com

a particula livre relativistica. Eliminagao de " nas e-
guagbes (1.1l-4a,b} resulta em
afyt _ 3% _ (1.11-5}
at? 3c? '
ou
oy =0 , | (1.11-6}
onde 0 snabaaab € o operador d'alambertiano em duas di-

mensSes com métrica plana nab = diag(-1,+1}. Portanto, com
a escolha de gauge (l.1l-3a,b}, os campos y“(r,d} satisfazem
a equagao de Klein-Gordon num espa¢o plano bidimensional.
Este resultado nos da uma clara indicagaoc de  uma
relagao entre a escolha de gauge definida por (1.11-3} e o
teorema qgue mencionamos no inicio da gegaoc 1.7, que diz que
a métrica de uma superficie bidimensional imersa no espago-
tempo de Minkowski & conformalmente plana. Esta relagao po-
de ser encontrada de varias maneiras. Uma delas & utilizar
as equagoes de vinculo (1.8-10,11} gue, usando (1l.11l-3a,b},

se escrevem
o , (1.11-7a)

6, = Y.¥'y 0 . (1.11-7b}
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Estas expressoOes reduzem a métrica (1.2-5} & forma conformal

(gab) =y'? (-; :) . (1'.:1.1—8)

Uma outra maneira de verificar estes resultados &

mente plana

utilizar (1.9-21,22) que nos dac as fungoes ci e c, em
termos de ¥ e y'. Impondo-se as condigdes (1l.11-3a,b} ob
tem-se diretamente daquelas expressdes que V. y' =0 e ¥2 +
+y'2 = 0.

Com os resultados acima a equagao (1.11-5) pode ser
reobtida usando-se, por exemplo, a forma (1.10-21) das e-

quagdes de movimento. De fato, com a métrica conformalmente

plana aquela equagao fica

- ~a24H
Dyt =22 o . (1.11-9}
/=g AETBE |

Vimos, entdo, que a escolha de gauge (l.1l1-3a,b)
se traduz em termos dos vetores tangentes & superficie de e-
volugdo pelas condigdes (1.1l1-7a,b}. E claro que (1l.11.7a,

b} implica em (1.11-3a,b}, de modo que
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0 segundo conjunto de condicoes acima tem uma interpretaq&o

geométrica clara em termos do sistema de coordenadas sobre a
superficie de evolugao: a escolha de wgauge (1.11-3} signifi
ca estabelecer sobre I um sistema de coordenadas curvilineas

cujas linhas coordenadas sao ortogohais em todos os pontos.

Os vetores tangentes a estas linhas coordenadas tem suas nor

mas relacionadas por ¥? = -y!2., Por estas razdes o gauge

definido por (1.ll-3a,b) & denominado de gauge ortonormal.
Observemos gue no gauge ortonormal a densidade la-

grangiana (1.1-12} assume a forma polinomial.

[=-30* -y (1.11~20)

Conforme ja haviamos mencionado na segdo 7, as equagdes de
movimento (1.11=5} sdo as equa¢des de Euler-Lagrange associa
das a esta lagrangiana.

B instrutivo expressar as equagdes de movimento, no

gauge ortonormal, em termos das fungoes o definidas em (1.94
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14}). Com a hamiltoniana (1.9-20} tem-se que
d" = {Q*(a}, Li£](o'}} =

= %ﬁr dq'{qp(d} :Qv(ﬂ.} }Q-\’(gi}rﬂ{dl} —
-

R AT IV (L1-11)

onde usamos (1.9~16). Das expressoes (1.9-19} e das condi-
¢bes (1.11-3, a,b} segue que, no gauge ortonormal, f(o)=1

e a equagao (1.11-11} ficamsob a forma

" - =0 . (1:11-12}

Pode-se verificar que (1.11-5)! segue desta equagao.

Neste ponto, & importante observar que a escolha
das condigdes (1.11-7a,b} ndao fixa o gauge completamente. De
fato, fazendo-se uma reparametrizagdc t+T(T,0}, o+3(r,o} de

tal modo que

3T _ 3@ T 5
.l -3, {1.11-13a}
27 2% et
3 _ 6o , 3¢ =0 ,(1.11-13b)
at? 3ol do|
0—0 ,TI'

as condigdes (1.11+7) sdo preservadas, isto &,
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( (_.‘L v oo, | ([(1.11-148}

L (1.X1-14b} -

g
Al

.,
1) L::
At

onde y = y(7(1,0}, o(1,0)}. Isto significa que as linhas co
ordenadas na nova parametrizagdo sdo ortogonais e gue sob as
transformagdes (1.11-13} ainda permanecemos nc gauge ortonor
mal. Isto pode ser demonstradoc como segue.

Consideremos uma parametrizagao arbitraria (t,0} e
procuremos a transformagac que conduz a uma outra (7,0} tal

que as condigbes (1.1l-14a,b} sejam satisfeitas. Temos gque

3t 3¢ ayk
9T T ot
3T g 3;“
Yo Y] o
De (1.11314} e (1.11-15) segue que
B0, 20% yua, (30, doyin, &
aa T R [ 3T/ ¢
+ (i’é % -‘-’-})2 g2 =0 (1.11-16)
Ts) 3T
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]s] e 3a

30 3T
e obter quatro solugbes para estas quantidades em termos de
9T

Na equagac acima podemos escolher, porxr exemplo,

e Y. Dpestas solugdes duas conduzem a parametriza—

30 oT
¢oes singulares, J = 0, e as outras duas diferem apenas pe-
lo sinal de J. Escolhamos J > 0, o que significa uma repa

rametrizagac tal que

EAYY v\ .
(;%)2 L0 e(-s% 30 .

Neste caso as solugdes de (1.11-15) sao

3% - L gyl - ((y.y"? —izy”}?{l , (1.11-17a}
0 Y'z‘- -1 . 3
& - - - (1"-1""'33'_'5 - (y.y"? -i’y'z}fﬂ . (1.11~17b}
8T Y'2 - T 3
donde se obtem
- . - _
. ‘%% = - . : 1_L s i (§.Y.}'?r;.__ ylz _g‘%]:za(-r'dr'a.llnl&.}
% Vgt g -
S h 2 v 5 - Gr.y'}%%] = (1,0} . (1.11-18b}

Agora, & suficiente considerar qualquer solugao T(t,0) da e-
quagao 3a/3T = 3B/30 e calcular 30/% e 30/31T das equa-
¢Oes acima; a existéncia da solugdo garantird que a métrica

& conformalmente plana. A nova parametrizagdoc serad ortonor-
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mal por construgao.

Se a parametrizagdo original ja & ortonormal, deve

mos ter

3T _ 31 9% _ 3¢ v

'ro— = 3'.? ! 'ﬁ - '55: - . {1011-19}
Restritas pelas condigdes o(t,0} =0, o(1,n} = m estas sdo

transformagdes conformes. As solugoes gerais de (1.11-19}

sdo, para strings abertos,

= T T+ E(T+a)+ £(r=0) ' (1.11-20a)

ali

o= ¢+ £(T+0} = £(1 0o} . " {1.11-20b}

onde f & uma fungdoc periddica com periodo 2n. (Uma para-
metrizagdo regular requer gque |f'| < % , onde f' significa
derivada com relagao ao argumento}. Para strings fechado as

solugdes sao dadas em termos de duas fungdes periddicas.

1.12 Fixacdo do gauge ortonormal

Na segaolanterior verlficamos que as escolhas 2Nc1
=1 e c2 = 0 conduzem a dois resultados mutuamente rela -
clonados: a} uma métrica conformalmente plana para a super-
ficie de evolugdo e, b} uma equagao de Klein-Gordon num es-

paco plano para o0s campos YP(T,U}. vimos também que agque-
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las condigbes simplesmente definem um sistema de coordenadas
cujas linhas coordenadas sao ortogonais em cada ponto da su-
perficie de evolugao. Os par@metros T e ¢ permanecem 1i-
vres, no sentido de gque as transformagoes (1.11-13} sdoc per-
mitidas pols preservam o gauge ortonormal. Sob o ponto de
vista fisico, uma vez feita uma escolha de gauge o que pode-
mos dizer & que dada uma secgao inicial de I, isto &, da-
do um possivel estado do string, a evolugao desta secgio fi-
ca determinada. WNo entanto, o estado inicial do sistema nao
fica especificado por nenhuma escolha das funcoes cltr,c} e
Gz(r,o}. Neste contexto, uma escolha das fungoes arbitrari-
as nao significa fixar o gauge.

Para fixar o gauge devemos impor sobre as varia-
veis dindmicas da teoria condigOes subsididrias tais que as
condigOes do gauge ortonormal sejam satisfeltas, mas que con
tenham informagoes suficientes para se identificar quais os
pardmetros 't e 6 que estdo sendo usados. Estas condigOes
subsidiarias, denominadas de "condig¢des de gauge" ou "vincu-
los de gauge", devem quebrar as simetrias mediadas pelos vin
culos (1.8«10,11}. Na formulagao hamiltoniana da teoria is-
to significa que devemos impor dois vinculos de gauge X, e
x2 de maneira que o conjunto de vinculos (¢1, ¢2, xl, xz}
seja de sequnda classe. A escolha de condigdes de gauge que
apresentaremos a seguir & devido a Goddard, Goldstone, Rebbi
e Thorn.

Para definir as linhas 1 = CEE vamos seccionar a
superficie de evolugao com uma familia de planos definida pe

las equagdes
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A.y = ar , - o (1.12-1)

onde a & uma constante e X = {lu} € o vetor normal ao pla
no, independente de T e 0. A constante a pode ser
determinada como segue. Diferenciandc a equagao (1.12-1} com

relagao a T tem-se

Ay = a . (1.11-2}

Usando as equagOes de movimento (1.11-.1a,b} e impondo as con

digSes desejadas sobre c e c  resulta de (1.12-2} que
1 _ S
a=z1%9 S (L11-3
Integrando esta Qiltima equagcac com relagao a ¢ resulta

g ) : :
ca = %j dgr P (1.11-4)
o]

Escolhendoe ¢ = 7 seque que

=L [ | -
as= T XZI do 1?(0*; ﬁ?-l.P - (1.12-5}

[»]

Com este resultado as equagles (1.12«1} e (1.12-3}

5& escrevem
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Ay =Tl (1.12-6}
= 2B (1.12-7)

Seque entdao que as condigoes de gauge que devemos impor de

modo que se tenha 2na3 =1 e c,= 0 sao

Ly 0, (1.12-8a)

Aoy -1 e

Xq

P
X, = A-(8-2) p 0 . (1.12-8b}

ce

A partir de (1.12-8a,b} as condigbes do gauge orto

normal podem ser reencontradas. De fato, diferenciando (1.

12-8a} com relagdo a T e ¢ obtem-se .. -
. 'ﬂ'-? - A
)t.y % T (1.12 9a.)
e
Ay a0 . (1.12-9b}

As equagdes de Euler-Lagrange implicam em

208 =--2omyo , (1.12-10}

De modo que a condigao de bordo nu =0 em ¢ = 0,7 implica

em

AJ(T,0) y 0 . (1.12-11}
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Usando (l.12.9a,b} e as definigoes de P, e-ﬂu em-

contra-se

AP - (Lyinef Tlyee N

v OINLTy2 20,

iy

rem o N2 T gy a0
Destes resultados conclui-se que ¥.y' ¥ 0 e que NZ ly'2a1,
e, portanto, ¥2 + y'? % 0.

A verificagao de qﬁe o conjunto de vinculos (¢1,
¢2. X, 1 xz} & de segunda classe & imediata.

Concluimos entdo que as equagdes fracas (1.12-8a,b)
constituem um bom conjunto de condigoes de gauge. A coorde-
nada T fica estabelecida por (1.12-6} e a coordenada ¢ por
(1.12-4} . Isto significa que estamos usando a energia do
string para rotular seus pontos, ji. que o esta sendo tomado
como proporcicnal ao fluxo total de energia entre um extremo
e 0 ponto considerado. Entao, as equagoes (1.12-8a,b) esta—.
belecem um sistema de coordenadas scbre a superficie I, com
a coordenada T sendo definida pelas intersegoOes dos planos
{(1.12-1} com a superficie, e as linhas coordenadas de ¢ sendo
tomadas como as linhas de fluxo da componente da  densidade

de momento na diregao ).
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1.13 Aspectos deométricos do gauge ortonormal

1.13.1 Coordenadas harménicas

Como consequéncia da covaridncia geral da teoria
sob as transformagbes admissiveis das coordenadas internas,
verificamos a existéncia de dois vinculos por ponto da super
ficie de evolugdo. Na formulagdo hamiltoniana da teoria, as
equagdes de movimento contém duas fungdes arbitrarias como
decorréncia da existéncia destes vinculos. A escolha especi
fica daquelas fungdes definidas pelas condigdes (1.11-3a,b},
nos possibilitou expressar as equagdes de vinculo sob a for-
ma puramente geométrica {(l.1l-7a,b)}; estas nada mais sao que
restrigdes sobre as componentes do tensor métrico, isto .. §,
s3o condigbes de coordenadas. De fato, as equagdes (l.11-7a,

b} podem ser expressas como

B, = 9yy + Gpp X O (1.13-1a}
e
by = 9y, ¥ O . (1.13-1b}

vimos que com estas condig¢Ges as equagdes de movimento tomam
a forma (1.11-9). Comparando-se esta eguagao com a equacao
{1.10-22) vé-se que devemos ter

# ;?5 (/=g g% =0 , (1.13-2)
-g
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ou, equivalentemente,

(1.13-3}

Lo |
1

c ab, ¢, _
As coordenadas que satisfazem ds condigdes (1.13-2} ou (13-

3} sao denominadas de coordenadas harmdnicas.

Antes de mostrar que as condigles

= = -d
Jyp ¥ 99, =0 +» g,, =0 (1.13-4}

podem ser obtidas de (1.13-2} ou (1.13-3}, vamos mostrar que
& sempre possivel escolher um sistema de coordenadas ro qual
aquelas condigOes sao validas. Para isto consideremos a lei

de transformagao dos simbolos de Christoffel.

R A AN TG SN 1A A &

- =1 o - = (1.13-5}
ac BEf 355 a“.__::l. de ‘Sﬁb BEC'_"'BEdB%;e
=bc
Contraindo com g encontra-se
_.. aFa: § n2Fd
T8 = 8 Tpb _gbe 2L (1.13-6)
3E 98 3k '

Entao, se rP # 0, & sempre possivel encontrar um sistema de
coordenadas {E?} resolvendo-se o sistema de equagBes dife-—
renciais

be - 9%Z78 9E?

2£P3eS 3P

b

r
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e a equagdo (1.13-6) nos dd T2 = 0 neste sistema de coorde

nadas.

E importante observar que as condigdes (1.13-2)ndo
sao covariantes, pois o seu objetivo & exatamente o de remo-
ver a covariancia geral da teoria. Além disto, as transfor-
magoes de coordenadas que satisfazem ds condigdes harmdnicas
nao constituem um subgrupo de (1-13}.

Retornemos a (1.13-2 ou 3}. Por um cdlculo direto

encontra-se que estas equagOes podem ser escritas como

o (922) ész zii , (1.13-7a)
g
ﬁ; (:_;;.) -z (g“) (1.13-7b}

Uma solugao para este sistema de equagdes &

=0 , == = g = constante

A condfgao de causalidade g < 0 requer que a constante da
relag&o acima seja negativa. Escolhendo esta constante igual
a -1 recobramos (1.13-4)

Denotando por n, a métrica de Minkowski bidimen-
sional, n, = diag (-1, + 1}, segue que as condigoes (1.13-4)

podem ser expressas COmMO
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ay* a9 =
= = -y
nl-lv ag® BEB 9ab g Mgy - (1'13. 8;
Temos também que
“ab 1 ab :
= — 7 . (1.13-9}

Finalmente, mencionemos que no Gauge ortonormal os simbolos

de Christoffel nao nulos sao

(3 ={21=3% ;3; o (1.13-10)
{sem soma no Indice b}

E o0 escalar de curvatura assume a forma

R = == n*P3_3(tn/7g) (1.13-11)

1
/=g

113-2 0 grupo conforme sobre a superficie de_evolucado

Como j& vimos na gecgac l.l1, as cdndigées do gauge
ortonormal sao preservadas por reparametriza96és T+ 1{1,0),
T + 1{1,0) que satisfazem as equagdes (1l.1ll-13a,b!. De modo
geral, as condicdes do gauge sao preservadas pelas transfor-

magoes

5T _ , »a 3T AT
Mosde  Ho.ik (1.13-12}
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com |
0O g8 - P §§%§§? =0, %g o=0,w= 0  (1.13-13}
Por estas transformagdes tem-se gue
9,p = I'9,, ¢ | /-5 = 3'/g , (1.13-14)

onde J & o jacoblano da transformagao. Segue entao da con-
digao de causalidade que deve-ser ter J>0, de modc que © si
nal a ser usado nas equagoes (1.13-12} & o positivo.

As transformaqus definidas por (1.13-12,13)mantem

invariante a relagdo -dr? + do? =0 e assim constituem um

subgrupo conforme de (1.1-3,4,5). Vamos introduzir A(E} e

r{g} por
95 _ 3T _ 1 (r 30 _ 3T L rgy 1.13-14)
-a'?"'é?‘-ﬁtgl v 35 < 5T r(g} (
Segue entao que
af A a' _ dA (1.13-15)

=0, (1.13-16}

i
o
-
>

Da=90 , OF
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Em termos de A e T o jacobiano fica dado por

J=TIr2-38*5%0 . (1.13-17}

As transformagOes inversas sao

Q>
o

S0 ;L 3 8__12 | (1.13~-18}
390 3T J T T J -
& conveniente usar as fungodes
\ _ A
J(E} e & =arctg T
que, devido a {1.13-15,16}, satisfazem a
J _ a0 9 - 3 O :
seUndi=2 8, a3 =235 (1.13-19} -
B{(tng} =0 , Oe=0 . (1.13-20}

Em termos de J e 8, as transformagdes conformes de vetores

sobre I se expressam

v! A T v! sinh 8 cosh &\ /v’
( =( =( >=¢3( )( ) (1.13-21)
v? FoA v? cosh8 sinhg’/ \v?
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(61} -A I')(vl) - (—sjnhe cosh 6 (vl)
= = (1.13-22}
v, (~r -7 v, T Ncosho -sinhe) v,

Os resultados acima mostram que as transformagoes
cdnformes sdo produtos diretos de transformagoes de Lorentz Io-
cais especificadas pelo &ngulo hiperbdlico 8, e uma dilatagdo local especi
ficada por J. Estas nao sac independentes, sendo relacionadas por (1,13-19}.

As solugdes gerais.de (1.13.12} sao dadas por (i.
1l1-2la,b} e emtao de acorde com o fato das transfofmaqSes in
cluirem uma parte linear, T =at +b e 0 = ac. Em (l.1l-_
20a,b} fizemos a=1 para evitar do dominio de ¢ ficar mul
tiplicado por a.

Para encerrar esta segao, mencionemos que o grupo
conforme num espago de duas dimensdes tem dimensdo infinita,
e & isomorfo ao produto direto GxG, onde G & o grupo de
todas as transformag¢des continuas de uma variadvel. Um outro
fato importante para a teoria do string se relaciona com a
Algebra do grupo G. Suponhamos que £ & uma coordenada so
bre uma linha e que ¢(£} & uma fungao infinitamente diferen

cidvel. O efelto de uma transformagao & + E sobre y(&} po

de ser representado por

8@ = ¢pE = exp (£0)E v (E)

Escrevendo f£f(£) sob a forma

4o

£(8) = |} at

1) —a2 n

n
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tem~-se que

onde

sd30 os geradores da transformagao. £ imediato verificar que

[(L,L]=(m-nL . (1.13-23)

m+n

Mais adiante mostraremos que as componentes de Fourier do
funcional de Virasoro geram uma élgebra isomorfa a algebra

do grupo G.

1.14 A splucdo geral das equacdes de movimento: a expansao

de Fourier das variaveis dindmicas mo gauge ortonormal

As equagoes de movimento (1.11-5) podem ser escri-

tas sob a forma

azy“ .
S(te0} 8 (t-07 =~ 0 ¢
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e a solugdo mais geral, compativel com a condigdo y'™ = 0 em

o = 0,7, equagao (l1l.11-2}, & dada por
v 00 =tk + Zlak (hay + ¥ (-e-a}:l (1.14-2}

Nesta expressdo {kY} & um vetor constante, e Q! sdo fungdes
periddicas com periodeo 2m.

0 vetor k* pode ser determinado da seguinte manei-
ra. Das equaqSés de Hamilton (1.11-4) tem-se que-

= oV = Liqs LT TPy -2
@u any = Nkll + 3 Qu(-rw} + ﬂ_u('t o,], (1.14-3)

onde a linha significa derivagdao com relagao ao argumento da

fungcao. Segue entao que

¥y = = ' . . -4)
r?udo 2Nk = 2P (1.14-4)
: —l'n' .

Com este resultado a solugdo mais geral das equagoes de movi

mento pode ser expressa por

'u .
y* (1,0} = %F T + %[ﬂ"(rwh + Q¥ (-r-o'}:l (1,14~-5a}

cOom

P -
(P-u (t,0} = —TTH + -'I;'I,Rﬁ (T+0) + ) (r-c}] {1.14-5b}
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As equagdes de movimento e suas solugOes sugerem a
expansao de Fourier das variaveis dinamicas. Levando em con-
ta que y“(r,c} e H(T'd} sao fungoes pares de ¢ no inter

vale (-m,7}, podemos escrever as expansoes

y'(r,00 = y¥(r} + ] yb(rxosno , (1.14-16a)
' n=1

o0

@u'(T;O}‘ =rs)uof1'} + ] @un(r} cosno, (l.14-6b}

n=1

com

ﬂ;(r} = %[dc §u('r,cr} ’ (1.14-7a}

Fall
Y:;(T‘ = %J doy”(t,0) cosn o , (1.14-7b}

-n

©Ww
=
(@]
-
a
il

m R,
"%"J da@u('r,a} =2, . (.14-8a)

=T

_1
@un(ﬂ " dc(.?u('r,a} cosnag . (1.14-8b}

Usando os colchetes de Poisson fundamentais (1.6 -
17,18} pode-se calcular os colchetes de Poisson entre as com
ponentes de Fourler de y"(t,0} e (Qu('r,c}. Os resultados
s30

(yh(e2, D, (1 =26, sl mmnro (1. 14-97

o m,n

{yE(T} /P (T3} = sh. (1.14-10}
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Retornemos as solugdes gerais das equagCes de movi

mento, expressdes (1.14-5,6). Fazendo

% Q"(t+o‘! + Q¥ (1- c:| —Q“ + { (Q“e“‘(”“ " Q“e'm(“" ))
n=1 :

(Quem(r -0 ) +5u -m('r—d))

n-l

=al + ): cons n c(n“e“"‘ + ﬁ“ _"nT) .

n=1
(1.14-11}
Segue que
M S 1! Pu p_inT . ﬁmx—inr
vy {t,0}) = R +ﬁ; T + nzl cosnc(nne + e .
(1.14-12)

o

u * -
D¥(r,0) =B+ T inNcosn o (e’ + Ve ”‘T) (1.14-13}
o5 n n

Comparando estas expressdes com (1.14-5,6}, verifica-se que

H
yh(ty = af + &=, (1.14-14}
yh(t = ngei“'f Ak e inT (1.14-15)
?ﬁt‘r} = inN Qzeln'r - ﬁ'ze_im') : (1.14-16)

Vamos definir as variaveis

H = lﬁ H 1Y Y o -
an(*r} > VN (i@n('r} + nNyn(T,) T e (1.14-17}
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Usando os colchetes de Poisson (1.14-9,10) encontra-se
: v oy
{al,a’r =0 ,- (1.14-18a}

{a*g,a*:} =, (1.14-18b}

UVG

’ ULV = -
{an,a.m} n o

(1.14-18c}

Substituindo as expressoes {1.14.15,16) em (1.14-

17} obtem-se

aE(T} = J/7nN Q; elnt " (1.14-19a)
= agcoge‘“T .  (1.14-19b}

Finalmente, substituindo (1.14-19) em (1.14.-12,13) obtem-se
as seguintes expressoes para as variaveis candOnicas em modos
normais de vibragao (i.c., em termos das variaveis tipo osci

lador harmonico):

Yu (1,0}

n
u P
Yo (T} +fm T+ )

. M ~inT U inT
= msnc(an(O}e + a n(O}e e

n-l V_:DN'IT“ .
| (1.14-20}

E N

'f

i/nNT cos va'-’cf-i-a::(O}Ef-‘m‘r + a*‘;(O}emT}

n=1

-{1.14-21)
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Examinemos agora a decomposigac de Fourier dos fun

cionais de Virasoro definidos por (1.9-17}. Denotando

- —:l.n N in.z /.1 _an
L, =L le _ mj doe Q% (¢} , (1.14-22}
ki
fYem-se gue
L* = L. . (1.14-33)
n “n
Um calculo direto conduz a
_ o ] - : - )

‘que & uma expressao alternativa da dlgebra de Virasoro ex—
pressa por (1.9-18). A equagdo (1l.14-24) mostra que as com-
ponentes de Fourier d&w funcionais de Virasoro geram uma élgg
bra de Lie. Na verdade, as quantidades Ln sao os geradores
do grupo conforme sobre I. (Ver equagao (1.13-33)).

Lembrando que para qualquer fungao real f£(o¢} pode

mos escrever gue

f£lo} = § £, 0% = ] £2elfC
n n

com
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tem-se
‘Frat]l = * -5
L!_.f(o.] E £X1L_ (1.14-25}

que é a decomposigac de Fourler das funcionals de Virasoro.
Vamos a seguir calcular a expressao de L.~ em termos dos mo
dos normais de vibragao.

Usando a definigdo (1.9-14) das fungdes Q" (o)} e as

expansdes (1.14-12,13) encontra-se que

u m - —. » -

n=1
(1.14-26}
Agora, aﬁn =:ia*§ de modo que
pH T nN i i
QH (1,0 = = + z i ?(éh_gelnr}elno’ .
nEe (1.14-27}
Substituindo (1.14-27} em (1.14-22} obtem-se
2 m . +® m .
L, = E Jt:lc’re"l'“:r + _ZP ) i‘V@ a Jdcélkm)d
' 473N ’ ST pm—e Tom J
+@ 4z 2 :
- HEB ax.ax doellk¥nim)e (1.14-28)
M= g E— T

-7
Esta expressao pode ser simplificada fazendo uso de

m i(n-m)o
J do 'R = 2nd .
n,m
=
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Encontra-se gque
L ==L p*+ ] nat.a (1.14-29}
0 2N n"n ' * !

n=1

= 1 ——-k-; ) *
L, = i VNw P.an + ngo +nin a*.a

e[

k-1
z ¥ ZE-n;n antak_ rN (k > 0} - . 11014-30}

n=1 n

Com os resultados acima pode-se mostrar gque

{88 = 1/T0mm a);, ;o k>0, (1.14-31)
(L, &% = - -\/ﬁr:? P + 3 /Tmim all__ {(1.14-31b}
{L,,all =imal (1.14-31c}
i U — *1‘-‘ ¥ — A
.ﬂLo,a*m} ima*- . _ﬁ¥.14 314}

Em termos das expansdoes de Fourier os vinculos de

gauge (1.12-5a,b} e o vinculo (1.9-20) se escrevem

A-a (1) g 0o , (1.14-32a)
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Ae(¥o (T - 7 f) v 0 , . (1.14-32b)
L, %0 ' (1.14-32c)
L, % 0 , (k>0 (1.14-32a)

0 conjunto de variaveis (yg, Pu, a;, ;g} & muito ﬁ
til tanto para a descrigao classica como para a descrigao
quantica do string. Observemos que aoc se fazer a expansao
das variaveis din8micas em termos de aﬁ e ;g estamos tra-
tando o string como um sistema oscilatdric, onde estas varia-
veis desempenham o papel de coordenadas normais. Os oscila-
dores que aparecem nas expansoes sao quadridimensionais. Is-
to introduz uma dificuldade na teoria devido a presenga de
osciladores "na diregdo temporal”, que na descrigao guiantica
fazem surgir estados com norma negativa . Estes estados,
no entanto, podem ser eliminados usando-se as condigdes de
gauge.

O numero de graus de liberdade associados com o
string pode ser contado a partir de (1.14-20}. Em um espago
com D dimensdes este nimero € (D=1} + (D-2} x (1,...,n=w},
onde os (D-1) graus de liberdade sao associados com o movi—

mento do centro de massa.

Usando a definig¢do (1.6-15) do momento angular, en
contra-se a seguinte expressao em termos das coordenadas nor

mais,
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MY = gBeV - yVRM 4 i ] 2(afla¥-al. &by L (1.14-33)

Finalmente, cbservemos que da definigao de Lo' e-
quagao (1.14-29), e de (1.14-32c} pode-se definir un invari-

ante de Lorentz, o "quadrado da massa” do string, por

M?=-P% = 20N ] na*.a . (1.14-34)
n-.;‘l o

1.15 O problema de Cauchy

Consideremos um string infinito —o<g<+», e deno-
temos por y"*(0,0) = p¥(0), p'?(0)<D, a curva que descreve a
posicac inicial do string. Suﬁonhamos que em cada ponto des
ta curva estd especificado um vetor v' (o}, ndo paralelo a
M

p" (o}, e que o plano que contém este vetores intercepta o

cone de luz segundo duas geratrizes. Esta condigdo se expres

sa por

(pt.v}2 = p'2y2 > 0 (1.15-1}

0 problema de Cauchy para o string (no gauge orto-

normal} consiste em encontrar uma solugao das equagdes de mo

vimento, ?u - ‘?” = 0, que satisfaz aos vinculos e descreve
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uma superflcie I que passa pela curva p“(o} em t=0 e toca,
em todos os pontos desta curva, o plano que contém os veto—
res p'(o) e vM(al.

Observe que nesta formulagao do problema apenas a

il

componente de v~ perpendicular a pu @ relevante para os da

dos iniciais. De fato, decompondo v¥ nas direcoes paralela

e ortogonal a p'u,

o} = v, (o} + vylo} , v,.p=0 (1.15-2}

A condigcao (1.15-1) fica sob a forma

(p'.vy 3¢ - p'zvﬁ - p'zvi = - p'zvi > 0 (1.15-3)
ou
vi » 0 3 (1.15-4)

Logo, apenas v, & usado na especificagao do plano tangente

a superficie de evolugao I mno instante inicial. Portanto,

|

diferentes vetores v~ com componentes vV, iguais conduzem

ac mesmo movimento do string. A componente de v

M

paralela
a p'" nao tem significado fisico.
A solugdo do problema de Cauchy fol construida por

Barbaskov e Chernikov, e se escreve:
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OkT

(pl.v}plu _D.avu

-1 'J(p‘.v‘ -ftiv? |
' {1.15-5a)

] o¥T _
= -]flrpu (t+0} +p! (o-T}] +é’- ' v, (A} % /e'z(l} aa.
’ T vi))

(1.15=5b}

ax .

yH(t,0} = %-l_'p“t (t+a} + pH (a-1}] +%—

O integrando da expressao (l.15-5a} & proporcional a densida
de de momento do string em 71=0. De fato, desta expressao

encontra-se que

I-l_puz_vu

. . ] YAl
Y'u(O,U}' = p'u(ﬁ}rryu(ord} = (pl.vip
| ' (ptevi?2 =ptiy?

Substituindo este valores na definigdo (1.3-5) obtem-se

V}pn -p'iy

(0 g} = N —= - {1115-6}
J(p - p|2v2
Note que as velocidades dos pontos do string no

instante inicial, y“(o,o}, obtidas de (1.15-5a) sao iguais
a v'(o). ‘somente se os dados iniciais p'M(o} e v%(o! sa-

tisfizerem as equagoes de vinculo,

p'2 (o) +vi(a} =0 , p'{o).viol =0 . (1.15-7}
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Neste caso, o integrando de (l.15-5a} & a velocidade dostring

no instante inicizl,

. o+T
B y' (1,0 %I_‘p"I (o+1} & oM (o-1)] +J axvh (), (1.15-8
) -T
yH(o,0) = vW(or . (1.15-9}

No caso geral tem-se que

- ) |2
(0,0} = v¥ (o} 4 /- E—;—-(E’- . (1.15-10}
-vi'(d}

Examinando~-se a expressao (1.15-6) e a definigao

de vé-se que v" e 3" aparecem nestas expressdes da mes

u
ma maneira, o que aparentemente contradiz os resultados aci-
ma. Na verdade ndo had contradigdo porque a expressdo de §>u
nao pode ser invertida para expressar Yu univocamente em
termos deqpu, ja@ que a lagrangiana & singular.

Para o caso de strings finitos a solugao do proble
ma de Chauchy pode ser obtidé a partir de (1.15-5a}). Para sa
tisfazer as cohdigaes de bordo y'Y' =0 em o =0,7, & sufi
ciente fazer uma continuagao dos dados iniciais (o) e {Pu
(0,0} para fora do intervalo (0,7} de maneira par com rela-
cao aos pontos 0 e .

Em problemas fisico especifica-se a posigao e a ve
locidade do sistema no instante inicial. De acordo com o es

quema desenvolvido acima pu = y“(O,c} e vM = 9“(0,0} de-
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vem ser escolhidos de mode a satisfazer as condigdes (1.15-7),
e a solugdo & construida usando a expressido (1.15+8), que €

a formula de d'Alembert para o string.

1.16 O _gauge transversal

Conforme mencionamos, © conjunto de variaveis (yg,
Pu, aﬁ,aﬁg} & muito Gtil para a descrigdo do string, em par-
ticular para a descrigao gquantica. No entanto, ao se gquanti
zar o string de maneira covariante, usando aquelas variaveis,
aparecem estados de norma negativa ("estados fantasmas"}] no
espectro de estados fisicos. Tais estados nao sao aceitave-
is para uma interpretagao consistente da teoria e sua pre-
senca nao pode ser evitada a priori. Mais precisamente, es-
tes estados ocorrem como consequéncia das regras de comuta-
¢do [ﬁﬁ , agfml = g°° = -1, que sdo inevitaveis se se dese-
ja ter a covarlancia de Lorentz explicita. No entanto, se
nac insistirmos com a covaridncia explicita o sfring pode
ser quantizado em um "espago fisico", que & um subespago do
espago de Hilbert dos osciladores. Neste caso, deve-se mos-
trar que a covariancia de Lorentz pode ser reestabelecida
ou, equivalentemente, que este espaco representa todas as
possiveis excitagOes do string. Para ser preciso, o ponto
& que, uma vez feita uma escolha de gauge nao covariante, uma
transformagao de Lorentz induz uma mudanca nas coordenadas
internas {t,o0), conforme mostraremos em detalhes mais adian-

te. Assim, torna-se necessario fazer uma reparametrizagao

para reestabelecer a covariancia da teoria.
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Vamos entdo fazer uma escolha especifica do vetor
A gue aparece nos vinculos de gauge (1.12-8a,b} e assim, e-
liminar as varidveis dependentes da teoria. A escolha de A
como um vetor tipo luz define o que se conhece na literatu- -
. ra como o gauge transversal. Veremos que as condigoOes do
gauge ortonormal V. y' =0 e ¢y? + y'? = 0, podem ser re-
cobradas, de modo que o gauge transversal & uma possivel es
pecificagac do gauge ortonormal no sentido de que as condi-

cSes que definem este gauge nao sio destruidas. A nossa es

colha para o vetor X &

A= =0 , (1.16~1)
1
by = AS = e ’
© ' 2

de modo que X.A 0. E usual definir também o vetor A por

’ (1.16-2}

£ conveniente introduzir as componentes tipo cone de luz pa

ra vetores arbitrarios, definigdas por

Vl = (vl'vz} ;ﬂ
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ot =L (vo4vi) = Auvu ’- (1.16-3;
v- = i (vﬂ —‘Va} = 'i vu .

Usando esta decomposigao para dois vetores v e u tem-se

que

v.u =V, .,u, - (v*u"+ v-u+} {(1,16~4a}

nABvﬁuB , (1.16:4b}

com

aAB=+, =, 1,21

Em termos das componentes no cone de luz a nossa es

colha para A &

A =0 (1.16-6}
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Dos vinculos de gauge (l.12-4a,b} e das equagdes

(1.12-6a,b) segue gque

ytF =0 , - (1.16-7a}
+
== - (1.16-7b}

Usando estes resultados nas equagbes de vinculo (1.8-10,11)

encontra-se

y' #';% (Py (1.16-8a}
e
P = (P o+ N, (1.16-8b}
2p

donde se conclui que y e ¥ nao siao variaveis independen—
tes. Portanto, as variaveis independentes no gauge transver
sal s3o (y1,<§l, pt, y-o}. Assim, neste gauge os colchetes
de Poisson fundamentais da teoria sao

{yiwl.@j (6"} } = aijaw—a'} , 1,5 =1,20 (1.16-9a)
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{y;,p”} = -1 . (1.16-9b)

Queremos agora encontrar gqual a hamiltoniana que
gera o movimento. Neste sentido, observemos que com a esco-

lha (1.16-6} os vinculos de gauge (l.l12.4a,b} se reduzem a

Y “fg T
e
+ :
+-= (1.16-10b}

de modo gue o parametro de evolugac € proporcional a y+. En-

tao

+ .
a _E AL < yrm (1.16-11}
T m dy

onde H & a hamiltoniana que procurambs. Por outro lado, po

de-se verificar que

(g,27) = 2L (1.16-12)

dy

de modo que P~ & o gerador de deslocamentos na diregio vy .
pe (1.16-12) e (1.16-11l} segue que a hamiltoniana H & dada

por
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1 o= _ 1+ [T, .
H=g-PP =g=P ¥ (cldo = (1.16-13a}
)
1 ™
= ?ﬁj do (P + N’y !?T . (1.16-13b}
o]

£ instrutivo obter esta hamiltoniana por outros mé
todos. Um deles consiste em usar (1.16-11,12} e (l.l6~10a},
integrar a expressao {(1.16-~8b} e assim obter (1.16-13}. Um
outro procedimento & escrever a integral de agao sob a forma

hamiltoniana

s =J d'rl-P.}:r + Z ai¢i+£ BJ)(J] ,

onde as duas somas representam os vinculos da teoria e os vin
culos de gauge, respectivamente. As variagoes com rela-
¢cao a ai e 87 conduzem aos vinculos, que devem ser usados pa

ra eliminar as variaveis dependentes. Resulta entac que
| . + - - Lot o [ oae

donde se obtem H diretamente. Esta & a hamiltoniana que pro
paga os graus de liberdade independentes da teoria, denomina
da de "hamiltoniana reduzida®.

As equagoes de Hamilton que se obtem usando {(1.l6w
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Y, =z® [{1.16-14a}
a — .n - LY
9 =Nyy . (1.16-14b)

Da definicao do gauge transversal segue que

VAR R , (1.16-15a}
P*rt=90 , y'm=0 . (1.16-15b}

Com estes resultados e de (1.16—8a,b} obtem-se
P 1 & - \
y =% Q , (1.16-16a)
VT =Ny . (1.16-16b}
Vé-se que as equagles (1.16-14} e (1.16-16} sdo formalmen-
te andlogas as equagdes de movimento no gauge ortonormal, e-

quagoes (l.1l-4a,b}. O gauge ortonormal pode ser definido e-

quivalenteménte pelas equagoes (l.11-~7a,b}, pela escolha H =

L, ©ou pelas equagbes (1.11-4a,b}.

Como ja dissemos o gauge transversal &, na verdade,
uma outra possivel especificagdo do ¢auge ortonormal. De fa
to, como ja vimos, as equagdes (l.1ll-7a,b} nao especificam o

gjauge univocamente. Ainda no gauge ortonormal pode-se fazer

uma mudanga de parametros, COm Os novos parametros satisfa-—
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zendo a equacac de d'Alembert com relagao aos antigos. Agora,
como as coordenadas yu(T,o} tambéem satisfazem a equagao de
d 'Alembert, uma combinagdo linear do tipo luy“ pode ser to-
mada como proporcional a T sem que se destrua as condigdes
do gauge ortonormal.

Passemos agora a expansao de Fourier no gauge trans

versal. Os vinculos (1.16;10a,b}_se escrevem

yolt} ¥ 0, (1.16-17a)
al(ty 40 . (1.16-17b}

Os vinculos Lo Yo e Ln ~ 0, dados por (1.14-29,30} po-

dem ser facilmente resolvidos para P e a;, e o resultado &

- = T
P za ‘;—2 L (1.16-18a)
a n i/ L T (1.16-18b}
v n p+a ' * :
onde
T = 1 2 e _ _19;
L, =5y5- P{ +1 a2 .ap (1.16-19a}
n n n
T n .+ _
L, == iy P .d. + ] /m{ntm} a* .a, =
n N7 Tn “m>0 Tm Tn'-i-m
n«} : - A
- % { I/m 1m_n£ aTm.aTn—m . (1-16 lgb‘
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Os colchetes de Poisson para as variaveis -aﬁh: ay s Y;rgP+
n

sao

{a;,a;} =48 0 (1.16-20a)

{ap ,a% } = - isds £1.16-20b)
n m ’

{y;,P+} =-1 . (1.16-20c)

Examinando-se as equagdes (1.16-17) e (1.16-18},
vé-se que a fixagdo do gauge transversal pelas equagoes (1.
16=-17} 3o & satisfatdria se os modos para os guais rt 2 zero
forem excluIdos'do-conjunto de estados permitidos do string.
Observemos que se Pt = 0 a.condig&o'de gauge (l.l6.10a} se
reduz a y°(o} = y'(o} e ndc se tem uma familia de planos pa-
ra secclonar a superficie de evolugdo. Tem~se apenas um pla
no, e isto ndo & Gtil para a fixagao do gauge. Portanto,
torna-se necessirio determinar se os modos com PT = 0 sdo fi
sicamente relevantes (num sentido que ficara claro no que se

seque} .

i

Suponhamos que P* = 0. Das defini¢des de P° e P!

obtemos

- 2 -
pt = Lty = (p+ + PPN =

3 pt/2

1 |‘.= 1(2 1 ] .
2P% « —={P* + ka* .a b) {1.16-21a}
2/7P+- P+ 4 QN‘H;{ Tk T
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S S PSS SO
P {_29 T (B} + 55 1 k

- .a% }] {1.16~21b}
2V2 P P k :

a

£ claro que em P+ =0 tem-se P° + ©« e P! + - » a menos que
se tenha P2 > 0 e |2, | + 0 mais rapidamente. Mas neste ca-
go teriamos P° + 0 e P! » 0, de modo que P = 0. Isto signi
fica que y"(1,0) = y"(o} e ‘S)u = 0, e a histdria do . string
se reduz a um ponto no espago-tempo.

Vejamos agora o que ocorre com P~ e -a_, dados por
(1.16-18a,b), em pt = 0. ve-se que para que P seja finito de
vemos ter Lg = 0 ao mesmo tempo O que, pOor sua vez, nos diz
que PL =0 e aTn = 0. Mas isto implica que q% = 0. Como
consequéncia temos y'u =0 e y“('r} = yu(o} + Pu'r, com@l?“
= 0. Assim, o string se reduz a um ponto, e sua histdria a
uma linha no espago-tempo.

Dé discussdo acima podemos concluir que os modos fi
sicamente relevantes sao aqueles para os quais RL #0 e a

n
# 0 para algum n. Isto significa que pt # 0 e também PuPu >
> 0. Um estado com PT =0 e P, #0 tenm P +® € P]JPu >
> 0, e ndo & fisicamente relevante. Comoc resultado, os modos
com PV =0 podem ser excluidos da teoria sem problemas.

Em termos das variaveis transversais a hamiltoniana

(l.16~-13a} se escreve

= 1 2 o * i - )
H =z PI o+ I na} .ap . (1.16-22}

n=1 n n
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Pefinindo-se o invariante de Lorentz

L

- pH * -
M2 = - P'P_ = 2Nm |} naX .a ., (1.16-23)
H n=1 Tn Tn
tem—-se que
= =2_(P? + M2} .16-24)
H - 2N1T(PJ. + M F - (1. F)

£ interessante comparar a expressao acima com a "hamiltonia-
na reduzida” para a particula livre no gauge z° - po/m q 0.

Vamos agora examinar a covarifncia de lLorentz da
teoria no dauge transversal. Consideremos dois referenciails

relacionados pela transformagao de Lorentz infinitesimal

1 Y & . M : .16-25}
A v 8 gy FuTy, . (1.16-25]

Nos dois referenciais estao definidos os gauges transversais

pelas equagoes

t=2L oy , o=35[d' 2R . {1.16-26}

B importante observar que as parametrizagdes definidas nos
dois sistemas em geral nao coincidem.

Denotando por (71,0} os par3metros no primeirc re-
ferencial, e por (7,0} os pardmetros obtidos no segundo refe

rencial como consequéncia da transformagdo de Lorentz, decor
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re das equagoes (1.16 26}
. +_V
_ - + Ny +w y’} +
ftr=1T-1-= QE;L- N?; - - N¥b =
P P P-+u P P
PR v
= “fr(Ny - P'1) (1.16-27}
P
e
o =g - g“:j@*’w ot}do! -0'='—'( f’@v('t o'}do’ -oP} )
(1.16~28}
A transformagao de Lorentz do campo y¥ & dada por
yHi(T,o) = &uvyvtr,c} = Yv(T,U} + wuvgytr,a} - {1.16~-29}

Usando as equagdes (1.16-27,28) obtem-se a seguinte variagao
na forma das fungoes yi (1,0}

H

sy¥ = ¥(7,8) - y¥ (1,0} = y*'(T - §%,0 - so)-y" (1,0} =

= wyy’ - ‘TE"“(I agt V(t,0'} - 0P} -y"'(Ny"--rp"‘:ﬂ

{1.16-30}

A equagdo acima, juntamente com a equagao corres-
pondente para GPU, nos da uma realizagao nao . linear  d&as
transformagdes de Lorentz no espago das variaveis transver-
sais. Esta realizaqéé consiste de uma transformagao Lorentz

(primeiro termo de (1.16«30} seguida de uma mudanga de gauge.
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Observemos que a transformagao (1.16-30) pode ser

obtida usando-se o gerador

WY BV _ VoM, _a1s
W, yJ Wy J do(R"y Py (1.16-31}

com

sy* = muv{y“,an“} N (1.16-32)
Nas expressOes anteriores todas as quantidades devem ser es-
critas em termos de y;, P+, y e @1 . Pode-se mostrar tam
bém que as quantidades JHV geram corretamente a algebra do
grupo de Lorentz no sentido do colchete de Polsson. Isto
prova a covariancia de Lorentz do sistema no gauge transver-

sal.

' 1.17 As variaveis ppr'™

As variéveis transversais (aTn' afn, y;, P+} nao
sao invariantes de dauge, como pode-se ver diretamente das
equagdes (1.14.31}). Pode-se construir um conjunto de varia-
veis independentes de gauge, conhecidas na literatura COomo
"varidveis DDF", e que se reduzem as variaveis transversais

quando se escolhe o dauge transversal. Antes de construir-

(*) DDF = Del Giudici, E., Di Vecchia, P., Fubini, 8.
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mos este conjunto de variaveis, & instrutivo analisar uma si
tuagao analoga que ocorre no caso do campo de Maxwell no gau

ge de radiacao

Consideremos a lagrangiana do campo de Maxwell

-y Y 17-1}

fEM 7 Fqu (1. H

com Fuv = BuAv - avAu' Tanto a lagrangiana em COMO O ten
sor intensidade de campo Fuv sao invariantes pela transfor-
magao de gauge il\‘J > AH + BUA. As equacoes de Euler-Lagran-

ge que se cobtem de (1.17-1}) se escrevem

2 Fi= 0 : o a7-2

Como se sabe, no formalismo hamiltoniano o campo de
Maxwell & descrito em termos do potencial.vetor X = (A1' Az,
Aa} e do seu momento canonicamente conjugado T = (Ez' Ez, Ea}.
ﬁpenas duas componentes do momento sao indepenaentes devido

ao vinculo (de primeira classe} (%)

V.7 a0 11.17-3}

(> ’Estamos supondo que A fol eliminadeo da teorla, 0 que sem
pre & p0351vel perque & uma fungao arbitraria. Ver paglna
seguinte,
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A condicao de gauge de Coulomb se escreve

) + -
Decompondo ©0s8 campos vetoriais A e T em compo-

nentes longitudinais e transversais,

iy
"
P
+
23
24
i
24
+
24
-y

as equacoes (1.16~3,4) se reduzem a

A n 0 . - (1.17-5a)

24

o9
o

-

(1.17-5b;

restando apenas as variaveis transversais independentes AiT,

niT, i =1,2 que dao o numerc corretc de graus de liberda-

de.
Definindo~se a novas variavels
+ 1 >
A=3A-(V=V.}a , (1.17-6a)
V2 .

A AN U2 T I {1.17-6b)

n, v2
Pode-se verificar que as condigdes (1.17-3} e (1.17-4} 530

sempre satilsfeitas, e gque

(&, v.wl p 0
e 7] ny
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de modo que a nova varidvel A & invariante de gauge.

A forma (1.17-6) das variaveis independentes de
gauge pode ser obtida por um procedimentoc um pouco mais ela-
borado que'consiste em partir das eguagoes de movimento (1.
17-2} e eliminar a componente A . Isto & permitido  porque
¢ momento s canonicamente conjugado com esta variavel deve
satisfazer a equagao de vinculo T % 0. De fato, usando a
equagao de movimento auF“° = 0 encontra-se que

a =2Laasal . (1.17-7
0] _ t

0 VZ

Com este resultado e usando a identidade

2 ¥ jk 3 _1_ k\ = ijg2 j k\
("ijv + 3i3j’(” + 9 = 3%} ﬁij(n Vi + 393
as equagoes auFuk =0 ficam sob a forma
2 _ 3 jk j __];,_ k-\ = ﬁ 1T
(nijD aiaj, l:(n + 3 = a%ra, 0 - {1.17-8)

-

Vvé-se que o segundo fator da equagac (1.17-8}) & exatamente a

componente j da varidvel A definida por (1l.17-6a},

al = (k4 a3 Lg%

-gY
A 5 (1.17-9)
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Assim, partindo das equagaes de movimento encontramos novas
variaveis §J que sac transversais, ngj = 0, e invariantes

de gauge, porque fazendo Ak + A + aka Tem-se -§k+ A o)

k k'
que era de se esperar que auFIJE = 0 ék também o €. E co-
mo O & invariante de dgauge, éi deve também ser invarian-
te de dauge. O fato de Ai ser transversal também era de se
esperar porque {l.17-9} & exatamente uma transformagao para
o dauge de Coulomb, com o parametro da transformagao dado
por A = —%? akAk. Pode-se concluir que o gauge de Coulomb
&, na verdade,'sugerido pelas prdprias equagoes de movimento.
Observemos que a equagdo (1.17-9) nao pode ser invertida pa-

ra se obter Ak em termos de Ak

, porgue o operador nijvz
+ aiaj & singular. Mesmc assim, a lagrangiana (1.17-1} po-
de ser expressa apenas em termos das varilveis transversais,

ool gdiaoai_l g i
Low=-3%23,8%%al-7 FoFa? Q.17-10)

vt
]

As equagdes (1.17-5a,b) sao as andlogas das equa-
coes _a:; 0e L 20 no easo do string. A analise feita acima re-
almente sugere a possibilidade de se definir um novo conjun-
to de variaveis que se seja invariante de gauge e se reduza
aos a, m©no Jauge transversal. A construgac destas novas va

ridvels @ feita como segue.

Consideremos o ponto y”(T,O}, e facamos a mudan-

¢a de variaveis
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Denotemos

yH 1 enz,00 = F¥(2) . (1.17-12)

De (1.14.20) com <t = 0 segue que

yHr,00 = yhn - EX 4 ngo L ah(0e™ T L (1.17-13)

Ent3o, em termos de FF(z), o movimento do ponto Yu(T,O} no

gauge ortonormal & dado por

it NRRTRNEE S 1l _-n_u U1 17-14%
F'(z} =y - j Pinz+ a z ag . {1,17~14}
ny0

Por um célcﬁlo direto verifica-se facilmente que

; Heos H

u 3 = - k"‘l dF (Z, . (1.17-15;

{F(z},0,} iz 5
Consideremos agora a quantidade

QY F(2) ar* (2}

1z ’ {(1.17-16}

Com o vetor y = {Yu} satisfazendo as condigoes
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-

{vLt=0 "¢ © (1.17-17)

Usando ( 1.16 x15) encontra-se

iy.F 4F U _a(_, x+1_ iy.F aF
{e dz'Lk} a;( iz e Iz .

Integrando esta expressao ao longo de um contorno (c}.que in

clui a origem,

" . _ 1 ", k+l iy.F &F
{ g eivFEEaz, L_n} InT }d[iz &l
) c
<

dz
(1.17=-18)

Seque entao que, para que a integral de (1.17.16} seja inva-
riante de gauge, o lado direito de (1.17-18) deve ser igual
a zerc. Portanto, ¢ integrando deve ser uma fungao univoca

significando que devemos ter

— Y.P = n = 0,1 l_' :'—'2;-.-. i (1.17-19}

Esta condigdo pode ser posta numa forma mais Ttil introduzin

do-se o vetor ka definido por

w
i
=4[

-
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De modo que (1.17-19) toma a forma

==l (1.17-21}

As varlaveis de DDF sao definidas por

A].l = 1 m % dFu ink-F -
n .

3= = e dz , - (L.17-22}

C

e satisfazem a

{Aﬁ(k} ;L =0, (1.17-23)

sendo, portanto, invariantes de ‘qauge.
Mostremos agora a relagdc entre as variaveis Ag e

as variaveis ag do gauge transversal. Primeiramente obser

vemos que

» -1 -
in 5 {(NTm) =z mk.am
elnk;F - (elk:yo}n 20e- © 0

*

Usando (1.17-21} a condigao de gauge (1.14-32a} fica scb a

forma

k.yo =1 : (1.17-24}
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Impondo a condigao
Obtemos
eink.F - einrzn .

Substituindo esta expressac em (1.17-22) obtemos

w_ 1 _ ip! inT % ﬁ—l _ ginT om %H n-m-1_y
A = 5y /ﬁ[ S e z© dz - e mgovmr Lz a dz| .

c

Calculando as integrais na expressao acima obtemos

al = - NI | (1.17-26a)
YOn '

S aE(G} , n#o0 , {1 .17-26b)

que sdo as relagdes gue procuravamos ,



