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O presente texto € a cdpla datilografada das transpa-
réncilas deixadas pele Prof. Kuppemmann (inclusive os desenhos).
Estd portanto parte em portugués, parte em inglés. Acrescenta-
mos legendas ds figuras e uma relagdo de referdncias no  final
dos capitulos 4,5 e 6. As referéncias citadas sdo agquelas dos

trabalheos apresentados no curso,



CBPF-MO-001/89

_1_

1 ESPALHAMENTC DE UMA PARTICULA POR UM POTENCIAL

1.1 Densidade de corrente

A densidade de probabilidade associada a uma particula P cu
ja fungdo de onda na posigdoc r e instante de tempo t & vir.t) &

por definigao
pir,t) = W({.tlw({.t) (1.1)

Calculemes a derivada de p em relagdo a t:

*
%%_—,w*?"!i-y%w (1.2}

Como ¢ precisa satisfazer i equacao de Schrédinger denendente

de tempo
fy = 1n 3F (1.3)
temos
Wy Gy ,%t?:=‘_§ﬁ: (1.4)
- ,pt%wq - o vy - o) o] {1.5)

Levando em conta gque

2
=“ - -=- 2
H=T7+v(r) ;T % v (1.6 ).
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@ que V & real, cbtemos:

2 = ;i!}*%w —p@n vy - vl
= L (ushp - pTeY) = - A (yRTIp = YT 2R (1.7
ih 2u, ’ :
For outro lado,
z.fgg = fv-g + zf.zg
r o= 2
FrTp = A0+ Tervy
G WVe* = YEEp* + FU. T
D AU T Rl B YrF2Y - Yg iy {1.8)
" LN

substituindo (1.8) em (1.7) fornece

ap . o_ ié' - = -

oE us z.tw*gw ¢E¢*’ x.% {1.9)
onde

} - S - - .

{l{,tl Zui{w gw wgw*) RBEE:ESBEL {1.10)

aimensdes L™~}
{part{culas/unidade de
-tempo funidade de valume)

=ty (1.11)
H:

Xo
P i
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A equagdo (1.9) pode ser posta na forma equivalente

L+ y3m=0 (1.12}
que & a eqguagac de continuidade da mecinica guintica de uma par
ticula e garante a conservagic da probabilidade total de encon-
trar a particula em algum lugar. De fato, integragic de (1.12}so

bre o espago todo fornece:

v v v

20 gy = 2 - ==
| av-2oave| gaa-| s a1

onde 5 & uma esfera com raio infinite. Como w(x,t) e gw(g,t}pqg
cisam tender a zero quando r += (devido & condigac de p ser in

tegravel), temos
= Lpdv =0 Q.E.D. (1.14)

O vetor g(g,t} definido por (1.10) & a densidade de corrente e tem
un papel central na teoria de espalhamento. Sua definicac  bem
comc a aquagac de continuidade (1.12) serac generalizadas para
gistemas constituidos de um nimerc arbitririo de particulas.
para estados estaciondrios, além de(l1.3) w(i't) satisfaz tam-

banm a equagdc de Schrédinger independente de tempo:
Hy = Ey (1.15)

e portanto
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i
Et .
R : Hy = E¢ {1.16}

“‘(rat) = Nr]e
~ ay
Substituinde (1.16) en (l.10entac fornece

= 5 EY _-)i_ - =
Jir, &) = ‘1({) Zu; (¢*z¢ dTo¥) Re{¢*xop¢} (1.17)

¢ a densidade de corrente & também estaciondria {i.e., & indepen

dente do tempe). Dels cascs especiais 530 particularmente impor

tantes:
a) o(xy = ne'kk (1.18)

Este & 0 caso de uma onda plana com vetor de onda E De (1.1) ob

temos
Ak hx
2'['{] = Iniz —u'}'. = |Aizx H x = .._:4 fl-ig) .
z
%
1
L]
ikr
b) ¢ir) = a S (1,20
r _

Este é o caso de uma onda isotrdpica (esférica) com grandeza do

vetor de onda k. Para ela,
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2 s a2 YL ; yo&K
'?-('f}'lhlu&r’f, |a| rz{. v 5

O fluxo de 3 através de uma esfera de raioc R @&:
4"
gs=R'anf

Jz.ds = [13]2 . . Rr%anf
" Rz % LY
5

= 4nja|3v
[ Is}
(elemento de angulo s5lide)

Esse fluxo & independente de R.

1.2 gSegdes de chogue

¥
las com velocidade v e densidéde'

. de corrente 3, incidente num po
Jine rae -
tencial V({). Inaginemos um de-

1111

(1.21)

(1.22)

Conslderemos um feixe de particu-

.4 tetor numa posigdo angular 0,¢ que
. :

subtenda um angulo sdSlido d$i com

vértice na regildo. onde Vig) & for

te. Seja (8,¢) a corrente por unidade de dngule sdlido
ig

{nac

densidade de correnté, que & a corrente por unidade da Area).

Por definigdo, a segdo diferencial de choque (8, ¢)na diregio 8,4 &:

10(8.9)
ol8,4) = ;’

ine
A segao integral de choque é:

(1..23)
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L] 2n

giv} = J ogl{@8,¢)dad = I de I d¢ o(8,¢)s8ine {1.24)
Q o o

Se consgiderarmos um feixe nac monoenergético tendo uma distribui

gao normalizada de velocidades fiv), a constante de velocidade

aggociada a £ &

kf = <wQ(v)> = { f(v)ivQ(ividy {1.25}
J .

4]

Em particular, se F(v) & uma distribuigdo de Boltzmann asgocia-
da a uma temperatura T, K, & a constante de reagido térmica. Es-
sas definigdes se generalizam para sistemas de N particulas e
para reagoes gquimlcas.

0 objetive centraf da teonin de espalhamento &, dado v{gl,

caloular {8, ¢ para qualquer velocdidade v.

1.3 Condicodes assintOticas

Uma analise detalhada da solugio da equagéc de Schrddinger da
pendente de tempo para ¢ espalhamento pelo potencial V({) (veija,
por exemplo, E. Merzbacher, pL edigdo, John Wiley, capltulo II)
mostra que se quer obter solugdes da equagdc independente do tem

po

By = Ev ' {1, 26)

-

que satisfagam & condigao assintdtica
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1 ikz elkr
¥ " W‘f— |} +fk(e;¢) T ] {(1.27)

ik -
Fisicamente, e ¥ representa a fungao de onda de um feixe ingi-

dente ao longo da diregio o, de particulas com velocidade Kk/u e
ikr .
fk T representa a funqao de oqda egpalhada, onde elkr/r & uma

onda esférica e £, é a amplitude de espalhamento na direchio ©,¢.
Usando (18) e (20) obtemos:

. 1 fkk, . 1 2 Bk
g = : J{0,9) = [£ (8,4} (1.28)
ine " opye W (2h) k! UR?

onde R € a distincia do detetor 4 origem 0. A irea da entrada

do detetor & Ah = R’dR e a corrente entrando no detetor &

d1(8,4) =3(0,4)a8 =—1—[£ (0,012 BE ap (1.29)
(2m? 4

Consequentemente, & corrente espalhada por unidade de angulo s5-

lido &

o 4ite,e) _ 1 2k
Jote.e) = Sadl . perlAUDIRE (1.30)

Com o auxilic de (1.28) e (1.30), (1.23) produz

o{e,¢) = £ (8,0)]° {1.31}

Iasso sigunifica gue uma vez gue se obtenha uma soclugdo de{l.26) gatig
fazendo A condigdo (27), se obtem o¢(6,¢) usando{l.3l) e o proble-

ma central esti resolvido.
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1.4 Equacao integral da funcao da onda de espalhamento

Mostraremos agora que a equacdo diferencial (1.16) juntamente
com a condigio assintStica (1.27) & equivalente a uma equagdo in

tegral. De fato, escrevamos (l.20) na forma

Y L - N ,
(55 V2 4V)Y = E¥ ; V(5 N, 0 E>0 {1.32)
Defipindo
k2 =& i 5 U = 2L gy (1.33)
hz hz LT
temos
(72 +k%)yp = Uy {1.34)

A equagdo de Green associada a(l.34) &
(v* +k*)1G(r,r*) = - 4né(r - r') {1.38)
BT u “u

Essa equacio tem muitas solugdes, dependendo das condigbes de
contorno adotadas. G({,{') se chama fungdo de Green. E  facil
mostrar por substituigdo direta gue
piry = —Lo— ez L J' Glr, e ) U{r" ) v(r tar" (1.36)
A W AT AR CH CA *
é solugao de (1.34) e portanto de (1.32) £ também ficil mostzar

que
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oi*lpy'l
Gir,r') » ————— (1.37)
. g - &'

é uma das solugdes de (1.35). Substituigdo de (1.37) em (1.3§ forne

ce

- 'I

1 ikz 1 [ eiRlEE"I
w(r) =— - —— I —r———— U( ')]‘;(r'}dr' . (1.33)
u (2m) /2 L] |“.E - rll E ay ", .

Finalmente, nac & dificil mostrar (veja, por exemplo, Merzbacher,
l.c) que essa solugao de (32} tem o comportamento assintStico da

do por (27) onde

£,(0,0) = - ‘—3-‘1)’-;;-2-2 I e 1Kok vir')y(rdar {1.39)
onde &' tem a diregac definida por (0,¢) e grandeza k. Conse-
gquentemente, {1.38) & equivalente a (1.26) juntamente com (1,27). £
8bvio que (1.38} € uma eguagao integral em w({) + cuja sclugao for
nece fk(B,N através de (1.39) e portanto c(8,¢). Essa metodolo-
gia de equagbes integrais & também generalizivel para ristemas
de N particulas, mas nidoc serd usada no resto deste curso. Usare

mos em vez a metodologia baseada nas egquagoes (1.26), (1.27}.

1.5 Expansdo em ondas parciais

1.5.1 Cazo geral

A equagdo de Schrddinger independente do tempo & uma equa-
¢lo diferencial parcial em trés dimensSes. A expansio em ondas

parciais permite substitul-la por um sistema acoplado de egua-
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_1(}-

gOes diferenciais ordindrias. A hamiltoniana do sistema pode
ser posta na forma

P G L

H=-57 r + ~ + V(r} (1.40)

HE a2 2ur s

&

2 i3 3 1 a2

L? =~ p?l——= =5 send —3 + — (1.41)

send a3d FL] sen?8 4% .

Essa forma sugere a expansao

1 .
v(x) ‘;agl Soup (x) ¥ (3,¢) {1.42)

onde Y, (6,4) & a fungdo harmdnica esférica que satisfaz
] d i
LY. = e+, (1.43)

L, Yo = ™Y, (144)

Substituindo (1.42) em (1.26), cOm H tendo a forma (40), multl
plicandeo ambos os lados por Yf'm" integrando sobre sinbdédd e
usando a orto-normalidade das fungSes harmbnicas esféricas re-

sulta em

5 dzl.l . . 2
_ A fm | ELE+VIA”

£'m" . L
21 gp? 2ur? Vin" BV g0 () = Bu, (1.45)

+1
€m Fa

£=0,1,2,...:m = -£,-!.+1....,.£

Eqs.{1.45) constitui o sistema de aquagoes diferenciajs menciona-



CBPEF-MD~(01/89

-11=

do. Suas solugdes devem satisfazer 3 condigic de contorne
uléB)=O afim de que W(E} nao apresante uma divergéncia em r =0.
Muitas solugoes de (1.45}, linearmente independentes, existem. E
possivel, com o auxilio delas, obter combinacGes lineares que além de sa
tisfazerem (1.26)gatisfagam também(1.27). Em (1.45) Vi:' (r) & defini
da por

|y ] ) )
ng“(r\ w<|fm|V{r)|£'m"> =” Y4 Vir.8,8)y,, .senddods

(1.46)

Cada uma dag fungces up (r) se chama uma onda parcial e (1.42) sze
chama una expansio em ondas parciais. Mostraremos a segulr comoc ob-
ter uma so;uqio de {1.26} que satisfaga também a (1.27) para o caso
particular em que V & um potencial central {i.e., isotrépico, in-
dependente de 6 e ¢). O caso de potenciais nao centrais sera

considerado quando estudarmos colisdes reativas em trés dimensbes.
1.5.2 Potencial central

¥Wo caso de potencial ser central, a fungdo de onda de espalha
mento é axilalmente simétrica em tomo do eixo 0z e & portanto inde
pendente do angulo de longitude ¢,
Como consequéncla, & mais conveni
ente gue se expanda a fungaoc de

onda de espalhamento de acordo o

1]

uz-(rl
r

vir) = w(x,8) = ) P, (cos8) (1.47)
=0
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Prosseguindo da mesma maneira que no caso deral, abtemos

2 dzu {r) ) I 2
-3 ", vir) + HEAE-2Y u, = Eu, {1.48)
L P2 2ur?

£ =0,1,2,...
_Essa eguagdo difere de (1.45 no sentido de as equagdes  para
diferentes valores de { nio sdo acoplades. O motivo desse ndo
~ acoplamento é que em {1.46), com V(r,8,9) = V(r/ temos

L _ WAL
Vi ") = viersy, _ (1.49)

i.a., Yzm' gera uma represent_at;io diagonal de potenciais centrais.
Come assintoticamente a guantidade entre colchetes em (1.48) tende

a zere, podemos escrever:

2 d%u, ()
_ );1_ £ A Euetr) ) (1.59Q)
u dr? r+w
, 1 . 1,
. 1 —i{kr-ofm), _ _i(kr=3lw) (1.51)
Sy r) Ly, _*v”zl} "R, - e 2 Bc]

A forma da eq. (1.51) foi adotada pelos seguilntes motivoa. Para po
tencials nao Coulombicos, que tendem a zero quando r += mais rapl
damente que 1l/r?, (1.48) adquire, quando V{r) << E{Z+1}R%/2ur?, a

forma de uma equagic cujas solugbes 830 as fungBes do Bessel eaféricas regula-

res e irregulares na origem e que agsintoticamente adguirem a for-
ma {1.51). (0 caso de potenciails coulombicos precisa ser trata-
do diferentemente). B conveniente definir as ondas incidentes

JZ (kr) & emergentes Oztkr):
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. 1, : : i
3, tkz} -a““"'i‘_"’ ; 0, (kr) = gb(kemglm) .52
enm termos das quais{l.&l)po&e ger .meescrito como
u (x) %, v—ll;q[‘lt(krlnz-oz(kriﬂz] (1.53)

Em (1.51} & (1.53) A, & B, sdo constantes de integragdo. Elas nao
830 Independentes uma da outra, devido 4 condigdo de  contorno
u£(0) = (. Para as obtermos, escolhemos arbitrariamente ¢ va-
lor .de uE(O) e integramos (1.48) desde r =0 até um valoxr de r pa-
ra o qual V(r) & desprezivel em relagdo a 8(t+1)h2/2ur2 fou a
E se £ =0). Se repetirmos o processo com u'(0) multiplicado por
uma constante o, uztr) serd multiplicado pela mesma constinte
para todos os valores de r, e portanto A, e By também serdo mul
tiplicados por essa constante, Em conséquéncia. BZAEI sera in-
dependente de « {ou da escolha u'(0)), & chamaremos essa quanti
dade SZ‘

B, = 5,4, (1.54)

SZ' que & completamente independente da condigao inicial uE{O}e
é totalmente determinadc por (1.48) (juntamente com uzto) =0) [
chamade de un elemento diagonal da matriz de espalhamente. Ele
& a éuantidade, que multiplicada pelo coeficiente da onda inci-l
dente, fornece o coeficiente da onda emergente. Para o caso
mais geral de potenciais ndo centrals, ou para sistemas de N

particulas, Ap. B£ e S£ s&c substituidos por matrizes, mas a

forma da eq. (1.54} continua valida.
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Devido a 8sse raciocInic, podemos assumir gque S£ & facllmente

calculavel (peia integracae da eg. (1.48)). Precisamos agora mos-

trar como calcular a amplitude de espalhamento fk{e) em termos

dos S£l£ =0,1,2,...). Para isto expandimos eikz

mos de Pz(B):

eikz o ofkreos® o v p41)1ty, (kr)p, (come)
£=0

® )
o 7 A2l |'J£(kr, -oz(kr)]!‘ttcos)

R
£ .16) = {0 b,P, {cos6)

Substituindo essas expressdes na eq. {1.27) leva a

J-espalhanento

AL I | r ——7- Ty (kr)agc? - ozckr>sg'f]p£tcose;

o]

£=0
onde
L2 1/2 tvlfz
2839 _ {28+1) v R LY
L (2«)3’22& ¢ £ (2:) 372 "t
Portanto,
3/2 3/2
_ {2m esp _ ,e8p, _ {(2m) _ eap
bt = " vl [Bt AZ ) __I__T_ l)Az
Soby = - 2o og )
. 15 -
SO£, 10} = - Py zzo(zt +1) (1 <5,)P, (coB8)

e fk{B) am ter-

{1.55)

(1.586)

{1.57)

(1.58)

(1.59}
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Essa & a expressido desejada.

Moatraremoa que
s, = 22 (1.60)

{onde Ty € um angulo real, chamado deslocamento de fase) e por—

tanto que S, & unitario, i.e.,
Ispl =1 {1.61)
De fato, (1.51} pode ser posta na forma
up (1) 1y, ",Tlff Bin (ke ~32m)C,+cos (kr -%Lﬂjnz} (1.62)

onde C£ e Dz_s&'o reais pois u£{0) = 0 e pedemos escolher ué(0)=

l e (l.5)8 real. Definamos N, (real) por

Zt ot (1.63)
cos Ny, ® ——————75 ; s8inn, = ————75 .
¢ (c} +Di)'1 z ¢ (c? +D:)”2
1 (cj+op 2
. .u‘c(r) e 9 sin{kr -Elw +n£} Pa, = 72—-— {(1.64)
Coug) v a _ilII-fi(kr-a}(mnz) - e—i(kr-%{m-nz)] {1.65)
= :
SN () Y. 173 E:rtuu-m£ - o, (kr]B{l (1.66)
v :
1/2 1/2
. AL,V . a,v .
Az = - —221-—- g"‘“l : B‘c = - —£2r e""’- {3.67)
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-1
Bohy

Se
5. = 2ing
8, T e QED
Podemos agora calcular as segoes de choque:

g8} = |fk{ellz = i%ltz {2£+1}ein£sinn£Pz(cosB)|z
. =)

Qtk) = ”o{e}seneded:p = ‘—‘: I (2¢+1) *sin’n,
k

£=0

(1.68)

(1.69)

(1. 70}
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2 N-PARTICLES SYSTEMS

In order to obtain the relation between the guantum mechanical

g and the velocity, we write the velocity operator as

‘_H - _l'I'lin
X_E'E'.. E—Tx {2.1)

in terms of which (1.10) becomes
Jre) = mE*tr,t}G(r.tmr.tJ] (2.2)
Y N oA N

which is the quantum mechanical counterpart of the classical hy-

drodynamic expression

2.1 Probability current density for n-particles

We must now generalize these results for n-particle sys-

tems. Let F SEAEERS be the positions of the particles and
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£ 5 (Bpevaeag) (2.4)

a In-dimensionaf vector nepresenting the system in configunation

space. As in {1.5), we still have

32 = R urTy- yTen) (2.5)
4
but T is now given not by - 95 V° but instead by
n 2
T= § g _ (2.6)

g1 My i

where V; is the Laplacian operator with respect to the position

vector r, = (xi,yi.zi):

2 H 2
'\?; = ia + lz + w..._a.; (2.7)
Bxi Byi Bzi

X oY 02 being the carteslan components of r; in a laboratory-

fixed frame. Proceding as before we get:

g:¥) = 2.7
V. Re(i*y ¥) = 0 (2.7

wlw

o
+

-1

i=1

This is the n-particle generalization of (1.9) but has a slightly
different form than 1t. To put it in the same form, we define
a system of 3n cartesian axia in configuration &pace 0x, .0y,

02, ymvane, 0,0y, 02y, whose unmit veetons il,gl.il,....,in,ﬁn.
Z,rare all exthegonat to one another. In that space, we de
fine the 3n-dimensional gradient and Laplacian operateors respec

tively by
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SIT P O S EPR B
N ap | A% {i y; Al 2z, (2.9)
and
n 2 2 2
V2= g.¥ = § | 4 _ (2.10)
M oamifexd ayl ez :

Since A only has components along {i'xi and Ei' we conclude that
G = *yy .
gi.ne(w*giw) z.ne{w ¥;¥! (2.1
and as a result we can rewrite (2.8) as
ap 2 5 2.1
T g.izlaew*giw =0 (2.12)

It therefore makes sense to define the n-particle probabllity cur

rent density by:

o :

3 ,izl Re (Y*V.4) = Re (¥*§¥) (2.13)
where

n n
N N AR 3 .- 3 /2 3
¥ izl ¥i i§1 im, £i ax, * i ¥, MK 3z,
- f v {2.14)
ja1 E A
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the sumations ocourring in confdiguxation space. This z operator
represents the global velocity operator of the n-particle sys-
tem in that space. With these definitions,(2,12) can be final

1v written as

e t 13 =0 (2.15)

This is the conservation of particles equation for the n-parti-
cle system. It must be remembered that, like the Schrddinger-
equation itself, it 1s an equation in configuration space and
net in physical space, and in this way differs from the hydrody

namic mass-conservation equation.

2.2 probability current density for steady states

As usual, we define a steadv state J;(;:,t) as a simultaneous solu-
tion of the time-dependent and time-independent Schridinger e-

quations

Y = ik 3% {2.18)
MY = Ey (2.17)

The corresponding solution is:

ipe
pir,t) = é(r)ed (2.18)
\ L
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where ¢[{) itself satisfies the time-independent Schrddinger e-

quation:

H¢ = E¢ (2,19}
Replacement into (1.13) furnishes

Je.t) = Re ¢*(£>§¢t£)] =30 (2.20) "

which proves that gon a steady state the cunnent 'deuaifg i:

time-independenti, as expected

2.3 Simple example

We now apply these general considerations to a simple exam-

ple of a collinear collision of an atom (A) and a diatomic mole

cule (BC)
r

8 Spc ¢

’. , ’ AB+C

SR B | VIR, )
e —)

) i - E A+BC

R .

- ——yrem———-—9,
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2 2 z 2
N A8 _ A 3, V{(R,r)

{2,21)
A,BC 3R?  “Ype ar?

where Mac is the reduced mass of BC and u that of A and BC.

A,BC
The staticnaty-state wave function which, at large R, descri-
bes A approaching BC with relative wave number k and BC in
internal quantum state described by the vibrational gquantum
number n is

2(R,x) = A& *¥Rg (r) (2.22)
where ¢n(rl is the BC molecule vibrational wave function and
Tk >0, the negative sign in the exponent of the exponential des-
cribing an approaching A atom. The corresponding probability

current density vector is calculated using

FRo) = Rpfe 2a g B2 (2.23)
A,BC Yae

and the fact that ¢n(r) can always be made real. We get:

) _ ikh of= A 3 2 A 31, -ikR
%(R,r) =Re {A%e ¢;|_,13 i";\ BC Rt X fuge ar] Ae 1’n
. k
=-f Rel||al? !¢ |2 Ak
Q |. o Ma,BC
- ds
- z A 2
+ {R@‘Jn| T ¢, dr] (2.24)

The coefficient of % is pure imaginary (because of the reality

of ¢nl and therefore vanishes, leading to
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J@®Rx) = = Ria|®lo () |*v, oo (2.25)
where V.. BC 1s the speed of A with respect to the center of
g

mass of BC. We see that 2 ia parallel to the R axix and is in-
dependent of R, but is a function of r. The total flux of J
"

through a line perpendicular to the R axis is therefore

3= J' j(R,p) .8 = ~ |a|?v (2.26)

Scheme « Bcheme B Scheme Y

one cluster Two clusters Three clusters
ABCDE ABC,DE AB,(ILE
ABCIHE ABC+DE AR+CDHE

For clustering scheme y:

- (3) _
M ®, + mg + m, + mp u1r = {mA+mB) (mc+mn)/
(mA+mB+mc+mD)
(1) _
By mAmB/ (maﬂnnl
uiz) = ‘chn/{mcmn) u:"} = (m, +my+m +my)m /M
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Total Hamilteonian in Jacobi coordinates:

~tot ~to it
i - ptot ; ot

¢ At te MR (2.2

L () g

(2.28)
Masg-scaled Jacobi coordinates
’—N (J):ll!(ﬂ—l) E. - -Ilf(N-l)
= . = |5 ;4; m; {2.29)
L
=1 H i=l :|.J
-_r(j) = (3)/u,1!2 (3D {2.30)
LN
Kinetic ehergy in mass-scaled Jacobi coordinates
Bo= - t/20), T AED (2.31)
j=1 X )
Change in clustering schemes or arrangement channels:
" {1 r (1)
L '}.J\
M ’gvk : 7 5»; is orthogonal
; (B-1) ' 5 (N-1)
[ .'\,;\
{2.32)

A X + v coordinate transformation is a rotation in {BN-B}-dimen

sional configuration space! As a result,

N-1

i) Te, (5) (2.33)

g2 =
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is independent of the choice of A and is the Laplacian of  the
Bystem in that mass-scaled space.

Internal Hamiltonian in mass-scaled space:

2
fefseve-2 gty (2.34)

2y
The relative motion of the N particles is isomorphic to the mo-
tion of a single particle of mass p in mass—scaled (3N-3)-dimen

slonal configuration space subject to the potential Vv,

2.5 Expansac de Born-Oopenheimer

Congideremos um sistema molecular. Representemos por r o
conjunto de todas as coordenadas dos eletrons e por R as  dos

niicleos. A hamiltoniana do sigtema pode ser expressa na forma
» o el ;
H(z,R} =T (R} + H " (x:R) {2.35)
il ep = 1l + vieR) (2.36)
EAEY £ LN

onde %n e ™! s30 a energila cinética dos nlicleos e eletrons res-
pectivamente. Definamos as fungdes de onda eletrdnicas de Born-

Oppenheimer por

~el el el el el _
oy (iR UN‘E)‘N POy |°§') = Sy
N A "N A Ay

(2.37)
onde E repregsenta o conjunto de nimeros quanticos necessarics pa

ra especificar ¢§1. A expansdo (exata) de Born-Oppenheimer &:
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= el .. ({2.38)
(g, R) % Xg(5)¢£ (r:R)
W
Substituindo essa expansac na equagic de Schrddinger
H _ (2.39)

Hp = Ey

multirlicando os dols laikas por¢;%* e integrando sobre as ceordena-

das dos eletrons resulta em

T xy + z(—L)wE Iz I@,,. LaXy ¢

N
A E,a

< ®l

+ T I¢¥'> Xgr * Uy¥y = Exy (2.40)
o R

u LY

A aproximacao de Born-Oppenheimer consiste em se desprezar

a variagdo de ¢;1({;5} com R:
LY

el el
<¢E 19,1040> v 0

<¢;1|v21¢;];> a0 (2.41)
y o
Isso resulta em
(2.42)

T Xy * uﬂtglé(gl = EXy
"y 4]
significandc que UH (E} funciona como um potencial efetivo em
Y ~ -

que os hucleos se movem. A justificagao dessa aproximagac e

baseada na pequena massa dos eletrons em relag3o i dos nlaleos
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que resulta em média numa mais alta velocidade dos eletrons
em relagdo & doe niicleos, os gquais podem ser considerados esta-

cionarios.
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3 COLLINEAR TRIATOMICS
3.1 Introduction

This is the simplest possible model involving the making
and breaking of a chemical bond and furnishes inaight into the
role of translational and vibrational energies in chemical reac

ticns.

3.2 Hamiltonian and agymptotic conditions

The skew angle 0' in the potential energy surface, defined

as the angle between, the lines {& = Q) and r; = (3, is given by

il m
LI -1 _B 1 - 1
6y = tan |-1+“‘c] 3 <@ 3 (3.1)
The Hamiltonian is:
2 2 F Y]
W — e vy
Ha,BC 3R'? Vpe ar'?
) - o
2 ‘2 2 2
. 3 _ . A 4 {R;,r;) (3.2}

2He,Ba R 2ug, ary¥ Y
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Figure 3.1

Jacobi cooxdinates for collinear triétomic system ABC
cluster o A + BC - '
cluater y AB + C
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For A+BC collision, the asymptotic conditions are:

-ik' ,R' on ' ‘ '
an} 1Kang Ry a_ " Tangta '
U R':w e « ¢an&(r )+ zaf 0, & ¢3n“(ra}
o '
o8y Y% Y“?R*¢ (x')
R' +w=q Yn"f Y- Y
where
LR kg KKyl
!..._G+E f uz—.—.—aI +E " - }—J_. = B = E
Va, e 9By 4¥u e OGP He,Ba Yoy

k'* >0 ; E < E for cpen channels

lnA lnk
ki; <0 ; E_ >E for closed channels
A X

A= o,¥

The incident flux is

anl l

"] r 1
Jinc J anc'di = van&

and the flux into the channel An, is

A
un' ang ,an& ) _
J %}x ‘dr = vlnhlfoA ! A

The probability for the an& + Jm’l pProcess is the ratic of

two fluxes:

(3.3

(3.4)

{3.5)

{3.6)

(3.7}

thege
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an'
1]
an' J)\n Yan Jan' z
P = A = --—-l £ a
An an’ v' . in
A 3. on A
inc
More generally,
in J\'n\ -ik! R!
P LAY I 16 ! dn J\J‘
An
an X
and
]
A'nl, v)\nl WA'aly e
SR PN F Y
An ' An
A Afnd ST

3.3 scaled coordinates

We change from Ri, r!

1-/2
r = (kY2
A u A

i.e.,
- (e ()
(Pnc)llz ¥pe )lfAr._
“A,nc &
and

2
N {1‘.5&5)” .
Y " ’
u 1/2
. -(ﬁ) .
b i3 Y

1/4
.,(fc,nd) / .y
Y Hpa ¥
_ (UBA )1/4 ,
= (=22~ T
Me,Ba Y

Atnl
4

Ank

1k'

An

RS .
.\
A ]d’lul

A to RA' r; according to:

Moyt 2
2% (T') *

(3.8)

! .9
() (3.9)

(3.10}

{311}

(3.12)

(3.13)
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where
m mm. 1/2
= p—— (3.14)
mA+mB+mc

The Hamiltonian in these mass-scaled coordinates is:

H 2 H 2
Y A 4 LA L - - z
H = %(a + + VR, 1) H %v +V

2 2
Ra 3ru
(3.15}
S i LA Sl
20 R 7 Yor) ' Vy (Ryezy)
Y
and the {Ra’rh’ -+ (rY,RY) transformation ia a coordinate axis’

rotation in the scaled configuration space

O () (%)

_1|mm.]1/2
m=tan1[‘\c:| i 0 < w <
mBH

[

{(3.17)

M=m +m, +m

Ihder the a +y transformation, the topographic map of Va (Ra' ra)
does not change shape. The motion of the triatomic system ABC
on the space-fixed straight Bine is Lsomorphic to the motion of
a single panticle of mass p moving in the Z-MD scaled configura
tion space and subject to the poteniiat V. The skew angle he

twaen the ra = 0 and 1-:T = 0 line i=s:
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Figure 3.3

Potential energy surface for c¢ollinear triatomic system ABC in
mass scaled coordinates.
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-1 mBM L ol
8 = tan "|—— ; 0 <8 < 5
Mae

and has dynamical significance.

3.4 De Broglie wave lengths and quantum effects

CBFF-MO-U01/89

(3.18)

For the same local kinetic energy T, the de Broglie wave

length, in units of Si”‘!'hf"(:?!l:rn)”2

, where m is a light particle

mass and M -a heavy particle mass, is given by the table below:

Mass Approximate

ombination de Broglie wave
length

LLL 1.0

LLH 0.8

LHH 0.9 (m/M) 174

HHH 1.0/ 1/ 2

L = light atom

H = heavy atom

This suggests strong quantum effects in LLH and LHH systems,

and for elactronically non adiabatic processes, even HHH ones.

3.5 Scattering and yeactance matrices and their properties

l'ni‘ z X'ni.
" v g (R,) ¢ {r,}
Amy Any AT Amy TR

{3.19)



CBPF-MO-001/89

-36-
R Atal,
d°g
2 An Ainlt,
" %i dRzk Rm*m (B -Eknl)gln ’
A “h .

iAn (R

e A for closed channels

ik R

okn (R.}) =

A
A —lklnllkh

e for closed channels

In matrix fom this can be rewritten as

g v'”2|;m - 031
= - E & ] —_—

where

for open channels

for open channels

(3.20)

(3.21)

{3.22)

{1.23)

(3.24)

(3.25)
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A'ni. A'nl, )
(E)An * Van G}n 4
by A X
A‘nD - l'n'
A rt
ti)AnA - JAnkskn
A'ﬂ' xlnl
At At
{0) - [
= Knx A“A .\nX »
Atnl itn
X' At
(a)lnl = glnl
Alnl Alnl
At b
{2)An = Aln
b
] ) L
tB)A i BA "
= an An
A -
more explicitly,
"ﬁ.“ U
-~y
v = “na~“
0 ‘vyn

CBPF-MD-001 /8%

(3.26)

(3.27.
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| R

"a,l.‘l. [+ ] o

_'k
\ 1
vo, By
\
LY
S K
e
\
LY
LY
LY
N\

'Y“Y.

W

\ -
e Yo, Y

(3.28)
(3.29)
{3.30)
sy
=0
(3.31)
BY
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We define the scattering maérix, as previously, by

(3.32}

Iz
]
11t
=

Although it has infinite rows and columns its open part gﬂ
formed by its open rows and columns, has finite dimensions. 1Its

structure is:

i reactive
A+BC AB+C
Sa+ne Sa+BC
g = (3.33}
A+BC AB+C

.s.unc

reactive‘j non-reactive

It is easy to prove that the relation between the transition probabi-

lities and the scattering matrix elements is:

X'ni, - 1Sk'ni, 2
in

P {3.34)

2 Amy

The scattering matrix is urique, and its open pant ga i unitany

and symmefaic,

3.6 Definition of reactance matrix

Bg. (3.25) can also be written as

vy M2 ge 52] {3.35)

g
%

where
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i3.35")

{3.35")

K] LY

¢ and D are coefficient matrices which can be written in the

form.
o Y a Y
¢ Sa 2, D
c = 1 D= (3.35™)
o ¥ A a8 Y
& & L Dy

the reactance matrix R 1s defined by
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EC t3.35"Y)

Its properties can be obtained deriving the relation between R

andg by comparing (3.25) an& (3.35)} and using the known proper-
ties of §.
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4 RESULTS FOR COLLINEAR TRIATOMIC REACTIONS
™

In this chapter we compiled all figures representing results

for collinear exchange reactions H + Hztv = 0) —+ Hz(v') + H and

F + Hz{v = 0} + PH{v') + H and its isotopic variations.
Some of the presented results are not explained in the text.
For details of the calculations see the list of references at

the end of this chapter..

4.1 Te H +H2{v = 0) *'Hz(v') + H rmeaction

{*) N.d.Ed.
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Figure 4.1

Potential energy surface for collinear H + Hztv) + Hztv'l + H
Barrier height-0.424 ev

Eo Hztv ={}) = 0.272 &V

R.N. Porter an< . Karmglus, J. Chem. Phys. 40,1105(1964).
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H+ Hy(v=20) ~ Hy(v' =0} + 1

EoleV)
0.2 04 0.6 0.8 1.0
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Reaction probablility Pgn as a function of total energy E and
translational energy E, for H + H2(v =0} - Hz{v' =0) + H
collinear meaction

0.C. Quasi-classical probabilities

E.Q. Exact quantum prokabllities

USC. Unifom semiclassical probabilities.
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State to state reaction probability, me as function of rmlative
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Hz(v} +H {(v=0,1,2,3 ané 4) collinear exchange reaction.
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Rate constant X as a function of temperature T for
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The translational enemy threshold for the n =10
is about 0.25eV, which is 0.leV above the classical barrier
height but egual to the n =0 vibrationally adiabatic barrier
height, again indicating vibrational adiabaticity.

For n =1, the translational threshold is 0.05ev. This result
is a thermal rate constant at 500°k which is 440 times greater
than for the n =0 reaction, as seen in Figure 4.4. Also, the cox
rection energy for n=1 is smaller than for n=0. The rate

constants for a fixed n are calculated by

kn(T) =<VvP >, j v{E)Pn(E)fT(E)dE ) {4.1)
[
f -En!kr 2
(E) =———7--—-7—e {4.
2(kT)

where E is the translational energy for the reagent in state

n:
- - g1
E =E E _14.31

E(“) ig the vibrational energy of that state.
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Reaction probability P: as a function of enemyy for
H + Hztv = 0) ~+ Hz(v') + H collinear maction
v is fraction of rmaction occurring via tunnelling

R
P“cf: is the classical msult
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Arrhenius plot for rmte constant K(T) and Kiwn(T)e for

H + Hz'(v = 0) + Hz(v') + H collinear reaction

KMn(T)/K(T)
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Fiqure 4.5 shows reaction probabilities PL,(1-y)P,,yP) and P_ .
as functions of the energy. We see that at Eo = 0.3ev, whicch
is 0.15eV above the barrier height (corresponding to the aver-
age energy of a thermal distribution at 3600°%K), ¥° = 0.29 and
vp? = 0.27, i.e., 29% of the reaction occurs via tunmnelling.
The correponding rate constants aye displayed in Figure 4.6 in
an Arrhenius plot and it shows major tunnelling even when that
plot has no curvatura. Cuauazﬁae of the Axnhenius plot of a
nate constant L5 thenefore a sufficdent but not a necessary
condétion fon the existence of tunnelfing. Even at 1000°K, about

25% of the rate constant 1s due to tunneling.

4.2 The F+H, + FPH+H reaction and its ipotopic counterparts

The chain propagation steps in the F,-H, chemical laser are

F+ I, ~ FHiv =0-3) + H

2
(4.4)

H+F2*FH(vt0-6)+F
Both these reactions are highly exothermic and produce FH pre-
ferentially in a vibrationally excited state. This results in
a vibrational population inversion which is responsible for
laser action, The energetics of the first of these reactions

and 'of its isotopes counterparts is depicted bellow.
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The potential energy surface for this system is displayed
in Figure 4.7 At thermal energies, the n=1 state of FH and
n=1 state of FD can be populated by these reactions. They
show the presernce of strong qv.;antum effects, including re-
sonances, and the inadequacy of the quasi-classical forward

trajectory (QCF) method.
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FH+H

o F"H.-FH‘H

F*H.

x, (bohr)

Flgure 4.7

Potential energy surface for F + H2 + FH + H collinea: reaction.
Contour values are indicated at the rlght side of figqure.
Muckexman surface v. {(reference 3).
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Figure 4.8

{a) Quantum total reaction probability PE for F +H2(v=0) » FH(v")
reaction. :

{b) P:Z and Pzaam probabilities for v' =2 and v'=3 reaction. The
arrow on the abscissa indicates the energyv at which the
v' =3 state of FH becomes accessible.
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Figum 4.9 )
la) Exact quantum EQ and quasiclassical trajectory forward QCF total

{b)

reaction probability P: as a function of energy for collinear

F + Hy{v=0) ~ FH{v'}+ H reaction.
Pg3 and sz are probabilities for v' =3 and v' =2 reaction.
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Figure 4.10
(a) Reaction probability Pgs for F + Hy(v=0} » FH(v' =3) + K col-
linear reaction ané (b} sz for F + Hztv=0) + FH{v'=2) + H

reaction.

QCF = Quasiclassical trajectory forward
QCR = Quasiclassical trajectory reverse
USC = Unifom semiclassical

EQ Exact cuantum.
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Total reaction probability PE as a function 6f enexrgy for collinear
F + Hz(v=D) + FH{v') + H reactiocn.
Notation 1s the same as for figqure 4,10.
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Quantun reaction probabilities sz,Pga and Pgﬁ as a functien of energy
for collinear F + HD(v=0) +FD(v'] +H reaction. v’ =2,3 and 4 mspectively,’
The arrow on the abscissa axis indicates enemgy at which the v' = 3 state
of FH becomes accessible.
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Figure 4.13

argand plot of the elements of the scattering matrix Im ng Ve IBUS
Re ng, with the indicated total energy as a parameter, for F +
Hz(v=0} > FH(v' =2) + H collinear reactlon.

See reference (4).
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Figure 4,14

Argand plot for
F + HD{v=0) + FD(v' =2) + H collinear 'reaction.
See reference (4).
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4.3 Lifetime analysis

R
Qo

H+ H,(v=0) ~ H{v*=0) + H reaction, we present the phase of

In Figure 4.16 in addition to the probability P~ for the
the co_rresponding scattering matrix element Sz‘o and the aa=
sociated delay time t::o as functions of energy. In addition,
we decomposed Sz‘o into a direct and a resonant component and
calculated the rescnance lifetime £ryom the latter. This shows
that the two resonances at E = 0,90eV and 1.276eV have life-
times of 2.4 x 107'* sec and 1.7 x 107 '? sec respectively.
For comparison, the vibrational period of the symmetric stretch
motion of the saddle point is 1.7 x 1074 sd&®..

An alternate lifetime analysis is given by the elgenvalues

of the collision lifetime matrix Q defined by
as’ .
2 = ih g aE {4.5)

These eigenvalues are displayed in Figum 4.16 for the F + H2 reac
tion and its isotopic counterparts. This plot shows that re-
sonamces exist in all four of these reactiona and are localized
in a single eigenchannel of that matrix. The corresponding col-

lision life times range from 0.06 psec to 4.8 psac.



o1 CBPF-M0-001/89

Ep (V)
0.8 or ., 1.0
T I T ¥ T T T
oer 1}
0.6
«3 04
0.2
00
70
e 60
9
=
s 80
-4
< 40
3.0
1.8
°
-»
» 1.0
2
08|
E : lr: Jres
= OO——/\L \
2 v —_— L
‘.-o—o—o p-o- Q o= |$ﬁ
- o \',Ro- y
o 0.5 00 ]
I 1 1 14 1 |
0.8
0% E (oV) 10 I.Eigun ol 13

{a) "'Reaction probability Pgo, {b) Phase $50 @f the scattering matrix
alement S:o and (¢) delay time tgo and resonance lifetime ‘rgo
for H +H2{v=0) +H, {(v'=0} +H reaction as a function of E, total
energy and Eo, rlative translational energy. Arrow on the abs

¢issa axis indicates the opening at v' =2 state of H,.



—§2-

CEPF-MO=-001/89 E.Io\'
: obe 0.04
&Go T O'Ol T T T o:“ L 4 T 10
40 D 40
3.0 130
2.0 4120
1.01 —1 1.&
O 10
=1.0 1 i L L 1 =10
024 028 0.2¢ 02T O28
£ o —
;E a3
= ot
£
= 0. ¢
¥ o £
= =
+ -0
3 __4-0e a
5 :
- 0.2 5
s ]
| 0.l
«-f
: 3
i
- o
S -0l
| o2 d-01
-0.2]
020 OB 022 O
0.04 T T T T
0.0I - 'm " OD.
ot 10.04
-0.02| 10.02
0.04 ¢
-0.08  =0.02
-0.00 -0.03
-0, -0.08
.10 027 0.28

Figure 4.16

Eigenvalue of collision lifetime matrix Q as a function of energy
for F + HO{v=0), F + H2(v=0) F + Dz(v=0) and

F + DH{(v = 0) cellinear reactions

E = Total enermgy and Eo = translational energy.
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5 REACTIVE SCATTERING FOR 3-DIMENSIONAL TRIATOMIC SYSTEMS

5.1 State-to-state reaction cross sections

A(i) ¢« B(j) —s C{k) +D(I)
Efr

Tijoke (Or®iE D)

{state-to-state differential
reaction cross section)

The differential reactlon cross section contains a lame

amount of infommation regarding the dynamics . of the reaction,

such as

. The energy disporal

+ The mechanism: direct versus compound state

. The stereochemistry

Other quantities of interest are:
(5.1}

Ql’.j"kt (EI'.II.‘) = Jaij"kt (al ¢:Etr) dﬂ

{state-to-state integral reaction cross section

Q;;(E ) = E’_ 0;; * kE(E ) (5.2)
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{state-to-all integral reaction cross section)
k{T) = “'Qij (B >y (5.3)

= average of inj (E, ) over a themal distribution of
reagent internal states and translational enargles

» thermmal rate constant

For electronically adiabatic reactiocrs. the cij__kz(e,q::ﬁtrl is
uniquely determined by the corresponding potential energy sur-
face (or function)v. Reciprocally, oij-rk{(a'wEtr} contains im
portant infomation about the nature of Vv, i.e, of the forces

at play during chemical reactions.

One of the very important goales of theoretical reaction dy-

namics is to establish the Vv — oi.,j-vkt

as well as less stringent ones such as Vv + Qij+k£{Etr}’

{6,¢;E tr) correspondence,

V o+t Qij (B, Jand V ++ k(T). 1In other words, one wishes to
establigh the relationship between the forcea at play among
the reacting partners and the detailed ocutcome of the chemical
reaction.

Accurate ab initiogquantum dynamical calculations fumish a
data base against which to test appreximate physical models of reac-
tions designed to give insight into their dynamics.

5.2 gQuantum mechanical formulation of problem

For simplicity consider a triatcmic system in its ground a-
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lectronic state, with reagents A and BC

A A
g
c
B A K 4 ¥ .

The possible cutcomes of an A + BC collision are:

A+BC(v ,j',m'} elastic and non-reactive
inelastic collisions’
A.C(V";j"om"}ﬂ!

A+BC(V,j,m) ——>» Exchange reactions
tr AB(v"' , 3" ,m" )+C

A+B+C collision-induced dissoclation

The hamiltonian describing the relative motion of the three

atoms can be written, in EA'{A coordinates,

H=T+ V
_ A 2 2 g2 : {5.4)
Te-3— V3 L, ' VT VIR TyrYy) .
Va,Bc A THpg A

-

The problem 1s to solve the time-independent Schrddinger e-

guation

ay ™ = py¥in (5.5)

subject to the asymptotic conditions



CBPF-M0-001/89

-67-
/ . ' _ kR
ikz . R
-~ A BC vim e BC
e . + P — .
R+ ¢v;|m(£.ﬂ) v.%.m.fv'J'm'[eA"’A) R, ¢v‘_1'm'(£a}
ik"R

—~ vim e AC
qu.w N z F rr(eBr¢B} RB ¢v"j“m“l'fl,

"j“'m" v} om

ik™ R

i e AB
R:"‘” ™ _‘IZ‘" o™ f:;‘::nj it p {ecl¢c)<_'E;:— ¢\""' jun "' {{c}

ik'R s m
. e A ik",
- fv._!m{e i )———— e LARE Y ak" (5.6)
R, T+ k A'TAT R, Y
AT A
\

The differential reaction cioss section for the exchange reac-—

tions are then given by

vim = ¥ gevim 2 5.

o\r"j“m"(en"tBSEtr} v valljllm"(agiwn’ t (5.7
vim ; = ¥ [gvim 2 5.8

Uvnl jl" nltl (ec f¢c!Etr) v |fvun jn| m"! (ec i¢c} * ( )

The solution of this problem is significantly more difficult
than that for bound state problems, for which asymptotically, in

all directions,
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vim -
v Ravrw 0
vi —
v Tk O
vim
) ] R--HB 0 {5.9)

5.3 Introduction

We now consider a 3-D triatomic reaction . There arae, in

this case, two possible final rearfanganent channels.

AB+C

A+BC (5.10)
AC+B .

This results in a "bifurcation” problem not encountared in the
collinear case. Configuration space, after removal of the mo-
tion of the center of mass, is 6-dimensional (6MD} instead of
2-dimen:_;iona1. The formalism is more complicated because of
the introduction of angular momentum considerations, but other-

wize the concepts are similar.,

5.4 Scaled coordinates

We label the 3 atoms A = Aﬂ. B = J\S and C = AY and define

Avk as a cyclic permutation of the indices aBy. A&s indicated in
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Figure 5.1 the A coordinates are {(with A = a,B,*r}'Ei. the inter
nuclear vector from A, to “k' and 5', the position vector of AA

with respect to the center of mass G, 4 of the AAL diatom.
A

The angle in the range 0 to 7™ between these two vectors is
labelled Yy In tems of these coordinates, the Bamiltonian,
after removal of the motion of the center of mass of the sys-

tem, is:

fi = 2“1 )L Vi, + Y (RLrl,y,) {5.11)
w &

where the reduced masses are ;!malogous to those in Eq. (3.2).
The potential energy function now' depends on Ty in additiocn to
1 ]
Rl,rh°
through ((3.14), with the scales distances replaced by the cor

We now introduce the same scaling as in Eqs. {3.12}

responding vectors:

R = (I-I )IIZRI . (”J\.vk)llﬁni
A H A ka e

: &4
e, = (T BRI (5.12)
A u AR ”A,uk A

m.m m /2
= --_.......-_._)“"K » -
W —( W )1 : M m)} -i-_m\.,+n'|K

In tems of these scaled coordinates, the Hamiltonian becomes
o 2 2 F
i=-4 Br, * )t NRLn) A sy (5.13)

The transfommation, from A to y coordinates is given by
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Pigure 5.1

Unscaled coordinates for 3-D Al‘\u‘qﬁ system.
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2
EV cosa,,, -lai.ru:t‘..A El
- {(5.14)
xr, sina,,, cnsavl xk
where
\
. m,m, L/2
cosa , = - TﬁT:E;iTﬁ;xﬁ:T
" myM 172 _
sina,y = * |Tm,m, ) T6 ) }

Eq. {5.14) represents a rotation in the 6-MD configquration space
spanned by the ascaled coordinates ﬁk'{l' The Laplacian opera

tors therefore satisfy the property

92 4+ 92 =92 + 72 =92 4+ ¢ =9F (5.15)
Ra Lo §B <8 EY oy

where V2 ig the 6-MD laplacian of that space. We can, as a re

sult, rewrite (6.4) as
ﬁ=-§iv=+v (5.16)
" .

which is the Hamiltonian of a single pgrticle of mass p moving
in the 6-MD scaled configuration space subject to the potential
V. This is the generalization of (3.15) to three physical (i.
e., 6 mathematical) dimensions, and establishes the isomcrphism
of the motion of that particle in 6MD space and that of the 3

atoms in 3D physical space.
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Cylinarical, Ry,r, and Yy and spherical polar Pefy sy coordinates
of point @, in 3-D configuration space. :
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Figure 5.3
Equipotential surface for 3-D triatomic A\.-AK“.\ mactive system.
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5.4 Potantial energy surface mapping in symmetrized hypersphe-

rical cogrdinates

We wish &b mepresaht the function VA(RA'rA"A} in an ap-
propriapa_map. one cholce is to consider a space in which the
cylindrical ébnrdinatsé of .a point Q are R,, r, andy,, as shoan
in Figure 5.2 For Yy =t,'the contours of V(Rk'rk'") would re-
present.the vollinear poteﬁtial energy surface. The apherical
polar coordinates of Q, in this space, would be

o= mEeH YT ) = eanThin /Ry gy (5.17

[

<
-

INE]
-}
| &

Ny, Y, 27

These cogrdinates are also displayed in Figure 5.2, A typical e-
quipotential surface of V is shown schematically in Figure 5.3.
This 16 an unsatisfactory map because all points on circle C,
for whish nk,i % ,-dor:espond to the same configuration R, = 0

for which A, coincides with G, This situation can be  im=~

A"
_ v
proved by replacing ﬂxb!’

e 2"3 7 02w 2T {5.18)

P A

The point P whose spherical polar coordinates are Priy s Ty is in-
dicated in Figure 5,2
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Figure 5.4

Equipotential surfaces for 3-D triatomie av“:‘a reagtive systam in
3D configuration sapace.
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Equipotential contours for 3-D triacomic Aaaﬁav po-

tential surface represented in Z,eX, plane (a) and
2y, Piane (b). The three dafferent arrangement

chanels are indicated in figure (a) Equidistant cop

tour values are indicated.
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Figure 5.6

Relation between the labocratory-fixed coordinate system x,y,z and
body-fixed coordinate gystem X oY) 0%
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5.6 FReactive scattering formalism

In tems of the body-fixed coordinates we wish to obtain so

lutions of the Schrddinger equation

A'anl, A'n!
Ay * =mp M {5.19)

subject to the asymptotic conditjons for large RA(A =a,B,Y)

A‘n‘. ik LI I |
v M ae AepdyetA, ¢1'n,.t£§E)
A
ik
Atn? e J P
At e A X bt )
+ ,\E E"“A (9, ,¢,) __"Tz;_ °xnx‘5l) (5.20}
A

In these expressions, » and X' degignate the final and initial ar-
rangement channels, respectively, and n, 1s the szet of quantum

numbers ck'jl'm of the lsolated Avhk.diatom, whe re e, is the vi-

A
braticnal guantum number, jl itserotational ancular momentum quantum number,

and m,, the quantum number associaﬁed with the projection of the

JA
diatom's rotational angular momentum along the direction of the
final wave-number vector Ekc . {i.e.,the helicity polarization

AR
quantum numbker),which, as RA 4 =, lieg in the el.¢k direction.

gSimilarly, n!, represents the corresponding guantum numbers ci.,
ji. ,mj,' of the initial diatomic reagent nv,nk., where the axis
of quantization for ma. is the direction of the inttial relative

kl

wave number vector Ek'c' and lies along the labomtory-fixed
A

;Ji!
. bf St

0, axis. The ¢lnk(£l } and wk'ni.(fx" represent Fhe diatomic

product and reagent revibrational wave functions. Energy conser-

vation relations analogous to {3.4) are valid. The unscaled co-
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¢d'n

1
. L)
oxdinate scattering amplitude fxn A

is related to the scaled

one by

pAn) a {2 A'n]
At i A '
f;nl “’M’ a_l(al.)l fan, Oaréy)

2\ =(”x,vk)”z . (”szk ) L/
H u

vk

{5.21)

For distinguishable atoms, the differentlial cross section for

the A'ni, + An, process is given by

[ . v! Tt
o "o e = —.————h" e M6 e |
Anl AT vh'n' Anl ATTA {5.22)
k'

For identical atoms the appropriate expression is given in sec-

tion 5.6.2.

5.7 Scattering and reactance matrices

JH L
Let @“J{Rl.rl )y = & (91.¢;perYA;¢ ) be a simultaneous

eigenfunction of the five operators 32 o ,h {lsolated diatom ha-
miltonian),jA and jZA' with quantum numbers J,M;,c;.3J, and @,
regpectively, and bk 2 {cx'jx'ﬂh}‘ The quantum number QA is as-
sociated with the tumbling of the triatom around EA' measured by
the angle wl' and is important for the computation methodology.
Jm
The ¢ X{R ,rbf), called surface functions, fom a complete dig
le wh’ak 2
crete orthonormal set which ‘spans the 5-MD subspace described by

the 5 variables GA,¢A,I},YA by . They are given by
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JH 1/2
2J+1
b, BoniD) ( ) Dy g NUSLNUL NS (£2%)  (s.23)
where ¢, a is a simultaneous eigenfunction of the ﬁl,ii and

€yl A
jz isolated diatom operators. For a z electronic state, it is
A

given by
bt 1
¢ {r,") = = & . )y, {v,,¥,} (5.24)
ACAJAQA ml r, kc)\gA A 3391 AT
where
(3,+138% 7
&, 3,4,
- —_— v,(r,) + —=  1g . = E P T {5.25)
['23 az T 2 J reydy T Baeyiytacy,
JH AL, . - - -
Let y be a simultaneous eigenfunction of #,J? and J_.
For large R,, it can be expanded asymptotically as
N JH At bi. 1 JHJ At bi, JM
] v Y =g ) {(R)®,, (R o) {5.26)
A R Ab |
bl A

The radial wave functions g behave asymptotically aa

JK. 2'b! IM. A'B!
J At 1 J J At
{g )ABA (Rl) R;*Q ;T7ET— [%lclj {R Y (A llbl
1c131 .
IM A'B'
Al
-0 . (R (8 Iy 5.27
XcAJJl Abl_ ].

where
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A 1 s -
-i u‘xclenx'i“*-‘x’”

e open ch.
7 om) (5.28)
ey i, )
x5, R
e A closed ch.
i Leaej )]
E“ RIS open ch.
o) (R,) = (5.29)
J‘cljk A "
'lkxc . |'1
e 242 closed ch.

The phase %{.Hjl)n is introduced for mathematical convenience.

In matrix form (5.27) beacomes:

J JH JM
J -
g M v1’2E§ A Y -o'e J] (5.30)
- = Iz = - o=
The intermedlary scattering matrix E‘I is defined by
JM _. JM
B Je§a (5.31)
= E I ]
and the body-fixed halicity scattering matrix by
Ael,ilm!, _ l'c',]vﬂ,*-m -
(g7 MM« gty AT (5.32)
Xcl‘].lmjk = i\c)‘_'h,(?)\-tnjx

The negative sign in the column label reflects the fact that

as Rl' o, E A and "k"“c;\'ji' become zmt:l.l:m).nallel.JM'l‘l'ua‘”1 scat-
tering matrix § is unique (i.e., independent of A J,_B I and
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MJ} and its open part §ﬂ is symmetaic and unitany, represenfing

the propenties of microscopic neversibifify and conseavation of

paniticle fLux. Rewriting (5.30) as

JH JM JM
g I !-112 sic 7 4 ¢lp J:l (5.33)
whe re SJ and ¢’ are diagonal matrices whose diagonal elements
= £
are given by
sinE{x [ Ry - %(qu){l
€ada A Jdopen ch.
J =
Slc j.(Rx’ = (5.34)
AT A | ‘e, i |Rl
e "Fada closed ch.
.con R R, - l(J+j In
,\cljA .\ 2 3" Jopen ch.
J =
Cxc i (Rl) : (5.35)
AT ‘lk IR
Ae,j A
e AT closed ch.

we define the body—fixed helicity scattering matrix §J by:

yedy .il' t_J})l'Citjiﬂii"m;l'
s AT = (R . -
= J\clj‘.\m.A - Aclal'al ‘jk

{5.36)

The matrix BJ is unique, real and its open part Ei is symmetric.
The latter is related to §ﬂ by

+ iBg

] = ———— 5

Y I - iR {5.37
= =g J

A
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5.8 scattering amplitudes and cruss sections

5.8.1 pistinct atoms

When A,B, and C are different kinds of atoms, the scaled scat

tering amplitudes are given by

kl

x'n! v’\lcl j! i/2 imjl‘t.\ © Atnt
At At e J .
fan, ) T\ % 1 e P %, W,

ata Exrdy Ty 3y
(5.38)

where Eg is the open part of the transition matrix defined by

{5.39)

n_
| |
W+
1
1] 7]

The corresponding differential cross section iz given by

-]
—| {2J+1)di!' o
J=0 iy

l'l‘l' 2
J X!
(Bk) (zo)kn {(5.40)
’ JX A

From which we obtain the integral cross section

A'n;'\ - . 3 J\'ui, 2
Q = —d— } (27 +1)|(T) | (5.41)
)u'lA k12 I=0 =0 }»\11_)l
l.cilji|
klnl
Gac'ad phases of Sg are needed to calculate 90 A (EA) but not
Atal = o
Q)m )\'_ Due to the unitarity of g‘; we define the J partial wave
L

xn)k - A'ni transition probability by
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Ixtn? Afal, 2
A J A
Pan = G I (5.42)
by A .
in terms of which the A'ni, + knA integral cross sectilon for

transitions other than the elastic one can ba written as

J\'n)‘l, ,ﬁ e Jl'ni.
O = —t—— ¥ (27 +1)P, PAD, F ATny,  (5.43)
A kifc. . I=g X
.Aljll
Averaging over the initial mj and summing over the final “j
! X' X
we get
Alcl.jl' @ JR'C',j
L AT, IL——— I (27 +1)pP AT (5.44)
iy k!2 , ., J=0 Acydy
l'car]it
J'\'ﬁinji|
where P, P is the opacity function defined by
AT
JA'el i JX'n’
A 1 Xt
Prc j il \ Poa (5.45)
A 22+l m, ,m';:, A
A J)l ] 11

The transition probabilities, cross sections and opacity func

tions satisfy the following properties:

Jl'ni,
Ie. =1 flux conservation (5.46)
An A

A

L) it
JAICA'JA‘ =1 opacity conservation (5.47)

:  ACL]
ACXJ} ACA



CBPF=-m0O-001 /89

—B5=-

Jl'ci, Jknl
in

P = Pyl microscopic reversibility (5.48}
)l'

X

Jyv o . chj
(2ji'+1)91i1;;'33' - (2j1*lipl'CE';i.

microscopic reversibility

(5.49)

A'ui, Ank
[ % 3
Y - klcljxol '“l' {5.50}
\ mieroscoplc reversibility
l L} c ¥ j [} b
ll L] _ 12
A= (ZJR+1)kAcAil°A

microscopic reversibility

LPUSY

(235 +1)1ks 3 1ar g (5.51)
x' L]

priisThendy

Alad

A An

) _ 2 X -
edrif"an, (0a) = Kl 5 Oaraz, (80 =8)) {5.52)

microscopic reversibility

All of those equations involve the same totaf energy E in their

right and left hand sides.
5.8.2 Identical atoms

For a system of three identical atoms, in the absence of nu~-
clear apin-orbital motion interactions, we introduce the Pauli
principle a-posteriori. For H3, for example, we get. only two
kinds of scattering amplitudes, a reactive one g R {(AMEX} and a
hon-reactive one f'N(A'-:)\} in tems of which the differéntial

crogss section are given bys
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for 3',] even {para-+para}l {5.53)

[ v, ] V]2
oPP, =3——Sl ¢ Rn for j'even, 3 odd (para+ortho)
on N n
Vi (5.54)
] v! x 2
:’l: cl |f:lR“' for j'odd, i even (ortho+para}
V::|j| ) (5.55)
v .
con'= el (Ef'N“' + f'Rn'Iz . 2|f'Rn'1z?
on v' n n o
c'j’ for 1',j odd {ortho+ortho) {5.56)

] )
Phase interferences may occur due to the f + £ R tems.

5.9 Computation methodelogy

5.9.1 Coupled channel equations

We define the body-fixed complete discrete orthonomal ba-

sis set in the 4 angles 9;.¢,,Y,.¥, by

JM /1
2J+1 J
D (0,,0,.7,,0,) = *in (8. +8.,00Y, o (¥y,9y)
JA"})\ AFFATTATT) 4= M.Ini AT Jlgl PR
{5.57)

They are simultaneous eigenfunctions of j2, 32,3,{ and j; . Let
A
v (g, ,e2%) be a simultaneous eigenfunction of #,J% and J . Ex
A EM S | IM z =
panding it in tems of the P J we get
Jlﬂl
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J
DJAQA(BAa¢A:TXa¢A) {5.58)

Replacement of this in the Sthr@dinger equation and use of the
properties of t.heD n and Y 0 eventually furnishes
3%

A
Iy iy -y v i Ty J + 3 Jady -y (5.59)
nl,nl—l A3y, 0y -1 “A“x 23,9 91'“1+1 A3, 0,41
- xn
J J
+ LY = EF,,
31=0 ij' Aiga, Aiyg,
where the kinetic energy operators E are given by:
”Jkik _ 2z 32 az jl(ja“'l)h
tp g Ryun) =-37(—
A H an; 2““1
» 22 (561 202 +jl(j'x+1)] (5.60)
28]
2Iady A
n a 11”‘ ) = - S @8, ;.0 {5.61)
uR,\
1/2
£,{3,m) = I:j(j+ll - m{mtl):l + [mlgd (5.62)

The potential energy function matrix elements are defined by

Al
v, A
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5.9.2 Matching and determination of 53

Eg. (5.60) contains the same twe distances Rl,r) as  the
Schr8dinger equation for collinear triatomic systems. Instead of
a single such equation, we have however a set of coupled equa-
tions scanned by the quantum numbers jJL and 91. The potential e
nergy function couples different jk (because of its dependence on
Tata
8. ,0.%1

L |
couple different @,. We now divide the internal configuration

Yk),and the angular momentum tumbling centrifugal temms t

space into three armangement channel regions by the three half-

planes LI and T s depicted in Figure 3.7 Their common

vk kit @
edge is the y, internal configuration space axis of Figure 5.4 ot
the body-fixed physical space Yy axis), perpendicular to the
plane of Figure 5.7 We then integrate the coupled equations (5,59)
over the range of Rh,rA which, together with ¥, spans the i-ar-

rangement channel region of Fig.5.7. This integration is done as

in the colliinear case (seﬁ Fig. 5.8). This generates a set of
N M
J .33
linearly independent ¢1n1‘ﬁa'£x } in each of those three re

gions (i=a,B,y). These solutions overlap on the dividing half-
planes Gyt but are in general not contirmous on those half-pla
nes. We then take linear combinationsof these solutions in each
of these regions go as to make them match smoothly on the dividing
half-planes. This procedure generates sclutions of the &-MD
Schrddinger equation which are everywhere continuous and have a
continuous first derivative. An examination of their asymptotic
J

behavior then furnishes gJ_from which we calculate ED and

the differential and integral cross sections.
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®vx
Figure 5.7
Three arrangement channels regions in body-fixed space,

See figure 5.4.
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E =0.60sV
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000

Tiqure 5.8.a

Reaction probapility P§ 00-0138 2 function of total angular momentum
¥

quantum number for H + HZ(J,DOI - H + Hz(o,l,nl) exchange reaction

at four values of total energy.
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|

E=070eV

o
s
I

0.2

(2J +1) x REACTION PROBABILITY
o
w
i

Figqure 5.8.b
(b) Same as figure (a) with reaction probability multiplied by (2J+1).
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Figure 5.9
Integral c:oss_section ¢ as a function of energy for H-FHZ(V,J} -

Hztv,J} + H exchange reaction.
E = Total energy;s E0 = Relative translational Energy. Three dif-

ferent calculations. See refences at the end of the chapter.



o (bohrt/sr)

-93 CBPF=-MO-001/89

1 I T
0.0 -
oo
- A [}
SUM
E=Q80 ey
0.010 -
0.008
0.008 |-
'1
0004 |-
0002 |-
0000 '
0 G. (dqrm} . 90 Figure 5.10

Differential cross sections UUOG+03mj as a function of reactive
scattering angle eR for H +'H2[0,00-) +H2(0,3,mj} + H{mj =0,21,22
and E 3} exchange reaction. Swum indicates the sum over all mj
states of product. Calculaticn for 0.60 ev total enexgy.
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Figure 5.11
Same as figure 5.10 for H + Hz_({JOO) > H2(0,2,m31) exchange reaction,
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Figure 5.12 A
Antisymmetrized Jdifferential cross sections OOOO;Oij‘ (sclid lines)
and cifferential nonreactive cross sections Ugoo-»m.mj » {dashed lines)
as a function of scattering angle, for H +H2(0'00) ->H,’(02mJ.J + H

exchange reaction (a) mj =0 , {b) mj = 1 and ci(c) mj =t2.
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Figure 5.13
Degeneracy-averajed nonreactive differential cross sections cgo+02,_ re-
active differential cross sections 030_’02 and antisymmetrized differen-

tial cross sections ot as a function of scattering angle at E=0.Mev

0002
for H + HQ(O,U) ¥ HZ(U,Z} + H reaction.
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Figure 5.14
Two and three dimensional differential cross sections U30¢01(20)
and 0301*01{30} as a function of reactive scattering angle for H +

H2(0,0] + B + Hz(O,l) exchange reaction The 2D cross sections
are calculated at 0.60eV and the 3D cross sections (circles) are
calculated at 0.55ev.
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Ph420,420)
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@
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x
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z Poo (30,1=0)
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L
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1
0.30 0.40 E(eV) 030 080

R Figure 5.15
Reaction probabilities Py as a function of energy for H + H (v=0) +

Hztv-—u) +H exchange reaction P {ID) -collznear msult, P [2D J=0)
bidimensional calculations with J=0 and ph utjn J=0), 3- D calcula-
tion with J=0.

E = Tetal enermy and E0 = Reactive transiational energy.
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Figure 5.16

{a) Reaction probability p® as a function of enemy for H +H, {v—O)-vH {v'=0}+ H
exchange reactionm. Pu__O{lDl col.linear calculation. P00+(ZD J 0) co-
planar calculation with J=0 and P00(3DrJ=0) 3-D calculation with J = 0.

(b} Same as (a} for H + Hztv 0) +H, {v' = 1] + H reaction

E = Total energy ., Eo - Relative translational reaction.
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6 THE HYPERSPHERICAL METHOD WITH LOCAL HYPERSPHERICAL SURFACE
FUNCTIONS (LHSF)

6.1 conceptual difficulties with Jacobi coordinates

pifferent coordinates in different arrangement channels

AB +C
Rc

Matching is difficult when there is leskage across three arrange-

ment channals

Too many cleosed vibrational channels needed for caonvergence.
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. Heavy--light-heavy systems have severe vibrational convergence

problems.

—= & I

. Not appropriate for collision induced dissociation or three

body recombination {n+n') processes.

() €1)
R™RThn B Wl Y
r
R, = pcosn .*. n, = tan~ ! 22
A A A R,
ry = psinn, 0<m < % {6.1)

For an arbitrary clustering scheme of W particles the n{k)

are defined by expressions of the type

(i) _ (i} . - (1) {N=-2)
o= pf,\ (I.‘,A} PRy E oMy reeeely )
N-1
(i 2 _
jzlfl {EAJ =1 (6.2)

Kinetic energy operator in hypei:spherical coord.;

. . L2{n,) W-1 _, .2
TCovn,ray,By) = (p) + 20A" 1 o5 (6.3)
AATAAT LA ) 211‘.,3

£
2“p\2 j.l A(aassl)



(k)
Fi IQA)

k=1

(metric)

CBPF-MO-001/89

=103-
1 3 _3N-4 3
;E'ﬁ:‘? 35 P 30 (hyper-radial kinetic energy)
_hz) 1 5 F (T'IAJ 3
Frinyd an, tk) (k)2 (k)
A (nAl an,
- (i) »
§=1 3£, (n,) #|1/2 - N-1
A_h BECCULIE) Py M e
L %) W ] A A P L
j=1 as 1=1
‘A
{6.4)

6.2 Example:

Tiray) =-&H2 1 3

17

A4

2up?

fo

]
~h

3-particle system,

5 3
[

+

Y.

™ .

—_— ¥ i
20 5 3p P 30 + hyper radial K.E.

1 -h? ——— EE“ senzznxgi
2pp? sen’2n, “n; Ay
A
hyperspherical
ang.mom, tem

orkbital ang.mom.term

iatom ang. mom.term

z . - an?
% f2 (319+1) - 203
—— coty gr— - —— —
en n,k aTA Ya sen‘yk ue®\ 2cos ny

- DCOSN;\

(A.X, 1975)

{6.5)

(”k)
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The system's

n{?c%

(21’53::

w—= o

=104-

hamiltonian can be written as

pin coordinates

A‘%A) = Tp(p) + h(ﬁh.gkspl

1By 6.6
oy Byemy? (6.6}

= = .z )
) — LA(QRJ + V‘”-Ea*{x)

urface hamiltonian1tgeneralized (yrand canonical)

angular momentum

6.3 Local surface functions and energies

Tite tocafl figpensphenical sutrface eigenfunciions . {LHSF] and

cigenvatues T

h¢ﬂ‘%l’gl

Propertieg of
For each p
in (ﬁA'fh)
The v are

n
tion trans
As p - =,
functions
guration s

. A&As [ *+ o,

are defined bys

ip) = En{°}¢n(ﬁa’ﬁx’°) (6.7

the LHSF:

they fom a complete discrete square-integrable set

space

invariant under X + .« and the ¢, undergo simple rota-
tomations
the "bound” ¢ become arrangement.channel bound wave
and are confined to narrow angular regions of confi
pace.

the "non-bound” states furnish a discretized repre-

sentation of the dissociation continuum.

Operators

which commute with the Hamiltonian:
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Figure 6.1

Potential energy surface for H + l-I2 reactive system in collinear
configuration. Contour values indicated at the right side of
figure. ¢, (LHSF) 1s represented at three values of . As . in-
creases qsu becomes H-zw=u) bound wave function confined to nar
ow arnrjular regions,
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i Square of total angular mometum
J Component. of total angular momentum in direction of

space-fixed Gz axis
f inversion of system through its CM
permutation of identical particles.
For H,. 5p where P, is the pemutation group of 3 iden-

3
tical objects, which is isomoxphic with C3v'

We seek simultanecus solutions of

I‘_NJJH'H'" = EIJIJHT[T

G = s g™ "

jszHﬂr - Mh¢JMﬁI

}.;JJMFF (_l)n¢JM=t:‘ v =01 (6.8)

. ) .
where wJM“‘ transforms under the 093 accorxding to the irreducible

representations T = 31'32' E of the P3 group. The functions

Jm _ _ .
P, (e 0 ba) = Mg [Dg (92030 9)

\_
J+m+fdy J
+ t'l} DH'_QA (ﬂ;ﬂl;wl)] {6.9)
are simultanecus eigenfunctions of 32,32 and ¥ and form a con-
venient set for expanding the surface functions ¢iHnF according
A

to
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J
JMr T T Jr
& {¢,, 8. ,¥, o Y,spl = 3 P (b, ,9,,9,)
1Y ATATTATTR T QiG MQA ATTXRTTA
nT
wﬂ.n, sy ey 3R) (6.10)
Replacement into
- T . : . i
h¢JH"r - aJ“'tpleumr (6.11)
n n n
Ak b} o
leads to
~J T =J JnTl = JuT
h v .+ h ¥ + h. .
n_.l.nl L 2‘\,9)\ 1 QJ\QA 'l;l‘)‘n)\ QA,QJ‘*I 2_‘,91.-v I
Irlyart (6.12}
Ry Ra*
where
~ 2 2 -2 .ﬁ
by ¢ - - 72 .2 cotu, 33 T— L.cotY.'T
3 o%u aw; =Y sinz-—% a\f . TN
Q;, J(J+1l'—29§ ’
- - + Vip,uw,,v,) : {(6.13)
si.ﬂ'*.rx Zodnng-' AT i
TEL{T.R,00° .
=] E- ki ! 3
n "t e [ 2 (0, 21) cOty (6.14)
n}‘.ﬂlil ZHDQCOUQTA BYA A A
_ 1/2
ﬁ}I(J;ﬂll - [(Jiﬂl}(ifi'ﬂli‘l)] (6,15}
and the wi“; are reguired to belong to the I' {freducible repre-
_ AATA _ .
sentation of Ps and to make ¢iunr be single valued. This re— -

oA
sults in the requirement that
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J
I’n!ifa)‘("’h"‘k =0ormp) =0 for Q £0 {6.16)
JMm T I can be determined by any convenient method

The 4 or ¢
s LY
sucih as a finite element method (inefficient but unbiased) or as a

v+ .itional method (requiring a careful choice of basis funtiens)

6.0

proohr

- Q
e @ a ' o = o%
o o - o
A%/(d)Y)
Figure 6.2

Envrgy ! jenvalues i"j (o) of H3, belonging to representation A,
as a runction of hypershferical radius p. The assymptotic HZ{v.j,an
states are indicate¢ at the right side of the figure.
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6.0

4.0
plbohr

v o
6 T 6 1 6 ¥ QN
o o~ - -
AR/(0)"Y3
Figwe 6.3

Same as figure 6.2 for representation “2'



A®/(9)"?

Figure 6.4
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Figure 6.5

Equipotential contours of H3 potential surface at fixed o = 6bohr.
Contour value in e.v are indicated.
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A A,
€, =0.28I6ev
6=0.8
E(t)
€, =0.2666eV £,20.28I16 eV
0=08 0=10
£(2} E(2)
£220.2666eV €22 02816eV
0=08 6=10
(e)
Figure 6.6
Surface eigenfunctions calculated at p = 6bohr for !-l3 reactive

system belonging to irreducible representations &I'Az and E. Cox
responding eigenvalues and guantum numbers are indicated for each

function.



Figure 6.7

e as figure 6.5 at p =

3.27 bohr. .
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Pa3 2T hohr

Ap

E(2)
€, =0.3687eV

E(2)
€ 07088 eV

$=0.8

Figure 6,8

S5ame as figure calculated at . = 3.27 bohr.



CBPF-MO-001/8&
-115-
E(1) ein)
pag behr

__..t4c 4-412eV

6=0.5 p=8-2T bowr

C.»0.T8T4sY
£470TTY g

(b}

P v 6 bohr
g, =0.3589e

Figure 6.9

Surface eigenfunctions for H_3 reactive system, belonging

to E irredycibkle representation, calculated at three
values of p(2,3.27 and 6 bohr). Corresponding eigen-

values e, and quantum numbers are indicated.
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6.4 Locally diabatic expansion

b(piy,8,) = m ) adt0:5) 8, (8,5, (6.17)
- ‘—255 60,5 + wloiIg? = g% (e P! 16.18)
(Wit = @, Vin,2).8)) —{’)—2 v (5,8, .8,) {6,19)
(e (pspn " = Es - E—: e, P - m’/aup’uau-ntsn-s)]afl' (6.20)

The matrix ¥(»;p) is hermitian. The conservation of particle
flux properties is
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d R | -ad', = de ' -
gl’ztp:p) = Qlttp:p)gz {pin) - G gg =40 {6.21)

ﬁ;onskian

The constancy of W:'ztp:s} and’the existence of very efficient al
gorithms for sclving the differential équation fér gd{r-:ﬁ} makes
this expansion useful for numerical calculations. The adiabatic
expansion is ugeful for interpreting transition probability re-~
sults through the properties of !\‘__(U (v} near regions of avoided cross

ings of the En{p).

6.5 Summary of methodology (Theoretical apparatus)

A

B 4
Gee B
\\r'
wth
a coordinates $ ccordinates ¥ coordinates
u ¥ H 1/2
= { A,BCIIIZR. R = ( n,ac)uzn, R = c,nn) / R
e u nC B H B ¥ u Y
H ¥ 1] 172
BG,1/2 , = (LAC /2, r = {-AB o
o= 57K, te = 57 g v T AT
nm.m.m
A'B )112 16.22)

= {—
g o)



CBPF-MO-001/89

-118-
A«BC
a
B+CA
Sneok in
A+BC
and out
C+AB /
Y B+CA
Slistni— —
¢/ / ®ig
pd \ bong
l C+AB
Matching method Hyperspherical coordinate method
R}\'Q.}\'YA D;L\J&JI‘{G
A= a,B,Y p = (Ri + r;\)”‘2 A= a,8,y
r
we = 2 tan”! = {6.23)
a
Variaticnal method
Jarl
We expand L according teo
A
JnTl
u {w, :p}
AT o T P (cosy.) —i 2 16.24)
ay i=a, A sinw,
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2
AT SOV LI [ ta+1) +3(5+1) -20} L AGsD 5o

2up? I t':uﬁ"-—%L sinz%l %9
2
- (e ey g, G CALENRTNE
COSZT A
. J5T .
+ 5-”'97\’5—”'“).’“:;5.nk—l("’x"’)
H HA JrT J-nI‘ JnrT .
+ 7 vae pry i op = tohut o 16.25
joufty i) nji, njily )
'"’Eto tp) = u“‘“,‘; (m;p) = 0 " (6.26)
These equations suggest that we define ti' ay by:
j
z
(_ {32 |, _ JW@LsIOen-m L,
up? | 2% dcos?S) 45in25)
Vo)) € o o) = e (ope?d
ifttaA ujﬂA A "j“x anA {(6.27
J J
t (t,0} = t (m;p} = 0 (6.28}

We now define the 5 angle function
n .
JH ) ln £ %30
ln R, (&, 8,0, 70,50} = DHQ (9,9 A""}.}P {cosy, ) —LIA—S no, (6.29)

and take the unidnof these functions for A = a,8,y. We then take
linear oambinations which have parity number 7 with respect to  in-
version of the system through its center of mass and which be-

long to irreducible representations T of the permutation group
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of whatever identical particles appear in the system {p3 for

H3l. These new functions arye labelled

JMWT . (6.30)
Finia (228 ¥a Y47
and are used as a basls sat for a variational detemination

of the LHSF {oxr adiabatic harmonics).

The “Sj}}(p'ml} are defined by

2 Q .
V?i- (plmx) = "ij (OOSY;\) |v(.90‘-.“kalejl (GQ':YR}> {6.31)

6.6 Results for H + H, (Vv = 0, J=0,1) reactions

2

Figure 6.10

Reaction probabilities Pv,J,i}-w'.J'.n' {a) and lifetimes T ¢(b) as
a function ¢f enexgy for the J=0 partial wave of B+, (v, ., 0)+H, (v',3",0)+H
exchange reaction.
E = total energy and EO translational relative energy. Vertical
lines on upper absciassa denote energles of corresponding Hz (v, 3}
states, the numbers 5,0, 10 dafine J valua.
{b) The upper curves repregent the resonant eigenvalue of col-
lision lifetime matrix Q for Al irreducible respresentation plue
* 20f%, anc the lower curves represent the delay times for the re
acgtion.,
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ROW NO.4 COLUMN NO.1

E eV
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PREMULTIPLICATION
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Y
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[+ 4]
!
@
o
€ |
0.4
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0.0 1 1 1 ' 1 )
02 04 06 08 10 12 14 16
E/ev
-Figure 6.11

Reaction probability P010__031

and initial translational enerqv E(0,1)

as a Function of total energy E
{upper abscissa} for

J =1 partial wave of H+H2(0,1,DJ*H2(0,3,1) +H reaction sym-

metry A

5 vertical lines on upper absclssa denote energies of

H,{v,J) states. The lenght of those lines decreases as v

spans values 0,1 and 2. AZ

irreducible representation.
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LSTH
Current reaults
resonance J Assignment E(ev) Life~ RPO® scsd  ceoBt  csd
type time(fs) E{eV) EleV) E{ev} E{eV)

0.1 {0,0°, 0} 0.65

b 1 (0,14, 0 0.77 8

a 0,1 (e,2°,0) 0.88 G

a 0,1 {1,0°,0) 0.98 27 0.981 0.98 0.97

b 1 (0,3%,0) 1.00 6 _

b 1 (L,1',0) 1.09 17 1.085 1.0% 1.09 1i.10
a 0,1 (0,4°,0) 1.10 3

a 90,1 {1,2%,0} 1.19 1.186 1,20 1.20
b 1 (0,5, 0) 1.22 8 _

a 0,1 {2,0%,0) 1.36 . 37 1.374 1.24 . 1.35

b 1 (2,1',0 1.45 32 J.461 1.35

a 0,1 (2,2°,0) .54 11 1.545 1.46

b 1 (2,3%,0) 1.63 5 1.641

a 0,1 (2,4°,0) L.72(2) 5(2) 1.734

a} Ref. [_11] =+ Pollack, JPC 90, 3613 (1986)

b} Ref. [[147] » Garrett et al, Resonances, ACS Symposlum, 1984
¢) Ref. [[13] ~ Bowman, CPL 124, 260 (1986}

d) Ref. | 12] - Colton and Schatz CPL 124, 256 (1386)

Table 1: Assignment of resonances on LSTH* surface and comparison
with previovs results.

RPO = Resonant Perilodic Orbits; SCSA = Small Curvature Semi-
classical Adiabatic;

CEQB = Collinear Exact Quantum using adiabatic Bends:
CS = Coupled States.

¥D.G. Thruhlar and C.J. Horowitz, J. Chem. Phys. 68, 2468 (1978);
71, 1514 (E) (1979). Y ' (o7
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Resonance
H
type 2 J r i
0 A 0
a 0 1 2 1
b 1 1 A, 1
1 a, 0

Resconance selection rules

J TR (-1) "+ A, A, E

0 a 0 1 yes No yes
1 o 1 -1 Nc\}es yes
1 1 0 . -1 Nogpy yes yes
1 1 1 1 y:s No yes
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Chapitre I: BRISURES SPONTANEES DE SYMMETRIE ET MORPHOGENESE
MOLECULAIRE
1. Brisures de symétrie spontandes

La symétrie des causes se retrouve dans les effets mais les
effets peuvent &tre plus symétrigques que les causes.

Tel est le principe de Curie, le plus général sans-
doute des principes de la Physique [réf. 1]. Or [réf. 2] cela
est parfois contraire & 1l'expérience la plus courante. Un po-
teau cylindrique mince que 1l'on charge céde par "flambage® plu
tot de s'écraser sur luil méme, Une molécule symétrigue peut se
dissocier en deux ions plus et meins plutot gu'en deux radicaux
libres. La fission d'un noyeau atomique conduit généralement a
deux fragments inégaux. L'occurrence spontanée de brisures de
symétrie peut &tre considerée comme une loi de la nature. Donc,
les asymétries observées peuvent provenir d'une brisure ai le
principe de Curie est violé, d'une simple déformation 5'il n'est
vas viclé,

. La brisure spontanée de symétrie peut aussl &tre oon
siderée comme la création d'une information neuve. Cecl peut
étre entendu de deux fagons:

— elle donne forme & la matiére;
— elle constitue un message parti par cette matiére,

2. Brisure de symétrie et organisation de la matiére.

Nous allons citer quelgues brisures de symétrie en
essayant de les ordonner selon une organisation croissante de
la matiére.

Le monde physigue offre la continuité de 1l'espace-
temps et la discontinuité des particules., Implicitement les
théoriciens suggérent }'espace-temps engendré par le nou=
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vement des particules.(L'espace serait l'ensemble des lieux qu'une
particule peut atteindre}, Il ne semble pas qu'on ait imaginé la
réciprogue, la particule félure dans l'espace-temps; par exem-
ple le photon serait la félure apparaissant selon les lignes de
longueur réelle.Ayant remargué que la propagation des fé&lures
dans la matiére homogéne est différente de celle des points ma-
tériels dans le vide et qu'elle intégre plus aisément une vi-
bration, il semble que ce modéle serait plus satisfaisant pour
une interprétation causale de la mécanique quantique.

2a. Du photon 4 1'atome d'hydrogéne

La brisure du photon en une paire &lectron-positron est
connue et commentée depuis longtemps. Elle entraine
la dualité matiére-antimatidre.

Plus géneralement certains auteurs ont tenté@ d'unifier
la théorie des brisures de synétrie et celle des particu-~
les fondamentales [réf. 3] Frikee; Hadronic Journal 6 77-
136 (1983}]}. Dans la séquence photon — lepton — hadron
chague type est caracterisé par plus de nombres gquan-
tiques que le précédent et se trouve &tre responsable d'un
plus grand nombre d'int&ractions. Dans cette tentative, la
distinction entre intéractions fondamentales doit &tre une
conségquence d'un processus de brisure de symétrie associé
& la formation des leptons et des hadrons.

Selon cette méme théorie quand un &tat 11& d'un proton
et d’un Electron est formé la symétrie de tramslaticn des
équations de Schrddinger relatives & 1'une et 1'autre par-
ticule est rompue, La symétrie de rotation de 1'intéraction

coulombienne conduit & la quantification du systéme des dex
particules.

Autrement dit aux deux &quations de Schrédinger du proton
et de l'électron.

2 (o] = _1 .27
R Ap\rp,p) Ep ¥ip) L ¥ 107 'Kg
2m
P
2 _ -30
_ Rke e Vo (&) = E _vlie) m_ =0,91 10 Kg
Zme

se substitue l'égquation de Schrddinger unigue
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2 2 2
K __HK 1 q-
(- 2'1-71'; 8y Zm be = Tn_éo ) vip, e . Egyst V(P €}
-
r = e.p
celle~ci & son tour se décompose
2 m .D+h_.e
{ég. 1I-1} -:—‘—“-—)-aw.sw G = -_€
mp + me GG G'G mp +
2 2
- .1 1 a -+
{eq. 1-21} (-}—u—ﬂ;-z“—eo'r W = Edl(r})
1 1 1
- - + -
voomg o

Les solutions de l'équation {I-2} du mouvement rela-
tif sont bien connues et s'expriment au moyen de 3 nombres quan-

tigques N £ m

W, 4q
E = -——g oa E >0 WH = _ez = 13,6 ev = 0,5 Hartree
n i
.
Yatm = nem & D05 P, 2] &) Yy (8, ¢)
[}
2
N -
ao-u—ez-o,52£-1aohr

Y" (8, ¢) harmonigue sphérique
£

- - 1 2 2
P1,|:|(“ =1 P‘Z’O(D) =1 =-=p P3'°(pl.= 1 .-gp * o
. 1.2
Pz’.‘(pl = p 1’3’1 ®) =p-gF

P3'2 p) =p
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De 1l'atome aux mémoires biclogiques

Le probléme de 1'atome reste pratiquement le méme
pour deux particules chargées de signe onposé. Le probié
me du deuteon en différe par la loi d'intéraction radiale;
il n'a qu'un seul état lié. Il en résulte que la guanti-
fication de l'atome de deuterium différe peu de celle de
1’atome d'hydrogéne. En géneralilsant,le noyeau des autres
atomes intéresse surtout par sa charge. L'atome (ou 1'ion
I fois +) est gouverné par l'opérateur hamiltonien.

2 z-I 2 2 2
I QN + i-1 — L 51 - EL} + 2 1 9
ZmN - Zme 4re r, 1<it 4ut° Tyy

Il n'y a aucun brisement de symétrie nouveau. Ce sont
les nombres gquantiques obtenues pour l'atcme d’'hvdrogéne
qui gouvernent l‘'écriture des configurations assignées
aux divers é&léments,

vous savez en effet qu'on ne peut éviter de décrire
l'atome en un double langage, monoélectronique et poly-
électronique. Dans le prochain cours développerons ce dou
ble modéle. Nous allons nous contenter provisoirement de
l'atome representé par une suite d'orbitales,

On passe de 1'atome a la mol&cule polyé&lectronique
par un brisement d’isotropie de l'atome. Ce brisement de-
termine pour chague atome la direction des atomes voisins
et de proche en proche la forme de la molécule.

Il est &l lui méme & une modification de la fonction
d'onde qui en langage monoélectronique s'exprime pPar une
modification de la configuration de valence. En effet,
celle-ci conduirait a un état mesurable de moment angu-
laire, possibilité qui disparait par inclusion de 1'ato-
me dans la molécule.

Sur la stéreochimie des molécules est fondé le bri-
sement chiral. Son expresssion macroscopigue est ld pureté
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optique de la biosphére, qui joue dans le domaine de la vie, un
role comparable & la séparation matiére antimatiére dans le do-
maine inanimé.

Enfin la symétrie rompue de la molécule chirale lui per~
met de se polymériser en macromolécule hélicoldale tendant pour
une longueur suffisante 3 une symétrie de déplacement hélicoldal.
Mais cette symétrie 3 son tour est brisée lorsque deux maillons
de la chaine peuvent différer. Il suffit alors gue chacune
des molécules enchainée peuve étre considerée comme une let-
tre 4 1l'intérieur d'un code pour gue la macromolécule héli-
coldale devienne un support d4'information, sous la forme d'une
suite e lettres et gu'elle devienne ainsl un élément de ba-
se de la mémoire biclogigque, information liée 3 la matiére
devenit information libre par le vrocessus de réproduction.

2c. Brisure d4e symétrie et niveaux d'organisation

Pour chaque brisure, un nouveau type de structure est
créé et correlativement une mémoire.

Peut-on dire gue ce sont précisément les brisures qui
definissent la hiérarchie des niveaux d'organisation. Ceux-ci
résultent de la réflexion des biologistes et ne semblent
pas incompatibles avec une théorie plus génerale de la mati-
ére |[ré&f. 4]. Nous venons de décrire une suite de brisures
{(aboutissant aux organismes vivants) ot la matiére est &
chaque degré plus riche en propriétés. Par exemple, la mo-
lécule chirale posséde un ensemble de propriétés liée a la
polarisation rotatoire de la lumiére sans équivalent dans
les niveaux inférieurs. Or une découverte fondamertale de
Pasteur est la nécessité pour la matiére vivante de cette
asymétrie moléculaire gqui determinera des asymétries aix
niveaux supérieurs.

“e modéle d'origine biclogigque de niveaux hiérarchisés
combiné au modéle physique des brisures de symétrie pourra-t-
elle dzonner naissance 4 une science de l'organisation de la
matiére partant de l'émergence de la particule au sein du vide
pour arriver aux brisures de symétrie vus des sciences humai-

nes?
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Brisure de symétrie et mécanique quantique

Les brisures gui limitent le niveau mol&culaire, ob-
jet préferentiel de la Chimie quantigue, sont au sens striet
1'hybridation atomigque et la brisure chirale. Dans un domai-
ne élargi {incluant l'atome G'une part, la molécule chirale
d'autre part) ce seraient la guantification de l'atome et
la formation des macromolécules. Ces guatre processus reld-
vent des équations de la mécanique quantique comme la molé-
cule elle-méme. Or la conservation des éymétries est fonda-
mentale pour la mécanigue quantique. Lorsque nous prencons
comme loi d'un phenoméne 1'équation de Schridinger,

HY=E¢ , {éq. I - 0}
(c'est & dire l'affirmation non relativiste des phenoménes
stationnaires} toutes les symétries de 1'Hamiltonien f doi-

vent déterminer des symétries dans la fonction d'onde. La
mécanigue quantique &tend méme la notion de symétrie (par

L

fig. 1a

fig. 1B
exemple la symétrie 4'&change ne pouvant &tre prévue par

Curie) .

Néammoine il existe des possibilits de brisement
de sym&trie dans un systéme quantique.

3a. Etats pseudo staticnnaires

Ure molécule ne met pas en jeu un puits de poten=-
tiel infiniment profond mais un puits de potentiel li-
mité par une barriére de hauteur finie, sa barridre de
destruction. Dane le cas 1A ol la molicule est endother
mique, son onde de matidre s'@coule 3 l'extérieur par
effet tunnel. Quel gue lent soit cet @coulement, 1'état
de la molécule n'est pas un état stationnaire, mais une
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évolution au cours du temps,un €tat pseudo stationnaire.

L'équation d'évelution

P _ E]
By =gt {q.1, 1)

n'a plus comme solution

_iE_t .{é.I,z}.
$it) = y(0)e " F © 4

conduisant & l'équation d'amplitude

H ¥(0) = E, ¥(0) {éq 1, 3}

Mais la fonction peut €voluer au cours de temps: une molécule
peut ainsi perdre trés lentement sa probabilité d’existence sans

se déformer.

i Et st

piti=¢(0re” X e~ {éq 1, 4}

{avec des notations évidentes)

conduisant 3

HYl0) = (E, - iK81y (0)

é &tant trés petit, 1'&tat pPseudostationnaire reste inchangé en
ce qui concerne l'énergie et la structure puisque celle-ci ne

dépend de Y (t) qu'id une normalisation prés mais il apparait une
vie moyenne % de la molécule. La fonction du temps peut aussi

étre plus compliguée.
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Inclusicn d'un systéme dang un autre

Lorsqu'on réunit deux systémes quantiques S, et 8, gou-
vernés par les hamiltoniens ﬁl, Hz, cette réunion s, est
gouvernée par un hamiltonien qui n'a pas les mémes symétries.

Nous en avons vu un exemple dans la guantification de 1'ato-
me. On peut encore dire qu’on a évolu S1 dans So ce qui
conduit & 1'exemple de la morphogenése molé&culaire par l'hy
bridation atomique.

Brisure d'un modéle approché

Les calculs moléculaires introduisent parfois des formes
mathématiques ne respectant pas la symétrie moléculaire. Il
peut en étre ainsi des orbitales de champ autocohérent [rEf.
5] . I1 peut apparaitre alors la possibilité de représenter la
molécule par des orbitales de symétrie non appariées  deux &
deux. On pourrait dire qu'une telle situation correspond & un
brisement cach& qui n'est pas celut de 1'&difice mol&culaire
mais des paires d'orbitales.

Hybridation atomique

L'atome dans une mol@cule chimique ne peut étre décrit
commme l'atome isolé; son &tat dépend de la molécule.

L'atome noyé dans la molécule y perd la possibilité de
mégure de son &tat de moment angulaire soit totalement, soit
partiellement, Il en résulte des orbitales hybrides qui ren-
dent &gquiprobable les différents états de moment angulaire
[r&f. 6]. On obtient une base d'orbitales hybrides présentant
une symétrie simple. Si par ailleurs en ignorant ces orbita-
les hybrides, on détermine la fonction moléculaire ¢, (et
spécialement les angles et distances), on vérifie que la sy-
métrie déterminée a priori est en accord avec cette détermina

tion a_posteriori.

4a. Exemple d'orbitales hybrides

Pour le calcul de l'hybridation ncus emploierons la no-
tation spectroscopique oi les valeurs £ =1, 2, 3, 4 sont
notées, s p 4 f. Par exemple, dans le cas de l'atome C,

8 la configuration {2s) (2p_1} )2p°) {2p+1l représentant en
langage monoéléctronigue quatre possibilités d'é&vénements
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bien distincts, on pourra faire correspondre au méme sens qua
tre orbitales pour lesquels les événements précédents sont de-
venus éguiprobables, ce sont

.
Vi = 3l28 v e 42p_y ¢ e 4k 2P, v €, 2p )

Eq =% e, =21 le s B4} =i
les quatre orbitales ¥y déduisent 1'une de l'autre par une
rotation de 1099 28°'.

4b. Orbitales images

En seconde approximation, si on n'a pas une molécule
de constitution symétrique {ex CH4) et les angles valen
tiels ne correspondent pas 4 la symétrie directrice. [réf.
7} A. Laforgue, M. Roux, J. L. Masse, NnoOus Aavons propose de
répresenter la molécule sur la base monoéléctronique de 1'un
de ces atomes. On peut alors former les orbitales naturele
les sur cette base (celles gui diagonalisent la matrice
densité du premier' ordre). Nous avons postulé que ces
"orbitales images™ ré&vélent les hybrides implicites dans
la fonction d'onde moléculaire.

Nous pourons pieciser notre postulat. Les orbita-
les images dans leur ensemhle correspondent aux plus forts
nombres d'occupation. Plus précisement, on peut démons-
trer le théoréme suivant:

Soit un systéme arbitraire de m éléctrons pour le-
quel on posséde plusieurs systémes d'orbitales orthogonales
en particulier les occupées et un nombre quelconque &'exci
tées; le nombre total d'occupation des orbitales occupées
est maximum gquand la matrice densité de 1'ensemble des orbi
tales est diagonale., Or les valeurs &lévées des nombres dbc
cupation se réalisent quand les orbitales atomiques se 1lient
le plus possible & l'environnement atomique. Cela est équi-
valent au critére du recouvrement maximum de L. Pauling [pef.8].
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Critére du recouvrement pondéré maximum

Plus précigement, soient ¢, les orbitales images, mu
tuellement orthogenales, ¢£ les autres orbitales atomiques
de la molécule; les orbitales moléculaires seront

= {1} {i)
¥ = § S eyt i ) ¢£

Le nombre d'cccupation d'une orbitale by (supposée normée)
dans y; sera

i} i i) i
nv( = [cv( 52 + E cv( czt } <¢v|¢£>

Son nombre d’'occupation dans ¢ sera

n, =3, + Ik, <¢v|¢£>

v
iy = § te,th? (Sn5)
kye = § cv(i}czti)

Finalement la guantité 3 maximiser sera

0= § kg coylop [éq. I,6]

Les couples v ! peuvent &tre partagés en liaisons ef~-
fectives, obtenues lorsque ¢£ est voisin de 1'atome hybri
dé et que ¢v peinte vers elle, ineffective dans les au-
tres cas.

Posant s£ s-<¢v/¢£> une approximation de l'expression
[I+6] de Q est donc '

0%PP o ke S

" dans lequel k, est d&fini en [I-5]

£
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Dans le cas d'un seul substituant ou de substituvants &quivalents,

il n'y a gu'un seul S. On retrouve donc le critére du recouvre-

ment maximuam.

Dans le cas de substituants non égquivalents on a un nouveau "cri

tére du recouvrement pondéré”.

5.

La molécule chirale

La chiralité molé&culaire découverte en 1815, aprés celle
des cristaux, est un fait majeur dont 1l'&tude n'a cessé de se
développer et comune toutes les sclences exactes et naturellesz
Ces propriétés résultent d'une asymétrie moléculaire [réf.9)]
REcemment, nous avons examiné cette symétrie brisée par rapport
3 la mécanique quantigue [r&f. 9). Mais nous signalerons les
situations ol l'activité peut apparaitre par déformation sans
brisure proprement dite.

Production et réproduction des molécules asymétriques

La synthése asymé&trique absolue a £t& réalise par la
lumiére polarisée avec ou sans champ magnétique. Dans la pra
tique les molécules chirales sont emprunt@es a la biosphére
ou préparées & partir de molécules chirales prééxistentes.

Au brisement de sym&trie qui détermine la molécule chi
rale correspond donc un brisement spontané de symétrie de la
biosphére qui la conduit & la " pureté optique”, un seul énan-
tiomére par composé. Des &quations ont &té propesés pour ce
brisement spontané [réf.10) . Elle répose sur une auntoca-
talyse, (la stéreosélectivité de la synthése des biomoléoules
et la destruction par des enzymes stéreosp@cifiques des im-
puretés chirales) et une initialisation (une certaine quanti-
té de matiére chirale & l'crigine).

Comment s'est fait cette initialisation? Plusieurs di

zaines de réponses ont &t& données [r&f.10] qui se régroupent

er génération thermodynamigue, conditions terresires, lois
universelles.
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La pureté cptique se conserve par réproduction des molé-

cules menacées d'altération eoit par destruction soit par in-

versioen.

5b.

La molécule oscillante et le brisement chiral

Nous avons supposé sur la figure 23 que le composé &
beaucoup moins de chance de s'altérer par une isomérisation
conduisant & une forme symétrique gque par destruction. On
a donc un domaine d'existence non connue. Dans chague moi-
tié droite et gauche du domaine, un &pantiomére demeure sta
ble audessous du niveau de sa barriére de destruction. Chaque
Snantiomdre peut &tre considéré comme une molécule chirale.
L'altération par inversion existe pourtant faisant passer
d'un énantiomére & l'autre.

Nous avons supposé sur la figure 2B que le composé est
gurtout menacé d'altération par inversion. Il existe un do-
maine de stabilité commexa et a4 1'intérieur de ce domaine
deux faits de stabilité plus grande., L'inversion alternati-
ve peut donc se poursuivre sans mettre en jeu 1'identité du
composé. L’alternance des formes gui a priorl n'a pas de
cause externe apparait comme trés réguliére et de telles mg
lécules constituent des horloges atomiques ce qu’explique
plus précisement la mécanique quantique. L'expérience con-
firme que l'on ne peut cobtenir pour une population de molé-
cules oscillantes (ex NHDT) de pouvoir rotatoire.

Peut-on passer de l'une & l'autre situation? Il semble
que la barridre de destruction pourrait &tre abaissée par
des catalyseurs de dissociation ou des réactifs; ainsi,
une molécule oscillante pourrait @tre dédoublée en deux
énantioméres actifs. Il faudrait disposer d'une molécule
oscillante & tr@s longue période ou saveir séparer raplde-
ment les deux énantiom@res. La rBalisation de cette pré-
diction aurait une partie théorique considérable en mon-
trant la peseibilité de réaliser les conditions d'un bri-
sement chiral spontané. A l'opposé on pourrait voir une
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spéce chirale devenir oscillante en retardant sa destruction spon
tanée. 11 faudrait disposer de mol&cules chirales & trés courte
durée de vie. La chiralité serait sous la dépendance des rSac-
tions chimiques. Pour leur appliguer les idées de la théorie de
la vitesse absolue de réaction [r&f, 11 il y a lieu de tra-
cer les voies de plus facile inversion et de plus facile destruc

tion
{ex

5¢.

(VFDI}. Celles-c¢i peuvent &tre parties par la méme droite
NHDT) ow non.

Le statut de la molécule chirale en mécanigque quantique

Certains th&oriciens [réf, 121 ont refusé aux
énantioméres le statut de molécule. L'ensemble des deux é&nan-
tioméres deit &tre considdré comme un tout et en attendant
assez longtemps il y aura passage spontanné de l'un 3 1'au-
tre énantiomére. Hund a calculé que pour 1'alanine (le plus
simple des acides amin€s), il faudrait environ 109 an-
nées,

D'autres thé@criciens ont chevel& dans un couplage la
solution dennant aux isoméres optigques le statut de molécule
[réf. 13] 1la distance des deux niveaux symétrigque et anti-
symétrique &tant extrémement faible (10~'° u.a. selon Hand
[r&f. 14)). Claverie et Jona Lasinic ont proposé de dire
que le systéme est devenu classique en ce qui concerne un
degré de liberté [réf. 195].

Notre réponse est beaucoup plus simple. La VFDI ne dé-
finit pas des &tats 1i8s mais des @&tats libres (dans le cas
général d'une molécule endothermique) de caractdre pseudosta-
tionnaire. Supposons gue 1'évolution ait lieu & D. Kelvin:

3 une probabilité de présence initiale localisée, disons &
gauche, correspond d'une part une trés lente destruction

§ 3a) d'autre part une inversion plus lente encore. Mais la
probabilité de présence ayant traversé la barridre d'inversion
ne peut s'accumuler dans le puits droit car sa destruction
est trop rapide, de sorte que 1l'’énantiomére gauche demeure
largement dominant. Ainsi est assuré le brisement chiral.
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La nature oscillante ou chirals dune molécule dépend donc
de la comparaison des processus d'inversion ou de destructicn.il
peut y avoir des molécules chirales a durée de vie trés courte ou
des mol&cules & péricode d'oscillation trés longue,

6. Conclusions

Il serait important de situer la Chimie Quantique dans
une vue générale de l'organisation de la matidre; mais cette
théorie &tant incamplétement constituée, on doit s'en tenir a
quelques repéres, La biologie fait apparaitre une suite or-
donnée de niveaux (soit de l'organisme vers ses  parties,
goit au contraire de l'individu vers ses associations). Ce prin
cipe de hiérarchie semble généralisable hors de la biologie,
D'autre part l'occurrence spontannée de brisures de symétrie
est uhe lol fondamentale. Nous sommes amenés A pProposer un
principe. Une brisure tend & mener 3 un niveau plus &lévé d'or

ganisation et son corollaire. C'est entre deux brisures succes
sives gu'un niveau d'organisation tend § prendre place. Nous
ayons proposé une suite ordonnée de brisure du continuum d'es-

pace-temps jusqu'd la ligne d'information dont les lettres sont
disposés selon une hélice macromoléculaire. Entre les deux
la molécule sera le niveau privilégié de notre étude. Il est
situé entre le brisement d'isotrople de l'atome et le brise-
ment chiral. Ces deux brisements sont compréhensibles par la
mécanique quantique comme la molécule elle-méme car la conser-
vation des symétries ne s'appligue ni & l'inclusion d’'un sys-
téme quantigque dans un autre, nl & un systéme pseudostationnai
re. Le brisement d'hybfidation limite la description d'un sys-
téme guantique comme &tat propre des opérateurs de moment an-
gulaire. Le brisement chiral limite la description dune molé-
cule cormme état stationnaire d'un systéme quantigque. Entre les
deux peut se développer les méthodes et les concepts de la
Chimie Quantigue.

Il faut ajouter enfin gu'il existe d'autres brisures de
l'organisation moléculaire ne conduisant pas crganisatiens
biologiques. Les aggregats sont des molécules particuliéres
gui tendraient avec leur accroissement de taille a solides parfaits si
les défauts de structures ne les brisaient pour en faire des
solides réels. La création de surfaces en est un nouveau bri-
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sement. Dans unhe autre filiation les molécules se déaforment
au sein des phases fluides et volent leur symétrie brisée

pour
donner des cristaux moléculaires.
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PFPIGURES

1. Caractére libre ou 1lié de 1'&tat quantique d'une molécule.

A. Molécule endothermique
B, Molécule exothermique

2. Domaines de stabilité dans le cas de molécule asymétrique,

A. Domaine non connexe de deux Enantioméres
B. Douple puits dans un domaine connu

3. Voie de plus facile destruction et inversion.

A. Molécule chirale
B. Molécule oscillante
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Fig. I-1 Etat guantique d'une molécule

A. Molécule endothermigue: état libre

B. Molécule exothermigue: état 1lié
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Chapitre II: LA PREUVE ET L'ERREUR EN CHIMIE QUANTIQUE

1.

Chimie guantique non relativiste

La Chimie Quantique est la détermination par 1le
calcul des propriétés de la matidre organisée i son niveaun
moléculaire. Sa méthode essentielle est la mécanigue quan
tigque.

Dans la grande majorité des études qui ont &té ef-
fectivement réalisée il s'agit de 1a mécanique de Schrddin -
ger. Tout ce que l'on peut espérer prévoir d'une molécu-—
le ezt contenue dans une certaine fonction d'onde

¥ {x; X t)

* désignant 1'ensemble des coordonnées des n éléc-
trons

X =X, ¥, 2, ¢, R EEREERL S AC I
Yy compris les coordonnées spin, X 1'ensemble des
coordonnées des noyeaux, t 1le temps.

En ce qui concerne la variable ¢t plusieurs cas
peuvent se présenter.

La molécule peut &tre schematisée comme un état
1ié 4 un seul puits, la fonction ¥ est indépendante du
temps 8g. 1-2 oii ce qui revert au méme 3 une expression,
{ég. 1,1}

La molécule peut étre schematisée comme un état
1ié i deux ou plusieurs puits on dira que la molécule est
oscillante ou qu'elle possdde une dynamigue interne. oOn
pourra proposer des expressions telles que [réf. 1]

i
-= Et
yix, t) = e B [¢1lx)cos %F + ¢2txlsin %%}]

{&q. 11,1}
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&y (%) et ¢,(x) étant des fonctions de puits en ce qui
concerne une molécule oscillante & deux puite ou bien enco-
re des expressions analogues falsant intervenir plusieurs
fonctions de pults {réf. 2].

La mol&cule veut &tre schematis@e comme un &tat 1li

bre 3 un seul puits. Elle est alors représentde par 1’équa
tion f{ég. 1-4}

La mol&cule est représentfe par un &tat libre &
deux ou plusieurs puits. Il faut alors modifier 1l'&guation
{11, 2} en'conséquence, cette modification pouvant &ventuelle
ment conduire @ brisure.

Ces fonctions sont déterminées par les éguations de
Schrédinger {eq.I-0} dans le cas des &tats 1liés {&g.I, 1}
dans le cas des états libres, sachant gue l1'hamiltonien mo-
léculaire a pour expression

2

L 2 rz.-1 2 2.2.q 2 L IZ.-I
ft -1 Bop, 413 LN -‘J—J—e+£qe-z 3

521 Iy 3T {nq I TL T g Ameg i<i'  §=1 ded

2
N {&gq.11, 2}
I?ﬁ;i !
et d'autre part par la condition d'étre un état guantigque
possible 1ié€ 3 vue mésure spectroscopigue.

La Chimie Quantigue non relativiste ainsi formulée,
peut &tre interprétée comme une approximation: Mals cette
approximation n'a de chance d'#tre exacte ni numériquement,
ni conceptuellement, Dans le systéme de corpuscule chagque
corpuscule doit posséder son temps propre au méme titre que
ses coordonnées d'espace, Il y a peu de temps de la molé-
cule dans un traitement relativiste rigoureux. Méme si le
temps de la molécule n'intervient pas explicitement, l'expres
sion Hamiltoniéne de 1'&nergie ne Be conserve pas dans une
transformation de lorentz. C'est pourguel on parle rarement
Ge traitement relativiste d'une molécule mais des oorrections
relativistes.
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Celles-ci sont plus faclles 3 conceveir, En particu-
lier si on connait un modéle & particules séparBes permettant
d'attacher un fonction d'onde & chaqﬁe corpuscule, la correction
relativigte sera calculable par exemple par le traitement de bDirac
de 1'8lectron.

A titre d'exemple voicl la valeur calcul@e de 1l'énergie
des atomes & partir du mod€le i &lectrons indépendants et aprés ecp
rection relativiste extrait de [réf. 3]

eén Hartree . (27, 2 eV)

Z = 10 Ne HFP =128, 5472 err. abs. = 0,126 Hartree
Totale -128, 6732 err, relat. = 0,8%

Z =100 Fp HP -31.282,80 err, abs. = 2.613,5 Hartree
Totale -33,896,30 err. relat. = 8%

Au vu de l'erreur relative on pourrait dire gque la chi-
mie guantique est une méthode grossiére A moins de se limiter aux
atones légers. Au vu de l'erreur absolue on constate gue l'erreur
relativiste sur l'@nergle atteint les dizaines de Kev alors que
les grandeurs en discussion sont de l'ordre de e ¥ pour les &ner-
gles chimiques et d'un ordre trés inférieur pour la spectroscopie
IR. On concluérait donc qu'elle est quantitativement inacceptable.

Les choses sont encore plus graves si on ne se borne
pas & 1l'aspect &nergétique et si on veut congsidérer aussi les mo~
ments angulaires.

On caractérise un &tat guantique de 1'atome d'hydrogdne
par le EKet

[nlm>io 1>

le premier Ket correspondant 3 l'espace, le second au spin.
|n> indique 1'&tat d'énergie E,. | 2 m> 1'3tat de moment anulaire

A 1'atome relativiste on démontre que H commute avec 1z et

12. L'énergie et le moment angulaire sont simultanément mésurable,
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Néanmoins 1'atome d'hydrogéne présente une structure fine
pour chague niveau de moment angulaire non-nul. Donc selon 1'E
tat de spin |0 1> , on ne mésure pas la méme &nergie pour un
état de moment orbital donné. Donc & 1'approximation relativig
te l'opérateur d'énergie ne commute pas avec 12, iz' on cor-~
rige l'opérateur d'énergie en ajoutant 3 1'Hamiltonien un ter-
me, £{r}Er5 moyennant gquoi 1'Hamiltonien corrigé
commute avec le moment angulaire total

2 2 2 =2
J%= Jx + 3Y + 3,

Les nombres guantigues correspondant au moment angulaire
total sont dans l'espace
i= 1-3=s nombre guantigue interne et en projection
h= m+r1

k  parcourt donc l'intervalle (-], +3] en prenant 2] +1

valeurs.

On ne peut plus considérer que n, 1, m répresente & la
fois une fonction radiale, un harmonique sphérique et un &tat
mésurable de moment angulaire. On fera correspondre 3 une orbi-
tale le FKet.

fnlm> {ix>|o1>

Comme on a une information surabondante puisgue

Il suffit de donner le Ket

Iln1m3j>
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Ce Ket permet un récensement des niveaux et EOUS niveaux
que volci

n 1 3. 23 + 1 (2j_+.1) Lms niveaux
1| o % 2 2 1
2| o |3 2
1 1 ‘2
3 _
3
¥ 4 8 3
1
n 0 2 2
n-1|n- % Zn -1
2
n+% 2n+1 2n 2n -1, }

Legs spectres de fayons X sont explicables par un modéle mo-
noélectronigue faisant correspondre un trou & chague sous niveau
mésuré - se groupant eux-méme en niveaux.

Le récensement précédent rend compte de ces spectres alors
que le récensement non relativiste n'en rend pas compte. Cette
propriété &tait du reste comme avant la mécanique quantigque
un modéle de Sommerfeld, C'est la relativité qui permet d'as-
signér les &tats mésurés,

I1 est superflu d'ajouter gque le macnetisme est un effet
relativiste et qu'il constitue un des effects importants de 1la
Physique Moléculaire,
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on neut donc dire que la Chimie Quantigue non relati.
viste est €loignée de la réalité, Mais d'autre part c'est un
modéle gualitatif permettant de comprendre remarguablement les
faits moléculaires. Tous les progrés obtenus  depuis deux géné-
rations dérivent du modéle de Schrédinger:
une onde se propageant dans l'espace de configuration alors que
le point de vue relativiste d'une onde par corpuscule dans 1l'es
pace physigue est le seul exact.

C'est pourqueil la demarche de la Chimile Quantique non
relativiste ne peut étre assimilée & la demarche ordinaire des
Sciences Physiques ou la connalssance de l'erreur Dnasse par
la comparaison résultat par résultat de la théorie de 1'expéri-
ence. La Chimie Ouantigue est un modéle global gui doit étre
globalement & l'expérience. L'exactitude des résultats par rap-
port au modéle doit &tre procuré par wn calcul intrinséque.

2. Théorie de l'erreur en Chimie Quantique

Dans le cadre du modéle de Schr8dinger l'erreur sur
la fonction d'onde y- nous apparait comme la somme de 1l'erreur
sur les observables. A son tour cette erreur peut &@tre présentée
comme conséguence d'une erreur sur le potentiel de départ. Mais
cette répresentation permet d'apporter une correction & toute
erreur {r&f. 4].

Soit une fonctien T qui approche une certaine fonc.
tion ¢ du modéle exact, les deux fonctions &tant supnosées nogmées
A 1"umité, la différence de leurs valeurs numériques en chaque
peint constitue la fonction d'erreur

=T - ¢

On peut aussi définir leur angle par lz relation

cos w s(% <T|p> + <¢|T>)
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2a. Errear sur les grandeurs observables

Solt un opérateur linéaire hermitique 4. L'erreur qui en
résulte sur la guantité observable { correspondante sera

89 = <TIAIT> - <y|Blv>
On peut toujours trouver une fonction x telle gue
[[=ycosw + ¥ sem <x|g> = 0
ce gui permet d'écrire

[:Xs] =Cbaamsaﬂm - ay )

Les résultats sont trég différents selon gue Q¢Y est
an non identiquement nul. Cette circonstance se produit pour
l'énergie et pour toutes les moyennes guantiques d'onérateurs
commutant avec l'Hamiltonien. Dans le cas contraire QwY
n'est pas généralement nul, il en est de méme de @y« On a
mis en évidence une fonction d'onde gqui donne une erreur nulle

bien qu'elle soit éloignée de .

De la connaissance de 1'eereur sur une moyenne guantique é'un

opérateur he commutant pas avec 1'Hamiltonien, cette erreur

fut-elle nulle, on ne neut rien déduire sur la précision de la

fonction.

Par contre la connaissance de l1l'angle w entraine une
erreur du méme ordre sur 1'observable

§0 < CyBeny
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sous reserve gque le coéfficient cQ reste fini
2 2 2 .
or ¢y = (QY - Qw} + Quy reste fini

si les moyennes guantigues de 6 restent finies. Cela se démon-
tre trés simplement pour des indices sans dimensions qui cons
tituent les diagrammes moléculaires comme nous le verrons dans le
prochain cours.

pans le cas de 1l'Hamiltonien et des opérateurs qui com=- -
mutent avec lui

2
= - sen
ey (QY Q¢) 0
lt'erreur est du second ordre sous les mémes conditions de gran-
deur bornée.

Réciprogquement on peut borner 1'erreur en a partir
de 1'erreur par 1’énergie du niveau fondamental

&H

senzw <
Hy= Ho

2b. Potentiel d4'erreur

Nous avons étudié l'erreur sur les grandeurs observa-
bles et nous l'avons rattachée & l'erreur sur la fonction d'onde.
Reste 3 relier ces erreurs a une erreur initiale sur les don-
nées du probléme exprimées par l'opérateur hamiltohien. Existe- '
t-i11 ur preobléme dont la fonction approchée soit solution? On
va montrer gue ce probléme fictif différe .du probléme réel par
1'introduction d'un notentiel d'erreur.

Soit f un hamiltonien, T et H = <T|R|I> une onde et
une énergie approchées. Existe-t-il un probléme dont (F, H)
soit soclution exacte?
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{(l + VIT = HT

peut étre satisfaite A4 condition de poser

vy = AH = HIT
- T {ég. 11, 3}
51 on considére le carré scalaire g = |v|2 du potentiel

d'erreur on peut limiter l'erreur sur l'énergie de chague niveaa

2 .
T .
sH, < <qusq| a {éq. 11, 4}

La théorie du potentiel d'erreur que nous avons develop~
pée depuis 1953 permet de relier cing domaines. ;

1. Elle donne une signification physique & toute approximation
faite sur la fonction d'eonde.

2. Elle permet le calcul d'une borne supérieure de l'erreur sur
les grandeurs observabl-s.

3. Elle fournit un test local de la fonction d‘onde.

4. Elle permet de corriger les erreurs sur la structure ou sur
1'énergie. Une solution meilleure peut étre associée 3 cha
que sclution proposée & l'avance ce qui conduit 3 des pro-
cessus itératifs dont la convergence est controlée.

5. Elle établit un lien entre la conection de l'erreur dans la
fonction d'onde et le potentiel guantique au sens de a de
Broglie [réf. 5]

La réference ‘[Theor. 6] [réf. 6] signale les davelop-
pements du caleul d'erreur et des notions connexes en particulier
les pseudopotentiels —

L'erreur locale [réf. Theor. 15] [réf. 7] abmarue en
1985 posséde une expression identigque., —

Mais & ce jour la théorie du notentiel d'erreur etait
explicitée pour les fonctions d'onde éléctroniques, Nous avons
récemment pensé qu'il &tait préférable de mettre en guestion la
séparatjon des €lectrons et des noyeaux faisant 1'objet du théo-
réme de Born-Cppenheimer de 1927 (- abregé cidessous en B.b.l
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3, Séparation des électrons et des noyeaux

Selon le théoréme de Born-Oppenheimer une approxima-
tion de la fonction moléculaire est

[ (x; X) =y, (x5 X) @, iX) {&gq. 1I, 51}
n désigne lensemble des nombres quantigues liés & 1'état du
systéme d'électrons, v l'ensemble des nombres quantigues liés
& l'état du systéme des noyeaux. Les fonctions 9 _, € sont

n’ n,v

définis en méme temps gue Bnlyl. L/ par les éguations aux

Y
valeurs propres
He(x; X) , (x; X} « B (X) ¢ (x; X) {ég. 1I, 6}
(P, + E {X}} v (X)= W, @, X) {éq. 11, 7}

en utilisant la décomposition de 1'Hamiltonien complet (ol %
désigne 1'énergie cinétique)

Bix: X) = 'rx + He(x; X)

3a. Potentiel d'erreur lié A cette séparation
Le potentiel complet d'erreur sera

P (x; X) = ¢‘1

n,v X7 X)W -8 {(x: X3¢ {éq. 11,5}

Il s'écrit comme somme de deux termes
p) (i x) = 471 (x: %) (Ty = ¢ {&q. 11, 6]
pel) 1y, xy = 071 ks X)[H, - B, 0x; X)1$ (6q. 11,7)

En effectuant les opérations indiquées en {&g. II,5}
glf‘e”m = <E {X)> - E_{X} {éq. 11, 8)

Ce terme ne dépend que de la configuration X des

noyaux. En particulier pour la configuration d'éguilibre qu
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1'énerqgie zn[xeq] atteint son minimum.

En ¢e qui concerne Pino)

nous aurons intérét i
expliciter les positions des noyeaux X = {X{i)} pour pou=-

volr appliguer la formule des accroissements finis

Vot XY = v xg = T L xfty ey oo x )

{éq, 11,9}
v {1

9

) (
£ ]xeq X
En effectuant les opérations indiquées par 1l'expres
sion {ég. II, 7} compte tenu de {1I,9}

{no) - .
Pn = zntx) - Ey(x} {ég. II, 10}

L'expression {ég. II, 10} est de maniére approchée
1'opposé de 1'expression {ég. 11, 8}

L'usage du potentiel d'erreur a rendu le calcul sim-
ple. Il explicite la compensation entre l'erreur provenant de
l*énergie cinétique des noyeaux et 1'erreur provenant de l'Ha-
miltonien électronique. Il montre gue 1’énergie résiduelle est
due @ la modification de la fonction d'onde électronique lorsqu'
on s'écarte de 1'équilibre d'une part, 3 la guantité de mouvement
des noyaux d'autre part d'autant plus grande que les noyeaux
sont plus légers.

3b. Potentiel des forces intramoléculaires

Les déterminations de la fonction d’erreur [;(x:x)
sont en général entachées d'un erreur comme 1'indique 1'équa
tion aux valeurs propres {ég. II, 11}

(Hy {x; X) o+ yp(x: X)IT (x: X} = [E (X) + 8E (X}IT (x: X)

{ég. 11, 11}
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L'expression {ég. I1, 12} de la fonction d4'onde
compléte remplacera l'expression {ég. Il1, 5} et permettra
le calcul du potentiel complet d'erreur

¢Aa§p,{x: X) = T (x; X) Ogagpjlxl {éq. 11, 12}

on.obtient, tous calculs faits [A. Laforgue et P. Gadrin Theor.]

(el) ;

L (y) = <E {X}> - E_ (X} + <AE, {X}> ~ 8E, (X) « v _{x; X)
D'autre part l'expression {&ég. II, 10} de ggno} demeure in-
changée.

Finalement
Pn = <AEn(X)> - bEn(x) + Yn(x; X)

Inlxl = <azn{x)>- ﬁEn{X}

peut &tre considéré comme un potentiel dans l'espace des con-
figqurations des noyaux. En dérivant les forces intramoléculaires

pln) _ _ $I, (X)

Les Pj aurcnt une signification physique si En{xl en a une.
S1 on néglige l'énergie apparaissent des forces ioniques; si
on néglige l'énergie de correlation, des forces de correlation:
si on néglige l'énergie de formation d'une supermolécule, des
forces intermoléculaires (on pourrait les dire:“intrasmermoléculai-
res"}. Ces forces intramoléculaires seront atudiées dans le pro
chain cours.
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4. Qualité des fonctions d'onde

La morphogenése des melécules implique un-lien chi-
migue entre les atomes. Une molécule se formera si son enthalpie
libre est plus basse gque l'enthalpie libre de ses constituants.

L'un et l'autre sont caleculables a partir des fonctions d'onde
moléculaire et atomique,

Du point de vue de la mécanique quantique, aux ato-
mes correspondent des puits de potentiel. Le niveau fondamen-
tal s'approfondit gquand les pults se rapprochent (effet d'éner—
Qie cinétique) puis remontent quand ils deviennent trop pro-
ches (effet d'énerglie potentiel},

L'icn H; est la plus simple de toutes les molé-
cules et permet d'examiner cette situation., Le traitement par
la mécanique guantique permet la séparation.

La méthode variationelle usuelle consiste a pren-
dre pour paramétres variationells usuels la distance interato
migue et la charge nucléaire des fonctions de type 15 et con-
duit &

Z =.1,228 Re 2 u.a.

Le potentiel d'erxeur est en unités atomiques

. . ) )
24z-1) _ 2 2% 2¢2-1) _2__z
{ T, t le Zra + Ty ¥, le-zrb
vV s H{Z) - -
e~3r, + e~iry

on remarque en particulier qu'il n'est pas borné aux noyaux.

Dans la réference [réf. 4] nous donnons systémati-
quement la construction du potentiel d'erreur attaché aux opéra-
tions de construction des fonctions d'onde des variables et
par conséquent des solutlons exactes.

I! est intéressant aussi de traiter cet &difice sans
tenir compte de cette situation particuliére. On retrouvera d'a-
bord une classification des fonctions d'onde par rapport au
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moment angulaire des noyaux en o, 7, §, ¢ ......, puis par rap
port au plan de symétrie en g et u, puis par rapport au nom-
bre de noeuds croissants.

L'état fondamental est 1o0g. On peut trouver les points
singuliers aux noyaux et le compartement asymptotigue et formant
la fonction.

10 = vils

g At 1SB)

5. Notions connexes de celle d'erreur

Ce sera d'abord la notion d'information apportée par
une fonction d'ordre.

Mais cette notion reste mathématigue. Le concept physi-
que est celui de reconnaissance ou non reconnaigsance d'une
molécule & travers une fonction approché. Cette reconnaissance
s'exprime en particulier par la possibilité d*écrire 1'Hamilto-
nien.

On pourra alors proposer un processus de restitution
de la fonction d'onde exacte en partant de la fonction approcheée.

On est conduit a 1'idée de correction i partir du potentiel d'er-
reur gue nous aborderons dans un autre cours.
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Chapitre I1I: LES FORCES INTRAMOLECULAIRES ET LA OORRﬂLATION

1. Les forces intramoléculaires

Une structure n'est réellement compréhensible que
si l'on peut décrire les forces qui président 3 sa formation
et & son maintien. La mécanique moléculaire [ré&f. 1] est
une méthode classique de la Chimle structurale; des études de
forces intramoléculaires se sont fait pour en Chimie Quanti-
gue [réf. 2).

L'énergie d'une molécule est une fonction de la
configuration des noyaux. Cette énergie_ﬁeut tre représentée
en fonction des variables indépendantes définissant la configu
ration, par une hypersurface. La force F agissant sur un
noyau j a pour composante dans une direction a donnée, 1le
rapport de 1'abaissement d'énergle de la molécule a la COMpO-
sante du déplacement du noyau j dans cette méme direction.

A 1'éguilibre moléculaire,

i
m
-
-

Hors d'équilibre, on peut définir de la méme facon les forces
déterrinant le mouvement des ﬁoyaux [réf. 1}.

L'énergie est susceptible d'étre analysée en
contributions 4

Ety) = } By (éq. III-1)

ce qui partage le systéme de forces en systémes partiels
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oE
i Ff =LF
Py = —=gy 11734

{&q. 111-2}

On peut donc répresenter 1'gquilibre moléculaire
d'autant de fagons qu'il existe de possibles partitions de
1'énergie. Sont devenues classiques: en mécanigue molécu-
laire la classification: extenslon, fléxion, torsion, inté
ractions lointaines; en chimie quantique le partage: champ
autocohérent, correlation, relativitd, que nous allons dé-
tailler. :

On peut parler d'un modéle moléculaire des for—
ces comme d'un systéme plus cohérent gque celui des éner-
gies. Par exemple, la considération des forces se préte
& l'analyse des effets de l'envircnement. Le modéle des
forces permet de discuter en termes concrets la nature
de la liaison chimique.

2. La correlation

A tout systéme quantiqgue on peut faire correspon-
dre deux modéles: la propagation d'une onde dans 1'espace
de configuration, (modéle de Schrddinger), 1la propagation
de n ondes dans l'espace physique, modéle i particules
séparées. Ni 1l'un ni 1l'autre n'est totalement exact ou
inexact. Tout au plus peut-on dire qu'aux basses éner-
gles le modéle de Schrddinger est le plus exact et qu’
il n'en pas de mémes aux hautes &nergies,

Voici selon Fraga et al. les correlations
liédes & 1'un et l'autre modiéle en ce qui concerne les
atomes.
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Fig. 7 - Comparison of the total relativistic corrections (in-
clhuding the normal mass correction) and the correlation
energies for the elemants Helium through Caleium.
('aprés Fraga et al.)

Pigure IIIXI-1

Figure III-1 - corrections relativistes et Energies de
correlation.
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2a. Le phénoméne

Nous allons imaginer 1la correlation comme l'ef-
fet qui agit sur un atome ou une molécule fictive conforme
au modéle a électrons indépendants pour la rendre conforme
au modéle  non-relativiste.

Ce phénoméne consiste en une double relaxation,
des électrons et des noyaux. L'onde éléctronique est pertur-
bée et les noyaux sont soumis A des forces intramoléculai-
res.

De cette double relaxation résulte la modifica-
tion des grandeurs observables. La correlation susceptible
d'étre considerée dans le traitement moléculaire comme une
seconde approximation powrra étre étudiée par la théorie de
l'erreur.

La correction par le potentiel opnosé appli-
qué au modéle non correllé détermine d'une part la relaxa-
tion des électrons et d'autre part un systéme de forces agis
sant sur les noyaux, les forces de correlation -—.

L'interprétation physique des forces de corre-
lation met en évidence différentes causes en rapport avec
la nature de la liajson, conduisant & une partition des for
ces de correlation.

2b. Diversité des modéles SCF

Réciprogquement on npeut revenir du modéle cor-
rellé {de Schr&dinger) au modéle non correllé par la mé-
thode du chanp autocohérent. ’

Le modéle & particules indépendantes de plus
basse énergie constitue le modéle de Hartree-Fock ou encore
de champ autocohérent (SCF).(Blen que les deux expressions
ne golent pas exactement synonymes).
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Or le modéle strictement 3 particules séparées peut
comme nous l'avons vu conduire A une brisure de symétrie
qui n'existe pas dans la molécule correllée [réf. 3 Lafor-
gue Paldus Cizek]. Cette situation a conduit au développe-
ment des téchniques MCSCF qul recherchent la minimigation de
l'énergie sur une base d'orbitales conservant la symétrie
de la molécule correllée,

2c. leos forces de correlation

Passons de la force agissant sur chaque noyau aux
forces comptées selon les coordonnées 4, internes & 1la
molécule. Le travail élémentaire au volsinage de 1'équili~
bre sera,

ar = P9y aq
kex ¥ K {éq. 1II-7}

U, étant la variable de tension associde & ty

u 9B correction

| 3 s

§i nous prenons pour coordonnée interne la longueur R
d'une molécule diatomigque [réf. 4], alors,

F aE correction

dr {ég. 111-8)

F<0 tend a dilater, F>0 A contracter la molécule.

On peut évaluer l'intensité des forces de correlation
& partir de 1'énerygie de déformaticn due & la correlation.

SCF
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I1 résulte de cette éguation

u ~ _SE . nr SCF

k,eq gy U = B -~

(qk eEt, par exemple, la longueur R de la molécule)

S1 on imgine de prendre pour % le volume du polyé-
dre molaculaire, on identifie uk'e;xntelatian a
une fonction de correlation due a3 la relaxation du nuage
€léctronique.

Dans le cas d'une molécule plane ou 1linéaire on
pourrait définir de méme une pression superficielle ou une
force de dilatation.

La Table I o0 sont rassemblées des données concer
nant la correlation dans diverses molécules diatomiques
montre que cette dilataticon est dominante, en particulier,
pour les molécules vraies et les fragments moléculaires.
Elle montre aussi que 1'énergie de déformation due & la cor
relation peut &tre tout & fait ou pas du tout négligeable.

Ces dilatations, ces forces, ces travaux évogquent
1'1dée d'une vaporisation intérieure a la molécule. La réa-
lization d'une nouvelle configuration géométrigue et la.
structuration de nouvelles orbitales faiblement occupées
sont deux aspects inséparables du vphénoméne de correlation.
Nous pouvons répresenter ce lien par la figure II-2, qui
fait correspondre aux orbitales leurs niveaux d'énergie et
leurs nombre d'occupation soit dans 1le modéle SCF soit
dans le modéle correllé. Les niveaux presque occupes sima-
lent un é&tat condensé et les niveaux presque inoccupés
une vapeur en égquilibre avec lui. _Cette image laisse pré-
voir une préférence pour la dilatation et la symétrisation
(expansion et éguilibre du fluide},
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Figure IXI-2 - Illustration s la vaporisation moléculaire

intearne.
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24. bDétermination des effets de correlation daps les mnldcules

L'abaissement de correlation AECOTTeCtion ., ...
met pour chagque molécule de tracer un réseau de lignes
d'isocorrelation et d'en déduire les forces de correlation.
Un exemple de ces forces est montré sur les Figures IiI-3
et III-4., En III-3 X est la plus courte liaigon, Y la
longueur de la molécule, rl la force symétrisation r, la
force de dilatation. En III-4 X est la base, D 1la hau-
teur du triangle isoscéle.

on vérifie sur cet exemple 1le principe de sy-
métrisation (vers la forme linéaire symétrique ou vers la
forme équilatérale} et le principe de dilatation des con-
figurations les plus symétriques, dJéduits tous deux du mo-
déle de la vaporisation moléculaire interne.

Un autre exemple est fourni par les molécules
diatomiques. La figure III-5 montre 1'évolution de la force
de correlation a 1'équilibre dans une molécule diatonmique ho
monucléaire et dans 1'hydrure correspondant en fonction
du numére atomique de 1'@lément présent. Les deux courbes
sont trés analogues mais la valeur obtenue pour un hy-
drure est intermédiaire entre les valeurs obtenues pour
la molécule homonucléaire correspondante et la moldcule
d'hydrogéne. Les forces de dilatation sont les nlus fré-
quentes; la plus grande force de dilatation est obtenue
pour la molécule lﬁl2 et 1la plus grande force de contrac-
tion pour le diatome B, (+ 0,03 ua). Wous avons suggéré
[réf. 4] que les forces de dilatation apparaissent dans
les molécules chimiques ou les fragments moléculaires,
les forces de contraction dans les .aggrégats et les mo-
lécules de vVan der Vaals.
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Flgure I1X~3

Figure III-3 - Forces de correlation dans H; lindaire.
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Figure III-4 - Forces de correlation dans H, igoscele.
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Figure III-5 - Forces de correlation dans les hydrures et les
molécules homonucléaires.
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2e, Analyse des forces de correlation

La litterature (réf. 5, 6] distingue parfois
la correlation interne et la correlation externe. La cor-
relation interne provient de 1l'existence de Plusieurs mo-
deles (MCSCF) utilisant la téchnique SCF comme nous l'a-
vons signalé. La correlation externe provient de 1'impossi-
bilité de résoudre 1l'équation de Schrddinger par um mo~
déle MCSCF ayant un nombre fini de configurations [réf. 7).
"Il a été suggéré que la correlation externe se manifes
te par une extension aux effets intramoléculaires des'—
forces de London.

A titre . d'exemple la molécule H, dans son
état fondamental peut &tre décrite par deux modéles auto—
cohérents.

Yscr = '”g ol Eser = YsoplBe l¥gep?
‘bMSCF = Agl g 9 I + A, |c' o, |
Ewscr = “Ymscr |He | Vuscr

Ceci conduit a un partage de 1'abaissement de correlation

correction '
AE(R) = Exe (R} - Egnn(R)
correction correction
AE(R) = ME(R) + AE;R) | 6E_(R) = E _(R) - B (R
correction
BE; (R) = Eyoon(RIEg (R}
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I1 implique une partition de la force de correlation.

F.(R) = -5 AE, {R) F_(R) = 5 AE_(R)
i daR i -3 4aRr (-]

Avec les notations de 1'éguation {éq. III, B}

Lorsque R tepd vers 0, la molécule H, tend vers
l'atome uni, donc ¢, est nulle. Les modéles SCF et
MSCP coincident, ce qui entraine AE;{0} = 0. Ce modele
commun est celui de l'atome d'Helium dJans 1'approxima-
tion SCF.{3E_{0) Z.-0,035 u.a.). Lorsgue R tend vers
1'infini, Egop(R) tend vers la sorme des énergies des
ions ' et H et Eyg., vers le double de 1'énergie d'un

atome d'hydrogéne.
+ -
limR*ﬁ AEitRi = ZEnr(H] - ESCFtH } - ESCP(H ) =0,4Tu.a.

lima*b AEE(R] =0

{l'énergie de correlation de H
étant nulle}

Pour 1les molécules diatomigques autres gue 1l'hydro-
géne il existe plusieurs traitements MCSCF de 1'état fonda
mental qui donnent pour 1l'énergie asymptotigue Escrx + ESCF?
et qui prennent en compte une part de la correlaticn.

On est conduit a une analyse plus fine des diverses forces

de correlation gue nous ne détaillerons pas ici. [réf. 4]
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3. Introduction a la détermination des fonctions d'onde
moléculaires

Comme nous l'avons vu cidessus le probléme théo
rigque concernant la correlation posé A la chimie quanti-
que est d@'abord celui de la décorrellation.

Comment construire la fonction

¢ =Dy {ég. 1I1I-9}

qui sous forme d'un modéle & particules séparées conserve
le plus possible de l'information Y exacte, ou éventuellg
ment d'une fonction approchée 'ap qu'on peut proposer

pour la molécule. B constitue 1'opérateur de décorrela-

tion et i1 est relié & 1'opérateur de correlation &
v=&4 {ég. I11-10)

Mais ce probléme est complexe [réf. §).

Le probléme pratigque de la détermination des
fonctions d'onde moléculaires est au contraire le problé-
me de la correlation d'une fonction & particules séparées.

Ce role de seconde approximation est entiére-
ment Jjustifié. Lle modéle & particules séparées correspond
aux traits saillants de la molécule. La correlation estom
pe ces trailts commme le laisse prévoir 1'image de la va-
porisation moléculaire interne.

Paradoxalement 1'obktention d'une fonction d'onde
exacte de molécule corréllée nécessite une quantité de cal-
cul beauccup plus grande gque celle de la molécule non cor
réllée.

Les deus méthodes les plus cé&lébres sont cel-
les de 1'intéraction de configquration et de la seconde
quantification.
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3a. L'intéraction de configuration

La méthode de l'intéraction de configuration con-
siste A imaginer un espace dont la fonction du modéle
a particules séparées soit é&lément

¢, {ég. 11I-11}

Y= oo, g.lcn

et & caleculer par la méthode des variations les Cor O autrement
dit & former la matrice hamiltonienne sur la base des § ‘et & la dia-

gonaliser.

L'application de la méthode des variations exlge
que les fonctions ¢n pertent sur le méme nombre @'éléc-
trons et gu'elle posséde les mémes symétries que ¢0'

La commodité exige gu'elles solent orthogonales.

A cela 1la pratigque des chimistes théoriciens
ajoute un protocole. Le nom de Coulson en particulier vy
est attaché. Les diverses fonctions ¢n sont des approxi-
mations des divers états excités de la molécule. Ils sont
construits en partout des orbitales de ¢° en remplacant
certaines d'entre elles par des orhitales inoccupées (dans
¢Dl. Les orbitales inoccupées sont des combinaisons 1iné
aires- des orbitales occupées ({donc leur sont orthogonales)
et pratiquement sont obtenues simultanément. Les configura-
tions excitées ne sont pas toutes utilisées (elles sont
beaucoup prop nombreuses) mais prises dang 1'ordre crolg
sant du nombre d'excitées (bien que 1'on sache a priori
gque les monoexcitées ont un polds faible).

Ce protocole a l'avantage de conduire & des
fonctions d'onde pouvant &tre mises en rapport avec cel-
les résultant de la méthode du “lien de valence"., J'igno
re personnellement c¢e qu'il optimise par rapport i 1'é-
guation {ég. III-11} beaucoup plus générale. Par contre
il existe une litterature trés abondante sur les erreurs
auxquelles il conduit.
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3b. La seconde gquantification

Cette méthode appliguée d'abord en Physique
Nucléaire [réf. 9] s'est développée en Chimie Quantique dans
les 25 derniéres années ([r&f. 10]. Méthode de calecul, elle
a aussi crée ses propres concepts et pourrait le faire plus
encore mieux adaptés puisque le discours habituels sur les
phenoménes chimiques ne se référe pas & un nombre constant
de corpuscules et donc décrit des opSrations dans 1'espace
de Fock et non dans l'espace de Hilbert.

La chimie de 1la seconde quantification porte
l'espérance de dJdéveloppements. Dans ce cours toutefols nous
nous limiterons aux problémes & nombre constant de corpus-
cules, oli la sgeconde quantikication est une méthode alter-
native de correlation pour écrire effectivement 1'opérateur
& {&q. I111-10}.

Le progrés sur 1'intéraction de configuration
est: .
1. Les facilitées offertes par l'usage des opérateurs de
création et destruction;

2. Un traitement spécifique de 1'équation de Schrddinger;

3. Un modéle lalssant l'erreur irvariante d'une molécule
a 1l'autre.

Imaginons gque nous ayons construit Ia molécu-
le a3 partir de l'état vide

RTIE V N W [

Les opérateurs d’attachement &léctronique successifs retrouvent 1'idée
essentielle de 1la méthode des orbitales moléculaires

dans 1'intéraction de configuration. Mais 11 faut savoir

les calculer. Au contraire nous n'avons besoin d'aucun con
cept nouvear pour é£crire le modéle monoéléctronique.
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14> = Xu Xiyoq) R M [

ol les x:, sont les opérateurs de création, 1" ..c.ucc....N'
sont les orbitales occupées

[17>= |m1> |u1>
comprenant une partie d'espace et une partie de spin I¢> est
quelque fois appellé vide de Fermi ou mer de Fermi. On -lui
associe un ensemble d'orbitales inoccupées |1''> etc....
L'idée essentielle est d'écrire

& =el .

on dit alors qu'on fait un developpement en grappes (clus-

ter expansion). Dans une méthode trés connue de Cizek on par
le de developpement en grappes liées. Les opérateurs T et &

sont représentées par des dlagrammes. Un diagramme dans cette théo
rie est un squelette portant des spinorbitales. Les diagram
mes sont tracés une fois pour toutes et valables pour tou-
tes les molécules.

& et 7T sont des polynomes d'opérateurs de création
et destruction.

‘—
T=1§Tm

T =

n 1'1|1! P LLI ul £ I.'-..-m|> [m'l x* x

b
L u-lﬂ"ﬁ_ﬂ" {wl i i
1...m" eu'
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les é&léments matriciels de ¥ sont des inconnues gqui dé-
finisgent 1'opérateur écrit formellement £

L'opérateur & peut é&tre calculé par exponentiation
I
&=I+T1+{-2—1-1'2]1.{3—?-&'?11‘24-‘!3]4». .....
M 1
{W* —= '!‘1‘1'3+-2—)+ erevna

Dans le développement aingi ordonné les parenthéses successi—
ves correpondent i des nombres crolssants d'excitations.

Les orbitales peuvent &tre choisies pour annuler
T, les orbitales peuvent @&tre discutées en théorie de 1'er-

reur.

Les opérateurs T et & peuvent étre trongués, par
exemple

- _ 1 a2
cap =1 + Tapp + 3 Tapp

peut conduire & des résultats satisfaisants.

Le traitement de 1'é@quation de Schrédinger est le
suivant

(H-<p| 8| ¢>) & ¢ = sE.E| ¢>
8E = <p | B | cf> - <b 0t &>

si ¢ est la fonction SCF, E sera énergie de correlation
Ecrivons:

A=f 2+ f O
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et introduisons les intégrales
a,(x) = <i2|v]|34>

1234 sont des orbitales dont 1'ensemble est designé par
x = {1234}

et a,(x) = <1|E[2> ¢ I <13023 - <13032>

e x = {1,2}

Le mode d'emploi des diagrammes est alors le sui-
vant chacun des diagrammes é&tant designé par r {71 en tout
avec l'cpérateur mentionné)

I Wir}) £ dir; v,) = AE
g

A
red, A

I wir} £ dix; 7, ¥, UA} = 0
raQ1 oy .

I W 1§2 I odlr; ™, ¥, 2", 2', 09,) =0
renz g,

pour chacun des 71 diagrammes on a pu tabuler une fois pour
toutes: le sous ensemble ﬂn auguel il appartient, le poids 0O, etc...
La Table I indique le résultat pour les 20 premiers.

on en tire dlxr, o)

Les équations permettent de calculer l'abaissement d'énergle E

pour T € ﬂo

et de calculer 1la fonction d'onde pour

r «= g ﬂz

1'
Je ne prétends pas vous aporendre & faire les. cal-
culs effectifs mals seulement Iinsister vers le fait qu'ils
sont aisément programmables et que la construction des dia-
grammes ou leur exploitation n'a pas besoin d'étre faite en réa-

1ité dans la méthode diagrammatigue.
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Discutons. Les c¢ritéres proposés par divers auteurs [réf. 11]
sOnt:
~ la cohérence vis & vis de la tallle;
- 1'applicabilité aux différents modéles monoélectroni-
ques (SCF ou non)
- 1l'invariance vis & vis des transformations unitaires
d'orbitales;
- 1'applicabilité en couche ouverte ou fermée:
- la cohérence & la partition;
~ le coit et le rendement;

Sur chacun de c¢es critéres la méthode semble bien supé-
rieure & l'intéraction tout d'abord décrite. Ses variantes aux-
quelles les spécialistes font correspondre un grand nombre de
Bigles tendront & les satisfalre nrogressivement.

4. Conclusions

Nous n'avons pas abordé dans ce cours 1les forces in-
termoléculaires. Il suffit de nous référer A une hiérarchie
de niveaux d‘'organisation pour les dire internes a la su-
permolécule. Cecli montre la difficulté de distinguer ce gqul
est physique et mésurable de ce gqui est seulement intelli-

gible par rapport & la molécule é&tudiée.

Quoi qu'il en soit la correlation apparait comme
le fait majeur de la Chimie Quantique et le concept de vapo
risation interne qu'on pourrait encore developper en prenant
1'entropie comme variable d'extension en exprime bien le ca-
ractére physique.

Cela justifie que le calcul en deux é&tapes tende
4 se répandre. L'appe)l & la seconde gquantification pour
correller aprés coup les fonctions d'onde correspond bien

4 1'universalité du phénoméne et 3 la difficulté des calculs
qu'il met en jeu a priori contrastant avec la fréquente ba-



CBPF=-M0-001/89
-182-

nalité des résultats — . On ne doit pourtant oublier 1'exis-
tence des méthodes gqui ne suivent pas ce cheminement. Tels
sont en particulier ceux gqui reposent sur 1l'intéraction des
effets covalents et des effets lonigues dont nous allons dire
quelgue mots dans le prochain cours — .



3.
4.

7.
8,
9.

10.

CBPF~-MO-001/89

~183~
Bibliographias

V. Burkert et N. L. Allinger: Molecular mechanics (mono-
graph n® 177) Ed. Am. Chem. Soc. Washington D.C. (1982)
et références citées,

0. Sinanoglu: Adv. Chem. Phys. €, 315 (1983} volr en
particulier pp. 399-400;

N. Gresh, P. Claverie, A, Pullman: Theor. Chim. Acta &6,
1 ({1983);

N. Gresh, KA. Pullman et P. Claverie: Theor. Chim. Acta,
87, 11 {1985%),.

A. Laforgue, J. Paldus et Cisek: J. Chem. Phys.3

A. Laforgue et Q. Jbara: 59 Congrés International ge
Chimie Quantigue -— Resumés P. 60 (Montréal 1985);

C.R. Ac, Sei. II 301, 1179 (1985) et références citées;
A. Laforgue et S. Roszak: C.R. Ac. Sci. IT, 237, 459 (1983);
A. Laforgue et AJC. Varandas: C.R, aAc. Sci.IT, 302, 395, {1985).
A. laforque et P, Guérin: Theor. Chim. Acta {sous presse).

F. G. Brown et D.G. Truhlar — Chem. Phys. lett. 69, 222
(1980) et références citées.

I. shavit in Advanced theories and computational aporoach
to the electronic structure of molecules p. 85
Dyskra ed., Reldel, Dordrecht (1984).

A. J. C, Varandas et J. Brandas: Mol. Phys. 45, 857 (1982),
M. Saute et A, Laforgue:

K. A. Brlckner: phys. rev. 837, 1353 (1955);
F. Coester: Nucl. Phys. 1, 421 (1558),

H. Primas, Modern Quantum Chemistry, Istambul Lectures, ed.
O. Sinanoglu (academic: N.Y. 1963) 2; 45;

V. V. Tolmachev, The Field Form of the Perturbation Theory
applied to amny electrons Probl, of Atoms and Molecules
(U. TPartu, 1963);

J. Cisek, J. Chem. Phys. 45, 4256 (1966);

Adv. Chem. Phys. 14, 35 (1963) and Ref. Therein;

M. Saute, Thése 3% cycle, Lyon 1972,




CBPF-MO-001/B9

-184-

11. R. J. Bartlett: Ann. Rev. Phys. Chem. 32, 359 (1981} et
références citees;
J. A. Pople, J. S. Binkley, R. Seeger: Int, J. Quant .Chem.
10, 1 (1976).



CBPF-MO-DG1/8%
-185-

Chapitre IV: BOSSTVALENCE DE LA CORRELATION ET DE L'INTERACTION

DES FONCTIONS IONIQUES ET OOVALENTES

1. Introduction

Comme nous l'avons vu Gans les oprécédentes legons
la chimie Quantigue a donné forme i certaines dualités fondamen
tales résultant des phénoménes chimiques. Tel est en particu-
lier 1'importance relative attribuée aux phénoménes localisés
sur les atomes ou delocalisés au sein de la molécule.

Les premléres théories se sont demandées lequel des
deux schémas de la molécule d'hydrogéne de la figure IV-1 était
le bon., La question persiste Jjusqu'ad nos johrs SOUS une au-
tre forme — Va:it-11 mieux construire une fonction d'onde molé-~
culaire en prenant pour éléments de base des orbitales atomiques
ou des orbitales moléculaires. )

Si les orbitales moléculaires sont elles-mémes cons-
truites sur des orbitales atomigques. (La l.c.a.o. permet une
représentation correcte des points singuliers, de 1l'allure asymp
totique et des symétries des orbitales moléculaires donc de leur
reconnaissance) les deux volies conduisent 3 des fonctions d'onde
identigques par 1l'intermédiaires de déterminants polyélectroniques
différents. )

A la question posée par la figure 1IV-1, Coulson
et d'autres théoriciens ont répondu par 1'identité mathematigque
suivante:

Ceontlar 1> * Ib, 1») (la, 2> + |b, 25} + C_  {la, 1> -

exc

_ ' ' {ég. 1IV.1}
|b, 1>} {]a, 2> « |b, 23)

1K}

kHLtla, 1,]5, 2? +_|b, 1?[;, 2>) + k10{|§, 1>|a, 2>

b, 1>|b, 2}

+
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Nous la lirons: "le traitement par les orbitales mo-
léculaires et 1'intéraction de configuration de la molécule
Hz est équivalent au traitement par les orbitales atomiqued

Notons pour mémoire que, toujours selon Coulson,
cette fonctien peut encore s'écrire

=6la, > + ulb, 1) (ula, 1> + A|b, 23)
{ég. 1Vv-2}

avec des valeurs convenables, fonction de R des paramétres
j et k.

La rupture de symétrie dans une orbitale moléculai
re est é&quivalente A l'intéraction de confiquration et a
1'intéraction des fonctions de formule ionique et covalente.
Toutefols le nombre de paramétres de symétrie qu'on peut rom
pre dans une orbitale moléculaires est 1imité et le troisi
éme procédé ne semble pouvoir &tre d'une utilisation géné-
rale. Au contraire,la premiére identité est généralisable &
toute molécule. Cette généralisation est une dualité fonda

mentale dans le cheminement de la Chimie Quantique.

Elle signifie que la fonction correllée dont 1'ob-
tention & partir du modéle & particules séparées a fait 1'cb
Jet du dernier cours peut @&tre obtenue directement par 1'in
téraction des fonctions d'onde susceptible de représenter
tous les é&tats ioniques et covalents des molécules.

Nous allons commenter sur un exemple cette méthode.
Le puits des é&tats ioniques, d'une part, des états covalents,
d'autre part, introduit & la considération d'indices de strug
tures, tels gue charges et ordre de liaison que nous con
sidérons comme des observables de dimension zéro. —

Enfin, hors du domaine des molécunles chimiques pro-
prement dite, 1'intéracticn ionique covalente a &té, pour
Mulliken en particulier, le fondement de la théorie des com
plexes de transfert de charge.
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2. Deux voles usuelles de la Chimie Quantique

L'édifice moléculaire, probablement le plus sim
ple aprés H, est H; . C'est une espéce bien comme en astrg
physique. Son état d'éguilibre est un triangle é&guilatéral,
mais sa configuration linéaire est également dJdécrite comme
état instable. Elle é&vogue l'ionisation sans changement de
structure géométrique de Hy qui, 1lui, posséde un état fon
damental rectiligne, —

Nous nous sommes fréquemment référés A& cet
€tat. Nous allons vérifier sur cet exemple la relation fon
damentale.

Zciti = Ekjtj
{ég. IV-3}

ol les i désignent les configurations et les j les formules
aussi bon pour H; que pour H, [réf. 1]

2a. Equivalence de la méthode dJdes orbitales moléculaires
et des orbitales atomiques

Fig. IV-2 -~ Configuration rectiligne symétrique des molé-
cales Hy et Hy

Appellant a b ¢ les orbitales ls des trois
atomes les fonctions d'onde d'orbitales atomigques de 1'é@tat
fondamental sont pour H; sang le spin (la fonction de spin
est {(uf - Bz) comme pour Hzl et avec des notations éviden
tes

a b pour |a,13|b, 2> |a Bc| pour faa........
Bh...'.
uc.'
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H) H
Eq- ab + ba + bc + cb ¥ =2 |a B c?-li b c|-|a b &
Ezn ac + ca *2'- ladgec| - |c@al
== bb |3 IbBel -|b5a
=4 22 + cC "'-]nib[-!c3b|

Considérant d‘'sutre part des orbitales moléculaires
ayant la symétrie de la molécule et orthogonales

U =a+«ibs+c
vea- ub+c

Wwesa-C

Ap + 2<alb>(u -.%) - 2(1 + <alc>) = 0

Les configurations ont pour foncticn d'onde.

H3 H3
e vp = lu @ v
y vV ta-|v§w|
vV Ve = la v w| - |u ¥ w|
Epsuv+vu tysluvw|+|u\7w|-2|uv§|-

On vérifie sans peine 1'identité {&q. Iv-3}
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A la fonction des oc.a on peut faire correspondre des fonctions
de formule.

H3) =, H-HH et W H-H

=y H H' B et ' u' w
Hy) ¥, H-HH et H E-H
- + +* -

1!2 H H H e HH H

¥y HH H' et ' m H

Aux fonctions de configurations on peut faire correspon-
dre des schémas d'occupation: (Fig., IV-3)
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Schémas d'occupation des orbitales
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Figure IV - 4
Erreur sur la configuration fondamentale en fonction du

choix des orbitales.
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Enfin le calcul d'intéraction de configuration a é&té
obtenu par identification dans la ({réf. 11, et mené expli
citement dans la [réf. 2] en méme temps qu'on lui comparait
la correlation par la seconde guantification avec diver-
ses approximations.

Les précédents schémas sont formels et le poids
des configurations wvarie avec le choix des orbitales mo-
léculaires.

La figure 4 indigque l'erreur sur la configuration
" fondamentale en fonction du choix des orbitales exprimé
par le paramétre A. Les orbitales satisfaisant & cette con
ditién jouissent de propriétds intéressantes (Elles annu-
lent le poids des fromules monoexcitées, en conséquence
permettent de négliger le terme §1 dans les procédures
de la seconde quantification, etc. .............)

2b. Interprétation ionique d'une fonction d'onde correllée
par la seconde guantification

Pour préciser le sens physique nous allons simu—
ler 1l'approche d'une molécule par un ion H* lon fera
la comparaison avec un fon B ). Il existe deux situa-
tions compatibles avec la symétrie moléculaire comme 1'in
dique la figure IV, 5.

Les énergies et les longueurs de liaison obte-
nues par minimisation sont calculées pour les deux ap-
proches {réf. 3 Laforque, Saute, Roszak]

Nous remarqguons le crdisement des deux courbes
au point K {Ek x = 1,236 Hartree X = 1,67 Bohr}.

On peut admettre gque durant un temps trés court
le mouvement mutuel de la molécule et de 1l'atome est
décrit par une rotation sphérique.
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Figure IVa-5

Approche d'une molécule H, par un ion gt

axe de la wmolécule

o —

{ APFROCHE AXIALE
o { |
. .
( mm/
X ' -@
Plan équatorial . ! .
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Dans le repére de 1'ion on peut imaginer une mols-
cule tournant dans le champ de 1'ion. Clest 1a description
ordinaire attachée ayx complexes de Van der Waalg.

A partir du complexe K, 1la décroissance de 1'é-
nergie peut se poursuivre seulement si l'ion .H+ qui appro-
che est localisé prés du plan éguatorial de H.. Le mi-
nimum est atteint pour un point J gqui correspond & la
structure équilaterale sgtable. —- H; est une molécule-ion
dans laguelle aucun proton ne joue de rdle préférentiel,

Neanmoinsg nous allons confronter cette approche
en deux temps & la théorie de Mulliken des complexes de
transfert de charge., La charge transférée Q est partie en
fonction de 1a distance D, soit gelon la voie axiale,
soilt sgelon 1la vole équatoriale.

Le résultat est alors que les deux voies se rac-
cordent A travers la region du complexe K de maniére que
% solt fonction monotone de 1a distance. Or précise-
ment selon la théorie de Mulliken, 1a charge transferée
est un paramétre pertinent pour décrire le prograés de
la formation Qu complexe moléculaire.

51 nous faisons un calcul parallele pour H~ les
résultats sont entiérement différents [réf, 3),

On peut de cette étude particuliére généraliser a
l'intéraction d'un acide de TLewisg ou d'une base de Lewis
avec une molécule ayant les deux fonctions. Les deux pro
cessus ne sont pas réciproques. C'est 1'acide de Lewis qui
aura le nlus de chance de donner liey & une approche in-
directe, une complexation transitoire une dynamique interne.
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3. Introduction & la représentation des structures molé-
culaires par des observables de dJdimension zéro

L'interprétation d'une fonction d'onde peut se
faire; soit en termes de formule faisant intervenir des
charges + et = et des covalences, soit en termes d'orbi
tales occupées ou non., Dans les premiers travaux de c¢hi
mie quantique on a attribué des charées fractionnaires se .
lon 1le poids des différentes formules. — Par exemple,
sl je reprends les formules données au § 2a la charge
nette de 1l'atome a serait {en trou d‘'é&lectron)

2
+ 03

~|a
- N

la charge nette de 1'atome b serait

R

On vérifie que la charge nette totale est
bien égale a 1 4 condition gque

ce qui correspond & la notion de poids d'éventualités
indépendantes (mais qui n'est pas tout & fait exact fci).
C'est cette fagon de faire qui a été appellée parfois
la mésomérie,

On peut encore prendre non pas la charge net
te mais la quantité d'électrons.
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charge €lectronique cﬁ 2 2
sur a Tt %2 v %y
t tale
- 2 2 ,
charge électronique €y * 2c.! 2‘:2 . 2c§ R 2c2 . 2cz -2
1 3 4
saw b
Méme exercice pcuar H,
nette électronique
charge sur a -c2 c2 2 3 2 1 2 2
2 . T3 C‘I + 5 C2 13 Cq + Cy
2
totale totale
0 3
2 2 2 2 2
-b *C, = Cy c, + 2c3 +

Charge- totale: nulle aux memes approximations —

Dans 1l'interprétation par les orbitales molécu-
laires: en nombre d'électrons, la charge de a dans u est
) e b AW etcl.....

0] u ;

(N normel

D'ou

1 2 2 2. =1 2
(25 f s)) ¢+ AN (25 o+ $,2)

Fy iy

charge de a = N;

etc. ..

Avons-nous trouvé, au $igne pres,les memes chsar-

ges gue tout a l'heure compte tenu dJde 1'identification?. ~—
Non (en achevant 1le calcul)t Ceci explique les comparai

sons qul ont été effectuées & une certaine époque.

O si les charges ne sont pas des grandeurs phy
siques directement mesurables, elles leurs sont immédiatement
liés (dans le calcul des moments polaires par exemple).

Il faut donc une définition non-empirigue.
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3a. Définition de 1la charge

La charge comme une grandeur observable attachée

a un operateur linéaire hermitique. Mais sa moyenne quan

tigque sera un nombre sans dimension,

On prendra 1l'opérateur nombre d'occupation d'une
orbitale atomique [réf. 5]

n, = X X = Ela, i»<a, i[ {éq. Iv-61

On peut la caleculer sur la fonction ¢ repre-
sentée comme une somme de fonctions de formule

-1 c.2 gt I ¢ 5
¥o=ieta, ¢ fy 0585 b A, 4y

c'est le second terme gue . nous avions ouablié dans le
calcul précedent qui est 1la charge d'intéraction entre
formules — . Nous l'avons calculé [réf. 4]

2

2
1
T 4

qa(H;) = (1 + <a|c>2 + 2<a|b>2] + (cg + C

2
(1 » <ale>®) + 2<alescye, + _;_ <a|b>c1 + <ale>le,ic, + )

+ <a|b>c3[c1 + <a|b>(c, + ¢,}]

Si on néglige < alb> et <ajc > on retrouve l'expression approchée.
OCn note que tous les termes rectangles de cette expression pro-
viennent de la charge d'interaction entre formules.

Nous avons é€galement fait le méme calcul pour B3 qui
aboutit aux mémes conclusions —. [réf. 4]

Dans le cas du développement en configurations q, ren-
tre dans le formalisme général des grandeurs monoéléctroniques pour lesquels
il est facile de montrer que, mour toutes les fonctions oconstrultes sur les
3 orbitales Uvw,

G= t G + t G + twgw {éq. Iv=-7}
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les autres termes rectangles disparaissent puisque w n’est pas de méme symétrie

Dans le cas de H; de 113 que u et v,

+ 2 2 _ 2 2 2

tu-—?.}.u +)¢p tu—2>.F + Ax + Ay

et = 2x + a2 R TC AU C Y

v v p v J X b4

+ 5.2 2 2 2 12

tw = le tW = AF + AJ + Af{ * )l..j

+

by = TelAy ¢ Av]kp tw = -meF R
d'autre part les grandeurs nonelectronigques sont ici
les charges qu 21+ <a|b>l + <ale>

a norme (u)
v 1 - <albd>y + <ale
9, =
norme (y)
et la mutibiliteé
mgv =2+ <alb> & - y) + Zale
vnorme {u) .norme (v)

{Dans le calcul précédent semi-intuitif nous avions laissé
de cOté la mutabilité)

On parvient donc & des charges qui sont certai-
nement identiques a celles dérivant des fonctions de for-
mules.

Plus generalement ce scont les valeurs mayennes

de 1'operateur

représentation de

nombre d'occupation quelgue

soit le mode de

la fonction d'onde.
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ib. Autres observables de dimensions zeéro

Dans les fonctions de formule:r sont anparues

les covalences., Et une idée parallele & ce

lle qui a

été utilisée pour les charges consiste 4 pondérer les

situations ou cela se oproduit effectivement pour une liai-

son donnée. La mésomérie a été conduite a

des diffi-~

cultés plus graves encore que pour - les charges.

On est conduit pour une base orthogonale d4'or-

bitales atomiques A& proposer 1l'opérateur
z !a, i><b,‘i| + |b, i*»<a, i

= -1
Pap = 2 1=1

La non orthogonalité dJde 1la base
plication gque l'on trouvera résclue dans les
117 141 [51 (6]1. 11 faut definir tous les

>

crée we com-
references

ordres de

liaison simultanément par une "matrice d'opérateurs” tenant

compte de 1l'ensemble de la base.

Finalement des operateurs sans 4di
vent aussi e&tre proposées pour les grandeurs
ques et plus généralement vour les indices

la description gquantique de la molécule.

mensions ‘pei-
diéléctroni
intéressent



CBPF-M0-001/89

-201-

Bibliographie

A. Laforgue - Thése Paris Juin 54, ed. Rev. Optigue
et Cah, Phys. 57-58 p. 23; 63 p. 18; 64 p. 17; 59
p- 16  {1954).

M. Saute et A. Laforgue. J.. Chimie Phys. 75, p. 679
{1978},

A. Laforgue, M. Saute, S5S. Roszak ;Travaux non publieés;
a paraltre}.

A. Laforgue. Cah. Phys. 53, 9 (1953)
A. Laforgue; J. Chimie Phys. 54, 413 (1957).

J. Koutecky et A. Laforgue. Int. J. Quant. Chem. 11,
505 (1977}.



