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Resumo

Consideramos o setor puramente eletromagnético do Modelo Padrao de Lee e Wick,
ou seja, o sistema de gauge U(1) obtido pela adigdo de um operador (invariante de
gauge) de dimensao 6 contendo derivadas de ordem mais alta a lagrangiana livre da
teoria usual de Maxwell. A propagacao ondulatéria no vacuo deste modelo eletromag-
nético é analisada e dois tipos de ondas sao encontradas: as tradicionais ondas nao
dispersivas da eletrodinamica de Maxwell e ondas dispersivas que muito se assemelham
aquelas que se propagam em um plasma sem colisoes. Com a finalidade de evitar a
presenca de modos ondulatérios evanescentes no modelo, estimamos um cutoff para
o mesmo computando o momento magnético anémalo do elétron no contexto deste
sistema. Finalmente, a quantizagao canodnica do modelo, via formalismo com vinculos
de Dirac, é contemplada.

Palavras-Chave: Eletrodinamica de Lee e Wick; quantizagao canonica via formalismo

com vinculos de Dirac.
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Abstract

We consider the pure electromagnetic sector of the Lee-Wick Standard Model, i.e.,
the U(1) gauge system obtained by adding a (gauge-invariant) dimension-6 operator
containing higher-derivatives to the free lagrangian of the usual Maxwell theory. Wave
propagation in the vacuum of this electromagnetic model is analyzed and two types of
waves are found: the ordinary non-dispersive waves of Maxwell electrodynamics, and
dispersive waves that bear a great resemblance with those that propagate in a collisi-
onless plasma. In order to avoid the presence of evanescent wave modes in the model, a
cutoff for this electrodynamics system is estimated by computing the anomalous elec-
tron magnetic moment in the context of the same. Finally, the canonical quantization
of the model via Dirac’s constraint formalism is contemplated.

Keywords: Lee-Wick electrodynamics; canonical quantization via Dirac’s constraint

formalism.
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Introducao

No inicio dos anos 70, Lee e Wick (LW) propuseram uma teoria de QED finita [1,2],
cuja agao pode ser escrita como se segue

1 v 1 12
S = /d4X |:_ZF#VFH - WF‘MVDF’“ s

onde F,, (= 0,4, — 0,A,) é o field strength e m(> 0) é um parametro com dimensao
de massa.

H& aproximadamente trés anos, Grinstein, O’Connell e Wise, baseados no trabalho
pioneiro daqueles autores, introduziram uma teoria de gauge nao-abeliana do tipo LW.
Este modelo, geralmente chamado de Modelo Padrao de LW (MPLW), é naturalmente
livre de divergéncias quadraticas, proporcionando assim uma maneira alternativa para
a solucao do problema da hierarquia. Nao obstante, ao contrario do modelo de LW
original, o MPLW nao é uma teoria finita; mesmo assim ele ainda é renormalizdvel®.

Chamamos atenc¢ao para o fato de que operadores de ordem mais alta — contendo novas

!'Uma trivial contagem de poténcias mostra imediatamente que os novos operadores de dimensao
mais alta nao comprometem a renormalizabilidade de maneira alguma, ji que o comportamento me-
lhorado no ultravioleta do propagador bosénico P(k) na regiao euclidiana profunda é escalonado como
P(k) ~ 7, em vez do usual P(k) ~ 7 quando k? — oco.



interacoes — aparecem naturalmente em teorias de gauge nao-abelianas com derivadas
mais altas e dao origem, no maximo, a divergéncias logaritmicas (no que concerne as
corregoes radiativas).

Vale a pena notar que cada campo no Modelo Padrao possui um parceiro de LW
com uma massa de LW associada. Tais massas sao os Unicos novos parametros no
MPLW minimo. Contudo, como observado por Alvarez, Schat, Da Rold e Szynnkman,
o MPLW nao nos d4 nenhuma informagcao sobre a origem das massas de LW, as quais,
de modo a resolver o problema da hierarquia, nao devem ser maiores do que alguns
poucos TeV. Na verdade, uma analise dos observaveis de precisao do setor eletrofraco
do MPLW mostra que para reproduzir os dados de tal setor (supondo que todas as
massas de LW sejam da mesma ordem), a escala de LW deve ser da ordem de 5 TeV
[4].

Apesar de apenas trés anos terem se passado desde o surgimento do MPLW, ja
existe uma vasta literatura relacionada a este assunto [5-13], o que claramente mostra
o consideravel interesse que este modelo tem despertado. Estudos fenomenoldgicos
sobre o MPLW também podem ser encontrados em abundancia [4,14-18].

Como a eletrodinamica de LW ¢é o alicerce sobre o qual o MPLW foi construido?, é
natural que investiguemos de maneira mais aprofundada algumas caracteristicas basi-
cas da aludida eletrodinamica, com o intuito de desvelar novos e interessantes aspectos
da mesma. Usando aqui uma comparac¢ao um tanto quanto desgastada, mas mesmo as-
sim bastante ilustrativa, podemos dizer que este tipo de pesquisa é, mutatis mutandzis,
semelhante aquela realizada em dimensoes mais baixas, visando um melhor discerni-
mento das dificuldades conceituais que estao presentes e sao ainda mais obscuras no

mundo fisico quadri-dimensional. Em outras palavras, compreender bem o modelo mais

2Como haviamos comentado, o MPLW é uma extensao da eletrodindmica de LW.



simples na esperanca de assim, pelo menos, vislumbrar uma saida para as dificuldades
do modelo mais complicado, é o grande moto dos fisicos.

Nosso objetivo neste trabalho é analisar alguns aspectos peculiares da eletrodina-
mica de LW.

Iniciamos discutindo a unitariedade e a renormalizabilidade do modelo no Capitulo
1. Estudamos também, neste capitulo, a propagacao ondulatéria no contexto deste
sistema eletromagnético; encerramos o mesmo estimando um limite quantico para o
cutoff do modelo, resultado este que permite avaliar a percentagem de massa magnética
presente na massa observada do elétron.

No Capitulo 2 nos devotamos ao estudo do formalismo hamiltoniano para sistemas
singulares com derivadas de ordem mais alta.

A quantizagao canonica da eletrodinamica de LW é realizada no Capitulo 3.

Encerramos, no Capitulo 4, analisando a possibilidade de ocorréncia de monopé-
los magnéticos na eletrodinamica de LW. Apresentamos, também, uma discussao das
possiveis extensoes dos resultados aqui elaborados.

Nas nossas convengdes, h = ¢ = 1 e a assinatura da métrica é (+1,—1,—1,—1).
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Capitulo 1

Desvelando Novos e Interessantes Aspectos

da Eletrodinamica de Lee e Wick

A estabilidade, a unitariedade, o conteudo de particulas e a renormalizabilidade da
teoria de Lee e Wick, sao discutidas. A propagacao ondulatéria no véacuo desta teoria
é entao analisada e duas espécies de ondas sao encontradas: as tradicionais ondas
nao dispersivas da eletrodinamica de Maxwell e uma onda dispersiva semelhante
aquela que ocorre em um plasma sem colisoes. Um limite quantico para a massa da

particula pesada de Lee e Wick é também estimado.

1.1 Unitariedade e renormalizabilidade do modelo
de Lee e Wick

O modelo abeliano de LW ¢ definido pela seguinte lagrangiana invariante de gauge

1 1
—FwF" = 5 F, OF". (1.1)

4m?2

L —



Vamos mostrar que esta lagrangiana descreve (on-shell) dois campos de spin-1 inde-
pententes: um sem massa e outro massivo com normas positiva e negativa, respectiva-
mente. Para se alcangar este objetivo, é conveniente adotarmos uma nova formulagao
onde se introduz um campo auxiliar e o termo com derivadas de ordem mais alta
nao comparece. A teoria de campos com os campos vetoriais reais A, e Z, e com

lagrangiana [1]

1 1 2 2 2
L= SA0Z" + 20,4'0,2" %A“AM + %AHZ“ = ’%zﬂzu, (1.2)

é equivalente a teoria de campos definida por (1.1). De fato, variando Z,,, obtemos

2 2 .
ZN — AM + ﬁDAM — ﬁaual,A ; (13)
e o par de equagoes acopladas de segunda ordem oriundas de (1.2) é totalmente equiva-
lente as equagoes de quarta ordem geradas a partir de (1.1). O sistema (1.2) separa-se
agora em duas lagrangianas, cada uma associada a um campo diferente, quando reali-

zamos a mudanga de variaveis

Ay = Bu+Cy, (1.4)

Z, = B,—C,. (1.5)

Em termos de B,,C,, B, = 0,8, — 0,8, e Cy, = 0,C, — 0,C,,, a lagrangiana toma

agora a seguinte forma

1 1 2
L= —1BuB" + 70" - mTO#C“, (1.6)



que nada mais ¢ que a diferenca entre a lagrangiana de Maxwell para B, e a lagrangiana
de Proca para C,,.

Pode-se mostrar que a lagrangiana de LW pode também ser escrita como

1 174 1 174
L= _Z MVFM + 2_m26“FM aAF)\V, (17)
ou, equivalentemente,
1 uv 1 wy o
L — —Z /U/F + 4_7’)’1,2606F 8 FNV' (18)

O contetdo de particulas da teoria pode também ser obtido diretamente de (1.1).
Para tal, vamos computar os residuos nos pélos simples do propagador saturado (con-
tragao do propagador com correntes conservadas). Adicionando & (1.1) o termo de
fixagao de gauge L) = —%(@A“)Z, onde, como é usual, A\ desempenha o papel de
parametro fixador de gauge, e notando que devido a estrutura da teoria e a escolha
de um funcional fixador de gauge linear, nao sao exigidos neste caso fantasmas de

Faddeev-Popov, obtemos prontamente o propagador no espaco dos momentos

m? kK, k?
Contraindo (1.9) com correntes conservadas J*(k), resulta
M = J¢D,JY
L2 - k2 _ m2’

o que nos permite concluir, levando em conta que J* < 0 [2,3], que os sinais dos residuos



de M nos pélos k% = 0 e k? = m? sdo, respectivamente,

ResM(k* =0) >0, ResM(k* =m?) <0.

Vale a pena notar que o sinal errado da particula pesada indica uma instabilidade
da teoria a nivel cldssico. Do ponto de vista quantico isto significa que a teoria é nao
unitaria. Felizmente estas dificuldades podem ser contornadas. Realmente, a instabi-
lidade classica pode ser evitada impondo-se uma condi¢ao de contorno no futuro de
modo a prevenir o crescimento exponencial de certos modos. No entanto, este proce-
dimento leva a violagao de causalidade no modelo [4]; esta acausalidade é suprimida,
por sua vez, em escalas inferiores aquelas associadas as particulas de LW. Por outro
lado, Lee e Wick argumentaram que apesar da presenca dos citados graus de liberdade
relacionados com uma norma nao positiva-definida no espaco de Hilbert, a teoria pode-
ria ser unitaria desde que as novas particulas obtivessem comprimentos de decaimento.
Nao existe uma prova geral da unitariedade em ordem de loop arbitrario para a eletro-
dinamica de LW; a despeito disto, nao existe até agora nenhum exemplo conhecido de
violagao de unitariedade. Consequentemente, até ordem em contrario, podemos consi-
derar a eletrodinamica de LW como finita e nao precisamos temer o fantasma massivo
de spin-1.

Em resumo, podemos dizer que o trabalho de LW consiste na introdugao de campos,
com propagador com sinal errado, de Pauli-Villars, como graus de liberdade, o que
leva a amplitudes que tém melhor comportamento ultravioleta e tornam finita a QED
logaritmicamente divergente.

Examinando, por outro lado, o propagador (1.9), vemos que ele pode ser escrito,



como era de se esperar, como se segue

D,uu(k') - Dyy(k?>(Maxwell) - D#V<k)(Proca), (110)
onde
1 k., k.,
Duv(k)(Maxwezz) = 12 [UW — %( _ )\)} :
1 Kk
DMV<k)(Proca) = —m |:77MV — _/];2 :| )

Em decorréncia deste resultado, obtemos prontamente o potencial nao-relativistico do

modelo de LW, ou seja

Ulr) =

-

(T)(Coulomb) - U(r>(Yukawa)
= Lp-em], (1.11)
4dmr
que, ao contrario do potencial coulombiano, é finito na origem.

Uma questao importante concernente a eletrodinamica de LW ¢ se ela é ou nao re-
normalizavel. Em principio, teorias vetoriais massivas nao sao renormalizaveis devido
a seu propagador livre nao se aproximar de zero assintoticamente como no caso sem
massa. Existem, contudo, duas importantes excegoes a esta regra: (i) teorias de gauge
com quebra espontanea de simetria, e (ii) teorias com bdsons vetoriais massivos neutros
acoplados a correntes conservadas. Apesar do modelo de LW nao poder ser conside-
rado um sistema puramente massivo, seu propagador livre aproxima-se de zero para
grandes valores dos momentos, tornando assim a teoria renormalizavel por contagem

de poténcias [5].
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1.2 Propagacao ondulatéoria na eletrodinamica de

Lee e Wick

Na eletrodinamica de LW, o potencial A, obedece as equagoes
U v v n
(1 + ﬁ> (OA” — 8”9, A") = 0, (1.12)
que no gauge de Lorentz reduzem-se a
D 14
(1 + W) OA” =0, (1.13)

A fim de encontrarmos as relagoes de dispersao, passamos para o espago dos mo-

mentos via o ansatz A”(z) = A”(k)e~**. Levando este resultado em (1.13), obtemos

(1 - :1—2) k* = 0. (1.14)

Como k* = (w, k), podemos reescrever esta equa¢do como

prontamente que

(w? — K?) {wg L 1} = 0. (1.15)

A equagao (1.15) admite duas classes de solucdo. A primeira familia é a das solugoes
usuais da eletrodinamica para as quais vale a relagdo de dispersao w = |k|. A outra

familia satisfaz & relacao k? = w? — m?, que pode ser colocada na forma mais familiar

k| = y/w? — w2, (1.16)

com wp = m. Esta equagao descreve ondas eletromagnéticas propagando-se através de

11



um plasma sem colisoes [6-8] com um comprimento de atenuagao § =
1
pequeno’.

1

1 1

muito
m
Examinando a equagao (1.16) vemos que |k| é real somente se w > wp. Se w < wp,

|k| é um ndimero imagindrio puro, tais modos nao se propagam e sao chamados de
modos evanescentes (vide Fig. 1.1).

Modo

evanescente |

= >
—

Modo

propagante

el
_

Figura 1.1: Relagoes de dispersao para a eletrodindmica de LW. A linha continua denota o
modo propagante e a linha tracejada representa a parte imaginaria do modo evanescente.

Podemos agora determinar as velocidades de grupo e fase para os modos dispersivos
propagantes. A velocidade de grupo é dada por

o [
YT oK T W

(1.17)
'Vamos estimar na préxima secio um valor para m, o que nos permitird constatar que § << 1.

12



ao passo que a velocidade de fase é determinada pela relacao

Uy = —. (1.18)

Analisando (1.17) e (1.18) concluimos que v, < 1 e v, > 1, 0 que concorda com a ideia
que estamos perseguindo de ser esta propagacao eletromagnética analoga a propagacao
de ondas eletromagnéticas num vacuo tipo-plasma.

Das consideragoes anteriores conclui-se que m é um cutoff para o modelo de LW.
Seria fundamental, portanto, estimar um limite para este parametro. Examinemos,
com este intuito, o potencial dado pela equagao (1.11). O fato deste potencial ser
finito quando r — 0 é uma indicacao de que a auto-energia e a massa eletromagnética
de uma particula carregada puntiforme na teoria de LW sao finitas. Na realidade,
como argumentaremos abaixo, no ambito desta teoria nao sé a massa eletromagnética
é finita, como o célebre problema dos 4/3 da eletrodinamica de Maxwell encontra uma
resolucao natural.

A equagao de movimento de Newton relativa a uma carga estendida no contexto do

modelo de Abraham-Lorentz é dada por [7]

—mev — —e“V = Foy, (1.19)

onde v, m, e e sao, respectivamente, a velocidade, a massa eletromagnética e a carga da
particula, e F.,; é a forca externa aplicada ao elétron. Supomos aqui que, no referencial
de repouso instantaneo da particula, a distribuicao de carga é rigida e esfericamente
simétrica. Além disso, supomos também a auséncia de massa mecanica. Evidentemente

a massa eletromagnética entra com coeficiente errado em (1.19). Por esta razao o fator

13



4/3 tem sido fonte de acirrados debates. Uma possivel saida para esta dificuldade,
entre outras, é calcular a auto-forca que atua numa particula puntiforme carregada
no contexto da eletrodinamica de LW em pequenas distancias. Neste caso a massa
eletromagnética entra na equacao de movimento em uma forma consistente com a
relatividade especial; e mais, a equacao de movimento correta nao exibe nem runaway
solutions nem comportamento acausal, quando o cutoff I(= %) é maior que o raio

cldssico do elétron [9,10]. Consequentemente [ > 1.4 x 107'*m, o que nos permite

concluir que m < 141MeV.

1.3 Um limite quantico para o cutoff do modelo de

Lee e Wick

Lembrando que a QED prediz o momento magnético anomalo do elétron corretamente
até a décima casa decimal, um limite para o cutoff do modelo de LW pode ser en-
contrado computando-se o0 momento magnético anomalo do elétron no contexto deste
sistema e comparando posteriormente o resultado obtido com aquele da QED [11].
Como é bem conhecido, o momento magnético anomalo do elétron provém da corre¢ao
de vértice para o espalhamento do elétron por um campo externo, como estd mostrado

na Fig 1.2.

Para um elétron espalhado por um campo magnético estatico externo e no limite

de q — 0, a razao giromagnética é dada por [12]

g = 2[1+ F»(0)].

14



Figura 1.2: Corregao de vértice para o espalhamento de um elétron por um campo externo.

O fator de forma do elétron, F»(0), corresponde a um deslocamento do fator-g, nor-
malmente escrito na forma F5(0) = 2, e d4 origem ao momento magnético anémalo

do elétron. Utilizando (1.9) no cdlculo do diagrama da Fig. 1.2, pode ser mostrado que

0o 2
Fy(0) = _/ daydasdasd(1 — Soy) { o _ailastag) | (1.20)
0

(6] + Qa3 (042 -+ 063)2 + %

onde € = %—j, sendo M a massa do elétron. Chamamos atencao para o fato de que
0 termo —% [1 + A (7’:722 — 1)} que aparece na equagao (1.9) ndo contribui para
o calculo do fator de forma F5(0) porque o propagador sempre aparece acoplado a

correntes conservadas.

Integrando a equacao acima primeiro em «ag e, em seguida, em relacao a as, temos

a ! 1= oy a1 (1 —ay)
F0) = — d d —
0) = 2 [ o | agll_al (Erni
a 1 a?

= — d .
7T/0 alozl—i—e(l—ozl)Q
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Agora,

2

T r 1-—2€
d = - - In |ex? 1-2
/xEJZQ—f-ZL‘(l—QE)—f—E € 2¢ nfer”+a( €) +el

1+ 2€% — 4e

_|_
2e24/1 — 4e

A—-B
n
A+ B/

onde A =2ex+1—2e B=+/1—4e; assim,

F,0) == |-+ ——Ine+ n
2(0) T e 2¢2 ‘ 2¢24/1 —4e 1 —+/1—4e¢

all 1-—2¢ 1+ 262 — 4e 1"‘\/1-461 (121)

Lembrando que € << 1, o que implica que

1+2€2—46N 1 —2¢+ 5et
2€24/1 — 4e - 2¢2? ’
L4+ 1 —4de [ 203 3het ]

n ~ 2¢+3%+"——+ " +1ne
e 3 2

1

chegamos a conclusao de que

s[5 () 2 (e () (1) w0 (2))] o

O primeiro termo da equacgao acima ¢é igual aquele calculado por Schwinger em 1948
[13]. Desde entdo, F(0) foi calculado até a ordem de a® para a QED. O segundo
termo da equagao (1.22) ¢é a corregao mais importante relacionada ao parametro m da
eletrodinamica de LW. Calculos recentes de F5(0) no contexto da QED dao, para o
elétron [14],

F,5(0) = 1159652182.79(7.71) x 1072

Por outro lado, o valor experimental atual para o momento magnético anéomalo do
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elétron é [15]

F5(0) = 1159652181.1(0.7) x 1072

Uma comparacao entre o valor tedrico predito pela QED e o experimental nos mostra
que estes resultados concordam em 1 parte em 10'°. Portanto,

2 (M\?
5(%) <107, (1.23)

Consequentemente, um limite inferior para a particula pesada de Lee e Wick e, por-
tanto, para o cutoff que estamos procurando é m = 42GeV. Isto significa que um

limite superior para este cutoff é [ ~ 4.7 x 107¥m.

1.4 Discussao

Comparando as lagrangianas (1.1) e (1.6), vemos claramente que a primeira é invariante
de gauge, enquanto que a segunda nao o é. Além disso, (1.1) nao nos permite antever
por simples inspecao o contetido de particulas do modelo. Tudo que ela nos diz é que
estamos na presenca de uma teoria de ordem mais alta descrita por um campo A,,
invariante de gauge, com 4 componentes. Por outro lado, (1.6) mostra prontamente
que a teoria é composta por uma particula sem massa de spin-1 (descrita pelo vetor
B,,, com 4 componentes) e um ghost massivo de spin-1 (descrito pelo vetor C), com 4
componentes). Visto pelo prisma da segunda lagrangiana, vemos que precisaremos de
3 vinculos de gauge se quisermos quantizar canonicamente a teoria de LW. Isto sera
comprovado no Capitulo 3. E interessante notar que a invariancia de gauge no caso da
primeira lagrangiana “vela”; a olho nu, o contetido de particulas do modelo, enquanto

que a ausencia desta invariancia permite que a natureza das particulas seja “desvelada”
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por simples inspecao. Temos aqui, grosso modo, um principio tipo “vela-desvela” para
o conteudo de particulas:

e presenca da invariancia de gauge: “vela”;

e ausencia da invariancia de gauge: “desvela’.

Um outro ponto interessante a ser discutido é a questao da percentagem de massa
magnética presente na massa observada do elétron. Pode-se mostrar que no modelo de

LW a massa eletromagnética é dada por [9,10]

que diverge linearmente. Como vimos na secao anterior, [ ~ 4.7 x 10~ ®¥m. Certamente,
um comprimento tao pequeno estda fora do dominio de validade da eletrodinamica
classica. Assim sendo, nao podemos usar esta expressao cldssica para avaliar a auto-
energia do elétron na eletrodinamica de LW. Um cdlculo nao muito complicado no

contexto da teoria quantica de LW nos permite concluir que

3a m
= —MIn— 1.2
mgem o nMa ( 5)

o que mostra que a divergéncia linear em [ foi substituida pela divergéncia logaritmica.
Lembrando que m ~ 42GeV, obtemos que a massa magnética corresponde a apenas
3,9% da massa observada do elétron. Isto significa que a maior parte da massa do
elétron provém de interacoes de origem nao eletromagnética.

Cabe, por fim, discutir as propriedades do potencial nao-relativistico U(r).

e Ao contrario do potencial coulombiano que é singular na origem, o potencial de
LW, U, como ja vimos, é finito neste ponto (U(O) = _m);

Am
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e Quando r/l >> 1, U se reduz ao potencial coulombiano;

e Somente para pequenas distancias (r/l << 1), U difere significativamente do

potencial coulombiano (vide Fig. 1.3).

U(r)
1107

113
0-17

-1x10'7

-2x 107 A

-3x10'7

-4x10"7 |
11
/
-5x 107 |
11
11
~6x 107+ |
Figura 1.3: O potencial U devido a um elétron (¢ = —e < 0) em unidades de =, como
funcao da distancia r. A linha tracejada representa o potencial coulombiano (em unidades

de ).

19



Retferencias Bibliograficas

[1] A. Accioly, Investigations in the Electromagnetic Sector of the Lee-Wick Standard
Model (submetido ao J. High Energy Phys.).

[2] A. Accioly, Phys Rev. D 67, 127502 (2003); Nucl. Phys. B (Proc. Suppl.) 127,
100 (2004).

[3] A. Accioly and M. Dias, Int. J. Theor. Phys. 44, 1123 (2005).

[4] S. Coleman, in Proceedings of Erice 1969, Ettore Majorana School on Subnuclear
Phenomena (Academic Press, New York, 1970), pp. 282-337.

[5] A. Accioly and E. Scatena, Mod. Phys. Lett. A 25, 269 (2010).

[6] M. Lieberman and A. Lichtenberg, Principles of Plasma Discharges and Materials
Processing (Wiley, 1994).

[7] J. Jackson, Classical Electrodynamics, 3rd edition (Wiley, 1998).
[8] R. Santos, Mod Phys. Lett. A 26, 1909 (2011).

[9] J. Frenkel, Phys. Rev. E 54, 5859 (1996).

20



[10] J. Frenkel and R. Santos, Int. J. Mod. Phys. B 13, 315 (1999).
[11] A. Accioly et al., Mod. Phys. Lett. A 26, 1985 (2011).

[12] P. Frampton, Gauge Field Theories (Benjamin/Cummings, 1987).
[13] J. Schwinger, Phys. Rev. D 73, 416 (1948).

[14] T. Ayoama, M. Hayakawa, T. Kinoshita, and M. Nio, Phys. Rev. D 77, 053012
(2008).

[15] Particle Data Group (C. Amsler et al.), Phys. Lett. B 667, 1 (2008).

21



Capitulo 2

Formalismo Hamiltoniano para Sistemas

Singulares com Derivadas de Ordem Mais

Alta

Apresentamos, de passagem, os principais ingredientes relativos ao formalismo ha-
miltoniano no caso especifico de uma teoria eletromagnética de ordem mais alta. O
mecanismo de incorporagao dos vinculos é explanado utilizando como paradigma a
eletrodinamica de Maxwell, que é um sistema de primeira ordem na lagrangiana.

Na realidade, o procedimento adotado para a incorporacao dos vinculos independe

da ordem da lagrangiana do sistema.

2.1 Sistemas vinculados de ordem mais alta

Consideremos, para fixar ideias, uma teoria com derivadas de ordem superior definida

pela densidade de lagrangiana
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L= L(Aq, 0540, 0,05A), (2.1)

onde A, é um campo vetorial. Modelos com derivadas de ordem maior que a segunda
podem ser tratados de maneira analoga a que sera aqui apresentada.
As equagoes de campo para o modelo em questao sao obtidas através do principio

variacional usual,

to
58 _/ dt/d3x5L =0, (2.2)
t1

e levando em conta que nos instantes t; e t, o sistema seja caracterizado por

dAL(t1) = 0A,(t2) =0, (2.3)
6AL(t) = 6A4(ty) = 0. (2.4)
De (2.1) e (2.2), obtemos
0L 0L
3
——— | 0A
/ dt/d [ 85886A +858780587Aa]5 a

0L
3 - o~
/ dt/d {aﬁ ( 59,4, ) 205 (@7 5 avaﬁAaMJ

0L
+0.0 (55504 )]
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t2 oL oL 0L
_ 3 -
= / d’f/ dx{aAa Pao,A. " 58,0,4, | e

+/d3x 9L 0 AL — 20, oL SA, |
DA ! 90, A !

o v la

t

oL j . (2.5)

a—.L.(SA 2 7 SA,

+ 0 aly
0A. t0A,

Em decorréncia do resultado anterior, as equacoes de campo relativas a densidade

de lagrangiana (2.1), assumem a seguinte forma

oL oL oL
o4, Pga,a. "G50 4

= 0. (2.6)

Por outro lado, a passagem do formalismo lagrangiano para o formalismo hamil-
toniano requer a introducao dos momentos canonicos. Em geral, estes momentos
sao determinados a partir do tensor de energia-momento simétrico associado a te-
oria com derivadas de segunda ordem. Tal procedimento, apesar de nao envolver
calculos complicados, é extremamente laborioso. Vamos aqui utilizar um método ide-
alizado por Landau e Lifshitz [1], que simplifica enormemente esta tarefa. Em sintese,
a prescri¢ao consiste em considerar variagoes da acao com um dos extremos fixos, por

exemplo,

SA,(t) =0, (2.7)

0A,(t) =0, (2.8)

mas de modo tal que apenas as trajetorias classicas sejam permitidas.

Utilizando a prescrigdo acima delineada, obtemos prontamente, usando (2.5), o
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seguinte resultado

0SS = /dgx

+a—.§5Aa] : (2.9)
0A

@

9L 905 99, %% )sa,
DA, T OA, 90,A,

onde 0A, e A, correspondem a variagoes em t = t5. Os momentos canonicos 7 e n%,

conjugados respectivamente a A, e A, sio definidos pela relacio

5S = / d*x [WO‘5A@ + naaAa] . (2.10)

Comparando (2.9) e (2.10), concluimos que os momentos generalizados obedecem

as equacoes

w0 = 08 L 908 Lgp 95 (2.11)
oA, Mod. “T9a,A.
o0
= . 2.12
Uy (2.12)

Note que na ausencia de derivadas de ordem superior, retorna-se ao resultado usual,

ou seja,

_ 9L
C0A,

«

7r (2.13)

Isto posto, vamos definir a hamiltoniana canonica. Para tanto, adotamos o proce-

dimento padrao, ou seja,
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H = /d3x [WQAQ oA, — L] (2.14)

Procedendo a uma variagao geral de H,, obtemos

SH, — / d*x [Aa&ra 108 Ay + Anon® + 20 A,

oL oL oL
— Ay — =605 A0 — ———— 6050, A 2.1
g4, e aaﬁAa‘mﬁ o aaﬁavAa‘saﬂa” "‘} (2.15)
= /d3x {Aa&ra + (W‘”‘ — 0‘L + 20; 85. )5Aa
OA, 00, A,
oL ; .
+ (g = =) 64, + Anon°
(" aAa> !
oL oL oL
+ (_aAa + O~ aiaj—a@ajAa) 5Aa] . (2.16)
Levando (2.11) e (2.12) em (2.16), concluimos que
SH, — / dx [Aaawa + A0 — %A,
oL oL oL .
- e — 00— | 6Aa — 100 Ag| . (2.17
* ( oA, Yoo, ﬂ&az-ajA) ! ] (217)

H. é, consequentemente, um funcional de A,, A,, ™ e n“, que sao, em decorréncia, as
coordenadas canonicas deste formalismo.
As equagoes de Hamilton podem agora ser facilmente deduzidas. De fato, substi-

tuindo (2.6) em (2.17), obtemos
SH, — / &x [Aa(swa + Andn® — 776 Ay — %6 Aa | . (2.18)
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As equagoes de Hamilton sao, portanto,

Aufa) = 5,

o) = G (2.19)
Fal2) = _5;515;;)’
la(@) = _5jii;)‘

Em sequéncia, vamos introduzir os parénteses de Poisson. Seja, entao, um certo

funcional B, = B,[4z, AB, mg,Mp). Sua derivada total em relagdo ao tempo é dada por

0Bo. | 0Ba.
+—"mg + 775} : (2.20)

Utilizando as equagoes de Hamilton, obtemos

d
_Ba - Bach ; 2.21
B = (B 1) (2.21)

onde

6By 6H, 0B, 0H,
. 3 @ c « c
{B,,H} = /d % | 5, 505 + 54, 3
0B 0H, 6By d0H,
omg 0AP Gng 6 Aﬁ} ’ (222)
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é o paréntese de Poisson' entre B, e H... No caso de dois funcionais B, e C,, o paréntese
de Poisson ¢é definido da mesma maneira que em (2.22). Note que as expressoes (2.19)
e (2.21) atestam a consisténcia da definicdo da hamiltoniana canénica apresentada em
(2.14).

Os parénteses fundamentais de Poisson sao, no caso em pauta,

{Aa(l’), Wﬁ (y)}xozyo = 55 53(X - y)7 (2'23>

{Aa(@), " (W)}, = 00 8*(x — ), (2.24)

sendo os demais parénteses nulos.
O proximo passo sera estabelecer, a partir da lagrangiana, se o modelo a ser anali-
sado é ou nao singular. Um sistema de segunda ordem é dito singular se a sua matriz

hessiana

0*L
0A,0Ap
possui determinante nulo. Sistemas que apresentam determinante diferente de zero sao

chamados sistemas regulares, ou seja, nao possuem vinculos, o que implica que sua

hamiltoniana é univocamente determinada.

10s parénteses de Poisson sio sempre calculados em tempos iguais e apresentam as seguintes
propriedades algébricas:

(i) {A,B} = —{(B,A};

(ii) {A+aB,C}={A,C} + ofB,C}, com « independente das variagoes candnicas;
(iii) {AB,C} = A{B,C} +{A,C}B;

(iv) {A,BC} ={A,B}C+ B{A,C};

(v) ({4, B},C}+{{C. A}, B} + {{B,C}, A} = 0.
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No caso dos sistemas vinculados (que sdo precisamente os que nos interessam, uma
vez que iremos analisar modelos invariantes de gauge), seria necessario mostrar como
os diferentes vinculos sao incorporados a teoria. Isto, no entanto, nao requer um trata-
mento especial. O procedimento é o mesmo que no caso dos sistemas de primeira ordem
[2-10]. Assim sendo, antes de passarmos ao estudo da quantizacdo da eletrodinamica
de Lee e Wick, que é um sistema de segunda ordem, estudaremos a quantizacao de um
modelo de primeira ordem: a eletrodinamica de Maxwell. Este sistema, apesar de mais
simples, apresenta mutatis mutandis dificuldades semelhantes as que serao encontradas

na quantizagao da eletrodinamica de Lee e Wick.

2.2 (Quantizacao candnica da eletrodinamica de Maxwell

A eletrodinamica de Maxwell é definida pela densidade de lagrangiana

1 17
L= FuF". (2.26)
A matriz hessiana do sistema,
2
Waﬂ - a—L
0A,0Ap

= ="+ 538

29



_O 0 O 0_
0 -1 0 O

- 0 0 -1 0 ’
00 0 —1]

tem rank igual a 3, o que significa que o modelo possui 1(= 4 — 3) vinculo primaério.

Vinculos primarios sao vinculos obtidos da definicao dos momentos, ou seja,

A (2.27)
De (2.26) e (2.27), concluimos que
= FO, (2.28)
Segue-se que
70~ 0 (2.29)
é o unico vinculo primario do modelo?.
Os parénteses fundamentais de Poisson, por sua vez, sao dados por
{Aa(xa t)? ﬂﬁ(y7 t)} = 55 53(X - y)7 (23())
{Aa(x,1), Ap(y, 1)} = {ma(x, 1), m3(y, 1)} = 0. (2.31)

20 simbolo “~ 07 é lido como fracamente iqual a zero e significa que a relacdo acima nao vale,
necessariamente, dentro dos parénteses de Poisson.
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Obviamente (2.30) é incompativel com (2.29).

Vamos construir, em sequéncia, a hamiltoniana primaéria,

Hy, = H, + / dPx\my = / dx [WHAH — L+ AWO] .
Notando que
1 1

_ 2 2
L= §7Ti - ZE]W

Ai = Foi + 0;Ap = —m, + 0; Ao,

W“Au = 7Ti2 + 7Ti(9@-A0,

onde 72 = mm; e Fé = F,;F;;, concluimos que

1 1
H1 = /d3X |:§7T12 + Aoaﬂfi + Z ,3 + )\71'0 . (232)

Vinculos secundarios sao obtidos através da condicao de consisténcia de que vincu-
los nao devem possuir evolucao temporal. Usando a condicao de consisténcia para 7°,
isto é ,

7'1-0 = {ﬂ-oa Hl} ~ 07

encontramos mais um vinculo da teoria

Esta relacao nada mais é que a Lei de Gauss escrita como uma equacao fraca, uma vez

que E; = Fyy = ;.
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A conservacao temporal do vinculo secundéario, 9;m;, ou seja,
Oifr; = {0im;, Hy} =~ 0,

onde

1
HQZ/dS |:2]+A087T]+4

1

nos permite concluir que nao ha mais vinculos na teoria. A hamiltoniana estendida do

sistema tem, em consequéncia, a seguinte forma

A partir dos parénteses de Poisson

Ay ={Ao, H} = Ay,
Ai ={A;, H} = —m; + 0; Ao + 0; \a,

’7.Ti = {7TZ‘,H} = 8kEk = (V X B)z,
podemos estabelecer os seguintes valores para os multiplicadores de Lagrange
A = Ay, Ao = 0.

Note que Ag é uma funcao arbitraria, o que acarreta que Ay também é arbitrario.
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Consequentemente,

1 1 .
3 2 2
H = /d X |:§7Tz + ZFM + Aoﬂ'g + Aoaiﬂ'i . (235)
Observe que esta hamiltoniana descreve um sistema sem vinculos de gauge.

Antes de procedermos a quantizacao canonica do sistema, é importante notar que a
classificagao dos vinculos em primarios e secundarios esta diretamente ligada a maneira
como os vinculos sao obtidos. No que concerne a quantizagao canonica, no entanto,

existe uma classificacao mais apropriada para os vinculos, que consiste em organiza-los

em dois grupos:

Vinculos de Primeira Classe: Possuem parénteses de Poisson (fracamente) iguais

a zero com todos os vinculos da teoria.

Vinculos de Segunda Classe: Possuem pelo menos um paréntese de Poisson dife-

rente de zero com os outros vinculos.

E importante frisar que a existéncia de vinculos de primeira classe implica na invariancia
da teoria por transformacoes de gauge.
Isto posto, retornemos ao problema da quantizagao canonica de nossa teoria. Os

vinculos deste sistema, ou seja,

sao vinculos de primeira classe, o que era esperado devido a invariancia local U(1) da
teoria de Maxwell.

Sendo o niimero de vinculos igual a dois®, teremos apenas dois graus de liberdade

3Dois vinculos significam, na realidade, duas equacoes de vinculos, j4 que em teoria de campos com
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para o campo do féton apds procedermos a fixacao de gauge, o que esta de acordo com
a natureza. Como temos dois vinculos de primeira classe, a fixacao de gauge deve nos
fornecer mais dois vinculos. Obviamente o conjunto formado por todos os vinculos, no
caso quatro, deve ser de segunda classe.

Certamente o gauge de radiacao é uma boa escolha no que concerne a quantizacao de
nosso sistema, como veremos no desenrolar da exposicao. Assim sendo, os novos vin-

culos assumem a forma

Ap = 0, (“gauge temporal”),
(2.36)

0;A; = 0 (“gauge de Coulomb”).

Note que estes vinculos sao consistentes, ou seja, nao evoluem no tempo. E preciso, no
entanto, que o gauge (2.36) preencha duas condigoes [4]:

e seja atingivel;

e a matriz cujos elementos sao os parénteses de Poisson dos vinculos seja nao singular.

Verifiquemos, inicialmente, a atingibilidade do gauge. Para tal, vamos mostrar que
a invariancia de gauge local, A, — A} = A, + 0,/, é quebrada pelos vinculos (2.36).
Partindo de potenciais arbitrarios, deduziremos explicitamente as transformacoes que
levam aos potenciais que satisfazem (2.36).

Iniciamos removendo o potencial escalar através da transformacao

o
6 = AO — (90/ th()(X, t)
0

vinculos, estes sao sempre em niimero infinito, pois existe um vinculo em cada ponto do espago -tempo.
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Consequentemente, os novos potenciais sao Aj = 0 e A]. Facamos agora uma nova
transformacao que permita remover o potencial longitudinal. Para tal, precisamos

determinar uma funcdo A(x) que satisfaca a relacao
0=V -A"=V A - VA(2).

Determinemos, entao, esta funcao.

Az) = VV-Al(x)
= V? / dx'5(x —x V' - A/ (x, 2")

= /d3x’ (V2P (x—x)| V' - A'(x',2°)

d3x’
- | 5T v.AK, ). 2.37
/ 4rr|x — /| ( ) ( )
Nesse novo sistema, os potenciais sao Aj e A”, onde V- A” = 0. Resta mostrar que

Al = 0. Da lei de Gauss (2.40) e do fato que E = =V Ay — 0yA (2.44), concluimos que

0=V -E =-V?A) -9,V A’ (2.38)

Por outro lado,

Al = oA (). (2.39)

De (2.38), obtemos prontamente que dyVA’ = 0. Levando este resultado em (2.37),
conclui-se que dyA = 0 e, finalmente, que Aj = 0.

Uma outra maneira de se chegar ao gauge de radiagao, talvez mais intuitiva, é
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analisar judiciosamente as equagoes de campo.
A eletrodinamica de Maxwell na auséncia de fontes é regida pelas usuais equacoes de

campo

V-E=0, (2.40)
OE

VxB- o =0, (2.41)

V-B=0, (2.42)
OB

VxE+ - =0. (2.43)

O segundo par de equacoes acima implica na existéncia dos potenciais Ay e A definidos
por

B=VxA,E=-VA,— A, (2.44)

Obviamente, este segundo par de equacoes é satisfeito automaticamente pelos potenci-

ais em pauta, enquanto que o primeiro par de equagcoes assume a forma

V2Ag+ 0,V -A =0, (2.45)

OA -V (V- A+ 8,49) = 0. (2.46)

As equagbes anteriores nos sugerem a escolha V-A = 0 (“gauge de Coulomb”). Mostre-
mos que este gauge é atingivel. Utilizando os resultados anteriores é facil verificar que
existe uma transformacao de gauge A — A’ = A — VA, com A dado por (2.37), que

remove o potencial longitudinal (V- A’ = 0). Por outro lado, examinando as equagoes
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(2.45) e (2.46), nos certificamos que se Ag = 0, nossas equagoes se reduzem a equagao
de onda OA = 0. Seria natural, em decorréncia, escolher Ay = 0, Verifiquemos, entao,
se este gauge é atingivel. Partindo de Ay e A’(V - A’ = 0), precisamos mostrar que

Aj=0eV-A" =0. A transformagao
" !/ o /
obviamente remove o potencial escalar e leva a relagao
A"=A"—V),

onde

,ux)—-lfzﬁAMx¢y (2.47)

Em decorréncia,

V-A"= -V (2.48)

De (2.38) vemos que V2A[ = 0, o que mostra que VX = 0 e, em consequéncia, que
V-A"=0.

No gauge de radiagao a equagao (2.46) leva a equagao de onda
OA =0,
sendo os campos elétrico e magnético, por sua vez, dados por

B=VxA,E=_0A.
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A demonstragao de que a matriz dos vinculos é inversivel sera feita em sequéncia.
O conjunto de vinculos da teoria, em consequéncia das consideracoes anteriores, é

dado por

Ql =Ty ~ O, QQ = &m ~ 0, Qg = AO ~ O, Q4 = &Al ~ 0. (249)

A partir destes vinculos, que sao todos de segunda classe, podemos construir a matriz
dos parénteses de Poisson dos vinculos, C', cujos elementos sao os parénteses de Poisson

dos vinculos, ou seja,

Cp = {90, 95} (2.50)
De (2.49) e (2.50), segue que
0 0 -1 0
0 0 0 —V?
C = 5 (x —x).
1 0 0 0
0 V2 0 0

Invertendo C, obtemos®

0 0 53 (x —x) 0
1
0_1 _ 0 0 0 T dm|x—x/]
Bx—x) 0 0 0
1
|0 =B 0]

Podemos agora calcular os parénteses de Dirac, que sao definidos no caso de duas

4f dBX/C—l(:C’ I')C(I/, ;EN) — 53(X _ X”)
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quantidades A e B, como se segue

{A(x), B(x))}p = {A(z), B(x)} - /ﬁ%fﬂA (), ()} Cop' (4, 2){(2), B(z')}.

Um calculo simples mostra que

(AP (x, 1), AY (X, 1)} p = 0 = {n#(x, 1), 7 (x', )} .

Por outro lado,

(G = P —x) = [ Pydup - )iy - 28 - %)
- f d3yd3znwa%63<x ~y) 7925 (s — x)

0 0 1
— ;,LO v0 53 / ;1,7, vy
(™ )70 =)+ Ozt 92’7 4r|x — x!|

Arly — 2|

Usando a prescricao geral de quantizacao canonica,
{Aa B}D — _i[Aa B]a

obtemos finalmente os comutadores da teoria

[A*(x,t), AY (X', )] = 0,
[TH(x,t), 7" (x', t)] = 0,

. g 0 1
A“ " pv o0, 10\ £3 — ui, Vj .
(470 ), m G )] = a0 — )0 e = X) i
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Por outro lado, as relagoes entre os vinculos, as quais valem fracamente em termos
dos parénteses de Poisson, valem fortemente no caso dos parénteses de Dirac. Assim
sendo, tanto Ay como 7y sao nulos. Em decorréncia, os comutadores obtidos anterior-

mente assumem a forma

[A'(x, 1), AT (X, )] = 0, (2.51)
[7'(x,t), ™ (x',t)] = 0, (2.52)
[Ai(x, 1), 1y, )] = 6165 (x — x') + zala;m (2.53)

Notando, contudo, que®

153 7 o/ 1 d3k ik (x—x) i ) —-2¢3 /
0;0°(x =)+ 00— = e 0| +0'0,V 0% (x — x')

TAm|x — x| (2m)3

PR e Pk 1 g
_ ik (x—x) Py i z(x x')
S o e

_ /d3k 5i - B e
(27)3 K2 :

podemos escrever a relacao (2.53) sob a forma

[Al(x, 1), (X, )] = i675) (x — X),

J,tr

onde a “funcao delta” transversa é definida como se segue

5Como a fun¢do de Green D(z,x’) associada ao operador O satisfaz & equacio O,D(x,z’)
§*(z,2'), a fungdo de Green G(x — x’) relacionada ao operador V? obedece a equagio VG (x — x)
—83(x — x').
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i FK ey Kk
53’(3”)(}(_}(/)5/ N

As relagoes de comutagao encontradas acima coincidem com os resultados calculados

por Bjorken e Drell [11].

2.3 Discussao

A primeira vista, pode causar espécie que tenhamos dedicado a maior parte deste ca-
pitulo a quantizacao canonica da eletrodinamica de Maxwell no gauge de radiagao. Na
verdade, como vamos mostrar em seguida através de alguns exemplos, uma exposicao
correta (e completa) deste topico nao é facil de ser encontrada, seja em livros-texto,
seja em artigos.

A fim de facilitar nossa discussao, vamos dividi-la em dois casos: (i) quantizagao
onde o resultado final é, de certa forma, “adivinhado” para ser em seguida justificado,
e (ii) quantizagao via formalismo de vinculos de Dirac.

No primeiro caso, o comutador [A;(x,t),7(y,t)], que seguindo o procedimento
canonico deveria ser igual a 255 §3(x —y), é encontrado fazendo-se a “substituigao”
i6/0%(x —y) — iégﬁéi*(x —y). Na realidade, poucos sao os livros-texto que realizam

a quantizagao no gauge de radiacao. Selecionamos, entre os textos que fazem a alu-
dida quantizagao, os de Bjorken e Drell [11], Brian Hatfield [12] e Michiu Kaku [13].
Somente no livro de Bjorken e Drell é discutida a atingibilidade dos gauges. Existe
discordancia quanto ao sinal do comutador [A;(x,t), 7/ (y,t)] nas Refs. 11 e 13, assim

como nas Refs. 12 e 13. Os erros cometidos sao, em geral, do seguinte tipo:
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eV - A=V -A+V?’Aemvezde V-A' =V A - V2\;

e A'=A+ VA emvezde A’ =A — VA,

o ViG(x—y) =08 (x—y), em vez de V2G(x —y) = =83 (x — y).

No segundo caso, onde é usado o formalismo de vinculos de Dirac, encontramos um
artigo [14] que chega ao resultado correto. Este trabalho, no entanto, estd incompleto.
Nas Refs. 3, 4 e 7, os céalculos intermediarios contém muitos erros do tipo apontado
acima, o que torna os resultados finais nao confiaveis.

Um outro ponto importante a ser discutido é a questao da covariancia dos resultados
que encontramos. De fato, como utilizamos um processo nao covariante na quantizagao
do campo eletromagnético, precisamos verificar se a dlgebra do grupo de Poincaré é sa-
tisfeita em termos dos parénteses de Dirac. Computemos, com este fito, os geradores da

algebra no caso do campo eletromagnético. Lembrando a definicao desses operadores,

ou seja,
P = / EBxTY
M"Y = /d3x [x’“J'O” — T WJ(]MV)UpAp} ,
sendo TH = 88%1& 0" Ao — ML, o tensor momento-energia canonico e (I*),, = d46) —
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0Bdy, podemos escrever as seguintes relagoes para os geradores da mencionada algebrab”

, 1 . 1 .
PV = /d3X |:7T]aij + <§7T]7Tj + ZE]‘FZJ) T]OV:|

; 1 . 1 L
= /d3X |:7T]ij + (571-]77-]. + ZEjFZJ> nOu:| ’

M* = /d3X [x‘“J'O” — VT 4 hAY — WVA#} .

Para facilitar a avaliacao dos parénteses de Dirac destes geradores, vamos separar as

componentes espaciais e temporais de P* e M* | o que nos leva aos seguintes resultados

1 1 .
PO = /d3X |:§7Ti7l'i + ZEjFlJ:| s

P = — / d*xml0; A,
0i 0 pi 5. |1 1 ik
MY = 2°P'— | d&’xx 3 jﬁj—l—ZFikF ,

MY = / dx (' AT — 7w AT) — 7 (510 — 90) A,] .

Um célculo longo mostra que estes geradores satisfazem de fato a algebra do grupo

STHY — _FHOGY A, + Ly B g FoB,
7

/dSXﬂja”Aj = /d3x7rj [F”j —|—8jA”]

= /dSXﬂ'jFVj - /d3xA”V-E

= /dSXﬂ'jFVj,

onde usamos a equagao de Maxwell V- E = 0.
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de Poincaré em termos dos parénteses de Dirac, isto é,

{P",P"}p = 0,
{M/.LV7P>\}D — nl/)\PV . TIV)\P,LL7

{le7 M/\p}D — n“/\M”’J + anM/M _ nule/A _ 77”/\Mup‘
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Capitulo 3

Quantizacao Canonica da Eletrodinamica

de Lee e Wick

Utilizando a teoria de Dirac para sistemas com vinculos, quantizamos canonicamente

o modelo de Lee e Wick, que é um sistema de segunda ordem na lagrangiana.

3.1 Equacoes de campo e momentos para o modelo

de Lee e Wick

Variando a agao de Lee e Wick, obtemos

to O t2
55 = /t dt / x| 0, + =0, |64, + /t dt / d3x{ — 0,(F™GA,)

+% [aﬁ (aﬁ(aMFWMa) - 858,LF““5Aa) — 0’ (%%F ”‘“Ma)

00 (07 (0,576 A4,) — 00, P54, ) | }
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2 3 uv U uv 3 Ov 1 uv
= [ @x |0, F + —0uF [oa,+ [ax{-F +ﬁ<—aoaup

to to

T+ OF — 000, P )5 A, |

t1 t1

+ / d%{% (aupw - no”auF“‘))éAy}

Segue-se que as equagoes de campo e os momentos obedecem, respectivamente, as

relacoes

0 »
v v 1 vi v

T =—F"+ — 0,0, F" — 8,0, F™) (3.2)
v 1 v v

0 = — (8P — 109, FH0) | (3.3)

Estas equagoes podem ser obtidas alternativamente langando mao das equagoes (2.6),
(2.11) e (2.12).
Em termos dos potenciais as equagoes de campo (3.1) podem ser reescritas como

s€ segue

[1 + %} OAY — 8 (1 + %) 9, A" = 0, (3.4)

Definindo agora os campos elétrico e magnético como

FO=F' F9=¢ikp, (3.5)

as equagoes de campo assumem a forma
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<1+%>V-E — 0, (3.6)

(1+ %) GE—-VxB) = 0. (3.7)

3.2 Vinculos primarios e secundarios para o modelo

de Lee e Wick

O hessiano associado a lagrangiana de Lee e Wick, ou seja,

tem determinante nulo, o que mostra que a lagrangiana em questao ¢é singular. Tal re-
sultado ja era esperado, uma vez que esta lagrangiana ¢ invariante de gauge. De acordo
com os resultados da secio anterior, as varidveis dinamicas sao (A%, 7,) e (A%, 1,), onde
A* = A é considerada uma varigvel independente.

A partir das relagoes (3.2) e (3.3), chegamos aos dois vinculos primérios do modelo
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Ql = 7’]0%07 (38)

Qy = m+0m ~0. (3.9)
Notando que n° = %@F #i obtemos prontamente que
A; = mPn; + 0;F;; + 0; Ay, (3.10)
e, consequentemente, que
n' A; = mn'n; + 'O, Fji + /0, Ay,

A hamiltoniana canonica pode entao ser escrita como

Heo = /d3x [WQAQ + na;l — L}

_ _ _ 1 1 1
= /dBX {WOAO — midi + Ao(Oimi) — §m27h2 +(0mi) Fyi = 5 0 + ZLFZ
1
o2 (&-Fio)(@ijo)} : (3.11)
Consequentemente, a hamiltoniana primaria tem a seguinte forma
Hy, = Hc + /ng [Ano + Aa(mo + Oim)] - (3.12)

Podemos agora impor que os vinculos primarios sejam preservados no tempo. Usando

os parénteses de Poisson fundamentais,
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{A%(x,t), ms(x',t)} = 6;53(x—x’).

{A%(x,t),mp(x 1)} = 050°(x —x),

é facil mostrar que

770 = {Uo,Hl}%O, (313)

(70 + Oyi) = {mo+ Oy, Hi} = Oym' = 0, (3.14)

0 que mostra que existe um vinculo secundario 0;m; ~ 0.

Vamos continuar procurando vinculos secundarios. Utilizando a hamiltoniana
H2 = HC -+ /dSX [)\1770 + )\2(7’(’0 -+ 61771) -+ )\381'771'] s (315)

e computando 0;1; = {0;m;, Ha}, concluimos que {0;m;, Ho} ~ 0, o que implica em que
a condicao de consisténcia nao fornece novos vinculos. Resulta, em decorréncia, que a
hamiltoniana estendida, H, coincide com Ho.

Passemos agora a analise das equacoes de campo de Hamilton. As equacoes relativas

a A; nos dizem que

enquanto que aquela associada a Ag nos fornece
Ay = {Ag, HY = Ay + )\, (3.17)
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o que permite escolher os seguintes valores para os multiplicadores de Lagrange acima
A =0, A3=0. (3.18)

Por outro lado, as equagoes concernentes a A; e Ag, nos levam aos seguintes resultados

Ay = {Ai, HY = m’n; + 0;Fji + 0 Ay, (3.19)

Ay = {4y, H} =\, (3.20)

A equagao (3.19) reproduz a equagcao (3.10), ao passo que a equacao (3.20) nos afianga
por um lado, que Ay é uma funcio arbitréria e, consequentemente, que Ay é também

arbitrario; por outro, que podemos escolher o multiplicador de Lagrange

As equacoes de campo concernentes a 1, T € T, hao trazem novas informagoes, e serao
por isso omitidas.

A hamiltoniana estendida pode entao ser escrita finalmente sob a forma
H=H, + /d?’xflono. (3.21)

Esta hamiltoniana gera a evolucao temporal do sistema com total liberdade de gauge.
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3.3 Quantizacao candnica do modelo de Lee e Wick

E f4cil constatar que os vinculos 79 & 0, w9+ 9;n; ~ 0 e 0;m; &~ 0 sao de primeira classe.
Como estes sao em nimero de trés, precisaremos de trés condigoes de gauge.

Estas condi¢oes podem ser encontradas através da andlise das equacoes de campo
(3.4). Vé-se facilmente que estas reduzem-se a uma “equagao de onda generalizada”

(1 n E) 04, =0, (3.22)

m2

se e somente se a seguinte equacao é satisfeita
H p
(1 + ﬁ) 9, A" = C, (3.23)

onde C' é uma constante que pode ser escolhida igual a zero sem perda de generalidade.
A condicao

(1 + %) 9, A" =0, (3.24)

nada mais é que uma “condicao de gauge de Lorentz generalizada”. Isto posto, retor-
nemos a questao da determinacao das trés condigoes de gauge. Para tanto, notemos

que as equagoes de campo (3.4) podem ser reescritas como

(1+%)DA0—80[(H—%)flo%—(l%—%)V-A} — 0, (3.25)
(1+%>DA,-—&-[(1+%>A0+(1+%>V-A} — 0. (3.26)
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Estas equacoes nos mostram que o conjunto de condicoes de gauge?,

Ay =0, <1+%>V-A:0, Ay =0,

¢ compativel com as equagoes (3.25) e (3.26). Observe que estes vinculos sdo consis-
tentes, isto é, nao possuem evolucao temporal.

Usando um procedimento similar aquele que usamos no caso da eletrodinamica de
Maxwell, pode-se mostrar que estes “vinculos de gauge” sao atingiveis.

Vamos entao computar a matriz dos parénteses dos vinculos, que sera inversivel
caso o conjunto de condicoes de gauge que selecionamos acima seja apropriado. Os
vinculos de nosso modelo, todos de segunda classe, podem ser enumerados como se

segue

O

m2

Ql = A()%O, QQZ<1+ )81141%0, QgZA()%O,

U = =0, Qs=m+0n~0, Q=0m~0.

Operando com estes vinculos, obtemos prontamente a matriz dos parénteses dos vin-

culos do sistema, ou seja

1Poderfamos ter escolhido igualmente o conjunto de condicdes de gauge Ag =0, V-A =0, Ay = 0.
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0 0 0 1 0 0
0 0 0 o0 (1-%)Vv
0 0 0 0 1 0
C= 53 (x — x).
—1 0 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0
o -(1-%)v o0 0 0 0
Esta matriz ¢é inversivel, sendo sua inversa igual a
0 0 0 —5%(x — x') 0 0
0 0 0 0 0 G(x —x)
o1 0 0 0 0 —83(x — x') 0
83 (x —x) 0 0 0 0 0
0 0 53 (x —x) 0 0 0
0 —G(x —x) 0 0 0 0
onde G(x —x’) é a fungdo de Green do operador <1 — Z—z) V? e satisfaz, portanto, &
equacao (1 — Z—i) V2G(x — x') = —6*(x — X'), que tem por solucao
1 1 /
) = 1 — —m|x—x |:| ]
Glx—x) A7 |x — x| [ ‘

Podemos agora determinar os parénteses de Dirac. Um céalculo direto nos mostra
que os tinicos parénteses de Dirac ndo triviais sao { A#(x, t), 7 (x, 1)} p e {A*(x, 1), 0" (X', 1)} p.

Passemos, entao, ao computo desses objetos.
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{A*(x,t), 7" (X, t)}p = PV (x—x) — / Pyd*zn”°6% (x — )0 (y — z)n™6*(z — X)

2
+ [ vaur ooy -0 (1- 3 ) gL - x),

m?2 ) 029

{A(x,t), 0" (¥, t)}p = "8 (x—x) - / Cyd’z5* (x — y)8*(y — 2)n"°8°(z — x').

Portanto,

vQ

{MmmﬂamgzmWw%%ﬂmewa——)aa

oxt 0x'I

G(x —x),

m2

{AMx,t), " (X )}p = (" —n""n")0% (x — ).

Como as relagoes de vinculo valem fortemente no que concerne aos parénteses de

Dirac, Ap, Ag e 1np sao nulos. Assim sendo, os comutadores nao nulos tomam a forma

[Al(x, 1), mj(x,1)] = i00°(x—x') +1i (1 — —) P0G(x—x),  (3.27)

[A(x,t),n;(x',t)] = i6:6°(x — x'). (3.28)

E importante notar que na auséncia de derivadas de ordem mais alta (3.27) se reduz

a (2.53).
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3.4 Discussao

Iniciamos nossa discussao com um pouco de “numerologia”. Conforme haviamos cons-
tatado no Capitulo 1, o modelo de LW é composto por uma particula de spin-1 sem
massa e um ghost massivo de spin-1, o que mostra que sao necessarios 3 vinculos de
gauge para a quantizacao canonica do sistema. Conforme vimos neste capitulo, o mo-
delo de LW apresenta 3 vinculos de primeira classe, o que implica em trés condigoes de
gauge.

Outro ponto importante é verificar se a algebra do grupo de Poincaré é satisfeita em
termos dos parénteses de Dirac. Os calculos neste caso sao mais sutis e complicados, nao
trazendo, no entanto, nenhuma contribuicao relevante a nossa investigacao. Maiores
detalhes sobre esta questao, assim como sobre a quantizacao candnica do modelo de
LW no “gauge de radiagao generalizado” podem ser encontrados na Ref. [1].

Para encerrarmos esta discussao vamos discorrer, de passagem, sobre a historia da
quantizagao de teorias eletromagnéticas de ordem superior.

Ao que tudo indica, a primeira tentativa de se quantizar uma teoria eletromagnética
de ordem superior foi feita por Podolsky e Kikuchin em 1944 [2], sendo repetida em
1948 por Podolsky e Schwed [3]. Nestes artigos a quantizagao foi realizada a la Gupta-
Bleuler; os resultados, porém, sao questionaveis, devido ao fato de que na época a
questao da implementacao do esquema de quantizacao que exige a quebra de simetria
de gauge, ou seja, a eliminacao das variaveis dependentes da teoria através da escolha
de condigoes de gauge que devem ser impostas nas variaveis dinamicas da teoria (um
procedimento, convenhamos, nada trivial no caso de uma teoria de ordem mais alta,
mesmo nos dias de hoje) — ndo era bem conhecido. E importante lembrar que a teoria

de vinculos de Dirac sé comecou a dar os seus primeiros passos em meados dos anos 60.
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Nos anos 50, George R. Pitman, Jr.2 [4] e Richard E. Martin® [5], analisaram em suas
teses de doutorado orientadas por Podolsky, novos aspectos da citada eletrodinamica.
Novamente, os resultados encontrados sao questionaveis devido a inabilidade em tratar
com os vinculos de gauge e avaliar corretamente a auto-energia do elétron.

A quantizacao candnica de teorias com derivadas de ordem mais alta via formalismo
com vinculos de Dirac tem sido, por sua vez, alvo de investigacao de alguns autores
[6-10]; por outro lado, a quantizacao de eletrodinamicas de ordem superior por métodos
que exigem como ponto de partida a determinacao dos vinculos primarios e secundarios
do modelo foram realizadas nas Refs. 11, 12, 13, e 14. Em [11] e [12] a lagrangiana da
teoria estd errada. Por outro lado, em [11] o nimero de vinculos primérios é igual a 2,
enquanto que em [12], a mesma teoria discutida em [11] apresenta apenas um vinculo
primério. Tanto em [11] quanto em [14] se reivindica que nao se pode usar o gauge
V- A =0, mas sim (1 + %) V-A =0. Em [12], por sua vez, é alegado que os dois
gauges sao apropriados. Acreditamos que este pequeno resumo seja suficiente para
mostrar que a quantizagao de uma teoria de gauge de ordem superior envolve, como

dizia Camoes, “engenho e arte”.

2Generalized Quantum Electrodynamics: a Covariant Formulation (University of Cincinnati,
Ph.D., 1960)

3Electron Self Energy in Generalized Quantum Electrodynamics (University of Cincinnati, Ph.D.,
1955)
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Capitulo

Consideracoes Finais

No Capitulo 1 encontramos que a massa da particula pesada de LW ¢é ~ 42GeV.
Este valor estd dentro do intervalo de 7-90GeV para m estimado por Lee e Wick, que
exigiram consisténcia com os dados conhecidos na época; ela é também da mesma
ordem que o valor para m considerado por Resnick e Sundaresan' (22.16GeV) no
calculo sobre os possiveis efeitos da particula pesada de LW no espalhamento elastico
ete™. E interessante notar que o limite que encontramos é também da mesma ordem
que as massas dos bdsons vetoriais encontrados na natureza (my ~ 80GeV, my ~
91GeV). Apesar dessas boas qualidades, este limite deveria ter sido detetado no LEP.
Na verdade, uma estimativa com dados mais recentes fornece um valor que esta fora
do alcance do LEP?.

Um aspecto interessante da eletrodinamica de LW ¢ a possibilidade dela ser com-

pativel com monopélos magnéticos. Abordamos este assunto em sequéncia?.

L. Resnick and M. Sundaresan, Phys, Rev D 5, 264 (1972); 6, 2721 (1972).

2A. Accioly, Investigations in the Electromagnetic Sector of the Lee-Wick Standard Model (sub-
metido a J. High Energy Phys.).

3A. Accioly, Monopoles, Duality, and Higher-Derivative Electromagnetic Theories (submetido &
Phys. Rev. D).
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Na presenca de uma fonte, Lionte = —A*J,, as equagoes de campo da eletrodinamica

de LW sao

(1+?0)0,F™ = J", (4.1)

0, F" =0, (4.2)

onde Fm = %e“”o‘ﬂFag. Agora, introduzindo uma corrente magnética k* = (o,k) no
lado direito da equagao (4.2), obtemos as seguintes equagoes de campo de ordem mais

alta modificadas

(1+?0)9,F™ = J", (4.3)

O FM = k. (4.4)

Nao ¢é dificil mostrar que este sistema de equagoes descreve a existéncia de uma carga
magnética. De fato, na auséncia de campos elétricos, cargas e correntes elétricas, nos

restam essencialmente duas equagoes para o campo magnetostéatico

V-B =o, (4.5)

(1-1*V*HV x B =0. (4.6)

Estas equagoes apresentam a familiar solugao de monopdlos de Dirac, ou seja, B =
i5t, onde g ¢ a carga magnética. Usando os métodos usuais, a famosa condicao de
quantizacao de Dirac 2 = %, onde ¢q ¢ a carga elétrica, e n é um inteiro, pode ser

facilmente recuperada.

Conseguimos, deste modo, encontrar um sistema de equacgoes consistente do tipo
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Maxwell + bdson vetorial massivo + carga magnética. E importante frisar que o
monopdlo de Dirac e o bdson vetorial massivo nao podem coexistir no contexto da
eletrodinamica massiva de Proca* devido a esta, ao contrério da eletrodinamica de Lee
e Wick, nao ser invariante de gauge. A prépria existéncia do monopélo de Dirac é, sem
duvida, ligada a existéncia da invariancia de gauge da teoria correspondente.
Curiosamente, o sistema formado pelas equagdes (4.1) e (4.2) ndo é simétrico
sob transformacoes de dualidade F* — [Fw | [ — — [ gumentado por j* —
k#, kF — —j#. Este resultado nos motiva a procurar por uma generalizagao do modelo
de LW onde as equacgoes de campo sejam simétricas sob transformagoes de dualidade,
e compativeis com uma carga magnética do tipo de Dirac. O modelo definido pelas

equacoes de campo

(1+?0)9,F™ = J", (4.7)

(14 1’0)0,F" =k, (4.8)

¢ uma boa tentativa nesta direcao, ja que é simétrico sob transformacoes de dualidade®.
Vejamos entao se ele pode acomodar um monopdlo do tipo de Dirac. Para um monopélo
magnético estatico de intensidade ¢ fixo na origem, as equagoes anteriores se reduzem

a

(1—-1*V)V-B = gi(r), (4.9)

(1-1*V*)V x B =0, (4.10)

4A. Ignatiev and G. Joshi, Phys. Rev. D 53, 984 (1996).
E importante notar que (1 + lQD)BuF #¥ ¢ identicamente nulo na auséncia de corrente magnética.

63



cuja solucao é

B== - f. (4.11)

Para grandes distancias, esta solugao reproduz a de Dirac, como deveria. Nosso ponto,
contudo, é verificar se ela descreve ou nao um monopédlo em pequenas distancias. Para
tanto, vamos calcular o fluxo magnético radial dado pela equacao (4.11) através de
uma superficie esférica S de raio r com o monopdlo estatico de carga g no centro.

Realizando este calculo, encontramos imediatamente

/SB-dszg[l—(H%)e’i], (4.12)

o que implica que para r/l < 1, fSB -dS =~ 0. Agora, levando em conta que se
B=VxA, | ¢ B - dS ¢ identicamente nulo, chegamos a conclusao de que A pode
existir em toda a regiao considerada. Portanto, esta é uma solucao tipo-monopolo. No
entanto, a carga magnética correspondente nao obedece a condicao de quantizacao de
Dirac. De fato, para r/l < 1, B ~ #%f‘, o que implica que o campo magnético
decresce como 1/r invés de 1/r3. Este comportamento bizarro do campo magnético
certamente nos impede de recuperar a condi¢ao de quantizagao de Dirac. Uma maneira

heuristica de ver isso é considerar o movimento de uma particula de massa m e carga

¢ no campo do monopdlo magnético. Da equacao de movimento da particula, m¥ =

4
di

(V]
|

gt X B, obtemos a variagao de seu momento angular, %(r x mi) = 45 (%), um
b1 Tl b

Qu

t

resultado que nos impossibilita definir um momento angular total conservado como no
caso do monopdlo de Dirac. Agora, se as distancias nao sao nem tao grandes nem tao

pequenas o potencial vetor nao pode existir em todo lugar do dominio encerrado por
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S pois FM satisfaz a equacio (4.8) em vez de (4.4). Infelizmente nao podemos superar

esta dificuldade introduzindo o conceito de uma corda assim como Dirac fez, ja que

e~ T/l

rl?

neste caso V- B (= ;L ) nao se anula em nenhum lugar da regido em questao.

Resumindo: o modelo de LW ¢é compativel com monopdlos magnéticos de Dirac,
mas nao é simétrico sob transformacoes de dualidade; sua versao generalizada, por sua
vez, é invariante sob transformacoes de dualidade, porém incompativel com monopodlos
magnéticos de Dirac.

Para finalizar, vamos comentar rapidamente as investigacoes que seriam, de certa
maneira, uma continuacao natural deste trabalho. Como vimos que nao podemos
acomodar simultaneamente monopodlos de Dirac e transformacgoes de dualidade na ele-
trodinamica de LW e nem em uma versao estendida da mesma, seria interessante inves-
tigar a possibilidade desta coexisténcia em eletrodinamicas com violagao da simetria
de Lorentz, tais como a de Myers-Pospelov® e de Gambini-Pullin”. Um outro ponto

interessante seria estudar em detalhes as modificagoes introduzidas pelas derivadas de

ordem mais alta no setor eletrofraco do MPLW.

6R. Myers and M. Pospelov, Phys. Rev. Lett. 90, 211601 (2003).
"R. Gambini and J. Pullin, Phys. Rev. D 59, 124021 (1999).
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