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Resumo

Neste trabalho classificaremos as representacoes lineares da algebra de supersimetria
N-estendida unidimensional e mostramos explicitamente os modelos sigma associados.

Para N = 4, dois tipos de representacoes nao-minimais sao estudadas as quais, de
acordo a seus grafos associados, podem ser completamente redutiveis e redutiveis mas
indecomponivel, onde seus campos componentes é conformado por 8 bésons e 8 férmions.
Multipletos inequivalentes off-shell sao encontrados por meio da transformacao de ves-
timento a partir do multipleto raiz, com énfases naqueles multipletos de comprimento
trés. A classificacao é feita considerando o simbolo de conectividade.

Também estudamos a representacao linear nao-minimal N = 5 que consta de 16
bosons e 16 fermions.

Tanto para N = 4 e N = 5 sdo construidos explicitamente os modelos sigma asso-
ciados com uma métrica conformalmente plana. Dois métodos para a construgao de
Lagrangeanas dinamicas sao apresentados para os multipletos off-shell que de acordo
com seus simbolos de conectividades, fontes fermionicas, estes podem ser com um pre-
potencial vinculado ou sem vinculo. Para N' = 4 nao-minimal provamos que, aplicando
e impondo invariancia sob uma quinta supersimetria na Lagrangeana dinamica, auto-
maticamente é invariante até N' = 6, 7, 8 supersimetrias com um prepotencial vinculado.
Para N = 5 nao-minimal é construida uma acao dindmica para um caso particular onde,
impondo uma sexta supersimetria, a mesma ¢ invariante supersimétrica até N' = 9.

Uma aplicacao de nosso formalismo é feita para o segundo mapeamento de Hopf,
especificamente na supersimetrizacao do mapeamento R® — R5 onde a reducao é rea-
lizada sob o grupo SU(2) obtendo como resultado um sistema com a presenga de um
monopolo de Yang.



Abstract

In this work we will classify linear representations of N-extended one-dimensional su-
persymmetry algebra and present explicitly their associated sigma models.

For N = 4, according to their associated graphs, we study two types of non-minimal
representations: one is completely reducible and the another one is reducible but inde-
composable, where in both cases their component fields are 8 bosons and 8 fermions.
Inequivalent off-shell multiplets are found through dressing operators from the root mul-
tiplets, and emphasizing on multiplets of length three are classified by considering the
connectivity symbol.

We also study the linear representations of non-minimal N/ = 5 that contain 16
bosons and 16 bosons fermions.

For both N' = 4 and N/ = 5 we constructed the associated sigma models expli-
citly that their metrics are conformally flat . We present two methods for constructing
supersymmetric A" = 4 invariant dynamical Lagrangian that according to the connec-
tivity symbols in some cases the prepotential is constrained. For N’ = 4 non-minimal
we prove that, applying and imposing invariance on the dynamical Lagrangian under
fifth supersymmetry implies automatically invariant under N’ = 6, 7, 8 supersymmetries
with constrained prepotential. For A" = 5 non-minimal we construct the action for one
particular case where imposing the sixth supersymmetry implies automatically invariant
until N' = 9 supersymmetries.

As an application we apply our formalism to supersymmetrize the second Hopf map ,
specifically in the supersymmetrization of mapping R® — R® via SU(2) group reduction.
The five-dimensional supersymmetric systems specified by the presence of an SU(2) Yang
monopole.

vi



Introducao

Um dos grandes sucessos da Teoria Quantica de Campos é a correta previsao da natureza
de uma particula qualquer associando sua estatistica, bosonica ou fermionica, a sua
propriedade espinorial.

Do ponto de vista de uma teoria de unificagao, é absolutamente natural a procura
de uma explicacao para ambos os tipos de particulas num tnico contexto. Diferentes
possibilidades estao abertas. Podemos pensar no uso da propriedade que dois férmions se
comportam como um bdson para tentar interpretar os bosons como estados ligados dos
férmions. Outra possibilidade muito mais atraente consiste em procurar uma simetria
que permita acomodar os bdsons e os férmions dentro de um mesmo multipleto. Tal
simetria é conhecida como Supersimetria.

Nas exploracoes historicas dos descobrimentos cientificos, especialmente tedricos, é
quase sempre dificil fazer uma linha que marque o verdadeiro comego que poderia separar
um “antes” de um “depois”. Mas sempre existe uma cadeia de trabalhos que podem
ser interpolados mais ou menos continuamente. A supersimetria nao é uma excecao,
contendo multiplas raizes de origem.

Nos anos sessenta se acreditava que nao era possivel achar uma simetria com as
particulas com diferentes spins no mesmo multipleto. O famoso teorema de “no-go”
de Coleman-Mandula impedia tal acontecimento [8]. Entretanto, cada teorema no-go
pode ser aplicado se todas as suas hipoteses forem satisfeitas. Flexibilizando-se algumas
hipéteses existe a opcao de contornar o teorema, quer dizer, o teorema de Coleman-
Mandula nao contemplou a extensao das simetrias fornecidas por algebras graduadas
relacionadas com supergrupos, construidos com variaveis comutantes e anticomutantes.
Tal extensao permite que particulas de spin inteiro e semi-inteiro sejam acomodadas
dentro de um tnico multipleto de transformacgoes supersimétricas.

A supersimetria (SUSY) foi observada como uma simetria bi-dimensional no chamado
“world-sheet”na teoria de cordas no comeco dos anos '70 por Pierre Ramond, John
H. Schwarz e Andre Neveu [13]. Aproximadamente ao mesmo tempo J.L. Gervais e
B. Sakita (1971) [9], Golfand e Likhtman (1971) [10] encontraram a superextensao da
algebra de Poincaré e foi construida a primeira teoria de campos quadri-dimensional com
supersimetria. Ao mesmo tempo, Volkov e seus colaboradores (independentemente) [11]
sugeriram uma realizacao nao-linear da supersimetria que deu comecgo a teoria de su-
pergravidade.

Uma segunda revolugao da supersimetria foi com o trabalho de Wess e Zumino
em 1973 [12] (trés trabalhos no mesmo ano) que construiu a supersimetria em quatro
dimensoes, Lagrangeanas renormalizaveis e introduziu a teoria de calibre supersimétrica.



Mais tarde, no comego dos anos ‘80 foi introduzida a primeira versao do Modelo Minimal
Bésico Supersimétrico (MMES) que resolvia varios problemas sendo que naquele tempo
o mais importante era o problema da hierarquia. Talvez possamos considerar este fato
como a terceira revolucao da supersimetria.

O modelo da mecanica quantica supersimétrica foi primeiramente introduzido por
E. Witten em 1981 [I]. Este modelo foi utilizado para testar os mecanismos de que-
bra espontanea da supersimetria num esquema nao relativista da teoria quantica de
campos, mas este fato conduziu a novas linhas de pesquisa e teve varias aplicagoes em
diversas areas da fisica. Recentemente, uma maior atencao tem sido dada aos modelos
unidimensionais com supersimetria /N-estendida pelo fato de estarem relacionadas com
supersimetrias com D > 1 via reducao dimensional.

Supersimetria tem sido estudada por quase quatro décadas em fisica, mas ainda nao
temos uma teoria completa no que concerne as representacoes “off-shell”. Sé sao co-
nhecidas até agora estruturas completas de supermulitpletos off-shell para um nimero
menor de supercargas, contando de forma independente as componentes dos espinores.
Para obtermos uma solugao deste problema, em [14] foi proposta uma reducao dimen-
sional para 1-D (“worldline”) mecéanica quantica supersimétrica, obtendo assim uma
teoria completa de representagoes off-shell. Depois, a ideia foi fazer o processo inverso,
quer dizer, estender dimensionalmente a um espago-tempo maior (chamado também de
Oxidagao), por exemplo veja-se [70} [71], 72, 73, [74].

O nimero N de operadores de supersimetria e a dimensao de espaco-tempo, D, estao
ligados. Reduzir dimensoes numa teoria supersimétrica implica aumentar o niimero de
extensoes N em teoria com dimensao reduzida. Assim, para obter uma teoria ligada as
teorias em altas dimensoes, como supercordas ou supergravidade, é necessario construir
uma teoria supersimétrica com grande numero N de supersimetrias em dimensao mais
baixa. Um esbogo disto é mostrado na Figura [1] [34]. Entao, teorias com N supersime-
trias em D = 4 (3+1 dimensoes) sdo equivalentes a 4N supersimetrias em D = 1(0 4 1
dimensoes).

Em [2, 3, 30, 31, 32, 69] foi desenvolvido um método de classificagao das repre-
sentagoes de mecanica quantica supesimétrica N-estendida para qualquer niimero N
de supersimetrias. O método pode ser aplicado para grandes valores de N e utilizado
na analise das teorias ligadas a supercordas e supergravidade que possuem na redugao
dimensional supersimetrias estendidas com nimero N = 16 e N = 32. A importancia
das algebras de Clifford foi indicada em [37, 38] para construir representagoes de super-
simetria para grandes valores de N. Em [2] foi feita uma contribui¢ao & compreensao da
natureza das representacoes lineares irredutiveis das supersimetrias N-estendidas. Foi
provado que sua algebra supersimétrica estd em uma correspondéncia um a um com as
algebras de Clifford com representacoes matriciais do tipo Weyl.

Numa outra linha de investigacao é utilizado o formalismo de superespaco e su-
percampo para construir os invariantes da supersimetria N-estendida [4, 29, 35, 36, 39],
onde para valores baixos de /N o uso deste formalismo é conveniente; mas esta construgao
comegca logo a nao ser viavel para grandes valores de N. A razao é que, aumentando N,
os supercampos associados sao altamente redutiveis, portanto a introducao de vinculos
é necessaria para obtermos as representacoes irredutiveis. Porém, o formalismo de su-
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Figura 1: Cada Teoria Quantica de Campos Supersimétrica (TQCS) tem uma “sombra”
em Mecanica Quantica Supersimétrica (MQS) por meio da redugao dimensional de todas
as dimensoes espaciais.

percampo ainda nao estd disponivel para valores maiores de N (N > 8) [39].

A mecéanica quantica supersimétrica (MQS) tem muitas aplicagoes em diferentes
areas de pesquisa. Por exemplo, no processo de ruptura espontanea da supersimetria
[15, [16], na descrigao de monopolos magnéticos e buracos negros [17, 18, 19, 20, 62].
Nos ultimos tempos, em tépicos relacionados com a versao AdS,/CFT; [60, 61] da
correspondéncia AdS/CFT [21], 22], e na extensao superconforme da MQS [23, 24] 25|
20, 27, 158, 59, 68, 50], recentemente [28, [59].

Neste trabalho de tese apresentamos a classificacao das representagoes da algebra de
supersimetria N-estendida associada com um espaco unidimensional. Esta classificagao
é feita em termos de supermultipletos de diferentes comprimentos, geradas por uma
transformacdo de vestimento, onde todas as representagoes irredutiveis para qualquer
N dado podem ser obtidas a partir da representacao bésica, chamado multipleto raiz
(de comprimento 2). Nestes supermultipletos as transformagdes supersimétricas atuam
de tal modo que cada campo componente é precisamente mapeado em outro campo
componente ou em sua derivada, entao facilmente podem ser representadas por graficos
chamados grafos supersimétricos (ou Adinkras) [33, 34].

As acoOes invariantes associadas aos supermultipletos foram construidas sem utilizar o
formalismo de superespaco e supercampo, superando assim as dificuldades que ocorrem
nesta abordagem para valores grandes de N. Necessariamente um programa computa-
cional foi desenvolvido para este fim (em Maple 12), pois em nosso caso trabalhamos
diretamente com as componentes dos multipletos. Nele, podem-se facilmente manipular
expressoes que contenham varidveis Grassmanianas. No Capitulo 3 foi construida uma
acao invariante perante N = 9. Assim, o método introduzido e o programa computa-
cional fornecem a possibilidade de construirmos sistematicamente agoes para N > 9.

Até aqui, as agoes correspondem as supersimetrias lineares que descrevem somente
variedades conformalmente planas. Entao, para obtermos o quadro mais completo é
necessario considerar as representagoes nao lineares. As tentativas de classificar multi-
pletos nao lineares nao tinham sucesso por causa da grande diversidade dos métodos de



construcao [41], 42, 43|, 144, 45 (50} 51, 54]. Neste trabalho vamos usar uma abordagem
capaz de gerar multipletos nao lineares baseado no segundo mapeamento de Hopf via
reducao dimensional. Investigamos em particular o caso D = 5, onde a acao do sistema
reduzido dimensionalmente apresenta um monopolo. Para o primeiro mapeamento de
Hopf foi feito em [55]. Alguns trabalhos relacionados com este tipo de abordagens sao
[48, 149, 53|, 220, 52].

No Capitulo 1, expomos (sucintamente) as preliminares matematicas e a teoria basica
geral da supersimetria N-estendida. Inicialmente mostramos as algebras de Clifford
e suas ligagoes com as algebras divisionais, a construcao algoritmica das algebras de
Clifford para qualquer espaco-tempo, a nocao de dlgebras maximais e nao maximais.
Introduzimos a transformacao de vestimento, as representacoes irredutiveis, os grafos
supersimétricos, e finalmente mostramos os métodos que serao utilizados na construgao
de acoes invariantes nos capitulos subsequentes.

No Capitulo 2, classificamos as representagoes da algebra de supersimetria N-estendida.
Em particular é apresentado para N = 4 nao-minimal, que consiste de uma repre-
sentacao completamente redutivel e outra redutivel mas indecomponivel que, de acordo
com seus grafos associados podem ser desconectados ou conectados de seus submultiple-
tos irredutiveis. O processo de oxidacao N = 4 em N = 5 é apresentado considerando
o simbolo de conectividade. Também foi estudado explicitamente o caso N = 5 nao-
minimal que consiste de 16 bosons e 16 férmions. Mostramos os geradores bosonicos que
comutam com as cinco transformagoes supersimétricas, e a representacao grafica deste
geradores é mostrada num tetraedro, a esta estrutura chamamos de pseudosedénions.

No Capitulo 3 construimos os modelos sigma associados as representagoes classi-
ficadas no Capitulo 2. Dois tipos de construgoes sao utilizados para esse fim, o uso
de um ou outro depende do tipo de conectividade que possuem os multipletos. Para
N = 4 apresentamos as agoes invariantes dinamicas, contendo na sua estrutura seja um
prepotencial vinculado ou sem vinculo nas coordenadas do espaco alvo.

No Capitulo 4 fazemos uma aplicacao de nosso formalismo referente ao processo
de supersimetrizagdo do segundo mapeamento de Hopf [52]. Temos como resultado,
depois do processo de reducao dimensional, um sistema supersimétrico com a presenca
de um monopolo de Yang SU(2). Neste caso a supersimetria estendida corresponde a
um multipleto N = 5.

Os resultados originais desta tese encontram-se em [67, 69, 40, [75].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma breve exposicao dos conceitos basicos que serao necessarios
ao entendimento dos capitulos subsequentes.

1.1 Algebras de Clifford e dlgebras divisionais

As quatro algebras divisionais real (R), complexo (C), quatérnion (H) e octonion (QO)
tém 0, 1, 3 e 7 elementos imaginarios e; respectivamente, que satisfazem a relagao

€€ = —(51']' + C’ijkek, (1.1)

onde 7, 7, k toma valores 1 no caso complexo, 1,2,3 no caso quaternionico e 1,2,...,7
no caso octonionico. Cjj, sao constantes de estrutura totalmente antisimétricas da
correspondente algebra divisional.

Qualquer elemento X numa dada algebra pode ser escrito como

X = To + ZT;€e;, (12)

onde xy e x; sao reais, ¢ toma valores de 1,3 e 7 para C, H e O respectivamente. O
conjugado X* de X é definido por

X" = Ty — Ti€4, (13)

que permite a introducao de uma algebra de divisao normada com o produto X*X. O
vinculo sobre a norma X*X = 1 produz as 3 esferas S, S e S7 associadas com C, H e
O, respectivamente.

A é&lgebra de Clifford Cl(p,q) se constréi a partir dos geradores I'* para espago-
tempos de assinatura arbitraria que satisfazem a seguinte relacao

THTY 4 DVTH = 2, (1.4)

onde n* representa a matriz diagonal de assinatura (p,q), com p elementos positivos
(+1) e g elementos negativos (-1). Para nossos propédsitos trabalharemos com as dlgebras
de Clifford representadas por matrizes reais, com posterior conexao com as algebras
divisionais.



A representacao matricial da algebra de Clifford com d x d matrizes reais irredutiveis
é classificada com relagdo a uma matriz S (d x d) real mais geral que comuta com cada
I'), como
o

S, Fu] =0 (1.5)

com pu=12,..D.

Se a matriz S mais geral é miltipla da identidade, temos o caso real (R), S = A1.
Se a matriz S é uma soma de duas matrizes, onde a primeira é miltipla da identidade
e a outra é raiz quadrada de —1, temos o caso quase complexo (C), S =al +bJ. Se a
matriz S é a soma de quatro matrizes, com a primeira miultipla da identidade e a outras
3 matrizes linearmente independentes, temos o caso da algebra de Clifford quaternionica
(H) S = CL]_ + bEl —|— CE2 + dEg

Uma construgao recursiva de uma &lgebra de Clifford de um espaco-tempo D +
2 dimensional sera realizada, uma vez conhecida uma representacao D-dimensional,
usando um dos seguintes dois algoritmos

_ 0 v 0 14 1, O
voe () (Le) (v ) we

para (p,q) — (p+1,¢+1),

n= (55) (L) (B ) o

para (p,q) — (¢+2,p),

ou

as 7;’s denotam as matrizes gama d-dimensionais de um espaco-tempo D = p + ¢ com
assinatura (p, ¢). Assim as matrizes I';’s vao ter 2d-dimensoes.
As matrizes de Pauli bi-dimensionais com valores reais o4, 01, 09, dadas por

(5 ) e (03) (3 0) o

que satisfazem a élgebra de Clifford Cl(2,1), sdo obtidas usando o algoritmo (1.6) ou
(1.7) aplicado ao nimero 1 da realizagdo unidimensional da algebra de Clifford C1(1,0).
Aplicando um dos dois algoritmos passo a passo, obtemos uma série de representacoes
como C1(2,1), CI(3,2), Cl(4,3), etc.
Com a ajuda das matrizes de Pauli temos a algebra de Clifford C1(0,3) 4 x 4,

02 Q 04,
C(0,3) = 0a® 1y, (1.9)
01X 04y.

Temos também as matrizes 8 x 8 que realizam a algebra de Clifford C1(0,7),



02 Q09 ® 04,
o2 04 @ 1g,
()] X (o] X A,
o4 ®1y® 1y, (1.10)
01 @1 ® 04,
01 Q04 & 09,
01 X004 R Oo7.

C(0,7)

As representagoes (1.9) e (1.10) possuem somente matrizes v do tipo-tempo e sao
anti-simétricas.

Tanto C1(0,3) e CI(0, 7) sdo generalizadas como as séries C1(0,3+8n) e C1(0, 7+8n),
conhecidas como série quaternionica e octonionica, respectivamente, isto devido a sua
conexao com as algebras divisionais. Estas algebras, além de CI(1,0) e C1(0,1), sao
chamadas “dlgebras de Clifford primitivas maximais” que geram um outro conjunto de
algebras chamadas “algebras de Clifford maximais descendentes”, as quais sao obtidas
por iteratividade usando os dois algoritmos recursivos (1.6) e (1.7). Qualquer algebra
de Clifford nao maximal pode ser obtida de uma algebra maximal apagando um certo
nimero de matrizes gama.

A seguinte tabela mostra as representacoes de Clifford, obtidas aplicando os dois
algoritmos nas representacoes iniciais.

1 * 2 * 1 * 8 * 16 * 32 * 64 P 128 * 256 *
@0 = (1) = 2 = &3 = 64 — (6,5 = (1.6 = &1 — (598 =
1,2) — (2,3) — B4 — (&5 (5,60 — (6,7 — (7,8 —
c 0,1
(3,00 — (4,1) — (5,2) — (6,3) — (7,4 — (85 —  (9,6)
1,499 — (@5 — 66 — &7 — (66 — (69
H 0,3)  (
(5,00 — (6,1) — (1,2) — (83 — (9,4 — (10,5)
1,6 — (2,7 — 3,8 = (49 — (510
c 0,5)  «
(.00 — (81 — (9,2 — (10,3) — (11,4)
1,8) — (29 — (3,10 (4,11) (5,12)
R/O 0,7 |
(9,00 — (10,1) — (11,2) — (12,3) — (13,4)
(1,100 = (2,11 (3,12)
c 0,9 (
- (11,00 — (12,1) — (13,2)
T,12) = (2,13)
H (0,11) ¢
(13,0) — (14,1)
(1,14
c (0,13)
(15,0) —
1,16) —
R/O (0,15) ¢
(17,0) —

As colunas representam o nimero d que é o tamanho das matrizes gama com entradas
reais. As algebras de Clifford sublinhadas indicam as irreps iniciais, também chamadas
maximais primitivas. As representacoes de Clifford C1(0,1) e C1(0,5) ndo sdo maximais,
pois elas podem ser obtidas de CI(1,2) e C1(0,7) apagando duas matrizes gama. Entao
as séries que geram CI(0,1) e C1(0,5) sdo nao maximais. Além disso elas apresentam
uma estrutura complexa, que nao estd presente nas dlgebras maximais. E por isso
que se incluem as séries complexas entre as séries maximais, possuindo uma estrutura
divisional diferente de algebra da qual elas sdo obtidas. Portanto, C1(0,1) é diferente
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da estrutura de C1(1,2), a mesma consideracao vale para C1(0,5) e C1(0,7), C1(0,9) e
C1(0,11), C1(0,13) e C1(0, 15).
Para construir as representagoes matriciais com elementos complexos usamos a condicao

i = oa. As representacoes com entradas complexas tém a metade do tamanho do
que as representacoes com elementos reais. Para espacotempos que possuem algebras
de Clifford quaternionicas podemos ter representagoes matriciais com elementos reais,
complexos ou quaternionicos. No caso das entradas quaternionicas as matrizes tém um
quarto do tamanho que as representacoes com elementos reais. As unidades imaginarias
quaternionicas sao representadas pelas 3 matrizes 4 x 4 (1.9).

1.2 Reducao dimensional

A teoria de super Yang-Mills maximal existe em D = 10 dimensoes, enquanto a super-
gravidade maximal é permitida para D = 11. Pode-se construir a supergravidade em
espacotempos D < 11, mas nao é possivel existir uma supergravidade com D > 11.
O ntmero de campos independentes nestes espacos é menor que o numero de campos
independentes em baixas dimensoes.

Quando se faz a redugao dimensional das dimensoes extras até, por exemplo D = 4,
obtemos uma supersimetria AN -estendida *. A reducao dimensional da teoria de super
Yang-Mills D = 10 N =1 leva a uma teoria de super Yang-Mills A'= 4 maximalmente
estendida em D = 4 dimensoes, enquanto a reducao dimensional da teoria da super-
gravidade D = 11 N = 1 leva a uma teoria de supergravidade N/ = 8 maximalmente
estendida em D = 4 dimensodes. Se mais adiante reduzirmos dimensionalmente mais trés
coordenadas espaciais partindo de D = 4, onde as dimensoes espaciais sao congeladas,
ficando apenas com dependéncia da coordenada temporal, chegamos a uma mecanica
quantica supersimétrica N -estendida que admite, no caso de super Yang-Mills, N'= 16,
e no caso da supergravidade, N'= 32.

Na reducao dimensional D = 4 — D = 1 vamos supor que as trés dimensoes
espaciais pertencem a uma variedade compacta M, por exemplo uma tri-esfera S* onde
a dependéncia dos campos sob as dimensoes espaciais é congelada. Ou seja, nosso
espaco-tempo é Rx M.

Consideremos uma ac¢ao adimensional em D = 4

S = /d%:L, (1.11)

no processo da redugao, as trés variaveis espaciais contribuem com um fator global
constante chamado volumem Vol da variedade tridimensional como

/d4x = VolM./dt (1.12)

Em dimensoes de massa m (com [m]=1) temos que Vol = -5, entdo

[VOZM]D:4 = —3. (113)

'Daqui em adiante vamos denotar A/ para o caso unidimensional 1D e N para dimensoes maiores
D >1.



No caso D =1 o fator % contribui como fator global na teoria unidimensional ficando
a parte, #, que vai ser usado para re-escalonar todos os campos e constantes da teoria
em D = 4. Alguns deles apresentamos na seguinte tabela

Boson escalar o = [¢lpza=1 — [plp=1 =0
Conexao de calibre A, : [A)p=a=1 — [A,p=1=0
e L . L (1.14)
Vierbein e letlp=a=1 — leflp=1 =0
carga eletrica e : [e]lpza=0 — [e]p=1 =1

Na supersimetria N = 1 em D = 4 temos os seguintes multipletos da teoria: um
multipleto quiral decomposto em dois supercampos quirais ® e ®; um multipleto ve-
torial V; um multipleto vetorial no calibre de Wess-Zumino Vjyz; um multipleto da
supergravidade em termos de vierbein e gravitinos; um multipleto da supergravidade
calibrado que contém campos auxiliares extras. Todos eles sao apresentados na tabela

Multipleto quiral b P

Campos no multipleto (2,4,2)
Dimensionalidade D =4 [1,2,2]ps
Dimensionalidade D =1 [0,3,1]p—y
Multipleto Vetorial V=V

Campos no multipleto (1,4,6,4,1)
Dimensionalidade D =4 0, %, 1, %, 2] p=4
Dimensionalidade D =1 o [-1, —%, 0, %, 1 p=1
Multipleto Vetorial : Vno calibre de WZ
Campos no multipleto :(3,4,1)
Dimensionalidade D =4 :[1,2,2]ps (1.15)
Dimensionalidade D =1 : [0,2,1]p
Multipleto da SUGRA Doen,n

Campos no multipleto . (16,16)
Dimensionalidade D =4 : [0, 3] p=s
Dimensionalidade D =1 . [0,3]p=1
Multipleto da SUGRA calibrado : e, ¢7, 0°

Campos no multipleto . (6,12,6)
Dimensionalidade D =4 0,2, 1] ps
Dimensionalidade D =1 : 0,2, 1]p

Uma redugao mais formal e técnica é mostrada em [3, 6, [7].

Por exemplo, para o conhecido multipleto quiral 4D (3 + 1), N = 1, consiste de um
campo escalar A, um pseudo-escalar B, um férmion de Majorana ,, um campo auxiliar
escalar F', e um campo auxiliar pseudo-escalar G (no total temos 4 bésons e 4 férmions),
a Lagrangeana livre de interacoes ¢ dada por

1 1
Lp_y = —5(0MA)(5“A) - 5(%3)(5’*3)
+¢%(7ﬂ)ab¢aauwb + %FQ + %GZ, (1.16)
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que é invariante supersimétrica sob as transformacoes:

SA = @ (1.17)
§B = ey (1.18)
SF = iy, 0" (1.19)
0G = i€vy57,0"Y (1.20)
0 = —iy" (0, A+ v50,B)e — (F + v:G)e. (1.21)

Depois do processo de redugao dimensional para 1D (0 + 1) obtemos uma La-
grangeana para o multipleto unidimensional (2, 4,2) com N = 4, dada por:

1 1 1
EDzl — §(A/)2 + §(B/)2 + Zﬁéab'@bad]é +
invariante sob as transformagoes da Figura (1.4)).
No caso do multipleto vetorial 4D, N = 1 off-shell, é descrito por um vetor A,, um
fermion de Majorana A\, e um campo auxiliar pseudo-escalar d (no total 4 bésons e 4

férmions). A Lagrangeana supersimétrica para este sistema é:

1

1
5F2 + §G2, (1.22)

1 1 1
ED:4 = _4_1 ”VFNV + 52’(7“)“1’)\@8#)\1) + §d2, (123)
invariante sob as transformacoes
0A, = ey (1.24)
o = (—%UNVFMV — y5D)e (1.25)
0D = ey o). (1.26)

Reduzindo dimensionalmente, seu equivalente em D = 1 N = 4 é a Lagrangeana
para o multipleto (3,4, 1) dada por

1 1., 1
Lo = (AL + (A + () + 56NN, + 5 (1.27)

invariante sob as transformagoes da Fig.(1.2).

Para uma supersimetria N = 2, D = 4 super-QED, temos os acoplamentos entre
campos quirais com supercampos vetoriais. Na analise dimensional o multipleto uni-
dimensional correspondente é (5,8,3) N = 8, em termos de multipletos da subalgebra
N =4 é dado por (2,4,2) & (3,4,1).

Para o caso de superYang-Mills N =4, D =4 [63, [64], o correspondente multipleto
unidimensional é (9,16,7) = (5,8,3) ® (4,8,4), N = 9. E assim por diante.
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1.3 Supersimetria N-estendida unidimensional

A dlgebra de supersimetria para N operadores supersimétricos é dada pelas relacoes

{Qi,Q;} = oyH (1.28)
[Qi,H] = 0

onde @Q); sao os geradores fermionicos de supersimetria, H é um operador bosonico
chamado Hamiltoniano e 7,5 = 1,..., .

Nesta dlgebra existe uma correspondéncia um a um com as algebras de Clifford
Euclidianas (1.4) (com n;; = d;;) do tipo Weyl tal que

D=N e d=n (1.29)

onde D e d denotam a dimensionalidade do espaco Euclidiano e o tamanho das co-
rrespondentes matrizes de Clifford respectivamente. N e n denotam o numero de su-
persimetrias estendidas e o nimero de estados (sejam bosonicos e fermionicos) em um
multipleto irredutivel de uma representacao, respectivamente. Isto é

0 o

ri=( . %), {10} =26 (1.30)
o; 0

entao podemos representar os N geradores supersimétricos da mecanica quantica super-

simétrica como

0 ag;

que satisfazem a dlgebra supersimétrica N -estendida (1.28).

1.4 Representagoes irredutiveis (irreps)

As irreps da algebra supersimétrica N -estendida (1.28)) sao dadas pelos campos contidos
nos multipletos, sejam eles bosonicos ou fermionicos, agrupados de acordo com suas
dimensionalidades d; ou “spin™® (d; = d; + 5, onde d; ¢ uma constante arbitraria)
como (ny,ng,ns, ...,n;), onde [ > 2 é o chamado comprimento de representa¢do. O
nimero total de campos bosonicos ou fermionicos no multipleto é denotado por n, eles
podem ser ny + ng + ns + ... bésons e ng + ny + ng + ... férmions ou viceversa garantindo
sempre a igualdade n = ny + n3 +ns + ... = ny + ny + ng + .... Fisicamente, os campos
n; de dimensoes maiores sao os campos auxiliares os quais se transformam como uma
derivada temporal sobre o gerador supersimétrico.

Os multipletos admissiveis para uma N supersimetria podem ser recobrados a partir

do chamado multipleto raiz (n,n).

2No decorrer desta tese vamos usar as dimensoes de massa, para diferenciar os campos com diferentes
estatisticas.
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As representagoes minimais e lineares ou também chamados multipletos irredutiveis
estao determinados pelo niimero minimal n,,;, dos campos bosonicos e fermionicos para
um valor de N pela expressao

N=8l4+m, Ny =2"G(m), (1.32)

coml=0,1,2,...em=1,2,34,56,7,8.
G(m) é a fungao de Radon-Hurwitz

12 3 4 5 6 7 8
1 2 4 4 8 8 8 8 (1.33)

G(m)

O numero dos campos bosonicos ou fermionicos nas representacoes ate N = 32 ¢é
apresentado na tabela abaixo.

N=11|N=9 16 N=17 256 | N =25 4096

N=2 2/ N=10 32 |N=18 512 [N =26 8192

N=3 4/N=11 64 [N =19 1024 | N =27 16384

N=4 4/N=12 64 [N =20 1024 | N =28 16384 (1.34)
N=5 8/ N=13 128 N =21 2048 | N =29 32768 '
N=6 8§ N=14 128\ N =22 2048 | N =30 32768

N=7 8| N=15 128 N =23 2048 | N =31 32768

N=8 8/ N=16 128 | N =24 2048 | N =32 32768

E o nimero maximo de campos bosonicos ou fermionicos numa representacao, ou
seja, nao minimal, é dado por [69]

= V1 (1.35)

nmax

1.5 Transformacao de vestimento

O processo de construgao de multipletos (representagoes) com comprimento [ > 2 podem
ser feitas a partir do chamado multipleto raiz de comprimento [ = 2, isto é, com uma
redefinicao dos geradores (); mediante uma transformacao de vestimento definida por

Q; — QW = 5kQs®™ (1.36)
onde S* sdo matrizes diagonais e k = 1, ..., 2d. Explicitamente temos em componentes

sk = 0i;(1 — 0 + 056 H). (1.37)

)

Os operadores supersimétricos Q); %, obtidos pelo processo de vestimento, tém elemen-
tos que sao potencias do Hamiltoniano H. Aqueles operadores que nao tém elementos

3Nesta tese, () com chapéu, refere-se as transformacoes supersimétricas vestidas e, sem chapéu, Q,
as transformacoes dos multipletos raizes.
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com poténcia negativa no H, ou seja, pélos do tipo %, sao os operadores genuinos que
formam as representacoes da teoria chamadas também representacao local. Estes agem
linearmente num multipleto finito de bdésons e férmions. Entao, o problema de classi-
ficar as representacoes irredutiveis (irreps) de uma dlgebra supersimétrica N -estendida
se reduz ao problema de classificar os operadores vestidos QZ da representacao local.

Uma representacao local nao é necessariamente irredutivel, ela é se n e N satisfazem
(1.32).

O multipleto mais geral (dy, da, ..., d;) é recuperado a partir de (d, d) com uma trans-
formagao de vestimento, pois esta muda o spin dos campos do multipleto original.

Por exemplo o multipleto (1,2,1) = (v; A1, A2; g) com supersimetria N' = 2 pode ser
obtido do multipleto raiz (2,2) = (vy, v2; A1, A2) pela transformagao

U1 U1
A Vo . HUQ
sl =1 (1.38)
A2 A2
onde
10 00
A 0 H 00
S=10 0 1 0 (1.39)
0 0 01

Usando que H %, podemos redefinir Hvy, = g para obtermos assim o multipleto

(1,2,1) do multipleto raiz (2,2). Os operadores supersimétricos @Q; (i = 1,2) que atuam
em (2, 2) se transformam nos operadores ();, que atuam em (1,2, 1) da seguinte maneira

Qi = SQ:57". (1.40)

O caso dos multipletos de comprimento | = 3 do tipo (d — k,d, k) sao todos eles
multipletos locais. Portanto, o nimero de supersimetrias A’ é o mesmo que d.

Neste trabalho serao usados no decorrer desta tese os multipletos raizes (comprimen-
tos [ = 2) do tipo (d,d) (com d campos bosonicos com dimensao de massa 0 e d campos

fermionicos com dimensao de massa %, respectivamente), eles sao (4,4), (8,8) e (16, 16).

1.6 Grafos supersimétricos e simbolo de conectivi-
dade

Temos exemplos nos quais os fisicos tedricos incorporam um jeito de representar con-
ceitos matematicos que sao altamente simplificados em representacoes graficas, que
contém muita informacao de maneira visual. Um desses exemplos sao os diagramas
de Feynman, diagramas de Dynkin, diagramas de Penrose e etc., que ajudam a enten-
der certos aspectos da teoria.

Como as transformagoes de vestimento progressivamente alongam os supermulti-
pletos irredutiveis, uma forma que nos ajuda a estudar e classifica-los para qualquer
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supersimetria N -estendida é introduzindo, por um lado, uma técnica que representa
graficamente as transformacoes supersimétricas lineares chamado grafo. Por outro lado,
um simbolo que os caracteriza chamado simbolo de conectividade. A associacao é feita
entre grafos orientados e coloridos para cada uma das N -transformagoes supersimétricas
lineares. Os campos bosonicos e fermionicos sao representados por vértices. Eles podem
ser postos num plano discreto X — Y. A coordenada Y é escolhida para representar as
dimensoes de massa d dos campos. Por convencao, no eixo X sao postos os campos com
dimensao de massa menor. Os campos de dimensao maior tém valores positivos, inteiros
ou semi-inteiros de Y. Existem dois tipos de linhas de conexao que vao caracterizar uma
transformacao supersimétrica entre bosons e férmions que sao: uma linha sélida repre-
senta uma transformacgao com sinal positivo; e uma linha tracejada que representa uma
transformacao com sinal negativo.

Para nossos propodsitos, sé apresentamos a caracterizagao invariante do simbolo de
conectividade associado aos grafos de comprimento [ = 3 irreps. Estes supermultipletos
sao dados por (k,n, n—k) e seus campos componentes (z,;%y; g-), com p = 1, ..., k bésons
de dimensao de massa 0, ¢ = 1, ...,n férmions de dimensao %, er=1,...,n — k campos
auxiliares de dimensao 1. O simbolo de conectividade associado para um supermultipleto
¢ definido em termos do simbolo 1,4, explicitamente é dado por

Py = (M1)s, + (Ma)s, + .o + (Mz)s,. (1.41)

O simbolo contém a seguinte informacao: os n campos fermionicos 1, sao dividos
em subconjuntos de m, campos (z = 1,..,Z), onde s, representa o numero de linhas
que conecta estes subconjuntos de férmions com os n — k campos auxiliares ¢g,. Entao
se cumpre

mi+ms+ ... +myz =n, (1.42)

cada vez que s, # s, para z # 2.

Agora vamos apresentar alguns exemplos de grafos e simbolos de conectividades
associados aos multipletos supersimétricos.

Para N' = 1 temos o supermutipleto (v, \) , que é composto por um béson v e um
férmion A, representado como (1,1), portanto tem-se a seguinte lei de transformacao
supersimétrica

Q
vl A

Ao

(1.43)

Para N' = 2 (Q1,0)2) temos o multipleto raiz (vq,v2; A1, A2), composto por dois
bésons e dois férmions, representado por (2,2). Sob uma transformagao de vestimento
S = diag(1,H,1,1) e S = diag(H,H,1,1) que agem no @1 e @2 de acordo com a
equagao (1.36), se produzem os multipletos off-shell (1,2,1) e (0,2,2) de comprimento
3, respectivamente.

Nas seguintes tabelas e figuras apresentamos explicitamente estas transformacoes
supersimétricas com os seus respectivos grafos associados.
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Q1| Qo Q1| Q2 Q1| Q2
v | AL | Az v AL A A g| —9
V2 )\2 —)\1 )\1 Dl —g )\2 gg gl (144)
AL | U1 | =T A2 g U g1 | At | Ao
Ao | Uy | Ty g | X | =\ g2 }\2 —}\1

a)  (2,2,0) b)  (1,2,1) ) (0,2,2)

Para N =4 (Qy, ()», Q3, Q4) o multipleto raiz é (4, 4), seus campos componentes sao
(vo, Vi; Ao, Ai) com 4, j, k = 1,2,3. Este multipleto possui uma estrutura quaternionica e
é possivel escrever as 4 transformacoes de uma forma compacta como

Qa(vo, vj; Ao Aj) = (Ao, Aj; Do, Uy) (1.45)
Qi(vo, Vj; )\0, )\z) = ()\Z, —51']‘)\0 — gijk)\k; —@i, (Sijll)[) + 5ijk®k>- (146)

Com as seguintes transformagoes de vestimento S = diag(H,1,1,1,1,1,1,1), S
diag(1,1,H, H,1,1,1,1), S = diag(1,H,H, H,1,1,1,1) e S = diag(H, H, H, H,1,1,1,1)
aplicados nas transformagoes do multipleto raiz (1.45) e (1.46), de acordo com (1.306),
se produzem as seguintes representacgoes irredutiveis (3,4, 1), (2,4,2), (1,4,3) e (0,4, 4),
respectivamente. Todos estes multipletos possuem estrutura quaternionica com excegao
de (2,4,2) que possui uma estrutura complexa.

As transformagoes para o multipleto (3,4,1) sao dadas por:

Qu(vji X, Aj59) = (A3 9,055 ho) (1.47)

N .

Qi(vj: Xos Aji9) = (—0i;h0 — €ijkAk; — Uiy 0559 + €50k Ai)- (1.48)

Para o multipleto (1,4, 3) temos,

Qa(vo; Moy Njsg5) = (Ao Do, 953 Aj) (1.49)
Qz‘(Um o, )\jQ gj) = ()‘i; —Yis 5@']'7')0 + €ijkGk; _6ij)\0 - 5ijk:/\k)- (1'50)

Os grafos associados a estes multipletos e transformagoes supersimétricas sao mostradas
nas Figuras [1.1,1.2/1.3,1.4. Daqui em diante vamos usar a convencao de 193 = +1.
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Figura 1.1: Grafo: 14 = 4o, Figura 1.2: Grafo: 14 = 44,
(4, 4, 0) = (Uo, Uj; )\0, )\]) (3, 4, 1) = (Uj; )\0, )‘j; g).

Figura 1.3: Grafo: ¢, = 4, Figura 1.4: Grafo: 1, = 43,
(27 47 2) - (UOa U1, )\07 A‘77 92793)' (17 47 3) = (UO; )\Oa A‘77 gz)

Finalmente vamos introduzir dois conjuntos de 3 ntimeros ordenados para supermul-
tipletos de comprimento 3, chamados fontes S e alvos T, definidos como

S = [81,82,83], T = [tl,tg,tg], (151)

onde s; (t;) é o nimero de campos de dimensao de massa d; = % que nao tenha nenhuma
conexao com outro campo de dimensao d; — % (d;+ %) na representagao grafica. Para um
multipleto de comprimento 3 do tipo (k, n,n — k), necessariamente s; = k, s3 = 0, junto
com t; = 0 e t3 = n — k. Consequentemente, S e T' sao completamente determinados se
S € ty sao conhecidos.

1.7 Construcao de agoes e modelos sigma

Agora temos todos os ingredientes para construir invariantes para modelos sigma su-
persimétricos unidimensionais, cujo espaco alvo é parametrizado pelas coordenadas do
multipleto associado.
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Os modelos sigma Y sao mapeamentos unidimensionais sobre uma variedade Rie-
manniana M, provida de uma métrica g:

M,

30, (1.52)

X denota as coordenadas locais do espago alvo (o chamado “target space”). Fisicamente
eles sao componentes de campos bosonicos de um supermultipleto off-shell. Os demais
campos bosonicos sao os campos auxiliares. Aqui, a métrica g;; é funcao da chamada

—

fungao prepotencial F(X), ou seja g;; = gU(F()Z'))

Neste trabalho de tese vamos introduzir dois tipos de métodos para construir acoes
invariantes ou modelos sigma. Eles serao usados de acordo com o tipo de representagoes
e simbolos de conectividade que possuem.

e Construcao I:

Uma Lagrangeana supersimétrica manifestamente N -estendida é produzida como

i 5 L] — (1 [ N 11 : :
com as dimensoes de massa: [Lx7] = 2, [y =2 — 5 e [Q;] = 5. Isto implica que,
para termos uma Lagrangeana com dimensao de massa dois, no maximo podemos
construir com N = 4 supersimetrias manifestas.

Para a construcao de uma acao invariante supersimétrica N-estendida, com N >
N, temos que impor N'— A vinculos na acao, paraum j = N +1,..., N, da forma

Qilx = OR;x, (1.54)

ou seja, a Lagrangeana se transforma como uma derivada total onde R, 5 é uma
funcao qualquer com dimensao de massa igual a

R, x] = g (1.55)

Para N = 4 os modelos sigma sao determinados em termos de uma funcao nao
vinculada das coordenadas do espaco alvo, chamado funcao prepotencial.

A acao invariante S = w% J dtL é expressa através da Lagrangeana L:

L= Q1Q2Q3Q4F (1.56)

e Construcao II:

Este método consiste em construir Lagrangeanas para qualquer supermultipleto
“off-shell”de comprimento [ = 3, (k,n,n — k), a partir da Lagrangeana do seu
multipleto raiz associado (n,n).
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A Lagrangeana para o multipleto raiz se constréi com (1.56), que tem N = 4
supersimetrias manifestas. A dependéncia funcional desta Lagrangeana tem a
forma

1=1,..,n.

O seguinte passo é impor vinculos na Lagrangeana L tal que, para j = k, ..., 8,
temos

i _
811]‘ -

0, (1.58)

que elimina a dependéncia com v;.

Esta condicao nos permite considerar, de acordo com o processo de vestimento,
que os termos do tipo ¥; possam ser considerados como campos auxiliares g; de
dimensao de massa 1 formando parte do novo supermultipleto (k,n,n — k). Ou
seja

g = vj (1.59)
entao, vamos ter
L = L(vy, 0, i, Ui, 95), (1.60)
com!=0,..ki=1..,nej=k, ... n.

A nova Lagrangeana £ pode nio ser invariante sob A" = 4 supersimetrias. Isto
vai depender do tipo de supermultipleto associado e da conectividade que ele tem.
Para garantir a invariancia sob N' = 4 a condigao (1.54) tem que ser obedecida, o
que, em alguns casos, vai produzir un novo tipo de vinculo, entao, agora a nossa
nova fungao prepotencial é F(v;).
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Capitulo 2

Classificacao das representacoes
supersimétricas N-estendidas

Neste capitulo apresentaremos a classificagdo completa das representacoes nao-minimais
da algebra de supersimetria N -estendida num espaco unidimensional.

2.1 Multipletos raizes (8,8,0) e (16, 16,0)

Para N' = 8 minimal temos o multipleto raiz (8,8,0) de comprimento [ = 2. Ele
gera suas respectivas representagoes de comprimento [ = 3 do tipo (k, 8,8 — k) pelas
transformagoes de vestimento (1.36)).

As 8 transformacoes supersimétricas 16 x 16 que agem no multipleto raiz sao dadas
por

_ b 0 Y _ 1 0 s

onde as matrizes y; (j = 1,...,7) 8 x 8 podem ser escritas usando a algebra de Clifford
C1(0,7) da equagao (1.10) e a matriz vg como identidade 1s, quer dizer

N = 0280204,
Yo = 02 ®04® 1y,
V3 = 020104,
Yo = 04a®1:® 1y, (2.2)
V5 = 0113 ®oa,
Yo = 01Q04Q 02,
Vi o= 01Q04Q 01,

o= 1,81, ®1,.

As transformagoes (2.1) agem sobre o supermultipleto que contém 8 campos bosénicos
e 8 campos fermionicos dados explicitamente por (v, v;; Ao, A;), com 4,7 =1, ..., 7.
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Figura 2.1: Supermultipleto (8,8,0), N = 8: Qy, ()5,Q3, ()4,()-,Q¢, O7,Qs

O grafo correspondente para o multipleto raiz e suas transformagoes esta represen-
tado na Figura 2.1.

Uma forma compacta de escrever as transformacoes supersimétricas é usar a estru-
tura octonionica que eles possuem, ou seja

Qi(U07 Uy, o, >\j) = ()\i, —5ij)\0 - CijkAkQ —Uj, 51']'1')0 + Cijkbk)7 (2-3>
Qs(vo,v3 A0, Aj) = (Ao, Aj; 0o, 0;)

comi,j, k=1,...,7, onde as constantes de estrutura octonionica Cj;, sao completamente
anti-simétricas e temos a seguinte notacao

Ciag = Cius = Cirg = Coug = Cosy = Ciyy = Cs65 = +1, (2.5)

sua representacao no plano de Fano é dado na Figura 2.2l

Figura 2.2: Plano de Fano para as constantes de estrutura octonionica Cjjy.
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Além da estrutura octonionica as transformagoes do multipleto raiz possuem também
uma estrutura quaternionica onde renomeando os campos e as transformagoes do seguinte
modo

Q1 — Qi|vi — v — N\
Q2 — Qa|va — V2| — A
Qs — C_Q3 Us — Uz | A3 — %\3
Qi — Qajve — Vo| A — Ao (2.6)
Qs — Qijvs — V1A — M ‘
Qs — Q2|vs — T2 — Ao
Qr — Qz|vr — V3| A&7 — A3
Qs — Qijvo — wvo|A — Ao
obteremos o multipleto
(anvi’DOuDi;/\0,/\1'75\075\1') (27)
e as seguintes transformacoes supersimétricas
Qivo = N Qivo = — A\
Qivj = =000 + €ijeAe)  Qilj = iAo + EijeAr
Qido = —U; Qido = U;
QiAj = 0ij00 + €k Vg QiAj = —(dijV0 + €ijr k)
Qavo = Ao Q40 = Ao
Qv = N QuU; = N
Q1Mo = o Q1A = Uy
QaAj = 0 QaAj = 0
Qivg = \; QiUg = \; (28)
Qiv; = —0ij Ao + Eijk Ak QiUj = —0ijAo + Eijk Ak
Qiro = —U; Qiro = —U;
Qi)\j = 51']'1;)0 - €ijk5k Qi)\j = 51’3’1'10 - Sijk@k
Qa0 = Ao Q400 = —Xo
Quvj = A Qa0j = =,
QaAo = — g Q1Mo = o
QN = —0; QuNj = 0y

com i, 5, k=1,2,3.
Para N’ = 9 minimal, o multipleto raiz é (16, 16,0) (ver (1.32)) e as transformagoes
supersimétricas correspondentes (32 x 32) sao

1 0 ; 0
Qj:%(—%'-}l 703)’ Q8:‘/%(78'H 708)7 29

1
Qv =75 ( _,yf, . ) , (2.10)
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Figura 2.3: Supermultipleto (16,16), N'=9: Q1, (),Q3, 1,0)-,Qs, Q7,Qs, Qo.

onde as matrizes gama (16 x 16) s@o, neste caso

N o= 0200280204 (2.11)
Yo = 09Q03Q 04X 1g
Y3 = 09Q®02Q 01 R0y
T4 = 02004101,
V5= 02®01®1L;®o0a
Yo = 0201 Q04 & 02
Yo = 09Q01 Q04K 01
7= LReLELEI,
Yo = 0401, Q01,8 1,

Os campos componentes do multipleto (16, 16) sao dados por

(U(J?Ui?uO;ui;)\()’)\iui;()?f&i) (212)

com 4,5,k = 1,...,7. As transformagoes supersimétricas na estrutura octonionica que
agem neste multipleto sao

Qi(UO, Uy, Aoy A
Qi (ug, uj; Vo, 1,

j i, —51';')\0 - Cijk/\k; —;, 57:on + Cijk@k)a
QS(UO, Vj; Ao, /\j
J

(
(=i, 6ijbo + Cigrthr; i, —6i510 — Cigni,),
(Aos Aji 0o, 05),
Qs(uo, ujs o, ¥5) = (o, ¥y o, Uy),
Qg(Uo,Uj; Aos A (
(

QQ(UOa Uy 77ZJ07 ¢]
O grafo associado para estas transformagoes estd mostrado na Figura 2.3.

Na estrutura quaternionica introduzimos a seguinte notagao nos campos do multi-
pleto (16, 16,0),

%7 %7 _u07 _il’j)a

—>\0, —/\], Do, U])

)
)
)
)
)
)

(vo, V4, Do, U, Ug, Uiy Ug, Uii Aoy i Aos Ai, Yo, i, Yo, &z) (2.19)

As transformacoes nesta estrutura podem ser obtidas do mesmo modo que o caso
anterior, quer dizer considerando (2.6), que serd o dobro de (2.8) mais a transformagao

Qo-
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2.2 Representacoes lineares N = 4

Para N = 4, de acordo com as equagoes (1.32) e (1.35) temos que N = 4 € Mgz = 8,
como consequéncia teremos dois tipos de representagoes nao-minimais para (8,8,0) que
por simplicidade vamos chamar 2-minimal e nao-minimal, respectivamente. A primeira
porque é uma representacao completamente redutivel, ja que é dado pela soma direta de
duas representagoes minimais N' = 4 (ou seja, (4,4) @ (4,4)), os dois grafos associados a
elas sao desconectados, ver Figura2.4. A segunda é uma classe de representacao redutivel
mais indecomponivel, pois seus grafos associados sao completamente conectados, ver
Figura 2.6.

2.2.1 Representagao 2-minimal

Na classificacao das representacoes 2-minimais para uma supersimetria com N = 4 va-
mos considerar as quatro transformagoes supersimétricas Q1, 2, @3 e Q4 de (2.8) (na
estrutura quaternionica) com o multipleto raiz (8,8,0) dado por (2.7). Este multipleto
pode ser decomposto em (4, 4,0) & (4, 4,0) multipletos irredutiveis, portanto desconec-
tados. Sua representagao gréafica é mostrada na Fig.(2.4)

Figura 2.4: Supermultipleto (8,8),,, N =4: @1, )5,Q3, Q4

Este multipleto raiz com quatro supersimetrias vai gerar as suas representacoes de
comprimento | = 3 do tipo (k,8,8 — k) = (p,4,4—p)® (k—p,4,4—k+p),p=1,...,7,
por meio das transformagoes de vestimento (1.36), ou seja, em particular vamos ter

Qi=S57'QiS, Qs =S57"'Qu5S. (2.20)

A classificacao de acordo com o simbolo de conectividade é dada na seguinte tabela.
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campos componentes: | nivel: decomposicao: stmbolo de conectividade:

(1,8,7) (1,4,3) @ (0,4, 4) 4y + 43

(2,8,6) a (2, 4, 2) @ (0,4,4) 4y + 45
b (1,4,3) @ (1,4,3) 83

(3,8,5) a (3,4,1) ® (0,4, 4) 4y + 4
b (2,4,2) ® (1,4, 3) 43 + 4

(4,8,4) a (4,4,0) © (0,4, 4) 4y + 4o (2.21)
b (3,4,1) ® (1,4, 3) 43 + 4 '
c (2,4,2) & (2,4,2) 82

(5,8,3) a (4,4,0) @ (1,4, 3) 43 + 4
b (3,4,1) & (2,4,2) 4y + 44

(6,8,2) a (4,4,0) & (2,4,2) 45 + 4o
b (3,4,1) & (3,4,1) 84

(7,8,1) (4,4,0) & (3,4, 1) 4 + 4o

Nesta tabela, vamos ver mais adiante que as Lagrangeanas dos multipletos (1,8, 7)
e (7,8,1) possuem estrutura octonionica e quaternionica. Os multipletos (2,8,6),
(3,8,5)a, (4,8,4)ap, (5,8,3), € (6,8,2), possuem estrutura quaternionica. Os multi-
pletos (2,8,6),, (4,8,4)a., € (6,8,2),, estrutura complexa. E os multipletos (3,8,5), e
(5,8,3)y, real.

2.2.2 Grupos invariantes

O lema de Schur estabelece que as representacoes irredutiveis da algebra de Clifford
podem ser de trés tipos: real, quase complexa e quaternionica. Isto acontece de acordo
com a matriz mais geral que comuta com todos os geradores da dlgebra de Clifford.

Os multipletos podem ser invariantes sob um grupo de rotacao se as transformacoes
supersimétricas comutarem como os geradores do grupo mais geral ¥ (tipo bosonico),
ou seja

Q, %] =0 1=1,234. (2.22)

Para o multipleto raiz (8,8,0) 2-minimal, a matriz mais geral pode ser escrita como
% = a;%;, onde as matrizes X; = X7 @ X9°“" sdo os geradores da dlgebra de Lie su(2).
Explicitamente temos,

NP =1004®0, 5/ =100400, X"=101,804,

Y =0®0a®01, B =0004®00, Ng¥ =001, 04, (2.23)
onde Ejdow” = X,;"P, com a seguinte propriedade E? =—1.
As relacoes de comutacao sao dadas por
25, 55] = CijnXi (2.24)

onde (a3 = C156 = Coes = C345 = +1, totalmente antisimetrico.
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Figura 2.5: Plano de Fano com 4 linhas orientadas e 3 linhas nao-orientadas.

Portanto, se consideramos mais um sétimo gerador dado por
Ei;p = E;lown = 09 X ]_2 (%9 12 (225)

(que também comuta como as 4 transformagoes supersimétricas) onde seu quadrado é
positivo, quer dizer ¥2 = 41, portanto obtemos as seguintes relacoes de anti-comutacao:

{EZ‘, Ej} = C(m),kEk. (226)

onde C4)7 = Casr = Cae,r = —1. Cpj)r € simétrico no intercambio dentro do
paréntesis (ij) e antisimétrico no intercambio entre (ij) e 7. A representagao destes
7 geradores num plano de Fano é mostrado na Figura (2.5), que consiste de 4 linhas
orientadas e 3 linhas nao-orientadas, correspondentes as constantes de estrutura.

Para os multipletos (k, 8,8 — k) 2-minimais, que sao gerados do multipleto raiz com
uma transformagao de vestimento, a matriz mais geral tem que comutar com os quatro
operadores supersimétricos vestidos, quer dizer

[Q1.%] =0 [=1,2,34 (2.27)
considerando a equagao (1.36), temos que
[SQ;S™1, %] =0 (2.28)
portanto
[S,2]Q1S7 4+ S[Q, XS + SQ;[S7L, %] = 0. (2.29)

Considerando que (2.22)) se reduz para encontrar a matriz mais geral ¥ = ;%; que
comute s6 com os operadores de vestimento de cada representacao. E X; as que estao
restritas a ser qualquer das ¥; do multipleto raiz (i < j), isto devido ao segundo termo
de (2.29).

A forma matricial do operador de vestimento, que produz multipletos de compri-

mento 3, toma a seguinte forma
S 0
s=(50) o



com S uma matriz diagonal n x n cuja diagonal tem termos de 1 e H.
Entao, os grupos invariantes para as representacoes desconectadas e inequivalentes

estao dadas na seguinte tabela

supermultipleto:

grupo comutante:

1,8,7) SUR) @ LR
2,8,6)a SUR)®U() ®R
2.8,6), L1, @R
3,8.5) SU2)®1L,®R
;0,9)p Ul)®1, @R
,8,4), SU(2) @ SU(2) @R
» 12®12®R

(e}

Ul)eU(l)®R

S}

SU2)®1, @R

o

Ul)®1l,®R

S)

SU2)®U(1) ®R

(=

1,1, ®R

| O O OV O | | | O
00| 00| O0| CO| COof Co| Co| Co| GO
IR DN QO QO| | | | O

— [ | — | — [ — | — | — | — | — | — | — | ~—
=

SU(2)®1,®R

onde R representa ao sétimo gerador ;.

2.2.3 Representacao nao-minimal

(2.31)

Nesta representagao consideremos o multipleto raiz (2.7) com as seguintes 4 trans-
formacoes supersimétricas Qq, Q2, Q3 e Q, de (2.8), isto é, considerando-se a estrutura
quaternionica. As primeiras 3 transformacoes sdo mantidas (sem perda de generali-
dade) sempre agindo num mesmo multipleto minimal irredutivel N” = 3, ou seja, neste

caso (8,8) pode ser sempre decomposto em (4,4) & (4,4) desconectados.

Entao, a

quarta transformacao tem a liberdade de ser escolhida para conectar os dois multipletos
minimais desconectados N/ = 3, no nosso caso escolhemos ()4, formando assim, uma
representagao redutivel mais indecomponivel (conectados), ver Figura 2.6l

Figura 2.6: Supermultipleto (8,8),m, N = 4: Qq,

aQ3a

O multipleto raiz ndo-minimal para N’ = 4 gera todos os multipletos (k, 8,8 — k) nao
minimais por meio das transformagoes de vestimento
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Qi=57Qi5

64 = 571@45

(2.32)

com i = 1,2,3. A classificacao deles de acordo com suas conectividades é dada na

seguinte tabela

Campos componentes: | nivel: | simbolo de conectividade: | multipleto dual:
(1,8,7) 4, + 45 (7,8,1)
(2,8,6) A 24+ 43+ 2 (6,8,2)4

B 83 (6,8,2)p
(3,8,5) A Iy +33+32+ 1 (5,8,3)a
B 45 + 4, (5,8,3)B
(4,8,4) A 14 + 69 + 1p auto-dual
B 43 4+ 44 auto-dual
C 23 + 42 + 21 auto—dual
D 89 auto-dual
(5,8,3) A Is+32+31+ 19 (3,8,5)4
B 4o + 44 (3,8,5)p
(6,8,2) A 29+ 41 + 2 (2,8,6)4
B 81 (2,8,6)p
(7,8,1) 41 + 4y (1,8,7)

A diferenca do caso 2-minimal aqui é gerada uma quarta representacao inequivalente

para (4,8,4)c.

2.2.4 Grupos invariantes

Para o multipleto raiz (8,8, 0_) nao-minimal também existe a matriz mais geral > que
comuta com os Q1, Qa, Q3 e Q,. Isto é dado por X; = U7 @ X" que sdo os geradores
do grupo de Lie su(2). Explicitamente temos que

Y17 =10 04 ® o1,
YT =011, ®04,

Yo" =1, ® 04 ® 09,
Y5 =01®04® 0y,

ESUP = 12 X ]_2 (059 g3,

2.33
E6UP:O'1®O'A®O'2. ( )

Além disso X;%%" = £,*P com i 1,2,3 e 3,9 = —_%,% com i = 4,5,6. Estes

geradores satisfazem %2 = —1 (i = 1, ...,6) e cumprem as relagoes de comutagao:
(25, 55] = CijuX (2.34)

onde 0123 = 0164 = 0245 = 0356 = +1 totalmente antisimétrico.
Se consideramos um sétimo gerador, que comuta com as 4 transformacoes super-
simétricas, dado por XiF = —Y¥4Un = 5, ® 1, ® 15, com X2 = +1, obtemos as seguintes

relagoes de anti-comutacao:
{26, X5} = ClogynXn-

onde 0(1,5)77 = 0(2,6),7 = 0(3,4)77 = —1. C(i,j),? ¢ simétrico no intercambio dentro do
paréntesis (i) e antisimétrico no intercambio entre (ij) e 7. A representacao grafica no

(2.35)
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plano de Fano é dado da mesma forma que no caso 2-minimal (Ver Figura (2.5)), com
4 linhas orientadas e 3 linhas nao-orientadas.

Para o caso dos multipletos off-shell, da mesma forma que no caso 2-minimal, os
grupos invariantes, apresentamos na seguinte tabela.

supermultipleto: | grupo comutante:

(2,8,6)4 U(1)

2,8,6)5 R

4,8,4)4 1

1,845 SU(2) (2.36)

Se as seguintes representagoes conectadas (ou nao-minimais) (8,8)um, (2,8,6)s,
(4,8,4)p e (6,8,2)p com N = 4 sdao submetidas a uma transformacao linear nos seus
campos componentes do tipo x+ = y £z (onde y e z s@o os campos componentes da rep-
resentacao conectada e ry sdo os campos componentes da representacao desconectada)
é possivel passar para as representagoes desconectadas (ou 2-minimal) (8, 8),,, (2, 8,6)s,
(4,8,4). e (6,8,2),, respectivamente e vice-versa [75]. Porém, cada par dessas repre-
sentagoes com um mesmo numero de campos componentes sao equivalentes. Isto pelo
fato de ter o mesmo simbolo de conectividade, grupo comutante e “node code group”

[75).

2.2.5 Oxidacao N =4=N =5

Os dois tipos de representacoes, 2-minimal e nao-minimal, com N = 4 supersimetrias
que agem em 8 campos bosonicos e 8 campos fermionicos, podem ser oxidados para
uma representacao minimal com N = 5 supersimetrias. Isto é, adicionando uma quinta
transformacao supersimétrica compativel com as quatro transformacoes prévias.

Por convencao, nas transformacoes supersimétricas do multipleto raiz N/ = 4, no
caso 2-minimal vamos adicionar (), e no caso ndo-minimal @4, por consequéncia vamos

ter os operadores vestidos @, e Q4 para as representagoes (k, 8,8 — k), respectivamente.

As representagoes minimais para N/ = 5 foram classificadas em [33, 31} 30].

Mais adiante, vamos apresentar uma série de tabelas especificando que representacoes
minimais A" =5 (nas colunas) resultam do processo de oxidagao de uma representacao
N =4 (nas linhas). As representagoes sao expressas em termos do simbolo de conec-
tividade. Se a oxidacao for permitida vamos marcar com um “X”.
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Para (2,8,6) temos

(N:4):>(N:5) 25+ 24+ 43| 64+ 23
Conectado: 24+ 43+ 29 X X
83 X
Desconectado: 44 + 4 X
83 X
Para (3,8,5) temos
(N:4):>(N:5) 15+34+42 24+53+12
Conectado: 1,+33+ 3+ 1 X X
43+ 45 X
Desconectado: 44 + 44 X
45 + 44 X
Para (4,8,4) temos
(N:4):(./\/’:5) 4, + 44 1y+335+ 32+ 14 43+42
Conectado: 1, + 62+ 1 X
45 + 44 X X
25 + 49 + 2; X X
89 X
Desconectado: 44 4+ 49 X
45 + 44 X
89 X
Para (5,8, 3) temos
<N24):>(N:5) 43+ 31+ 1g | 13+ 59 + 24
Conectado: 15 +32+ 31+ 1 X X
49 + 44 X
Desconectado: 43 4+ 4o X
49 4+ 44 X
Para (6, 8,2) temos
(N:4):>(N:5) 4o+ 214+ 29 | 29 + 64
Conectado: 29+ 41+ 2 X X
81 X
Desconectado: 49 4 4 X
81 X

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

Note que diferentes representagoes “off-shell” (2-minimal e nao-minimal), em alguns

casos, possuem o mesmo tipo de conectividade e oxidagao.

Portanto, o simbolo de

conectividade sozinho nao pode discriminar ou diferenciar representacoes inequivalentes

nestes dois tipos de representacoes. Porém, a representagao grafica é necessaria.
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As conectividades em ambas representacoes N/ = 4 recaem nas conectividades para
N = 5 minimal, j4 classificadas na literatura [32], onde é mostrado que sdo oxiddveis
até o numero maximo N, = S.

Os multipletos (8,8), (1,8,7) e (7,8,1), em qualquer representagao, possuem uma
s6 conectividade para N = 4, porém sao oxiddveis automaticamente na representacao
N = 5 minimal, que também é tinica.

Finalmente, considerando as representacoes nao-minimais N = 4 de comprimento 4
e 5, o niimero maximo MN,,,, de supersimetrias oxidadas é dado na seguinte tabela.

Campos componentes: | Noae:
(1,7,7,1) 7
(2,6,6,2) 6

(1,6,7,2) < (2,7,6,1) | 6

(1,5,7,3) < (3,7,5,1) | 5

1,4,7,4) < (4,7,4,1) | 4
(1,4,6,4,1) 1

2.3 Representacao nao-minimal N =5

Representacoes nao-minimais com AN = 5 precisam de 16 campos bosonicos e 16 cam-
pos fermionicos de acordo com (1.35). Considerando o multipleto raiz (16, 16) onde as
5 transformagoes escolhidas da equagao (2.9) sdo: @1, @2, @3, Q4 € Qy. Seu correspon-
dente grafo é mostrado na Figura 2.7.

Figura 2.7: Supermultipleto (16, 16),,,, N = 5: Q1, )-,Q3, (),

Na estrutura quaternionica as 5 transformagoes que agem no multipleto raiz sao @1,
@2, Q3, Q, e Qo, sao explicitamente dados por:
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Qivo = Ni,  Qivj = —(dij Ao + €ijr k),
Qio = =i, QiUj = 0ij 0 + €1 Ak,
Qido = —Vi, QiAj = 0300 + €ikTk,
Qiro =i, QiNj = — (0500 + €i5pUk),

Qiug = =i, Qiuj = dijtho + €ixr,

Qitg = —;, Qiu; = — (090 + €11 Uk)

Qitho = Ui, Qij = —({Sijﬂo + Efgjkﬂk),

Qitho = —ui, Qihj = dijuo + €551y
Qavo = Ao, Quaui =X, Qulo = —Ao, Q¥ = —\;,
Qi = —Vo, QuAi=—0;, Quho =00  Qul\i =1y,
Qauo = —vo, Quui = =i, Qug = o, Qalls = 1,
Quo = uo,  Quby =, Qutpo = —lo, Qi = —1y
Qovo = o,  Qovi =i,  Qolo =1hy,  Qo¥; = Vi,
Qoro = —tUg, QoAi = —t;, (Qoro = —Up, QoA = —u,
Qoug = —Ao, Qou; = —Ai, Qollp = f)\o, Qotl; = f>\i,
Qoo = Vo, Qothi = Ui, Qoo =g,  Qoth; = V.

com i, 5,k =1,2,3.

A matriz mais geral ¥ (em componentes,
formagoes supersimétricas é dado por

Qr,X] =0

onde as matrizes X, sao as seguintes

2.3.1 Grupos invariantes

ij = Zj &P ZJ) que

I1=1,2349.

D1=1LLel,®oy
22:12®12®O‘A®O‘1
23:12®12®0'A®0'2
Yi=02®01 @1, Q04
Y5 =000 ®04® 0]

26:02®O_1®O—A®0’2
Yr=01®1;®04 ®0;
Y =01 R 1, Q04 ® 0y
Y9=01®1,01, Q04
Yip=04Q001 01,1,

Yi1=02001 01 ® 1,
=001, 01, ®1,
Vi3 =04Q 01 Q040
Yu=04Q 01 Q04 R0
Y5 =040 ®13®04

com as propriedades
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(2.42)

(2.43)

(2.44)

comuta com as 5 trans-

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)



2.3.2 Algebra

Usando o comutador das matrizes (2.46) obtemos as seguintes dlgebras:

e Algebras su(2),
(%4, 5] = Cije D (2.49)

onde as constantes de estrutura Cj;; (totalmente anti-simétricas) sdo:

Cia3 = Cis6 = Crg1 = Cs97 = Cyy5 =
Cs.10,7 = Co6a = Cagg = Cy 109 = Cp108 = +1 (2.50)

o Algebras si(2),
[E[,EJ] - C[IJ}ZZZ (251)

com as seguintes consideragoes:
[I.J], [1i] antissimétrico no intercambio dentro dos parénteses.
[I.J]i simétrico no intercambio entre os I e J com 1.

As constantes de estrutura sao:

Chazn = Chsaa2 = Cusass = Cpsiza = Clisigs =
Chanze = Chiazyr = Chiage = Caspe = Chinigo = +1 (2.52)

Finalmente apresentamos as relacoes de anticomutagao diferentes de zero que satis-
fazem os seguintes geradores:

{35} = CujyiXs (2.53)
com:
(1j) simétrico no intercambio dentro dos parénteses.

(¢j)1 antissimétrico no intercambio entre i e j com I.
As constantes de estrutura sao:

—Caga2=—Caai = Cuinas = —Casin = —Cenie =
—C6),11 = —Cig)12 = Ci10),14 = Cunyia = Cs )15 =
—C5.9)14 = —C6,7,15 = C210),13 = —Ca8),13 = C(6.9),13 = +1. (2.54)

Assim como os sedénions sao representados num tetraedro, da mesma forma estes
15 geradores (vamos chamar pseudosedénions) podem ser representados num tetraedro,
isto é mostrado nas Figuras 2.8]2.9. As caracteristicas principais deste tetraedro sao:
possui uma configuracao tri-dimensional, 4 vértices, consiste de 15 pontos, 35 linhas
(cada linha com trés pontos), 7 linhas passam por cada ponto.

Na Figura 2.8 as constantes de estrutura da dlgebra su(2) sao representadas pelas
linhas orientadas, a direcao da flecha indica o sinal positivo. As constantes de estrutura
das relagoes de anti-comutacao sao representadas pelas linhas nao-orientadas.

32



Para evitar confusao com as linhas da Fig.2.8, o resto é mostrado num segundo
tetraedro, veja a Figura 2.9, que representa as constantes de estrutura da algebra sl(2).
Mediante as transformagoes de vestimento sao geradas as representacoes de compri-
mento [ = 3 do tipo (k, 16,16 — k) com k =1, ..., 15.
Nenhum dos multipletos com k impar admite grupos invariantes nao triviais (quer
dizer, diferente da identidade) que comutarem com as 5 transformacoes supersimétricas.
Além disso, considerando a dualidade entre os k = 2,4, 6, com os k = 10,12, 14, que po-
ssuem 0s mesmos grupos invariantes, apresentaremos sé aqueles multipletos com grupos
nao triviais para k = 8,10, 12,14. Temos:
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Tipo Campos vestidos Matrizes comutantes Algebra
(8,16,8); 1,2,3,4,5,6,9,10 P u(1)
(8, 16, 8)7 ]., 27 3, 4, 5, 67 7, 8 21,2,3,4,5,6,11 SU(2) S5 su(2) &R
(8,16,8)9 1,2,3,4,5,6,11,12 Y u(1)
(8,16,8)15-4 | 1,2,3,4,5,6,13,14 >, u(1)
(8,16,8)15-5 | 1,2,3,5,6,7,9,13 Y1 R
(8,16,8)20-4 | 1,2,3,4,13,14,15,16 21,2,3,10,13,14,15 su(2) @ su(2) & u(l)
(8,16,8)90_5 | 1,2,3,5,10,13, 14,16 Y15 R
Tipo Campos vestidos | Matrizes comutantes | Algebra
(10,16,6)3 1,2,3,4,5,6 1 u(1)
(10,16,6)10 1,2,3,5,6,7 Y1 R (2.55)
(10,16,6)12-4 | 1,2,3,4,13,14 ¥ u(1) '
(].0, 16,6)14 1,2,3, 13, ]_47 15 210 u(l)
(10,16,6)15-5 | 1,2,3,13,14,16 Yis R
Tipo Campos vestidos | Matrizes comutantes Algebra
(12, 1674)2 1,273,4 2172’3 SU(Q) (2 56)
(12,16,4)6 1,2,5,6 2174’11 U(].) @U(l) @R '
(12, 16, 4)8 1, 2, 15, 16 21713714 Sl(Z)
Tipo Campos vestidos | Matrizes comutantes | Algebra
(14,16, 2), 1,2 > u(1) (2.57)
(14,16,2) 1,5 Y11 R



Figura 2.8: Tetraedro: Representacao das constantes de estrutura das dlgebras su(2) e
das relagoes de anti-comutacao.

Figura 2.9: Tetraedro: Representagao das constantes de estrutura das dlgebras sl(2).

34



Capitulo 3

Modelos sigma unidimensionais
associados

Neste capitulo apresentaremos os invariantes dos modelos sigma associados as repre-
sentacoes classificadas no capitulo anterior para N' = 4 2-minimal e nao-minimal e
N = 5 nao-minimal. O espaco alvo da variedade é parametrizado pelas coordenadas
alvo do supermultipleto associado: n no caso do multipleto raiz e k£ no caso dos multi-
pletos de comprimento treés.

3.1 Multipletos raizes

3.1.1 Multipleto (8,8,0),,

Na construcao de agoes invariantes para multipletos raizes vamos fazer uso da equagao
(1.56), onde as 4 transformagoes supersimétricas garantem a invariancia manifesta sob
N = 4. A funcao prepotencial F' depende de todos os campos que tém dimensao de
massa zero.

Os grupos invariantes encontrados (no capitulo anterior) para aquelas representacoes
de comprimento 2 ou 3 implica também na invariancia sob essas rotagoes na sua La-
grangeana associada.

A Lagrangeana para o multipleto raiz (v, vy, Do, 0i; Ao, Mi, Ao, A;) 2-minimal, que
contém 8 bésons e 8 férmions, é dada port

L = Qu4Q3Q2Q1F (vo, vs, Vo, V), (3.1)

onde F(vo,v;, Do, v;) é a funcdo prepotencial ndo vinculado. As 4 transformagoes Q1,
Q2, Q3 e Q4 sdo dadas por (2.8). Seu grafo associado é mostrado na Figura 2.4. Se
introduzirmos as seguintes fungoes I" e I', definidas como

' =0pwF +0;F T =05F+05F, (3.2)

'A ordem de aplicacdo das transformacdes supersimétricas na funcdo prepotencial ndo é relevante
para os nossos propésitos. A diferenga na Lagrangeana gerada de uma com a outra é s6 um sinal
negativo.
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e a Lagrangeana explicitamente é dada por,

L = —T(02 402+ Moo+ Adi) + T(@n + T + Aoro + Aiky)
+(€ije(Tr0j + T70k) + (Cov; + Tgv; — Ditg — Tig)) Ao s
+(—€i% (Dt + T50,) + (Toti + Tg; — Titg — T0)) Aido
+(eijn(Tz0; + T;01) — (Tov; + Do 4+ Tivg + Li0)) Aido

+(—e€ix(Tz0; + Tj01) — (Dov; + Tgo; + Tivg + T30)) Ao

1
2

+ (EZ]k(F 'UO FO’UZ — Fgﬂo - F@Ui) + (F]Uk - Fk’UJ + F;Uk - FEU]))X X

+§(€z‘jk(riv0 — Loty — T700 — I'g0s) + (Dt — Loy, + g0 — T50k) ) A A
—(T30; + Ti0;) (Nidj — Aidj) + (Tgto + Tovo + T30; + T;0;) (AoAo + MeAr)
+€ijk(FEUO + F(]@k — Fﬁl}k — Fkﬁo)xj)\z

_ o 1 o o
+A0do((T A + TAidy) + Seim(Cophide + Tiphihi = Fgdid; = DighjAv))

1 T
+§€z‘jk((Foa + Tpp) AoAidj A + (Dog + Tpp) AoAidjAr)

| _
+<Fj6 — FO}))\O)\jAZ)\Z — §€ijk5pq(FpE —+ FI@))\O)\V\]’)\q

— — = 1 — - —
+(FJT] — F()j)>\0>\j)\i)\i + éeijkdpq(ka + Fgﬁ)Ao)\in)\q
— — — 1 — — —
+(F0j - F@))\O)\jAz)\z - Eeijképq(rkp + FE@)AO)\in)\q
1 —
—I—(FOJ — FJO))\O)\ A — ewkfipq( ot i) oA AN,

1 —
+(F gk))\k/\ /\ )\ + = ewké (Fop + Fﬁﬁ/\i)\kAj/\q)

jk
1 ——
+5 (g = TMAAN + (g = T A M)
1 o
+ k0 (Dop + Tp5) AidjArAg — (Tg + Lop) AidjArAg)
1 — — o
+66ijk((1“06 — Fpﬁ>/\i)\j)\k>\0 — (FOG — F ))\ )\ )\ A )

_ - 1 _ — —
‘*’(Fm — FO()))\())\O}V)\Z' + §eijk(Fﬁ — FOQ)()\O)\ )\ )\ + >\0>\z)\kz)\])

>/|

1 — - ——
+6€Z‘jk((rog + Fpp>>\i)\j)\k>\0 - (F@ + Fﬁ))\ )\ )\ ) (33)

onde 7,5,k =1,2,3. A convencao de Einstein de indices repetidos é entendida.

Se aplicarmos nesta Lagrangeana (3.3) uma quinta supersimetria, por exemplo @y,
e garantindo a invariancia impondo a condic¢ao (1.54)), ou seja,

QuL = O Ry, (3.4)
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obteremos o seguinte vinculo na funcao prepotencial
OF =0 (3.5)

onde [0 = 0y + 0y + Jgg + 05 € o operador Laplaciano. O vinculo (3.5) pode ser escrito
também em termos de I' e ', ou seja,

I+T=0. (3.6)

Continuando desta mesma forma para o resto das transformacoes, isto é, aplicando
e impondo uma sexta supersimetria @, sétima supersimetria ), e oitava supersimetria
@3 obtemos o mesmo tipo de vinculo (3.6). Portanto, dizemos que é suficiente aplicar
uma quinta supersimetria N' = 5, pois ele garante automaticamente até N = 6,7,8
supersimetrias. Vamos ver mais adiante que isto também ¢é uma propriedade geral das
representacoes de comprimento 3 com acoes de segunda ordem, sejam elas 2-minimais
Oou nao-minimais.

3.1.2 Multipleto (8,8,0),,

A Lagrangeana associada ao multipleto raiz nao-minimal, cujos campos componentes
sao (v, vs, Ug, Ui; Ao, Mis Ao, Ai), € construida com as 4 transformacoes supersimétricas Q1
Q2, Q3 e Q4 dadas em (2.8) e seu grafo associado é mostrado na Figura 2.6, Portanto,
temos que

L = QuQ3Q2Q1F (vo, vy, Vo, 1;). (3.7)

Se definimos as seguintes fungoes em termos de F'(vg, v;, Ug, 0;):

Q=0+ 0iF' + OgoF + Oz F, P = Oy F' + Ol (3.8)

podemos escrever a Lagrangeana supersimétrica N/ = 4 explicitamente como

L = B2+ 02+ 02+ 02 + Aodo + dodo + Adi + Aiky)
+eijk(Pr0; + P50k) (AoAi + Nido) + (P + P — ity — i) (Aodi — Aido)
+5ijk(q)l’c@j - (Djbk)O‘O;‘i - )‘ij‘o) + (q)oﬁi — Pgv; + q)ﬂ;)o - CI){UO)()\OSW + )\i/_\0>

€ij . . . cN/Y Y
+ 2Jk ((I)ivo — (I)()’UZ' — (I)gvo + (I)()Ui)()\j)\k — )\])\k)

+%(q)jbk — dp0; + q);f)k — CI);;EJ)(S\]/_\;C + NAk)

—(Pgg — oy + P00 — ©;0;)(Aoro + AeAk)

+(@50; — i) (A — Aidy) + (Paty — Botip) (Rodo — Aoo)
FeiuNiNj (Pr00 — PoUy, — POy + Ply)

+[— (P55 + Pij) + €iji(Pox — o) AoAoNiN;

1 - - 1 _
+{[®;; — §5ijk(q)k(_) + Qo) i — [P5 — §5ijk(q>012 + @0)] i F oo

1 _ _ o
—55@'/@(@0@ + q)pﬁ)()\o/\i)\j/\k + /\0)\i)\j)\k)+
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_ _ 1 _ o
H(@oj = j0) (AoAj + AoAj)Aiki + Sijndpg(Ppi + Pup) (Ao AidjAg + AoAidjAg)
_ _ _ 1 B ~ o
+((I)0j + @65)()\0)\J — )\0)\]))\1)\1 + igijkdpq(q)kp — (I)I_cﬁ)<)‘0)\i>\j)\q — )\O)\i)\j)\q)
_ _ 1 _ B
_’_((I)EE + q)]k)A])‘k)‘ZAZ + §€ijk:5pq(¢)(]ﬁ - q)Op))\i)\j)\kAq

1 - - 1 - - -
+5 (@i = Pii) Ak + AjAk)Aidi = 2 €iindpa(Pop + Pop) (AidjAeAg + AidjArAg)

f%ﬂc (D5 — Ppp) (AidjAeho + AidjAeo)
_ _ Eii - — — —
—((I)(‘)(j —|— (DUO))\O)\O)\i)\i —|— —jk[(q)(j(_) —|— (I)pp)()\o)\z)\_y)\k) —|— ((I)OO + (I)ﬁﬁ)(AO)\z)\])\k)]
Eijk 3

6
+Q(0gUg + V;0; + )\OXO + Akik)

+eik(Q506 AN + Q0 A0N) + (Q5T; — Qi) Mido + (Qito — Qo) AN
+€"2j’“ [(Qotn — Qdo)NiN; + (i — Qo) AA]

+(Q0; — Q)M + (T — Qo) Aoro — (QoTo + Qe0k) (AoXo + Aek)
QAR + %eijk(ﬂﬁkmj — Qo) Aoho — %ﬂ‘k(qu(ﬂpkxoxiwq + Qo AeAiAA)
H(Qodod; — Qi rods + Qoghoto + LA Ak

Eij < Ny
é’“ [(Q0080 — QopAp) Aidj Ak 4+ Midj A (Qasho + Qaphy)]. (3.9)

Aplicando e impondo a invariancia na Lagrangeana sob uma quinta supersimetria

(Q4) como

QuL = O Ry (3.10)
obtemos o seguinte vinculo:
Q=0 (3.11)
ou em termos de F'(vg, v;, 0y, U;)

Aplicando e impondo uma sexta (), sétima (), e oitava ()3 supersimetria encon-
tramos o mesmo tipo de vinculo (3.11). Entao, igual ao caso 2-minimal, com a quinta
supersimetria podemos garantir a invariancia até N = 6, 7, 8 supersimetrias.

Substituindo (3.11) na equacao (3.9) obtemos uma Lagrangeana mais simplificada
e que s6 depende do P, entretanto, este vinculo implica sobre a funcao ® a seguinte
condi¢cao harmonica:
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Portanto, a Lagrangeana invariante ate N' = 8 supersimetrias é dada por

L = 02+ 02+ 02+ 07+ dodo + oo + Midi + Ahi) +
ik (P + @508) (AoNi + Nido) + (Pov; + P — Py — Pi00) (AoAi — Nido)
ik (Pr0; — @;08) (Modi — Nido) + (ot — Dot + Pitig — Pyi) (Aohi + Aido)
523’“ (it — Doty — D3t + ByDi) (A A — A Ax)
1

5 (@50 = @i + B30 — Br) (N de + A )

—(Pgg — PoDy + P70 — D;0;) (AoXo + Ak

(D70; — Bi0;)(AA; — Aihy) + (P50 — Potio) (Moo — AoAo)
giipNidi (Prio — PoUy — Povy, + Pry)

[— (D55 + Dij) + ik (Por — Por)] AoAoAi

1 - - 1 -
{[®; — §5ijk(q)k:(_) + Qo) ] AN — [P5 — §€z‘jk(q’oz€ + @io)]AiAj FAoAo

1 _ _
—§€ij]€((I)0(] + q)pﬁ)<)‘0/\i)\j/\k + A())\Z)\])\IC)

_ _ 1 _ o
((I)05 — (I)j(_)>(>\0)‘j -+ AO)\]))\z)\z + §5ijk5pq(q)pl_c + (I)k;ﬁ)()\o)\i)\j)\q + AO)\i)\j)\q)

_ .1 _ _ o

— — 1 _ —
((I)jE —+ ®]k)>\j>\kAl)\’L + §€ijk§pq(q)()ﬁ — (I)Op))\i/\j)\kAq

55— ) (At AR — Jednl(Bop + 0, AN AR+ AA AN,
‘&éjk (@5 — Ppp) (NidjAe Ao + AidjAeAo)

— (D5 + Poo) Ao doAids + &Tjk[(‘bﬁé + @) (AoAd ) + (@oo + @) RodidAe)]
—ggk (oo + Dpp) Aidj e Ao + (Do + i) (Aidj Ak o)) (3.14)

Esta fungao ® (v, v;, g, U;) pode ser considerada como uma fun¢ao que nao nece-
ssariamente tem que depender da fungao F'(vo, vy, 0o, 0;) dado por (3.8)), ela pode ser re-
definida como uma nova funcao prepotencial que depende de todos os campos bosonicos
(vo, V4, g, U;) presentes com dimensao de massa zero. A invariancia supersimétrica nao
muda. Isto é importante no momento de se usar a Construcao II na obtencao das
Lagrangeanas “off-shell.”

Outra propriedade importante é que, na nossa notacao escolhida, todos os campos
do lado esquerdo correspondente ao sub-multipleto irredutivel (4,4)esq = (vo, vi; Ao, A;)
(ver o grafo da Figura 2.6 e considerar a estrutura quaternionica) tém seus “parceiros”

2Temos que esclarecer que quando nos referimos a parceiros neste caso, ndo tem nenhuma ligacao
com 0s parceiros supersimétricos entre bésons e férmions, é somente pelo fato de que a funcao ® tem
que ter a dependéncia nas derivadas de um par de campos bosonicos na Construgao I.
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no lado direito ordenados respectivamente a cada um deles no sub-multipleto irredutivel
(4,4)gir = (Do, Ds; Ao, \i), isto pode ser visto, seguindo-se as 4 linhas de transformacao
supersimétrica (nao importa a ordem escolhida). Por exemplo, do campo vy a linha
de transformagao conduz até A\; (por Q1 ), isto a vy (por Q3 ), isto a Ag (por Q2 ) e
finalmente a ¥y (por Qg ), entdo vy é o parceiro do Ty. Isto é importante no momento de
se identificar quais dos multipletos “off-shell’nao-minimais podem ser construidos pela
Construcao I e ter uma Lagrangeana dinamica, ou seja, se ao menos se tem um par de
parceiros com dimensao de massa zero é aplicada a Construcao I. Caso contrario, sera
usada a Construcao II.

Outra observagao muito importante é a seguinte, se voltarmos a considerar ao mul-
tipleto raiz 2-minimal (8,8, 0),, e definirmos I' na Lagrangeana da Eq.(3.3) como:

=0 (3.15)
e usando o vinculo obtido para N'=5 Eq. (3.6), temos que
r=—9, (3.16)

substituindo ambas as equagoes na Lagrangeana obteremos a mesma somente em ter-
mos da funcao ®. E depois, reordenando os termos quadri-lineares chegamos a mesma
Lagrangeana do caso nao-minimal (3.14) e com o mesmo tipo de vinculo (3.13). Isto
concorda com processo de oxidacao de acordo com o simbolo de conectividade onde
representacoes inequivalentes para A/ < 8 com os mesmos nimeros de campos compo-
nentes, chegam a ser equivalentes para N = 8. Este mesmo fato serd encontrado para
multipletos “off-shell.”

3.2 Multipletos off-shell (k,8,8 — k)

Na construcao de acoes invariantes supersimétricas associadas aos multipletos “off-
shell”de comprimento trés, algumas condigoes basicas sao requeridas na Lagrangeana a
fim de termos sistemas nao triviais e oxidaveis para N > 4.

i) Que a Lagrangeana descreva um sistema dinamico. Esta condigao exige a presenga
dos termos do tipo:

2, ) e ¢ (3.17)

que sao os termos cinéticos para bésons e férmions mais o quadrado do campo auxiliar,
respectivamente. A presenca de qualquer deles garante a presenca dos demais no caso
nao-minimal.

i1) A presenga na Lagrangeana de todos os campos do multipleto (k,n,n — k).

i11) Que a Lagrangeana seja consistente depois de fixar todos os férmions iguais a
Zero.

3.2.1 2-Minimal

Neste caso, nem todos os multipletos “off-shell” de comprimento 3 podem ser construidas
acgoes com N = 4 supersimetrias manifestas por meio da equagao (1.56) (Construgao I),
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ou seja, Lagrangeanas associadas que sejam de segunda ordem e que contenham todos os
campos do multipleto. Isto sé acontece para multipletos com k < 4. E sao os seguintes:

(1,8,7),  (2,8,6)a,  (3,8,5)a,  (4,8,4)a, (3.18)

pois na sua decomposicao eles possuem o submultipleto (0,4,4), como podemos ver na
tabela (2.21). Este tipo de multipletos (seja para k = 1,2,3,4) possui como fontes
S = [k,4,0] para N' = 4, onde as quatro fontes fermionicas sy = 4 correspondem ao
submultipleto (0,4,4), portanto, este fica sem um “gerador” bosonico (dimensao de
massa 0) na fungao prepotencial para satisfazer a condicao i1).

(2,8,6), com conectividade 83

Para este multipleto temos os campos componentes (vg, To; Ao, Ai, Aos Ai; G, i) € as 4
transformacoes supersimétricas, que de acordo com a transformacao de vestimento que
atua nas transformagoes do multipleto raiz (2.8), sao Q; = SQ;5™! (I =1,...,4) e que
atuam no multipleto da seguinte forma:

Qivo = i Qio = —X;

C?igj = —(dij Ao + €ijrAr) ng] = 0ij A0 + Eijk Ak

Qiro = —gi QiXo = Gi

QiAj = 05500 + €ijkk QiAj = j(@‘j@o + €ijkJk) (3.19)
Q100 = Ao Qa1To = Ao

C:?4gz‘ =\ C:?4§z‘ = \i

QAo = Vo Q4§\O = 7y

QuAj = g; QuAj =G -

Seu grafo correspondente é mostrado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Supermultipleto (2,8,6), = (1,4,3) & (1,4, 3) com conectividade 8.

Este nao possui fontes fermionicas. Portanto, é possivel construir a Lagrangeana
pela Construcao I. A Lagrangeana manifestamente invariante sob N’ = 4 é dada por

L = Q4Q1Q2Q3F (v, 0). (3.20)
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Explicitamente,

L = T2+ g2+ oo+ AA) = T(02 + 32+ dodo + Ah) (3.21)
+Lo00(AiAi + AoAo) — gi(CoroAi + ToAidg) — Togi(Aoi + Aido)
+gi€i2_jk(f‘05\i5\j + Do) + Fogijk)\ij\jgk
00 (A + Modo) — G:(Torods + Todido) — Dogshoks + Aiko)
_gfg’“(rox A + ToAAk) — Dociidid gn

glék (300 Ao AiAj Ak — TooAoAidjAx)

+%(3F@5)\05\i/\j5\k — 55 0\ /_\ A k)

_roogzé’“ (Mdj Ao + 3oAid ) + Tog gg’“

(A kAo + 3AAA ),

onde I' = aooF(’U(), f)o) [§] F = 8(‘)(]F(U(), @0).
Impondo e garantindo a invariancia nesta Lagrangeana sob uma quinta supersimetria

()4 (que conecta os dois grafos desconectados) dada por

C?wo =\ Qﬂ)o = —
Qavj = AJ; Q“Uﬂ = (3.22)
Q4>\0 = —o Q4)\0 =7y
Q4)\j = _bj Q4)\ = U]

obtemos o seguinte vinculo

I+ =0. (3.23)
Considerando esta equagao e fazendo I' = ®(vg, 0y), a Lagrangeana se torna
L = D@2+ @3 g7+ G2+ Moo + Aodo + Ak + AN (3.24)

51 < < _
J’“ (A Ae — M) — €k Aidi Gl

+‘I)0[ o(Aidi + Xodo) + Gi(Aodi — Aido) — gi(Modi + Aido)
gmk q ()\ 5\]@ — /\ )\k) — Eijk)\ij\jgk]
+c1>00 6” BR0A A Ak 4 AoAidj A

+®g;5 glék [3)\0)\i>\j)\k + XoAi 5\ A k]
—(Pgg + Poo) MoXoAiAs
+ By gg’“ DA Aeho + A Aedo — 3(Aodid Ak + AodidAr)]

Portanto esta Lagrangeana fica invariante sob supersimetria ate N’ = 8 com o vinculo
dado por LJ® = 0.
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(2,8,6), com conectividade 44 + 4,
Este multipleto com campos componentes que é dado por
(U07 U1 )‘07 )‘17 )‘27 )‘37 5‘07 5‘17 5‘27 5‘37 g2, 93, g07 glv ng §3)7 (325)

contém 4 fontes fermionicas: \g, A1, A2 € A3 como podemos ver no grafo da Figura (3.2).

Figura 3.2: Supermultipleto (2,8,6), = (2,4,2) & (0,4,4) com conectividade 44 + 45.

Se aplicarmos a Construcao I na obtencao da sua Lagrangeana, no final vamos obter a
Lagrangeana dinamica associada sé ao multipleto irredutivel (2,4, 2), entao nao satisfaz
a condicdo ii). Porém, vamos construir sua Lagrangeana pela Construgao II.

Consideremos a Lagrangeana do multipleto raiz 2-minimal A" = 4 dada em (3.3), o
seguinte passo ¢ impor vinculos nesta Lagrangeana tal que,

(9£miz - O aﬁraiz
an - 817j

=0, (3.26)

e fazendo
gi=7v  G=1; (3.27)
comi=2,3ej=0,1,2,3, que elimina a dependéncia nestes campos.

Portanto, obtemos uma Lagrangeana associada ao multipleto (3.25). Mas ela nao é
invariante sob nenhuma transformacao de supersimetria. Porém, precisamos primeira-
mente impor uma invariancia. Tomemos por exemplo a transformagao Q4 dada na
Figura (3.2). Aplicando na Lagrangeana nao invariante e exigindo a condigao de in-
variancia

Q4L = Oy Ry, (3.28)

obtemos o seguinte vinculo

811f’ —|— aggf - 0 (329)

As novas fungdes que vamos introduzir I'(vg, v1) e I'(vg, v1) sdo independentes e sdo
funcoes s6 dos campos bosonicos vy € vy.

Se aplicarmos as demais transformacoes supersimétricas QZ (1 = 1,2,3) obtemos o
mesmo vinculo (3.29). Portanto, temos uma Lagrangeana que é invariante sob N' = 4
com um prepotencial vinculado, e esta é dada por
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L = T(og+07+95+935) —T@+3i+3 +33)
T (oMo + MM+ Aods 4+ Ashs) — T(Aoho + MAr + Aode + Aghs)
+T1 (02( Ao + AaA3) + g2(Aoda + AsA1) + g3( A1 A2 + AoA3))
+T2(01(A3Aa — A1) + g2( A1 A2 + AoA3) + g3(A1 A3 — AoAz))
+T1(g2(A2ho — A As) + g3(Ashg + A A2) + 22 (Xads + A o)
+90 (AL AL + AsAz + Aada — AoAo) — G1(AoAL — A2As + Ao + Azho)
—G2(MoA2 + A Az — AsA1 + Aadg) — G3(Aadi + Aoz + Ashg — A1 a))
2(g2(MoAs — MA2) 4+ gz(Aado — MAz) — 21(A1 Ao + A2As)
0()\3)\2 — MM — Aodg — )\1)\0) + gl()\g/\g — M+ Aghg + )\0/_\0)
+32(AoAs — AaA1 — Asho — AMiA2) + G3(Aado — AoAa — AsAi — A da3))
+ (11 4 Ta2) oA A2 As
+T11 (AoA1A2A3 + Ao A1 Ao A3 + Ao A1 Ao s
FA1 220300 + A A2 Az Ao + A daAs o)
+F22()\0)\15\2/_\3 + MA1A3A3 — AdoAoAaAe
FA A A2 + A Ao A3 — AoAoAsAz)
—T12(MoAsA1 Az + AoAsAoAz + At Ao Ao Az + A Az Aos
—AMAsA A — AodadoAs + AoAa A g + A Ao Ag). (3.30)

+
=i Ql

Impondo uma invariancia perante uma quinta transformacao supersimétrica (que

conecta os dois grafos desconectados da Figura(3.2)) por exemplo Q4 obtemos o seguinte
vinculo

+T=0. (3.31)

Este mesmo vinculo é obtido para as demais transformacoes supersimétricas @Q; (i =
1,2,3). Porém com uma quinta supersimetria é garantida a invariancia sob N' = 8
supersimetrias.

Se chamamos I' = ®, e considerando o vinculo (3.31), obtemos que I' = —®. Subs-
tituindo na Lagrangeana (3.30) obtemos uma Lagrangeana equivalente a obtida para o
multipleto (2, 8,6), (3.24) com o vinculo induzido: 9yo® + 91;P = 0.

Da mesma forma, este método pode ser utilizado para a construcao de acoes para os
multipletos mostrados em (3.18).

(3,8,5), com conectividade 43 + 4,

As transformacoes que atuam neste multipleto

(Vo, V1, To; Aoy A1, A2, Az, Aoy A1, A2, Ag; ga, g3, G1, G2, G3)
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sao mostradas na Figura 3.3 e na forma analitica na seguinte tabela?.

Q1 | Q2 | Qs |Qs| Qu
vo | M A2 A3 | Ao | Ao
v | — )\0 )\3 — )\2 )\1 )\1
Ao | =01 | —92 | =93 | Vo —1
ALl Do | =93] 92 | U1 | —G1
Aol g3 | Vo | =U1]| G2 | —Go
As|—=g2| U1 | Vo | 93| —33
G2 | =A3 | =X | A1 | A %\2
gs )\2 —)\1 —)\0 )\3 )\3 (332)
Vg | — AL =g | — )\3 /\0 — )\0
M| G| G2 | g3 | Vo| o
M| =Uo| g3 | —G2| 51| T
Ae| =Gs | —Uo| G1 | G2 | 92
M| G2 | =01 | —Uo| 3| 93
G| Ao | Az A | A=A
Go| Az | Ao | =AL| A | —Ae
g3 | =X | A1 | Ao | Az | —A3

Figura 3.3: Supermultipleto (3,8,5), = (2,4,2) & (1,4, 3) com conectividade 43 + 45.

Este multipleto é composto de dois submultipletos irredutiveis (2,4, 2) e (1,4, 3) onde
a quinta supersimetria faz a primeira conexao entre os dois.
A Lagrangeana manifestamente invariante sob N' = 4 supersimetrias ¢ dada por

L= Q4Q3Q2Q1F(U0, v1,Up), (3.33)

portanto obtemos,

3E apresentado em uma tabela pelo fato de ndo ter uma estrutura nem quaterniénica e nem complexa
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L = T(0f+01+95+93) — L0+ 3 + 75+ 75)
T (hodo + M1+ Aods + Ashs) — T(Aoho + MAr + Aode + Aghs)
—To(01( A Ao + AsA2) + g2(Aado + A1 A3) + g3(Asho + AaAp))
—T5(g1(Mor1 + A2Az) + Ga( Moz + Ash1) + G3(AoAs + A Aa))
=T (Do (Ao + A2A3) + g2(Asho + A1) + g3(AoAe + AsAy))
—T1(D0(A1ho + Xads) + ga( A g + A3 o) + g3(AoAs + At As)
+g1(AoAo + AL + Aedg + A3As) + G2(Asho + Asho + Aot + A de)
(AoA2 + AoA2 + Mz + AzA1) — To(AoA1 + Ao + Azha — AaA3))
—To(01(AoA1L + A3ha) + g2(AoAa + A A3) + g3(AoAs 4+ AgAp)
g1 (Mo + Ao + Asda + Azhe) + Ga(Aode + Aado + Mz + A Az)
G3(AoAs + Azho + AeAr + Aed1) — To(Aodo + A1A1 + Aeds + A3)3))
+ (01 (A1 Ao + XoA1 + A3da 4+ Asha) + ga(Xadg + Moo + At Az + A A3)
+g3(A3X0 + oAz + Mg AL + Aod) — Do (Moo + A1 AL + dodg + >\3)\3)
+G1(AoA1 + AsA2) + Ga(AoAs + A1 A3) + G3(AoAs + Aadq))
+T00A0A1 A2 A3 — Coo (A1 A2 Az Ao + Ao A1 daAs 4+ A1 daAs Ao + Ao A1 Ao s)
FT 1 A0 A2 A3 — T (A A1 A3 Az 4+ A A A As + Ao Ao A2 s + Ao Ao AsAs)
+F6()(/\0/\15\25\3 - 5\05\1/\2/\3) f(’)é(/_\()/_\15\25\3)
+F00(>\ A3 Ao + AoAidaAs + A Aads Ao + )\1)\2)\3)\0)
Too(AA2Ash0 + A A dsAo 4+ AodiAads + A AaAs o)
)
)

T

+T15(N\ Aadado — M1 AaAs + Ao AoAads + AsAsAi Ao
_FIO( 2 A2 A A0 + AoA2 Az Ao + AsAs A Ao + A Az A\
+T01 (AsA3 X0 + A3A3 A1 00 + At At A Az + A A A
+X2 22001 + AoA2Az Ao + A2 Ao A Ao + Ao A2 Az o), (3.34)

onde I' = 800F + 811F (S f = aﬁ()F
Sob uma quinta supersimetria @, obtemos de novo o vinculo I' + I' = 0, garantindo
a invariancia até N’ = 8.

3.2.2 Nao-minimal

Os modelos sigma para os multipletos off-shell de comprimento 3 (k,8,8 — k) serao
obtidas pelas Construcoes I ou II, dependendo do tipo de representacao para N = 4
nao-minimal, temos os seguintes casos:
a) Lagrangeanas de primeira ordem sao produzidas pela Construgao I nos seguintes
multipletos:
(1,8,7),(2,8,6)4,(3,8,5)4, (4,8,4)4,(4,8,4)p (3.35)

a excecao do (4,8,4)p, todos admitem fontes fermionicas.
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b) No resto dos casos, ou seja, para

(27 87 6)37 (37 87 5)37 (47 87 4)07 (47 87 4)Da (57 87 3)147 (336)
(57 87 3)37 (67 87 2>A7 (67 87 2)37 (77 87 1)7

a Construcao I produz Lagrangeanas de segunda ordem.

Diferentemente do caso 2-minimal, aqui, a presenca de fontes fermionicas nao é
condicao suficiente para determinar quais dos multipletos tém Lagrangeanas de segunda
ou primeira ordem obtidas pela Construgao I. Porém, como j4 foi dito, a presenca de
ao menos um par de parceiros bosonicos (com dimensao de massa 0) é requerida para
gerar a funcao ® e para termos uma Lagrangeana de segunda ordem. No primeiro caso,
a), nao existe nenhum.

Construcao I

e Com esta construgao vamos obter a Lagrangeana associada ao multipleto (2, 8, 6) B com
simbolo de conectividade 83, onde as 4 transformagoes que atuam em (vg, Ug; Ao, Aiy Ao, Ai; Giy Gi)
sa0:

Qivo = i Qi = —551’ _

C?z‘gj = —(6i5h0 + EijrAn) ng] = 0ij Mo + Eijr

QiXo = —yi Qiro = Gi

C;Qz')\j = 5_@'@0 + Eijk Gk Cgij\j = —(8;500 + €ij6Gk) (3.37)
Qa0 = Ao Q400 = — Ao '
Qugj = A Qugj = —A;

C?4)\0 = —0p Q45\0 = 0o

QuNj = —7; Qu\j = g;

Figura 3.4: Supermultipleto (2,8,6)p com conectividade 8.

O grafo associado a estas transformacoes é mostrado na Figura [3.4, onde vemos
que nao possui fontes fermionicas e além disso tem um parceiro vy e Uy que vao gerar
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a funcao ® = JyF. Esta funcdo estd relacionada com termos de segunda ordem na
Lagrangeana.
Portanto, a Lagrangeana pode ser obtida a partir de:

L= @4Q3Q2Q1F(U0; o), (3.38)

explicitamente,

L = B2+ 02462+ 72+ dodo + Modo + A + \hy) +
o[t (Nidi + AoAo) + gi( Ao — Aido) + Gi(AoXi + Xido)
Eij EUBY I =
- 2]kgi<)\j>\lc - )\j)\k> - 5ijk)\i>\jgk]

(I)(j[v()()\l/_\z + 5\0)\0) + gz<5\05\1 — /\1)\0) — gz()\(];\z + )\15\0)
Eijk _

5 Gi(MNAE — NAk) — €ijrNiAigr)

g 56]‘“ BAoAN Ak + AoAiA Ak

By 6? BAAN A + AoAA A

—(®g5 + Poo) doAodi ki

Bog 28 [N\ Ak ho + Aid Ak Ao — 30X A, + Aodid )] +

6
Q0000 + Aodo + Nidi + idi)
— Qo (Dohoro + gidoAi) + Qo(Todii + GidiAo)
ggk (QooMoAiA Ak + Qo Aidj A Ao)

+Q05 A0 Ao (3.39)

onde
Q= 0ol + O F, O = Iy F. (3.40)

Note que esta Lagrangeana ¢ diferente do caso 2-minimal Eq.(3.21) para N/ = 4. No
entanto, impondo a quinta supersimetria (), dada por

C:24700 = Xo C:24170 = _5\0
Qugi = i Qugi = )\z (3.41)
Qado =700 Qudo = o
QuNj=9;  QuNj=7;
aplicada na Lagrangeana (Eq. (3.39)) obtemos os vinculos

O0b=0, Q=0 (3.42)

que garantem uma invariancia supersimétrica até N’ = 8. Considerando estes vinculos
obtemos uma Lagrangeana equivalente com a obtida no caso 2-minimal (ver Eq.(3.24),
em concordancia com fato de que em AN = 8 temos a convergéncia das representacoes
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(com o mesmo nimero de supercampos) em uma unica representacao de acordo com o
simbolo de conectividade.

e Na construgao da Lagrangeana para o multipleto (3,8,5)p podem ser usadas as
quatro transformagoes supersimétricas da tabela (3.32); mas neste caso vamos ter que

L= Ci24@3@2@1F(Um vy, o) (3.43)

O grafo correspondente é dado na Figura 3.5 onde os Unicos parceiros sao vy e vy,
geradores da funcgao prepotencial ® = Jy5F na producao de termos de segunda ordem
na Lagrangeana.

Figura 3.5: (3,8,5)5 nao-minimal 45 + 4,

Entao, a Lagrangeana obtida é dada por:

L = 005+ 0]+ 05 + 95 +95+7% + 35+ 5)
— (Ao + AtAL + Aada + Ass 4 Aodo + A At + Aos + Ashs)
+@0(—01(AoAs — A Ao — A2ds + AaAz) — ga(AoAa — Aadg — Azhs + Aghy)
—g3(AoAs — Asho — A As + At Aa) — G1(Aod + Mo 4+ Asha — AoAs)
—Ga(AoAz + Aado + MiAz — AzA1) — G3(AoAs + Azho + Aadi — A dg)
+0o(—AoAo + A1A1 + Aada 4+ Az)3))
+P1(71(Moro + Ath1 + Aods + AsAs) — Ga(Ada + Xadt — AoAs + Asho)
+G3(A2Ao — AoA2 — AMAs — A3A1) — ga(AoAs + Asho + A e + At hs)
+93(AoA2 + AsA1 4+ A3h1 + Aedg) + Vo(AoAr + AoAr) + To(Azhe — AaAz))
+®5(—g1 (MoA1 — At do + A2z — A2dz) — G2 (Mo — Aedo + AsA — Azhy)
Aoz — Asho + AMda — Aida) — g2 (M Az — AsA — Moo — Aado)
AaA1 — A1Ae — AoAs — A3Ao) + To( Moo — A — Aada — Az)3)
A

—0s(
—gs( \ A \
—’1'11<)\3 2 — )\2)\3 — )\0)\1 — )\1)\0)) +
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+ @0 (A1 A2 A3 A0 — Ao A oAz + AoAs Ao — Ao A Ao As)

+® 11 (A1 A1 A2 d2 + Ao Az oAt + AoAzda A — Az Az A A — Ao dah
—X0M0A3A3 — AoA A2 Az + AgAoA2hs)

+ D55 (AoAsAo A1 + AoAsAa At + AoAgAoA; + AgAsAaAp)

+®01 (A2 A3 A AL + AoAodads — AoAg A As + A A dads + AgAsAsh;
+A0A0A2A3 + Ao A2 Ao A — AoAzAzA;)

+‘1>06()\05\1/\2)\3 + AoA1 223 + AoA Aoz + Ao A A Az + AoA1 a3
oM AeRs — JoAdeds £ Aots )

+®15( A A1 A3 2 + AoAoAzAa + A2 Ao A + AgAada A — AgAsAsA;
—A0A3A3A1 + AoAoA2As + At A A2 ;)

—Q(0000 + 0101 + g2G2 + 93G3) — 2 AoAo + MAL + A2 da + Azhs)
+Q0(01 M1 + g2A0A2 + g3AoAs — Gideds — GoAsA — G3Aide — ToAoAo)
— Q501223 + g2 A3 A1 + gsAiAe + G1A1 Ao + GoAado + GsAsAo

+0o(M AL+ A2da + A3A3))

— (g2 2A2A1 4 g3AsA1 + GodoAs + GzAaAo — ToAido — V1At A — ToAaAs)
+5( Mo A2 Az + AoAsAsAs)

+Q00AoA1 A2 A + Q11 Ao A1 Ao A3 + Qg AoA Ao

+Q01(MoAor2As — A A A2As),

onde, neste caso temos
[ = Oy F + 011 F, [ = 05 F, ® = O F. (3.44)
A quinta supersimetria, (4, gera os seguintes vinculos:
0o =0, Q=0. (3.45)

Portanto, garante invaridncia supersimétrica ate N’ = 8.

e Agora apresentaremos a agao invariante sob N = 4 do multipleto (4,8,4)p com
simbolo de conectividade 43+4;. Seus campos componentes sao (vg, v;; Ag, Aj, o, Ai; G0, i)
(1 =1,2,3) e as transformagoes supersimétricas,

Qivo = A Qigo = —5\; _

Qivj = —(0iho +epde) Qi = dijho + Eiji e

Qido = —0; Qido = i

C?i)\j = (iz'jbo + €4k Uk C;)ij\j = _(6ij£70 + €ijkJk) (3.46)
Qwo = Ao Q4§0 = —Xo '
Qavj = A Qug; =~

C?A)\o = —0o C:245\0 = 0o

Qu\j = —7; Qu\j = ¥;

No seu grafo associado (ver Fig. 3.6) podemos ver que o mesmo nao contém nenhuma
fonte fermionica; mas nao possui nenhum parceiro bosonico de dimensao de massa zero
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Figura 3.6: Supermultipleto (4, 8,4)p com conectividade 45 + 4;

que possa gerar a fungao ®. Portanto, como veremos adiante, nao é possivel obter uma
Lagrangeana de segunda ordem por meio desta construcao.
Neste caso temos a Lagrangeana manifestamente invariante sob N’ = 4, dada por

£ = é4@3Q2Q1F(U07 U1, U2, US): (347)

explicitamente,

L = Qogo + 0igi + )\oj\o + )\kj\k)
ik G0N — QitoAiAo — QovidoN:

Eij _ _ S N
2]k (Qogr — Qigo) NiXj — Q000 — Qoo
1 — 81 _
_égiijOk)\i)\jAO)\O — ?jkdpquk)\o)\i/\j)\q
_52‘6ﬂ‘k (Q00A0 — Q0pAp) Aidj Ak, (3.48)
onde

Podemos ver que esta Lagrangeana é de primeira ordem e sob uma quinta supersime-
tria ela nao existe, pois o vinculo gerado ¢ tal que 2 = 0. Na seguinte subsegao vamos
ver como, para este e os outros multipletos do (3.35), pela Construcao II, podemos obter
acoes de segunda ordem para N = 4 e oxiddveis até N = 8.

Cabe salientar que a presenca de bosons no lado direito e esquerdo de um grafo nao é
sempre garantia de termos uma ac¢ao de segunda ordem. Por exemplo, para esta mesma
conectividade 43+ 4; consideremos o grafo da Figura 3.7, facilmente notamos a auséncia
de parceiros que possam gerar a funcao ®. Portanto, vamos obter uma Lagrangeana
equivalente a (3.48) que é de primeira ordem.
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Figura 3.7: Supermultipleto (4,8,4)p com conectividade 43 + 4;

Construcao 11

Este método foi descrito no Capitulo 1 e é geralmente usado para construgao de agoes
de segunda ordem para multipletos do tipo (3.35) e (3.18). A aplicagao desta construgao
em (3.30) produz a mesma agao que as obtidas pela Construcao I.

e A aplicagao da Construcao II no multipleto (4, 8,4)p induz uma teoria invariante
N = 4, obtida desde a Lagrangeana de segunda ordem do multipleto raiz (8, 8),,, nao-
minimal, Eq. (3.9), no qual serd expresso em termos de duas fungées independentes,
D (vg, v;) e Q(vg, v;). No entanto, garantir a invariancia sob N/ = 4 s6 é possivel se for

satisfeito o seguinte vinculo
Dy + @, = 0. (3.50)

Este fato particular nao estd presente para acoes com N = 4 derivadas a partir dos
multipletos (3.36).
Entao, a Lagrangeana é explicitamente dada por
L = ®@2 402+ G2+ 72+ Mdo+ Moo + Midi + A\
—€ijk P9k (AoAi — Aido) + (Pogi + Pigo) (AoAi + Aido)
€ij . NN 1 . N
+ 2Jk ((I)Z'UO — (I)Qvi)<)\j>\k — )\])\k) -+ é(q)jvk — @kvj)()\j)\k + >\]/\k)
((I)Ogo —+ q)jgj)(j‘o/\() + S\k/\k) — (I)zgj(j\z/\] — )\25\]) — CI)OgO(;‘O/\O — /\0/_\0)
+EijeAiNj (Prgo — Pogk) + (€ijaPor — Pij) AoAoAiA;
_ -1 _ _ _

+ Do (Ao — AoAj) AN + §€ijk5pq<1>kp()\0/\i)\j)\q — AoAiAjAg)

B o o
FP i A A AN — §5ijk6pqq)0p)‘i)‘j)\k)\q

— — Eiq R — —
— Do oo \; - T’k[cbpp(AOAiAjAk) + oo (MoXiA A )] +
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€ijk
6 . .
+Q(00go + 0igs) + Q(AoAo + M Ar)
+€i125 G0N — QLitodido — QovidoN;

Eij _ _ Y . X
+ 2Jk (Qggk — ngO))\z)\j — QjUi)\in — Qovo)\o)\o

1 < Eii N
_§5iijOk>\i)\j)\O)\0 — 7]k5pq9pk/\o)\i)\j>\q

[(Poo + Ppp) Aidj Ak o]

Eiid —
- 6{’“ (Q00A0 — QopAp) XA Ak (3.51)

Note que parte desta Lagrangeana (de primeira ordem) que contém a funcao 2 é
encontrada pela Construcao I (3.48).

Impondo uma quinta supersimetria N’ = 5 na Lagrangeana, encontra-se o seguinte
vinculo 2 = 0. A acao resultante é automaticamente invariante sob N' = 8.

Todas as Lagrangeanas obtidas pela Construcao II dos multipletos de (3.35) tém as
mesmas caracteristicas.

e Por fim temos o multipleto (1,8,7) ndo-minimal com campos componentes dado
por (vo; Ao, Ais Ao, Ai; Gis Go, Gi) € as transformacdes supersimétricas que agem nele sdo:

Qivo = A Qido = —5\;‘ '

Qz‘gj = —(5ij}\o + 5z'jk/.\k) Qz‘?j = 050 + EijrAk

Qido = —9i Qido = Ti

Q;i)\j = @ﬂ')o + €ijk Ik C;gij\j = —<5¢j§0 + €ijk0k) (3.52)
Q4Uo = ')\o Q4§0 = —Xo '
Q4gj = Qz@j = _}‘j

Q4)\o = —Jo Q45\0 =g

QiNj = —7; QiNj = g

Figura 3.8: (1,8,7) 44+ 43
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Na Figura 3.8 é mostrado o grafo associado, onde pode-se ver que além de ter 4
fontes fermionicas nao possui nenhum parceiro bosonico. Portanto, s6 é possivel obter
a Lagrangeana pela Construcgao II. Temos entao que,

L = (05 +70+90+7 + Ao+ Moo + A+ A)
+(I)0[§0()\0)\0 — )\1>\1) + gl(>\0)\Z — )\1)\0) + gz()\o)\l + )\1)\0)
—eij(Gi\j Ak + %(Xﬂk — AA)]

~Bop(odoAids + %A&@Ak _ g%)\o)\mj)\k)
+Q(00go + )\oj\o + Azj\l + 9:9:)

) - 1 _
+Q0[(VoAo + gidi) Ao + §5ijkgi)\j>\k]

1 _
+90065ijk/\i)\j)\k/\07 (3.53)

onde ®(vg), Q(vg) sao fungoes independentes. Para termos uma invariancia sob N' = 4
precisamos ter que
0% = 0. (3.54)

Implementando na Lagrangeana uma invariancia supersimétrica N/ = 5 se produz o
seguinte vinculo: = 0, garantindo a invariancia até A/ = 8 supersimetrias.

3.3 Multipleto (4,16,12) com N = 5 nao-minimal
Finalmente vamos apresentar o modelo sigma para o multipleto

(xla Ta, T3, T4; Ao, i 5\0, S\i, Yo, i, 1/_107 1@'; hi, Bi, Gis §z‘)

(i,7,k = 1,2,3) com simbolo de conectividade 124 + 43 para N’ = 5 ndo-minimal.
Estas transformacoes supersimétricas sao dadas por

Qz‘xl =\ Qz’hj = _(éijj\o + E@jk}\k)
Qixz ==\ Qil_lj = iAo + €ije Ak
Qido = —hi  QiAj = dijiy + el
Qi)\o =h; Qz’)\j = — (0,22 + €;jhx)

. 3.55
Qﬂéo =i Qﬂ/_& = _(5ijx3 + Eijkgk) ( )
Qz‘% =—0i Qz’%‘ = 51‘;'9?34 + €ijkgr
Qix?) = —1@‘ Qz‘gj = 0i;%0 T €ijk Uk )
Qirs = —; Qig; = —(di5%0 + €k Vn)
6?4$1 = 5\0 C?4hz‘ = 5\1 C?Mz = - C?zjlz‘ = _>\i
Qiro = —T2 Quli = —h; Qi =1 Q4)\i =h; (3.56)

@4% = a4 C?Mbi =i 6?4@50 = —13 Qlﬂzi =—gi

Qurs = —to Qugi = —Ui Quua=1hy  Qufi = i
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Q9371 = 1o Qghi = wz C:293_52 = 1/;0 ng:li = @Zz
Q9>\0 = —3 Qg/\i = —0i Qg)io = —1y QQ/\_i = —Gi (3.57)
Qoo =a1  Qovi =hi Qoo =12 Qothi =1y
Qorz = —Xo Qogi = —Ai Qory = —Xo (Qogi = —\;.
O grafo associado a estas transformacoes é mostrado na Figura 3.9, onde podemos ver

que a quinta supersimetria (g realiza a conexao entres os dois multipletos nao-minimais

da subdlgebra N =4, (2,8,6) ® (2,8,6).

Figura 3.9: Supermultipleto (4,16, 12) com conectividade 124 + 43

A Lagrangeana manifestamente invariante perante N = 4 neste caso é produzida
por

L = Q1Q3Q:Q\ F (1, w9, 3, 24). (3.58)

Impondo nesta Lagrangeana uma invariancia sob a quinta supersimetria Qg (N = 5)
os vinculos obtidos sao:

613F + 824F = 0, (‘912F — 634F = 0, OF =0 (359)

Considerando estes vinculos podemos simplificar a Lagrangeana invariante sob N =
5, explicitamente mostramos na equacao (B.1).
Agora consideraremos uma sexta transformacao supersimétrica dada por,

6:24331 =X\ 6:24h¢ = >\z C:?4if2 = 5\0 C?AJ:LZ‘ = z\z
QMO =T Q4)\i = h; Q4>:0 = Ty Q4)y = Ny (3.60)
Quibo = 3 Quibs = gi Qubo = T4 Quib; = gz

Qa3 = o Q49z‘ = w@ C?41’4 =1 Q4£_]i =1; .

Impondo uma invariancia na Lagrangeana (3.58) sob esta transformagao ()4 obtemos
os seguintes vinculos,

(‘911F + 822F = 0, 833F -+ 844F = O, 814F + 823F = 0. (361)
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Se mais adiante, desta mesma forma, aplicarmos uma sétima, oitava e nona super-
simetrias, @; (i = 1,2, 3), obteremos os vinculos

311F + aQQF - 0, 633F —f- 844F - O, 813F + 824F - 0 (362)

Note que de acordo com esses vinculos fundamentais eles estao embutidos nos vinculos
de (3.59) e (3.61)), quer dizer que, com uma supersimetria N' = 6 controlamos os vinculos
fundamentais até N' = 9. Portanto, a Lagrangeana (B.1) com estes vinculos na fungao
prepotencial é invariante até N = 9 supersimetrias.

Neste caso foi usada a Construcao I para obtermos a acdo, mas nada impede a
construgao de agoes invariantes por meio da Construcao II, que consiste em obtermos
a partir da Lagrangeana associada ao multipleto (16,16,0). Neste caso, para aqueles
multipletos que produzem agoes de primeira ordem com a Construgao 1.

Um dos multipletos deste tipo que tem muita relevancia é (9,16,7), ja que é obtido
como resultado da reducao dimensional da teoria de super Yang-Mills quadridimensional
[63, 64]. Nosso formalismo é perfeitamente capaz de estudar este multipleto.
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Capitulo 4

Extensao supersimétrica do segundo
mapeamento de Hopf

Neste Capitulo mostraremos uma aplicacao dos capitulos anteriores no processo de
reducio dimensional via o grupo SU(2) no espaco alvo R® para R® por meio do segundo
mapeamento de Hopf e a supersimetrizagao da mesma. Como resultado da reducao
mostraremos um sistema dinamico com a presenca de um Monopolo de Yang que é
invariante sob N' = 5 ou N = 4 geradores supersimétricos que vao comutar com os
geradores de SU(2).

4.1 Mapeamentos de Hopf

Os mapeamentos de Hopf, chamados também de fibracoes de Hopf, sao fibragoes de
uma esfera sobre outra esfera, S?~!/SP~1 = SP com p = 1,2,4,8. Estas fibragoes
manifestam a existéncia de nimeros reais (p = 1), complexos (p = 2), quatérnions
(p = 4) e octonions (p = 8). Os quatro mapeamentos de Hopf podem ser representados
pelo seguinte diagrama comutativo

RQk ]RkJrl

l l

SQk;—l _ Sk

que conecta dois espagos Euclidianos (R) e duas esferas (.5).
Para os nossos propositos consideramos o segundo mapeamento de Hopf, p = 4. Para
descrevé-los em termos explicitos consideremos as fungoes X (v, Ua), T5(Va, Ua)

X = 21_11112, Iy = 1_11111 — ﬁ2u2, (41)

onde u;, uy sao numeros quaternionicos. Estes niimeros vamos considera-los como
coordenadas do espaco R®. x5 é um nimero real, enquanto x é quaternionico, entao
temos

X = x4 + ey, (4.2)

onde e, = (i, ], k) satisfazem a relagao

el-ej = —(Sij + 5Z-jkek. (43)
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As funcoes (75,x) parametrizam o espaco 5-dimensional R®. Além disso, estas
) 7
funcoes sao invariantes sob as transformacoes

u, — Gu,, GG =1 (4.4)
onde
G =)y +iM +jAo + kg (4.5)
com a condi¢ao
Dol” + (A1 + [Aaf* + [As]* = 1. (4.6)

Portanto, G parametriza a esfera S? de raio 1. Agora, tomando em conta o isomor-
fismo entre a esfera e o grupo, S® = SU(2), concluimos que (4.1) ¢ invariante sob o
grupo de transformagoes G (G = SU(2)). Porém define a fibragao

R®/S% = R®. (4.7)

Note que o mapeamento (4.1) preserva a norma

r? = xx + 22 = (u; + tpuy)? = R (4.8)

Assim, definindo a esfera 7-dimensional no R® de raio R: u,u, = R? (a = 1,2),
conseguiimos uma esfera 4-dimensional em R® de raio r = R?.
A Eq.(4.1) pode ser invertida se considerarmos as seguintes relagoes

T+ Ty X _
u, = gr,, onde r = , T9=TrL= —o—, =1, 4.9
g 1 9 2 + 20+ 73) gg (4.9)

onde g parametriza a esfera tri-dimensional de raio 1.
Na descricao do segundo mapeamento em termos internos vamos usar a decomposicao

R® = R! x 87, R® = R! x S* e parametrizando S* pelas coordenadas
u;uy

Z = — s ‘u1’2 =
uiu;

r
1+ zz

(4.10)

?

obtemos

_ s/ I -3V
u) = —F/—, Uy — U112 = —. (411)
v1+zz 142z
Para r = constante temos a descricao de S7 em termos das coordenadas da variedade
S* e das coordenadas da fibra g. As coordenadas internas z da esfera S* tém relacao
com as coordenadas do espaco R® como

2z 1—2Zzz
X Ty, Zs rhns, + 1_{_527 5 1+ 32 ( )
Explicitamente, o elemento do grupo SU(2) é dado por
o 1+jz _ . . .
=" J gdg = Asi+ Ayj, Ay = (A +iAy), (4.13)

\/1+22’
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onde

izZdz — zdz dz
Ag = hsd ——— A, =ih,d

3 3a7y + 5 1425 + =1y ay +
e hs e hy sdo as coordenadas Euclideanas do espaco R%. Ao mesmo tempo eles sao os
potenciais de Killing de S? dados por (4.12).

Os campos vetoriais duais a (4.14)) sao

(4.14)

142z

., 0 _0 d L0 .z0 _
_ 9 _ .90 _9 29 29y 4
V; + 2i(z z—), Vi 82+Z o 1287’ V_ =V, (4.15)

que satisfazem
As(V3) =AML (Vi) =1, AL (Vy)=AL(V3) =A35(Vy) =0. (4.16)

Outro elemento de grupo SU(2) que parametriza a esfera S* e que comuta com (4.13)
é dado por:

- 1+j =
= ——— 1 5 = 1 417
- V1+ zie 8888 ( )
gdg = Nsi+ A j, Ay = Ay +iAy, (4.18)
onde p p 2in g
~ izdz —zdz  + e“dz
As=d - A, =— 4.1
=t M T T (4.19)
e seus campos vetoriais duais sao:
0 iy 0 iz 0 _
—- — 1 1 J— - _ = 4.2
satisfazendo
A3(Us) = As(Uy) =1, As(Uz) = Ap(Us) = A3(Uy) = 0. (4.21)

Portanto, os campos vetoriais V, e U, formam parte da algebra so(4) = so(3)®s0(3)
de isometrias da esfera S3, ou seja

[VZ, V]] = 251-]-ka, [UZ, UJ] = 25iijk7 [Vl, U]] = 0. (422)

4.2 Reducao dimensional: O caso bosonico

Consideremos uma particula livre sobre um espaco 8-dimensional provido de uma métrica
invariante-G conformalmente plano. A Lagrangeana é dada por

L = g(uu)u,u,, (4.23)
na nova parametrizagao (4.9) e considerando (4.14) a Lagrangeana toma a forma:

Loy = g(re,m)(Fro +71 — r(ggA + Agg) — 1(88)°)
= g(F 7o +77) — grhiAi + grii, (4.24)
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onde )
Tyr_ — T XX — XX

A © r 2r(r + xps1) (4.25)

No caso p = 2, A define o potencial do monopolo de Dirac

. . T1To — Ty
=iAp=i—"———7-—"—. 4.26
A=idp =i r(r 4 z3) (4.26)

Em nosso caso p = 4, A; define o potencial do monopolo de Yang SU(2)

Ay = Tty s Sadn — (4.27)
T ) ab = 9ia04b — 04¢0ib — Eiabd, .
onde 7, ¢ o simbolo de t'Hooft, e a,b = 1,2,3,4.

Usando as constantes de movimento de Noether podemos reduzir a dimensionalidade
do sistema. De acordo a natureza nao-abeliana do grupo SU(2) o sistema sera reduzido
para (5 + 1)-dimensoes. Faremos isto substituindo a Lagrangeana original (4.24) por
outra variacionalmente equivalente, onde o espaco de configuragao inicial é estendido
pela novas varidveis w, T, p, 0s quais sao os momenta conjugados das varidveis que
parametrizam a esfera S®: z, Z e 7. Quer dizer, substituiremos a esfera S* por seu
fibrado cotangente T*S® parametrizado pelas coordenadas z, z, v, T, T, p,.

Entao, definindo os colchetes de Poisson por

{m,z} =1, {m, 2z} =1, {py,7} =1 (4.28)

Agora vamos introduzir os geradores Hamiltonianos P, correspondente aos campos
vetoriais (4.15) (substituindo as derivadas no campo V, por seus momenta correspon-
dentes), temos

P, —iP, + 227, _ )
=2 T : “ _lz%, P =P, PS:%—I(M—%). (4.29)

Da mesma forma introduzimos os geradores Hamiltonianos I, correspondentes aos
campos (4.20):

P,

I —il, i 2% (1 + 27) o 7
AR et R i G W R S (4.30)
2 2 4
Juntando isto, com relac@o aos colchetes de Poisson (4.28), temos a algebra so(4) =
50(3) ® so(3)

{P,, P;} = €ijx P, {L;, I;} = eijuly, {L;, P;} = 0. (4.31)

Uma importante igualdade é encontrada nas funcoes P; e I;, dada por
I 1, = PPy (4.32)

Com esses elementos, a Lagrangeana variacionalmente equivalente a (4.24) é escrita
como
PP grAA;
gr B 4

Lint = 2(PL AL + P_A_ + PsAs) — PA; — +g(rer_ +73).  (4.33)
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As isometrias desta Lagrangeana modificada correspondente a (4.20) sado definidas

pelos campos vetoriais B
U, ={L, }, (4.34)

onde [; é dado por (4.30)) e os colchetes de Poisson sao dados por (4.28). Estas quanti-
dades I; em (4.34) sdo as constantes de movimento de Noether da Lagrangeana modifi-
cada (4.33). Isto pode ser viato considerando-se a seguinte igualdade

2(P Ay + P.A_+ PA3) =p,y+ 72+ 7z (4.35)

Portanto, podemos fazer a reducao sob o grupo SU(2) dado pelos campos vetoriais
(4.34)), para isto fixamos as constantes de movimento de Noether (4.30) como

I, = const, I I, = s°. (4.36)

Como estas constantes de movimento nao dependem das coordenadas r4., 5, fazemos
uma rotacao ortogonal. Portanto, s6 a terceira componente, I3, sera diferente de zero.
Igualando-se I, e I_ a zero, temos:

D~y _ . z . z
.= - = — ) 4.37
3T 9 T eI TETYT S (4.37)
Portanto,
z z 1—2z2z
P — _3 pf — 1 P = — . 438
S e Y1tz LA = (4.38)

onde P, coincide com os potenciais de Killing da esfera S2.

Considerando-se (4.35)) concluimos que o terceiro termo em (4.33) pode ser apa-
gado, pois é uma derivada temporal. Além disso, considerando a Eq. (4.32), podemos
reescrever a Lagrangeana da seguinte forma,

gy, . ZE—z2Z _ s .
Lreqg = —is — shy(z, 2) A — ——=,
d 2 1422 bz 2) Ay g

g
= p=1,..,5 (439
2T7 /’L ? Y Y ( )

onde usamos a identidade

1 o &y
- ZQTAiAi + g +7Y) =g Zru' (4.40)

Assim obtemos uma Lagrangeana reduzida que descreve o movimento de uma particula
num campo de um monopolo de Yang SU(2).

4.3 Supersimetrizacao

Na extensao supersimétrica, R® é trocado por um multipleto raiz (8, 8) com supersimetria
N = 8 cujas componentes bosonicas (alvo) correspondem as coordenadas de R®. Seus
campos componentes sio dados por (vg, vs, To, Ui Ao, Ais Aoy As ).

A transformagao bilinear (4.1) também pode ser escrita na representacao matricial
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z, = vy, (4.41)

onde ;= 1,2,3,4,5, e 4,’s sdo os geradores da dlgebra de Clifford C1(5,0). Explicita-
mente temos que

Vi = 0AR02Q04

Yo = 04041

V3 = 04R01 Q04

Yo = 01@1L,®1,

Y5 = 02 1,® 1 (4.42)

As coordenadas reais v, = (v, v;, Vg, U;), onde a = 1, ..., 8, estao relacionadas com
as coordenadas quaternionicas u,, U, pelas expressoes

u; = vg + €;v;, Uy = Ug + €;;. (443)

O campo vetorial U; que define as isometrias SU(2) é dado pela expressao

!
U, = 0,50, —, 4.44
v ab 87]5 ( )
onde
¥ = 1,01, ®04,
EQ = 12®O'A®0'1,
23 = 12@0’,4@0’2. (445)
Notemos que os geradores de su(2), ii, comutam com as matrizes gama ’711
[ii, ’711] = O, [iz, SJ] = 25ijkik:7 (446)

isto concorda com o fato de que U, define as isometrias da Lagrangeana 8-dimensional
(4.24)).
Portanto a transformacao

v— Mols + AT, A+ AN =1 (4.47)

deixa invariante as coordenadas z,. Porém, a fibracao (4.41), como foi dito, identifica
todos os pontos no qual difere pela transformacao (4.47), e também se verifica

2,7, =1 = (vav,)? = R (4.48)

Em termos das coordenadas z, Z, v (que parametriza a esfera x,, = const) os campos
vetoriais U; e V; s@o dados em (4.20) e (4.15)), respectivamente.
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De acordo como o Lema de Schur, cuja extensao supersimétrica é apresentada em
[55], N =5 é o ntimero maximo de geradores de supersimetria que atuam em (8,8) e
comutam com os geradores ij =%, ®Y; da algebra su(2).

Para N/ = 8 (com estrutura octonionica) as transformagoes supersimétricas que
atuam no multipleto raiz (8, 8) sdo dadas por

1 0 V4 1 0 1,

onde
Y1 = 02K 03K 04,
Y2 = 02004R® 1y,
Y3 = 02801 Q 04,
Yy = 04 1;® 1g, (4.50)
V5 = 01 ®1,®oy,
Y6 = 0104 03,
Y = 01Q04RX 0,

i = 1, ®1,® 1s.

A representacao gréafica destas transformacoes foi dada na Figura 2.1.
Logo, o subconjunto N = 5 composto por Qi, Q2, Q3, Q4, Qg comutam com o0s
geradores X; do su(2),

Q,%,]=0. I1=1,234,8 (4.51)

Passando a estrutura quaternionica temos que Q1 — @1, Q2 — (2, Q3 — @,
Q4 — Q4, Qs — Q4 atuando sob o multipleto (v, vs, To, Ts; Ao, Aiy Aoy Ai)-
A Lagrangeana invariante manifesta sob AN/ = 4 ¢ dada por

L = Qu4Q3Q2Q1F (vo, vs, Vo, ), (4.52)

considerando uma invariancia sob uma quinta supersimetria, (4, geramos o seguinte
vinculo 0@ = 0. Este processo j& foi mostrado em (3.14). Portanto, como os geradores
de su(2) s6 comutam com estes 5 geradores supersimétricos, a Lagrangeana ¢é invariante
sob su(2). Além disso, este vinculo, para ser invariante sob este grupo, tem que ser
resolvido em termos das coordenadas invariantes bilineares z, (4.41). E explicitamente
vai ser dado por

T = Q(U()@k — UpUg — eijkvi@j) (453)
Ty = 2(1)0170 + Uﬂ%’) (454)
Ts = VoUy + v;v; — UgUgy — V;U;. (455)

Partindo destes 5 campos bosonicos x,, e usando as 5 transformacoes do multipleto
raiz que agem nas coordenadas v,, obtemos o seguinte multipleto como resultado do
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mapeamento bilinear (5,11,10,5,1). Todos os campos componentes deste multipleto
sao invariantes sob su(2) e é dado por combinagoes bilineares dos campos originais
Vo, Vs, Vg, Uy, /\0, /\i7 )\0, )\,L

Portanto, a extensao supersimétrica do segundo mapeamento de Hopf produz o mapa
linear (8,8) — (5,11,10,5,1). Este dltimo é um multipleto onde as transformacgoes su-
persimétricas induzidas sao lineares. As restri¢coes nas esferas podem ser obtidas usando
projecoes estereograficas ou usando coordenadas hiperesféricas, os quais permitem pro-
duzir realizacoes off-shell e nao-lineares para N > 4.

A restricao R® — S7 produz uma realizacdo nao-linear para N' = 8 que pode ser
escrita em termos das constantes de estrutura octonionicas. Por exemplo, usando a
projecao estereografica obtemos,

Rv j RUO

- = 4.56

CL)] R . 'UO’ g R _ UO? ( )
R\, R)o

- = 4.57

com 7,7,k =1,...,7, onde os novos campos componentes introduzidos formam o multi-
pleto nao linear (7,8,1),; dado por:

(wis 0.8 g) (4-58)

e as transformagoes supersimétricas nao lineares (Q) induzidas por (2.3) sao dadas por

inj = —(0560 + Cijiés) + %(%‘fi)a (4.59)
Qi€ = —uw;+ %(%‘9 — &0&i), (4.60)
Qifj = 059 + Cyjpwi, — %(Oijkwkg + &;6) (4.61)
AQig = fz, (4-62)
stj = &o, (4'63)
sto = g, (4'64)
Qs&i = Wi— %(%‘9 + &&o) (4.65)
ng = fo- (4.66)

onde as constantes de estrutura octonionica Cjj;, que sao totalmente antisimétricas,
estao em (2.5). Note que no limite R — oo, as transformagoes supersimétricas lineares
podem ser obtidas. Portanto, o multipleto (7,8, 1),; é mais geral com esse ntimero de
campos.

A construcao de uma agao invariante nao linear associada a este multipleto pode ser
perfeitamente obtida usando-se a Construgao I com quatro supersimetrias manifestas
e impondo-se as demais supersimetrias. Dessa forma, vamos obter, como é natural, os
vinculos na funcao prepotencial.
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Desta mesma forma podemos fazer a restricao na esfera R> — S* para nosso multi-
pleto encontrado.

Vamos apresentar agora mais um caso na construgao de uma extensao supersimétrica
do segundo mapeamento de Hopf. Isto serd feito tomando-se em consideracao o N =5
nao-minimal estudado no Capitulo 2. O supermultipleto neste caso ¢é (8,16,8) com
simbolo de conectividade 84 4+ 8;. A escolha deste supermultipleto foi feita pelo fato de
0 mesmo ser invariante sob o subgrupo su(2).

Seus campos componentes sao dados por

(vo, Vi, Do, Ti; Aoy Ais Aoy Ais Yo, Vi, Yo, Vi 9o, Gis Gos Gi) (4.67)

1 =1,2,3, que contém 8 bdsons, 16 férmions e 8 campos auxiliares, onde as coordenadas
do espago alvo sdo v, = (vo, v;, g, U;), com a = 1,...,8 € RS,

As 5 transformacgoes que agem neste multipleto sao obtidas considerando o vesti-
mento (1.36), onde as transformagdes supersimétricas do multipleto raiz sao dadas nas
Eqs.(2.42), (2.43) e 2.44] portanto temos,

QiUO = Aiy QZU] = —(0ij A0 + €ijc k),
QiDO = _>\i7 QZU] - 5zj)\0 + Eljk’)\k‘a
Ql)\o —f)l, Ql_ 51JU0 + ewkvk,
Qz>\0 = U, QM‘ = —(52‘3'?30 + €ijk1;}k)7

4.68
Qﬂ@o = Gi, Qz% = — (8590 + €ijk k), (4.68)
Qﬂ% = _giy szj = z]go + Ezﬂcgk’a
Qigo = _'Qéia ng] = zﬂﬁo + ezjkwkv
Qigo = =i, Qig; = —(6 zg% + 6%1%)-
Qwo = 5\03 Q4Uz’ = 5\1’,. C:?ﬂ:)ﬂ = —No, QOUz ==\,
Q4)\0 — g, Q4>\ = —U;, Q4>i0 = Vg Qo)\ = U, (4.69)
Q41/10 = 907 Q4¢z = gu Q4¢0 = fgoa Q4¢z = —3i '
Q490 —%, Q4gz = 1/%‘, Q4190 = Yo, Q492 = wm
Q:QUO = 1/107 ngz %, QQUO = 1507 QQUZ = 1/_12'7
Qoro = —g0, Qoli = —g; Qg)\o = —90, Qg = —0i, (4.70)

Qotbo = o, Qg% Uw Qotho = U07 Qothi = @3

Qogo = —No, Qogi = —Ni, Qodo = —No, Qofi = —\i,

Os geradores da &lgebra su(2) que comutam com as N' = 5 transformagoes sao neste
caso

Y1 = 1LR1Lhel,®oy,
Yo = L®lLeosRo,
23 = 12 & 12 X 0op R 09 (471)
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As 5 matrizes gama do mapeamento bilinear Eq.(4.1) sdo dadas pelas mesmas da
equagao (4.42). E claro que elas também comutam com os geradores do su(2).

Neste caso, o multipleto obtido como resultado do mapeamento bilinear é dado por:
(5,16,21,15,6,1) = (4,11,11,5,1,0) & (1, 5,10, 10,5, 1).

Nao existe obstrugao para aplicarmos este método ao terceiro mapeamento de Hopf,
onde o mapeamento bilinear ¢ agora R'® — RY O multipleto raiz (16,16,0) carrega
a representacao linear minimal para N = 9, aqui a extensao supersimétrica mapeia o
supermultipleto raiz em um supermultipleto (9, 37,84, 126, 126,84, 36,9,1) N' = 9. Isto
é uma perspectiva para futuros trabalhos.
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Conclusao

Para finalizar este trabalho, podemos dizer que desenvolvemos um formalismo alter-
nativo ao formalismo de supercampo. Esse formalismo introduz um numero finito de
campos para uma supersimetria N -estendida baseado nas representacoes da dlgebra da
supersimetria unidimensional.

A motivacao deste trabalho foi concentrada no estudo e na classificacao dessas re-
presentacoes lineares, finitas, da dlgebra de supersimetria unidimensional N -estendida
em termos de multipletos, nas quais algumas delas podem ser obtidas como o produto de
uma redugao dimensional de teorias em altas dimensoes como foi mencionado no capitulo
1. O entendimento destas representagoes nos fornece informacoes de certos aspectos ou
propriedades elementares da teoria a qual nos permitira avancar no caminho de obtermos
representacoes que descrevam teorias de unificagao tais como a supergravidade para
N = 32.

Num primeiro caso, para N = 4, estudamos dois tipos de representacoes que sao
2-minimal (completamente redutivel) e nao-minimal (redutivel mas indecomponivel).
Diferentes representacoes inequivalentes “off-shell”’de comprimento trés foram encon-
tradas e classificadas em cada um deles, isto de acordo com o simbolo de conectividade
e grupos invariantes que possuem. Além disso, mostramos que multipletos inequiva-
lentes com um mesmo nimero de campos componentes induzem acoes invariantes su-
persimétricas inequivalentes.

As constantes de estrutura mais gerais da algebra dos grupos invariantes associados
aos multipletos raizes de ambas representacoes foram representadas num plano de Fano,
formando uma estrutura que chamamos de pseudo-octonions, ji que é composta por
linhas orientadas e nao orientadas.

O processo de oxidagao N' = 4 — N = 5 foi feito em ambas representagoes (2-
minimal e ndo-minimal) por meio da adi¢do de uma quinta transformagao supersimétrica
compativel com as demais 4 transformacoes. Ambos os casos recaem nas conectividades
para A/ = 5 minimal classificadas na literatura, onde é mostrado que sao oxidéveis até
o numero maximo N, = 8.

Também foram estudadas as representacoes nao-minimais N’ = 5 contendo nos seus
multipletos 16 bdsons e 16 férmions, onde os grupos invariantes do multipleto raiz con-
sistem de 15 geradores que produzem as relagoes de comutacao e anti-comutagao. Estes
geradores foram representados graficamente num tetraedro com linhas orientadas e nao-
orientadas. A esta estrutura chamamos de pseudo-sedénions.

Considerando agora os modelos sigma associados, uma segunda construgao (II) de
acoes é proposta neste trabalho, para aqueles casos em que a construcao I nao gera
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uma acao de segunda ordem nos multipletos “off-shell”’de comprimento trés, tomando
como ponto de partida a acao do multipleto raiz. Geralmente esta construcao é usada
para aqueles multipletos cujo grafo associado nao possui nenhum parceiro bosonico com
dimensao de massa zero que possa gerar a funcao ® ou para aqueles multipletos cujo
grafo possui fontes fermionicas.

Encontramos que os modelos sigma de segunda ordem associados aos multipletos
nao-minimais com N = 4 podem ser de dois tipos, por um lado com um prepotencial
sem vinculos das coordenadas alvo e, por outro, com vinculo. Impondo uma invariancia
sob uma quinta supersimetria A/ = 5, em ambos os casos, o sistema é automaticamente
invariante até N' = 6,7, 8 supersimetrias com um prepotencial vinculado. Como con-
sequéncia deste fato, os modelos sigma das representacoes inequivalentes N’ = 4 com o
mesmo numero de campos resultam ser equivalentes depois de ser oxidados.

Também foi construido o modelo sigma para a representacao nao-minimal N = 5,
em particular para o multipleto (4, 16, 12) onde a quinta supersimetria e responsavel por
conectar os dois multipletos da subdlgebra nao-minimal A" = 4, dados por (2,8,6), ¢
(2,8,6),, obtendo-se assim os vinculos na fungao prepotencial.

Provamos que é possivel construir Lagrangeanas invariantes sob N/ = 9 supersime-
trias baseado na representacao nao-minimal A/ = 5 se os vinculos produzidos pela quinta
e sexta supersimetria sao consistentemente resolvidos. Porém, tal sistema com N = 9
pode ser controlado por sé6 N = 6 supersimetrias. Provavelmente este mesmo resultado
possa ser encontrado em supersimetrias mais altas, quer dizer, controlar com um niimero
menor de supercargas.

Por fim, investigamos as propriedades da mecanica supersimétrica associada com o
segundo mapeamento de Hopf. Encontramos que a reducao por meio da acao do grupo
SU(2) no multipleto (8,8,0) gera um supermultipleto supersimétrico 5-dimensional in-
duzido pelos geradores de supersimetria N/ = 5 atuando no (8,8,0), este geradores
comutam com os geradores da dlgebra SU(2). O supermultipleto resultante é um super-
multipleto de comprimento 5 redutivel mas indecomponivel com campos componentes
dados por (5,11,10,5,1).

A Lagrangeana do sistema foi explicitamente calculada no Capitulo 3 associado ao
multipleto raiz (8,8,0) com N/ = 8. Os 8 campos bosonicos sao considerados como
as coordenadas 8-dimensionais do espaco alvo. Provamos que esta Lagrangeana ad-
mite uma invariancia SU(2) e invariancia supersimétrica N’ = 8. A invariancia sob os
3 operadores supersimétricos (N = 6,7,8), é menos importante pelas seguintes razoes:
primeiramente, é que eles sao automaticamente induzidos sob invariancia dos operadores
N =5e SU(2). E em segundo lugar, é que a agao sob N/ = 8 fecha sob um super-
multipleto muito maior do que (5,11,10,5,1), e os campos extras nao sao essenciais na
obtencao da acao invariante.

O sistema final com a presenca de um monopolo de Yang é caracterizado por sua
invariancia sob N = 5 geradores supersimétricos os quais comutam com os geradores
SU(2).

As perspectivas mais importantes e gerais deste trabalho sao as seguintes:

e Continuar com o processo de oxidagao incrementando o niimero de supersimetrias
com o objetivo de alcancarmos até N = 32.
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e Estender ou adicionar simetrias na algebra da supersimetria global unidimen-
sional tais como a invariancia superconforme e a posterior aplicacao na correspondéncia
AdSy/CFTy, por exemplo.

e Fazer o processo de oxidagao dimensional, ou seja, no nosso caso, de uma dimensao
(041) para duas dimensoes (141). Para isto usaremos o formalismo desenvolvido neste
trabalho, onde a algebra das supertranslagoes pode ser dividida em duas partes inde-
pendentes para serem descritas pelas coordenadas do cone de luz.

e Estudar o multipleto (9, 16, 7) unidimensional associado com a teoria de superYang-
Mills em D = 4 onde, como um primeiro passo nessa direcao ja construimos para
(4,16,12). Além disso, existe a possibilidade de implementarmos uma invariancia su-
perconforme.

e Aplicacoes das Lagrangeanas invariantes supersimétricas e invariantes sob um
grupo de rotacoes construidas neste trabalho para descrevermos sistemas dinamicos
mecanico-quanticos onde os bésons com dimensao de massa zero podem ser considera-
dos como as coordenadas espaciais dos férmions de dimensao de massa 1/2. De acordo
com a representacao escolhida, o sistema pode descrever férmions se movimentando em
campos externos depois de realizarmos o processo de quantizacao canonica, por exemplo.

e Fechar o diagrama comutativo do segundo mapeamento de Hopf e continuar com
o terceiro mapeamento de Hopf. Com base neste resultado obteremos as representacoes
supersimétricas nao-lineares.
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Apeéendice A

Representacao irredutivel N = 4:
Acoes invariantes

A.1 Multipleto Raiz (4,4,0)

As 4 transformacgoes supersimétricas que atuam no (vg, v;; Ao, A;) sdo dadas por:

Qa(vo, vi; Ao, Ai) = (Ao, Aj; Do, V) (A1)
Qi(vo, Vi Ao, )\i) = ()\zw _5ij>\0 - 5ijk>\k§ —Uj, 513'@0 + Eijk,-@k)7

com ¢, 5,k =1,2,3.
A Lagrangeana invariante manifesta N’ = 4 é:

L= Q4Q3Q2Q1F(Uo, Uz‘)7 (A-Q)

Explicitamente,

L = 02 +02+ Moo+ AN)
(Aot + %jkAiAj@k)

. . . 1, .
+(I)i()\i(/\OUO + )\jvj) + €Z‘jk/\j()\0’uk — 5)\]#}0))

+D<I>€’gk Ao A, (A.3)

onde ¢ = 800F + 8uF

A.2 Multipleto (k4,4 — k)
As Lagrangeanas para os multipletos (k, 4,4 — k) podem ser obtidos pela Construgao I

(veja [3]) ou II. Na continuacao apresentamos as Lagrangeanas obtidos pela Construcao
IL.
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Para o multipleto (3,4, 1) = (v;; Ao, \i, o) temos:

Eii .
2]k )\j)\k)go + ()\@)\k + EijkAj)‘O)Uk]

(Ao —

+D®%A0AiAjAk, (A4)

onde ® = 0, F
Para o multipleto (2,4, 2) = (vq, Us; Ao, A1, A2, A3; go, g1) temos:

L = D02+ 02+ Moo+ MA + Aado + Ashs + 62 + ¢2)

+ (P Ao AoV + Poro N33 + P33 AaUe + P3AzA303)

+(P2A2X090 + ParaAigr + P3AsAogo + PsAsAigr)

+(P2A3M091 — PaAsAigo + P3AaAigo — PsAaAogr)

+(P3 A A2 — DA AgT3)

+OPA A A2 A3, (A.5)

onde ¢ = 622F + 833F
Para o multipleto (1,4, 3) = (vo; Ao, Ai, g;) temos:
L = ®(02+ Moo+ NN + ¢2)
0o (Aot + 2N\ 1)

€

éjk AoXidj Ak,

+Uo

onde ® = Oy F'.
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Apeéendice B

Acao invariante para o multipleto
(4,16, 12)

A Lagrangeana associada ao multipleto (4, 16,12) com invariancia supersimétrica sob
N =5 é dada por:

L = D>+ a2+ 324+ 2% + Aodo + Adi + Aodo + Ak
Fdotho + b + Pty + i + hi + ki + g7 +3;)
+Q(213 — 304 + hihi — g:Gi + MoXo + N — Yothy — Vi)
tw(dyd3 + Todg + higi + higi + Yoro + Nithi + Aoty + Vili)
(21 Po + 2(Qo — P1) + E3(wa — Py) — T4 P3) (AoAo + AiNi)
(21 (wy — Do) + B9y — Py) + 953‘134 + 24 (wy —_(I)f,))(iﬁgt/io + ;)
+(21Py — 22P3 + B3Po — £4P1) (Aoto + Nithi + oo + Vi)
+(21Pg + To(wo — Pu) + E3(ws — 1) + T4P2) (Voo + Nty + Aotho + ¥i\;)
- - - €44 - - _ -
+D1 (hi(AoAi + AoXi + Yot + o) + TJk)\j)\k) + hi(Nido — €ijeAj Ak + €6t r)
+gi(Nido + ¥ido — gipthi M) + Gi(YoNi + Aot + €ip A Uk)
o T T
—(9i(Aovi + Yoi) — €ijrgiNjtr + hithitbo + 7jkh¢¢j¢k)>
- - Ciik ~ ~ _ _ _
+@o(hi(AoAi + Ao + Yot + Yot + TJkAj/\k) + hi(Aido — €ipAj Ak + €ijrtitn)
+9;(Xoti + Yoi + €ijitbiAn) + Gi(Wido + Ao — i jtn)
_ _ B _ Ciik =
— (9 (YoXi + Noi) — €ijugith; A + hitbithy + ékhﬂ/}jl/)k))
o ey ) _ _
+D3(gi (Lo + Yot + AoXi + Aohi + Tjk%‘l/’k) + Gi(Vitdo — ik — €ijkAj k)
+hi(Vido + Atbo — €eNithn) + hi(oXi + Aoti + €ijiAjUk)
_ _ _ _ _ Siik  ~ ~
—(hs(Nothi + oi) — €ijhidjtbr + Gidido + TJkgi)\j)\k))

- R Eiik = - _ _ _
+D4(G: (Yo + Yothi + AoXi + Aohi + Tjk%%) + gi(Vito — €ipjVr — €ijrAj k) +
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+hi(Moi + odi + e ibr) + hi(Nitho + Yido — €irAin)
—(hi(PoXi + Aowi) — €ijkhidjtb + gidido + &Tjk@i)\j)\k))

(Q1 — @) (hidh + E”‘fh M) + (2 — ©1) (R + g”kh X)

— (3 + @u) (95800 + Z—kgﬂ/fﬂ/fk) (2 + @3)(911/%1/10 +: gﬂﬂﬂ/fk)

(w1 — @3) (hi(Ntbo + Pido) + €ijihi )i + Gidido + gl>\ k)

(

(

(
(h
(
(

+

_l_

_I_

{(Yido + Nitdo) + 5z‘jkhiwj5\k + gidido + gk Gi\j )\k)

_I_

)
)
)
wy — Py) (hi( )
w3 — D1)(g; (Viro + Nitho) + €1k it M + hibitho + E%khiwmk)
+(ws — Do) (G (Nitho + ¥ido) + ik gi\jthr + hitbitho + gi—j’“ﬁi&j&k)

+¢>118gk( 0NN AL + 3AoNA AL + 3ot A Ak + 3ot A Ak + 6Ag1ith; Ay
Eij

ik

—{—(1)22 )\ )\ )\k + 3)\0)\ /\ )\k: + 3¢0¢ZA )\k + 3’1/10%)\ )\k + 6)\01/]11/13 )\k)

(A
(Vothithjtbr + 3otk + 3Xo Nk + 3AoNithj bk + 610t A A
Zé (Vothithjthr + 3otk + 3Xo N0k + 3AoNithj bk + 610 A Ay
— @125 Ao MA Mk + AR A + 20t A + 2hodidy i + 200t A + Zho kit
b Mo + Md o + 1hidi Aetho + Aithjheho)
Dy 523’“ (Potith P, + Pothitb e + 2X0Mti 0 + 2000\ Ak + 22Ntk + 2000\ A

+0thi A Ao + Vidi Ao + Nithjbe Ao + idj Ak
Eijk

™
ES

]

6

+®33

™
ES

+Dyy

™

—Py3 5 (AN AWk + Yo Nidj Ak + 220N\ j¥r + Yothithi A + Aotbithj bk + 2900tithi Ak

+<I>1fg’“ (oAt + Yodihi M + 20t + Fotithi M + Aottt + 200t )

+<I>23 IR (MM Dk + DA Ak + 200Nt Ak + Vothithj Ak + Notbitdj i + 200wid; )

( AN Ur + YoXidi Ak + 200N\ Ux + Yotbitd; + Aotihn + 20000 Ak)

+(911 = @12) " (AN + (2 — P12) " (AAANo)

—(Q33 + @34)62616 (Wit Pribo) — (Qaa + %4)6%(%%%%)

+(3 — ®23)€gk( oAiAA; + 3N k) + (Qaz — CI’1za)€i6,ﬂC (NiXj Ao + 3L A Ak Ao)

= (s + Bu) 2 oty + Btowidt) — (Qua -+ Bag) 0% (Buthythdo + BNt thnto)

+(€ha — @24)6? (AidjAkto + 31X Ak ho) + (a4 — @14)526% (Yo Aidj Ak + 3AoAid;¥)
( )

— (a3 + Doy

ithythida Bt M) — (s + Pas) =0 (Bidyida + Bt ).
(B.1)
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onde

Q - 811F + (922F — —(333]7 —|— (944F),
(I) - (912F - 834F.
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