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Resumo

Neste trabalho classificaremos as representações lineares da álgebra de supersimetria
N -estendida unidimensional e mostramos explicitamente os modelos sigma associados.

Para N = 4, dois tipos de representações não-minimais são estudadas as quais, de
acordo a seus grafos associados, podem ser completamente redut́ıveis e redut́ıveis mas
indecompońıvel, onde seus campos componentes é conformado por 8 bósons e 8 férmions.
Multipletos inequivalentes off-shell são encontrados por meio da transformação de ves-
timento a partir do multipleto raiz, com ênfases naqueles multipletos de comprimento
três. A classificação é feita considerando o śımbolo de conectividade.

Também estudamos a representação linear não-minimal N = 5 que consta de 16
bosons e 16 fermions.

Tanto para N = 4 e N = 5 são constrúıdos explicitamente os modelos sigma asso-
ciados com uma métrica conformalmente plana. Dois métodos para a construção de
Lagrangeanas dinâmicas são apresentados para os multipletos off-shell que de acordo
com seus śımbolos de conectividades, fontes fermiônicas, estes podem ser com um pre-
potencial vinculado ou sem v́ınculo. Para N = 4 não-minimal provamos que, aplicando
e impondo invariância sob uma quinta supersimetria na Lagrangeana dinâmica, auto-
maticamente é invariante até N = 6, 7, 8 supersimetrias com um prepotencial vinculado.
Para N = 5 não-minimal é constrúıda uma ação dinâmica para um caso particular onde,
impondo uma sexta supersimetria, a mesma é invariante supersimétrica até N = 9.

Uma aplicação de nosso formalismo é feita para o segundo mapeamento de Hopf,
especificamente na supersimetrização do mapeamento R8 → R5 onde a redução é rea-
lizada sob o grupo SU(2) obtendo como resultado um sistema com a presença de um
monopolo de Yang.

v



Abstract

In this work we will classify linear representations of N -extended one-dimensional su-
persymmetry algebra and present explicitly their associated sigma models.

For N = 4, according to their associated graphs, we study two types of non-minimal
representations: one is completely reducible and the another one is reducible but inde-
composable, where in both cases their component fields are 8 bosons and 8 fermions.
Inequivalent off-shell multiplets are found through dressing operators from the root mul-
tiplets, and emphasizing on multiplets of length three are classified by considering the
connectivity symbol.

We also study the linear representations of non-minimal N = 5 that contain 16
bosons and 16 bosons fermions.

For both N = 4 and N = 5 we constructed the associated sigma models expli-
citly that their metrics are conformally flat . We present two methods for constructing
supersymmetric N = 4 invariant dynamical Lagrangian that according to the connec-
tivity symbols in some cases the prepotential is constrained. For N = 4 non-minimal
we prove that, applying and imposing invariance on the dynamical Lagrangian under
fifth supersymmetry implies automatically invariant under N = 6, 7, 8 supersymmetries
with constrained prepotential. For N = 5 non-minimal we construct the action for one
particular case where imposing the sixth supersymmetry implies automatically invariant
until N = 9 supersymmetries.

As an application we apply our formalism to supersymmetrize the second Hopf map ,
specifically in the supersymmetrization of mapping R8 → R5 via SU(2) group reduction.
The five-dimensional supersymmetric systems specified by the presence of an SU(2) Yang
monopole.
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Introdução

Um dos grandes sucessos da Teoria Quântica de Campos é a correta previsão da natureza
de uma part́ıcula qualquer associando sua estat́ıstica, bosônica ou fermiônica, a sua
propriedade espinorial.

Do ponto de vista de uma teoria de unificação, é absolutamente natural a procura
de uma explicação para ambos os tipos de part́ıculas num único contexto. Diferentes
possibilidades estão abertas. Podemos pensar no uso da propriedade que dois férmions se
comportam como um bóson para tentar interpretar os bósons como estados ligados dos
férmions. Outra possibilidade muito mais atraente consiste em procurar uma simetria
que permita acomodar os bósons e os férmions dentro de um mesmo multipleto. Tal
simetria é conhecida como Supersimetria.

Nas explorações históricas dos descobrimentos cient́ıficos, especialmente teóricos, é
quase sempre dif́ıcil fazer uma linha que marque o verdadeiro começo que poderia separar
um “antes” de um “depois”. Mas sempre existe uma cadeia de trabalhos que podem
ser interpolados mais ou menos continuamente. A supersimetria não é uma exceção,
contendo múltiplas ráızes de origem.

Nos anos sessenta se acreditava que não era posśıvel achar uma simetria com as
part́ıculas com diferentes spins no mesmo multipleto. O famoso teorema de “no-go”
de Coleman-Mandula impedia tal acontecimento [8]. Entretanto, cada teorema no-go
pode ser aplicado se todas as suas hipóteses forem satisfeitas. Flexibilizando-se algumas
hipóteses existe a opção de contornar o teorema, quer dizer, o teorema de Coleman-
Mandula não contemplou a extensão das simetrias fornecidas por álgebras graduadas
relacionadas com supergrupos, constrúıdos com variáveis comutantes e anticomutantes.
Tal extensão permite que part́ıculas de spin inteiro e semi-inteiro sejam acomodadas
dentro de um único multipleto de transformações supersimétricas.

A supersimetria (SUSY) foi observada como uma simetria bi-dimensional no chamado
“world-sheet”na teoria de cordas no começo dos anos ’70 por Pierre Ramond, John
H. Schwarz e Andre Neveu [13]. Aproximadamente ao mesmo tempo J.L. Gervais e
B. Sakita (1971) [9], Golfand e Likhtman (1971) [10] encontraram a superextensão da
álgebra de Poincaré e foi constrúıda a primeira teoria de campos quadri-dimensional com
supersimetria. Ao mesmo tempo, Volkov e seus colaboradores (independentemente) [11]
sugeriram uma realização não-linear da supersimetria que deu começo a teoria de su-
pergravidade.

Uma segunda revolução da supersimetria foi com o trabalho de Wess e Zumino
em 1973 [12] (três trabalhos no mesmo ano) que construiu a supersimetria em quatro
dimensões, Lagrangeanas renormalizáveis e introduziu a teoria de calibre supersimétrica.
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Mais tarde, no começo dos anos ’80 foi introduzida a primeira versão do Modelo Minimal
Básico Supersimétrico (MMES) que resolvia vários problemas sendo que naquele tempo
o mais importante era o problema da hierarquia. Talvez possamos considerar este fato
como a terceira revolução da supersimetria.

O modelo da mecânica quântica supersimétrica foi primeiramente introduzido por
E. Witten em 1981 [1]. Este modelo foi utilizado para testar os mecanismos de que-
bra espontânea da supersimetria num esquema não relativista da teoria quântica de
campos, mas este fato conduziu à novas linhas de pesquisa e teve várias aplicações em
diversas áreas da f́ısica. Recentemente, uma maior atenção tem sido dada aos modelos
unidimensionais com supersimetria N -estendida pelo fato de estarem relacionadas com
supersimetrias com D > 1 via redução dimensional.

Supersimetria tem sido estudada por quase quatro décadas em f́ısica, mas ainda não
temos uma teoria completa no que concerne as representações “off-shell”. Só são co-
nhecidas até agora estruturas completas de supermulitpletos off-shell para um número
menor de supercargas, contando de forma independente as componentes dos espinores.
Para obtermos uma solução deste problema, em [14] foi proposta uma redução dimen-
sional para 1-D (“worldline”) mecânica quântica supersimétrica, obtendo assim uma
teoria completa de representações off-shell. Depois, a ideia foi fazer o processo inverso,
quer dizer, estender dimensionalmente a um espaço-tempo maior (chamado também de
Oxidação), por exemplo veja-se [70, 71, 72, 73, 74].

O número N de operadores de supersimetria e a dimensão de espaço-tempo, D, estão
ligados. Reduzir dimensões numa teoria supersimétrica implica aumentar o número de
extensões N em teoria com dimensão reduzida. Assim, para obter uma teoria ligada às
teorias em altas dimensões, como supercordas ou supergravidade, é necessário construir
uma teoria supersimétrica com grande número N de supersimetrias em dimensão mais
baixa. Um esboço disto é mostrado na Figura 1 [34]. Então, teorias com N supersime-
trias em D = 4 (3+1 dimensões) são equivalentes a 4N supersimetrias em D = 1(0 + 1
dimensões).

Em [2, 3, 30, 31, 32, 69] foi desenvolvido um método de classificação das repre-
sentações de mecânica quântica supesimétrica N -estendida para qualquer número N
de supersimetrias. O método pode ser aplicado para grandes valores de N e utilizado
na análise das teorias ligadas a supercordas e supergravidade que possuem na redução
dimensional supersimetrias estendidas com número N = 16 e N = 32. A importância
das álgebras de Clifford foi indicada em [37, 38] para construir representações de super-
simetria para grandes valores de N . Em [2] foi feita uma contribuição à compreensão da
natureza das representações lineares irredut́ıveis das supersimetrias N -estendidas. Foi
provado que sua álgebra supersimétrica está em uma correspondência um a um com as
álgebras de Clifford com representações matriciais do tipo Weyl.

Numa outra linha de investigação é utilizado o formalismo de superespaço e su-
percampo para construir os invariantes da supersimetria N -estendida [4, 29, 35, 36, 39],
onde para valores baixos de N o uso deste formalismo é conveniente; mas esta construção
começa logo a não ser viável para grandes valores de N . A razão é que, aumentando N ,
os supercampos associados são altamente redut́ıveis, portanto a introdução de v́ınculos
é necessária para obtermos as representações irredut́ıveis. Porém, o formalismo de su-
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Figura 1: Cada Teoria Quântica de Campos Supersimétrica (TQCS) tem uma “sombra”
em Mecânica Quântica Supersimétrica (MQS) por meio da redução dimensional de todas
as dimensões espaciais.

percampo ainda não está dispońıvel para valores maiores de N (N > 8) [39].
A mecânica quântica supersimétrica (MQS) tem muitas aplicações em diferentes

áreas de pesquisa. Por exemplo, no processo de ruptura espontânea da supersimetria
[15, 16], na descrição de monopolos magnéticos e buracos negros [17, 18, 19, 20, 62].
Nos últimos tempos, em tópicos relacionados com a versão AdS2/CFT1 [60, 61] da
correspondência AdS/CFT [21, 22], e na extensão superconforme da MQS [23, 24, 25,
26, 27, 58, 59, 68, 50], recentemente [28, 59].

Neste trabalho de tese apresentamos a classificação das representações da álgebra de
supersimetria N -estendida associada com um espaço unidimensional. Esta classificação
é feita em termos de supermultipletos de diferentes comprimentos, geradas por uma
transformação de vestimento, onde todas as representações irredut́ıveis para qualquer
N dado podem ser obtidas a partir da representação básica, chamado multipleto raiz
(de comprimento 2). Nestes supermultipletos as transformações supersimétricas atuam
de tal modo que cada campo componente é precisamente mapeado em outro campo
componente ou em sua derivada, então facilmente podem ser representadas por gráficos
chamados grafos supersimétricos (ou Adinkras) [33, 34].

As ações invariantes associadas aos supermultipletos foram constrúıdas sem utilizar o
formalismo de superespaço e supercampo, superando assim as dificuldades que ocorrem
nesta abordagem para valores grandes de N . Necessariamente um programa computa-
cional foi desenvolvido para este fim (em Maple 12), pois em nosso caso trabalhamos
diretamente com as componentes dos multipletos. Nele, podem-se facilmente manipular
expressões que contenham variáveis Grassmanianas. No Caṕıtulo 3 foi constrúıda uma
ação invariante perante N = 9. Assim, o método introduzido e o programa computa-
cional fornecem a possibilidade de construirmos sistematicamente ações para N ≥ 9.

Até aqui, as ações correspondem às supersimetrias lineares que descrevem somente
variedades conformalmente planas. Então, para obtermos o quadro mais completo é
necessário considerar as representações não lineares. As tentativas de classificar multi-
pletos não lineares não tinham sucesso por causa da grande diversidade dos métodos de
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construção [41, 42, 43, 44, 45, 50, 51, 54]. Neste trabalho vamos usar uma abordagem
capaz de gerar multipletos não lineares baseado no segundo mapeamento de Hopf via
redução dimensional. Investigamos em particular o caso D = 5, onde a ação do sistema
reduzido dimensionalmente apresenta um monopolo. Para o primeiro mapeamento de
Hopf foi feito em [55]. Alguns trabalhos relacionados com este tipo de abordagens são
[48, 49, 53, 20, 52].

No Caṕıtulo 1, expomos (sucintamente) as preliminares matemáticas e a teoria básica
geral da supersimetria N -estendida. Inicialmente mostramos as álgebras de Clifford
e suas ligações com as álgebras divisionais, a construção algoŕıtmica das álgebras de
Clifford para qualquer espaço-tempo, a noção de álgebras maximais e não maximais.
Introduzimos a transformação de vestimento, as representações irredut́ıveis, os grafos
supersimétricos, e finalmente mostramos os métodos que serão utilizados na construção
de ações invariantes nos caṕıtulos subsequentes.

No Caṕıtulo 2, classificamos as representações da álgebra de supersimetria N -estendida.
Em particular é apresentado para N = 4 não-minimal, que consiste de uma repre-
sentação completamente redut́ıvel e outra redut́ıvel mas indecompońıvel que, de acordo
com seus grafos associados podem ser desconectados ou conectados de seus submultiple-
tos irredut́ıveis. O processo de oxidação N = 4 em N = 5 é apresentado considerando
o śımbolo de conectividade. Também foi estudado explicitamente o caso N = 5 não-
minimal que consiste de 16 bósons e 16 férmions. Mostramos os geradores bosônicos que
comutam com as cinco transformações supersimétricas, e a representação gráfica deste
geradores é mostrada num tetraedro, a esta estrutura chamamos de pseudosedênions.

No Caṕıtulo 3 constrúımos os modelos sigma associados às representações classi-
ficadas no Caṕıtulo 2. Dois tipos de construções são utilizados para esse fim, o uso
de um ou outro depende do tipo de conectividade que possuem os multipletos. Para
N = 4 apresentamos as ações invariantes dinâmicas, contendo na sua estrutura seja um
prepotencial vinculado ou sem v́ınculo nas coordenadas do espaço alvo.

No Caṕıtulo 4 fazemos uma aplicação de nosso formalismo referente ao processo
de supersimetrização do segundo mapeamento de Hopf [52]. Temos como resultado,
depois do processo de redução dimensional, um sistema supersimétrico com a presença
de um monopolo de Yang SU(2). Neste caso a supersimetria estendida corresponde a
um multipleto N = 5.

Os resultados originais desta tese encontram-se em [67, 69, 40, 75].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo faremos uma breve exposição dos conceitos básicos que serão necessários
ao entendimento dos caṕıtulos subsequentes.

1.1 Álgebras de Clifford e álgebras divisionais

As quatro álgebras divisionais real (R), complexo (C), quatérnion (H) e octônion (O)
têm 0, 1, 3 e 7 elementos imaginários ei respectivamente, que satisfazem a relação

ei · ej = −δij + Cijkek, (1.1)

onde i, j, k toma valores 1 no caso complexo, 1, 2, 3 no caso quaterniônico e 1, 2, ..., 7
no caso octoniônico. Cijk são constantes de estrutura totalmente antisimétricas da
correspondente álgebra divisional.

Qualquer elemento X numa dada álgebra pode ser escrito como

X = x0 + xiei, (1.2)

onde x0 e xi são reais, i toma valores de 1, 3 e 7 para C, H e O respectivamente. O
conjugado X∗ de X é definido por

X∗ = x0 − xiei, (1.3)

que permite a introdução de uma álgebra de divisão normada com o produto X∗X. O
v́ınculo sobre a norma X∗X = 1 produz as 3 esferas S1, S3 e S7 associadas com C, H e
O, respectivamente.

A álgebra de Clifford Cl(p, q) se constrói a partir dos geradores Γµ para espaço-
tempos de assinatura arbitrária que satisfazem a seguinte relação

ΓµΓν + ΓνΓµ = 2ηµν , (1.4)

onde ηµν representa a matriz diagonal de assinatura (p, q), com p elementos positivos
(+1) e q elementos negativos (-1). Para nossos propósitos trabalharemos com as álgebras
de Clifford representadas por matrizes reais, com posterior conexão com as álgebras
divisionais.
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A representação matricial da álgebra de Clifford com d×d matrizes reais irredut́ıveis
é classificada com relação a uma matriz S (d× d) real mais geral que comuta com cada
Γµ como

[S, Γµ] = 0 (1.5)

com µ = 1, 2, ..., D.
Se a matriz S mais geral é múltipla da identidade, temos o caso real (R), S = λ1.

Se a matriz S é uma soma de duas matrizes, onde a primeira é múltipla da identidade
e a outra é raiz quadrada de −1, temos o caso quase complexo (C), S = a1 + bJ. Se a
matriz S é a soma de quatro matrizes, com a primeira múltipla da identidade e a outras
3 matrizes linearmente independentes, temos o caso da álgebra de Clifford quaterniônica
(H): S = a1 + bE1 + cE2 + dE3.

Uma construção recursiva de uma álgebra de Clifford de um espaço-tempo D +
2 dimensional será realizada, uma vez conhecida uma representação D-dimensional,
usando um dos seguintes dois algoritmos

Γj ≡
(

0 γi

γi 0

)
,

(
0 1d

−1d 0

)
,

(
1d 0
0 −1d

)
(1.6)

para (p, q) → (p + 1, q + 1),

ou

Γj ≡
(

0 γi

−γi 0

)
,

(
0 1d

1d 0

)
,

(
1d 0
0 −1d

)
, (1.7)

para (p, q) → (q + 2, p),

as γi’s denotam as matrizes gama d-dimensionais de um espaço-tempo D = p + q com
assinatura (p, q). Assim as matrizes Γj´s vão ter 2d-dimensões.

As matrizes de Pauli bi-dimensionais com valores reais σA, σ1, σ2, dadas por

σA =

(
0 1
−1 0

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
1 0
0 −1

)
, (1.8)

que satisfazem a álgebra de Clifford Cl(2, 1), são obtidas usando o algoritmo (1.6) ou
(1.7) aplicado ao número 1 da realização unidimensional da álgebra de Clifford Cl(1, 0).

Aplicando um dos dois algoritmos passo a passo, obtemos uma série de representações
como Cl(2, 1), Cl(3, 2), Cl(4, 3), etc.

Com a ajuda das matrizes de Pauli temos a álgebra de Clifford Cl(0, 3) 4× 4,

C(0, 3) ≡
σ2 ⊗ σA,
σA ⊗ 12,
σ1 ⊗ σA.

(1.9)

Temos também as matrizes 8× 8 que realizam a álgebra de Clifford Cl(0, 7),

6



C(0, 7) ≡

σ2 ⊗ σ2 ⊗ σA,
σ2 ⊗ σA ⊗ 12,
σ2 ⊗ σ1 ⊗ σA,
σA ⊗ 12 ⊗ 12,
σ1 ⊗ 12 ⊗ σA,
σ1 ⊗ σA ⊗ σ2,
σ1 ⊗ σA ⊗ σ1.

(1.10)

As representações (1.9) e (1.10) possuem somente matrizes γ do tipo-tempo e são
anti-simétricas.

Tanto Cl(0, 3) e Cl(0, 7) são generalizadas como as séries Cl(0, 3+8n) e Cl(0, 7+8n),
conhecidas como série quaterniônica e octoniônica, respectivamente, isto devido a sua
conexão com as álgebras divisionais. Estas álgebras, além de Cl(1, 0) e Cl(0, 1), são
chamadas “álgebras de Clifford primitivas maximais” que geram um outro conjunto de
álgebras chamadas “álgebras de Clifford maximais descendentes”, as quais são obtidas
por iteratividade usando os dois algoritmos recursivos (1.6) e (1.7). Qualquer álgebra
de Clifford não maximal pode ser obtida de uma álgebra maximal apagando um certo
número de matrizes gama.

A seguinte tabela mostra as representações de Clifford, obtidas aplicando os dois
algoritmos nas representações iniciais.

1 ∗ 2 ∗ 4 ∗ 8 ∗ 16 ∗ 32 ∗ 64 ∗ 128 ∗ 256 ∗
R (1, 0) → (2, 1) → (3, 2) → (4, 3) → (5, 4) → (6, 5) → (7, 6) → (8, 7) → (9, 8) →

(1, 2) → (2, 3) → (3, 4) → (4, 5) → (5, 6) → (6, 7) → (7, 8) →
C (0, 1) 〈

(3, 0) → (4, 1) → (5, 2) → (6, 3) → (7, 4) → (8, 5) → (9, 6) →
(1, 4) → (2, 5) → (3, 6) → (4, 7) → (5, 6) → (6, 9) →

H (0, 3) 〈
(5, 0) → (6, 1) → (7, 2) → (8, 3) → (9, 4) → (10, 5) →

(1, 6) → (2, 7) → (3, 8) → (4, 9) → (5, 10) →
C (0, 5) 〈

(7, 0) → (8, 1) → (9, 2) → (10, 3) → (11, 4) →
(1, 8) → (2, 9) → (3, 10) → (4, 11) → (5, 12) →

R/O (0, 7) 〈
(9, 0) → (10, 1) → (11, 2) → (12, 3) → (13, 4) →

(1, 10) → (2, 11) → (3, 12) →
C (0, 9) 〈

(11, 0) → (12, 1) → (13, 2) →
(1, 12) → (2, 13) →

H (0, 11) 〈
(13, 0) → (14, 1) →

(1, 14) →
C (0, 13) 〈

(15, 0) →
(1, 16) →

R/O (0, 15) 〈
(17, 0) →

As colunas representam o número d que é o tamanho das matrizes gama com entradas
reais. As álgebras de Clifford sublinhadas indicam as irreps iniciais, também chamadas
maximais primitivas. As representações de Clifford Cl(0, 1) e Cl(0, 5) não são maximais,
pois elas podem ser obtidas de Cl(1, 2) e Cl(0, 7) apagando duas matrizes gama. Então
as séries que geram Cl(0, 1) e Cl(0, 5) são não maximais. Além disso elas apresentam
uma estrutura complexa, que não está presente nas álgebras maximais. É por isso
que se incluem as séries complexas entre as séries maximais, possuindo uma estrutura
divisional diferente de álgebra da qual elas são obtidas. Portanto, Cl(0, 1) é diferente
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da estrutura de Cl(1, 2), a mesma consideração vale para Cl(0, 5) e Cl(0, 7), Cl(0, 9) e
Cl(0, 11), Cl(0, 13) e Cl(0, 15).

Para construir as representações matriciais com elementos complexos usamos a condição
i = σA. As representações com entradas complexas têm a metade do tamanho do
que as representações com elementos reais. Para espaçotempos que possuem álgebras
de Clifford quaterniônicas podemos ter representações matriciais com elementos reais,
complexos ou quaterniônicos. No caso das entradas quaterniônicas as matrizes têm um
quarto do tamanho que as representações com elementos reais. As unidades imaginárias
quaterniônicas são representadas pelas 3 matrizes 4× 4 (1.9).

1.2 Redução dimensional

A teoria de super Yang-Mills maximal existe em D = 10 dimensões, enquanto a super-
gravidade maximal é permitida para D = 11. Pode-se construir a supergravidade em
espaçotempos D ≤ 11, mas não é posśıvel existir uma supergravidade com D > 11.
O número de campos independentes nestes espaços é menor que o numero de campos
independentes em baixas dimensões.

Quando se faz a redução dimensional das dimensões extras até, por exemplo D = 4,
obtemos uma supersimetria N -estendida 1. A redução dimensional da teoria de super
Yang-Mills D = 10 N = 1 leva a uma teoria de super Yang-Mills N= 4 maximalmente
estendida em D = 4 dimensões, enquanto a redução dimensional da teoria da super-
gravidade D = 11 N = 1 leva a uma teoria de supergravidade N = 8 maximalmente
estendida em D = 4 dimensões. Se mais adiante reduzirmos dimensionalmente mais três
coordenadas espaciais partindo de D = 4, onde as dimensões espaciais são congeladas,
ficando apenas com dependência da coordenada temporal, chegamos a uma mecânica
quântica supersimétrica N -estendida que admite, no caso de super Yang-Mills, N= 16,
e no caso da supergravidade, N= 32.

Na redução dimensional D = 4 → D = 1 vamos supor que as três dimensões
espaciais pertencem a uma variedade compacta M, por exemplo uma tri-esfera S3 onde
a dependência dos campos sob as dimensões espaciais é congelada. Ou seja, nosso
espaço-tempo é R×M.

Consideremos uma ação adimensional em D = 4

S =

∫
d4xL, (1.11)

no processo da redução, as três variáveis espaciais contribuem com um fator global
constante chamado volumem V olM da variedade tridimensional como

∫
d4x ≡ V olM.

∫
dt (1.12)

Em dimensões de massa m (com [m]=1) temos que V ol ≡ 1
m3 , então

[V olM ]D=4 = −3. (1.13)

1Daqui em adiante vamos denotar N para o caso unidimensional 1D e N para dimensões maiores
D > 1.
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No caso D = 1 o fator 1
m

contribui como fator global na teoria unidimensional ficando
a parte, 1

m2 , que vai ser usado para re-escalonar todos os campos e constantes da teoria
em D = 4. Alguns deles apresentamos na seguinte tabela

Boson escalar ϕ : [ϕ]D=4 = 1 → [ϕ]D=1 = 0
Conexão de calibre Aµ : [Aµ]D=4 = 1 → [Aµ]D=1 = 0
Vierbein ea

µ : [ea
µ]D=4 = 1 → [ea

µ]D=1 = 0

carga eletrica e : [e]D=4 = 0 → [e]D=1 = 1

(1.14)

Na supersimetria N = 1 em D = 4 temos os seguintes multipletos da teoria: um
multipleto quiral decomposto em dois supercampos quirais Φ e Φ̄; um multipleto ve-
torial V ; um multipleto vetorial no calibre de Wess-Zumino VWZ ; um multipleto da
supergravidade em termos de vierbein e gravitinos; um multipleto da supergravidade
calibrado que contém campos auxiliares extras. Todos eles são apresentados na tabela

Multipleto quiral : Φ, Φ̄
Campos no multipleto : (2, 4, 2)
Dimensionalidade D = 4 : [1, 3

2
, 2]D=4

Dimensionalidade D = 1 : [0, 1
2
, 1]D=1

Multipleto Vetorial : V = V †

Campos no multipleto : (1, 4, 6, 4, 1)
Dimensionalidade D = 4 : [0, 1

2
, 1, 3

2
, 2]D=4

Dimensionalidade D = 1 : [−1,−1
2
, 0, 1

2
, 1]D=1

Multipleto Vetorial : V no calibre de WZ
Campos no multipleto : (3, 4, 1)
Dimensionalidade D = 4 : [1, 3

2
, 2]D=4

Dimensionalidade D = 1 : [0, 1
2
, 1]D=1

Multipleto da SUGRA : ea
µ, ψ

α
µ

Campos no multipleto : (16, 16)
Dimensionalidade D = 4 : [0, 1

2
]D=4

Dimensionalidade D = 1 : [0, 1
2
]D=1

Multipleto da SUGRA calibrado : ea
µ, ψ

α
µ , bi

Campos no multipleto : (6, 12, 6)
Dimensionalidade D = 4 : [0, 1

2
, 1]D=4

Dimensionalidade D = 1 : [0, 1
2
, 1]D=1

(1.15)

Uma redução mais formal e técnica é mostrada em [3, 6, 7].
Por exemplo, para o conhecido multipleto quiral 4D (3 + 1), N = 1, consiste de um

campo escalar A, um pseudo-escalar B, um férmion de Majorana ψa, um campo auxiliar
escalar F , e um campo auxiliar pseudo-escalar G (no total temos 4 bósons e 4 férmions),
a Lagrangeana livre de interações é dada por

LD=4 = −1

2
(∂µA)(∂µA)− 1

2
(∂µB)(∂µB)

+i
1

2
(γµ)abψa∂µψb +

1

2
F 2 +

1

2
G2, (1.16)
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que é invariante supersimétrica sob as transformações:

δA = ε̄ψ (1.17)

δB = ε̄γ5ψ (1.18)

δF = iε̄γµ∂
µψ (1.19)

δG = iε̄γ5γµ∂
µψ (1.20)

δψ = −iγµ(∂µA + γ5∂µB)ε− (F + γ5G)ε. (1.21)

Depois do processo de redução dimensional para 1D (0 + 1) obtemos uma La-
grangeana para o multipleto unidimensional (2, 4, 2) com N = 4, dada por:

LD=1 =
1

2
(A′)2 +

1

2
(B′)2 + i

1

2
δabψaψ

′
b +

1

2
F 2 +

1

2
G2, (1.22)

invariante sob as transformações da Figura (1.4).
No caso do multipleto vetorial 4D, N = 1 off-shell, é descrito por um vetor Aµ, um

fermion de Majorana λa e um campo auxiliar pseudo-escalar d (no total 4 bósons e 4
férmions). A Lagrangeana supersimétrica para este sistema é:

LD=4 = −1

4
FµνF

µν +
1

2
i(γµ)abλa∂µλb +

1

2
d2, (1.23)

invariante sob as transformações

δAµ = iε̄γµψ (1.24)

δψ = (− i

2
σµνFµν − γ5D)ε (1.25)

δD = iε̄γ5γ
µ∂µψ. (1.26)

Reduzindo dimensionalmente, seu equivalente em D = 1 N = 4 é a Lagrangeana
para o multipleto (3, 4, 1) dada por

LD=1 =
1

2
((A′

1)
2 + (A′)2

2 + (A′)2
3) +

1

2
iδabλaλ

′
b +

1

2
d2, (1.27)

invariante sob as transformações da Fig.(1.2).
Para uma supersimetria N = 2, D = 4 super-QED, temos os acoplamentos entre

campos quirais com supercampos vetoriais. Na análise dimensional o multipleto uni-
dimensional correspondente é (5, 8, 3) N = 8, em termos de multipletos da subálgebra
N = 4 é dado por (2, 4, 2)⊕ (3, 4, 1).

Para o caso de superYang-Mills N = 4, D = 4 [63, 64], o correspondente multipleto
unidimensional é (9, 16, 7) = (5, 8, 3)⊕ (4, 8, 4), N = 9. E assim por diante.
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1.3 Supersimetria N -estendida unidimensional

A álgebra de supersimetria para N operadores supersimétricos é dada pelas relações

{Qi, Qj} = δijH (1.28)

[Qi, H] = 0

onde Qi são os geradores fermiônicos de supersimetria, H é um operador bosônico
chamado Hamiltoniano e i, j = 1, ...,N .

Nesta álgebra existe uma correspondência um a um com as álgebras de Clifford
Euclidianas (1.4) (com ηij = δij) do tipo Weyl tal que

D ≡ N e d = n (1.29)

onde D e d denotam a dimensionalidade do espaço Euclidiano e o tamanho das co-
rrespondentes matrizes de Clifford respectivamente. N e n denotam o número de su-
persimetrias estendidas e o número de estados (sejam bosônicos e fermiônicos) em um
multipleto irredut́ıvel de uma representação, respectivamente. Isto é

Γi =

(
0 σi

σ̃i 0

)
, {Γi, Γj} = 2δij (1.30)

então podemos representar os N geradores supersimétricos da mecânica quântica super-
simétrica como

Qi =

(
0 σi

σ̃i.H 0

)
, (1.31)

que satisfazem a álgebra supersimétrica N -estendida (1.28).

1.4 Representações irredut́ıveis (irreps)

As irreps da álgebra supersimétrica N -estendida (1.28) são dadas pelos campos contidos
nos multipletos, sejam eles bosônicos ou fermiônicos, agrupados de acordo com suas
dimensionalidades di ou “spin”2 (di = d1 + i−1

2
, onde d1 é uma constante arbitrária)

como (n1, n2, n3, ..., nl), onde l ≥ 2 é o chamado comprimento de representação. O
número total de campos bosônicos ou fermiônicos no multipleto é denotado por n, eles
podem ser n1 + n3 + n5 + ... bósons e n2 + n4 + n6 + ... férmions ou viceversa garantindo
sempre a igualdade n = n1 + n3 + n5 + ... = n2 + n4 + n6 + .... Fisicamente, os campos
nl de dimensões maiores são os campos auxiliares os quais se transformam como uma
derivada temporal sobre o gerador supersimétrico.

Os multipletos admisśıveis para uma N supersimetria podem ser recobrados a partir
do chamado multipleto raiz (n, n).

2No decorrer desta tese vamos usar as dimensões de massa para diferenciar os campos com diferentes
estat́ısticas.
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As representações minimais e lineares ou também chamados multipletos irredut́ıveis
estão determinados pelo número minimal nmin dos campos bosônicos e fermiônicos para
um valor de N pela expressão

N = 8l + m, nmin = 24lG(m), (1.32)

com l = 0, 1, 2, . . . e m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.
G(m) é a função de Radon-Hurwitz

m 1 2 3 4 5 6 7 8
G(m) 1 2 4 4 8 8 8 8

(1.33)

O número dos campos bosônicos ou fermiônicos nas representações ate N = 32 é
apresentado na tabela abaixo.

N = 1 1 N = 9 16 N = 17 256 N = 25 4096
N = 2 2 N = 10 32 N = 18 512 N = 26 8192
N = 3 4 N = 11 64 N = 19 1024 N = 27 16384
N = 4 4 N = 12 64 N = 20 1024 N = 28 16384
N = 5 8 N = 13 128 N = 21 2048 N = 29 32768
N = 6 8 N = 14 128 N = 22 2048 N = 30 32768
N = 7 8 N = 15 128 N = 23 2048 N = 31 32768
N = 8 8 N = 16 128 N = 24 2048 N = 32 32768

(1.34)

E o número máximo de campos bosônicos ou fermiônicos numa representação, ou
seja, não minimal, é dado por [69]

nmax = 2N−1. (1.35)

1.5 Transformação de vestimento

O processo de construção de multipletos (representações) com comprimento l > 2 podem
ser feitas a partir do chamado multipleto raiz de comprimento l = 2, isto é, com uma
redefinição dos geradores Qi mediante uma transformação de vestimento definida por

Qi → Q̂
(k)
i = SkQiS

(k)−1

(1.36)

onde Sk são matrizes diagonais e k = 1, ..., 2d. Explicitamente temos em componentes

sk
ij = δij(1− δjk + δjkH). (1.37)

Os operadores supersimétricos Q̂i
3, obtidos pelo processo de vestimento, têm elemen-

tos que são potencias do Hamiltoniano H. Aqueles operadores que não têm elementos

3Nesta tese, Q̂ com chapéu, refere-se às transformações supersimétricas vestidas e, sem chapéu, Q,
às transformações dos multipletos ráızes.
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com potência negativa no H, ou seja, pólos do tipo 1
H

, são os operadores genúınos que
formam as representações da teoria chamadas também representação local. Estes agem
linearmente num multipleto finito de bósons e férmions. Então, o problema de classi-
ficar as representações irredut́ıveis (irreps) de uma álgebra supersimétrica N -estendida
se reduz ao problema de classificar os operadores vestidos Q̂i da representação local.

Uma representação local não é necessariamente irredut́ıvel, ela é se n e N satisfazem
(1.32).

O multipleto mais geral (d1, d2, ..., dl) é recuperado a partir de (d, d) com uma trans-
formação de vestimento, pois esta muda o spin dos campos do multipleto original.

Por exemplo o multipleto (1, 2, 1) = (υ; λ1, λ2; g) com supersimetria N = 2 pode ser
obtido do multipleto raiz (2, 2) = (υ1, υ2; λ1, λ2) pela transformação

Ŝ




υ1

υ2

λ1

λ2


 =




υ1

Hυ2

λ1

λ2


 (1.38)

onde

Ŝ =




1 0 0 0
0 H 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 . (1.39)

Usando que H ∝ d
dt

, podemos redefinir Hυ2 = g para obtermos assim o multipleto
(1, 2, 1) do multipleto raiz (2, 2). Os operadores supersimétricos Qi (i = 1, 2) que atuam
em (2, 2) se transformam nos operadores Q̂i, que atuam em (1, 2, 1) da seguinte maneira

Q̂i = SQiS
−1. (1.40)

O caso dos multipletos de comprimento l = 3 do tipo (d − k, d, k) são todos eles
multipletos locais. Portanto, o número de supersimetrias N é o mesmo que d.

Neste trabalho serão usados no decorrer desta tese os multipletos ráızes (comprimen-
tos l = 2) do tipo (d, d) (com d campos bosônicos com dimensão de massa 0 e d campos
fermiônicos com dimensão de massa 1

2
, respectivamente), eles são (4, 4), (8, 8) e (16, 16).

1.6 Grafos supersimétricos e śımbolo de conectivi-

dade

Temos exemplos nos quais os f́ısicos teóricos incorporam um jeito de representar con-
ceitos matemáticos que são altamente simplificados em representações gráficas, que
contêm muita informação de maneira visual. Um desses exemplos são os diagramas
de Feynman, diagramas de Dynkin, diagramas de Penrose e etc., que ajudam a enten-
der certos aspectos da teoria.

Como as transformações de vestimento progressivamente alongam os supermulti-
pletos irredut́ıveis, uma forma que nos ajuda a estudar e classificá-los para qualquer
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supersimetria N -estendida é introduzindo, por um lado, uma técnica que representa
graficamente as transformações supersimétricas lineares chamado grafo. Por outro lado,
um śımbolo que os caracteriza chamado śımbolo de conectividade. A associação é feita
entre grafos orientados e coloridos para cada uma das N -transformações supersimétricas
lineares. Os campos bosônicos e fermiônicos são representados por vértices. Eles podem
ser postos num plano discreto X − Y . A coordenada Y é escolhida para representar as
dimensões de massa d dos campos. Por convenção, no eixo X são postos os campos com
dimensão de massa menor. Os campos de dimensão maior têm valores positivos, inteiros
ou semi-inteiros de Y . Existem dois tipos de linhas de conexão que vão caracterizar uma
transformação supersimétrica entre bósons e férmions que são: uma linha sólida repre-
senta uma transformação com sinal positivo; e uma linha tracejada que representa uma
transformação com sinal negativo.

Para nossos propósitos, só apresentamos a caracterização invariante do śımbolo de
conectividade associado aos grafos de comprimento l = 3 irreps. Estes supermultipletos
são dados por (k, n, n−k) e seus campos componentes (xp; ψq; gr), com p = 1, ..., k bósons
de dimensão de massa 0, q = 1, ..., n férmions de dimensão 1

2
, e r = 1, ..., n− k campos

auxiliares de dimensão 1. O śımbolo de conectividade associado para um supermultipleto
é definido em termos do śımbolo ψg, explicitamente é dado por

ψg = (m1)s1 + (m2)s2 + ... + (mZ)sZ
. (1.41)

O śımbolo contém a seguinte informação: os n campos fermiônicos ψg são dividos
em subconjuntos de mz campos (z = 1, .., Z), onde sz representa o numero de linhas
que conecta estes subconjuntos de férmions com os n − k campos auxiliares gr. Então
se cumpre

m1 + m2 + ... + mZ = n, (1.42)

cada vez que sz 6= sz′ para z 6= z′.
Agora vamos apresentar alguns exemplos de grafos e śımbolos de conectividades

associados aos multipletos supersimétricos.
Para N = 1 temos o supermutipleto (υ, λ) , que é composto por um bóson υ e um

férmion λ, representado como (1, 1), portanto tem-se a seguinte lei de transformação
supersimétrica

Q
υ λ
λ υ̇

(1.43)

Para N = 2 (Q1,Q2) temos o multipleto raiz (υ1, υ2; λ1, λ2), composto por dois
bósons e dois férmions, representado por (2, 2). Sob uma transformação de vestimento
S = diag(1, H, 1, 1) e S = diag(H, H, 1, 1) que agem no Q1 e Q2 de acordo com a
equação (1.36), se produzem os multipletos off-shell (1, 2, 1) e (0, 2, 2) de comprimento
3, respectivamente.

Nas seguintes tabelas e figuras apresentamos explicitamente estas transformações
supersimétricas com os seus respectivos grafos associados.
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Q1 Q2

υ1 λ1 λ2

υ2 λ2 −λ1

λ1 υ̇1 −υ̇2

λ2 υ̇2 υ̇1

Q̂1 Q̂2

υ λ1 λ2

λ1 υ̇1 −g
λ2 g υ̇

g λ̇2 −λ̇1

Q̂1 Q̂2

λ1 g1 −g2

λ2 g2 g1

g1 λ̇1 λ̇2

g2 λ̇2 −λ̇1

(1.44)

�
λ

�
λ

�
υ

�
υ

a) (2, 2, 0)

�

�
λ

�
λ

�
υ

b) (1, 2, 1)

�
�

�
�

λ λ
�

λ
�

λ

c) (0, 2, 2)

Para N = 4 (Q1, Q2, Q3, Q4) o multipleto raiz é (4, 4), seus campos componentes são
(υ0, υi; λ0, λi) com i, j, k = 1, 2, 3. Este multipleto possui uma estrutura quaterniônica e
é posśıvel escrever as 4 transformações de uma forma compacta como

Q4(υ0, υj; λ0, λj) = (λ0, λj; υ̇0, υ̇j) (1.45)

Qi(υ0, υj; λ0, λi) = (λi,−δijλ0 − εijkλk;−υ̇i, δij υ̇0 + εijkυ̇k). (1.46)

Com as seguintes transformações de vestimento S = diag(H, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), S =
diag(1, 1, H, H, 1, 1, 1, 1), S = diag(1, H, H,H, 1, 1, 1, 1) e S = diag(H,H, H,H, 1, 1, 1, 1)
aplicados nas transformações do multipleto raiz (1.45) e (1.46), de acordo com (1.36),
se produzem as seguintes representações irredut́ıveis (3, 4, 1), (2, 4, 2), (1, 4, 3) e (0, 4, 4),
respectivamente. Todos estes multipletos possuem estrutura quaterniônica com exceção
de (2, 4, 2) que possui uma estrutura complexa.

As transformações para o multipleto (3, 4, 1) são dadas por:

Q̂4(υj; λ0, λj; g) = (λj; g, υ̇j; λ̇0) (1.47)

Q̂i(υj; λ0, λj; g) = (−δijλ0 − εijkλk;−υ̇i, δijg + εijkυ̇k; λ̇i). (1.48)

Para o multipleto (1, 4, 3) temos,

Q̂4(υ0; λ0, λj; gj) = (λ0; υ̇0, gj; λ̇j) (1.49)

Q̂i(υ0; λ0, λj; gj) = (λi;−gi, δij υ̇0 + εijkgk;−δijλ̇0 − εijkλ̇k). (1.50)

Os grafos associados a estes multipletos e transformações supersimétricas são mostradas
nas Figuras 1.1,1.2,1.3,1.4. Daqui em diante vamos usar a convenção de ε123 = +1.
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Figura 1.1: Grafo: ψg = 40,
(4, 4, 0) = (υ0, υj ; λ0, λj).
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Figura 1.2: Grafo: ψg = 41,
(3, 4, 1) = (υj ; λ0, λj ; g).
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Figura 1.3: Grafo: ψg = 42,
(2, 4, 2) = (υ0, υ1; λ0, λj ; g2, g3).
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Figura 1.4: Grafo: ψg = 43,
(1, 4, 3) = (υ0; λ0, λj ; gi).

Finalmente vamos introduzir dois conjuntos de 3 números ordenados para supermul-
tipletos de comprimento 3, chamados fontes S e alvos T , definidos como

S = [s1, s2, s3], T = [t1, t2, t3], (1.51)

onde si (ti) é o número de campos de dimensão de massa di = i−1
2

que não tenha nenhuma
conexão com outro campo de dimensão di− 1

2
(di +

1
2
) na representação gráfica. Para um

multipleto de comprimento 3 do tipo (k, n, n−k), necessariamente s1 = k, s3 = 0, junto
com t1 = 0 e t3 = n− k. Consequentemente, S e T são completamente determinados se
s2 e t2 são conhecidos.

1.7 Construção de ações e modelos sigma

Agora temos todos os ingredientes para construir invariantes para modelos sigma su-
persimétricos unidimensionais, cujo espaço alvo é parametrizado pelas coordenadas do
multipleto associado.
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Os modelos sigma Σ são mapeamentos unidimensionais sobre uma variedade Rie-
manniana Mg provida de uma métrica g:

Σ :
R → Mg,

t → ~X(t).
(1.52)

~X denota as coordenadas locais do espaço alvo (o chamado “target space”). Fisicamente
eles são componentes de campos bosônicos de um supermultipleto off-shell. Os demais
campos bosônicos são os campos auxiliares. Aqui, a métrica gij é função da chamada

função prepotencial F ( ~X), ou seja gij ≡ gij(F ( ~X)).
Neste trabalho de tese vamos introduzir dois tipos de métodos para construir ações

invariantes ou modelos sigma. Eles serão usados de acordo com o tipo de representações
e śımbolos de conectividade que possuem.

• Construção I:

Uma Lagrangeana supersimétrica manifestamente N -estendida é produzida como

LN = Q1...QNFN , (1.53)

com as dimensões de massa: [LN ] = 2, [FN ] = 2− N
2

e [Qi] = 1
2
. Isto implica que,

para termos uma Lagrangeana com dimensão de massa dois, no máximo podemos
construir com N = 4 supersimetrias manifestas.

Para a construção de uma ação invariante supersimétrica N -estendida, com N >
N , temos que impor N −N v́ınculos na ação, para um j = N +1, ...,N , da forma

QjLN = ∂tRj,N , (1.54)

ou seja, a Lagrangeana se transforma como uma derivada total onde Rj,N é uma
função qualquer com dimensão de massa igual a

[Rj,N ] =
3

2
. (1.55)

Para N = 4 os modelos sigma são determinados em termos de uma função não
vinculada das coordenadas do espaço alvo, chamado função prepotencial.

A ação invariante S = 1
m

∫
dtL é expressa através da Lagrangeana L:

L = Q1Q2Q3Q4F (1.56)

• Construção II:

Este método consiste em construir Lagrangeanas para qualquer supermultipleto
“off-shell”de comprimento l = 3, (k, n, n − k), a partir da Lagrangeana do seu
multipleto raiz associado (n, n).
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A Lagrangeana para o multipleto raiz se constrói com (1.56), que tem N = 4
supersimetrias manifestas. A dependência funcional desta Lagrangeana tem a
forma

L ≡ L(υi, υ̇i, ψi, ψ̇i) (1.57)

i = 1, ..., n.

O seguinte passo é impor v́ınculos na Lagrangeana L tal que, para j = k, ..., 8,
temos

∂L
∂υj

= 0, (1.58)

que elimina a dependência com υj.

Esta condição nos permite considerar, de acordo com o processo de vestimento,
que os termos do tipo υ̇j possam ser considerados como campos auxiliares gj de
dimensão de massa 1 formando parte do novo supermultipleto (k, n, n − k). Ou
seja

gj = υ̇j (1.59)

então, vamos ter
L ≡ L(υl, υ̇l, ψi, ψ̇i, gj), (1.60)

com l = 0, ..., k, i = 1, ..., n e j = k, ..., n.

A nova Lagrangeana L pode não ser invariante sob N = 4 supersimetrias. Isto
vai depender do tipo de supermultipleto associado e da conectividade que ele tem.
Para garantir a invariância sob N = 4 a condição (1.54) tem que ser obedecida, o
que, em alguns casos, vai produzir un novo tipo de v́ınculo, então, agora a nossa
nova função prepotencial é F (υl).
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Caṕıtulo 2

Classificação das representações
supersimétricas N -estendidas

Neste caṕıtulo apresentaremos a classificação completa das representações não-minimais
da álgebra de supersimetria N -estendida num espaço unidimensional.

2.1 Multipletos ráızes (8, 8, 0) e (16, 16, 0)

Para N = 8 minimal temos o multipleto raiz (8, 8, 0) de comprimento l = 2. Ele
gera suas respectivas representações de comprimento l = 3 do tipo (k, 8, 8 − k) pelas
transformações de vestimento (1.36).

As 8 transformações supersimétricas 16× 16 que agem no multipleto raiz são dadas
por

Qj =
1√
2

(
0 γj

−γj ·H 0

)
, QN =

1√
2

(
0 γ8

γ8 ·H 0

)
, (2.1)

onde as matrizes γj (j = 1, ..., 7) 8× 8 podem ser escritas usando a álgebra de Clifford
Cl(0, 7) da equação (1.10) e a matriz γ8 como identidade 18, quer dizer

γ1 = σ2 ⊗ σ2 ⊗ σA,

γ2 = σ2 ⊗ σA ⊗ 12,

γ3 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ σA,

γ4 = σA ⊗ 12 ⊗ 12, (2.2)

γ5 = σ1 ⊗ 12 ⊗ σA,

γ6 = σ1 ⊗ σA ⊗ σ2,

γ7 = σ1 ⊗ σA ⊗ σ1,

γ8 = 12 ⊗ 12 ⊗ 12.

As transformações (2.1) agem sobre o supermultipleto que contém 8 campos bosônicos
e 8 campos fermiônicos dados explicitamente por (υ0, υi; λ0, λi), com i, j = 1, ..., 7.
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Figura 2.1: Supermultipleto (8, 8, 0), N = 8: Q1, Q2,Q3, Q4,Q5,Q6, Q7,Q8

O grafo correspondente para o multipleto raiz e suas transformações está represen-
tado na Figura 2.1.

Uma forma compacta de escrever as transformações supersimétricas é usar a estru-
tura octoniônica que eles possuem, ou seja

Qi(υ0, υj; λ0, λj) = (λi,−δijλ0 − Cijkλk;−υ̇i, δij υ̇0 + Cijkυ̇k), (2.3)

Q8(υ0, υj; λ0, λj) = (λ0, λj; υ̇0, υ̇j) (2.4)

com i, j, k = 1, ..., 7, onde as constantes de estrutura octoniônica Cijk são completamente
anti-simétricas e temos a seguinte notação

C123 = C145 = C176 = C246 = C257 = C347 = C365 = +1, (2.5)

sua representação no plano de Fano é dado na Figura 2.2.

� �
�

�
� �

�
Figura 2.2: Plano de Fano para as constantes de estrutura octoniônica Cijk.
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Além da estrutura octoniônica as transformações do multipleto raiz possuem também
uma estrutura quaterniônica onde renomeando os campos e as transformações do seguinte
modo

Q1 → Q1 υ1 → υ1 λ1 → λ1

Q2 → Q2 υ2 → υ2 λ2 → λ2

Q3 → Q3 υ3 → υ3 λ3 → λ3

Q4 → Q̄4 υ4 → ῡ0 λ4 → λ̄0

Q5 → Q̄1 υ5 → ῡ1 λ5 → λ̄1

Q6 → Q̄2 υ6 → ῡ2 λ6 → λ̄2

Q7 → Q̄3 υ7 → ῡ3 λ7 → λ̄3

Q8 → Q4 υ0 → υ0 λ0 → λ0

(2.6)

obteremos o multipleto
(υ0, υi, ῡ0, ῡi; λ0, λi, λ̄0, λ̄i) (2.7)

e as seguintes transformações supersimétricas

Qiυ0 = λi Qiῡ0 = −λ̄i

Qiυj = −(δijλ0 + εijkλk) Qiῡj = δijλ̄0 + εijkλ̄k

Qiλ0 = −υ̇i Qiλ̄0 = ˙̄υi

Qiλj = δij υ̇0 + εijkυ̇k Qiλ̄j = −(δij ˙̄υ0 + εijk ˙̄υk)
Q4υ0 = λ0 Q4ῡ0 = λ̄0

Q4υi = λi Q4ῡi = λ̄i

Q4λ0 = υ̇0 Q4λ̄0 = ˙̄υ0

Q4λj = υ̇j Q4λ̄j = ˙̄υj

Q̄iυ0 = λ̄i Q̄iῡ0 = λi

Q̄iυj = −δijλ̄0 + εijkλ̄k Q̄iῡj = −δijλ0 + εijkλk

Q̄iλ0 = − ˙̄υi Q̄iλ̄0 = −υ̇i

Q̄iλj = δij ˙̄υ0 − εijk ˙̄υk Q̄iλ̄j = δij υ̇0 − εijkυ̇k

Q̄4υ0 = λ̄0 Q̄4ῡ0 = −λ0

Q̄4υj = λ̄j Q̄4ῡj = −λj

Q̄4λ0 = − ˙̄υ0 Q̄4λ̄0 = υ̇0

Q̄4λj = − ˙̄υj Q̄4λ̄j = υ̇j

(2.8)

com i, j, k = 1, 2, 3.
Para N = 9 minimal, o multipleto raiz é (16, 16, 0) (ver (1.32)) e as transformações

supersimétricas correspondentes (32× 32) são

Qj =
1√
2

(
0 γj

−γj ·H 0

)
, Q8 = 1√

2

(
0 γ8

γ8 ·H 0

)
, (2.9)

QN =
1√
2

(
0 γ9

−γ9 ·H 0

)
, (2.10)
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Figura 2.3: Supermultipleto (16, 16), N = 9: Q1, Q2,Q3, Q4,Q5,Q6, Q7,Q8, Q9.

onde as matrizes gama (16× 16) são, neste caso

γ1 = σ2 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ⊗ σA (2.11)

γ2 = σ2 ⊗ σ2 ⊗ σA ⊗ 12

γ3 = σ2 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ σA

γ4 = σ2 ⊗ σA ⊗ 12 ⊗ 12

γ5 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ 12 ⊗ σA

γ6 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ σA ⊗ σ2

γ7 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ σA ⊗ σ1

γ8 = 12 ⊗ 12 ⊗ 12 ⊗ 12

γ9 = σA ⊗ 12 ⊗ 12 ⊗ 12

Os campos componentes do multipleto (16, 16) são dados por

(υ0, υi, u0, ui; λ0, λi, ψ̄0, ψ̄i) (2.12)

com i, j, k = 1, ..., 7. As transformações supersimétricas na estrutura octoniônica que
agem neste multipleto são

Qi(υ0, υj; λ0, λj) = (λi,−δijλ0 − Cijkλk;−υ̇i, δij υ̇0 + Cijkυ̇k), (2.13)

Qi(u0, uj; ψ0, ψj) = (−ψi, δijψ0 + Cijkψk; u̇i,−δiju̇0 − Cijku̇k), (2.14)

Q8(υ0, υj; λ0, λj) = (λ0, λj; υ̇0, υ̇j), (2.15)

Q8(u0, uj; ψ0, ψj) = (ψ0, ψj; u̇0, u̇j), (2.16)

Q9(υ0, υj; λ0, λj) = (ψ0, ψj;−u̇0,−u̇j), (2.17)

Q9(u0, uj; ψ0, ψj) = (−λ0,−λj; υ̇0, υ̇j). (2.18)

O grafo associado para estas transformações está mostrado na Figura 2.3.
Na estrutura quaterniônica introduzimos a seguinte notação nos campos do multi-

pleto (16, 16, 0),

(υ0, υi, ῡ0, ῡi, u0, ui, ū0, ūi; λ0, λi, λ̄0, λ̄i, ψ0, ψi, ψ̄0, ψ̄i). (2.19)

As transformações nesta estrutura podem ser obtidas do mesmo modo que o caso
anterior, quer dizer considerando (2.6), que será o dobro de (2.8) mais a transformação
Q9.
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2.2 Representações lineares N = 4

Para N = 4, de acordo com as equações (1.32) e (1.35) temos que nmin = 4 e nmax = 8,
como consequência teremos dois tipos de representações não-minimais para (8, 8, 0) que
por simplicidade vamos chamar 2-minimal e não-minimal, respectivamente. A primeira
porque é uma representação completamente redut́ıvel, já que é dado pela soma direta de
duas representações minimais N = 4 (ou seja, (4, 4)⊕ (4, 4)), os dois grafos associados a
elas são desconectados, ver Figura 2.4. A segunda é uma classe de representação redut́ıvel
mais indecompońıvel, pois seus grafos associados são completamente conectados, ver
Figura 2.6.

2.2.1 Representação 2-minimal

Na classificação das representações 2-minimais para uma supersimetria com N = 4 va-
mos considerar as quatro transformações supersimétricas Q1, Q2, Q3 e Q4 de (2.8) (na
estrutura quaterniônica) com o multipleto raiz (8, 8, 0) dado por (2.7). Este multipleto
pode ser decomposto em (4, 4, 0)⊕ (4, 4, 0) multipletos irredut́ıveis, portanto desconec-
tados. Sua representação gráfica é mostrada na Fig.(2.4)
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Figura 2.4: Supermultipleto (8, 8)m, N = 4: Q1, Q2,Q3, Q4

Este multipleto raiz com quatro supersimetrias vai gerar as suas representações de
comprimento l = 3 do tipo (k, 8, 8− k) ≡ (p, 4, 4− p)⊕ (k− p, 4, 4− k + p), p = 1, ..., 7,
por meio das transformações de vestimento (1.36), ou seja, em particular vamos ter

Q̂i = S−1QiS, Q̂4 = S−1Q4S. (2.20)

A classificação de acordo com o śımbolo de conectividade é dada na seguinte tabela.
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campos componentes: nivel: decomposição: śımbolo de conectividade:
(1, 8, 7) (1, 4, 3)⊕ (0, 4, 4) 44 + 43

(2, 8, 6) a (2, 4, 2)⊕ (0, 4, 4) 44 + 42

b (1, 4, 3)⊕ (1, 4, 3) 83

(3, 8, 5) a (3, 4, 1)⊕ (0, 4, 4) 44 + 41

b (2, 4, 2)⊕ (1, 4, 3) 43 + 42

(4, 8, 4) a (4, 4, 0)⊕ (0, 4, 4) 44 + 40

b (3, 4, 1)⊕ (1, 4, 3) 43 + 41

c (2, 4, 2)⊕ (2, 4, 2) 82

(5, 8, 3) a (4, 4, 0)⊕ (1, 4, 3) 43 + 40

b (3, 4, 1)⊕ (2, 4, 2) 42 + 41

(6, 8, 2) a (4, 4, 0)⊕ (2, 4, 2) 42 + 40

b (3, 4, 1)⊕ (3, 4, 1) 81

(7, 8, 1) (4, 4, 0)⊕ (3, 4, 1) 41 + 40

(2.21)

Nesta tabela, vamos ver mais adiante que as Lagrangeanas dos multipletos (1, 8, 7)
e (7, 8, 1) possuem estrutura octoniônica e quaterniônica. Os multipletos (2, 8, 6)b,
(3, 8, 5)a, (4, 8, 4)a,b, (5, 8, 3)a e (6, 8, 2)b possuem estrutura quaterniônica. Os multi-
pletos (2, 8, 6)a, (4, 8, 4)a,c, e (6, 8, 2)a, estrutura complexa. E os multipletos (3, 8, 5)b e
(5, 8, 3)b, real.

2.2.2 Grupos invariantes

O lema de Schur estabelece que as representações irredut́ıveis da álgebra de Clifford
podem ser de três tipos: real, quase complexa e quaterniônica. Isto acontece de acordo
com a matriz mais geral que comuta com todos os geradores da álgebra de Clifford.

Os multipletos podem ser invariantes sob um grupo de rotação se as transformações
supersimétricas comutarem como os geradores do grupo mais geral Σ (tipo bosônico),
ou seja

[QI , Σ] = 0 I = 1, 2, 3, 4. (2.22)

Para o multipleto raiz (8, 8, 0) 2-minimal, a matriz mais geral pode ser escrita como
Σ = ajΣj, onde as matrizes Σj = Σup

j ⊕Σdown
j são os geradores da álgebra de Lie su(2).

Explicitamente temos,

Σup
1 = 12 ⊗ σA ⊗ σ1, Σup

2 = 12 ⊗ σA ⊗ σ2, Σup
3 = 12 ⊗ 12 ⊗ σA,

Σup
4 = σ2 ⊗ σA ⊗ σ1, Σup

5 = σ2 ⊗ σA ⊗ σ2, Σup
6 = σ2 ⊗ 12 ⊗ σA,

(2.23)

onde Σj
down = Σj

up, com a seguinte propriedade Σ2
j = −1.

As relações de comutação são dadas por

[Σi, Σj] = CijkΣk (2.24)

onde C123 = C156 = C264 = C345 = +1, totalmente antisimetrico.
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Figura 2.5: Plano de Fano com 4 linhas orientadas e 3 linhas não-orientadas.

Portanto, se consideramos mais um sétimo gerador dado por

Σup
7 = Σdown

7 = σ2 ⊗ 12 ⊗ 12 (2.25)

(que também comuta como as 4 transformações supersimétricas) onde seu quadrado é
positivo, quer dizer Σ2

7 = +1, portanto obtemos as seguintes relações de anti-comutação:

{Σi, Σj} = C(i,j),kΣk. (2.26)

onde C(1,4),7 = C(2,5),7 = C(3,6),7 = −1. C(i,j),7 é simétrico no intercâmbio dentro do
parêntesis (ij) e antisimétrico no intercâmbio entre (ij) e 7. A representação destes
7 geradores num plano de Fano é mostrado na Figura (2.5), que consiste de 4 linhas
orientadas e 3 linhas não-orientadas, correspondentes as constantes de estrutura.

Para os multipletos (k, 8, 8− k) 2-minimais, que são gerados do multipleto raiz com
uma transformação de vestimento, a matriz mais geral tem que comutar com os quatro
operadores supersimétricos vestidos, quer dizer

[Q̂I , Σ] = 0 I = 1, 2, 3, 4 (2.27)

considerando a equação (1.36), temos que

[SQIS
−1, Σ] = 0 (2.28)

portanto
[S, Σ]QIS

−1 + S[QI , Σ]S−1 + SQI [S
−1, Σ] = 0. (2.29)

Considerando que (2.22) se reduz para encontrar a matriz mais geral Σ = biΣi que
comute só com os operadores de vestimento de cada representação. E Σi as que estão
restritas a ser qualquer das Σj do multipleto raiz (i < j), isto devido ao segundo termo
de (2.29).

A forma matricial do operador de vestimento, que produz multipletos de compri-
mento 3, toma a seguinte forma

S =

(
S̃ 0
0 1n

)
(2.30)
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com S̃ uma matriz diagonal n× n cuja diagonal tem termos de 1 e H.
Então, os grupos invariantes para as representações desconectadas e inequivalentes

estão dadas na seguinte tabela

supermultipleto: grupo comutante:
(1, 8, 7) SU(2)⊗ 12 ⊗ R
(2, 8, 6)a SU(2)⊗ U(1)⊗ R
(2, 8, 6)b 12 ⊗ 12 ⊗ R
(3, 8, 5)a SU(2)⊗ 12 ⊗ R
(3, 8, 5)b U(1)⊗ 12 ⊗ R
(4, 8, 4)a SU(2)⊗ SU(2)⊗ R
(4, 8, 4)b 12 ⊗ 12 ⊗ R
(4, 8, 4)c U(1)⊗ U(1)⊗ R
(5, 8, 3)a SU(2)⊗ 12 ⊗ R
(5, 8, 3)b U(1)⊗ 12 ⊗ R
(6, 8, 2)a SU(2)⊗ U(1)⊗ R
(6, 8, 2)b 12 ⊗ 12 ⊗ R
(7, 8, 1) SU(2)⊗ 12 ⊗ R

(2.31)

onde R representa ao sétimo gerador Σ7.

2.2.3 Representação não-minimal

Nesta representação consideremos o multipleto raiz (2.7) com as seguintes 4 trans-
formações supersimétricas Q1, Q2, Q3 e Q4 de (2.8), isto é, considerando-se a estrutura
quaterniônica. As primeiras 3 transformações são mantidas (sem perda de generali-
dade) sempre agindo num mesmo multipleto minimal irredut́ıvel N = 3, ou seja, neste
caso (8, 8) pode ser sempre decomposto em (4, 4) ⊕ (4, 4) desconectados. Então, a
quarta transformação tem a liberdade de ser escolhida para conectar os dois multipletos
minimais desconectados N = 3, no nosso caso escolhemos Q̄4, formando assim, uma
representação redut́ıvel mais indecompońıvel (conectados), ver Figura 2.6.
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Figura 2.6: Supermultipleto (8, 8)nm, N = 4: Q1, Q2,Q3, Q̄4.

O multipleto raiz não-minimal para N = 4 gera todos os multipletos (k, 8, 8−k) não
minimais por meio das transformações de vestimento
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Q̂i = S−1QiS Q̂4 = S−1Q4S (2.32)

com i = 1, 2, 3. A classificação deles de acordo com suas conectividades é dada na
seguinte tabela

Campos componentes: nivel: śımbolo de conectividade: multipleto dual:
(1, 8, 7) 44 + 43 (7, 8, 1)
(2, 8, 6) A 24 + 43 + 22 (6, 8, 2)A

B 83 (6, 8, 2)B

(3, 8, 5) A 14 + 33 + 32 + 11 (5, 8, 3)A

B 43 + 42 (5, 8, 3)B

(4, 8, 4) A 14 + 62 + 10 auto-dual
B 43 + 41 auto-dual
C 23 + 42 + 21 auto-dual
D 82 auto-dual

(5, 8, 3) A 13 + 32 + 31 + 10 (3, 8, 5)A

B 42 + 41 (3, 8, 5)B

(6, 8, 2) A 22 + 41 + 20 (2, 8, 6)A

B 81 (2, 8, 6)B

(7, 8, 1) 41 + 40 (1, 8, 7)

A diferença do caso 2-minimal aqui é gerada uma quarta representação inequivalente
para (4, 8, 4)C .

2.2.4 Grupos invariantes

Para o multipleto raiz (8, 8, 0) não-minimal também existe a matriz mais geral Σ que
comuta com os Q1, Q2, Q3 e Q4. Isto é dado por Σi = Σup

i ⊕Σdown
i , que são os geradores

do grupo de Lie su(2). Explicitamente temos que

Σ1
up = 12 ⊗ σA ⊗ σ1, Σ2

up = 12 ⊗ σA ⊗ σ2, Σ3
up = 12 ⊗ 12 ⊗ σ3,

Σ4
up = σ1 ⊗ 12 ⊗ σA, Σ5

up = σ1 ⊗ σA ⊗ σ1, Σ6
up = σ1 ⊗ σA ⊗ σ2 .

(2.33)

Além disso Σi
down = Σi

up com i = 1, 2, 3 e Σi
down = −Σi

up com i = 4, 5, 6. Estes
geradores satisfazem Σ2

i = −1 (i = 1, ..., 6) e cumprem as relações de comutação:

[Σi, Σj] = CijkΣk (2.34)

onde C123 = C164 = C245 = C356 = +1 totalmente antisimétrico.
Se consideramos um sétimo gerador, que comuta com as 4 transformações super-

simétricas, dado por Σup
7 = −Σdown

7 = σ1⊗ 12⊗ 12, com Σ2
7 = +1, obtemos as seguintes

relações de anti-comutação:
{Σi, Σj} = C(i,j),kΣk. (2.35)

onde C(1,5),7 = C(2,6),7 = C(3,4),7 = −1. C(i,j),7 é simétrico no intercâmbio dentro do
parêntesis (ij) e antisimétrico no intercambio entre (ij) e 7. A representação gráfica no

27



plano de Fano é dado da mesma forma que no caso 2-minimal (Ver Figura (2.5)), com
4 linhas orientadas e 3 linhas não-orientadas.

Para o caso dos multipletos off-shell, da mesma forma que no caso 2-minimal, os
grupos invariantes, apresentamos na seguinte tabela.

supermultipleto: grupo comutante:
(2, 8, 6)A U(1)
(2, 8, 6)B R
(4, 8, 4)A 1
(4, 8, 4)B SU(2)
(4, 8, 4)C 1
(4, 8, 4)D U(1)⊗ U(1)⊗ R
(6, 8, 2)A U(1)
(6, 8, 2)B R

(2.36)

Se as seguintes representações conectadas (ou não-minimais) (8, 8)nm, (2, 8, 6)B,
(4, 8, 4)D e (6, 8, 2)B com N = 4 são submetidas a uma transformação linear nos seus
campos componentes do tipo x± = y±z (onde y e z são os campos componentes da rep-
resentação conectada e x± são os campos componentes da representação desconectada)
é posśıvel passar para as representações desconectadas (ou 2-minimal) (8, 8)m, (2, 8, 6)b,
(4, 8, 4)c e (6, 8, 2)b, respectivamente e vice-versa [75]. Porém, cada par dessas repre-
sentações com um mesmo número de campos componentes são equivalentes. Isto pelo
fato de ter o mesmo śımbolo de conectividade, grupo comutante e “node code group”
[75].

2.2.5 Oxidação N = 4 ⇒ N = 5

Os dois tipos de representações, 2-minimal e não-minimal, com N = 4 supersimetrias
que agem em 8 campos bosônicos e 8 campos fermiônicos, podem ser oxidados para
uma representação minimal com N = 5 supersimetrias. Isto é, adicionando uma quinta
transformação supersimétrica compat́ıvel com as quatro transformações prévias.

Por convenção, nas transformações supersimétricas do multipleto raiz N = 4, no
caso 2-minimal vamos adicionar Q4 e no caso não-minimal Q4, por consequência vamos

ter os operadores vestidos Q̂4 e Q̂4 para as representações (k, 8, 8− k), respectivamente.
As representações minimais para N = 5 foram classificadas em [33, 31, 30].
Mais adiante, vamos apresentar uma série de tabelas especificando que representações

minimais N = 5 (nas colunas) resultam do processo de oxidação de uma representação
N = 4 (nas linhas). As representações são expressas em termos do śımbolo de conec-
tividade. Se a oxidação for permitida vamos marcar com um “X”.
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Para (2, 8, 6) temos

(N = 4) ⇒ (N = 5) : 25 + 24 + 43 64 + 23

Conectado: 24 + 43 + 22 X X
83 X

Desconectado: 44 + 42 X
83 X

(2.37)

Para (3, 8, 5) temos

(N = 4) ⇒ (N = 5) : 15 + 34 + 42 24 + 53 + 12

Conectado: 14 + 33 + 32 + 11 X X
43 + 42 X

Desconectado: 44 + 41 X
43 + 42 X

(2.38)

Para (4, 8, 4) temos

(N = 4) ⇒ (N = 5) : 44 + 41 14 + 33 + 32 + 11 43 + 42

Conectado: 14 + 62 + 10 X
43 + 41 X X

23 + 42 + 21 X X
82 X

Desconectado: 44 + 40 X
43 + 41 X

82 X

(2.39)

Para (5, 8, 3) temos

(N = 4) ⇒ (N = 5) : 43 + 31 + 10 13 + 52 + 21

Conectado: 15 + 32 + 31 + 10 X X
42 + 41 X

Desconectado: 43 + 40 X
42 + 41 X

(2.40)

Para (6, 8, 2) temos

(N = 4) ⇒ (N = 5) : 42 + 21 + 20 22 + 61

Conectado: 22 + 41 + 20 X X
81 X

Desconectado: 42 + 40 X
81 X

(2.41)

Note que diferentes representações “off-shell”(2-minimal e não-minimal), em alguns
casos, possuem o mesmo tipo de conectividade e oxidação. Portanto, o śımbolo de
conectividade sozinho não pode discriminar ou diferenciar representações inequivalentes
nestes dois tipos de representações. Porém, a representação gráfica é necessária.

29



As conectividades em ambas representações N = 4 recaem nas conectividades para
N = 5 minimal, já classificadas na literatura [32], onde é mostrado que são oxidáveis
até o numero máximo Nmax = 8.

Os multipletos (8, 8), (1, 8, 7) e (7, 8, 1), em qualquer representação, possuem uma
só conectividade para N = 4, porém são oxidáveis automaticamente na representação
N = 5 minimal, que também é única.

Finalmente, considerando as representações não-minimais N = 4 de comprimento 4
e 5, o número máximo Nmax de supersimetrias oxidadas é dado na seguinte tabela.

Campos componentes: Nmax:
(1, 7, 7, 1) 7
(2, 6, 6, 2) 6

(1, 6, 7, 2) ↔ (2, 7, 6, 1) 6
(1, 5, 7, 3) ↔ (3, 7, 5, 1) 5
(1, 4, 7, 4) ↔ (4, 7, 4, 1) 4

(1, 4, 6, 4, 1) 4

2.3 Representação não-minimal N = 5

Representações não-minimais com N = 5 precisam de 16 campos bosônicos e 16 cam-
pos fermiônicos de acordo com (1.35). Considerando o multipleto raiz (16, 16) onde as
5 transformações escolhidas da equação (2.9) são: Q1, Q2, Q3, Q4 e Q9. Seu correspon-
dente grafo é mostrado na Figura 2.7.
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Figura 2.7: Supermultipleto (16, 16)nm, N = 5: Q1, Q2,Q3, Q̄4, Q9.

Na estrutura quaterniônica as 5 transformações que agem no multipleto raiz são Q1,
Q2, Q3, Q4 e Q9, são explicitamente dados por:
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Qiυ0 = λi, Qiυj = −(δijλ0 + εijkλk),
Qiῡ0 = −λ̄i, Qiῡj = δijλ̄0 + εijkλ̄k,
Qiλ0 = −υ̇i, Qiλj = δij υ̇0 + εijkυ̇k,
Qiλ̄0 = ˙̄υi, Qiλ̄j = −(δij ˙̄υ0 + εijk ˙̄υk),
Qiu0 = −ψi, Qiuj = δijψ0 + εijkψk,
Qiū0 = −ψ̄i, Qiūj = −(δijψ̄0 + εijkψ̄k)
Qiψ0 = u̇i, Qiψj = −(δiju̇0 + εijku̇k),
Qiψ̄0 = − ˙̄ui, Qiψ̄j = δij ˙̄u0 + εijk ˙̄uk.

(2.42)

Q̄4υ0 = λ̄0, Q̄4υi = λ̄i, Q̄4ῡ0 = −λ0, Q̄4ῡi = −λi,
Q̄4λ0 = − ˙̄υ0, Q̄4λi = − ˙̄υi, Q̄4λ̄0 = υ̇0 Q̄4λ̄i = υ̇i,
Q̄4u0 = −ψ̄0, Q̄4ui = −ψ̄i, Q̄4ū0 = ψ0, Q̄4ūi = ψi,
Q̄4ψ0 = ˙̄u0, Q̄4ψi = ˙̄ui, Q̄4ψ̄0 = −u̇0, Q̄4ψ̄i = −u̇i

(2.43)

Q9υ0 = ψ0, Q9υi = ψi, Q9ῡ0 = ψ̄0, Q9ῡi = ψ̄i,
Q9λ0 = −u̇0, Q9λi = −u̇i, Q9λ̄0 = − ˙̄u0, Q9λ̄i = − ˙̄ui,
Q9u0 = −λ0, Q9ui = −λi, Q9ū0 = −λ̄0, Q9ūi = −λ̄i,
Q9ψ0 = υ̇0, Q9ψi = υ̇i, Q9ψ̄0 = ˙̄υ0, Q9ψ̄i = ˙̄υi.

(2.44)

com i, j, k = 1, 2, 3.

2.3.1 Grupos invariantes

A matriz mais geral Σ (em componentes, Σ̂j = Σj ⊕ Σj) que comuta com as 5 trans-
formações supersimétricas é dado por

[QI , Σ] = 0 I = 1, 2, 3, 4, 9. (2.45)

onde as matrizes Σj são as seguintes

Σ1 = 12 ⊗ 12 ⊗ 12 ⊗ σA Σ6 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ σA ⊗ σ2 Σ11 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ 12 ⊗ 12

Σ2 = 12 ⊗ 12 ⊗ σA ⊗ σ1 Σ7 = σ1 ⊗ 12 ⊗ σA ⊗ σ1 Σ12 = σ1 ⊗ 12 ⊗ 12 ⊗ 12

Σ3 = 12 ⊗ 12 ⊗ σA ⊗ σ2 Σ8 = σ1 ⊗ 12 ⊗ σA ⊗ σ2 Σ13 = σA ⊗ σ1 ⊗ σA ⊗ σ1

Σ4 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ 12 ⊗ σA Σ9 = σ1 ⊗ 12 ⊗ 12 ⊗ σA Σ14 = σA ⊗ σ1 ⊗ σA ⊗ σ2

Σ5 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ σA ⊗ σ1 Σ10 = σA ⊗ σ1 ⊗ 12 ⊗ 12 Σ15 = σA ⊗ σ1 ⊗ 12 ⊗ σA

(2.46)

com as propriedades

Σ2
i = −1 i = 1, ..., 10. (2.47)

e

Σ2
I = +1 I = 11, ..., 15. (2.48)
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2.3.2 Álgebra

Usando o comutador das matrizes (2.46) obtemos as seguintes álgebras:

• Álgebras su(2),
[Σi, Σj] = CijkΣk. (2.49)

onde as constantes de estrutura Cijk (totalmente anti-simétricas) são:

C123 = C156 = C781 = C397 = C345 =

C5,10,7 = C264 = C289 = C4,10,9 = C6,10,8 = +1 (2.50)

• Álgebras sl(2),
[ΣI , ΣJ ] = C[IJ ]iΣi (2.51)

com as seguintes considerações:

[IJ ], [Ii] antissimétrico no intercâmbio dentro dos parênteses.

[IJ ]i simétrico no intercâmbio entre os I e J com i.

As constantes de estrutura são:

C[14,13],1 = C[15,14],2 = C[13,15],3 = C[15,12],4 = C[13,12],5 =

C[14,12],6 = C[11,13],7 = C[11,14],8 = C[11,15],9 = C[11,12],10 = +1 (2.52)

Finalmente apresentamos as relações de anticomutação diferentes de zero que satis-
fazem os seguintes geradores:

{Σi, Σj} = C(ij)IΣI (2.53)

com:
(ij) simétrico no intercâmbio dentro dos parênteses.
(ij)I antissimétrico no intercâmbio entre i e j com I.
As constantes de estrutura são:

− C(1,9),12 = −C(1,4),11 = C(1,10),15 = −C(2,5),11 = −C(2,7),12 =

−C(3,6),11 = −C(3,8),12 = C(3,10),14 = C(4,7),14 = C(5,8),15 =

−C(5,9),14 = −C(6,7),15 = C(2,10),13 = −C(4,8),13 = C(6,9),13 = +1. (2.54)

Assim como os sedênions são representados num tetraedro, da mesma forma estes
15 geradores (vamos chamar pseudosedênions) podem ser representados num tetraedro,
isto é mostrado nas Figuras 2.8,2.9. As caracteŕısticas principais deste tetraedro são:
possui uma configuração tri-dimensional, 4 vértices, consiste de 15 pontos, 35 linhas
(cada linha com três pontos), 7 linhas passam por cada ponto.

Na Figura 2.8 as constantes de estrutura da álgebra su(2) são representadas pelas
linhas orientadas, a direção da flecha indica o sinal positivo. As constantes de estrutura
das relações de anti-comutação são representadas pelas linhas não-orientadas.
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Para evitar confusão com as linhas da Fig.2.8, o resto é mostrado num segundo
tetraedro, veja a Figura 2.9, que representa as constantes de estrutura da álgebra sl(2).

Mediante às transformações de vestimento são geradas as representações de compri-
mento l = 3 do tipo (k, 16, 16− k) com k = 1, ..., 15.

Nenhum dos multipletos com k ı́mpar admite grupos invariantes não triviais (quer
dizer, diferente da identidade) que comutarem com as 5 transformações supersimétricas.
Além disso, considerando a dualidade entre os k = 2, 4, 6, com os k = 10, 12, 14, que po-
ssuem os mesmos grupos invariantes, apresentaremos só aqueles multipletos com grupos
não triviais para k = 8, 10, 12, 14. Temos:

Tipo Campos vestidos Matrizes comutantes Álgebra
(8, 16, 8)1 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10 Σ1 u(1)
(8, 16, 8)7 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 Σ1,2,3,4,5,6,11 su(2)⊕ su(2)⊕ R
(8, 16, 8)9 1, 2, 3, 4, 5, 6, 11, 12 Σ1 u(1)

(8, 16, 8)15−A 1, 2, 3, 4, 5, 6, 13, 14 Σ1 u(1)
(8, 16, 8)15−B 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 13 Σ11 R
(8, 16, 8)20−A 1, 2, 3, 4, 13, 14, 15, 16 Σ1,2,3,10,13,14,15 su(2)⊕ su(2)⊕ u(1)
(8, 16, 8)20−B 1, 2, 3, 5, 10, 13, 14, 16 Σ15 R

Tipo Campos vestidos Matrizes comutantes Álgebra
(10, 16, 6)3 1, 2, 3, 4, 5, 6 Σ1 u(1)
(10, 16, 6)10 1, 2, 3, 5, 6, 7 Σ11 R

(10, 16, 6)12−A 1, 2, 3, 4, 13, 14 Σ1 u(1)
(10, 16, 6)14 1, 2, 3, 13, 14, 15 Σ10 u(1)

(10, 16, 6)15−B 1, 2, 3, 13, 14, 16 Σ15 R

(2.55)

Tipo Campos vestidos Matrizes comutantes Álgebra
(12, 16, 4)2 1, 2, 3, 4 Σ1,2,3 su(2)
(12, 16, 4)6 1, 2, 5, 6 Σ1,4,11 u(1)⊕ u(1)⊕ R
(12, 16, 4)8 1, 2, 15, 16 Σ1,13,14 sl(2)

(2.56)

Tipo Campos vestidos Matrizes comutantes Álgebra
(14, 16, 2)1 1, 2 Σ1 u(1)
(14, 16, 2)2 1, 5 Σ11 R

(2.57)
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Figura 2.8: Tetraedro: Representação das constantes de estrutura das álgebras su(2) e
das relações de anti-comutação.
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Figura 2.9: Tetraedro: Representação das constantes de estrutura das álgebras sl(2).
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Caṕıtulo 3

Modelos sigma unidimensionais
associados

Neste caṕıtulo apresentaremos os invariantes dos modelos sigma associados às repre-
sentações classificadas no caṕıtulo anterior para N = 4 2-minimal e não-minimal e
N = 5 não-minimal. O espaço alvo da variedade é parametrizado pelas coordenadas
alvo do supermultipleto associado: n no caso do multipleto raiz e k no caso dos multi-
pletos de comprimento três.

3.1 Multipletos ráızes

3.1.1 Multipleto (8, 8, 0)m

Na construção de ações invariantes para multipletos ráızes vamos fazer uso da equação
(1.56), onde as 4 transformações supersimétricas garantem a invariância manifesta sob
N = 4. A função prepotencial F depende de todos os campos que têm dimensão de
massa zero.

Os grupos invariantes encontrados (no caṕıtulo anterior) para aquelas representações
de comprimento 2 ou 3 implica também na invariância sob essas rotações na sua La-
grangeana associada.

A Lagrangeana para o multipleto raiz (υ0, υi, ῡ0, ῡi; λ0, λi, λ̄0, λ̄i) 2-minimal, que
contém 8 bósons e 8 férmions, é dada por1

L = Q4Q3Q2Q1F (υ0, υi, ῡ0, ῡi), (3.1)

onde F (υ0, υi, ῡ0, ῡi) é a função prepotencial não vinculado. As 4 transformações Q1,
Q2, Q3 e Q4 são dadas por (2.8). Seu grafo associado é mostrado na Figura 2.4. Se
introduzirmos as seguintes funções Γ e Γ, definidas como

Γ = ∂00F + ∂iiF Γ = ∂0̄0̄F + ∂ī̄iF , (3.2)

1A ordem de aplicação das transformações supersimétricas na função prepotencial não é relevante
para os nossos propósitos. A diferença na Lagrangeana gerada de uma com a outra é só um sinal
negativo.
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e a Lagrangeana explicitamente é dada por,

L = −Γ(υ̇2
0 + υ̇2

i + λ̇0λ0 + λ̇iλi) + Γ(υ̇
2

0 + υ̇
2

i + λ̇0λ0 + λ̇iλi)

+(εijk(Γkυ̇j + Γj υ̇k) + (Γ0υ̇i + Γ0υ̇i − Γiυ̇0 − Γiυ̇0))λ0λi

+(−εijk(Γkυ̇j + Γj υ̇k) + (Γ0υ̇i + Γ0υ̇i − Γiυ̇0 − Γiυ̇0))λiλ0

+(εijk(Γkυ̇j + Γj υ̇k)− (Γ0υ̇i + Γ0υ̇i + Γiυ̇0 + Γiυ̇0))λiλ0

+(−εijk(Γkυ̇j + Γj υ̇k)− (Γ0υ̇i + Γ0υ̇i + Γiυ̇0 + Γiυ̇0))λ0λi

+
1

2
(εijk(Γiυ̇0 − Γ0υ̇i − Γiυ̇0 − Γ0υ̇i) + (Γj υ̇k − Γkυ̇j + Γj υ̇k − Γkυ̇j))λjλk

+
1

2
(εijk(Γiυ̇0 − Γ0υ̇i − Γiυ̇0 − Γ0υ̇i) + (Γkυ̇j − Γj υ̇k + Γkυ̇j − Γj υ̇k))λjλk

−(Γiυ̇j + Γiυ̇j)(λiλj − λiλj) + (Γ0υ̇0 + Γ0υ̇0 + Γiυ̇i + Γj υ̇j)(λ0λ0 + λkλk)

+εijk(Γkυ̇0 + Γ0υ̇k − Γ0υ̇k − Γkυ̇0)λjλi

+(Γij − Γij)λ0λ0λiλj + εijkλ0λ0(Γ0kλiλj + Γ0kλiλj)

+λ0λ0((Γijλiλj + Γijλiλj) +
1

2
εijk(Γ0jλiλk + Γj0λiλk − Γ0kλiλj − Γi0λjλk))

+
1

2
εijk((Γ00 + Γpp)λ0λiλjλk + (Γ00 + Γpp)λ0λiλjλk)

+(Γj0 − Γ0j)λ0λjλiλi − 1

2
εijkδpq(Γpk + Γkp)λ0λiλjλq

+(Γj0 − Γ0j)λ0λjλiλi +
1

2
εijkδpq(Γkp + Γkp)λ0λjλiλq

+(Γ0j − Γ0j)λ0λjλiλi − 1

2
εijkδpq(Γkp + Γkp)λ0λjλiλq

+(Γ0j − Γj0)λ0λjλiλi − 1

2
εijkδpq(Γpk + Γkp)λ0λjλiλq

+(Γjk − Γjk)λkλjλiλi +
1

2
εijkδpq(Γ0p + Γ0pλiλkλjλq)

+
1

2
((Γkj − Γjk)λjλkλiλi + (Γkj − Γjk)λjλkλiλi)

+
1

4
εijkδpq((Γ0p + Γp0)λiλjλkλq − (Γp0 + Γ0p)λiλjλkλq)

+
1

6
εijk((Γ00 − Γpp)λiλjλkλ0 − (Γ00 − Γpp)λiλjλkλ0)

+(Γ00 − Γ00)λ0λ0λiλi +
1

2
εijk(Γpp − Γ00)(λ0λiλjλk + λ0λiλkλj)

+
1

6
εijk((Γ00 + Γpp)λiλjλkλ0 − (Γ00 + Γpp)λiλjλkλ0) (3.3)

onde i, j, k = 1, 2, 3. A convenção de Einstein de ı́ndices repetidos é entendida.
Se aplicarmos nesta Lagrangeana (3.3) uma quinta supersimetria, por exemplo Q̄4,

e garantindo a invariância impondo a condição (1.54), ou seja,

Q̄4L = ∂tR4, (3.4)
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obteremos o seguinte v́ınculo na função prepotencial

¤F = 0 (3.5)

onde ¤ = ∂00 + ∂ii + ∂0̄0̄ + ∂ī̄i é o operador Laplaciano. O v́ınculo (3.5) pode ser escrito
também em termos de Γ e Γ, ou seja,

Γ + Γ̄ = 0. (3.6)

Continuando desta mesma forma para o resto das transformações, isto é, aplicando
e impondo uma sexta supersimetria Q̄1, sétima supersimetria Q̄2 e oitava supersimetria
Q̄3 obtemos o mesmo tipo de v́ınculo (3.6). Portanto, dizemos que é suficiente aplicar
uma quinta supersimetria N = 5, pois ele garante automaticamente até N = 6, 7, 8
supersimetrias. Vamos ver mais adiante que isto também é uma propriedade geral das
representações de comprimento 3 com ações de segunda ordem, sejam elas 2-minimais
ou não-minimais.

3.1.2 Multipleto (8, 8, 0)nm

A Lagrangeana associada ao multipleto raiz não-minimal, cujos campos componentes
são (υ0, υi, ῡ0, ῡi; λ0, λi, λ̄0, λ̄i), é constrúıda com as 4 transformações supersimétricas Q1,
Q2, Q3 e Q̄4 dadas em (2.8) e seu grafo associado é mostrado na Figura 2.6. Portanto,
temos que

L = Q̄4Q3Q2Q1F (υ0, υi, ῡ0, ῡi). (3.7)

Se definimos as seguintes funções em termos de F (υ0, υi, ῡ0, ῡi):

Ω = ∂00F + ∂iiF + ∂0̄0̄F + ∂ī̄iF, Φ = ∂00̄F + ∂īiF, (3.8)

podemos escrever a Lagrangeana supersimétrica N = 4 explicitamente como

L = Φ(υ̇2
0 + ˙̄υ2

0 + υ̇2
i + ˙̄υ2

i + λ̇0λ0 + ˙̄λ0λ̄0 + λ̇iλi + ˙̄λiλ̄i)

+εijk(Φkυ̇j + Φj̄ ˙̄υk)(λ̄0λ̄i + λiλ0) + (Φ0υ̇i + Φ0̄ ˙̄υi − Φiυ̇0 − Φī ˙̄υ0)(λ̄0λ̄i − λiλ0)

+εijk(Φk̄υ̇j − Φj ˙̄υk)(λ0λ̄i − λiλ̄0) + (Φ0 ˙̄υi − Φ0̄υ̇i + Φi ˙̄υ0 − Φīυ̇0)(λ0λ̄i + λiλ̄0)

+
εijk

2
(Φiυ̇0 − Φ0υ̇i − Φī ˙̄υ0 + Φ0̄ ˙̄υi)(λ̄jλ̄k − λjλk)

+
1

2
(Φj υ̇k − Φkυ̇j + Φj̄ ˙̄υk − Φk̄

˙̄υj)(λ̄jλ̄k + λjλk)

−(Φ0̄υ̇0 − Φ0 ˙̄υ0 + Φīυ̇i − Φj ˙̄υj)(λ̄0λ0 + λ̄kλk)

+(Φīυ̇j − Φi ˙̄υj)(λ̄iλj − λiλ̄j) + (Φ0̄υ̇0 − Φ0 ˙̄υ0)(λ̄0λ0 − λ0λ̄0)

+εijkλiλ̄j(Φk̄υ̇0 − Φ0 ˙̄υk − Φ0̄υ̇k + Φk ˙̄υ0)

+[−(Φīj̄ + Φij) + εijk(Φ0k − Φ0̄k̄)]λ0λ̄0λiλ̄j

+{[Φij̄ −
1

2
εijk(Φk0̄ + Φ0k̄)]λ̄iλ̄j − [Φīj̄ −

1

2
εijk(Φ0k̄ + Φk0̄)]λiλj}λ0λ̄0

−1

2
εijk(Φ00̄ + Φpp̄)(λ0λiλjλ̄k + λ̄0λ̄iλ̄jλk)+
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+(Φ0j̄ − Φj0̄)(λ0λj + λ̄0λ̄j)λiλi +
1

2
εijkδpq(Φpk̄ + Φkp̄)(λ0λiλjλ̄q + λ̄0λ̄iλ̄jλq)

+(Φ0j + Φ0̄j̄)(λ̄0λj − λ0λ̄j)λiλ̄i +
1

2
εijkδpq(Φkp − Φk̄p̄)(λ̄0λiλjλ̄q − λ0λ̄iλ̄jλq)

+(Φj̄k̄ + Φjk)λ̄jλkλiλ̄i +
1

2
εijkδpq(Φ0̄p̄ − Φ0p)λiλ̄jλkλ̄q

+
1

2
(Φjk̄ − Φj̄k)(λjλk + λ̄jλ̄k)λiλ̄i − 1

4
εijkδpq(Φ0p̄ + Φ0̄p)(λiλjλkλ̄q + λ̄iλ̄jλ̄kλq)

−εijk

6
(Φ00̄ − Φpp̄)(λiλjλkλ̄0 + λ̄iλ̄jλ̄kλ0)

−(Φ0̄0̄ + Φ00)λ0λ̄0λiλ̄i +
εijk

2
[(Φ0̄0̄ + Φpp)(λ0λiλ̄jλ̄k) + (Φ00 + Φp̄p̄)(λ̄0λiλ̄jλk)]

−εijk

6
[(Φ00 + Φpp)λiλjλkλ0 + (Φ0̄0̄ + Φp̄p̄)(λ̄iλ̄jλ̄kλ̄0)]

+Ω(υ̇0 ˙̄υ0 + υ̇i ˙̄υi + λ0
˙̄λ0 + λk

˙̄λk)

+εijk(Ωj̄ υ̇kλ̄0λ̄i + Ωj ˙̄υkλ0λi) + (Ω0̄ ˙̄υi − Ωiυ̇0)λ̄iλ0 + (Ωī ˙̄υ0 − Ω0υ̇i)λ̄0λi

+
εijk

2
[(Ω0 ˙̄υk − Ωk ˙̄υ0)λiλj + (Ω0̄υ̇k − Ωk̄υ̇0)λ̄iλ̄j]

+(Ωī ˙̄υj − Ωj υ̇i)λ̄jλi + (Ω0̄ ˙̄υ0 − Ω0υ̇0)λ̄0λ0 − (Ω0̄ ˙̄υ0 + Ωk̄
˙̄υk)(λ̄0λ0 + λ̄kλk)

+Ωījλ0λ̄0λiλ̄j +
1

2
εijk(Ω0̄k̄λ̄iλ̄j − Ω0kλiλj)λ0λ̄0 − εijk

2
δpq(Ωpkλ0λiλjλ̄q + Ωp̄k̄λ̄0λ̄iλ̄jλq)

+(Ωj0̄λ0λ̄j − Ω0j̄λ̄0λj + Ω00̄λ0λ̄0 + Ωkj̄λjλ̄k)λiλ̄i

−εijk

6
[(Ω00λ̄0 − Ω0pλp)λiλjλk + λ̄iλ̄jλ̄k(Ω0̄0̄λ0 + Ω0̄p̄λp)]. (3.9)

Aplicando e impondo a invariância na Lagrangeana sob uma quinta supersimetria
(Q4) como

Q4L = ∂tR4 (3.10)

obtemos o seguinte v́ınculo:

Ω = 0 (3.11)

ou em termos de F (υ0, υi, ῡ0, ῡi)

∂00F + ∂iiF + ∂0̄0̄F + ∂ī̄iF = 0. (3.12)

Aplicando e impondo uma sexta Q̄1, sétima Q̄2 e oitava Q̄3 supersimetria encon-
tramos o mesmo tipo de v́ınculo (3.11). Então, igual ao caso 2-minimal, com a quinta
supersimetria podemos garantir a invariância até N = 6, 7, 8 supersimetrias.

Substituindo (3.11) na equação (3.9) obtemos uma Lagrangeana mais simplificada
e que só depende do Φ, entretanto, este v́ınculo implica sobre a função Φ a seguinte
condição harmônica:

∂00Φ + ∂iiΦ + ∂0̄0̄Φ + ∂ī̄iΦ = 0. (3.13)
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Portanto, a Lagrangeana invariante ate N = 8 supersimetrias é dada por

L = Φ(υ̇2
0 + ˙̄υ2

0 + υ̇2
i + ˙̄υ2

i + λ̇0λ0 + ˙̄λ0λ̄0 + λ̇iλi + ˙̄λiλ̄i) +

εijk(Φkυ̇j + Φj̄ ˙̄υk)(λ̄0λ̄i + λiλ0) + (Φ0υ̇i + Φ0̄ ˙̄υi − Φiυ̇0 − Φī ˙̄υ0)(λ̄0λ̄i − λiλ0)

εijk(Φk̄υ̇j − Φj ˙̄υk)(λ0λ̄i − λiλ̄0) + (Φ0 ˙̄υi − Φ0̄υ̇i + Φi ˙̄υ0 − Φīυ̇0)(λ0λ̄i + λiλ̄0)
εijk

2
(Φiυ̇0 − Φ0υ̇i − Φī ˙̄υ0 + Φ0̄ ˙̄υi)(λ̄jλ̄k − λjλk)

1

2
(Φj υ̇k − Φkυ̇j + Φj̄ ˙̄υk − Φk̄

˙̄υj)(λ̄jλ̄k + λjλk)

−(Φ0̄υ̇0 − Φ0 ˙̄υ0 + Φīυ̇i − Φj ˙̄υj)(λ̄0λ0 + λ̄kλk)

(Φīυ̇j − Φi ˙̄υj)(λ̄iλj − λiλ̄j) + (Φ0̄υ̇0 − Φ0 ˙̄υ0)(λ̄0λ0 − λ0λ̄0)

εijkλiλ̄j(Φk̄υ̇0 − Φ0 ˙̄υk − Φ0̄υ̇k + Φk ˙̄υ0)

[−(Φīj̄ + Φij) + εijk(Φ0k − Φ0̄k̄)]λ0λ̄0λiλ̄j

{[Φij̄ −
1

2
εijk(Φk0̄ + Φ0k̄)]λ̄iλ̄j − [Φīj̄ −

1

2
εijk(Φ0k̄ + Φk0̄)]λiλj}λ0λ̄0

−1

2
εijk(Φ00̄ + Φpp̄)(λ0λiλjλ̄k + λ̄0λ̄iλ̄jλk)

(Φ0j̄ − Φj0̄)(λ0λj + λ̄0λ̄j)λiλi +
1

2
εijkδpq(Φpk̄ + Φkp̄)(λ0λiλjλ̄q + λ̄0λ̄iλ̄jλq)

(Φ0j + Φ0̄j̄)(λ̄0λj − λ0λ̄j)λiλ̄i +
1

2
εijkδpq(Φkp − Φk̄p̄)(λ̄0λiλjλ̄q − λ0λ̄iλ̄jλq)

(Φj̄k̄ + Φjk)λ̄jλkλiλ̄i +
1

2
εijkδpq(Φ0̄p̄ − Φ0p)λiλ̄jλkλ̄q

1

2
(Φjk̄ − Φj̄k)(λjλk + λ̄jλ̄k)λiλ̄i − 1

4
εijkδpq(Φ0p̄ + Φ0̄p)(λiλjλkλ̄q + λ̄iλ̄jλ̄kλq)

−εijk

6
(Φ00̄ − Φpp̄)(λiλjλkλ̄0 + λ̄iλ̄jλ̄kλ0)

−(Φ0̄0̄ + Φ00)λ0λ̄0λiλ̄i +
εijk

2
[(Φ0̄0̄ + Φpp)(λ0λiλ̄jλ̄k) + (Φ00 + Φp̄p̄)(λ̄0λiλ̄jλk)]

−εijk

6
[(Φ00 + Φpp)λiλjλkλ0 + (Φ0̄0̄ + Φp̄p̄)(λ̄iλ̄jλ̄kλ̄0)]. (3.14)

Esta função Φ(υ0, υi, ῡ0, ῡi) pode ser considerada como uma função que não nece-
ssariamente tem que depender da função F (υ0, υi, ῡ0, ῡi) dado por (3.8), ela pode ser re-
definida como uma nova função prepotencial que depende de todos os campos bosônicos
(υ0, υi, ῡ0, ῡi) presentes com dimensão de massa zero. A invariância supersimétrica não
muda. Isto é importante no momento de se usar a Construção II na obtenção das
Lagrangeanas “off-shell.”

Outra propriedade importante é que, na nossa notação escolhida, todos os campos
do lado esquerdo correspondente ao sub-multipleto irredut́ıvel (4, 4)esq = (υ0, υi; λ0, λi)
(ver o grafo da Figura 2.6 e considerar a estrutura quaterniônica) têm seus “parceiros”2

2Temos que esclarecer que quando nos referimos a parceiros neste caso, não tem nenhuma ligação
com os parceiros supersimétricos entre bósons e férmions, é somente pelo fato de que a função Φ tem
que ter a dependência nas derivadas de um par de campos bosônicos na Construção I.
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no lado direito ordenados respectivamente a cada um deles no sub-multipleto irredut́ıvel
(4, 4)dir = (ῡ0, ῡi; λ̄0, λ̄i), isto pode ser visto, seguindo-se as 4 linhas de transformação
supersimétrica (não importa a ordem escolhida). Por exemplo, do campo υ0 a linha
de transformação conduz até λ1 (por Q1 ), isto a υ2 (por Q3 ), isto a λ0 (por Q2 ) e
finalmente a ῡ0 (por Q̄4 ), então υ0 é o parceiro do ῡ0. Isto é importante no momento de
se identificar quais dos multipletos “off-shell”não-minimais podem ser constrúıdos pela
Construção I e ter uma Lagrangeana dinâmica, ou seja, se ao menos se tem um par de
parceiros com dimensão de massa zero é aplicada à Construção I. Caso contrário, será
usada a Construção II.

Outra observação muito importante é a seguinte, se voltarmos a considerar ao mul-
tipleto raiz 2-minimal (8, 8, 0)m e definirmos Γ̄ na Lagrangeana da Eq.(3.3) como:

Γ̄ = Φ (3.15)

e usando o v́ınculo obtido para N = 5 Eq. (3.6), temos que

Γ = −Φ, (3.16)

substituindo ambas as equações na Lagrangeana obteremos a mesma somente em ter-
mos da função Φ. E depois, reordenando os termos quadri-lineares chegamos à mesma
Lagrangeana do caso não-minimal (3.14) e com o mesmo tipo de vinculo (3.13). Isto
concorda com processo de oxidação de acordo com o śımbolo de conectividade onde
representações inequivalentes para N < 8 com os mesmos números de campos compo-
nentes, chegam a ser equivalentes para N = 8. Este mesmo fato será encontrado para
multipletos “off-shell.”

3.2 Multipletos off-shell (k, 8, 8− k)

Na construção de ações invariantes supersimétricas associadas aos multipletos “off-
shell”de comprimento três, algumas condições básicas são requeridas na Lagrangeana a
fim de termos sistemas não triviais e oxidáveis para N > 4.

i) Que a Lagrangeana descreva um sistema dinâmico. Esta condição exige a presença
dos termos do tipo:

ẋ2, ψψ̇ e g2. (3.17)

que são os termos cinéticos para bósons e férmions mais o quadrado do campo auxiliar,
respectivamente. A presença de qualquer deles garante a presença dos demais no caso
não-minimal.

ii) A presença na Lagrangeana de todos os campos do multipleto (k, n, n− k).
iii) Que a Lagrangeana seja consistente depois de fixar todos os férmions iguais a

zero.

3.2.1 2-Minimal

Neste caso, nem todos os multipletos “off-shell”de comprimento 3 podem ser constrúıdas
ações com N = 4 supersimetrias manifestas por meio da equação (1.56) (Construção I),
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ou seja, Lagrangeanas associadas que sejam de segunda ordem e que contenham todos os
campos do multipleto. Isto só acontece para multipletos com k ≤ 4. E são os seguintes:

(1, 8, 7), (2, 8, 6)a, (3, 8, 5)a, (4, 8, 4)a , (3.18)

pois na sua decomposição eles possuem o submultipleto (0, 4, 4), como podemos ver na
tabela (2.21). Este tipo de multipletos (seja para k = 1, 2, 3, 4) possui como fontes
S = [k, 4, 0] para N = 4, onde as quatro fontes fermiônicas s2 = 4 correspondem ao
submultipleto (0, 4, 4), portanto, este fica sem um “gerador” bosônico (dimensão de
massa 0) na função prepotencial para satisfazer a condição ii).

(2, 8, 6)b com conectividade 83

Para este multipleto temos os campos componentes (υ0, ῡ0; λ0, λi, λ̄0, λ̄i; gi, ḡi) e as 4
transformações supersimétricas, que de acordo com a transformação de vestimento que
atua nas transformações do multipleto raiz (2.8), são Q̂I = SQIS

−1 (I = 1, ..., 4) e que
atuam no multipleto da seguinte forma:

Q̂iυ0 = λi Q̂iῡ0 = −λ̄i

Q̂igj = −(δijλ̇0 + εijkλ̇k) Q̂iḡj = δij
˙̄λ0 + εijk

˙̄λk

Q̂iλ0 = −gi Q̂iλ̄0 = ḡi

Q̂iλj = δij υ̇0 + εijkgk Q̂iλ̄j = −(δij ˙̄υ0 + εijkḡk)

Q̂4υ0 = λ0 Q̂4ῡ0 = λ̄0

Q̂4gi = λ̇i Q̂4ḡi = ˙̄λi

Q̂4λ0 = υ̇0 Q̂4λ̄0 = ˙̄υ0

Q̂4λj = gj Q̂4λ̄j = ḡj .

(3.19)

Seu grafo correspondente é mostrado na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Supermultipleto (2, 8, 6)b = (1, 4, 3)⊕ (1, 4, 3) com conectividade 83.

Este não possui fontes fermiônicas. Portanto, é posśıvel construir a Lagrangeana
pela Construção I. A Lagrangeana manifestamente invariante sob N = 4 é dada por

L = Q̂4Q̂1Q̂2Q̂3F (υ0, ῡ0). (3.20)
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Explicitamente,

L = Γ(υ̇2
0 + g2

i + λ̇0λ0 + λ̇iλi)− Γ̄( ˙̄υ2
0 + ḡ2

i + ˙̄λ0λ̄0 + ˙̄λiλ̄i) (3.21)

+Γ̄0 ˙̄υ0(λiλ̄i + λ0λ̄0)− gi(Γ̄0λ̄0λ̄i + Γ0λiλ0)− Γ̄0ḡi(λ0λ̄i + λiλ̄0)

+gi
εijk

2
(Γ̄0λ̄iλ̄j + Γ0λjλk) + Γ̄0εijkλiλ̄j ḡk

+Γ0̄υ̇0(λiλ̄i + λ0λ̄0)− ḡi(Γ̄0̄λ̄0λ̄i + Γ0̄λiλ0)− Γ0̄gi(λ0λ̄i + λiλ̄0)

−ḡi
εijk

2
(Γ̄0̄λ̄iλ̄j + Γ0̄λjλk)− Γ0̄εijkλiλ̄jgk

−εijk

6
(3Γ̄00λ̄0λiλ̄jλk − Γ00λ0λiλjλk)

+
εijk

6
(3Γ0̄0̄λ0λ̄iλjλ̄k − Γ̄0̄0̄λ̄0λ̄iλ̄jλ̄k)

−Γ00̄

εijk

6
(λiλjλkλ̄0 + 3λ0λiλjλ̄k) + Γ̄00̄

εijk

6
(λ̄iλ̄jλ̄kλ0 + 3λ̄0λ̄iλ̄jλk),

onde Γ = ∂00F (υ0, ῡ0) e Γ̄ = ∂0̄0̄F (υ0, ῡ0).
Impondo e garantindo a invariância nesta Lagrangeana sob uma quinta supersimetria

ˆ̄Q4 (que conecta os dois grafos desconectados) dada por

ˆ̄Q4υ0 = λ̄0
ˆ̄Q4ῡ0 = −λ0

ˆ̄Q4υj = λ̄j
ˆ̄Q4ῡj = −λj

ˆ̄Q4λ0 = − ˙̄υ0
ˆ̄Q4λ̄0 = υ̇0

ˆ̄Q4λj = − ˙̄υj
ˆ̄Q4λ̄j = υ̇j

(3.22)

obtemos o seguinte v́ınculo

Γ + Γ̄ = 0. (3.23)

Considerando esta equação e fazendo Γ = Φ(υ0, ῡ0), a Lagrangeana se torna

L = Φ(υ̇2
0 + ˙̄υ2

0 + g2
i + ḡ2

i + λ̇0λ0 + ˙̄λ0λ̄0 + λ̇iλi + ˙̄λiλ̄i) (3.24)

+Φ0[ ˙̄υ0(λ̄iλi + λ0λ̄0) + gi(λ̄0λ̄i − λiλ0) + ḡi(λ0λ̄i + λiλ̄0)

−εijk

2
gi(λ̄jλ̄k − λjλk)− εijkλiλ̄j ḡk]

+Φ0̄[υ̇0(λiλ̄i + λ̄0λ0) + ḡi(λ̄0λ̄i − λiλ0)− gi(λ0λ̄i + λiλ̄0)

+
εijk

2
ḡi(λ̄jλ̄k − λjλk)− εijkλiλ̄jgk]

+Φ00
εijk

6
[3λ̄0λiλ̄jλk + λ0λiλjλk]

+Φ0̄0̄

εijk

6
[3λ0λiλ̄jλ̄k + λ̄0λ̄iλ̄jλ̄k]

−(Φ0̄0̄ + Φ00)λ0λ̄0λiλ̄i

+Φ00̄

εijk

6
[λiλjλkλ̄0 + λ̄iλ̄jλ̄kλ0 − 3(λ0λiλjλ̄k + λ̄0λ̄iλ̄jλk)]

Portanto esta Lagrangeana fica invariante sob supersimetria ateN = 8 com o v́ınculo
dado por ¤Φ = 0.
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(2, 8, 6)a com conectividade 44 + 42

Este multipleto com campos componentes que é dado por

(υ0, υ1; λ0, λ1, λ2, λ3, λ̄0, λ̄1, λ̄2, λ̄3; g2, g3, ḡ0, ḡ1, ḡ2, ḡ3), (3.25)

contém 4 fontes fermiônicas: λ̄0, λ̄1, λ̄2 e λ̄3 como podemos ver no grafo da Figura (3.2).
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Figura 3.2: Supermultipleto (2, 8, 6)a = (2, 4, 2)⊕ (0, 4, 4) com conectividade 44 + 42.

Se aplicarmos a Construção I na obtenção da sua Lagrangeana, no final vamos obter a
Lagrangeana dinâmica associada só ao multipleto irredut́ıvel (2, 4, 2), então não satisfaz
a condição ii). Porém, vamos construir sua Lagrangeana pela Construção II.

Consideremos a Lagrangeana do multipleto raiz 2-minimal N = 4 dada em (3.3), o
seguinte passo é impor v́ınculos nesta Lagrangeana tal que,

∂Lraiz

∂υi

= 0,
∂Lraiz

∂ῡj

= 0, (3.26)

e fazendo
gi = υ̇i ḡj = ˙̄υj (3.27)

com i = 2, 3 e j = 0, 1, 2, 3, que elimina a dependência nestes campos.
Portanto, obtemos uma Lagrangeana associada ao multipleto (3.25). Mas ela não é

invariante sob nenhuma transformação de supersimetria. Porém, precisamos primeira-
mente impor uma invariância. Tomemos por exemplo a transformação Q̂4 dada na
Figura (3.2). Aplicando na Lagrangeana não invariante e exigindo a condição de in-
variância

Q4L = ∂tR4, (3.28)

obtemos o seguinte v́ınculo
∂11Γ̄ + ∂22Γ̄ = 0. (3.29)

As novas funções que vamos introduzir Γ(υ0, υ1) e Γ̄(υ0, υ1) são independentes e são
funções só dos campos bosônicos υ0 e υ1.

Se aplicarmos as demais transformações supersimétricas Q̂i (i = 1, 2, 3) obtemos o
mesmo v́ınculo (3.29). Portanto, temos uma Lagrangeana que é invariante sob N = 4
com um prepotencial vinculado, e esta é dada por
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L = Γ(υ̇2
0 + υ̇2

1 + g2
2 + g2

3)− Γ̄(ḡ2
0 + ḡ2

1 + ḡ2
2 + ḡ2

3)

+Γ(λ̇0λ0 + λ̇1λ1 + λ̇2λ2 + λ̇3λ3)− Γ̄( ˙̄λ0λ̄0 + ˙̄λ1λ̄1 + ˙̄λ2λ̄2 + ˙̄λ3λ̄3)

+Γ1(υ̇2(λ0λ1 + λ2λ3) + g2(λ0λ2 + λ3λ1) + g3(λ1λ2 + λ0λ3))

+Γ2(υ̇1(λ3λ2 − λ0λ1) + g2(λ1λ2 + λ0λ3) + g3(λ1λ3 − λ0λ2))

+Γ̄1(g2(λ̄2λ̄0 − λ̄1λ̄3) + g3(λ̄3λ̄0 + λ̄1λ̄2) + ẋ2(λ̄2λ̄3 + λ̄1λ̄0)

+ḡ0(λ1λ̄1 + λ3λ̄3 + λ2λ̄2 − λ0λ̄0)− ḡ1(λ0λ̄1 − λ2λ̄3 + λ1λ̄0 + λ3λ̄2)

−ḡ2(λ0λ̄2 + λ1λ̄3 − λ3λ̄1 + λ2λ̄0)− ḡ3(λ2λ̄1 + λ0λ̄3 + λ3λ̄0 − λ1λ̄2))

+Γ̄2(g2(λ̄0λ̄3 − λ̄1λ̄2) + g3(λ̄2λ̄0 − λ̄1λ̄3)− ẋ1(λ̄1λ̄0 + λ̄2λ̄3)

+ḡ0(λ3λ̄2 − λ0λ̄1 − λ2λ̄3 − λ1λ̄0) + ḡ1(λ2λ̄2 − λ1λ̄1 + λ3λ̄3 + λ0λ̄0)

+ḡ2(λ0λ̄3 − λ2λ̄1 − λ3λ̄0 − λ1λ̄2) + ḡ3(λ2λ̄0 − λ0λ̄2 − λ3λ̄1 − λ1λ̄23))

+(Γ11 + Γ22)λ0λ1λ2λ3

+Γ̄11(λ0λ̄1λ2λ̄3 + λ0λ1λ̄2λ̄3 + λ0λ̄1λ̄2λ3

+λ̄1λ2λ3λ̄0 + λ1λ̄2λ3λ̄0 + λ1λ2λ̄3λ̄0)

+Γ̄22(λ0λ1λ̄2λ̄3 + λ1λ̄1λ3λ̄3 − λ0λ̄0λ2λ̄2

+λ1λ̄1λ2λ̄2 + λ̄1λ2λ3λ̄0 − λ0λ̄0λ3λ̄3)

−Γ̄12(λ0λ3λ̄1λ̄3 + λ0λ3λ̄0λ̄2 + λ1λ2λ̄0λ̄2 + λ1λ3λ̄0λ̄3

−λ1λ3λ̄1λ̄2 − λ0λ2λ̄0λ̄3 + λ0λ2λ̄1λ̄2 + λ1λ2λ̄1λ̄3). (3.30)

Impondo uma invariância perante uma quinta transformação supersimétrica (que

conecta os dois grafos desconectados da Figura(3.2)) por exemplo ˆ̄Q4 obtemos o seguinte
vinculo

Γ + Γ̄ = 0. (3.31)

Este mesmo v́ınculo é obtido para as demais transformações supersimétricas ˆ̄Qi (i =
1, 2, 3). Porém com uma quinta supersimetria é garantida a invariância sob N = 8
supersimetrias.

Se chamamos Γ = Φ, e considerando o v́ınculo (3.31), obtemos que Γ̄ = −Φ. Subs-
tituindo na Lagrangeana (3.30) obtemos uma Lagrangeana equivalente à obtida para o
multipleto (2, 8, 6)b (3.24) com o vinculo induzido: ∂00Φ + ∂11Φ = 0.

Da mesma forma, este método pode ser utilizado para a construção de ações para os
multipletos mostrados em (3.18).

(3, 8, 5)b com conectividade 43 + 42

As transformações que atuam neste multipleto

(υ0, υ1, ῡ0; λ0, λ1, λ2, λ3, λ̄0, λ̄1, λ̄2, λ̄3; g2, g3, ḡ1, ḡ2, ḡ3)
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são mostradas na Figura 3.3 e na forma anaĺıtica na seguinte tabela3.

Q̂1 Q̂2 Q̂3 Q̂4
ˆ̄Q4

υ0 λ1 λ2 λ3 λ0 λ̄0

υ1 −λ0 λ3 −λ2 λ1 λ̄1

λ0 −υ̇1 −g2 −g3 υ̇0 − ˙̄υ0

λ1 υ̇0 −g3 g2 υ̇1 −ḡ1

λ2 g3 υ̇0 −υ̇1 g2 −ḡ2

λ3 −g2 υ̇1 υ̇0 g3 −ḡ3

g2 −λ̇3 −λ̇0 λ̇1 λ̇2
˙̄λ2

g3 λ̇2 −λ̇1 −λ̇0 λ̇3
˙̄λ3

ῡ0 −λ̄1 −λ̄2 −λ̄3 λ̄0 −λ0

λ̄0 ḡ1 ḡ2 ḡ3 ˙̄υ0 υ̇0

λ̄1 − ˙̄υ0 ḡ3 −ḡ2 ḡ1 υ̇1

λ̄2 −ḡ3 − ˙̄υ0 ḡ1 ḡ2 g2

λ̄3 ḡ2 −ḡ1 − ˙̄υ0 ḡ3 g3

ḡ1
˙̄λ0 − ˙̄λ3

˙̄λ2
˙̄λ1 −λ̇1

ḡ2
˙̄λ3

˙̄λ0 − ˙̄λ1
˙̄λ2 −λ̇2

ḡ3 − ˙̄λ2
˙̄λ1

˙̄λ0
˙̄λ3 −λ̇3

(3.32)
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Figura 3.3: Supermultipleto (3, 8, 5)b = (2, 4, 2)⊕ (1, 4, 3) com conectividade 43 + 42.

Este multipleto é composto de dois submultipletos irredut́ıveis (2, 4, 2) e (1, 4, 3) onde
a quinta supersimetria faz a primeira conexão entre os dois.

A Lagrangeana manifestamente invariante sob N = 4 supersimetrias é dada por

L = Q̂4Q̂3Q̂2Q̂1F (υ0, υ1, ῡ0), (3.33)

portanto obtemos,

3É apresentado em uma tabela pelo fato de não ter uma estrutura nem quaterniônica e nem complexa
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L = Γ(υ̇2
0 + υ̇2

1 + g2
2 + g2

3)− Γ̄( ˙̄υ2
0 + ḡ2

1 + ḡ2
2 + ḡ2

3)

+Γ(λ̇0λ0 + λ̇1λ1 + λ̇2λ2 + λ̇3λ3)− Γ̄( ˙̄λ0λ̄0 + ˙̄λ1λ̄1 + ˙̄λ2λ̄2 + ˙̄λ3λ̄3)

−Γ0(υ̇1(λ1λ0 + λ3λ2) + g2(λ2λ0 + λ1λ3) + g3(λ3λ0 + λ2λ1))

−Γ̄0̄(ḡ1(λ̄0λ̄1 + λ̄2λ̄3) + ḡ2(λ̄0λ̄2 + λ̄3λ̄1) + ḡ3(λ̄0λ̄3 + λ̄1λ̄2))

−Γ1(υ̇0(λ0λ1 + λ2λ3) + g2(λ3λ0 + λ2λ1) + g3(λ0λ2 + λ3λ1))

−Γ̄1(υ̇0(λ̄1λ̄0 + λ̄2λ̄3) + g2(λ̄1λ̄2 + λ̄3λ̄0) + g3(λ̄0λ̄2 + λ̄1λ̄3)

+ḡ1(λ̄0λ0 + λ1λ̄1 + λ̄2λ2 + λ̄3λ3) + ḡ2(λ̄3λ0 + λ3λ̄0 + λ2λ̄1 + λ1λ̄2)

+ḡ3(λ0λ̄2 + λ̄0λ2 + λ1λ̄3 + λ3λ̄1)− ˙̄υ0(λ̄0λ1 + λ̄1λ0 + λ̄3λ2 − λ̄2λ3))

−Γ̄0(υ̇1(λ̄0λ̄1 + λ̄3λ̄2) + g2(λ̄0λ̄2 + λ̄1λ̄3) + g3(λ̄0λ̄3 + λ̄2λ̄1)

+ḡ1(λ0λ̄1 + λ1λ̄0 + λ̄3λ2 + λ3λ̄2) + ḡ2(λ0λ̄2 + λ2λ̄0 + λ1λ̄3 + λ̄1λ3)

+ḡ3(λ0λ̄3 + λ3λ̄0 + λ̄2λ1 + λ2λ̄1)− ˙̄υ0(λ̄0λ0 + λ̄1λ1 + λ̄2λ2 + λ̄3λ3))

+Γ0̄(υ̇1(λ̄1λ0 + λ̄0λ̄1 + λ̄3λ2 + λ3λ̄2) + g2(λ̄2λ0 + λ̄0λ2 + λ̄1λ3 + λ1λ̄3)

+g3(λ̄3λ0 + λ̄0λ3 + λ̄2λ1 + λ2λ̄1)− υ̇0(λ̄0λ0 + λ̄1λ1 + λ̄2λ2 + λ̄3λ3)

+ḡ1(λ0λ1 + λ3λ2) + ḡ2(λ0λ2 + λ1λ3) + ḡ3(λ0λ3 + λ2λ1))

+Γ00λ0λ1λ2λ3 − Γ̄00(λ̄1λ2λ̄3λ0 + λ̄0λ1λ2λ̄3 + λ̄1λ̄2λ3λ0 + λ̄0λ1λ̄2λ3)

+Γ11λ0λ1λ2λ3 − Γ̄11(λ1λ̄1λ̄3λ3 + λ1λ̄1λ̄2λ2 + λ0λ̄0λ̄2λ2 + λ0λ̄0λ3λ̄3)

+Γ0̄0̄(λ0λ1λ̄2λ̄3 − λ̄0λ̄1λ2λ3)− Γ̄0̄0̄(λ̄0λ̄1λ̄2λ̄3)

+Γ00̄(λ1λ̄2λ3λ0 + λ̄0λ1λ2λ3 + λ̄1λ2λ3λ0 + λ1λ2λ̄3λ0)

−Γ̄00̄(λ1λ̄2λ̄3λ̄0 + λ̄1λ̄2λ3λ̄0 + λ0λ̄1λ̄2λ̄3 + λ̄1λ2λ̄3λ̄0)

+Γ10̄(λ1λ2λ̄2λ0 − λ1λ̄1λ2λ3 + λ0λ̄0λ2λ3 + λ3λ̄3λ1λ0)

−Γ̄10̄(λ2λ̄2λ̄1λ̄0 + λ̄0λ̄2λ̄3λ0 + λ3λ̄3λ̄1λ̄0 + λ̄2λ̄3λ1λ̄1)

+Γ̄01(λ3λ̄3λ0λ̄1 + λ3λ̄3λ1λ̄0 + λ1λ̄1λ̄2λ3 + λ2λ̄3λ1λ̄1

+λ2λ̄2λ0λ̄1 + λ̄0λ2λ̄3λ0 + λ2λ̄2λ1λ̄0 + λ̄0λ̄2λ3λ0), (3.34)

onde Γ = ∂00F + ∂11F e Γ̄ = ∂0̄0̄F .

Sob uma quinta supersimetria ˆ̄Q4 obtemos de novo o v́ınculo Γ + Γ̄ = 0, garantindo
a invariância até N = 8.

3.2.2 Não-minimal

Os modelos sigma para os multipletos off-shell de comprimento 3 (k, 8, 8 − k) serão
obtidas pelas Construções I ou II, dependendo do tipo de representação para N = 4
não-minimal, temos os seguintes casos:

a) Lagrangeanas de primeira ordem são produzidas pela Construção I nos seguintes
multipletos:

(1, 8, 7), (2, 8, 6)A, (3, 8, 5)A, (4, 8, 4)A, (4, 8, 4)B (3.35)

à exceção do (4, 8, 4)B, todos admitem fontes fermiônicas.
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b) No resto dos casos, ou seja, para

(2, 8, 6)B, (3, 8, 5)B, (4, 8, 4)C , (4, 8, 4)D, (5, 8, 3)A, (3.36)

(5, 8, 3)B, (6, 8, 2)A, (6, 8, 2)B, (7, 8, 1),

a Construção I produz Lagrangeanas de segunda ordem.
Diferentemente do caso 2-minimal, aqui, a presença de fontes fermiônicas não é

condição suficiente para determinar quais dos multipletos têm Lagrangeanas de segunda
ou primeira ordem obtidas pela Construção I. Porém, como já foi dito, a presença de
ao menos um par de parceiros bosônicos (com dimensão de massa 0) é requerida para
gerar a função Φ e para termos uma Lagrangeana de segunda ordem. No primeiro caso,
a), não existe nenhum.

Construção I

• Com esta construção vamos obter a Lagrangeana associada ao multipleto (2, 8, 6)B com
śımbolo de conectividade 83, onde as 4 transformações que atuam em (υ0, ῡ0; λ0, λi, λ̄0, λ̄i; gi, ḡi)
são:

Q̂iυ0 = λi Q̂iῡ0 = −λ̄i

Q̂igj = −(δijλ̇0 + εijkλ̇k) Q̂iḡj = δij
˙̄λ0 + εijk

˙̄λk

Q̂iλ0 = −gi Q̂iλ̄0 = ḡi

Q̂iλj = δij υ̇0 + εijkgk Q̂iλ̄j = −(δij ˙̄υ0 + εijkḡk)
ˆ̄Q4υ0 = λ̄0

ˆ̄Q4ῡ0 = −λ0

ˆ̄Q4gj = ˙̄λj
ˆ̄Q4ḡj = −λ̇j

ˆ̄Q4λ0 = − ˙̄υ0
ˆ̄Q4λ̄0 = υ̇0

ˆ̄Q4λj = −ḡj
ˆ̄Q4λ̄j = gj

(3.37)
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Figura 3.4: Supermultipleto (2, 8, 6)B com conectividade 83.

O grafo associado a estas transformações é mostrado na Figura 3.4, onde vemos
que não possui fontes fermiônicas e além disso tem um parceiro υ0 e ῡ0 que vão gerar
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a função Φ = ∂00̄F . Esta função está relacionada com termos de segunda ordem na
Lagrangeana.

Portanto, a Lagrangeana pode ser obtida a partir de:

L = ˆ̄Q4Q̂3Q̂2Q̂1F (υ0, ῡ0), (3.38)

explicitamente,

L = Φ(υ̇2
0 + ˙̄υ2

0 + g2
i + ḡ2

i + λ̇0λ0 + ˙̄λ0λ̄0 + λ̇iλi + ˙̄λiλ̄i) +

Φ0[ ˙̄υ0(λ̄iλi + λ0λ̄0) + gi(λ̄0λ̄i − λiλ0) + ḡi(λ0λ̄i + λiλ̄0)

−εijk

2
gi(λ̄jλ̄k − λjλk)− εijkλiλ̄j ḡk]

Φ0̄[υ̇0(λiλ̄i + λ̄0λ0) + ḡi(λ̄0λ̄i − λiλ0)− gi(λ0λ̄i + λiλ̄0)

+
εijk

2
ḡi(λ̄jλ̄k − λjλk)− εijkλiλ̄jgk]

Φ00
εijk

6
[3λ̄0λiλ̄jλk + λ0λiλjλk]

Φ0̄0̄

εijk

6
[3λ0λiλ̄jλ̄k + λ̄0λ̄iλ̄jλ̄k]

−(Φ0̄0̄ + Φ00)λ0λ̄0λiλ̄i

Φ00̄

εijk

6
[λiλjλkλ̄0 + λ̄iλ̄jλ̄kλ0 − 3(λ0λiλjλ̄k + λ̄0λ̄iλ̄jλk)] +

Ω(υ̇0 ˙̄υ0 + λ0
˙̄λ0 + λi

˙̄λi + giḡi)

−Ω0(υ̇0λ̄0λ0 + giλ̄0λi) + Ω0̄( ˙̄υ0λ̄iλi + ḡiλ̄iλ0)

−εijk

6
(Ω00λ̄0λiλjλk + Ω0̄0̄λ̄iλ̄jλ̄kλ0)

+Ω00̄λ0λ̄0λiλ̄i (3.39)

onde
Ω = ∂00F + ∂0̄0̄F, Φ = ∂00̄F. (3.40)

Note que esta Lagrangeana é diferente do caso 2-minimal Eq.(3.21) para N = 4. No
entanto, impondo a quinta supersimetria Q̂4 dada por

Q̂4υ0 = λ0 Q̂4ῡ0 = λ̄0

Q̂4gi = λ̇i Q̂4ḡi = ˙̄λi

Q̂4λ0 = υ̇0 Q̂4λ̄0 = ˙̄υ0

Q̂4λj = gj Q̂4λ̄j = ḡj

(3.41)

aplicada na Lagrangeana (Eq. (3.39)) obtemos os v́ınculos

¤Φ = 0, Ω = 0, (3.42)

que garantem uma invariância supersimétrica até N = 8. Considerando estes v́ınculos
obtemos uma Lagrangeana equivalente com a obtida no caso 2-minimal (ver Eq.(3.24),
em concordância com fato de que em N = 8 temos a convergência das representações
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(com o mesmo número de supercampos) em uma única representação de acordo com o
śımbolo de conectividade.

• Na construção da Lagrangeana para o multipleto (3, 8, 5)B podem ser usadas as
quatro transformações supersimétricas da tabela (3.32); mas neste caso vamos ter que

L = ˆ̄Q4Q̂3Q̂2Q̂1F (υ0, υ1, ῡ0) (3.43)

O grafo correspondente é dado na Figura 3.5 onde os únicos parceiros são υ0 e ῡ0,
geradores da função prepotencial Φ = ∂00̄F na produção de termos de segunda ordem
na Lagrangeana.
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Figura 3.5: (3, 8, 5)B não-minimal 43 + 42

Então, a Lagrangeana obtida é dada por:

L = −Φ(υ̇2
0 + υ̇2

1 + ˙̄υ2
0 + g2

2 + g2
3 + ḡ2

1 + ḡ2
2 + ḡ2

3)

−Φ(λ̇0λ0 + λ̇1λ1 + λ̇2λ2 + λ̇3λ3 + ˙̄λ0λ̄0 + ˙̄λ1λ̄1 + ˙̄λ2λ̄2 + ˙̄λ3λ̄3)

+Φ0(−υ̇1(λ̄0λ̄1 − λ1λ0 − λ̄2λ̄3 + λ2λ3)− g2(λ̄0λ̄2 − λ2λ0 − λ̄3λ̄1 + λ3λ1)

−g3(λ̄0λ̄3 − λ3λ0 − λ̄1λ̄2 + λ1λ2)− ḡ1(λ0λ̄1 + λ1λ̄0 + λ3λ̄2 − λ2λ̄3)

−ḡ2(λ0λ̄2 + λ2λ̄0 + λ1λ̄3 − λ3λ̄1)− ḡ3(λ0λ̄3 + λ3λ̄0 + λ2λ̄1 − λ1λ̄2)

+ ˙̄υ0(−λ̄0λ0 + λ̄1λ1 + λ̄2λ2 + λ̄3λ3))

+Φ1(ḡ1(λ0λ̄0 + λ1λ̄1 + λ2λ̄2 + λ3λ̄3)− ḡ2(λ1λ̄2 + λ2λ̄1 − λ0λ̄3 + λ3λ̄0)

+ḡ3(λ2λ̄0 − λ0λ̄2 − λ1λ̄3 − λ3λ̄1)− g2(λ0λ3 + λ̄3λ̄0 + λ1λ2 + λ̄1λ̄2)

+g3(λ0λ2 + λ̄3λ̄1 + λ3λ1 + λ̄2λ̄0) + υ̇0(λ0λ1 + λ̄0λ̄1) + ˙̄υ0(λ3λ̄2 − λ2λ̄3))

+Φ0̄(−ḡ1(λ̄0λ̄1 − λ1λ0 + λ̄2λ̄3 − λ2λ3)− ḡ2(λ̄0λ̄2 − λ2λ0 + λ̄3λ̄1 − λ3λ1)

−ḡ3(λ̄0λ̄3 − λ3λ0 + λ̄1λ̄2 − λ1λ2)− g2(λ1λ̄3 − λ3λ̄1 − λ0λ̄2 − λ2λ̄0)

−g3(λ2λ̄1 − λ1λ̄2 − λ0λ̄3 − λ3λ̄0) + υ̇0(λ̄0λ0 − λ̄1λ1 − λ̄2λ2 − λ̄3λ3)

−υ̇1(λ3λ̄2 − λ2λ̄3 − λ0λ̄1 − λ1λ̄0)) +
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+Φ00(λ1λ2λ3λ0 − λ̄0λ1λ2λ̄3 + λ̄0λ3λ̄2λ1 − λ̄0λ̄1λ2λ3)

+Φ11(λ1λ̄1λ2λ̄2 + λ0λ̄3λ2λ1 + λ0λ3λ̄2λ̄1 − λ̄3λ3λ1λ̄1 − λ0λ2λ̄3λ̄1

−λ̄0λ0λ̄3λ3 − λ̄0λ̄1λ2λ3 + λ̄0λ0λ2λ̄2)

+Φ0̄0̄(λ0λ3λ̄2λ̄1 + λ0λ̄3λ2λ̄1 + λ̄0λ̄3λ̄2λ̄1 + λ0λ̄3λ̄2λ1)

+Φ01(λ̄2λ3λ1λ̄1 + λ̄0λ0λ2λ̄3 − λ̄0λ2λ̄2λ1 + λ1λ̄1λ2λ̄3 + λ̄0λ̄3λ3λ1

+λ̄0λ0λ̄2λ3 + λ0λ2λ̄2λ̄1 − λ0λ̄3λ3λ̄1)

+Φ00̄(λ0λ̄1λ2λ3 + λ0λ1λ̄2λ3 + λ̄0λ̄1λ̄2λ3 + λ̄0λ1λ̄2λ̄3 + λ̄0λ̄1λ2λ̄3

+λ0λ1λ2λ̄3 − λ̄0λ1λ2λ3 + λ0λ̄3λ̄2λ̄1)

+Φ10̄(λ1λ̄1λ̄3λ̄2 + λ̄0λ0λ̄3λ̄2 + λ0λ2λ̄2λ1 + λ̄0λ2λ2λ1 − λ̄0λ̄3λ3λ̄1

−λ0λ̄3λ3λ1 + λ̄0λ0λ2λ3 + λ1λ̄1λ2λ3)

−Ω(υ̇0 ˙̄υ0 + υ̇1ḡ1 + g2ḡ2 + g3ḡ3)− Ω(λ0
˙̄λ0 + λ1

˙̄λ1 + λ2
˙̄λ2 + λ3

˙̄λ3)

+Ω0(υ̇1λ̄0λ1 + g2λ̄0λ2 + g3λ̄0λ3 − ḡ1λ2λ3 − ḡ2λ3λ1 − ḡ3λ1λ2 − υ̇0λ̄0λ0)

−Ω0̄(υ̇1λ̄2λ̄3 + g2λ̄3λ̄1 + g3λ̄1λ̄2 + ḡ1λ̄1λ0 + ḡ2λ̄2λ0 + ḡ3λ̄3λ0

+ ˙̄υ0(λ̄1λ1 + λ̄2λ2 + λ̄3λ3))

−Ω1(g2λ2λ̄1 + g3λ3λ̄1 + ḡ2λ0λ3 + ḡ3λ2λ0 − υ̇0λ̄1λ0 − υ̇1λ̄1λ1 − ˙̄υ0λ2λ3)

+Ω10̄(λ0λ̄1λ̄2λ2 + λ0λ̄3λ3λ̄1)

+Ω00λ̄0λ1λ2λ2 + Ω11λ0λ̄1λ2λ3 + Ω0̄0̄λ0λ̄1λ̄2λ̄3

+Ω01(λ0λ̄0λ2λ3 − λ1λ̄1λ2λ3),

onde, neste caso temos

Γ = ∂00F + ∂11F, Γ̄ = ∂0̄0̄F, Φ = ∂00̄F. (3.44)

A quinta supersimetria, Q4, gera os seguintes v́ınculos:

¤Φ = 0, Ω = 0 . (3.45)

Portanto, garante invariância supersimétrica ate N = 8.
• Agora apresentaremos a ação invariante sob N = 4 do multipleto (4, 8, 4)B com

śımbolo de conectividade 43+41. Seus campos componentes são (υ0, υi; λ0, λi, λ̄0, λ̄i; ḡ0, ḡi)
(i = 1, 2, 3) e as transformações supersimétricas,

Q̂iυ0 = λi Q̂iḡ0 = − ˙̄λi

Q̂iυj = −(δijλ0 + εijkλk) Q̂iḡj = δij
˙̄λ0 + εijk

˙̄λk

Q̂iλ0 = −υ̇i Q̂iλ̄0 = ḡi

Q̂iλj = δij υ̇0 + εijkυ̇k Q̂iλ̄j = −(δij ḡ0 + εijkḡk)
ˆ̄Q4υ0 = λ̄0

ˆ̄Q4ḡ0 = −λ̇0

ˆ̄Q4υj = λ̄j
ˆ̄Q4ḡj = −λ̇j

ˆ̄Q4λ0 = −ḡ0
ˆ̄Q4λ̄0 = υ̇0

ˆ̄Q4λj = −ḡj
ˆ̄Q4λ̄j = υ̇j

(3.46)

No seu grafo associado (ver Fig. 3.6) podemos ver que o mesmo não contém nenhuma
fonte fermiônica; mas não possui nenhum parceiro bosônico de dimensão de massa zero
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Figura 3.6: Supermultipleto (4, 8, 4)B com conectividade 43 + 41

que possa gerar a função Φ. Portanto, como veremos adiante, não é posśıvel obter uma
Lagrangeana de segunda ordem por meio desta construção.

Neste caso temos a Lagrangeana manifestamente invariante sob N = 4, dada por

L = ˆ̄Q4Q̂3Q̂2Q̂1F (υ0, υ1, υ2, υ3), (3.47)

explicitamente,

L = Ω(υ̇0ḡ0 + υ̇iḡi + λ0
˙̄λ0 + λk

˙̄λk)

εijkΩj ḡkλ0λi − Ωiυ̇0λ̄iλ0 − Ω0υ̇iλ̄0λi

εijk

2
(Ω0ḡk − Ωkḡ0)λiλj − Ωj υ̇iλ̄jλi − Ω0υ̇0λ̄0λ0

−1

2
εijkΩ0kλiλjλ0λ̄0 − εijk

2
δpqΩpkλ0λiλjλ̄q

−εijk

6
(Ω00λ̄0 − Ω0pλp)λiλjλk, (3.48)

onde
Ω = ∂00F + ∂iiF. (3.49)

Podemos ver que esta Lagrangeana é de primeira ordem e sob uma quinta supersime-
tria ela não existe, pois o vinculo gerado é tal que Ω = 0. Na seguinte subseção vamos
ver como, para este e os outros multipletos do (3.35), pela Construção II, podemos obter
ações de segunda ordem para N = 4 e oxidáveis até N = 8.

Cabe salientar que a presença de bosons no lado direito e esquerdo de um grafo não é
sempre garantia de termos uma ação de segunda ordem. Por exemplo, para esta mesma
conectividade 43 +41 consideremos o grafo da Figura 3.7, facilmente notamos a ausência
de parceiros que possam gerar a função Φ. Portanto, vamos obter uma Lagrangeana
equivalente a (3.48) que é de primeira ordem.
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Figura 3.7: Supermultipleto (4, 8, 4)B com conectividade 43 + 41

Construção II

Este método foi descrito no Caṕıtulo 1 e é geralmente usado para construção de ações
de segunda ordem para multipletos do tipo (3.35) e (3.18). A aplicação desta construção
em (3.36) produz a mesma ação que as obtidas pela Construção I.

• A aplicação da Construção II no multipleto (4, 8, 4)B induz uma teoria invariante
N = 4, obtida desde a Lagrangeana de segunda ordem do multipleto raiz (8, 8)nm não-
minimal, Eq. (3.9), no qual será expresso em termos de duas funções independentes,
Φ(υ0, υi) e Ω(υ0, υi). No entanto, garantir a invariância sob N = 4 só é posśıvel se for
satisfeito o seguinte v́ınculo

Φ00 + Φii = 0. (3.50)

Este fato particular não está presente para ações com N = 4 derivadas a partir dos
multipletos (3.36).

Então, a Lagrangeana é explicitamente dada por

L = Φ(υ̇2
0 + υ̇2

i + ḡ2
0 + ḡ2

i + λ̇0λ0 + ˙̄λ0λ̄0 + λ̇iλi + ˙̄λiλ̄i)

+εijkΦkυ̇j(λ̄0λ̄i + λiλ0) + (Φ0υ̇i − Φiυ̇0)(λ̄0λ̄i − λiλ0)

−εijkΦj ḡk(λ0λ̄i − λiλ̄0) + (Φ0ḡi + Φiḡ0)(λ0λ̄i + λiλ̄0)

+
εijk

2
(Φiυ̇0 − Φ0υ̇i)(λ̄jλ̄k − λjλk) +

1

2
(Φj υ̇k − Φkυ̇j)(λ̄jλ̄k + λjλk)

(Φ0ḡ0 + Φj ḡj)(λ̄0λ0 + λ̄kλk)− Φiḡj(λ̄iλj − λiλ̄j)− Φ0ḡ0(λ̄0λ0 − λ0λ̄0)

+εijkλiλ̄j(Φkḡ0 − Φ0ḡk) + (εijkΦ0k − Φij)λ0λ̄0λiλ̄j

+Φ0j(λ̄0λj − λ0λ̄j)λiλ̄i +
1

2
εijkδpqΦkp(λ̄0λiλjλ̄q − λ0λ̄iλ̄jλq)

+Φjkλ̄jλkλiλ̄i − 1

2
εijkδpqΦ0pλiλ̄jλkλ̄q

−Φ00λ0λ̄0λiλ̄i +
εijk

2
[Φpp(λ0λiλ̄jλ̄k) + Φ00(λ̄0λiλ̄jλk)] +

52



−εijk

6
[(Φ00 + Φpp)λiλjλkλ0]

+Ω(υ̇0ḡ0 + υ̇iḡi) + Ω(λ0
˙̄λ0 + λk

˙̄λk)

+εijkΩj ḡkλ0λi − Ωiυ̇0λ̄iλ0 − Ω0υ̇iλ̄0λi

+
εijk

2
(Ω0ḡk − Ωkḡ0)λiλj − Ωj υ̇iλ̄jλi − Ω0υ̇0λ̄0λ0

−1

2
εijkΩ0kλiλjλ0λ̄0 − εijk

2
δpqΩpkλ0λiλjλ̄q

−εijk

6
(Ω00λ̄0 − Ω0pλp)λiλjλk (3.51)

Note que parte desta Lagrangeana (de primeira ordem) que contém a função Ω é
encontrada pela Construção I (3.48).

Impondo uma quinta supersimetria N = 5 na Lagrangeana, encontra-se o seguinte
v́ınculo Ω = 0. A ação resultante é automaticamente invariante sob N = 8.

Todas as Lagrangeanas obtidas pela Construção II dos multipletos de (3.35) têm as
mesmas caracteŕısticas.

• Por fim temos o multipleto (1, 8, 7) não-minimal com campos componentes dado
por (υ0; λ0, λi, λ̄0, λ̄i; gi, ḡ0, ḡi) e as transformações supersimétricas que agem nele são:

Q̂iυ0 = λi Q̂iḡ0 = − ˙̄λi

Q̂igj = −(δijλ̇0 + εijkλ̇k) Q̂iḡj = δij
˙̄λ0 + εijk

˙̄λk

Q̂iλ0 = −gi Q̂iλ̄0 = ḡi

Q̂iλj = δij υ̇0 + εijkgk Q̂iλ̄j = −(δij ḡ0 + εijkḡk)
ˆ̄Q4υ0 = λ̄0

ˆ̄Q4ḡ0 = −λ̇0

ˆ̄Q4gj = ˙̄λj
ˆ̄Q4ḡj = −λ̇j

ˆ̄Q4λ0 = −ḡ0
ˆ̄Q4λ̄0 = υ̇0

ˆ̄Q4λj = −ḡj
ˆ̄Q4λ̄j = gj

(3.52)
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Figura 3.8: (1, 8, 7) 44 + 43
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Na Figura 3.8 é mostrado o grafo associado, onde pode-se ver que além de ter 4
fontes fermiônicas não possui nenhum parceiro bosônico. Portanto, só é posśıvel obter
a Lagrangeana pela Construção II. Temos então que,

L = Φ(υ̇2
0 + ḡ2

0 + g2
i + ḡ2

i + λ̇0λ0 + ˙̄λ0λ̄0 + λ̇iλi + ˙̄λiλ̄i)

+Φ0[ḡ0(λ0λ̄0 − λiλ̄i) + gi(λ̄0λ̄i − λiλ0) + ḡi(λ0λ̄i + λiλ̄0)

−εijk(ḡiλ̄jλk +
gi

2
(λ̄jλ̄k − λjλk))]

−Φ00(λ0λ̄0λiλ̄i +
εijk

2
λ0λ̄iλ̄jλk − εijk

6
λ0λiλjλk)

+Ω(υ̇0ḡ0 + λ0
˙̄λ0 + λi

˙̄λi + giḡi)

+Ω0[(υ̇0λ0 + giλi)λ̄0 +
1

2
εijkḡiλjλk]

+Ω00
1

6
εijkλiλjλkλ̄0, (3.53)

onde Φ(υ0), Ω(υ0) são funções independentes. Para termos uma invariância sob N = 4
precisamos ter que

¤Φ = 0. (3.54)

Implementando na Lagrangeana uma invariância supersimétrica N = 5 se produz o
seguinte v́ınculo: Ω = 0, garantindo a invariância até N = 8 supersimetrias.

3.3 Multipleto (4, 16, 12) com N = 5 não-minimal

Finalmente vamos apresentar o modelo sigma para o multipleto

(x1, x2, x3, x4; λ0, λi, λ̄0, λ̄i, ψ0, ψi, ψ̄0, ψ̄i; hi, h̄i, gi, ḡi)

(i, j, k = 1, 2, 3) com śımbolo de conectividade 124 + 43 para N = 5 não-minimal.
Estas transformações supersimétricas são dadas por

Q̂ix1 = λi Q̂ihj = −(δijλ̇0 + εijkλ̇k)

Q̂ix2 = −λ̄i Q̂ih̄j = δij
˙̄λ0 + εijk

˙̄λk

Q̂iλ0 = −hi Q̂iλj = δijẋ1 + εijkhk

Q̂iλ̄0 = h̄i Q̂iλ̄j = −(δijẋ2 + εijkh̄k)

Q̂iψ0 = gi Q̂iψj = −(δijẋ3 + εijkgk)

Q̂iψ̄0 = −ḡi Q̂iψ̄j = δijẋ4 + εijkḡk

Q̂ix3 = −ψi Q̂igj = δijψ̇0 + εijkψ̇k

Q̂ix4 = −ψ̄i Q̂iḡj = −(δij
˙̄ψ0 + εijk

˙̄ψk)

(3.55)

ˆ̄Q4x1 = λ̄0
ˆ̄Q4hi = ˙̄λi

ˆ̄Q4x2 = −λ0
ˆ̄Q4h̄i = −λ̇i

ˆ̄Q4λ0 = −ẋ2
ˆ̄Q4λi = −h̄i

ˆ̄Q4λ̄0 = ẋ1
ˆ̄Q4λ̄i = hi

ˆ̄Q4ψ0 = ẋ4
ˆ̄Q4ψi = ḡi

ˆ̄Q4ψ̄0 = −ẋ3
ˆ̄Q4ψ̄i = −gi

ˆ̄Q4x3 = −ψ̄0
ˆ̄Q4gi = − ˙̄ψi

ˆ̄Q4x4 = ψ0
ˆ̄Q4ḡi = ψ̇i

(3.56)
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Q̂9x1 = ψ0 Q̂9hi = ψ̇i Q̂9x2 = ψ̄0 Q̂9h̄i = ˙̄ψi

Q̂9λ0 = −ẋ3 Q̂9λi = −gi Q̂9λ̄0 = −ẋ4 Q̂9λ̄i = −ḡi

Q̂9ψ0 = ẋ1 Q̂9ψi = hi Q̂9ψ̄0 = ẋ2 Q̂9ψ̄i = h̄i

Q̂9x3 = −λ0 Q̂9gi = −λ̇i Q̂9x4 = −λ̄0 Q̂9ḡi = − ˙̄λi.

(3.57)

O grafo associado a estas transformações é mostrado na Figura 3.9, onde podemos ver
que a quinta supersimetria Q̂9 realiza a conexão entres os dois multipletos não-minimais
da subálgebra N = 4, (2, 8, 6)⊕ (2, 8, 6).
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Figura 3.9: Supermultipleto (4, 16, 12) com conectividade 124 + 43

A Lagrangeana manifestamente invariante perante N = 4 neste caso é produzida
por

L = ˆ̄Q4Q̂3Q̂2Q̂1F (x1, x2, x3, x4). (3.58)

Impondo nesta Lagrangeana uma invariância sob a quinta supersimetria Q̂9 (N = 5)
os v́ınculos obtidos são:

∂13F + ∂24F = 0, ∂12F − ∂34F = 0, ¤F = 0 (3.59)

Considerando estes v́ınculos podemos simplificar a Lagrangeana invariante sob N =
5, explicitamente mostramos na equação (B.1).

Agora consideraremos uma sexta transformação supersimétrica dada por,

Q̂4x1 = λ0 Q̂4hi = λ̇i Q̂4x2 = λ̄0 Q̂4h̄i = ˙̄λi

Q̂4λ0 = ẋ1 Q̂4λi = hi Q̂4λ̄0 = ẋ2 Q̂4λ̄i = h̄i

Q̂4ψ0 = ẋ3 Q̂4ψi = gi Q̂4ψ̄0 = ẋ4 Q̂4ψ̄i = ḡi

Q̂4x3 = ψ0 Q̂4gi = ψ̇i Q̂4x4 = ψ̄0 Q̂4ḡi = ˙̄ψi .

(3.60)

Impondo uma invariância na Lagrangeana (3.58) sob esta transformação Q̂4 obtemos
os seguintes v́ınculos,

∂11F + ∂22F = 0, ∂33F + ∂44F = 0, ∂14F + ∂23F = 0. (3.61)
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Se mais adiante, desta mesma forma, aplicarmos uma sétima, oitava e nona super-

simetrias, ˆ̄Qi (i = 1, 2, 3), obteremos os v́ınculos

∂11F + ∂22F = 0, ∂33F + ∂44F = 0, ∂13F + ∂24F = 0. (3.62)

Note que de acordo com esses v́ınculos fundamentais eles estão embutidos nos v́ınculos
de (3.59) e (3.61), quer dizer que, com uma supersimetria N = 6 controlamos os v́ınculos
fundamentais até N = 9. Portanto, a Lagrangeana (B.1) com estes v́ınculos na função
prepotencial é invariante até N = 9 supersimetrias.

Neste caso foi usada a Construção I para obtermos a ação, mas nada impede a
construção de ações invariantes por meio da Construção II, que consiste em obtermos
a partir da Lagrangeana associada ao multipleto (16, 16, 0). Neste caso, para aqueles
multipletos que produzem ações de primeira ordem com a Construção I.

Um dos multipletos deste tipo que tem muita relevância é (9, 16, 7), já que é obtido
como resultado da redução dimensional da teoria de super Yang-Mills quadridimensional
[63, 64]. Nosso formalismo é perfeitamente capaz de estudar este multipleto.
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Caṕıtulo 4

Extensão supersimétrica do segundo
mapeamento de Hopf

Neste Caṕıtulo mostraremos uma aplicação dos caṕıtulos anteriores no processo de
redução dimensional via o grupo SU(2) no espaço alvo R8 para R5 por meio do segundo
mapeamento de Hopf e a supersimetrização da mesma. Como resultado da redução
mostraremos um sistema dinâmico com a presença de um Monopolo de Yang que é
invariante sob N = 5 ou N = 4 geradores supersimétricos que vão comutar com os
geradores de SU(2).

4.1 Mapeamentos de Hopf

Os mapeamentos de Hopf, chamados também de fibrações de Hopf, são fibrações de
uma esfera sobre outra esfera, S2p−1/Sp−1 = Sp com p = 1, 2, 4, 8. Estas fibrações
manifestam a existência de números reais (p = 1), complexos (p = 2), quatérnions
(p = 4) e octônions (p = 8). Os quatro mapeamentos de Hopf podem ser representados
pelo seguinte diagrama comutativo

R2k −→ Rk+1

↓ ↓
S2k−1 −→ Sk

que conecta dois espaços Euclidianos (R) e duas esferas (S).
Para os nossos propósitos consideramos o segundo mapeamento de Hopf, p = 4. Para

descrevê-los em termos expĺıcitos consideremos as funções x(υα, ῡα), x5(υα, ῡα)

x = 2ū1u2, x5 = ū1u1 − ū2u2, (4.1)

onde u1, u2 são números quaterniônicos. Estes números vamos considerá-los como
coordenadas do espaço R8. x5 é um número real, enquanto x é quaterniônico, então
temos

x ≡ x4 + ekxk, (4.2)

onde ek = (i, j,k) satisfazem a relação

eiej = −δij + εijkek. (4.3)
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As funções (x5,x) parametrizam o espaço 5-dimensional R5. Além disso, estas
funções são invariantes sob as transformações

uα → Guα, ḠG = 1 (4.4)

onde
G = λ0 + iλ1 + jλ2 + kλ3 (4.5)

com a condição
|λ0|2 + |λ1|2 + |λ2|2 + |λ3|2 = 1. (4.6)

Portanto, G parametriza a esfera S3 de raio 1. Agora, tomando em conta o isomor-
fismo entre a esfera e o grupo, S3 = SU(2), conclúımos que (4.1) é invariante sob o
grupo de transformações G (G = SU(2)). Porém define a fibração

R8/S3 = R5. (4.7)

Note que o mapeamento (4.1) preserva a norma

r2 ≡ x̄x + x2
5 = (ū1u1 + ū2u2)

2 ≡ R4. (4.8)

Assim, definindo a esfera 7-dimensional no R8 de raio R: uαūα = R2 (α = 1, 2),
conseguimos uma esfera 4-dimensional em R5 de raio r = R2.

A Eq.(4.1) pode ser invertida se considerarmos as seguintes relações

uα = grα, onde r1 =

√
r + x5

2
, r2 ≡ r+ =

x√
2(r + x5)

, ḡg = 1, (4.9)

onde g parametriza a esfera tri-dimensional de raio 1.
Na descrição do segundo mapeamento em termos internos vamos usar a decomposição

R8 = R1 × S7, R5 = R1 × S4 e parametrizando S4 pelas coordenadas

z =
ū1u2

ū1u1

, |u1|2 =
r

1 + z̄z
, (4.10)

obtemos

u1 =
g
√

r√
1 + z̄z

, u2 = u1z =
g
√

rz

1 + z̄z
. (4.11)

Para r = constante temos a descrição de S7 em termos das coordenadas da variedade
S4 e das coordenadas da fibra g. As coordenadas internas z da esfera S4 têm relação
com as coordenadas do espaço R5 como

x = rh+, x5 = rh5, h+ =
2z

1 + z̄z
, h5 =

1− z̄z

1 + z̄z
. (4.12)

Explicitamente, o elemento do grupo SU(2) é dado por

g = eiγ 1 + jz√
1 + zz̄

, ḡdg = Λ3i + Λ+j, Λ+ = (Λ2 + iΛ1), (4.13)
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onde

Λ3 = h3dγ +
i

2

z̄dz − zdz̄

1 + zz̄
, Λ+ = ih+dγ +

dz̄

1 + zz̄
. (4.14)

e h3 e h± são as coordenadas Euclideanas do espaço R3. Ao mesmo tempo eles são os
potenciais de Killing de S2 dados por (4.12).

Os campos vetoriais duais a (4.14) são

V3 =
∂

∂γ
+ 2i(z

∂

∂z
− z̄

∂

∂z̄
), V+ =

∂

∂z̄
+ z2 ∂

∂z
− i

z

2

∂

∂γ
, V− = V̄+, (4.15)

que satisfazem

Λ3(V3) = Λ±(V±) = 1, Λ±(V∓) = Λ±(V3) = Λ3(V±) = 0. (4.16)

Outro elemento de grupo SU(2) que parametriza a esfera S3 e que comuta com (4.13)
é dado por:

g̃ =
1 + jz√
1 + zz̄

e−iγ, ḡ¯̃ggg̃ = 1. (4.17)

¯̃gdg̃ = Λ̃3i + Λ̃+j, Λ̃+ = Λ̃2 + iΛ̃1, (4.18)

onde

Λ̃3 = dγ +
i

2

zdz̄ − z̄dz

1 + zz̄
, Λ̃+ =

e2iγdz̄

1 + zz̄
, (4.19)

e seus campos vetoriais duais são:

U3 = − ∂

∂γ
, U+ = e−2iγ((1 + zz̄)

∂

∂z̄
+

iz

2

∂

∂γ
), U− = Ū+ (4.20)

satisfazendo

Λ̃3(U3) = Λ̃±(U±) = 1, Λ̃±(U∓) = Λ̃±(U3) = Λ̃3(U±) = 0. (4.21)

Portanto, os campos vetoriais Va e Ua formam parte da álgebra so(4) = so(3)⊗so(3)
de isometrias da esfera S3, ou seja

[Vi,Vj] = 2εijkVk, [Ui,Uj] = 2εijkUk, [Vi,Uj] = 0. (4.22)

4.2 Redução dimensional: O caso bosônico

Consideremos uma part́ıcula livre sobre um espaço 8-dimensional provido de uma métrica
invariante-G conformalmente plano. A Lagrangeana é dada por

L = g(ū.u) ˙̄uαu̇α, (4.23)

na nova parametrização (4.9) e considerando (4.14) a Lagrangeana toma a forma:

L2p = g(r±, r1)(ṙ+ṙ− + ṙ2
1 − r(ḡġA+Aḡġ)− r(ḡġ)2)

= g(ṙ+ṙ− + ṙ2
1)− grΛiAi + grΛiΛi, (4.24)
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onde

A = Aiei ≡ ṙ+r− − r+ṙ−
r

=
x ˙̄x− ẋx̄

2r(r + xp+1)
. (4.25)

No caso p = 2, A define o potencial do monopolo de Dirac

A = iAD = i
x1ẋ2 − x2ẋ1

r(r + x3)
. (4.26)

Em nosso caso p = 4, Ai define o potencial do monopolo de Yang SU(2)

Ai =
ηi

abxaẋb

r(r + x5)
, ηi

ab = δiaδ4b − δ4aδib − εiab4, (4.27)

onde ηi
ab é o śımbolo de t’Hooft, e a, b = 1, 2, 3, 4.

Usando as constantes de movimento de Noether podemos reduzir a dimensionalidade
do sistema. De acordo a natureza não-abeliana do grupo SU(2) o sistema será reduzido
para (5 + 1)-dimensões. Faremos isto substituindo a Lagrangeana original (4.24) por
outra variacionalmente equivalente, onde o espaço de configuração inicial é estendido
pela novas variáveis π, π̄, pγ os quais são os momenta conjugados das variáveis que
parametrizam a esfera S3: z, z̄ e γ. Quer dizer, substituiremos a esfera S3 por seu
fibrado cotangente T ∗S3 parametrizado pelas coordenadas z, z̄, γ, π, π̄, pγ.

Então, definindo os colchetes de Poisson por

{π, z} = 1, {π̄, z̄} = 1, {pγ, γ} = 1. (4.28)

Agora vamos introduzir os geradores Hamiltonianos Pa correspondente aos campos
vetoriais (4.15) (substituindo as derivadas no campo Va por seus momenta correspon-
dentes), temos

P+ =
P2 − iP1

2
=

π + z̄2π̄

2
− iz̄

pγ

4
, P− = P̄+, P3 =

pγ

2
− i(zπ − z̄π̄). (4.29)

Da mesma forma introduzimos os geradores Hamiltonianos Ia correspondentes aos
campos (4.20):

I3 = −pγ

2
, I+ =

I2 − iI1

2
=

ipγz + 2π̄(1 + zz̄)

4
e−2iγ, I− = Ī+. (4.30)

Juntando isto, com relação aos colchetes de Poisson (4.28), temos a álgebra so(4) =
so(3)⊗ so(3)

{Pi, Pj} = εijkPk, {Ii, Ij} = εijkIk, {Ii, Pj} = 0. (4.31)

Uma importante igualdade é encontrada nas funções Pi e Ii, dada por

IkIk = PkPk. (4.32)

Com esses elementos, a Lagrangeana variacionalmente equivalente a (4.24) é escrita
como

Lint = 2(P+Λ+ + P−Λ− + P3Λ3)− PiAi − PiPi

gr
− grAiAi

4
+ g(ṙ+ṙ− + ṙ2

1). (4.33)
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As isometrias desta Lagrangeana modificada correspondente a (4.20) são definidas
pelos campos vetoriais

Ũi ≡ {Ii, }, (4.34)

onde Ii é dado por (4.30) e os colchetes de Poisson são dados por (4.28). Estas quanti-
dades Ii em (4.34) são as constantes de movimento de Noether da Lagrangeana modifi-
cada (4.33). Isto pode ser viato considerando-se a seguinte igualdade

2(P+Λ+ + P−Λ− + P3Λ3) = pγ γ̇ + πż + π̄ ˙̄z. (4.35)

Portanto, podemos fazer a redução sob o grupo SU(2) dado pelos campos vetoriais
(4.34), para isto fixamos as constantes de movimento de Noether (4.30) como

Ik = const, IkIk ≡ s2. (4.36)

Como estas constantes de movimento não dependem das coordenadas r±, r5, fazemos
uma rotação ortogonal. Portanto, só a terceira componente, I3, será diferente de zero.
Igualando-se I+ e I− a zero, temos:

− I3 =
pγ

2
= s, π̄ = is

z

1 + zz̄
, π = −is

z̄

1 + zz̄
. (4.37)

Portanto,

P+ = −is
z̄

1 + zz̄
, P− = is

z

1 + zz̄
, P3 = −s

1− zz̄

1 + zz̄
. (4.38)

onde Pk coincide com os potenciais de Killing da esfera S2.
Considerando-se (4.35) conclúımos que o terceiro termo em (4.33) pode ser apa-

gado, pois é uma derivada temporal. Além disso, considerando a Eq. (4.32), podemos
reescrever a Lagrangeana da seguinte forma,

Lred =
g̃ẋµẋµ

2
− is

z̄ż − z ˙̄z

1 + zz̄
− shk(z, z̄)Ak − s2

2r2g̃
, g̃ ≡ g

2r
, µ = 1, ..., 5, (4.39)

onde usamos a identidade

− 1

4
grAiAi + g(ṙ+ṙ− + ṙ2

1) = g
ẋµẋµ

4r
. (4.40)

Assim obtemos uma Lagrangeana reduzida que descreve o movimento de uma part́ıcula
num campo de um monopolo de Yang SU(2).

4.3 Supersimetrização

Na extensão supersimétrica, R8 é trocado por um multipleto raiz (8, 8) com supersimetria
N = 8 cujas componentes bosônicas (alvo) correspondem às coordenadas de R8. Seus
campos componentes são dados por (υ0, υi, ῡ0, ῡi; λ0, λi, λ̄0, λ̄i).

A transformação bilinear (4.1) também pode ser escrita na representação matricial
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xµ = υT γ̃µυ (4.41)

onde µ = 1, 2, 3, 4, 5, e γ̃µ’s são os geradores da álgebra de Clifford Cl(5, 0). Explicita-
mente temos que

γ̃1 = σA ⊗ σ2 ⊗ σA

γ̃2 = σA ⊗ σA ⊗ 12

γ̃3 = σA ⊗ σ1 ⊗ σA

γ̃4 = σ1 ⊗ 12 ⊗ 12

γ̃5 = σ2 ⊗ 12 ⊗ 12 (4.42)

As coordenadas reais υa = (υ0, υi, ῡ0, ῡi), onde a = 1, ..., 8, estão relacionadas com
as coordenadas quaterniônicas uα, ūα pelas expressões

u1 = υ0 + eiυi, u2 = ῡ0 + eiῡi. (4.43)

O campo vetorial Ui que define as isometrias SU(2) é dado pela expressão

Ui = υaΣ̃
i
ab

∂

∂υb

, (4.44)

onde

Σ̃1 = 12 ⊗ 12 ⊗ σA,

Σ̃2 = 12 ⊗ σA ⊗ σ1,

Σ̃3 = 12 ⊗ σA ⊗ σ2. (4.45)

Notemos que os geradores de su(2), Σ̃i, comutam com as matrizes gama γ̃µ

[Σ̃i, γ̃µ] = 0, [Σ̃i, Σ̃j] = 2εijkΣ̃k, (4.46)

isto concorda com o fato de que Ui define as isometrias da Lagrangeana 8-dimensional
(4.24).

Portanto a transformação

υ → (λ018 + λiΣ̃i)υ, λ2
0 +

∑
λ2

i = 1 (4.47)

deixa invariante as coordenadas xµ. Porém, a fibração (4.41), como foi dito, identifica
todos os pontos no qual difere pela transformação (4.47), e também se verifica

xµxµ ≡ r2 = (υaυa)
2 ≡ R4. (4.48)

Em termos das coordenadas z, z̄, γ (que parametriza a esfera xµ = const) os campos
vetoriais Ui e Vi são dados em (4.20) e (4.15), respectivamente.
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De acordo como o Lema de Schur, cuja extensão supersimétrica é apresentada em
[55], N = 5 é o número máximo de geradores de supersimetria que atuam em (8, 8) e

comutam com os geradores Σ̃j = Σ̃j ⊕ Σ̃j da álgebra su(2).
Para N = 8 (com estrutura octoniônica) as transformações supersimétricas que

atuam no multipleto raiz (8, 8) são dadas por

Qj =
1√
2

(
0 γj

−γj ·H 0

)
, QN =

1√
2

(
0 1n

1n ·H 0

)
, (4.49)

onde

γ1 = σ2 ⊗ σ2 ⊗ σA,

γ2 = σ2 ⊗ σA ⊗ 12,

γ3 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ σA,

γ4 = σA ⊗ 12 ⊗ 12, (4.50)

γ5 = σ1 ⊗ 12 ⊗ σA,

γ6 = σ1 ⊗ σA ⊗ σ2,

γ7 = σ1 ⊗ σA ⊗ σ1,

γ8 = 12 ⊗ 12 ⊗ 12.

A representação gráfica destas transformações foi dada na Figura 2.1.
Logo, o subconjunto N = 5 composto por Q1, Q2, Q3, Q4, Q8 comutam com os

geradores Σ̃j do su(2),

[QI , Σ̃j] = 0. I = 1, 2, 3, 4, 8. (4.51)

Passando à estrutura quaterniônica temos que Q1 → Q1, Q2 → Q2, Q3 → Q1,
Q4 → Q̄4, Q8 → Q4 atuando sob o multipleto (υ0, υi, ῡ0, ῡi; λ0, λi, λ̄0, λ̄i).

A Lagrangeana invariante manifesta sob N = 4 é dada por

L = Q4Q3Q2Q1F (υ0, υi, ῡ0, ῡi), (4.52)

considerando uma invariância sob uma quinta supersimetria, Q̄4, geramos o seguinte
v́ınculo ¤Φ = 0. Este processo já foi mostrado em (3.14). Portanto, como os geradores
de su(2) só comutam com estes 5 geradores supersimétricos, a Lagrangeana é invariante
sob su(2). Além disso, este v́ınculo, para ser invariante sob este grupo, tem que ser
resolvido em termos das coordenadas invariantes bilineares xµ (4.41). E explicitamente
vai ser dado por

xk = 2(υ0ῡk − υkῡ0 − εijkυiῡj) (4.53)

x4 = 2(υ0ῡ0 + υiῡi) (4.54)

x̄5 = υ0υ0 + υiυi − ῡ0ῡ0 − ῡiῡi. (4.55)

Partindo destes 5 campos bosônicos xµ e usando as 5 transformações do multipleto
raiz que agem nas coordenadas υa, obtemos o seguinte multipleto como resultado do
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mapeamento bilinear (5, 11, 10, 5, 1). Todos os campos componentes deste multipleto
são invariantes sob su(2) e é dado por combinações bilineares dos campos originais
υ0, υi, ῡ0, ῡi, λ0, λi, λ̄0, λ̄i.

Portanto, a extensão supersimétrica do segundo mapeamento de Hopf produz o mapa
linear (8, 8) → (5, 11, 10, 5, 1). Este último é um multipleto onde as transformações su-
persimétricas induzidas são lineares. As restrições nas esferas podem ser obtidas usando
projeções estereográficas ou usando coordenadas hiperesféricas, os quais permitem pro-
duzir realizações off-shell e não-lineares para N > 4.

A restrição R8 → S7 produz uma realização não-linear para N = 8 que pode ser
escrita em termos das constantes de estrutura octoniônicas. Por exemplo, usando a
projeção estereográfica obtemos,

ωj =
Rυj

R− υ0

, g =
Rυ̇0

R− υ0

, (4.56)

ξj =
Rλj

R− υ0

, ξ0 =
Rλ0

R− υ0

, (4.57)

com i, j, k = 1, ..., 7, onde os novos campos componentes introduzidos formam o multi-
pleto não linear (7, 8, 1)nl dado por:

(ωi; ξ0, ξi; g) (4.58)

e as transformações supersimétricas não lineares (Q̂) induzidas por (2.3) são dadas por

Q̂iωj = −(δijξ0 + Cijkξk) +
1

R
(ωjξi), (4.59)

Q̂iξ0 = −ω̇i +
1

R
(ωig − ξ0ξi), (4.60)

Q̂iξj = δijg + Cijkω̇k − 1

R
(Cijkωkg + ξjξi) (4.61)

Q̂ig = ξ̇i, (4.62)

Q̂8ωj = ξ̇0, (4.63)

Q̂8ξ0 = g, (4.64)

Q̂8ξi = ω̇i − 1

R
(ωig + ξiξ0) (4.65)

Q̂8g = ξ̇0. (4.66)

onde as constantes de estrutura octoniônica Cijk, que são totalmente antisimétricas,
estão em (2.5). Note que no limite R →∞, as transformações supersimétricas lineares
podem ser obtidas. Portanto, o multipleto (7, 8, 1)nl é mais geral com esse número de
campos.

A construção de uma ação invariante não linear associada a este multipleto pode ser
perfeitamente obtida usando-se a Construção I com quatro supersimetrias manifestas
e impondo-se as demais supersimetrias. Dessa forma, vamos obter, como é natural, os
v́ınculos na função prepotencial.

64



Desta mesma forma podemos fazer a restrição na esfera R5 → S4 para nosso multi-
pleto encontrado.

Vamos apresentar agora mais um caso na construção de uma extensão supersimétrica
do segundo mapeamento de Hopf. Isto será feito tomando-se em consideração o N = 5
não-minimal estudado no Caṕıtulo 2. O supermultipleto neste caso é (8, 16, 8) com
śımbolo de conectividade 84 + 81. A escolha deste supermultipleto foi feita pelo fato de
o mesmo ser invariante sob o subgrupo su(2).

Seus campos componentes são dados por

(υ0, υi, ῡ0, ῡi; λ0, λi, λ̄0, λ̄i, ψ0, ψi, ψ̄0, ψ̄i; g0, gi, ḡ0, ḡi) (4.67)

i = 1, 2, 3, que contém 8 bósons, 16 férmions e 8 campos auxiliares, onde as coordenadas
do espaço alvo são υa = (υ0, υi, ῡ0, ῡi), com a = 1, ..., 8 ∈ R8.

As 5 transformações que agem neste multipleto são obtidas considerando o vesti-
mento (1.36), onde as transformações supersimétricas do multipleto raiz são dadas nas
Eqs.(2.42), (2.43) e 2.44, portanto temos,

Q̂iυ0 = λi, Q̂iυj = −(δijλ0 + εijkλk),

Q̂iῡ0 = −λ̄i, Q̂iῡj = δijλ̄0 + εijkλ̄k,

Q̂iλ0 = −υ̇i, Q̂iλj = δij υ̇0 + εijkυ̇k,

Q̂iλ̄0 = ˙̄υi, Q̂iλ̄j = −(δij ˙̄υ0 + εijk ˙̄υk),

Q̂iψ0 = gi, Q̂iψj = −(δijg0 + εijkgk),

Q̂iψ̄0 = −ḡi, Q̂iψ̄j = δij ḡ0 + εijkḡk,

Q̂ig0 = −ψ̇i, Q̂igj = δijψ̇0 + εijkψ̇k,

Q̂iḡ0 = − ˙̄ψi, Q̂iḡj = −(δij
˙̄ψ0 + εijk

˙̄ψk).

(4.68)

Q̂4υ0 = λ̄0, Q̂4υi = λ̄i, Q̂4ῡ0 = −λ0, Q̂0ῡi = −λi,

Q̂4λ0 = − ˙̄υ0, Q̂4λi = − ˙̄υi, Q̂4λ̄0 = υ̇0 Q̂0λ̄i = υ̇i,

Q̂4ψ0 = ḡ0, Q̂4ψi = ḡi, Q̂4ψ̄0 = −g0, Q̂4ψ̄i = −gi

Q̂4g0 = − ˙̄ψ0, Q̂4gi = − ˙̄ψi, Q̂4ḡ0 = ψ̇0, Q̂4ḡi = ψ̇i,

(4.69)

Q̂9υ0 = ψ0, Q̂9υi = ψi, Q̂9ῡ0 = ψ̄0, Q̂9ῡi = ψ̄i,

Q̂9λ0 = −g0, Q̂9λi = −gi, Q̂9λ̄0 = −ḡ0, Q̂9λ̄i = −ḡi,

Q̂9ψ0 = υ̇0, Q̂9ψi = υ̇i, Q̂9ψ̄0 = ˙̄υ0, Q̂9ψ̄i = ˙̄υi,

Q̂9g0 = −λ̇0, Q̂9gi = −λ̇i, Q̂9ḡ0 = − ˙̄λ0, Q̂9ḡi = − ˙̄λi,

(4.70)

Os geradores da álgebra su(2) que comutam com as N = 5 transformações são neste
caso

Σ̃1 = 12 ⊗ 12 ⊗ 12 ⊗ σA,

Σ̃2 = 12 ⊗ 12 ⊗ σA ⊗ σ1,

Σ̃3 = 12 ⊗ 12 ⊗ σA ⊗ σ2. (4.71)
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As 5 matrizes gama do mapeamento bilinear Eq.(4.1) são dadas pelas mesmas da
equação (4.42). É claro que elas também comutam com os geradores do su(2).

Neste caso, o multipleto obtido como resultado do mapeamento bilinear é dado por:
(5, 16, 21, 15, 6, 1) = (4, 11, 11, 5, 1, 0)⊕ (1, 5, 10, 10, 5, 1).

Não existe obstrução para aplicarmos este método ao terceiro mapeamento de Hopf,
onde o mapeamento bilinear é agora R16 → R9. O multipleto raiz (16, 16, 0) carrega
a representação linear minimal para N = 9, aqui a extensão supersimétrica mapeia o
supermultipleto raiz em um supermultipleto (9, 37, 84, 126, 126, 84, 36, 9, 1) N = 9. Isto
é uma perspectiva para futuros trabalhos.
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Conclusão

Para finalizar este trabalho, podemos dizer que desenvolvemos um formalismo alter-
nativo ao formalismo de supercampo. Esse formalismo introduz um número finito de
campos para uma supersimetria N -estendida baseado nas representações da álgebra da
supersimetria unidimensional.

A motivação deste trabalho foi concentrada no estudo e na classificação dessas re-
presentações lineares, finitas, da álgebra de supersimetria unidimensional N -estendida
em termos de multipletos, nas quais algumas delas podem ser obtidas como o produto de
uma redução dimensional de teorias em altas dimensões como foi mencionado no caṕıtulo
1. O entendimento destas representações nos fornece informações de certos aspectos ou
propriedades elementares da teoria a qual nos permitirá avançar no caminho de obtermos
representações que descrevam teorias de unificação tais como a supergravidade para
N = 32.

Num primeiro caso, para N = 4, estudamos dois tipos de representações que são
2-minimal (completamente redut́ıvel) e não-minimal (redut́ıvel mas indecompońıvel).
Diferentes representações inequivalentes “off-shell”de comprimento três foram encon-
tradas e classificadas em cada um deles, isto de acordo com o śımbolo de conectividade
e grupos invariantes que possuem. Além disso, mostramos que multipletos inequiva-
lentes com um mesmo número de campos componentes induzem ações invariantes su-
persimétricas inequivalentes.

As constantes de estrutura mais gerais da álgebra dos grupos invariantes associados
aos multipletos ráızes de ambas representações foram representadas num plano de Fano,
formando uma estrutura que chamamos de pseudo-octônions, já que é composta por
linhas orientadas e não orientadas.

O processo de oxidação N = 4 → N = 5 foi feito em ambas representações (2-
minimal e não-minimal) por meio da adição de uma quinta transformação supersimétrica
compat́ıvel com as demais 4 transformações. Ambos os casos recaem nas conectividades
para N = 5 minimal classificadas na literatura, onde é mostrado que são oxidáveis até
o numero máximo Nmax = 8.

Também foram estudadas as representações não-minimais N = 5 contendo nos seus
multipletos 16 bósons e 16 férmions, onde os grupos invariantes do multipleto raiz con-
sistem de 15 geradores que produzem as relações de comutação e anti-comutação. Estes
geradores foram representados graficamente num tetraedro com linhas orientadas e não-
orientadas. A esta estrutura chamamos de pseudo-sedênions.

Considerando agora os modelos sigma associados, uma segunda construção (II) de
ações é proposta neste trabalho, para aqueles casos em que a construção I não gera
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uma ação de segunda ordem nos multipletos “off-shell”de comprimento três, tomando
como ponto de partida a ação do multipleto raiz. Geralmente esta construção é usada
para aqueles multipletos cujo grafo associado não possui nenhum parceiro bosônico com
dimensão de massa zero que possa gerar a função Φ ou para aqueles multipletos cujo
grafo possui fontes fermiônicas.

Encontramos que os modelos sigma de segunda ordem associados aos multipletos
não-minimais com N = 4 podem ser de dois tipos, por um lado com um prepotencial
sem v́ınculos das coordenadas alvo e, por outro, com v́ınculo. Impondo uma invariância
sob uma quinta supersimetria N = 5, em ambos os casos, o sistema é automaticamente
invariante até N = 6, 7, 8 supersimetrias com um prepotencial vinculado. Como con-
sequência deste fato, os modelos sigma das representações inequivalentes N = 4 com o
mesmo número de campos resultam ser equivalentes depois de ser oxidados.

Também foi constrúıdo o modelo sigma para a representação não-minimal N = 5,
em particular para o multipleto (4, 16, 12) onde a quinta supersimetria e responsável por
conectar os dois multipletos da subálgebra não-minimal N = 4, dados por (2, 8, 6)b ⊕
(2, 8, 6)b, obtendo-se assim os v́ınculos na função prepotencial.

Provamos que é posśıvel construir Lagrangeanas invariantes sob N = 9 supersime-
trias baseado na representação não-minimal N = 5 se os v́ınculos produzidos pela quinta
e sexta supersimetria são consistentemente resolvidos. Porém, tal sistema com N = 9
pode ser controlado por só N = 6 supersimetrias. Provavelmente este mesmo resultado
possa ser encontrado em supersimetrias mais altas, quer dizer, controlar com um número
menor de supercargas.

Por fim, investigamos as propriedades da mecânica supersimétrica associada com o
segundo mapeamento de Hopf. Encontramos que a redução por meio da ação do grupo
SU(2) no multipleto (8, 8, 0) gera um supermultipleto supersimétrico 5-dimensional in-
duzido pelos geradores de supersimetria N = 5 atuando no (8, 8, 0), este geradores
comutam com os geradores da álgebra SU(2). O supermultipleto resultante é um super-
multipleto de comprimento 5 redut́ıvel mas indecompońıvel com campos componentes
dados por (5, 11, 10, 5, 1).

A Lagrangeana do sistema foi explicitamente calculada no Caṕıtulo 3 associado ao
multipleto raiz (8, 8, 0) com N = 8. Os 8 campos bosônicos são considerados como
as coordenadas 8-dimensionais do espaço alvo. Provamos que esta Lagrangeana ad-
mite uma invariância SU(2) e invariância supersimétrica N = 8. A invariância sob os
3 operadores supersimétricos (N = 6, 7, 8), é menos importante pelas seguintes razões:
primeiramente, é que eles são automaticamente induzidos sob invariância dos operadores
N = 5 e SU(2). E em segundo lugar, é que a ação sob N = 8 fecha sob um super-
multipleto muito maior do que (5, 11, 10, 5, 1), e os campos extras não são essenciais na
obtenção da ação invariante.

O sistema final com a presença de um monopolo de Yang é caracterizado por sua
invariância sob N = 5 geradores supersimétricos os quais comutam com os geradores
SU(2).

As perspectivas mais importantes e gerais deste trabalho são as seguintes:
• Continuar com o processo de oxidação incrementando o número de supersimetrias

com o objetivo de alcançarmos até N = 32.
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• Estender ou adicionar simetrias na álgebra da supersimetria global unidimen-
sional tais como a invariância superconforme e a posterior aplicação na correspondência
AdS2/CFT1, por exemplo.

• Fazer o processo de oxidação dimensional, ou seja, no nosso caso, de uma dimensão
(0+1) para duas dimensões (1+1). Para isto usaremos o formalismo desenvolvido neste
trabalho, onde a álgebra das supertranslações pode ser dividida em duas partes inde-
pendentes para serem descritas pelas coordenadas do cone de luz.

• Estudar o multipleto (9, 16, 7) unidimensional associado com a teoria de superYang-
Mills em D = 4 onde, como um primeiro passo nessa direção já constrúımos para
(4, 16, 12). Além disso, existe a possibilidade de implementarmos uma invariância su-
perconforme.

• Aplicações das Lagrangeanas invariantes supersimétricas e invariantes sob um
grupo de rotações constrúıdas neste trabalho para descrevermos sistemas dinâmicos
mecânico-quânticos onde os bósons com dimensão de massa zero podem ser considera-
dos como as coordenadas espaciais dos férmions de dimensão de massa 1/2. De acordo
com a representação escolhida, o sistema pode descrever férmions se movimentando em
campos externos depois de realizarmos o processo de quantização canônica, por exemplo.

• Fechar o diagrama comutativo do segundo mapeamento de Hopf e continuar com
o terceiro mapeamento de Hopf. Com base neste resultado obteremos as representações
supersimétricas não-lineares.
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Apêndice A

Representação irredut́ıvel N = 4:
Ações invariantes

A.1 Multipleto Raiz (4, 4, 0)

As 4 transformações supersimétricas que atuam no (υ0, υi; λ0, λi) são dadas por:

Q4(υ0, υi; λ0, λi) = (λ0, λj; υ̇0, υ̇j) (A.1)

Qi(υ0, υi; λ0, λi) = (λi,−δijλ0 − εijkλk;−υ̇i, δij υ̇0 + εijkυ̇k),

com i, j, k = 1, 2, 3.
A Lagrangeana invariante manifesta N = 4 é:

L = Q4Q3Q2Q1F (υ0, υi), (A.2)

Explicitamente,

L = Φ(υ̇2
0 + υ̇2

i + λ̇0λ0 + λ̇iλi)

+Φ0(λ0λiυ̇i +
εijk

2
λiλj υ̇k)

+Φi(λi(λ0υ̇0 + λj υ̇j) + εijkλj(λ0υ̇k − 1

2
λkυ̇0))

+¤Φ
εijk

6
λ0λiλjλk, (A.3)

onde Φ = ∂00F + ∂iiF

A.2 Multipleto (k, 4, 4− k)

As Lagrangeanas para os multipletos (k, 4, 4− k) podem ser obtidos pela Construção I
(veja [3]) ou II. Na continuação apresentamos as Lagrangeanas obtidos pela Construção
II.
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Para o multipleto (3, 4, 1) = (υi; λ0, λi, g0) temos:

L =
Φ

2
(υ̇2

i + λ̇iλi + λ̇0λ0 + g2
0)

+
Φi

2
[(λiλ0 − εijk

2
λjλk)g0 + (λiλk + εijkλjλ0)υ̇k]

+¤Φ
εijk

12
λ0λiλjλk, (A.4)

onde Φ = ∂iiF
Para o multipleto (2, 4, 2) = (υ2, υ3; λ0, λ1, λ2, λ3; g0, g1) temos:

L = Φ(υ̇2
2 + υ2

3 + λ̇0λ0 + λ̇1λ1 + λ̇2λ2 + λ̇3λ3 + g2
0 + g2

1)

+(Φ2λ2λ2υ̇2 + Φ2λ2λ3υ̇3 + Φ3λ3λ2υ̇2 + Φ3λ3λ3υ̇3)

+(Φ2λ2λ0g0 + Φ2λ2λ1g1 + Φ3λ3λ0g0 + Φ3λ3λ1g1)

+(Φ2λ3λ0g1 − Φ2λ3λ1g0 + Φ3λ2λ1g0 − Φ3λ2λ0g1)

+(Φ3λ1λ0υ̇2 − Φ2λ1λ0υ̇3)

+¤Φλ0λ1λ2λ3, (A.5)

onde Φ = ∂22F + ∂33F
Para o multipleto (1, 4, 3) = (υ0; λ0, λi, gi) temos:

L = Φ(υ̇2
0 + λ̇0λ0 + λ̇iλi + g2

i )

+Φ0(λ0λiυ̇i +
εijk

2
λiλj υ̇k)

+¤Φ
εijk

6
λ0λiλjλk,

onde Φ = ∂00F .
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Apêndice B

Ação invariante para o multipleto
(4, 16, 12)

A Lagrangeana associada ao multipleto (4, 16, 12) com invariância supersimétrica sob
N = 5 é dada por:

L = Φ(ẋ2
1 + ẋ2

2 + ẋ2
3 + ẋ2

4 + λ̇0λ0 + λ̇iλi + ˙̄λ0λ̄0 + ˙̄λiλ̄i

+ψ̇0ψ0 + ψ̇iψi + ˙̄ψ0ψ̄0 + ˙̄ψiψ̄i + h2
i + h̄2

i + g2
i + ḡ2

i )

+Ω(ẋ1ẋ2 − ẋ3ẋ4 + hih̄i − giḡi + λ̄0λ̇0 + λi
˙̄λi − ψ̄0ψ̇0 − ψi

˙̄ψi)

+ω(ẋ1ẋ3 + ẋ2ẋ4 + higi + h̄iḡi + ψ0λ̇0 + λiψ̇i + λ̄0
˙̄ψ0 + ψ̄i

˙̄λi)

+(ẋ1Φ2 + ẋ2(Ω2 − Φ1) + ẋ3(ω2 − Φ4)− ẋ4Φ3)(λ̄0λ0 + λiλ̄i)

+(ẋ1(ω4 − Φ2) + ẋ2(Ω4 − Φ1) + ẋ3Φ4 + ẋ4(ω4 − Φ3))(ψ̄0ψ0 + ψiψ̄i)

+(ẋ1Φ4 − ẋ2Φ3 + ẋ3Φ2 − ẋ4Φ1)(λ0ψ̄0 + λiψi + λ̄0ψ̄0 + ψ̄iλ̄i)

+(ẋ1Φ3 + ẋ2(ω2 − Φ4) + ẋ3(ω3 − Φ1) + ẋ4Φ2)(ψ0λ0 + λiψi + λ̄0ψ̄0 + ψ̄iλ̄i)

+Φ1(hi(λ0λi + λ̄0λ̄i + ψ0ψi + ψ̄0ψ̄i +
εijk

2
λjλk) + h̄i(λiλ̄0 − εijkλjλ̄k + εijkψjψ̄k)

+gi(λiλ0 + ψ̄iλ̄0 − εijkψjλk) + ḡi(ψ̄0λi + λ̄0ψi + εijkλjψ̄k)

−(ḡi(λ0ψ̄i + ψ0λ̄i)− εijkgiλ̄jψ̄k + h̄iψ̄iψ0 +
εijk

2
hiψ̄jψ̄k))

+Φ2(h̄i(λ̄0λ̄i + λ0λi + ψ0ψi + ψ̄0ψ̄i +
εijk

2
λ̄jλ̄k) + hi(λ̄iλ0 − εijkλ̄jλk + εijkψjψ̄k)

+gi(λ0ψ̄i + ψ0λ̄i + εijkψjλ̄k) + ḡi(ψiλ0 + λ̄iψ̄0 − εijkλ̄jψ̄k)

−(gi(ψ̄0λi + λ̄0ψi)− εijkḡiψjλk + hiψiψ̄0 +
εijk

2
h̄iψjψk))

+Φ3(gi(ψ0ψi + ψ̄0ψ̄i + λ0λi + λ̄0λ̄i +
εijk

2
ψjψk) + ḡi(ψiψ0 − εijkψjψ̄k − εijkλjλ̄k)

+hi(ψiλ0 + λ̄iψ̄0 − εijkλjψk) + h̄i(ψ̄0λi + λ̄0ψi + εijkλ̄jψk)

−(h̄i(λ0ψ̄i + ψ0λ̄i)− εijkhiλ̄jψ̄k + ḡiλ̄iλ0 +
εijk

2
giλ̄jλ̄k))

+Φ4(ḡi(ψ0ψi + ψ̄0ψ̄i + λ0λi + λ̄0λ̄i +
εijk

2
ψ̄jψ̄k) + gi(ψ̄iψ0 − εijkψjψ̄k − εijkλjλ̄k) +
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+hi(λ0ψ̄i + ψ0λ̄i + εijkλjψ̄k) + h̄i(λiψ0 + ψ̄iλ̄0 − εijkλ̄jψ̄k)

−(hi(ψ̄0λi + λ̄0ψi)− εijkh̄iλjψk + giλiλ̄0 +
εijk

2
ḡiλjλk))

+(Ω1 − Φ2)(hiλiλ̄0 +
εijk

2
h̄iλjλk) + (Ω2 − Φ1)(h̄iλ̄iλ0 +

εijk

2
hiλ̄jλ̄k)

−(Ω3 + Φ4)(giψiψ̄0 +
εijk

2
ḡiψjψk)− (Ω4 + Φ3)(ḡiψ̄iψ0 +

εijk

2
giψ̄jψ̄k)

+(ω1 − Φ3)(hi(λiψ0 + ψ̄iλ̄0) + εijkh̄iλjψ̄k + ḡiλiλ̄0 +
εijk

2
giλjλk)

+(ω2 − Φ4)(h̄i(ψiλ0 + λ̄iψ̄0) + εijkhiψjλ̄k + giλ̄iλ0 +
εijk

2
ḡiλ̄jλ̄k)

+(ω3 − Φ1)(gi(ψiλ0 + λ̄iψ̄0) + εijkḡiψjλ̄k + h̄iψiψ̄0 +
εijk

2
hiψjψk)

+(ω4 − Φ2)(ḡi(λiψ0 + ψ̄iλ̄0) + εijkgiλjψ̄k + hiψ̄iψ0 +
εijk

2
h̄iψ̄jψ̄k)

+Φ11
εijk

6
(λ0λiλjλk + 3λ̄0λ̄iλjλk + 3ψ0ψiλjλk + 3ψ̄0ψ̄iλjλk + 6λ̄0ψ̄iψjλk)

+Φ22
εijk

6
(λ̄0λ̄iλ̄jλ̄k + 3λ0λiλ̄jλ̄k + 3ψ0ψiλ̄jλ̄k + 3ψ̄0ψ̄iλ̄jλ̄k + 6λ0ψiψ̄jλ̄k)

+Φ33
εijk

6
(ψ0ψiψjψk + 3ψ̄0ψ̄iψjψk + 3λ0λiψjψk + 3λ̄0λ̄iψjψk + 6ψ̄0ψiλ̄jλk)

+Φ44
εijk

6
(ψ̄0ψ̄iψ̄jψ̄k + 3ψ0ψiψ̄jψ̄k + 3λ0λiψ̄jψ̄k + 3λ̄0λ̄iψ̄jψ̄k + 6ψ0ψ̄iλ̄jλk)

−Φ12
εijk

2
(λ0λiλjλ̄k + λ̄0λ̄iλ̄jλk + 2ψ0ψiλjλ̄k + 2λ0λiψjψ̄k + 2ψ̄0ψiλ̄jλk + 2λ̄0λ̄iψ̄jψk

+ψiψjλ̄kλ0 + λ̄iλ̄jψkψ̄0 + ψ̄iλjλkψ0 + λiψ̄jψ̄kλ̄0)

−Φ34
εijk

2
(ψ0ψiψjψ̄k + ψ̄0ψ̄iψ̄jψk + 2λ0λiψjψ̄k + 2ψ0ψiλjλ̄k + 2λ̄0λ̄iψ̄jψk + 2ψ̄0ψ̄iλ̄jλk

+ψiψjλkλ̄0 + ψiλjλkψ̄0 + λ̄iψ̄jψ̄kλ0 + ψ̄iλ̄jλ̄kψ0)

−Φ13
εijk

2
(λ0λiλjψk + ψ̄0λiλjλ̄k + 2λ̄0λ̄iλjψk + ψ0ψiψjλk + λ̄0ψ̄iψjψk + 2ψ̄0ψ̄iψjλk)

+Φ14
εijk

2
(λ0λiλjψ̄k + ψ0λiλjλ̄k + 2λ̄0λ̄iλjψ̄k + ψ̄0ψ̄iψ̄jλk + λ̄0ψ̄iψ̄jψk + 2ψ0ψiλjψ̄k)

+Φ23
εijk

2
(λ̄0λ̄iλ̄jψk + ψ̄0λ̄iλ̄jλk + 2λ0λiψjλ̄k + ψ0ψiψjλ̄k + λ0ψiψjψ̄k + 2ψ̄0ψ̄iλ̄jψk)

−Φ24
εijk

2
(λ̄0λ̄iλ̄jψ̄k + ψ0λiλ̄jλ̄k + 2λ0λiλ̄jψ̄k + ψ̄0ψ̄iψ̄j + λ0ψiψ̄jψ̄k + 2ψ0ψiψ̄jλ̄k)

+(Ω11 − Φ12)
εijk

6
(λiλjλkλ̄0) + (Ω22 − Φ12)

εijk

6
(λ̄iλ̄jλ̄kλ0)

−(Ω33 + Φ34)
εijk

6
(ψiψjψkψ̄0)− (Ω44 + Φ34)

εijk

6
(ψ̄iψ̄jψ̄kψ0)

+(Ω13 − Φ23)
εijk

6
(ψ̄0λiλjλj + 3λ̄0λiλjψk) + (Ω23 − Φ13)

εijk

6
(λ̄iλ̄jλ̄kψ̄0 + 3ψiλ̄jλ̄kλ0)

−(Ω13 + Φ14)
εijk

6
(λ̄0ψiψjψk + 3ψ̄0ψiλjψk)− (Ω14 + Φ13)

εijk

6
(ψ̄iψ̄jψ̄kλ̄0 + 3λiψ̄jψ̄kψ0)

+(Ω14 − Φ24)
εijk

6
(λiλjλkψ0 + 3ψ̄iλjλkλ̄0) + (Ω24 − Φ14)

εijk

6
(ψ0λ̄iλ̄jλ̄k + 3λ0λ̄iλ̄jψ̄k)

−(Ω23 + Φ24)
εijk

6
(ψiψjψkλ0 + 3ψiψjλ̄kψ̄0)− (Ω24 + Φ23)

εijk

6
(ψ̄iψ̄jψ̄kλ0 + 3ψ0ψ̄iψ̄jλ̄k).

(B.1)
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onde
Ω = ∂11F + ∂22F = −(∂33F + ∂44F ), ω = ∂14F + ∂23F,

Φ = ∂12F = ∂34F. (B.2)
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