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Resumo

Partindo da extensão mı́nima supersimetrica-N=1 da Eletrodinâmica de Carroll-Field-
Jackiw, estudamos os campos componentes do Supercampo de Fundo e sua influência
no espectro de excitações do sistema fóton-fotino. Analisamos especialmente o papel dos
parceiros supersimétricos da componente bosônica vµ na violação da simetria de Lorentz,
a saber, o campo espinorial de fundo Ψ e o campo auxiliar F .
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Abstract

Starting with a minimal supersymetric-N=1 extension of the Carroll-Field-Jackiw Elec-
trodynamics, we studied the field components of the Background Superfield and their
influence in the excitations spectrum of the foton-fotino system. We analized specifically
the role of supersymetric partners of the bosonic component vµ in the violation of the
Lorentz invariance, namely the background spinorial field Ψ and the auxiliar field F .
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sive além da F́ısica.

-A minha famı́lia pelo carinho de sempre, pela confiança e o apoio constante.

-Ao CBPF pela acolhida e as condições de trabalho concedidas.

-A todos meus amigos do CBPF, pelos bons momentos, a companhia e o afeto.

-Ao Kim, Bruno D., Bruno G. e Enrique, que leram e apresentaram sugestões e cŕıticas
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Caṕıtulo 1

Introdução

Partindo do antigo conceito de simetria, harmonia entre as proporções, os f́ısicos têm

desenvolvido e estendido esta ideia, que se transformou em uma ferramenta básica para a

formulação e análise dos prinćıpios fundamentais das teorias modernas da F́ısica. Neste

contexto, a simetria de Lorentz, que consiste na covariância das leis da F́ısica sob rotações e

boosts, é uma das mais importantes para a Teoria Quântica de Campos e para o Modelo-

Padrão da F́ısica de Part́ıculas (MP). Seu estabelecimeto como pilar da F́ısica atual

vem sendo respaldado pelas inumeráveis verificações experimentais ao longo da história.

Entretanto, vêm sendo observados fenômenos que sugerem que a simetria de Lorentz não

possua caráter universal, mas seja restrita a um domı́nio de energias.

Na década passada, observações astronômicas do espectro de absorção e emissão de

gases em torno de estrelas distantes sugerem que a constante de estrutura fina possa estar

variando lentamente em escalas de tempos cosmológicos [1]. A constante de estrutura

fina é uma medida da intensidade da interação eletromagnética entre fótons, elétrons e

pósitrons, sendo formado pela combinação de outras 3 constantes fundamentais: A velo-

cidade da luz, a carga elétrica do elétron e a constante de Planck. Já que os modelos são
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constrúıdos em torno destas constantes, uma alteração de qualquer uma delas provocaria

grandes mudanças nas propriedades da matéria. E a velocidade da luz poderia ser uma

dentre elas.

Outro fenômeno intrigante são os raios cósmicos ultra-energéticos que violam o limite

GZK (Greisen-Zatsepin-Kuzmin) [2],[3]. Este limite que é calculado tomando em conta a

simetria de Lorentz, estabelece que part́ıculas com energias superiores a EGK = 4× 1019

eV, provenientes de fontes que ficam a distâncias maiores de 100 Mpc (chamado de hori-

zonte GZK) da Terra, não podem ser detectadas. Isto se deve ao fato de que a Relativi-

dade Restrita prediz que elas devam decair antes de chegar à Terra, como consequência de

sua interação com os fótons livres da radiação cósmica de fundo. Entretanto, na última

década, o observatório japonês AGASA (Akeno Giant Air Shower Array), e mais recente-

mente o observatório argentino Pierre Auger, já tinham detectado a presença no espectro

de part́ıculas acima deste limite. Uma posśıvel alternativa para explicar este desvio é que

a simetria de Lorentz possa não ser mais verificada, e portanto deva ser modificada, a

esta faixa de energias.

Os f́ısicos teoricos vêm introduzindo a quebra da simetria de Lorentz na construção de

modelos de unificação na escala de Planck. Um dos primeiros trabalhos nesta direção é o

artigo de Kostelecky e Samuel [4]. Nele, os autores mostraram que interações na teoria de

cordas podem conduzir à quebra da simetria de Lorentz, através de um mecanismo que

quebra espontaneamente a simetria de Lorentz com campos tensoriais adquirindo valor

esperado no vacúo não-trivial. Anos após, os trabalhos de Coleman e Kostelecky [5] deram
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origem ao Modelo Padrão Estendido (MPE). O Lagrangeano do MPE contém todos os

termos usuais do Modelo Padrão acrescido com todos os posśıveis termos que se podem

construir com os campos do MP e que quebrem a simetria de Lorentz. Este modelo foi

desenvolvido para tratar os efeitos da quebra espontânea da simetria de Lorentz em um

cenário de teoria efetiva a energias abaixo da escala das supercordas. O Modelo Padrão

Estendido tem dado origem a uma nova e vasta literatura que contempla aplicações para

a Teoria de Campos, F́ısica de Part́ıculas e Cosmologia.

Outro enfoque alternativo ao trabalho de Kostelecky e que descreve a quebra da sime-

tria de Lorentz é a Teoria Quântica de Campos Não-Comutativa [6]. Esta teoria é uma

generalização da Mecânica Quântica Não-Comutativa (onde as coordenadas não mais co-

mutam entre si) [7] e introduz comutadores canônicos modificados que podem descrever

processos que se estendem além da invariância de Lorentz.

Na atualidade, o fenenômeno da quebra da simetria de Lorentz vem ganhando muita

atenção, o que levou à existência de uma variedade de modelos, além dos mencionados,

que fornecem mecanismos para quebrar a simetria de Lorentz numa escala fundamental.

Em vários modelos, implementa-se a quebra da simetria de Lorentz por meio de campos

de fundo. Para poder ilustrar o significado destes, e de que forma estes campos realizam a

quebra, é preciso dizer algumas palavras sobre os dois tipos de transformações de Lorentz

que existem. Em primeiro lugar, temos as transformações de observador, também cha-

madas de transformações passivas. Estas relacionam as medições feitas em sistemas de

referência inerciais que apresentam movimento relativo. Por outro lado, sistemas idênticos

podem ser transformados (por rotações e boosts) um com respeito ao outro, enquanto são

3



estudados por um mesmo observador inercial. Isto define o segundo tipo de transformação,

chamada de transformação de part́ıcula ou ponto de vista ativo. Nas transformações ati-

vas, os campos do sistema são f́ısicamente transformados para uma nova configuração.

No caso de um vácuo trivial, existe uma equivalência entre as transformações passivas e

ativas, ja que uma é a transformação inversa da outra.

Teorias que incorporam a quebra da simetria de Lorentz destroem esta equivalência

devido à presença de campos externos que estão “congelados” no espaço-tempo, chamados

de campos de fundo. Estes campos de fundo são grandezas tensoriais fixas que definem

direções privilegiadas no espaço-tempo. Assim, sobre uma transformação de part́ıcula, os

campos de fundo não são afetados e a configuração final muda drasticamente.

É importante ressaltar aqui o seguinte fato: quando nos referimos à quebra da simetria

de Lorentz, deve entender-se que estamos nos referindo à violação no sentido ativo da

transformação. Todas as teorias, incluindo aquelas que quebram a simetria de Lorentz,

precisam necessariamente respeitar a invariância das transformaçôes de Lorentz passivas,

já que uma mudança de observador não pode alterar a f́ısica de um sistema.

Na década de noventa Carroll, Field e Jackiw [8] propuseram uma teoria de gauge

abeliana que contém um campo de fundo. O Lagrangeano do modelo é descrito pelo

Lagrangeano de Maxwell acrescido de um termo do tipo Chern-Simons em D = 4, que é

o responsavél pela quebra da simetria de Lorentz:

SCFJ = −1

4
FµνF

µν − 1

4
vµε

µαβνAνFαβ. (1.1)

Aqui, o quadri-vetor, vµ, é o campo de fundo que define uma direção preferencial no
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espaço-tempo. É fácil mostrar, em virtude da constância de vµ, que o termo de Chern-

Simons é invariante sobre transformações de gauge, o que assegura a conservação da carga

elétrica. O modelo de Carroll-Field-Jackiw tem sido discutido em grandes detalhes numa

grande varidade de aspectos entre os quais podemos citar: a birrefringência (atividade

ótica do vácuo) induzida pelo campo de fundo [9], estudos de correções radiativas [10],

quebra espontânea da simetria de gauge [11], estudo da radiação Cerenkov no vácuo [12]

e processos de decaimento do fóton [13].

Ainda que a violação da simetria de Lorentz e da simetria CPT, possibilidades não

contempladas pelo Modelo Padrão, motive o estudo do Modelo Padrão Estendido de Koc-

telecky, existem outros problemas que o MP não consegue acomodar, como por exemplo o

problema de hierarquia de gauge ( instabilidade do termo de massa para o bóson de Higgs

frente às correções quânticas ), o problema de hierarquia dos acoplamentos de Yukawa

dos léptons e quarks e o problema da matéria escura. Um dos candidatos mais fortes para

resolver estes problemas é o Modelo Padrão Minimamente Supersimetrizado (MSSM), que

é definido como a extensão supersimétrica mı́nima do Modelo Padrão, ou seja, a extensão

com o menor número de novos campos parceiros e novas interações.

Neste contexto, surge uma linha de pesquisa muito atual (e que vem sendo desenvolvida

em vários trabalhos em nosso Grupo de Pesquisa) que consiste na extensão supersimétrica

de modelos com distintas formas de se realizar a violação da simetria de Lorentz. A nossa

premissa é que na escala fundamental na qual a quebra de SO(1, 3) ocorre, a supersime-

tria é exata ou, se já foi quebrada, deixa os seus reśıduos através da presença de parceiros

supersimétricos já dissociados. Entretanto, mesmo sem nos comprometermos com algum
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mecanismo de quebra de supersimetria, partimos da hipótese de que a violação da simetria

de Lorentz deva ser realizada em um cenário onde os parceiros supersimetricos não estão

completamente desacoplados. Desta forma, justificamos a nossa linha de investigação de

quebra da simetria de Lorentz em um contexto fortemente marcado pela presença da su-

persimetria.

Estamos, para sermos mais espećıficos, interessados no modelo que discute a versão super-

simetrica simples (supersimetria-N=1) do modelo de Carroll-Field-Jackiw [34]. A nossa

proposta, e esta é a contribução original contida nesta dissertação, consiste em estudar o

espectro e o splitting entre o fóton e o fotino no modelo de Carroll-Field-Jackiw supersi-

metrizado levando em conta o efeito dos parceiros supersimétricos do vetor de fundo, vµ,

que marca a anisotropia espaço-temporal associada à quebra da simetria de Lorentz.

Esta Dissertação está organizada da seguinte forma. O Caṕıtulo 2 propõe uma revisão

dos principais conceitos da supersimetria, N = 1 e D = 4. Estuda-se o modelo de Wess-

Zumino, a sua formulação em superespaço e uma teoria de gauge Abeliana supersimétrica.

No Capitulo 3, estuda-se a proposta dos autores do trabalho da referência [34] para

implementar a quebra de Lorentz em um modelo supersimétrico no setor de gauge. O

caminho adotado passa pela introdução de um termo em supercampos análogo ao termo

que quebra a simetria de Lorentz no modelo da Eletrodinâmica de Carroll-Field-Jackiw. O

conceito do supercampo de fundo é discutido. O Caṕıtulo 4 apresenta o trabalho original

da dissertação. Nele estudam-se os efeitos do supercampo de fundo sobre o espectro de

massas dos campos fundamentais do modelo, a saber, o fóton e seu parceiro supersimétrico
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o fotino. Seguem-se, no Capitulo 5, as discussões conclusivas e futuros encaminhamentos.

Ao final, encontram-se três Apêndices. No Apêndice 1, apresentamos uma descrição

sucinta do que consideramos ser uma violação da simetria de Lorentz. Comenta-se sobre

transformações passivas (ou de observador) e ativas (ou de part́ıcula) e se ilustra a não-

equivalencia destes 2 pontos-de-vista quando há um fundo externo, gerado por alguma

fonte à qual não temos acesso. Nos Apêndices 2 e 3, coletamos uma série de resultados

auxiliares aos desenvolvimentos técnicos necessários para os nossos resultados.
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Caṕıtulo 2

Introdução à Supersimetria

A supersimetria pode-se ser apresentada como uma das simetrias mais extraordinárias

da F́ısica Teórica, caso venha a se confirmar. A razão disto é que ela propõe uma relação

entre os bósons (partćulas de spin inteiro) e férmions (part́ıculas de spin semi-inteiro),

entidades que têm papéis muito diferentes na Natureza. No Modelo Padrão, os bósons

atuam como portadores das interações, enquanto os férmions representam a matéria in-

teragente. Contrariamente, na supersimetria, os bósons e férmions são alocados em uma

mesma representação (ou supermultiplete) de um supergrupo estendido que engloba as

transformações de Poincaré e as próprias transformações da supersimetria. Isto traz, como

consequência, que a cada part́ıcula está associada uma outra, denominada parceira su-

persimétrica. Assim para uma particula bosônica (fermiônica), existe sua correspondente

part́ıcula fermiônica (bosônica) com a mesma massa. A supersimetria é uma simetria

do espectro; dáı a existência de estados degenerados e part́ıculas de mesma massa nos

sistemas supersimétricos.
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Portanto, a supersimetria requer que o número de part́ıculas fundamentais seja, no

mı́nimo duplicado. Entretanto, isto entra em sério conflito com o observado, já que as

ditas parceiras não foram ainda detectadas. Logo, se a supersimetria existe, deve ser

quebrada no regime de baixas energias. Atualmente, existe uma grande expectativa sobre

os resultados que o LHC possa trazer em favor ou detrimento da teoria nos próximos anos.

Historicamente, a supersimetria foi proposta pela primeira vez no contexto da f́ısica

hadrônica, em 1966, por H. Myazawa [14],[15], que encontrou o primeiro supergrupo, en-

quanto tentava unificar as simetrias do espectro de bárions e mésons com as simetrias

espaço-temporais do grupo de Poincaré, embora no tempo de sua publicação seu trabalho

tenha sido ignorado. Esta unificação é um aspecto importante em qualquer modelo que

tente unificar a gravidade com as outras forças, já que a gravitação está ligada às simetrias

espaço-temporais e as outras forças estão associadas às simetrias internas. Um ano depois,

Coleman e Mandula provaram seu famoso teorema no-go [16], que afirma não ser posśıvel

encontrar uma extensão não-trivial para as simetrias do espaço-tempo (grupo de Poin-

caré) na matriz S. Basicamente, estabelece que, se um sistema f́ısico tem uma invariância

descrita por um grupo de Lie, G, que contenha o grupo de Poincaré (com álgebra P)

e alguma outra simetria interna (com álgebra I), então a álgebra de Lie correspondente

deve ser a soma direta das álgebras P e I. Interpreta-se este teorema dizendo-se que a

unificação da gravidade com os grupos de gauge têm que seguir um programa que estende

os grupos de Lie e neste contexto, as super-álgebras apresentam-se como a resposta, já que

elas nos permitem contornar o teorema no-go de Coleman-Mandula. O seguinte desenvol-
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vimento foi simultâneo, já que vários f́ısicos redescobriram a supersimetria. Por um lado,

na União Soviética, em 1971, temos o trabalho de Yu A. Golfand e E.P. Likhtman [17],

que apresentaram uma construção da super-álgebra de Poincaré . No ano seguinte, temos

as contribuições contidas no trabalho de D.V. Volkov e V.P. Akulov [18], que tentaram

associar o férmion sem massa (que aparece devido à quebra espontânea da supersimetria)

ao neutrino. A base matemática para o trabalho de Volkov e seus colaboradores foi dada

em 1969 (publicado em 1970), no trabalho de Berezin e Katz [19] onde as álgebras gradua-

das são estudadas cuidadosamente. Por seu lado, no ocidente, no contexto de uma versão

incipiente da teoria das cordas, Ramond, Neveu e Schwarz [20] se confrontaram com um

problema de estados não-fisicos com norma negativa na teoria. Eles encontraram que a

resposta para remover aqueles estados indesejáveis envolvia a adição de uma nova simetria

anticomutativa. Também, no contexto das teorias de cordas, temos o trabalho de J. L.

Gervais e B. Sakita (1971), onde a supersimetria foi introduzida em uma teoria de cordas

em D = 2 dimensões e as propriedades que os campos fermiônicos e bosônicos tinham foi

chamada de supergauge invariance, provavelmente a primera referência ao prefixo super.

A atenção da comunidade culminou, finalmente, no ińıcio do ano de 1974. J. Wess e J.

Zumino escreveram a primeira teoria quântica de campos em D = 4 dimensões [24],[25],

baseada em supersimetria e que estabeleceu o caminho para futuras pesquisas.

A concretização da teoria chegou só após a supersimetria em D = 4 dimenções ter

sido estudada interamente. O nome de supersimetria foi cunhado por Salam e Strathdee

em 1974, em Trieste [21], mudando assim o nome antigo supergauge. Teorias de Gauge

não-Abelianas foram supersimetrizadas, simultaneamente por Ferrara e Zumino; e Salam
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e Strathdee [22], em 1974. Também Salam e Strathdee introduziram o formalismo de

superespaço [23]. Mecanismos para a quebra espontânea da supersimetria mediante os

termos F e D foram encontrados por O’Raifeartaigh [26], e Fayet and Iliopulos [32] . A

primeira versão de um Modelo-Padrão supersimétrico foi proposta em 1981 por H. Georgi

e S.Dimopoulos [33] .

Como se pode observar, a supersimetria, apesar da ausência de provas experimentais

que a corroborem, conquistou muitos f́ısicos teóricos ao longo de sua historia. Uma das

principais razões para este fenômeno é que a supersimetria fornece a possibilidade de

cancelar as divergências no setor ultravioleta em muitas teorias de campos, devido ao

fato de se ter o mesmo número de graus de liberdade bosônicos e fermiônicos em um

mesmo multiplete de part́ıcula. Estes cancelamentos são particularmente atraentes no

caso de uma teoria quântica da gravitação e, como foi mostrado posteriormente, uma

teoria supersimétrica local (Supergravidade) incorpora naturalmente a gravitação. Estes

fatos fizeram com que a supersimetria seja considerada uma ideia central na tentativa de

construir uma teoria de campos que combine todas as interações.

No presente caṕıtulo, abordaremos as principais caracteŕısticas da supersimetria. Par-

tindo dos testes clássicos para o modelo de Wess-Zumino, introduzimos a super-álgebra

de Poincaré. Em seguida, estudamos as bases do formalismo em super-espaço e culmi-

namos com a apresentação da teoria de gauge Abeliana supersimétrica. As referências

para este capitulo estão listadas em [27], [28], [29], [30], [31] e, em particular, adotamos

as convenções de [30].
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2.1 O modelo elementar

Com o propósito de ilustrar as principais carateŕısticas da supersimetria, é conveniente

começarmos por um modelo elementar. Um modelo supersimétrico consiste de un con-

junto de campos bosônicos e fermiônicos, um conjunto de transformações lineares que

misturem estes campos e uma ação que exiba esta simetria.

Para construir este modelo adotaremos como regra que o número de graus de liberdade

bosônicos deva ser igual ao número de grados de liberdade fermiônicos.

Por simplicidade, analisamos a teoria livre. Supondo que nosso modelo admita um

férmion de Majorana Ψ, então on-shell, temos iγµ∂µΨ = 0 , o que confere a Ψ dois graus

de liberdade fermiônicos. Segundo esta regra, para que os graus de liberdade estejam

balanceados, é preciso que 2 graus de liberdade bosônicos sejam introduzidos. Isto pode

ser feito introduzindo 2 campos escalares ou um campo vetorial sem massa com 2 graus de

liberdade. Aqui trabalhamos só a primeira possibilidade, deixando a outra para a seção

final deste caṕıtulo de revisão.

Se agrupamos estes 2 campos escalares no campo escalar complexo, φ, e Ψ = (ψ ψ̄)T

o Lagrangeano para o modelo é conhecido como o modelo de Wess-Zumino (sem massa)

e é dado por:

L = ∂µφ∂
µφ∗ +

i

2
∂µψ̄σ̄ψ −

i

2
ψ̄σ̄µ∂µψ. (2.1)
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A forma expĺıcita das transformações de supersimetria que misturam os campos, pa-

rametrizadas por um espinor constante de Majorana ξ, são dadas por:

δφ =
√

2ξψ

δψ =i
√

2σµξ̄∂µφ. (2.2)

Até este ponto, todo o modelo é constrúıdo impondo que os campos verificam as

equações de movimento, ou seja é uma formulação on-shell. Se agora desejamos que os

campos não estejam mais sujeitos a esta restrição, temos que introduzir algumas modi-

ficações .

Se Ψ não satisfaz a equação de movimento, então tem quatro graus de liberdade

fermiônicos. Portanto, além do campo φ que introduzimos, é preciso acrescentar dois

campos escalares a mais. Entretanto, temos que ter cuidado para que a presença destes

campos não gere novos estados on-shell. Assim, como os termos em um Lagrangeno livre

são quadráticos nos campos, podemos intruzir no Lagrangeano um termo do tipo |F |2,

sendo F é um campo escalar complexo. Logo nosso lagrangeano off-shell fica:

L = ∂µφ∂
µφ∗ +

i

2
∂µψ̄σ̄ψ −

i

2
ψ̄σ̄µ∂µψ + |F |2 (2.3)

O campo complexo F é chamado de campo auxiliar. O campo auxiliar, como se pode

observar não tem dinâmica e é removido por meio das equações de movimento.
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As transformações de supersimetria off shell são modificadas da forma seguinte:

δφ =
√

2ξψ

δψ =i
√

2σµξ̄∂µφ+
√

2ξF

δF =i
√

2ξ̄σ̄∂µψ

δφ∗ =
√

2ξ̄ψ̄

δψ̄ =− i
√

2ξσµ∂µφ
∗ +
√

2ξ̄F ∗

δF ∗ =− i
√

2∂µψ̄σ̄
µξ. (2.4)

O seguinte passo é mostrar que o modelo é invariante sob transformações de supersi-

metria. Para isto, vamos a encontrar as variações de cada termo no Lagrangeano.

De forma imediata, temos:

δ(∂µφ∂
µφ∗) = ∂µ(δφ)∂µφ∗

δ|F |2 = FδF ∗ + F ∗δF

= i
√

2ξ̄σ̄∂µψF
∗ − i
√

2∂µψ̄σ̄
µξF.
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A variação do setor espinorial é:

δ(
i

2
∂µψ̄σ̄ψ −

i

2
ψ̄σ̄µ∂µψ) =

i

2
∂µ(δψ̄)σ̄µψ +

i

2
∂µψ̄σ̄

µ(δψ)

− i

2
ψ̄σ̄µ∂µ(δψ)− i

2
δ(ψ̄)σ̄µ∂µψ

=

√
2

2
ξσµσ̄νψ∂µ∂νφ

∗ +
i
√

2

2
(ξ̄σ̄µψ)∂µF

∗

−
√

2

2
∂µψ̄σ̄

µσν ξ̄∂νφ+
i
√

2

2
(∂µψ̄σ̄

µξ)F

−
√

2

2
ξσν σ̄µ∂µψ∂νφ

∗ − i
√

2

2
(ξ̄σ̄µ∂µψ)F ∗

√
2

2
ψ̄σ̄νσµξ̄∂µ∂νφ−

i
√

2

2
(ψ̄σ̄µξ)∂µF

[ fazendo integração por partes

e utilizando as identidades:

σν σ̄µ + σµσ̄ν = σ̄νσµ + σ̄µσν = 2ηµνtemos: ]

=
√

2ξψ�φ∗ + i
√

2(∂µψ̄σ̄
µξ)F+

√
2ξ̄ψ̄�φ− i

√
2(ξ̄σ̄µ∂µψ)F ∗ + div.total

= − δ(∂µφ∂µφ∗ + |F |2) + div.total. (2.5)

Portanto, a variação do Lagrangeano por transformações de supersimetria é igual a uma

divergência total; logo, a invarância do modelo está garantida já que a ação é invariante.

δsusyL = div. total . (2.6)

2.2 Fechamento da álgebra das transformações de SuSy

Se esperamos que as transformações de Supersimetria formem um grupo, temos que pro-

var que elas constituem um conjunto de operações fechadas, isto é, temos que provar a
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propriedade de fechamento ,calculando o comutador [δsusy-1, δsusy-2] atuando em cada

campo.

Para o campo escalar complexo, φ, o comutador assume a forma abaixo:

[δ1, δ2]φ =δ1(
√

2ξ2ψ)− (1←→ 2)

=2i(ξ2σµξ̄1)∂µφ+ 2ξ2ξ1F − (1←→ 2)

=2i(ξ2σµξ̄1 − ξ1σµξ̄2)∂µφ

=2aµ(ξ2, ξ1)Pµφ. (2.7)

Similarmente, para o campo espinorial, ψ, temos:

δ1δ2ψ =δ1(i
√

2σµξ̄2∂µφ+
√

2ξ2F )

=2iσµξ̄2(ξ1∂µψ) +
√

2ξ2δ1F

=− 2i(ξ1σ
µξ̄2)∂µψ − iσν σ̄µ∂µψ(ξ1σ

ν ξ̄2) +
√

2ξ2(i
√

2ξ̄1σ̄
µ∂µψ)

[ utilizando a seguinte identidade (rearranjamento de Fierz) :

ξα(θ̄ψ̄) = −1

2
(σψ̄)α(ξσµθ̄) o último termo fica:

2iξ2(ξ̄1σ̄
µ∂µψ) = −iσν σ̄µ∂µψ(ξ2σ

ν ξ̄1) ]

=− 2i(ξ1σ
µξ̄2)∂µψ + sim(1− 2). (2.8)

Portanto

[δ1, δ2]ψ =− 2i(ξ1σ
µξ̄2)∂µψ + sim(1, 2)− (1←→ 2)

=− 2i(ξ1σ
µξ̄2 − ξ2σ

µξ̄1)∂µψ

= 2aµ(ξ1, ξ2)Pµψ (2.9)
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Finalmente, para o campo auxiliar complexo, F ,

[δ1, δ2]F =δ1(i
√

2ξ̄2σ̄
µ∂µ)− (1←→ 2)

=2i(ξ̄2σ̄
µξ1)∂µF − 2ξ̄2σ̄µσ

ν ξ̄1∂µ∂νφ− (1←→ 2)

[ usando a propriedade : ξ̄1σ̄µσ
ν ξ̄2 = ξ̄2σ̄νσ

µξ̄1 ]

=− 2i(ξ1σµξ̄2 − ξ2σµξ̄1)∂µF

=2aµ(ξ1, ξ2)PµF (2.10)

Deste modo, obtemos que as transformações de supersimetria verificam a algebra seguinte:

[δsusy, δsusy] = δtransl . (2.11)

Este fato joga luz sobre a estrutura da álgebra que estamos procurando. Como se pode

observar, se desejamos que as transformações de supersimetria formem parte de uma

álgebra, é preciso que as translações sejam introduzidas. Assim a álgebra procurada tem

que ser uma extansão da álgebra de Poincaré. Este ponto será tratado na continuação.

2.3 A super-álgebra de Poincaré

Já que a linguagem natural para describir a estrutura de uma álgebra está em função das

relações que os geradores verifiquem, vamos definir o gerador de uma transformação de

supersimetria da seguinte maneira:

δsusy = iεAQA = i(ξαQα + ξ̄α̇Q̄
α̇) , (2.12)

onde ε é o parâmatro constante da transformação de supersimetria e Q é o gerador da

transformação, chamado de carga quiral. Tanto o parâmetro como o gerador são espinores
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de Majorana, ou seja, são grandezas anti-comutantes (variáveis de Grassmann).

As relações que as cargas quirais formam podem ser obtidas do comutador de duas

transformações de supersimetria.

δ1 =i(ξ1Q+ ξ̄1Q̄)

δ2 =i(ξ2Q+ ξ̄2Q̄). (2.13)

Então, o comutador fica:

[δ1, δ2] =− [ξα1Qα, ξ
β
2Qβ]− [ξα1Qα, ξ̄2 β̇Q̄

β̇]

=− [ξ̄1 α̇Q̄
α̇, ξβ2Qβ]− [ξ̄1 α̇Q̄

α̇, ξ̄2 β̇Q̄
β̇]

=− ξβ2 {Qα, Qβ}ξα1 − ξ2 β̇{Q̄
α̇, Q̄β̇}ξ̄1α̇

− ξα2 {Q̄β̇,Qα}ξ̄1 α̇ + ξα1 {Qα, Q̄
β̇}ξ̄2β̇. (2.14)

(2.15)

Mas, na seção anterior, t́ınhamos encontrado:

[δ1, δ2] = (ξ1σµξ̄2 − ξ2σµξ̄1)Pµ. (2.16)

Comparando estes termos, obtemos:

{Qα, Qβ} ={Q̄α̇, Q̄β̇} = 0

{Q̄β̇, Qα} =2(σµ)αβ̇

{Qα, Q̄β̇} =2(σµ)αβ̇. (2.17)

(2.18)
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Para finalizar, temos que encontrar os comutadores das cargas quirais com os geradores

do grupo de Lorentz e os geradores das translações.

Podemos supor que o comutador de uma carga quiral com uma translação possa ser

escrito do seguinte modo :

[Qα, Pµ] = a(σ)αβ̇Q̄
β̇. (2.19)

Tomando o conjugado Hermiteano

[Q̄α, Pµ] = a∗(σ)βα̇Q
β. (2.20)

Utilizando a identidade de Jacobi, temos:

[[Qα, Pµ], Pν ] + [[Pµ, Pν ], Qα] + [[Pν , Qα], Pµ] = 0. (2.21)

Então:

0 = [[Qα, Pµ], Pν ] + [[Pν , Qα], Pµ]

= a(σµ)αβ̇[Q̄β̇, Pν ]− (µ←→ ν)

= |a|2(σµσ̄ν)
β
αQβ − (µ←→ ν)

= |a|2(σµσ̄ν − σν σ̄µ)βαQβ. (2.22)

Portanto, a = 0 e o comutador fica

[Qα, Pµ] = 0. (2.23)

O último comutador pode ser encontrado a partir da relação que segue um espinor de

Weyl [Mµν , ψα] = −i(σµν)βαψβ. Assim, temos:

[Mµν , Qα] = −i(σµν) β
α Qβ.
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Então, a extensão da álgebra de Poincaré, que a partir de agora chamaremos de super-

álgebra de Poincaré, fica:

[Mµν ,Mρλ] = i(ηνρMµλ − ηµρMνλ + ηµλMνρ − ηνλMµρ)

[Pµ,Mρλ] = i(ηµρPλ − ηµλPρ)

[Pµ, Pν ] = 0

{Qα, Qβ} = 0 = {Q̄α̇, Q̄β̇}

{Qα, Q̄β̇} = 2(σµ)αβ̇Pµ

{Qα, Q̄β̇} = 2(σ̄µ)β̇αPµ

[Qα, Pµ] = 0

[Mµν , Qα] = −i(σµν) β
α Qβ

[Mµν , Q̄α̇] = −i(σ̄µν) β̇
α̇ Q̄β̇. (2.24)

Uma estrutura deste tipo é chamada de álgebra de Lie graduada, já que ela envolve co-

mutadores e anti-comutadores.

Temos que mencionar aqui que esta não é a única generalização para a álgebra de

Poincaré. Estas extensões acrescentam un novo ı́ndice, A, às cargas quirais, tal que

{QA
α , Q̄β̇ B} = 2(σµ)αβ̇Pµδ

A
B, onde A = 1, 2, ...N . Para o nosso caso, estamos estudando a

super-álgebra quando N=1.

Na seguinte seção, vamos estudar um formalismo da supersimetria (N=1) muito van-
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tajoso, que nos permitirá trabalhar com uma notação mais compacta e de mais fácil

manipulação. Este formalismo introduz o conceito de superespaço, que é somente o

espaço-tempo aumentado de novas coordenadas. Estas novas coordenadas têm sua ori-

gem na ideia de tentar encontrar uma representação diferencial para as cargas quirais que

se possam interpretar como uma translação no dado espaço abstrato (do mesmo modo

que o gerador Pµ representa as translações no espaço-tempo familiar). Motivados por

esta ideia, tentaremos escrever uma expressão para a representação diferencial da forma

r(Qα) ≈ ∂
∂θα

, onde θα é uma coordenada grassmaniana.

2.4 Formalismo em supercampos N=1

Um elemento do super-espaço é denotado por pM = (xµ, θα, θ̄α̇), M toma valores em {µ,

α , α̇}; xµ denota as coordenadas espaço-temporais e θα , θ̄α̇ denotam as coordenadas

fermiônicas de natureza anti-comutante. Um elemento do grupo de translações finitas

neste espaço pode ser definido como:

G(x, θ, θ̄) = eip
MRM , (2.25)

onde RM = (−Pµ, Qα, Q̄
α̇) representa um triplete de geradores. Então:

G(x, θ, θ̄) = exp (−ixµPµ + θαQα + θ̄α̇)Q̄α̇

= exp (−ixP + θQ+ θ̄Q̄). (2.26)

O produto de dois elementos G1(x, θ, θ̄) = eB e G2(y, ξ, ξ̄) = eA, naturalmente, é ou-

tro elemento do grupo de super-translações G3(x
′
, θ

′
, θ̄

′
). Para encontrar sua expressão
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expĺıcita, usaremos a fórmula de Baker-Hausdorff-Campbell

eAeB = eA+B+ 1
2

[A,B]+....

Em seguida, calculamos o comutador entre os argumentos das exponenciais G1 e G2 :

[A,B] =[−yP + ξQ+ ξ̄Q̄,−xP + θQ+ θ̄Q̄]

=[ξQ, θQ] + [ξ̄Q̄, θQ]+

[ξQ, θ̄Q̄] + [ξ̄Q̄, θ̄Q̄]

(aqui, usamos as relações da super-álgebra de Poincaré). (2.27)

O primeiro comutador anula-se:

[ξQ, θQ] = ξβQβθ
αQα − θαQαξ

βQβ

= θαξβQαQβ + θαξβQβQα = θαξβ{Qα, Qβ} (2.28)

= 0. (2.29)

Do mesmo modo temos

[ξ̄Q̄, θ̄Q̄] = 0. (2.30)

Por último

[ξ̄Q̄, θQ] = ξ̄α̇Q̄
α̇θαQα − θαQαξ̄α̇Q̄

α̇

= θαξ̄α̇Q̄
α̇Qα + θαξ̄α̇QαQ̄

α̇ = θαξ̄α̇{Q̄α̇, Qα}

= −2θβ ξ̄α̇(σ̄µ)α̇βPµ = 2(ξ̄σµθ)Pµ

= −2(θσµξ̄)Pµ

e (2.31)

[ξQ, θ̄Q̄] = −[θ̄Q̄, ξQ] = 2(ξσµθ̄)Pµ.
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Assim, podemos ver que o comutador [A,B] é proporcional ao gerador das translações

espaço-temporais, Pµ; portanto, comutadores de ordem superior são nulos

G2 . G1 =G3(x
′
, θ

′
, θ̄

′
)

= exp (−i[xµ + yµ − θσξ̄ + ξσθ̄]Pµ + (θ + ξ)Q+ (θ̄ + ξ̄)Q̄). (2.32)

Daqui, temos que a translação induzida pela multiplicação de G1 e G2 é

x
′ µ = xµ + yµ + i(ξσµθ̄)− i(θσµξ̄)

θ
′ α = θα + ξα

θ̄
′

α̇ = θ̄α̇ + ξ̄α̇. (2.33)

Vamos, agora, introduzir o conceito do supercampo.

Os supercampos são funções definidas no superespaço. Devido ao carater Grassmani-

ano das coordenadas fermiônicas, uma expansão em potencias de θα, θ̄
α̇ tem um número

finito de termos. Assim, as potências não-nulas que podemos formar são:

{1, θα , θ̄α̇ , θαθ̄β̇ , θ
2 , θ̄2 , θ2θ̄α̇ , θ̄

2θβ , θ
2θ̄2}. (2.34)

Então, o supercampo pode-se expressar como segue :

Φ(x, θ, θ̄) =φ(x) + θαψα(x) + θ̄α̇χ
α̇(x) + θ2M(x) + θ̄2N(x) + θ2θαξα(x)

θ2θ̄α̇λ
α̇(x) + θασµαα̇θ̄

α̇Aµ(x) + θ2θ̄2F (x). (2.35)

Os coeficientes desta expansão são chamados de campos componentes. O conjunto destes

campos denomina-se o supermultiplete. Então, para um supercampo geral o supermulti-
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plete, S, é composto pelos campos :

S = {ψα , χα̇ , ξα , λα̇ , φ , M , N , F , Aµ}, (2.36)

onde temos 4 espinores de Majorana que correspondem a 16 graus de libertade fermiônicos,

4 escalares complexos com 8 graus de libertade bosônicos e 1 vetor complexo com outros

8 graus de libertade fermiônicos. Assim, o número de graus de liberdade fermiônicos é

igual ao número de graus de liberdade bosônicos

Para encontrar a representação em operadores diferenciais dos geradores da supersime-

tria procedemos do mesmo modo que no caso do gerador Pµ. A representação diferencial

de Pµ pode-se obter da relação:

e−iy.Pφ(x)eiy.P = φ(x+ y). (2.37)

Assim em analogia, podemos utilizar a seguinte expressão como ponto de ińıcio:

e(−iyP+iξQ+iξ̄Q̄) Φ(x, θ, θ̄) e(iyP−ξQ−iξ̄Q̄) = Φ(x
′
, θ

′
, θ̄

′
). (2.38)

Sem perda de generalidade podemos fazer x = 0 e y = 0. Então,

(1 + iξQ+ iξ̄Q̄) Φ (1− iξQ− iξ̄Q̄) = Φ(iξσµθ̄ − iθσµξ̄, θ + ξ, θ̄ + ξ̄)

Φ + i[ξQ+ ξ̄Q̄,Φ] = i(ξσµθ̄ − θσµξ̄)∂µΦ + ξα
∂

∂θα
Ψ + ξ̄α̇

∂

∂θ̄α̇
Φ

Φ + i[ξQ,Ψ] + i[ξ̄Q̄,Φ] = Ψ + i(ξσµθ̄∂µ − iξα
∂

∂θα
)Φ

+ i(−θσµξ̄∂µ − iξ̄α̇
∂

∂θ̄α̇
)Φ. (2.39)
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Aqui, usamos a seguintes convenções para as representações diferenciais das cargas quirais

[Qα,Φ] =r(Qα)Φ

[Q̄α̇,Φ] =r(Q̄α̇)Φ. (2.40)

Logo, a estrutura da representação diferencial fica :

Qα = −i∂α + σαα̇θ̄
α̇∂µ (2.41)

Q̄α = i∂̄α̇ − θασαα̇∂µ . (2.42)

Além disto a lei de transformação para um supercampo é:

δ(ξ,ξ̄)
susy V (x, θ, θ̄) = i(ξQ+ ξ̄Q̄)V (x, θ, θ̄) . (2.43)

Já que a derivada nas coordenadas espaço-temporiais, ∂µ, não tem caráter antico-

mutativo, o comutador [∂, δsusy] é nulo e, portanto, a derivada usual de um supercampo

também é um supercampo. Este fato, porém, não é válido se consideramos as derivadas

fermiônicas. Um cálculo rápido mostra que os comutadores [∂α, δsusy] e [∂̄α̇, δsusy] não são

nulos:

[∂α, δsusy] = [∂α, iξQ] + [∂α, iξ̄Q̄] (2.44)
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[∂α, iξQ] = i(∂αξ
βQβ − εβQβ∂α)

= −iξβ(∂α[−i∂β + σµ
ββ̇
θ̄β̇]∂µ)− iξβQβ∂α

= −iξβ(i∂β∂α − σµββ̇ θ̄
β̇∂α)− iξβQβ∂α

= −iξβ(−Qβ)∂α − iξβQβ∂α = 0

[∂α, iξ̄Q̄] = i(∂αξ̄β̇Q̄
β̇ − ξ̄β̇Q̄

β̇∂α)

= −iξ̄β̇(∂α[−i∂̄β̇ + εγ̇β̇θα(σµ)αγ̇]∂µ)− iξ̄β̇Q̄
β̇∂α (2.45)

⇒ (2.46)

[∂α, δsusy] 6= 0. (2.47)

Portanto, as derivadas fermiônicas de um supercampo, ∂αS e ∂̄α̇S, não são supercampos.

Então, para encontrar expressões que sejam covariantes, temos que mudar as deriva-

das ∂α e ∂̄α̇ por derivadas covariantes, Dα , D̄α̇, que verifiquem as regras de comutação

[Dα, Q̄
α̇] = 0 e [Dα, Q̄

α̇] = 0.

As expressões das derivadas covariantes são dadas por :

Dα = ∂α + i(σµ)αβ̇ θ̄
β̇∂µ

Dα = −∂α − iθ̄α̇(σ̄µ)α̇α∂µ

D̄α̇ = −∂̄α̇ − iθβ(σµ)βα̇∂µ

D̄α̇ = ∂̄α̇ + i(σ̄µ)α̇βθβ∂µ. (2.48)

A importância das derivadas covariantes reflete-se no fato de que elas permitem estabelecer

v́ınculos covariantes para reduzir o número de graus de liberdade de um supercampo geral.

Este ponto será exposto em seguida.
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2.5 Supercampos quirais

Definimos um supercampo quiral, Φ, pela condição

D̄α̇Φ = 0, (2.49)

e um supercampo anti-quiral, Φ̄, por

DαΦ̄ = 0. (2.50)

Estas relações podem ser resolvidas fazendo as seguintes mudanças de variáveis:

Primeiro, para o campo quiral, trabalhamos em um sistema de coordenadas no super-

espaço que por simplificação denominaremos sistema left

yµ =xµ + iθσµθ̄

θ
′ α =θα

θ̄
′

α̇ =θ̄α̇, (2.51)

segundo, para o campo antiquiral vamos a trabalhar em um sistema de coordenadas

chamado sistema right

zµ =xµ − iθσµθ̄

θ
′ α =θα

θ̄
′

α̇ =θ̄α̇. (2.52)

Em um sistema left, as derivadas covariantes ficam:

D̄α̇ = −∂̄α̇ e Dα = ∂α + 2iσµαα̇θ̄
α̇ ∂

∂yµ
(2.53)
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Assim, temos que a condição para que o campo quiral se expresse no sistema left é:

D̄α̇Φ(x, θ, θ̄) = 0 ⇒ D̄α̇Φ(L)(y, θ, θ̄) = −∂̄α̇Φ(L)(y, θ, θ̄) = 0 (2.54)

Então, o supercampo Φ(L) só tem dependência nas variáveis y e θ e tem expansão em

componentes:

Φ(L) = L(y) +
√

2θψ(y) + (θ)2F (y), (2.55)

e, em termos das variáveis x, θ, θ̄

Φ(x, θ, θ̄) =Φ(L)(y, θ, θ̄)

=L(x) +
√

2θψ(x) + iθσµθ̄∂µL(x) + (θ)2F (x)+

− i√
2

(θ)2∂µψ(x)σµθ̄ − 1

4
(θ)2(θ̄)2�L(x) (2.56)

Similarmente, para o campo anti-quiral, encontra-se que

Φ̄(x, θ, θ̄) =L̄(x) +
√

2θ̄ψ̄(x)− iθσµθ̄∂µL̄(x) + (θ̄)2F̄ (x)+

+
i√
2

(θ̄)2θσµ∂µψ̄(x)− 1

4
(θ)2(θ̄)2�L̄(x). (2.57)

Como acabamos de mostrar, as condições impostas a um supercampo geral reduziram o

número de graus de liberdade. Fisicamente, um campo quiral descrive um campo escalar

complexo, L, um campo auxiliar F e um spinor de Weyl ψ left-handed.

Em um sistema coordenado left, as cargas quirais se representam como:

Qα = −i ∂
∂θα

Q̄α̇ = i
∂

∂θ̄α̇
+ 2θβ(σµ)βα̇

∂

∂yµ
(2.58)

Este sistema é conveniente para mostrar as transformações de supersimetria para um

campo quiral.
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δΦ̄ =i(ξQ+ ξ̄Q̄)Φ(y, θ)

=

(
ξα∂α + 2θ(σµ)x̄i

∂

∂yµ

)
Φ(y, θ)

=
√

2ξψ + 2ξθF + 2iθσµξ̄∂µφ+ 2
√

2i(θσµξ̄)θ∂µψ

=
√

2ξψ +
√

2θ
(
ξF + i

√
2σµξ̄∂µφ

)
+ θ2(i

√
2∂µψσ

µξ̄). (2.59)

Assim, as variações das componentes de um campo quiral, Φ, são:

δφ =
√

2ξψ

δψ =i
√

2σµξ̄∂µφ+
√

2ξF

δF =i
√

2ξ̄σ̄∂µψ (2.60)

E tomando o conjugado Hermiteano, temos as variações para as componentes do campo

anti-quiral :

δφ∗ =
√

2ξ̄ψ̄

δψ̄ =− i
√

2ξσµ∂µφ
∗ +
√

2ξ̄F ∗

δF ∗ =− i
√

2∂µψ̄σ̄
µξ (2.61)

Aqui temos que mencionar dois fatos. O primeiro é que este resultado é o mesmo que

t́ınhamos ao inicio do caṕıtulo quando postulamos as transformações de supersimetria para

os campos do modelo de Wess-Zumino. A segunda observação é que o campo auxiliar,

F, que para os supercampos quiral e anti-quiral representa o coeficiente do termo de

maior orden na expansão, transforma-se como uma derivada total. Este último é muito

importante já que se pode mostrar que este resultado é válido para um supercampo geral e
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portanto estes coeficientes são bons candidatos a Lagrangeanos em teorias supersimetricas.

A formalização desta ideia será mostrada na seguinte seção.

2.6 Integração sobre as coordenadas de Grassmann

A principal ideia por trás da integração grasmanniana é simplesmente projetar a compo-

nente de maior ordem do supercampo que se está integrando. A partir disto, podemos

encontrar as regras básicas para a integração. Seja θ uma variável grassmanniana, qual-

quer função de θ pode-se escrever

f(θ) = f (0) + f (1)θ (2.62)

Segundo a ideia que estamos desenvolvendo, vamos exigir que a integral desta função seja

igual à f (1) , isto é:

I[f ] =

∫
dθf(θ)

=

∫
dθ[f (0) + f (1)θ]

= f (0)

∫
dθ + f (1)

∫
dθ θ.

Então para que a nossa imposição seja válida é necessário definirmos as seguintes relações

fundamentais de integração (RFI):

∫
dθ = 0 e

∫
dθ θ = 1 . (2.63)

Nosso próximo passo, é considerar uma álgebra de Grassmann gerada por 2 elementos

θ1 e θ2. A expresão de uma função de duas variáveis é

g(θ1, θ2) = g(0) + g(1)θ1 + g(2)θ2 + g(3)θ1θ2 (2.64)
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Antes de começar a integração, é necessario exigir que os diferenciales dθA sejam antico-

mutantes

{dθA, dθB} = {dθA, θB} = 0 . (2.65)

Então: ∫
dθ1dθ2 g(θ1, θ2) =g(0)

∫
dθ1dθ2 + g(1)

∫
dθ1dθ2 θ1+

g(2)

∫
dθ1dθ2 θ2 + g(3)

∫
dθ1dθ2 θ1θ2

=g(0)(

∫
dθ1)(

∫
dθ2)− g(1)(

∫
dθ1θ1)(

∫
dθ2)+

g(2)(

∫
dθ1)(

∫
dθ2 θ2)− g(3)(

∫
dθ1θ1)(

∫
dθ2θ2)

(usando as RFI )

=− g(3).

Para o caso de D = 4 definimos os elementos de volume por

dθ2 = −1

4
dθαdθβεαβ , d2θ̄ = −1

4
dθ̄α̇dθ̄β̇ε

α̇β̇ , d4θ = d2θd2θ̄ (2.66)

As seguintes relações são fáceis de derivar∫
d2θ(θθ) =

∫
d2θ̄(θ̄θ̄) = 1∫

d2θθα =

∫
d2θ̄θ̄α̇ = 0,

e motivam as seguintes definições:

δθ = θ2 e δθ̄ = θ̄2 . (2.67)

Assim, o cálculo da integral de um supercampo, Φ, dado por (1.35), torna-se trivial
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∫
d4θΦ = Φ|θ2θ̄2 = D(x) . (2.68)

2.7 O modelo de Wess-Zumino no formalismo de su-

percampos

Agora que sabemos como realizar uma integração em coordenadas de Grassmann, é na-

tural perguntarmos qual é a ação em supercampos que é equivalente ao Lagrangeano

proposto no inicio deste capitulo .

Seja Φ um campo quiral, a ação de Wess-Zumino é:

S =

∫
dx4d4θ Φ̄(x, θ, θ̄)Φ(x, θ, θ̄) (2.69)

A componente de maior ordem deste Lagrangeano é:

Φ̄Φ
∣∣
θ2 θ̄2

=∂µφ∗(x)∂µφ(x) + F ∗(x)F (x)+

i

2
∂µψ̄(x)σ̄µψ(x)− i

2
ψ̄(x)σ̄µ∂µψ(x).

2.8 Supercampos vetoriais

Um supercampo vetorial é definido como aquele que verifica a condição de realidade

V (x, θ, θ̄) = V †(x, θ, θ̄) (2.70)

Com esta condição, podemos mostrar que a expansão em série de potências de θ e θ̄ deste

supercampo é:

V (x, θ, θ̄) =C(x) + θξ + θ̄ξ̄ + θ2M(x) + θ̄2M∗(x) + (θσµθ̄)Aµ(x)+

θ2θ̄2[Ψ̄ +
i

2
σ̄∂µξ] + θ̄2θ[Ψ +

i

2
σµ∂ξ̄] + θ2θ̄2[D(x)− 1

4
�C(x)] (2.71)
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Então, este supercampo tem 8 graus de liberdade bosônicos e 8 graus de liberdade

fermiônicos. Para reduzir este número vamos fazer uma generalização da transformação

de gauge.

2.8.1 Teoria de gauge abeliana supersimetrica

Consideremos a soma Φ + Φ̄, dada por:

Φ(x, θ, θ̄) + Φ†(x, θ, θ̄) =[φ(x) + φ̄(x)] +
√

2θψ(x) +
√

2θ̄ψ̄(x)+

θ2H(x) + θ̄2H∗(x) + i(θσµθ̄)∂µ[φ(x)− φ∗(x)]

+
i√
2
θ2θ̄σ̄µ∂µψ +

i√
2
θ̄2θσµ∂µψ̄ −

1

4
θ2θ̄2�[φ(x) + φ∗(x)].

Definimos a transformação de gauge supersimetrica por

V
′
= V + Φ + Φ̄ . (2.72)

Portanto, o campo transformado é

V
′
(x, θ, θ̄) = [C(x) + 2Reφ(x)] + θ[χ(x) +

√
2ψ(x)] + θ̄[χ̄(x) +

√
2ψ̄(x)]+

θ2[H(x) +M(x)] + θ̄2[H∗(x) +M∗(x)] + (θσµθ̄)[Aµ(x)− 2∂µImφ(x)]+

θ2θ̄

(
λ̄(x) +

i

2
σ̄µ∂µ[χ(x) +

√
2ψ(x)]

)
+ θ̄2θ

(
λ(x) +

i

2
σµ∂µ[χ̄(x) +

√
2ψ̄(x)]

)
+

θ2θ̄2

(
D(x)− 1

4
[C(x) + 2Reφ(x)]

)
.

Então, as variações das componentes do supercampo devido a uma transformação
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supersimetrica de gauge são:

δ C(x) = 2Reφ(x)

δ χ(x) =
√

2ψ(x)

δ H(x) = M

δAµ(x) = −2∂µImφ(x)

δ λ(x) = 0

δ D(x) = 0.

Aqui, podemos observar que os campos λ e D são invariantes de gauge e que a trans-

formação do campo A
′
µ(x) = Aµ(x)− 2∂µImφ(x) corresponde à transformação Abeliana

de gauge familiar. Este último fato é o que motiva a nomenclatura desta transformação

para os supercampos vetoriais.

Se a transformação de gauge supersimétrica é uma simetria da teoria, então é possivel,

mediante uma escolha adequada do supercampo Φ, eliminar os campos C
′
,χ

′
,F

′
e uma

componente do campo A
′
µ do supercampo vetorial transformado V

′
(x, θ, θ̄). Esta escolha

é conhecida como o calibre de Wess-Zumino e reduz o supercampo vetorial a:

VWZ(x) = θσµθ̄Aµ(x) + θ2θ̄λ̄(x) + θ̄2θλ(x) + θ2θ̄2D(x) . (2.73)

Denotamos o supermultiplete vetorial no calibre de Wess-Zumino como V

V = {Aµ, λ,D} (2.74)
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Este multiplete tem 3 graus de liberdade bosônicos do campo Aµ, 1 grau de liberdade

bosônico do campo F e 4 graus de liberdade fermiônicos do campo λ. É facil notar que

as potências do VWZ são:

V 2
WZ =

1

2
θ2θ̄2AµA

µ

V n
WZ =0 n ≥ 3 (2.75)

Para construir termos dinâmicos para o campo Aµ, definimos o Super Field Strengh

Wα = −1

4
D̄2DαV

W̄α̇ = −1

4
D2D̄α̇V.

Desta definição, é fácil mostrar, em virtude de D3 = D̄3 = 0, que os supercampos Wα e

W̄α̇ são quiral e anti-quiral respetivamente.

Vamos mostrar que estes novos supercampos são invariantes de gauge:

W
′

α =Wα −
1

4
D̄2Dα(Φ + Φ̄) = Wα +

1

4
D̄β̇D̄β̇DαΦ

=Wα +
1

4
D̄β̇{D̄β̇, Dα}Φ = Wα +

i

2
σµ
αβ̇
∂µD̄

β̇Φ = Wα. (2.76)

Para calcular a forma expĺıcita destes supercampos, é melhor trabalhar em um sistema

left. Portanto, neste sistema de coordenadas, temos que as derivadas covariantes ficam:

Dα =
∂

∂θα
+ 2iσµαα̇θ̄

α̇ ∂

∂yµ

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
e D̄α̇ =

∂

∂θ̄α̇
.

Então

VWZ(y) = θσµθ̄Aµ(y) + θ2θ̄λ̄(y) + θ̄2θλ(y) + θ2θ̄2{D(y)− i

2
∂µAµ(y)}, (2.77)
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e a derivada covariante fica:

DαV =σµαα̇θ̄
α̇Aµ(y) + 2θαθ̄λ̄(y) + θ̄2λα(y)+

2θαθ̄
2{D(y)− i

2
∂µAµ(y)}+

2iσναα̇θ̄
α̇(θσµθ̄)∂νAµ(y) + 2iσναα̇θ̄

α̇θ2∂νλ̄(y),

para simplificar esta expressão é preciso trabalhar nos últimos dois termos :

2iσναα̇θ̄
α̇(θσµθ̄)∂νAµ(y) = −2iσναα̇θ̄

α̇θ̄β̇θβσµ
ββ̇
∂νAµ(y)

= iθ̄2σναα̇ε
α̇β̇εγβσµ

ββ̇
θγ∂νAµ(y)

= iθ̄2(σµσ̄ν) γαθγ∂νAµ(y).

2iσναα̇θ̄
α̇θ2∂νλ̄(y) = −2iσµαα̇θ̄

α̇θ̄β̇θ2∂µλ̄β̇(y)

= −iθ̄2θ2σµαα̇∂µλ̄
α̇(y),

além disso, definindo

σµν =
i

4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ) . (2.78)

obtemos

DαV =σµαα̇θ̄
α̇Aµ(y) + 2θαθ̄λ̄(y) + θ̄2λα(y)+

2θαθ̄
2D(y)− iθ2θ̄2σµαα̇∂µλ̄

α̇ + θ̄2(σµν) γαθγFµν ,

finalmente utilizando a identidade D̄2θ2 = −4, chegamos à seguinte expressão para Wα:

Wα = λα(y) + 2θαD(y)− iθ2σµαα̇∂µλ̄
α̇ + (σµν) γαθγFµν . (2.79)

Similarmente usando um sistema right encontramos

W̄α̇ = λ̄α̇(z) + 2D(z)θ̄α̇ − εα̇β̇(σ̄µν θ̄)β̇Fµν(z) + iθ̄2(∂µλ(z)σµ)α̇ (2.80)

36



Por último uma ação invariante por transformações de supersimetria e transformações

de gauge pode ser constrúıda da seguinte forma.

A componente de maior ordem de WαWα é:

WαWα|θθ =4D2(x)− 2iλ(x)σµ∂µλ̄(x)

− 1

2
Fµν(x)F µν(x)− i

2
F ∗µν(x)Fµν(x) (2.81)

e do mesmo modo,

W̄α̇W̄
α̇|θ̄θ̄ =4D2(x) + 2i∂µλ(x)σµλ̄(x)

− 1

2
Fµν(x)F µν(x) +

i

2
F ∗µν(x)F µν(x) (2.82)

Assim, a ação para uma teoria de gauge supersimétrica Abeliana é

SU(1) =

∫
d4xd4θ{1

4
WαWαδ

2(θ̄) +
1

4
W̄α̇W̄

α̇δ2(θ)} (2.83)

cuja expansão em campos componentes é:

SU(1) =

∫
d4x{−1

4
FµνF

µν − i

2
λ(x)σµ∂µλ̄(x) +

i

2
∂µλ(x)σµλ̄+ 2D2(x)} (2.84)

O primeiro termo é a expressão familiar de ação para o campo Aµ, o segundo termo é

uma contribuição exclusiva da supersimetria e introduz o campo fermiônico λ(x), parceiro

supersimétrico do fóton e que será chamado de “fotino” ou “gaugino”.

Agora que já temos a versão supersimétrica do Lagrangeano de Maxwell, o próximo

passo é explorar como supersimetrizar o termo que quebra a simetria de Lorentz. Isto

será feito no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Extensão Supersimétrica da
Eletrodinâmica de
Carroll-Field-Jackiw

Uma primeira proposta para incorporar supersimetria em modelos com quebra de Lo-

rentz encontra-se no trabalho de V.Kostelecký e M.Berger [35]. O objetivo dos autores

foi investigar se as propriedades dos modelos supersimétricos poderiam ser mantidas ape-

sar da quebra da simetria de Lorentz. Seguindo uma sugestão original de Colladay [5],

introduziram um tensor kµν real, simétrico e sem traço, que foi utilizado para modificar

convenientemente a álgebra da supersimetria e as derivadas covariantes supersimétricas,

acrescentando uma nova carga central, do tipo kµν∂
ν . Assim, pôde-se mostrar que é

posśıvel construir uma teoria com campos de matéria e invariante sob supersimetria mo-

dificada, mas que quebra a simetria de Lorentz .

Em 2003, os autores do trabalho da referência [34], motivados por um enfoque dife-

rente, propuseram um modelo no setor de gauge que evita a necessidade de modificar a
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álgebra da supersimetria, mas que incorpora a violação da simetria de Lorentz em um

modelo que é originalmente supersimétrico.

A extensão supersimétrica para o termo de Chern-Simons que viola a simetria de

Lorentz é escrita no superespaço sob a forma:

SQL =

∫
d4x d4θ{Wα(DαV )S + W̄α̇(D̄α̇V )S̄}, (3.1)

onde Wα é o field strengh supersimétrico, V é o supercampo vetorial no calibre de

Wess-Zumino e S é o supercampo de fundo que realiza a violação da simetria de Lorentz.

O supercampo de fundo é escolhido como sendo quiral (D̄α̇S = 0). Isto permite estabelecer

que o campo componente de S com spin s = 1
2

é o que tem spin mais alto e que tem como

parceiro um campo escalar sem dimensão. Assim, a expansão do supercampo para S em

campos de fundo componentes é como segue:

S(y, θ) = s(y) +
√

2θψ(y) + θ2F (y), (3.2)

onde se adotou as coordenadas left do super-espaço.

Utilizando o sistema left, encontramos a expanssão de Wα(DαV ) :

Wα(DαV ) =(λσµθ̄)Aµ + 2(λθ)(θ̄λ̄) + θ2λλ+ 2(λθ)θ2D + θ̄2(λσµνθ)Fµν−

iθ̄2θ2(λσµ∂µλ̄) + 2(θσµθ̄)AµD + 4θ2θ̄λ̄D + 2(θλ)θ̄2D+

4θ2θ̄2D2 + θ̄2(θσµνθ)Fµν︸ ︷︷ ︸
∝ tr(σµν) = 0

+εαβ(σµν) ρ
β θρFµνσ

κ
αα̇θ̄

α̇Aκ

εαβ(σµν) ρ
β θρFµν(2θαθ̄λ̄)︸ ︷︷ ︸
∝ tr(σµν) = 0

+ εαβ(σµν) ρ
β θρFµν(2θαθ̄

2D)︸ ︷︷ ︸
∝ tr(σµν) = 0

+

εαβ(σµν) ρ
β θρFµν θ̄

2(σαβ)
κ

α θκFαβ︸ ︷︷ ︸
...(1)

+εαβ(σµν) ρ
β θρFµν θ̄

2λα. (3.3)
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É preciso trabalhar um pouco o termo (1) da equação (3.3)

(1) = εαβ(σµν) ρ
β θρFµν θ̄

2(σαβ)
κ

α θκFαβ

=
1

2
εαβερκ(σ

µν) ρ
β (σαβ)

κ

α θ
2θ̄2FµνFαβ

=− 1

2
tr(σµνσαβ)θ2θ̄2FµνFαβ

[utilizando a identidade :

tr(σµνσαβ) =
1

2
(ηµαηνβ − ηµβηνα) +

i

2
εµναβ]

=− θ2θ̄2

(
1

2
FµνF

µν +
i

4
Fµνε

µναβFαβ

)
.

Finalmente, a componente de maior ordem de Wα(DαV )S no sistema left é:

Wα(DαV )S|θ2θ̄2 =4sD2 − 2is(λσµ∂µλ̄)− s

2
FµνF

µν − i

4
sFµνε

µναβFαβ

− 2
√

2(λψ)D −
√

2(λσµνψ)Fµν + λλF. (3.4)

Tomando o conjugado Hermitiano, chegamos a:

W̄α(D̄α̇V )S̄
∣∣
θ2θ̄2

=4s∗D2 − 2is∗(λ̄σ̄µ∂µλ)− s∗

2
FµνF

µν +
i

4
s∗Fµνε

µναβFαβ

− 2
√

2(λ̄ψ̄)D +
√

2(λ̄ ¯σµνψ̄)Fµν + λ̄λ̄F ∗. (3.5)

Logo, a expressão em campos componentes referente à ação (3.1) assume a forma:

SEM + SQL =

∫
d4x

[
−
[

1

4
+

(s+ s∗)

2

]
FµνF

µν+

i

2
∂µ(s− s∗)εµαβνFαβAν + [2 + 4(s+ s∗)]D2

− (
1

2
+ 2s)iλσµ∂µλ̄− (

1

2
+ 2s∗)iλ̄σ̄µ∂µλ

−
√

2λσµνψFµν +
√

2λ̄σ̄µνψ̄Fµν

+λλF + λ̄λ̄F ∗ − 2
√

2λψD − 2
√

2λ̄ψ̄D
]
.
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Como podemos ver, a Eletrodinâmica de Carroll-Field-Jackiw é reproduzida, fixando-

se convenientemente a componente bosônica do supercampo como segue:

(s+ s∗) = 0 e (s− s∗) =
i

2
vµx

µ (3.6)

Assim, o quadrivetor constante, vµ, que realiza a quebra da simetria de Lorentz no modelo

clássico é acomodado dentro do supercampo de fundo e se obtém do gradiente da parte

imaginária de campo s. A supersimetria, então, fixa que o vetor de fundo vµ seja neces-

sariamente dado pelo gradiente de uma função escalar, o que assegura a invariância de

gauge do termo que viola a simetria de Lorentz. Por outro lado, se fixamos a componente

fermiônica, ψ, do supercampo de fundo como uma constante sob transformações ativas,

obtemos uma nova forma de quebrar a simetria de Lorentz. Este fato é uma consequência

exclusiva da presença de supersimetria.

Agora que o supercampo de fundo está fixado, podemos eliminar o campo auxiliarD do

setor de gauge. Utilizando as equações de movimento encontramos que o campo auxiliar

verifica D =
√

2λψ +
√

2λ̄ψ̄ =
√

2Λ̄Ψ. Substituindo esta expresão na ação, reescrevendo

todo em 4-componentes e utilizando os rearranjamentos de Fierz na expresão (Λ̄Ψ)(Ψ̄Λ)

chegamos à expressão:

S =

∫
d4x

{
−1

4
FµνF

µν − 1

4
vµε

µναβFαβAν −
i

2
Λ̄γµ∂µΛ + [Re(F ) +

1

4
Ψ̄Ψ]Λ̄Λ−

i[Im(F ) +
i

4
Ψ̄γ5Ψ]Λ̄γ5Λ− 1

4
[vµ + Ψ̄γµγ5Ψ]Λ̄γµγ5Λ +

√
2Λ̄σµνγ5ΨFµν

}
(3.7)

Os bilineares fermiônicos que aparecem na ação como consequência dos rearranjamentos

41



de Fierz são chamados de condensados fermiônicos e são denotados por:

$ =Ψ̄Ψ

τ =Ψ̄γ5Ψ

Bµ =Ψ̄γµγ5Ψ

Neste breve caṕıtulo, a nossa tarefa consistiu em preparar a base para a discussão à

qual procederemos no Caṕıtulo 4, onde resolvemos uma questão que consta em aberto na

literatura da área. Aqui, fixamos a ação que introduz o desvio da simetria de Lorentz em

conexão com a supersimetria e compreendemos como a quebra da simetria relativ́ıstica

interfere na mistura fóton-fotino, que será o foco de nosso estudo no caṕıtulo que se segue.
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Caṕıtulo 4

O Espectro do Dublete Fóton-Fotino
com Violação da Simetria de Lorentz

No caṕıtulo anterior, encontramos a expressão em campos componentes para a ação

supersimetrizada de Carroll-Field-Jackiw. Também, fixamos o valor do supercampo de

fundo na configuração de mı́nima energia como dado abaixo:

S = {s =
i

4
xµv

µ, ψ = ψ0, F = F0}, (4.1)

onde ψ0 e F0 são configurações constantes no espaço-tempo.

As transformações de SUSY para esta configuração do campo S são :

δsusys =
√

2ξψ

δsusyψ =i
√

2σµξ̄∂µs+
√

2ξF

δsusyF =i
√

2ξ̄σ̄∂µψ.

(4.2)

Assim δsusyS 6= S, o que evidencia que o supercampo de fundo quebra a supersimetria.
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A questão sobre a qual nos deteremos consiste em desenvolver um procedimento ope-

ratorial, baseado na teoria de grupos em superspaço, para derivarmos o espectro de ex-

citações do sistema fóton-fotino devido ao fundo que viola a simetria de Lorentz. Esta é

uma contribuição à literatura da área.

Para encontrar o espectro de massa para o fóton e o fotino, o primeiro passo é calcular

o propagador do sistema. Com tal propósito, expressamos o Lagrangeano em forma

matricial:

L =
1

2
ΦtOΦ =

1

2

(
Λ̄a Aµ

)( Jab Laν

Mµb Nµν

)(
Λb

Aν

)
. (4.3)

Onde

Laν = 2
√

2(γµνγ5)abΨ∂µ

Mµb = 2
√

2Ψ̄(γνµγ5)ab∂ν

Jab = −i(γµ∂µ)ab + 2(Re +
1

4
Ψ̄Ψ)I−

2i(Im(F ) + i
1

4
Ψ̄γ5Ψ)γab5 −

1

2

(
vµ + Ψ̄γµγ5Ψ

)
(γµγ5)ab

Nµν = �θµν − vρερλµν∂λ −
1

α
�ωµν (4.4)

α é o parâmetro introduzido para a fixação do calibre. Assim o propagador é basicamente

o inverso do operador de onda O da expressão (4.2). O seu inverso é escrito como segue

abaixo:

O−1 =

(
X Y
W Z

)
, (4.5)
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com

X = (J − LN−1M)−1

Y = J−1LW

W = −N−1MX

Z = (N −MJ−1L)−1 (4.6)

Para observar de que forma os termos que dependem das componentes do supercampo de

fundo (isto é, F, vµ e os condensados fermiônicos) afetam as massas do fóton e o fotino,

é preciso encontrar os denominadores das submatrizes X e Z, que correspondem aos pro-

pagadores bosônico e fermiônico, respectivamente. Estes denominadores permitirão que

encontremos os pólos dos propagadores que associamos às excitações f́ısicas que o fóton e

o fotino descrevem.

Alem disso, já que o férmion ψ e F são os legados exclusivos da supersimetria, pode-

mos considerar o caso particular vµ = 0 se quisermos compreender o papel exclusivo dos

condensados fermiônicos e do campo-F na quebra da simetria de Lorentz.

4.1 O Propagador Bosônico

O nosso objetivo é encontrar

< AµAν >= (N −MJ−1L)−1
µν . (4.7)
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O primeiro passo é calcular a inversa da matriz J. Para isto, vamos a separá-la em uma

parte fermiônica e outra não fermiônica:

J =A+B

J =A(1 + A−1B),

onde A e B são, respetivamente:

A =− iP + 2Re(F )14×4 − 2iIm(F )γ5,

B =
1

2
(Ψ̄Ψ)14×4 +

1

2
(Ψ̄γ5Ψ)γ5 −

1

2
(Ψ̄γµγ5Ψ)(γµγ5) = −2ΨΨ̄.

Já que a matriz B é constrúıda a partir de bilineares fermiônicos e o espinor é dado em

números grassmannianos, além de ser do tipo Majorana, então termos com potências de

B maiores do que 2 são automaticamente nulos, consequência da anti-comutatividade das

componentes Ψα. Usando este fato, o procedimento para inversão da matriz J é descrito

em seguida:

J−1 =(1 + A−1B)−1A−1

=(1− A−1B + (A−1B)2 +O[B3])A−1

=(1− A−1B + (A−1B)2)A−1

=A−1 − A−1BA−1 + (A−1B)2A−1

A inversão da matriz A é longa, mas não complicada, e sua expressão é:

A−1 =

(
i

4|F |2 + �

)
P +

(
2Re(F )

4|F |2 + �

)
14×4 +

(
2iIm(F )

4|F |2 + �

)
γ5 (4.8)
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Por outro lado, vemos que a matriz (A−1B)2 é proporcional a $2:

(A−1B)2 =(A−1B)(A−1B)

=4A−1ΨΨ̄A−1ΨΨ̄

=4A−1(Ψ̄A−1Ψ)ΨΨ̄

=4A−1(fact(1)$ + fact(2)τ)(−1

4
$I − 1

4
τγ5 +Bµγ

µγ5)

= ∝ $2. (4.9)

Então no cálculo de M(J)−1L, temos que fazer o seguinte produto

M([A−1B]2A−1)L = $2M(Matriz)L

= $2(Ψα[Matriz
′
]αβΨβ) = (Ψ̄Ψ)(Ψ̄Ψ)(Ψα[Matriz

′
]αβΨβ)

= 0.

Com tudo isto, a expressão de M(J)−1L fica

M(J)−1L = M(A−1 − A−1BA−1)L . (4.10)

A expressão para M (A−1BA−1)L é:

M (A−1BA−1)L =− 2Ψ̄{(∂µ − γµP )γ5(A−1BA−1)(∂ν − γνP )γ5}Ψ

=4
[
Ψ̄(∂µ − γµP )γ5A

−1Ψ
] [

Ψ̄A−1(∂ν − γνP )γ5Ψ
]

=
4

(� + 4|F |2)2
(−i∂µ(B.∂) + i�Bµ)(−i(B.∂)∂ν + i�Bν)

=
4

(� + 4|F |2)2
(−$2�∂µ∂ν + �∂µBν(B.∂) + �∂µBν(B.∂)−�2BµBν)
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Finalmente, a expresão para M(A−1BA−1)L é:

M(A−1BA−1)L = −4
$2�2

(4|F |2 + �)2
θ , (4.11)

onde θ = θµν é o projetor vetorial transverso.

Por outro lado, temos que M(A−1)L é igual a:

M(A−1)L =
1

(4|F |2) + �)
×M [iP + Re(F ) + 2iIm(F )γ5]L

=
1

(4|F |2 + �)
× [i(MPL) + Re(F )(M1L) + 2iIm(F )(Mγ5L)]

Agora, usando as seguintes relações (encontradas no Apêndice 2) :

M(1)L = 2$�θµν

M(P )L = 2i�Ωµν Ωµν = εµναβBα∂β

M(γ5)L = 2τ�θµν temos :

=
1

(4|F |2 + �)
× [−2�Ω + 4{$Re(F ) + iτ Im(F )}�θ].

Com tudo isto, a expressão para M(J−1)L vem dada por

M(J−1)L =
−2�Ω

(4|F |2 + �)
+ 4
{$Re(F ) + iτ Im(F )}

(4|F |2 + �)
�θ + 4

$2�2θ

(4|F |2 + �)2
(4.12)

Agora, lembrando que vµ = 0, N fica:

Npart = �θ − �
α
ω

Então, o propagador bosônico é o inverso do seguinte operador

< AµAν >=

(
�[1− E1 − E2]θ + E3�Ω− �

α
ω

)−1

µν

, (4.13)
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Onde

E1 =
4{$Re(F ) + iτ Im(F )}

4|F |2 + �

E2 =
4$2�

(4|F |2 + �)2

E3 =
2

(4|F |2 + �)
.

Os operadores {θ , ω , Ω} formam uma álgebra fechada simples (Apêndice A). Logo, se

expandirmos:

< AµAν >= x1θµν + x2ωµν + x3Ωµν , (4.14)

obtemos o seguinte sistema linear:

x1E3 =− x3(1− E1 − E2)

x2 =− α

�

1 =x1�(1− E1 − E2) + 2x3E3�
2$2

A solução deste sistema é dada por:

x1 =
1− E1 − E2

(1− E1 − E2)2 − 2E2
3$

2�

x2 =− α

�

x3 =
−E3

(1− E1 − E2)2 − 2E2
3$

2�
. (4.15)

Agora analisaremos o denominador do propagador do fóton:
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∆ =(1− E1 − E2)2 − 2E2
3$

2�

=1 + 16
[Re(F )$ + iIm(F )(F )τ ]2

(� + 4|F |2)2
− 8

[Re(F )$ + iIm(F )τ ]

(� + 4|F |2)
− 16

$2�
(� + 4|F |2)

=
�2 + �(8|F |2 + 8m2

1 − 16$2) + (16|F |4 + 16|F |2$2 − 32|F |2m2
1)

(� + 4|F |2)2

[ onde m2
1 = Re(F )$ + iIm(F )τ ]

=
(�− x1)(�− x2)

(� + 4|F |2)2
, que no espaço dos momentos é:

=
(k2 + x1)(k2 + x2)

(4|F |2 − k2)2
. (4.16)

Assim, o denominador do propagador fica (k2 + x1)(k2 + x2) onde a ráızes são dadas por

x1,2 =8$2 − 4|F |2 − 4m2
1 ±

√
−32$2|F |2. (4.17)

Para evitar termos pólos sem sentido f́ısico, é preciso que o valor do condensado

fermiônico$ (e portanto τ) seja nulo. A relação existente entre os condensados fermiônicos

só deixa duas possibilidades para o condensado fermiônico Bµ = (Ψ̄γµγ5Ψ): pode ser um

vetor tipo-luz ou é identicamente nulo.

Se Bµ 6= 0 o propagador fica:

< Aµ(k)Aν(k) >= − 1

k2
θµν +

α

k2
ωµν +

1

k2(k2 − 4|F |2)
Ωµν , (4.18)

o que nos dá um pólo não trivial para k2 = 4|F |2.

Se Bµ = 0, o propagador fica

< Aµ(k)Aν(k) >= − 1

k2
θµν +

α

k2
ωµν , (4.19)

50



onde só temos a excitação de massa nula.

4.2 O Propagador Fermiônico

O propagador fermiônico é lido a partir de:

< ΛaΛb >= (J − LN−1M)−1. (4.20)

Do mesmo modo como procedemos para o cálculo do propagador bosônico, temos que

encontrar uma expressão para LN−1M :

LN−1M =(2
√

2γρµγ5Ψ̄∂ρ)(N
−1
µν )(2

√
2γλνγ5Ψ̄∂λ) ... aqui γµν =

i

4
[γµ, γν ]

=− 1

2
[P, γµ]γ5(ΨΨ̄)[P, γν ]γ5N

−1
µν .

Para o caso que estamos considerando, vµ = 0, temos

N−1
µν =

1

�
θµν −

α

�
ωµν

=
1

�
ηµν −

(1 + α)

�
ωµν .

É imediato notar qua a parte longitudinal não contribui ao cálculo:

[P, γµ](Matriz)[P, γν ]ωµν = [P, γµ](Matriz)[P, γν ]
∂µ∂ν
�

=
1

�
[P, P ](Matriz)[P, P ]

= 0.
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Então,

LN−1M =− 1

2
[P, γµ]γ5(ΨΨ̄)[P, γν ]γ5

ηµν
�

= −2(∂µ − Pγµ)γ5(−$
4
I − τ

4
γ5 +

1

4
\Bγ5)(∂ν − Pγν)ηµν

�
γ5

= −2(∂µ − Pγµ)(−$
4
I − τ

4
γ5 −

1

4
\Bγ5)(∂µ − Pγµ)

1

�

[ mas

(∂µ − Pγµ)(∂µ − Pγµ) = −3�I

(∂µ − Pγµ)γ5(∂µ − Pγµ) = −3�γ5

(∂µ − Pγµ)γκ(∂µ − Pγµ) = 4∂κP −�γκ ]

= −3

2
$I − 3

2
τγ5 + 2

B.∂

�
Pγ5 −

1

2
\Bγ5.

Consequentemente,

J − LN−1M =− iP + 2[Re(F ) +
1

4
$]I − 2i[Im(F ) +

i

4
τ ]γ5 −

1

2
\Bγ5+

3

2
$I +

3

2
τγ5 − 2

B.∂

�
Pγ5 +

1

2
\Bγ5

=− iP + 2[Re(F ) +$]I − 2i[Im(F ) + iτ ]γ5 − 2
B.∂

�
Pγ5.

A inversão agora não é dif́ıcil e, finalmente, o propagador fermiônico assume a forma:

< ΛaΛb >= z11ab + z2Pab + z3(γ5)ab + z4(Pγ5)ab (4.21)
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onde

z1 =
2(Re +$)

∆F

z2 =
i

∆F

z3 =
2i(Im + iτ)

∆F

z4 =
2(B.∂)

�∆F

∆F = 4|F |2 + � + 8m2
1 + 12$2.

Mas, por consistência com os resultados achados para o propagador bosônico temos

que fazer $ = τ = 0. Isto reduz significativamente as expressões para os coeficientes do

propagador fermiônico.

Para o caso Bµ 6= 0, temos:

< ΛA(k)ΛB(k) >= −2Re(F )1AB
k2 − 4|F |2

− iPAB
k2 − 4|F |2

− 2iIm(F )γ5AB

k2 − 4|F |2
− 2iBµk

µ(Pγ5)AB
k2(k2 − 4|F |2)

.

(4.22)

Para o caso Bµ = 0, temos:

< ΛA(k)ΛB(k) >= −2Re(F )1AB
k2 − 4|F |2

− iPAB
k2 − 4|F |2

− 2iIm(F )γ5AB

k2 − 4|F |2
. (4.23)

Finalmente, podemos comparar os resultados obtidos neste capitulo.

Caso 1 : O caso trivial

O supercampo de fundo é identicamente nulo, S = {0, 0, 0}. Isto corresponde à ação de

Maxwell supersimetrizada, não existe quebra da simetria de Lorentz. O fóton e o fotino
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têm pólos em k2 = 0 e são degenerados.

Caso 2 : O caso geral

O supercampo de fundo é fixado, S = { i
4
xµv

µ,Ψ = Ψ0, F = F0}. Neste caso, existe quebra

da simetria de Lorentz que é realizada pela componente bosônica e pela componente

espinorial de S. Como desejamos compreender exclusivamente o papel dos parceiros

supersimétricos (vµ já vem sendo estudado na literatura), contemplamos duas situações:

Caso 3: Caso particular 1

O supercampo de fundo é fixado, S = {0,Ψ = Ψ0, F = F0}. Neste caso, existe quebra da

simetria de Lorentz que é realizada pela componente espinorial de S. O fóton tem pólos

em k2 = 0 e k2 = 4|F |2, o mesmo acontece para o fotino. Apesar da violação o fóton e o

fotino continuam com o mesmo espectro.

Importante: O fundo fermiônico ψ0, através de seus condensados, não desloca os

pólos dos propagadores do fóton e fotino. A massa não trivial depende apenas de |F |.

Entretanto, se tomarmos ψ0 = 0, o pólo k2 = 4|F |2 do fóton desaparece, restando apenas

o pólo k2 = 4|F |2 do fotino, como se deve ocorrer se há quebra espontânea de SUSY.

Caso 4: Caso particular 2

O supercampo de fundo é fixado, S = {0,Ψ = 0, F = F0}. Neste caso, não existe quebra

da simetria de Lorentz. Existe um splitting de massas entre o fóton e o fotino. O fóton

tem um polo em |k|2 = 0 e o fotino tem pólo em |k|2 = 4|F |2. É manifesta a quebra da

54



supersimetria pelo termo-F.

Conclúımos este caṕıtulo com uma clara visão sobre o papel dos condensados fermiônicos

no problema da violação da simetria de Lorentz em cenários dominados pela supersime-

tria.
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Caṕıtulo 5

Considerações Finais e Futuros
Encaminhamentos

O propósito central deste trabalho de Dissertação foi o estudo da mistura fóton-fotino

e do espectro de excitações deste sistema em um modelo com violação da simetria de

Lorentz, mas com presença de uma supersimetria que pode ter havido e ter sido quebrada

em uma escala superior ou na faixa da escala onde se detecta a violação da simetria de

Lorentz. Os traços remanescentes de uma supersimetria, e que chegam até a escala onde

o desvio da simetria de Lorentz é percebido, consistem, em nossa descrição, do conteúdo

do supercampo quiral, S, que traz consigo o pré-potencial, s, do vetor de fundo, vµ, e seus

parceiros, Ψ e F .

A nossa concepção é que a supersimetria possa ter sido quebrada em uma escala acima

da região onde se dá a quebra da simetria de Lorentz, por algum mecanismo, que não

cogitamos aqui, relacionado ao chamado setor escondido da Supergravidade. A herança

desta época supersimétrica está no supercampo S. Apesar de ter ocorrido a quebra da

supersimetria, é sempre mais oportuno manter a formulação de superespaço e supercam-

pos, que nos viabilizam o cálculo tensorial adequado para o tratamento das questões que
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estudamos.

Como consideramos que a violação da simetria de Lorentz seja mais viśıvel em uma escala

mais próxima da escala de cordas, algo como entre 1016 e 1019 Gev, então propomos que

a supersimetria também seja quebrada nesta faixa.

De nossa simples análise das transformações de supersimetria sobre os campos de

fundo componentes de S, fica claro que, sempre que o fundo for tal que a simetria de

Lorentz é violada, então a supersimetria é também quebrada já que este fundo, S, não

permanece invariante sob transformações de supersimetria:

δsusyS 6= S,

o que manifesta o fato de que o fundo propicia uma quebra expĺıcita da supersimetria.

O nosso ponto-de-vista é compreender como os posśıveis parceiros supersimétricos do vµ

(o ψ e o F ) interferem na violação da simetria de Lorentz e na eventual separação das

massas do fóton e fotino. Por esta razão, apagamos o vetor de fundo vµ e atribúımos a

violação da simetria de Lorentz ao seu parceiro fermiônico. Sendo um espinor de Majo-

rana, consideramos os posśıveis condensados que se podem formar (Ψ̄Ψ, Ψ̄γ5Ψ e Ψ̄γµγ5Ψ)

e estudamos os seus efeitos, como discutido no Caṕıtulo 4. Temos, sim, uma discussão

parcial, que não contempla o máximo que possa ter sido herdado da supersimetria, já que

desligamos os efeitos do vµ para seguir puramente o papel do Ψ e do F.

Permanece a ser estudado, e este será o próximo passo, comtemplar o efeito conjunto

de todo o background, vµ, Ψ e F . As dificuldades técnicas são bem maiores, por isto

deixamos este estudo para uma segunda etapa. Mas, compreendemos a este ponto, que a
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formação dos condensados fermiônicos pode induzir a formação de excitações não-f́ısicas.

O condensado Ψ̄γµγ5Ψ, sendo do tipo-luz, resulta ser o caso mais interessante no caso em

que o background vµ é trivial.

Outra questão programada para investigação é a relação entre a violação da simetria de

Lorentz realizada pela condensação do vetor, ao qual a literatura se refere como kFµνκλ

[36],[37],[38],[39], em conexão com a supersimetria. Os estudos desta Dissertação forne-

cem o ferramental tensorial e as bases operatoriais para o que se pretende discutir, a

seguir, em relação à quebra da simetria de Lorentz por fundos tensoriais, como o kFµνκλ.
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Apêndice A

A.1 Transformações de Lorentz

A partir de 2 exemplos simples (Figuras 1 e 2) mostraremos a não equivalência entre os

dois tipos de Transformações de Lorentz em presença de um campo de fundo.

Para os 2 exemplos os campos f́ısicos de nosso sistema estão simbolizados pelo vetor T .

A.2 Caso 1: Vácuo trivial (Figura 1)

Neste caso a transformação de Lorentz passiva está representada por uma rotação de

90 graus no sentido anti-horário do sistema de referência (x, y) tendo como resultado o

sistema transformado (x
′
, y

′
). Por outro lado a transformação de Lorentz ativa está repre-

sentada pela rotação de 90 graus no sentido horário do campo T até levá-lo à configuração

final T
′
.

Como se pode observar a configuração final para as duas transformações é a mesma e

podemos dizer que são equivalentes.
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A.3 Caso 2: Vácuo não trivial (Figura 2)

Neste caso nosso sistema está localizado em uma região onde existe um campo de fundo,

representado no gráfico pelo conjunto de vetores F . Se fazemos uma transformação de

Lorentz passiva (uma rotação do sistema de referência (x, y) para o sistema (x
′
, y

′
) ), o

ângulo relativo entre o campo T e o campo de fundo F permanece invariante. Por outro

lado ao fazer uma transformação de Lorentz ativa, isto é, se rotacionamos o campo T

ate T
′
, o ângulo relativo entre T

′
e o campo de fundo F é diferente do ângulo relativo

inicial. Assim a configuração final de uma transformação de Lorentz ativa em presença de

um campo de fundo é fisicamente diferente da configuração final de uma transformação

passiva, portanto, a equivalência entre as duas é quebrada.
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Apêndice B

B.1 Espinores

Denotamos a componente de um espinor na representação (1
2
, 0) como ψα e um spinor na

representação (0, 1
2
) como ψ̄α̇.

(ψα)† = ψ̄α̇ (ψα)† = ψ̄α̇ (B.1)

ψα = εαβψβ ψα = εαβψ
β

ψ̄α = εαβψβ ψ̄α = ε̄αβψ̄
β (B.2)
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B.2 Convenções para a adição e conjugação Hermi-

teana

ψξ = ψαξα = −ξαψα = ξαψ
α = ξψ

ψ̄ξ̄ = ψ̄α̇ξ̄
α̇ = −ξ̄α̇ψ̄α̇ = ξ̄α̇ψ̄

α̇ = ξ̄ψ̄

ψσµξ̄ = ψα(σµ)αα̇ξ̄
α̇

ψ̄(σ̄µ)ξ = ψ̄α̇(σ̄µ)αα̇ξα

(ψξ)† = ξ̄ψ̄ = ψ̄ξ̄

(ψσµξ̄)† = ξσµψ̄ = −ψ̄σ̄µξ

(ψσµνξ)† = ξ̄σ̄µνψ̄

(ξσµνψ) = −(ψσµνξ) (B.3)

B.3 Relações para a “métrica” espinorial

εαβ =

(
0 −1
1 0

)
= (εαβ)−1

εαβ =

(
0 1
−1 0

)
= (εαβ)t (B.4)

εα̇β̇ =

(
0 1
−1 0

)
:= ε̄

εα̇β̇ =

(
0 −1
1 0

)
:= ε̄−1 (B.5)

εαβ ε
γρ = δραδ

γ
β − δ

ρ
αδ

γ
β

εα̇β̇ ε
γ̇ρ̇ = δρ̇α̇δ

γ̇

β̇
− δγ̇α̇δ

ρ̇

β̇
(B.6)

63



B.4 Relações para variáveis grassmannianas

θαθβ = −1

2
εαβ(θ)2

θαθβ =
1

2
εαβ(θ)2

θ̄α̇θ̄β̇ =
1

2
εα̇β̇(θ̄)2

θ̄α̇θ̄β̇ = −1

2
εα̇β̇(θ̄)2 (B.7)

(θφ)(θψ) = −1

2
(φψ)(θ)2 (B.8)

B.5 Relações entre as matrizes sigma

σµ := (1, ~σ) = (σ0, σi) (B.9)

onde

σ1 =

(
0 1
−1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(B.10)

A estrutura de ı́ndices espinoriais das matrizes σµ é:

σµ = (σµ)αα̇ (B.11)

(σ̄µ)α̇α = εαβ εα̇β̇σµ
ββ̇

(σµ)αα̇ = εαβ εα̇β̇ (σ̄µ)ββ̇ (B.12)

σµν =
i

4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ)

σ̄µν =
i

4
(σ̄µσν − σ̄νσµ)

σµν † = σ̄µν (B.13)
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tr(σµσ̄ν) = 2ηµν

tr(σµν) = 0

tr(σµνσαβ) =
1

2
(ηµαηνβ − ηµβηνα) +

i

2
εµναβ

tr(σ̄µν σ̄αβ) =
1

2
(ηµαηνβ − ηµβηνα)− i

2
εµναβ (B.14)

B.6 Condição de realidade

Seja um supercampo V (x, θ, θ̄) :

V (x, θ, θ̄) =C(x) + θχ(x) + θ̄ξ̄ + θ2M(x) + θ̄2N(x)+

(θσµθ̄)Aµ(x) + θ2θ̄λ̄(x) + θ̄2θΨ(x) + θ2θ̄2D(x) (B.15)

então o complexo conjugado fica

V †(x, θ, θ̄) =C∗(x) + θ̄χ̄(x) + θξ + θ̄2M∗(x) + θ2N∗(x)+

(θσµθ̄)A∗µ(x) + θ̄2θλ(x) + θ2θ̄Ψ̄(x) + θ̄2θ2D∗(x) (B.16)

Para que V = V †, é preciso que:

C(x) =C∗(x)

χ(x) =ξ(x)

M(x) =N∗(x)

Aµ(x) =A∗µ(x)

Ψ(x) =λ(x) (B.17)

Logo, a expressão para o campo vetorial é a seguinte:
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V (x, θ, θ̄) =C(x) + θξ + θ̄ξ̄ + θ2M(x) + θ̄2M∗(x) + (θσµθ̄)Aµ(x)+

θ2θ̄2Ψ̄ + θ̄2θΨ + θ2θ̄2D(x) (B.18)

Finalmente, nada impede reescrever o supercampo da seguinte forma que é mais con-

veniente para à análise da simetria de calibre:

V (x, θ, θ̄) =C(x) + θξ + θ̄ξ̄ + θ2M(x) + θ̄2M∗(x) + (θσµθ̄)Aµ(x)+

θ2θ̄2[Ψ̄ +
i

2
σ̄∂µξ] + θ̄2θ[Ψ +

i

2
σµ∂ξ̄] + θ2θ̄2[D(x)− 1

4
�C(x)]. (B.19)

B.7 Álgebra para os operadores de spin

θµαθ
α
ν = ωµν , ωµαθ

α
ν = 0, ωµαθ

α
ν = Ωµν ,

θµαω
α
ν = 0, ωµαω

α
ν = ωµν , Ωµαω

α
ν = 0,

Ωµαθ
α
ν = Ωµν , Ωµαω

α
ν = 0, ΩµαΩα

ν = 2$2�θµν , (B.20)

onde

θµν =ηµν − ωµν

ωµν =
∂µ ∂ν
�

Ωµν =εµναβB
α∂β (B.21)
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Apêndice C

C.1 Rearranjamento de Fierz

O conjunto de 16 matrizes

ΓA = {1, γµ,Σµν , γ5, iγ
µγ5} (C.1)

forma uma base para as matrices-4 × 4. Qualquer matriz pode ser expressa como uma

combinação linear das matrizes ΓA:

M =
∑

cAΓA (C.2)

Para encontrar os coeficientes cA basta multiplicar a última expressão por ΓB, onde o

ı́ndice embaixo denota a inversa das matrices Γ :

ΓA = {1, γµ,Σµν , γ5, iγµγ5}. (C.3)

ΓA = (ΓA)−1. (C.4)
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Assim, temos

MΓB =
∑

cAΓAΓB

tr(MΓB) =tr(
∑

cAΓAΓB)

tr(MΓB) =
∑

cAtr(δAB 1) então

cA =
1

4
tr(MΓA)

.

Finalmente,

M =
1

4
tr(MΓA)ΓA . (C.5)

Por exemplo, se Mαβ = ΨαΨ̄β, obtemos:

ΨαΨ̄β =
1

4
ΨγΨ̄δ(ΓA)δγ(Γ

A)αβ

= −1

4
Ψ̄δ(ΓA)δγΨγ(Γ

A)αβ

= −1

4
(Ψ̄ΓAΨ)ΓAαβ

Assim,

ΨΨ̄ = −1

4
(Ψ̄ΓAΨ)ΓA (C.6)

Também podemos trabalhar a expressão

(Ψ̄Mχ)(Θ̄N ξ) =Ψ̄αMαβ χβ Θ̄γ Nγδ ξδ

= (Ψ̄αξδ)Mαβ χβ Θ̄γ Nγδ

=
1

4

[
Ψ̄κξλ(ΓA)λκ

]
ΓAδαMαβ χβ Θ̄γ Nγδ

= −1

4
(Ψ̄κ(ΓA)λκξλ)(−Θ̄γ Nγδ ΓAδαMαβ χβ).
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Com esta última manipulação, estamos prontos para deduzir as relações de ortogonalidade

para os condensados fermiônicos :

(Ψ̄Mχ)(Θ̄Nξ) = −1

4
(Ψ̄ΓAξ)(Θ̄N ΓAM χ) (C.7)

Se Ψ é um espinor de Majorana temos

Ψ = Ψc = CΨ̄t e Ψ̄ = −ΨtC−1, (C.8)

Onde C é a matriz de conjugação de carga, que tem as seguintes propriedades:

C = iγ0γ2

C−1 = Ct = C†

CγµtC−1 = −γµ

Cγt5C
−1 = γ5

C[γµ, γν ]tC−1 = C[γνtγµt − γµtγνt]C−1

= (CγνtC−1)(CγµtC−1)− (CγµtC−1)(CγνtC−1)

= γνγµ − γµγν = −[γµ, γν ].
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Ψ̄Ψ = $

(Ψ̄γµΨ)t = −ΨtγµtΨ̄t

= (−ΨtC−1)(CγµtC−1)(CΨ̄t)

= −(Ψ̄γµΨ)

(Ψ̄γµΨ) = 0

Ψ̄γ5Ψ = τ

(Ψ̄ΣµνΨ)t = −ΨtΣµνtΨ̄t

= (−ΨtC−1)(CΣµνtC−1)(CΨ̄t)

= −(Ψ̄ΣµνΨ)

(Ψ̄ΣµνΨ) = 0

Ψ̄γµγ5Ψ = Bµ

(Ψ̄Σµνγ5Ψ)t = −Ψtγt5ΣµνtΨ̄t

= (−ΨtC−1)(Cγt5C
−1)(CΣµνtC−1)(CΨ̄t)

= −(Ψ̄γ5ΣµνΨ) = −(Ψ̄Σµνγ5Ψ)

(Ψ̄Σµνγ5Ψ) = 0.

70



Para Ψ = χ = Θ = ξ e M = N = 1, temos

(Ψ̄Ψ)(Ψ̄Ψ) =− 1

4
(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄ΓAΨ)

(mas γµ eΣµνnão contribuem pois Ψ é Majorana)

(Ψ̄Ψ)2 =− 1

4
(Ψ̄Ψ)2 − 1

4
(Ψ̄γ5Ψ)2 +

1

4
(Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ)

5(Ψ̄Ψ)2 =− (Ψ̄γ5Ψ)2 + (Ψ̄γµγ5Ψ)2 ...(∗).

Além disto, se agora Ψ = χ = Θ = ξ e M = N = γ5, temos

(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γ5Ψ) =− 1

4
(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄γ5ΓAγ5Ψ)

(Ψ̄γ5Ψ)2 =− 1

4
(Ψ̄Ψ)2 − 1

4
(Ψ̄γ5Ψ)2 +

1

4
(Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γ5γ

µγ5γ5Ψ)

5(Ψ̄γ5Ψ)2 =− (Ψ̄Ψ)2 − (Ψ̄γµγ5Ψ)2 ...(∗∗)

Somando estas 2 relações :

(Ψ̄γ5Ψ)2 = −(Ψ̄Ψ)2

Lembrando-se que

(Ψ̄γ5Ψ)∗ =Ψ̄γ5Ψ

=Ψ̄γ̄5Ψ

=− Ψ̄γ5Ψ,
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então, Ψ̄γ5Ψ é puramente imaginário.

(Ψ̄Ψ) = (iΨ̄γ5Ψ︸ ︷︷ ︸
real

)2 (C.9)

Levando (Ψ̄γ5Ψ)2 = −(Ψ̄Ψ)2 na expresão (∗) ou (∗∗), chegamos ao resultado importante:

(Ψ̄Ψ)2 = −(Ψ̄γ5Ψ)2 =
1

4
(Ψ̄γµγ5Ψ)2 . (C.10)

Vamos derivar, agora, as relações de ortogonalidade entre os condensados fermiônicos de

Majorana.

1era relação

(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γ5Ψ) =− 1

4
(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄γ5ΓAΨ)

=− 1

4
(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γ5Ψ)− 1

4
(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γ5γ5Ψ)

+
1

4
(Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γ5γ

µγ5Ψ)

=− 1

2
(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γ5Ψ) então

(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γ5Ψ) = 0 . (C.11)
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2da relação

(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) =− 1

4
(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄γµγ5ΓAΨ)

=− 1

4
(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ)− 1

4
(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγ5γ5Ψ)

+
1

4
(Ψ̄γνγ5Ψ)(Ψ̄γµγ5γ

νγ5Ψ)

=− 1

4
(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ)− 1

4
ηνµ(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γνγ5Ψ)

=− 1

2
(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) então

(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) = 0 . (C.12)

3da relação

(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) =− 1

4
(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄γµγ5ΓAγ5Ψ)

=− 1

4
(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5γ5Ψ)− 1

4
(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγ5γ5γ5Ψ)

+
1

4
(Ψ̄γνγ5Ψ)(Ψ̄γµγ5γ

νγ5γ5Ψ)

=− 1

4
(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ)− 1

4
(Ψ̄γνγ5Ψ)(Ψ̄γµγ

νγ5Ψ)

=− 1

4
(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ)− 1

4
ηνµ(Ψ̄γνγ5Ψ)(Ψ̄γ5Ψ)

=− 1

2
(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) então

(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) = 0 . (C.13)
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Além disto,

(Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γνγ5Ψ) =− 1

4
(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄γµγ5ΓAγνγ5Ψ)

=− 1

4
(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5γνγ5Ψ)− 1

4
(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγ5γ5γνγ5Ψ)

+
1

4
(Ψ̄γλγ5Ψ)(Ψ̄γµγ5γ

λγ5γνγ5Ψ)

=
1

4
(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγνΨ)− 1

4
(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγνγ5Ψ)

− 1

4
(Ψ̄γλγ5Ψ)(Ψ̄γµγ

λγνγ5Ψ)

=
1

4
ηµν(Ψ̄Ψ)2 − 1

4
ηµν(Ψ̄γ5Ψ)2

− 1

4

[
ηλν (Ψ̄γµγ5Ψ) + ηλµ(Ψ̄γνγ5Ψ)− ηµν(Ψ̄γλγ5Ψ)

]
=

1

2
ηµν(Ψ̄Ψ)2 − 1

2
(Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γνγ5Ψ) +

1

4
ηµν(Ψ̄γµγ5Ψ)2

3

2
(Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γνγ5Ψ) =

3

2
ηµν(Ψ̄Ψ)2

BµBν = (Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γνγ5Ψ) = ηµν(Ψ̄Ψ)2 = ηµν$2 (C.14)
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C.2 Bilineares fermiônicos de Majorana adicionais

Ψ̄γµγνΨ =
1

2
Ψ̄(2ηµν)Ψ +

1

2
Ψ̄ΣµνΨ

= ηµνΨ̄Ψ = ηµν$

Ψ̄γµPΨ = ∂µ(Ψ̄Ψ) = ∂µ$

Ψ̄γµγνγ5Ψ =
1

2
Ψ̄(2ηµν)γ5Ψ +

1

2
Ψ̄Σµνγ5Ψ

= ηµν(Ψ̄γ5Ψ) = ηµντ

Ψ̄γµPγ5Ψ = ∂µτ

Ψ̄γµγνγκΨ = Ψ̄(ηµνγκ + ηνκγµ − ηµκγν − iεαµνκγαγ5)Ψ

= −iεαµνκ(Ψ̄γ5Ψ) = −iεαµνκBα

= −iεµνακBα

Ψ̄γµγνPΨ = −iεµνακBα∂κ

= −iΩµν

Ψ̄γµγνγκγ5Ψ = Ψ̄(ηµνγκγ5 + ηνκγµγ5 − ηµκγνγ5 − iεαµνκγα)Ψ

= ηµν(Ψ̄γκγ5Ψ) + ηνκ(Ψ̄γµγ5Ψ)− ηµκ(Ψ̄γνγ5Ψ)

= ηµνBκ + ηνκBµ − ηµκBν

Ψ̄γµγνPγ5Ψ = (B.∂)ηµν + ∂νBµ − ∂µBν

Ψ̄γµγν\Bγ5Ψ = ηµνBκBκ + ηνκBµBκ − ηµκBνBκ = 4ηµν$2 + ηνκ$2δµκ − ηµκ$2δνκ

= 4ηµν$2
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C.3 Convenções e propriedades das matrizes gama

γ5 =

(
−1 0
0 1

)
γµ =

(
0 σµ

σ̃µ 0

)
(C.15)

Σµν = γµν =
i

4
[γµγν ] (C.16)

C.4 Relações utilizadas na derivação do propagador

bosônico

Se a Matriz = 1

M(1)L = −2Ψ̄(∂µ − γµP )(∂ν − γνP )Ψ

= −2Ψ̄(∂µ∂ν + ∂νγµP − ∂µγνP −�γµγν)Ψ

= −2∂µ∂ν(Ψ̄Ψ)− 2∂ν(Ψ̄γµPΨ) + 2∂µ(Ψ̄γνPΨ) + 2�(Ψ̄γµγνΨ)

= −2(∂µ∂ν$ −�ηµν$)

M(1)L = 2$�θµν

Se a Matriz = γ5

M(γ5)L = −2Ψ̄(∂µ − γµP )(∂ν − γνP )γ5Ψ

= −2Ψ̄(∂µ∂νγ5 + ∂νγµPγ5 − ∂µγνPγ5 −�γµγνγ5)Ψ

= −2∂µ∂ν(Ψ̄γ5Ψ)− 2∂ν(Ψ̄γµPγ5Ψ)− 2∂µ(Ψ̄γνPγ5Ψ) + 2�(Ψ̄γµγνγ5Ψ)

= −2(∂µ∂ντ −�ηµντ)

M(γ5)L = 2τ�θµν
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Se a Matriz = P

M(P )L = −2Ψ̄(∂µ − γµP )γ5P (∂ν − γνP )γ5Ψ

= 2Ψ̄(∂µ − γµP )γκ(∂ν − γνP )∂κΨ

= 2Ψ̄(∂µ∂νγκ − 2∂ν∂κγµ − ∂µγκγνP + 2∂κγµγνP − ∂νγµγκP + �γµγκγν)∂κΨ

= −2∂µ∂κ(Ψ̄γ
κγνPΨ) + 4∂κ∂κ(Ψ̄γ

µγνPΨ)− 2∂ν∂κ(Ψ̄γ
µγκPΨ) + 2�∂κ(Ψ̄γ

µγκγνΨ)

= 4i�εµναβBα∂β + 2i�εµκανBα∂κ

M(P )L = 2i�Ωµν
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