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Resumo

As equacoes da Eletrodinamica Cléssica, nao linear de Born-Infeld sao utilizadas para
descrever a carga elétrica em repouso. A solugao encerra, além do campo elétrico, cam-
pos magnéticos regulares, fornecendo, através da interagao entre esses setores, mecanismos
simples e naturais para o entendimento da natureza do spin e da estabilidade da carga
elétrica. Além disso, objetos tipo carga magnética, com intensidade préxima ao monopolo
de Dirac, sao apresentados sem violar a identidade de Bianchi. Adicionalmente, repre-
sentando o eletromagnetismo neutro, o neutrino é acomodado dentro desse modelo e sua

massa ¢ estimada.



Summary

The nonlinear Born-Infeld Classical Electrodynamics equations are used to describe the
electric charge at rest. Regular electric and magnetic fields solutions provide, through the
interaction between those sectors, simple and natural mechanisms for understanding the
nature of the spin and the stability of the electric charge. Furthermore, magnetic charge
type objects, close to the Dirac monopole in strength, are presented without violating the
Bianchi identity. In addition, representing the neutral electromagnetism, the neutrino is

described in this model and its mass is estimated.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

E sabido que uma carga elétrica em repouso gera ao seu redor um campo puramente
elétrico, sendo que uma componente magnética surgird quando ela se mover. Isso é o
que prevé o eletromagnetismo linear de Maxwell. Entretanto, a singularidade do campo
elétrico e sua auto-energia infinita sé sao equacionadas com a introducgao de uma teoria nao
linear. Os artigos de Max Born e Leopold Infeld[1-4], inspirados nos trabalhos pioneiros
de Gustav Mie[8], indicam que a energia, associada ao campo elétrico, totalmente livre
de singularidade, é finita. Sem qualquer modificacao das equacoes de Maxwell, a nao
linearidade, introduzida através das relagoes constitutivas, foi capaz de dar respostas
satisfatorias para o problema da singularidade do campo sobre a carga. Sabe-se que
sobre a particula carregada, os campos sao intensos o bastante para que a natureza nao
poder ser adequadamente descrita por uma teoria linear. A Teoria Eletromagnética de
Maxwell torna-se muito limitada nesse caso, prestando-se apenas a fornecer uma visao
macroscépica do problema. Esse foi o legado deixado por Mie e aprimorado por Born
e Infeld, bem como por outros posteriormente; descrever as propriedades intrinsecas das
particulas carregadas apenas em termos dos seus campos.

A motivacao para este trabalho parte dos seguintes fatos: uma particula carregada,



em repouso, ¢ estavel, pois nao se desintegra devido a repulsao coulombiana, possui mo-
mento de dipolo magnético e momentum angular intrinseco (spin). Esses trés fatos estao
intimamente ligados por uma unica hipotese.

O presente trabalho tem como alvo essas questoes e parte somente dos campos oriundos
da prépria carga elétrica em repouso, sem invocar nenhuma interagao adicional e sem
modificar as equacoes de Maxwell. A semente original repousa na hipdtese basica e

fundamental, aqui levantada, e enunciada da seguinte forma:

“Carga elétrica em repouso pode gerar
campo magnético regular em todo o espaco,

além do seu campo elétrico.”

Com o suporte da Eletrodindmica nao linear de Born-Infeld (EBI) na formulagao
Abeliana, estuda-se como as relagoes constitutivas, juntamente com as equagoes de Maxwell,
sao capazes de gerar campos magnéticos intrinsecos e regulares. Ali repousa a nao lineari-
dade, misturando os setores elétrico e magnético. Numa teoria nao linear como a de B-1, a
permissividade elétrica e a permeabilidade magnética do vacuo, €, e ,, respectivamente,
nao sao mais constantes, mas dependem das componentes do tensor eletromagnético an-
tissimétrico F),,. Ao menos na regiao proxima a carga elétrica, onde o campo elétrico é
muito intenso, o espaco a sua volta, o vacuo, se comporta como um meio material descrito

— — N ~ L. , ,
pelos campos D e H. Estes tém uma relagao nada trivial com o tensor Fj,,. E o vacuo
de Born-Infeld com suas propriedades peculiares. Longe dela, o regime Maxwelliano é
restabelecido.

~ , . . o~ s -

Impoe-se como unica condi¢ao, que o moédulo do campo fundamental ’B ’ < b, sendo

b o campo maximo na Teoria de Born-Infeld. Ele representa o valor limite para qualquer

componente do tensor Fj,,. Essa imposicao pode ser interpretada de maneira diferente e
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pragmatica. O setor elétrico excita o setor magnético, mas o primeiro nao é perturbado
pelo segundo.

Em seguida, so investigadas as interacoes entre os setores elétrico e magnético, bem
como as interagoes dentro do proprio setor magnético e seus efeitos sobre as componentes
do tensor momento-energia, T"”. Levando os resultados desse modelo ao elétron, por ser
uma particula elementar bem estudada e possuir uma boa quantidade de medidas exper-
imentais, obtem-se uma rica descrigao de sua estrutura, consistente com o modelo aqui
desenvolvido e dentro do limite que o regime cléssico pode suportar. O seu momentum
angular intriseco[58, 59], ou seja, seu “spin”, é calculado apenas em termos da interagao da
inducao elétrica D com a inducao magnética §, gerado pela propria carga. Auto-campos
em interacao. E a nao linearidade mostrando os seus efeitos, ou seja, campo elétrico
intenso gerando o setor magnético e esse interagindo com aquele que o gerou. O desvio
¢ menor que 3 % do valor experimental. Trata-se de um éxito para uma teoria cldssica e
uma forma de aferir numericamente os proximos resultados. Por conta dessa afericao, fica
a duvida se o “spin” pode ser inteiramente reduzido a interagoes eletromagnéticas ou se
essa representacao é responsavel apenas por uma parte dele, no caso, quase a totalidade.

Explorando-se a potencialidade do modelo, obtem-se, dos campos da solucao de dipolo
magnético, o campo magnético puramente radial, deixando-se revelar um objeto equiva-
lente a “carga magnética”, de certa forma compativel com o valor proposto por Dirac[23].
Na eletrodinamica classica[33, 44, 50, 60, 61, 62, 63, 71], esses objetos completam a sime-
tria das equagoes de Maxwell, resultando numa divergéncia nao nula para a inducao
magnética, em outras palavras, violando a identidade de Bianchi. Nesse trabalho o campo

—
magnético nao modifica as equagoes de Maxwell. A divergéncia total do campo B continua
nula. Porém, internamente, a componente polar serd a fonte de campo da componente

radial. Dessa interpretagao é extraida a “carga magnética”. Mais uma vez, a nao lin-



earidade mostra seus efeitos exdticos. Nao existe ainda nenhuma evidéncia experimental
desses objetos, embora monopolos magnéticos também estejam presentes em modelos de
Grande Unificacao.

Outro resultado é o mecanismo, simples e natural, que d4 estabilidade a carga elétrica.
A interacao entre os campos ﬁ e § gera pressao suficiente para inverter a tendéncia
repulsiva Coulombiana e torna a carga estavel. Especula-se sobre uma possivel relacao da
estabilidade com o “spin”, resultando em algumas previsoes de cardter mais abrangente.

Finalmente, estende-se o modelo ao caso mais extremo, o eletromagnetismo neutro,
sem carga elétrica, representado pelo neutrino.

A estruturacao geral da tese é descrita a seguir: o Primeiro Capitulo faz uma pe-
quena introducao a eletrodinamica nao linear, incluindo a de Born-Infeld, e o formalismo
canonico. O Segundo Capitulo contém os desenvolvimentos originais para todo o tra-
balho. O Terceiro Capitulo trata de cada problema separadamente. Finalmente, o Quarto
Capitulo faz as consideragoes finais, consolidando as conclusoes parciais e sugerindo os

desdobramentos futuros.

Para nao onerar a leitura, toda a algebra tediosa foi colocada no Apéndice.



Capitulo 2

A ELETRODINAMICA DE
BORN-INFELD (EBI)

Neste capitulo é feita uma breve descrigao histérica do problema das divergéncias
na eletrodinamica classica, incluindo o problema conhecido como “Teoria do Elétron”,
bem como a evolugao da Eletrodinamica de Born-Infeld. De forma suscinta, apresenta-
se a estrutura geral da eletrodinamica nao linear e seu formalismo canonico, incluindo
Eletrodinamica de Born-Infeld. Destaca-se apenas o que é relevante para o desenvolvi-

mento desse trabalho.

2.1 A Teoria do Elétron e a Divergéncia
na Eletrodinamica

A questao da divergéncia no eletromagnetismo levou Born e Infeld, na década de
30, a importante descoberta das equacoes nao lineares, conhecidas como equacoes de
Maxwell-Born-Infeld, ou simplesmente equagoes de Born-Infeld [1-7].

Desde quando a lei de Coulomb foi formulada no século XVIII, ficou evidente que
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a forca elétrica era infinita quando a fonte era representada por cargas do tipo ponto.
Mais adiante, quando Maxwell formulou as leis da eletrodinamica, a energia também
permanecia infinita para esse tipo de representacao da carga. A descoberta do elétron,
no final do século XIX, exigiu a formulacao de modelos que pudessem representé-lo como
objeto finito em dimensdo, dotando-o de uma distribuigdo de carga e energial9]. Os
elétrons eram representados como corpos carregados e muito pequenos que preenchiam
com campos todo o espaco a sua volta. A forca era o resultado da interacao da carga com
o campo e, de acordo com a segunda lei de Newton, o produto da massa pela aceleracao.
Portanto, mediante experimentos, podia ser determinada. Com base nessas hipdteses foi
possivel atribuir-se um tamanho finito para o elétron. Em seguida propos-se que este nao
possuia uma massa do tipo comum as particulas macroscopicas, mas somente massa de
origem eletromagnética. Posteriormente, descobriu-se que essa “massa eletromagnética”
dependia da velocidade. A primeira observacao deste efeito[10, 11, 12, 13], realizado por
Kaufmann em 1906, foi considerada como um grande éxito da teoria. O calculo dessa
massa eletromagnética repousa sobre a hipdtese que esta é rigida e mantém a sua forma
durante o movimento. Entretanto, a hipétese da rigidez absoluta é incompativel com a
teoria da relatividade especial. Adicionalmente teria que haver forcas internas de coesao
para manter unidas as partes do elétron que tenderiam a repelir-se mutuamente. De
acordo com Einstein, essa massa poderia ser obtida calculando-se a energia interna da
carga total reunida no elétron. Esta energia seria proporcional a €?/a, sendo “a” o raio
classico do elétron, pois as forcas de coesao teriam de contribuir também para a energia.
Devido as dificuldades crescentes a idéia da massa eletromagnética foi sendo abandonada.
Com o desenvolvimento da teoria dos quanta, a tendéncia foi supor o elétron como sendo
(13

uma particula sem dimensao, dotada de carga “e” e massa “m”, sem interesse na sua

estrutura interna. Tornava-se embaracoso, no entanto, manter a energia propria do elétron



como sendo proporcional a e?/a. A divergéncia é explicita quando o raio cldssico vai a
zero. Uma maneira de superar essa dificuldade consistiu em banir os termos divergentes da
eletrodinamica. Dirac[24, 25] fez isso em 1938 e 1942, com a modificagao da forga de uma
carga do tipo ponto. Pryce[l14, 15, 16, 17], em 1938[18], redefiniu 0 momento e a energia
eletromagnética . Mas isso nao se mostrou uma solucao para o problema. A razao é que o
raio do elétron tem um significado fisico real. Ele é o comprimento que satisfaz a relagao
de Einstein e*/a = mc?. No cdlculo da dispersao de ondas eletromagnéticas por elétrons
livres, realizados por Klein-Nishina em 1929[28], nao foi feita nenhuma consideracao a
respeito da estrutura interna dos mesmos, e os resultados conduziram a uma dependéncia
da secao de choque com esse raio. No limite nao relativistico, ela reproduz a férmula para

o espalhamento de Thomsom:
do r?
—| =20 (0
), = 5 e,

onde 7, é o raio cldssico do elétron (r, = €2, /4mmc* = 2,8 x 10~ B3cm).

Em geral, as teorias apresentam problemas em comprimentos de onda da ordem desse
raio classico. Portanto, a situacao requeria uma modificacao da eletrodinamica, de tal
maneira que esse parametro nao interferisse na massa do elétron definida mecanicamente.
A questao bésica era: por que uma particula eletricamente carregada nao explode devido
a repulsao coulombiana dos seus constituintes? Com o advento da Teoria Especial da Rel-
atividade (TER), essa questao passou a se chamar Teoria do Elétron. Dentre os esforgos
feitos nesse sentido, o modelo proposto por G. Mie em 1912[8] pode ser considerado como
um dos mais bem sucedidos para a época em que foi publicado. A idéia basica sustentava-

se na hipétese de que a eletrodinamica de Maxwell é uma aproximagao linear de uma teoria

nao linear maior. Quando os campos sao débeis, uma teoria linear pode dar conta de de-



screve-los. Isso equivale a observar a fonte de longe e conseqiientemente vé-la como um
ponto. A natureza extensa dos objetos se revelaria somente para distancias proximas a
carga que produziu o campo descrito. Nessa escala, os efeitos nao lineares dominam. O
modelo citado se livra de ter que invocar forgas coesivas de natureza nao eletromagnética.
Ele generaliza as equagoes de Maxwell, tornando-as nao lineares, e levanta a hipdtese da
existéncia de um valor de campo elétrico maximo, certamente influenciado pela Teoria da
Relatividade Especial de Einstein, publicada em 1905. Mie desejava que somente o campo
eletromagnético fosse o responsavel por todas as propriedades do elétron. Sendo assim,
o potencial quadri-vetor, A,, foi introduzido diretamente na Lagrangeana e nao somente
no campo. O resultado foi uma solu¢ao nao singular para o campo elétrico com energia
finita. Para regioes afastadas da carga, o campo restabelecia seu comportamento coulom-
biano. Entretanto, alguns aspectos indesejaveis estavam presentes nesse modelo e o preco
pago foi alto. O potencial adquiriu um significado fisico real. A solucao dependia do
valor absoluto do mesmo. A invariancia de “gauge” foi perdida, bem como a covariancia
em relacao a uma transformacao de Lorentz. Essa propriedade, considerada totalmente
inaceitavel, fez a teoria de Mie ser engavetada por aproximadamente duas décadas. Em
1933, Born iniciou seus trabalhos com a intengao de modificar a Teoria de Maxwell[1, 2, 3].
Juntando-se a Infeld, generalizaram, de forma covariante, a teoria de Mie. Numa série
de artigos, eles propuseram nao apenas um modelo, mas uma teoria eletrodinamica nao
linear, totalmente relativistica e que preservava a invariancia de “gauge”. A idéia orig-
inal nao apresenta dificuldades. Ela é derivada da Lagrangeana mais simples possivel,
ou seja, a raiz quadrada de um determinante de um tensor de posto (rank) dois. Coube
ao tensor métrico g,, representar o setor simétrico. Ao tensor eletromagnético f,,, di-
vidido por uma constante dimensional, b, para haver a equivaléncia de unidades, coube

representar o setor antisimétrico. FKEssa constante dimensional estd relacionada com o



valor maximo que o campo eletromagnético pode assumir. Assim, somadas as exigéncias
de Mie, isto é, que as equagoes fossem invariantes sob as transformacoes do grupo de
Poincaré e que se reduzissem as equagoes de Maxwell no vacuo, quando os campos fossem
débeis, Born adicionou mais duas: que as equagoes de campo fossem covariantes sob o
grupo de Weyl, que se traduz por invariancia de “gauge”. Por ultimo, que a densidade
de energia do campo eletromagnético, produzido pela carga elétrica, fosse integravel[4].
Porém, a covariancia sob o grupo de Poincaré e a integrabilidade do campo, juntas, a
principio, nao seriam suficientes para identificar as equacoes de campo. Entretando, em
1970, Boilat[29, 30] e Plebanski[31] descobriram que se fosse acrescida ao novo modelo a
exigencia de a velocidade da luz ser independente do estado de polarizacao, chegar-se-ia
a uma familia de equagoes de campo de um unico parametro, embora isso ja estivesse
implicitamente inserido na eletrodinamica proposta por Born-Infeld. Essa é uma outra
maneira, mais sofisticada, de chegar-se a Teoria de Born-Infeld; impor-se que a velocidade
da luz nao dependa da polarizagao. Isso é chamado de condigao de nao bi-refringéncia.
Convém salientar que essa eletrodinamica nao linear é a tinica, entre todas outras teorias
nao lineares, na qual a velocidade da luz ¢ independente da polarizagao. E claro que
a eletrodinamica de Maxwell também apresenta essa propriedade, porém é linear. Por-
tanto, a Eletrodinamica de Born-Infeld substitui o puro “Eter de Maxwell” por um éter
no trivial na sua esséncia. Esse Eter de Born-Infeld se comporta de forma analoga a um
meio material que admite ser polarizado.

As dificuldades encontradas na quantizacao da teoria e o éxito da Eletrodinamica
Quantica, QED, desenvolvida por Dyson, Feynman, Schwinger e Tomonaga, fizeram com
que a Teoria de Born-Infeld fosse esquecida por quase meio século. Born sustentava
que a auto-energia infinita, que ainda infestava a QED, poderia ser eliminada pela quan-

tizacao das equagoes nao lineares do eletromagnetismo cléssico, que atribuem energia finita



para uma carga do tipo ponto. Mas apesar da intensa perseguicao dessa idéia, todas as
tentativas de adaptacao aos principios da Mecanica Quantica e a introdugao do “spin”
fracassaram[5, 6, 7, 26, 49]. Além disso, as equagoes de campo de Maxwell-Born-Infeld
atribuem uma auto-forca de Lorentz sobre a carga, tomada como um ponto, indefinida
em direcao, uma vez que existe uma discontinuidade do campo sobre a mesma. Posteri-
ormente, varios Lagrangeanos foram propostos[20, 21, 22|, perdendo-se a invariancia de

"gauge”, na tentativa de eliminar essa descontinuidade.

2.2 A Eletrodinamica de B-I no Contexto Moderno

No inicio da década de 80, surge a primeira versao nao abeliana da Teoria de Born-
Infeld, proposta por Hagiwara[51]. Ela se restringe apenas ao grupo de simetria SU(2) e
estabelece a mais simples Lagrangeana possivel em termos dos respectivos geradores. A
partir desse trabalho, varias outras diferentes versdes nao abelianas surgiram[52, 53, 54].

O primeiro passo na construcao da Teoria de Born-Infeld nao Abeliana consistiu em

a

L 1%, sendo ¢ os geradores

substituir o tensor f,, pelo seu equivalente nao abeliano
do grupo em questao. Nessa mesma década, surge a Teoria das Cordas. Sua origem
tem como razao a intencao de descrever as propriedades das interagoes fortes. Porém,
logo ficou claro que essa nao podia dar uma descricao completa dessas interacoes. A
Cromodinamica Quantica ja estava presente como alternativa para descreve-las. Em
seguida, apareceram novas motivacoes para que a rica estrutura da Teoria das Cordas
nao fosse abandonada. Seu excelente comportamento na regiao do UV, a presenca de
um estado sem massa e “spin = 2”7, tornando-o um possivel candidato ao graviton, alm
da consisténcia da teoria para dimensoes maiores que quatro, tornaram-na uma possivel

teoria quantica candidata a unificacao das interagoes fundamentais, incluindo a gravidade.

Em paralelo, Polyakov formula a Teoria das Cordas em termos de integrais funcionais.
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Foi a partir dessa tultima formulacao, que a acao de Born-Infeld reapareceu novamente,
vista sob um contexto mais moderno[41, 42, 45, 47]. De fato, usando-se o formalismo
de Polyakov, Fradkin e Tseytlin obtiveram, em 1985[46], a acao de Born-Infeld como
uma acao de baixa energia da Teoria das Cordas abertas. Com condigoes de contorno de
Neumann para os extremos da corda acoplada a um campo de “gauge” abeliano, a acao
de Born-Infeld foi obtida na aproximacao de campos eletromagnéticos quase constantes.
ou seja, desprezando-se as derivadas de f,,. Dois anos depois, a agao de Born-Infeld foi
novamente obtida acoplando-se uma corda bosonica aberta, com condi¢oes de Neumann,
a um campo de “gauge” abeliano e exigindo-se Invariancia Conforme da teoria, com a
mesma aproximagao anterior. O passo seguinte foi derivar a agao efetiva que resulta na
mesma forma da agao de Born-Infeld obtida anteriormente. Surpreendente é ver que os
calculos, em ambos os casos, sao exatos, em o/, até a ordem de aproximacao calculada.
O parametro o estd relacionado com a tensao da corda pela equagao T' = (27a’) ™!, que
determina o valor critico do campo elétrico. Em 1987, Cecotti e Ferrara, apresentam uma

versao supersimétrica, N=1, D=4, para a acao de Born-Infeld. Porém essa condi¢ao nao

fixava, de forma unica, o setor bosonico da agao \/ —det (N + T~ F,n). Mais tarde
ficaria claro que para N=4 e D=4, ou N=1 e D=10, isso seria possivel. Em 1995, Witten
mostrou a necessidade de ampliar a acao de Born-Infeld nao Abeliana, no contexto de
branas superpostas.

A Eletrodinamica de Born-Infeld ainda nao teve nenhuma comprovagao experimen-
tal direta[55, 56]. Em 1997, Burke e colaboradores|[73] conseguiram, pela primeira vez,
produzir, em laboratdrio, pares e™e™, oriundos do espalhamento ineldstico de fétons de
alta energia (w; + wy — eTe™ ). Acredita-se que esse tipo de evento ocorra nos proces-
sos astrofisicos, porém nunca tinha sido observado em laboratério. Em 2006, Carley e

Kiessling[72] apresentaram o primeiro calculo relativistico ndo pertubativo do espectro
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do atomo de hidrogénio, previsto pela primeira quantizagao da Eletrodinamica de Born-
Infeld. A julgar pelos valores encontrados, confrontados com os resultados experimentais,
o parametro b esta significantemente restrito a um intervalo maior.

Esse é o contexto no qual a Teoria de Born-Infeld esta imersa, o qual explica o crescente
interesse por essa teoria desde a década de oitenta. O fato de até hoje nao ter sido possivel
quantizé-la[26, 34] torna-a mais desafiante, face as respostas que essa teoria pode fornecer,

assumindo que uma versao quantica ainda serd obtida.

2.3 A Estrutura Geral da Eletrodinamica Nao linear

As equacoes de Maxwell formam a base do eletromagnetismo cldssico, bem como

o ponto de partida para a formulagao da eletrodinamica quantica. No vacuo, elas sao

escritas em termos dos campos elétrico e magnético, oriundos de cargas e correntes, res-

pectivamente. Na presenca de um meio material, essas equacoes sao modificadas para

. . . ~ . ~ 7’ . . . 7’ é

incluir a polarizacao e a magnetizacao. Isso é feito introduzindo-se, além dos campos E
—

- =
e B, os campos D e H. Os dois primeiros se relacionam através de um conjunto de

equagoes homogeéneas, ou seja, livre de fontes,

- =
V.B =0, (2.3.1)
0B
VxE+ == 0. (2.3.2)

Na notagao tensorial relativistica apresenta-se como:

OMF + 0" Fy, + 0"F,y = 0, \u,v=0,1,2,3. (2.3.3)

onde F},, é o tensor anti-simétrico de Maxwell:
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0 —-E, —E, —E.

E, 0 B. —B,
F,, = . (2.3.4)
E, -B. 0 B,

E. B, -B, 0
Mesmo em teorias nao lineares, o tensor F),,, ¢ derivado do rotacional de um quadri-
vetor potencial A, de maneira tal que, no caso Abeliano, F,, = 0,4, — 0,A,.

O segundo conjunto de equagoes tem as cargas e correntes como fontes de campo.

- =
V-D =p, (2.3.5)
oD
V x H— == 7, (2.3.6)

que, na notacao tensorial relativistica, ganha o seguinte aspecto:

a,G*" =gt =(p, J), (2.3.7)

- =
onde o tensor G* ¢é escrito em termos das componentes dos campos D e H. Ela deriva

da variagdo de uma agao, como serd visto a frente. Para (1+3)D:

G = (2.3.8)

-D, —H. 0 H,

-D, H, —-H, 0
Observa-se que toda contribuicao para a polarizagao e magnetizacao esté a cargo desses
campos. Faz-se necessario o uso de uma relagao entre F* e G*”, chamada de relacao

constitutiva, para que as equagoes (2.3.1), (2.3.2), (2.3.5) e (2.3.6) se completem.
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— - = —
D =D(E,B), (2.3.9)
— — — —
H=H(E,B). (2.3.10)

A teoria é linear quando as equagdes (2.3.9) e (2.3.10) guardam uma relagao linear
simples, como é o caso da eletrodinamica de Maxwell para os materiais que obedecem
a uma relacao do tipo D=¢EecH = ﬁ/ 1, sendo € e p a permissividade elétrica
e a permeabilidade magnética do meio em questao, respectivamente. Se essas relacoes
sao mais complexas, nao sendo mais lineares, entao uma teoria eletrodinamica nao linear
particular esta definida.

O método usual é admitir que existe um principio de acao minima que garante a
consisténcia entre as equagoes (2.3.1), (2.3.2), (2.3.5), (2.3.6), (2.3.9) e (2.3.10). Assume-se
que existe uma fungao escalar Lagrangeana, £(S, P), que depende apenas dos invariantes

escalares, por nao terem indices livres, S e P, definidos, a seguir, como:

1 1
S=—"F,F"=_ (ﬁZ—E’?) , (2.3.11)

4 2

1 = .
P = _ZFF‘”F = F - B, (2.3.12)
onde F* é o dual de F** definido como:
~ 1

Fr o= §gwaﬁFaﬁ. (2.3.13)

Este procedimento preserva a invariancia relativistica, bem como a invariancia de ” gauge”.
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2.4 O Formalismo Canoénico

Admitindo-se que a fungao densidade de Lagrangeana £ nao depende das derivadas
dos campos, a variagao da ac¢ao em relagao as componentes [, pode ser facilmente escrita

COIMo:

5/ L+ A, " d%:/ 0, oL +j#| 6A,d . (2.4.14)
OF

Tomando-se o extremo da variagao acima, fica facil reconhecer a equagao (2.3.7) se G*

¢ identificado como:

o
OF,,

G = (2.4.15)

Com os indices adequadamente escolhidos, o principio variacional vai estabelecer uma
~ . H H . H H . .
relacao direta dos campos D e H com os campos fundamentais E' e B, ligando o conjunto
de equagbes homogéneas (2.3.1) e (2.3.2) com as equagoes de fonte (2.3.5) e (2.3.6). A
ﬁ
indugao elétrica D tem o cardter de momentum candnico, uma vez que ele deriva do
H
campo elétrico F, e esse esta associado a taxa de variacao temporal do potencial A,.

Formalmente, ele é escrito como:

=25 (2.4.16)

—.
ok
De forma analoga, o campo magnético ganha a interpretacao canonica de uma forca

mecanica, uma vez que é formalmente escrito como a variagao da densidade de La-

_)
grangeana em relagao a indu¢ao magnética B. Segue entao que:

H=-2=. (2.4.17)
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As propriedades dinamicas do campo eletromagnético sao obtidas do tensor simétrico

energia-momentum, definido por[32, 68]:

TH = FrG™ — " L. (2.4.18)

Cada componente desse tensor, de acordo com seus indices puramente temporal, es-
pacial ou espaco-temporal, tem uma interpretacao particular. A primeira, 7%, esté rela-
cionada com a densidade de energia. Traduzida em termos dos campos e da Lagrangeana,

é escrita como:

T —-FE.-D—L. (2.4.19)

A densidade de momentum eletromagnético fica por conta das componentes tempo-

espacial T% que, escrita em termos dos campos, reduz-se a:

0i — N\ J
TJ:(E><H>, (2.4.20)

ou, em termos do seu simétrico:

o _ (7o RB)
T° =(D x B) . (2.4.21)

Finalmente, as componentes puramente espaciais de 7% estao relacionadas com a forca

total por unidade de area, ou seja, a pressao mecanica dos campos eletromagnéticos:

W:_Em—my+w@+Hﬂ) (2.4.22)

Essa componente tem papel de destaque nesse trabalho, uma vez que a estabilidade
da carga elétrica esta diretamente relacionada com esse setor tensorial.

Dessa maneira, o tensor energia-momentum pode ser mapeado da forma a seguir:
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T 7% energia  momentum
== . (2.4.23)

T T4 momentum  pressao

Além do mais, esse tensor é conservado e sua quadri-divergéncia é nula.

8,T" = 0. (2.4.24)

A propriedade de simetria T* = T"*, adicionada a propriedade de conservacao da

equacao (2.4.24), permite que o momentum linear, P*, e o angular, L*” se conservem:

Pr = / T T, (2.4.25)

v — / BT (T — 2T (2.4.26)

Essa rapida descricao da estrutura da eletrodinamica, apresentada aqui, nao é com-
pleta, porém, é suficiente para o desenvolvimento dessa dissertacao. A literatura estd

repleta de étimas referéncias[38, 43, 40] abordando o assunto de forma mais profunda.

2.5 A Eletrodinamica de Born-Infeld

A Eletrodinamica nao linear de Born-Infeld[27, 57, 64, 69, 70, 74, 80|, na versao
original[4], estd definida no quadridimensional (1+3)D e sua Lagrangeana estd sujeita a

duas importantes imposigoes:
1) Para campos débeis, ela deve se reduzir a Eletrodinamica de Maxwell;

2) No caso puramente eletrostdtico, deve existir um limite superior para o campo

elétrico[75, 76], b, enquanto que no caso geral[19], este estabelece os limite da diferenga
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— —
\/ E? — B2, desde que esses dois campos sejam calculados num referencial de Lorentz, no
. . 2 ~ . . . —>
qual o vetor de Poynting seja nulo. E claro que no caso de nao existir este referencial, E

- = —
sendo perpendicular a B e E? = B?, também ndo existird limite para o campo critico.

Fazendo uma analogia com a Teoria da Relatividade Especial de Einstein, onde a
velocidade da luz no vacuo, ¢, corresponderia ao campo maximo b, a Lagrangeana a

seguir ja satisfaz as duas imposicoes exigidas anteriormente.

, 25 ) E?— B?
L=p 1= -1 = 1- =1} (2.5.27)

Porém, acrescida do outro invariante P, ela adquire novas e interessantes carac-
teristicas. Uma delas é que ondas eletromagnéticas com diferentes polarizagoes se propagam

com a mesma velocidade.

Essa Lagrangeana pode ser considerada especial ainda por outra razao. Ela pode ser
escrita de forma mais geral em termos de um determinante, muito ttil para generalizagao

quanto ao numero de dimensoes da teoria:

L= {\/— det (n,w + %) — 1} : (2.5.29)

A interpretagao mais moderna mostra que essa agao governa a dinamica de uma D-

brana.

Em resumo, so as seguintes as relagoes constitutivas do formalismo canonico:
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B |
D="== , (2.5.30)
OF %1_5252_(33)
b bt
— = 0 —
—~ o G- (EE)E
H="Z= = . (2.5.31)
— —\ 2
0B Vl_zuﬁa_(ﬂB)
b bt
_)

— —
Contudo, mais interessante escrever ' e H em termos da indugao elétrica D, e
. ~ v . ﬁ . Va . . ~ Ve

da inducao magnética B, a ser determinada. Toda a algebra tediosa dessa inversao é

desenvolvida no Apéndice A.

— b2
E = = = —, (2.5.32)
JO0+2) 1+ 2) - (32)
=9 N — — —
o (uB) - (55) D
H = (2.5.33)

52 52\ _ (BE)’
(1+3) 1+ %) - (57)
Expressa dessa forma, fica explicita a dualidade discreta, se for feita a seguinte trocal[38,

39, 40, 48, 79, 81]:

— — — —
B —D e H— FE.

O material aqui exposto é suficiente para a construcao do modelo proposto neste tra-
balho, que ird descrever a carga elétrica em repouso. Com o suporte da Eletrodinamica
nao linear de Born-Infeld, o modelo serd desenvolvido no proximo capitulo. As relacoes
constitutivas, derivadas do formalismo canonico, aqui rapidamente apresentado, irao com-

por, com o conjunto das Equagoes de Maxwell, as equagoes diferenciais, cujas solugoes

deverao descrever a particula carregada.
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Capitulo 3

A CARGA ELETRICA EM
REPOUSO NA EBI

Este capitulo se dedica a busca de solugoes regulares em todo o espago para as
equagoes classicas, nao lineares, da Eletrodinamica de Born-Infeld na formulacao Abeliana.
Estuda-se como o setor magnético é excitado devido a presenca de um campo elétrico in-
tenso, nas imediagoes de uma carga elétrica em repouso. Numa teoria nao linear, como a
de Born-Infeld, as relagoes constitutivas misturam os setores elétrico e magnético, gerando
varios caminhos a serem explorados. Investiga-se como campo e objetos do tipo carga
magnética originam-se da carga elétrica em repouso. Uma tnica hipotese adicional é intro-
duzida visando a tornar integravel o sistema de equagoes diferenciais. O material incluido
neste capitulo encontra-se publicado no periédico International Journal of Theoretical

Physics[83, 84].
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3.1 Descricao do Setor Magnético

Ao contréario do que o eletromagnetismo classico de Maxwell estabelece, considera-se
que o setor magnético pode ser influenciado pelo setor elétrico devido a presenca de uma
carga elétrica em repouso. Na eletrodinamica linear de Maxwell, nao cabe tal hipdtese,
uma vez que as relagoes constitutivas nao misturam os dois setores.

Quando a natureza é descrita por um modelo nao linear, efeitos anémalos, e intuitiva-
mente imprevisiveis, podem surgir. E o caso da Eletrodinamica de Born-Infeld[4], onde as
relacoes constitutivas sao bem mais complexas, com os dois setores, elétrico e magnético,
misturados, conferindo mais riqueza a teoria.

Para uma carga elétrica do tipo ponto, poderia parecer que a simetria ajudaria na
busca dessas solucoes. Mas nao é o que acontece. As solugoes simétricas escondem
[35, 36]essa possivel relagao entre os dois setores. Além disso, as equagoes de Maxwell
nao podem ser violadas. Nesse raciocinio, a equacao homogénea da divergéncia para o

—
campo B s0 oferece a solugao trivial, pois parte-se do principio que nao ha nenhuma fonte
de campo magnético externo. E necessario que a simetria seja quebradal37] para que se
perceba como a nao linearidade é rica em resultados e interpretacoes.

Quebra-se a simetria do problema, adicionando-se a dependéncia ao angulo polar,
além da dependéncia radial. Existe uma razao muito forte para essa adoc¢ao. Linhas de
campo encurvadas e fechadas dao divergéncia nula. Por isso, é razoavel que o estudo
se inicie com a introducao desse grau de liberdade. Por outro lado, uma componente
com dependéncia azimutal, ¢, colocaria em risco a circulagao do campo magnético, que
deve ser nula sempre. Levando-se em conta essas ponderagoes, considera-se que o setor
magnético seja dotado de dois graus de liberdade, componente e dependéncia radial e

polar.

21



H(r,0) = H(r,0)7 + H(r,0)0. (3.1.1)

B(r,0) = B’ (r,0)7 + B'(r,0)d. (3.1.2)

Os indices referem-se a cada grau de liberdade do campo em questao. Preservou-se

apenas a simetria axial por conta da exigéncia de V X H = F, uma vez que as equacoes
de Maxwell devem ser preservadas.

Por ser solucao exata de uma carga elétrica do tipo ponto, a componente polar da

inducao elétrica, DY, é nula. Esse campo possui simetria esférica e sua solucio, bem

conhecida, singular na origem, escreve-se como:

O mesmo nao acontece com o campo elétrico, que vé essa mesma carga, nao como um
ponto, mas como uma distribuicao espacial continua, permitindo que se mantenha finito
em todo espaco, inclusive na origem. A simetria radial da inducao elétrica nao leva a
simetria para o campo elétrico. Entretando, a magnitude de E? ¢ de segunda ordem em
b, quando comparada com a componente radial. Isso sera discutido logo em seguida,
quando for introduzida a hipétese simplificadora que restaura a simetria radial para o setor
elétrico num todo, sem contudo desacoplar o setor magnético do setor elétrico. Escritas
na forma original, as relagoes constitutivas nao sao adequadas para a analise do problema
em questao.

—

—
Por conseguinte, escritas em termos dos campos D e B, as relagoes constitutivas

podem ser apreciadas em suas componentes separadamente:

ol 1+§ D — 5D B’ (3.1.3)
"R b b2 ’ -
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, (3.1.4)

((+8)7-(52)
T I B
(+8)-(52)

: (3.1.6)

R= + (%)2. (3.1.7)

ﬁ
Aproveitando-se da simetria radial para o campo D, estas relacoes sao finalmente

reescritas da seguinte forma:

E’/’: DT‘
R )
(B’“BG)
b2
Ef = — D"
R b
BT
H = —
R?
D" 2
H9:|:1+(b):|39’

R

Para tornar esse conjunto de equagoes algébricas integravel quando inserido nas equagoes
de Maxwell, introduz-se uma hipétese simplificadora. Considera-se que o setor magnético
, . . =g . .
¢ um efeito de segunda ordem, de tal maneira que ‘B ‘ < b para todo o espaco, simpli-
ficando consideravelmente as relagoes constitutivas. Além disso, esse procedimento vai

garantir um acoplamento minimo entre o setor magnético e o elétrico, preservando-se a
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principal caracteristica da teoria que é a nao linearidade. Posteriormente, sera visto que
os termos desprezados confirmam a hipétese aqui levantada. Portanto, introduzindo-se

essa aproximacao, as relacoes constitutivas podem ser escritas de forma mais simples:

ne e (2. o1

E'(r) — T (3.1.9)
L+ (%)

B"(r,0) — H"(r,0)4/1 + (%) , (3.1.10)
H(r,0)

B(r,0) — (3.1.11)

Dr\2
Vi+ ()
. , . = PR .
O procedimento adotado restaurou ao campo elétrico £ sua forma original, com sime-
tria radial. O tratamento rigoroso exigiria que ele tivesse componentes radial e polar,
sendo esta ultima escrita em termos da primeira e do produto de duas grandezas de se-

gunda ordem. Seguindo a idéia de deixar o setor elétrico livre da influéncia do setor

magnético, despreza-se a componente polar, de tal forma que:

T RO r r RO

g (B8 D ~_ (BB E' < E" (3.1.12)
AVIENTSE v

b

A manutencao dessa componente introduziria dificuldades matematicas adicionais e
também termos indesejaveis e pouco significantes no complexo problema em estudo.

Esta hipdtese nao sé deixou o sistema tratavel matematicamente, como ainda preser-
vou o setor elétrico de qualquer perturbacao oriunda do setor magnético, desprezivel
como sera visto adiante. Em outras palavras, a carga elétrica perturba o espaco de sua

vizinhanga, excitando o setor magnético. Por outro lado, este tltimo, dentro dos limites
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impostos, nao é capaz de perturbar o primeiro, pelo menos em primeira aproximacao.
O vinculo entre os dois setores continua preservado na forma das equagoes (3.1.10) e
(3.1.11), porém em um tnico sentido. E mais, a permeabilidade magnética, u, adquire

uma representagao anisotrépica, como pode ser visto a seguir.

= , . (3.1.13)
2
Vi+(5)

Ela traz a informacao apenas do setor elétrico e através da inducao elétrica e rap-
idamente assume o regime linear quando r > ry, recuperando seu carater constante,
w— 1.

Por outro lado, admitindo que essa aproximagao continue valendo quando r ~ 0, a

D"

componente radial domina, p — =-.

3.2 Solucao das Equacoes de B-1
para a Carga Elétrica

Os campos anteriormente descritos, quando devidamente removidos de componentes
e variaveis indesejaveis, agora podem ser inseridos nas equagoes de Maxwell independentes
. . ~ . s . - .
do tempo. A primeira equagao exige que o campo magnético H (r, ) tenha o seu rotacional
— —_— — .. -
nulo, V x H(r,0) = 0. Explicitando essa equacao nas suas componentes, resta apenas

a EDP a seguir:

% {0, [rH(r,0)] — 05H"(r,60)} = 0. (3.2.14)

—)
A segunda equagao estabelece a auséncia de fontes para a indugao magnética, B (r,0).
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Portanto, a sua divergéncia, V - B(r, ), tem que ser nula:

1 9 o 1
ﬁar [7’ B(r, 9)] + rsen(f)

Essas duas equagoes, (3.2.14) e (3.2.15), devem ser satisfeitas simultaneamente e devem

dp [sen(0)B°(r,0)] = 0. (3.2.15)

gerar campos, B" e B? regulares e finitos, em todo o espaco. Os campos magnéticos
H" e H? nao precisam ser finitos pois eles derivam de relacoes canonicas e nao estao
comprometidos com a Lagrangeana L. A separacao das varidveis é o caminho para a
solucao dessas equacoes. Cada componente se desdobra no produto de duas fungoes.
Uma descreve apenas a dependéncia radial e a outra descreve a dependéncia angular.

— —
Procedendo assim, os campos H (r,0) e B(r,0) se escrevem em termos de novas fungoes:

Hr(r,0) = h"(r)G(0) He(r,0) = ho(r)J(6). (3.2.16)

H
Segue, imediatamente, das equagoes (3.1.10) e (3.1.11), que a inducao magnética B se
%
decompoe, na dependéncia radial, de forma similar ao campo H, mas de forma idéntica

na dependéncia angular:

Br(r,0) = b/ (r)G()  B(r,0) = b*(r)J(6). (3.2.17)

Isso s6 foi possivel porque a hipétese simplificadora livrou a funcao R, equagao (3.1.7),
da dependéncia angular. Caso contrario, a separacao de variaveis nao seria viavel e as
equagoes nao seriam integraveis. As seis fungoes desconhecidas, h, h?, b, b?, G e J,
serao determinadas satisfazendo as equagoes (3.2.14) e (3.2.15). As equagoes (3.1.10) e
(3.1.11) vinculam b" com h™ e b? com h?, reduzindo para quatro o numero de fungoes
independentes a serem determinadas.

O primeiro conjunto de equagoes diferenciais resulta da substitui¢ao de (3.2.16) em
(3.2.14). Ele vincula, na forma diferencial, as fun¢oes com dependéncia radial, h~ com h?,

e as funcoes com dependéncia angular, G com .J, através da constante A:
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1 dfrhe(r)] 1 d[G(0)]
he(r)  dr J(0) do

=\ (3.2.18)

Procedendo da mesma maneira com (3.2.17) e (3.2.15) , ganha-se mais dois conjuntos
de equacoes diferenciais e mais uma constante ¢ a ser determinada:
1 d[r?r(r)] 1 d[sen(0)J ()]

rbe(r)  dr - ~sen(0)G(0) do S (3.2.19)

Essas quatro equacoes diferenciais ficam melhor dispostas para serem apreciadas quando

separadas uma a uima.

As que descrevem somente os termos com dependéncia radial:

w = Mo (), (3.2.20)
d[rzj;(T)] = crb(r). (3.2.21)

E as que descrevem os termos com dependéncia angular:

dG(0) _
g = M0, (3.2.22)

W = —¢sen(0)G(0). (3.2.23)
Satisfazer essas quatro equagoes simultaneamente significa satisfazer a divergéncia e o
rotacional do setor magnético.
A substituicao de J(0) da equagao (3.2.22) na equagao (3.2.23) resulta numa EDO de

segunda ordem para a fungao G(6). Nela, aparece o produto A¢. Seu espectro de valores

vai definir as solucoes fisicamente aceitaveis.
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die {sen(ﬁ)%ém} + Assen(0)G(0) = 0. (3.2.24)
A solugao geral, com a tnica restri¢cao ao produto A¢ de nao tornar o indice complexo,

é escrita em termos de uma classe mais geral de fungoes denominadas Funcgoes de Legendre

de primeira e segunda espécie, P, (cos(f)) e @, (cos(0)) respectivamente.

V1+4dg—1

Go(0) = K1 Py(cos(9)) + K>Q(cos(0)), n= ;

(3.2.25)

Entretanto, a segunda funcao, @),, nao é sempre real e toma-se K como nulo. A

solugao se restringe apenas as Fungoes de Legendre de primeira espécie P,(cos()).

V1+4h -1

G,(0) = K1P,(cos(9)), n = :

(3.2.26)

Essas fungoes nao formam curvas fechadas se n ¢ N. Somente valores inteiros podem
gerar solucoes que atendam aos interesses do problema, ou seja, as que apresentam n
inteiro. Em consequeéncia, as Funcoes de Legendre se reduzem aos conhecidos Polinomios

de Legendre e a lista a seguir exibe a lei de recorréncia entre n e Ag:

n=0—XA=0

n=1—-XA=1x2
n=2—-XA=2x3
n=3— X =3x4

n=j—X=j(j+1)

Desse espectro infinito de polindmios, somente um nao violara as condi¢oes necessarias
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para que a solucao represente um campo legitimo, em consequéncia da hipdtese simplifi-

cadora.

3.3 Estudo dos Limites Assintdticos

As solugoes radiais, regulares para todo o espaco, tém influéncia direta no conjunto
infinito das solucoes angulares. Cada solugao angular tem sua solugao radial associada
de forma univoca. Serd descartada a solucao para o indice n, ou seu produto Ag, que nao
cumprir as exigéncias que a tornam representante de um campo legitimo.

As equagoes (3.2.20) e (3.2.21) se referem a quatro fungées desconhecidas. Todavia, os
vinculos (3.1.10) e (3.1.11) reduzem-nas de quatro para duas e o sistema fica determinado.
Finalmente, a equagao diferencial para W(r) = rh®(r) pode ser construida, eliminando-se
h entre (3.2.20) e (3.2.21). Na forma adimensional, com x = 0= :—f %E, sendo

re = ,/:= e bg o valor do campo maximo quando da presenca apenas do setor elétrico
bE ; )

ela se apresenta como:

e i R

Este é o ponto de partida para a construcao dos campos procurados. As constantes A
e ¢ nao aparecem isoladamente, mas sim como o produto A¢, definido anteriormente no
tratamento da dependéncia angular. Esse tipo de vinculo revela a unicidade entre os dois
graus de liberdade.

Para uma escolha correta de quais condigoes de contorno a fun¢ao ¥ (z) deve satisfazer,
é imprescindivel uma anadlise dos limites quando z > 1 e x = 0.

No primeiro, x > 1, a equagao (3.3.27) se reduz a:
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% {f%f)} —AU(z) = 0. (3.3.28)

— —
Nesse regime, o campo magnético H guarda uma relacao linear com o campo B. A

solucao, para h? ou b?, é analitica e tem a seguinte forma geral:

V14+4X¢+3 V144X ¢—3

W (@)las = blo(@)lne = Cae™ 2 + Apax™ 7 (3.3.29)

Analisando as trés primeiras solugoes no quadro abaixo, observa-se que, associado a

cada funcao bem comportada, acompanha uma func¢ao indesejavel.

0 Co Ao
Wolne=0 | 33 + 42

bzol)\§:2 G4 A,

3

C
b rems | S + Agz

4

Aquelas rotuladas pelas constantes A,. representam a parte divergente das solugoes
e devem ser anuladas. As que restam possuem interpretacao fisica bem conhecida. A

primeira, %, esta relacionada com a solug¢ao de monopolo magnético, a segunda, %, com

o momento de dipolo, a terceira, %, com o momento de quadrupolo, e assim segue. Para
cada inteiro \¢ existe um multipolo associado. Nao havendo nenhuma restricao, todos
esses objetos sao passiveis de existirem satisfazendo as exigéncias impostas nesse limite.
Por outro lado, a equagao (3.3.27) vai selecionar aquelas realmente podem ser candidatas
a representar campos reais. Isso sera discutido isso mais a frente.

Nas proximidades da carga, a equagao (3.3.27) se reduz, por aproximagao, a seguinte

forma:

—— = — —x*¥(z) = 0. (3.3.30)

A solucao em série possui duas constantes:
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U(z) = ¥(0) {1 + (g) 3 i 4x4+ } + U'(0) {:c+ <§) 1 i 5x5 + } (3.3.31)

A escolha de ¥(0) e U'(0) determina as caracteristicas do campo. Quando x ~ 0, a
solugao ¢é linear ¥(z) ~ ¥(0) + ¥'(0)x. O resultado é independe de ¢ por isso, todas as
solucoes se comportam de maneira idéntica préximo & origem. Assim, h?(x) é singular se
U (0) e U'(0) sdo diferentes de zero. Se apenas W'(0) é nulo, h?(x) é singular e, se apenas

U (0) for nulo, hY(z) é finito na origem.

3.4 A Solucao Geral

O estudo dos extremos da equagao (3.3.27) d4 a orienta¢ao na escolha da condigao
de contorno correta. Sua solugao geral e analitica é escrita em termos das fungoes de

Legendre de primeira e segunda espécie, P/ (2) e Q,lq/ 4 (z), respectivamente.
U, (z) = Ap/zPY* (2) + Co/zQY4 (2), (3.4.32)

AN V144 1
s=y1+(5) e a=t s
o 4 2
1
A segunda fungao de Legendre de (3.4.32), Q5 (2), assume valores complexos e por-

tanto C,, = 0. A solugao geral se reduz a:

U, (z) = Ap/zPY* (2). (3.4.33)

A construcdo do campo h? é feita para cada valor de n. Dentro desse espectro infinito
de solugoes, somente uma esta apta a representar um possivel campo fisico, A\¢ = 2, que

corresponde a n = 1/4. Todos os outros valores vao corresponder a solugdes divergentes
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no infinito, violando o requisito primario citado do campo ser nulo no infinito. Para x
tendendo ao infinito, cada funcao ¥, (z) descrita por sua solucdo assintética. No caso
A¢ = 2, a fungao linear kz é solucao exata da equagao (3.3.27). Isto pode ser verificado
por substituicao direta, permitindo ser adicionada sem problema. Para outros valores de
X¢ esse procedimento falha, pelo menos dentro dos limites do modelo aqui construido,
impedindo que outras solugoes representem genuinos campos fisicos. Portanto, a tnica

candidata a descrever um campo fisico regular é:
By )4(x) = Uy () — 5w = Ay {ﬁpj/j (2) — m} . (3.4.34)

Isto feito, a componente h?(z) é imediatamente construida:

/4,
ho(z) = ‘131/;(35) = Ay {Pl/lex() — /Q} . (3.4.35)

Ela é singular na origem e essa caracteristica se traduz em regularidade para b°(x),
que é uma das componentes do tensor F*”. Esta sim, deve se manter infinta. O valor da

constante xk para o0 = 1 é igual ao limite:

k= Lim

r—00

— 0.8221789587 (3.4.36)

Wy )4(z)
X

Esse valor também determina que o limite da componente h?(z) é nulo para valores

assintoticos de x.

Limh®(z) — 0 (3.4.37)

r—00
Com a componente polar do campo magnético assim construida, o segundo passo é a

determinagao da indu¢do magnética, definida pela equagao (3.1.11):

b (x) = ——=h(x). (3.4.38)



Ela tem propriedades idénticas & h?(z) quando z > 1 e difere radicalmente da mesma
quando x ~ 0. A Figura 1 mostra como a auséncia de linearidade atua de forma a deixar
b?(x) regular em todo o espaco. Ainda nessa figura verifica-se que b’(x) s6 é significa-

tivo nas imediacoes da carga elétrica. A intensidade decresce rapidamente adquirindo o

comportamento z 2 tipico de uma configuracao de campo de dipolo magnético.

03

0.254

o
)
1

0.154

=
—_
1

0.054

Intensidade do Campa Palar (unidades arhitrarias)

Up" " " "1 "2 37 T 4T s
Distincia radial da Carga (rfra)

h polar
b Eular

Figura 1 - Grafico do campo magnético polar.

Reescrevendo h?(x) de uma forma mais apropriada, fica explicita a regido de pre-
dominancia dos efeitos nao lineares. Multiplicando-se por z? o numerador e o denomi-
nador da funcao que a expressa:

_ Piplr) 2P Pypu(x) 4@

T 3 3

h (x) (3.4.39)
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Define-se a fungao f(z), denominada aqui de “Fun¢ao Forma”, como:

f(x) = 2°®y4(x) = 2° {\/EPll//f (2) — /il’} : (3.4.40)

Existe uma razao especial para escreveé-la assim. Ela revela o rapido comportamento

assintotico, como pode ser visto na Figura 2.

Funcao Forma

L T - - T
Distancia radial da Carga (rfra)

Figura 2 - A Funcao Forma e seu rapido limite assintético.

Préximo a origem, ela varia muito rapidamente e logo atinge um valor constante,
fazendo o campo magnético se identificar com um genuino campo de dipolo magnético:
—eo A
RO (z) *=° = (3.4.41)

3

34



A componente radial seguird o mesmo caminho que levou a determinacao da compo-

nente polar. Em primeira aproximacao, ela tem sua definicao na derivada da funcao .

Tomando-se a equagao (3.2.20) com A = —1, ela fica escrita como:
dd
h'(x) = ——. 3.4.42
(0) = =2 (3.4.42)

Por uma operacao de derivacao, é revelada uma estrutura mais rica para o campo h",
composta de dois campos distintos. Aquele responsavel pelo comportamento tipico de

dipolo magnético (~ z73), e 0 outro com a estrutura de um campo de curto alcance:

dhr(z) i(i):A{zf_ldf}_ (3.4.43)

dx dx \ z? 2 2dr

Oculto na definicao primitiva, estd o termo Coulombiano 272 atenuado pela derivada
da fungao Forma. Observa-se na Figura 3 que df /dz vai a zero muito rapidamente devido
ao efeito de saturacao. Isso faz com que esse termo nao se propague muito longe. Sua
contribuicao se resume praticamente as imediagoes da carga, em forma andloga a de um
dipolo, 272, sendo que cada termo contribui com valores assintéticos de sinais contrarios,
resultando numa componente h(z) finita na origem, como pode ser visto no mesmo
grafico. Nele, exibe-se cada contribuicao separadamente e a componente radial do campo

magnético é a soma dos dois termos.
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Figura 3 - O cancelamento dos valores assintoticos.

A componente radial da indugao magnética, b"(z), calculada na forma da equagao
(3.1.11), carrega a singularidade na origem. Porém, calculada diretamente da equagao
diferencial, (3.2.21), tendo a componente polar como solugao particular, elimina a sin-
gularidade e traz a regularidade ao setor magnético do tensor Fj,,. Este cdlculo assim
¢ mais exato e a imprecisao estara limitada apenas a componente polar, determinada
anteriormente. Tomando-se ¢ = —2, uma vez que o produto A\¢ = 2, chega-se a equacao

diferencial de primeira ordem:
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1 d., 20% ()
—— |z°b" = 0. 3.4.44
22 dx [:p (:v)} * x ( )
A solugao dela define a componente em questao:
V(z)=—— [ ub’(u)du. (3.4.45)
= Jo

Essa componente adquire rapidamente o comportamento coulombiano, definindo uma
estrutura similar a uma “carga magnética”. Para um melhor entendimento dessa inter-
~ ~ . A . ﬁ ~ ~
pretacgao, reescreve-se a equacgao da divergéncia para o campo B. Por fatoracao da funcao
angular, sobra apenas uma divergéncia do campo, puramente radial. O segundo termo é
a fonte desse campo. Ou seja, campo gerando campo:
1 d 209 ()

x2%[x2b7“(x)]: . (3.4.46)

\
— O(x
V-0 (2)Z] = pmg — pmg = —%T(). (3.4.47)
g — 2/@&/ (3.4.48)

A substituigao da equagao (3.4.45), na integral que define b", permite escrever essa

componente como:

2 7 f(u)d
b(z) = A~ Sfluydu (3.4.49)
= Jo 0-4 + U4
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3.5 Conclusao

Esse capitulo explorou a Eletrodinamica Classica de Born-Infeld na formulacao Abeliana
com o objetivo de descrever a carga elétrica em repouso. Por ser nao linear, e ter nas
suas relacoes constitutivas a mistura dos setores magnético e elétrico, uma estrutura mais
rica se revelou e abriu um leque de possibilidades e consequéncias oriundas das solugoes.
Deixando de lado a natureza simétrica de uma particula carregada do tipo ponto, obteve-
se, além do campo elétrico, campos magnéticos regulares em todo o espaco, satisfazendo as
equacoes de Maxwell. Considerou-se que somente o setor elétrico é capaz de interferir no
setor magnético, deixando o primeiro intacto, livre de perturbacao do segundo. Esse passo
foi crucial para que o problema se tornasse integravel. A perda de informagao, resultado
da hipotese de ’ﬁ’ < b, sera avaliada no proximo capitulo. Esses campos magnéticos
revelados pela nao linearidade apresentam, predominantemente, uma configuragao tipica
de dipolo magnético e estavam inicialmente ocultos nas equagoes de campo. Foi possivel
isolar matematicamente o campo puramente radial, simetricamente esférico, e associa-lo
ao campo de uma estrutura similar a carga magnética. Esses campos adicionais tornam-se
candidatos a descrever as auto-interacgoes internas do setor magnético, bem como as in-
teracoes com o setor elétrico. Cada uma dessas interacoes estd associada a uma grandeza
fisica de interesse. O spin, objetos do tipo carga magnética e a estabilidade da carga
elétrica, sao alguns dos pontos de interesse que serao descritos em termos dessas auto-

interagoes.
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Capitulo 4

PREVISOES DO MODELO

No Capitulo 3, foram estabelecidos os campos do setor magnético sao possveis de
serem gerados por uma particula carregada eletricamente. Numa teoria nao linear, ¢ in-
evitavel a interacao entre os setores elétrico e magnético oriundos de uma mesma carga,
assim como a interagao com o préprio setor, ou seja, a auto-interacao. Avaliar as con-
sequéncias dessas interagoes é a meta do presente Capitulo.

Numa eletrodinamica nao linear, como a de Born-Infeld, o vacuo se comporta como
um dielétrico sujeito a ser polarizado e magnetizado de forma analoga a um meio material.
As relagoes constitutivas trazem, nao apenas a polarizagao, mas também, a magnetizagao
desse meio. Essa mistura torna-a rica em interpretacoes e resultados. Por isso, cada
subsecao trata de uma aplicacao particular. A primeira cuida de objetos analogos a uma
“carga magnética”. A componente polar do campo magnetostatico passa a ser fonte para
a componente puramente radial. Propoe-se, como interpretacao, ser a componente polar a
fonte para a componente radial. A segunda mostra como o mecanismo de interagao entre
os setores elétrico e magnético, este 1ltimo oriundo do primeiro, d& origem ao Momentum
Angular Intrinseco da particula carregada. O valor numérico é cuidadosamente calculado

para o eleétron e mostra-se que esta em concordancia com o valor do seu “spin” A terceira
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trata do problema da estabilidade da carga elétrica. Mostra-se como a auto-interagao
entre os campos magnetostaticos é capaz de gerar uma pressao suficiente para inverter a
tendéncia da carga elétrica de se auto destruir pela repulsao coulombiana. Mesmo sendo
o modelo apresentado ainda incompleto, ele abre o caminho para uma investigacao mais
profunda, ainda no regime classico, da conexao entre a nao linearidade, auto-interacao,
estabilidade e “spin” . Finalmente, na quarta aplicagao, explora-se os limites do modelo
usando o setor neutro da familia dos Leptons. O neutrino, visto sob a 6tica de um
eletromagnetismo neutro, ¢ analisado a luz desse modelo. O “spin”, definido como a
interacao entre campos, é reinterpretado. Adicionalmente, a sua massa é estimada.
Antes, porém, é fundamental trazer aqueles campos para as unidades que seriam
calculados e expressos. E necessdrio um elo de ligacao da teoria com a experiéncia. Em
suma, deve ser eleito um parametro macroscépico para que seja feita a correspondéncia
entre o tedrico e o experimental. O “spin” poderia ser considerado como teste, mas, no
modelo, ele envolve mais de um campo. Além do mais, por ser um parametro quantizado,
ele envolveria a Constante de Planck, A, rompendo com o objetivo de determinar até
que ponto a nao linearidade pode dar conta de areas que sao de dominio quase exclusivo
da Mecanica Quantica. A solucao para o campo magnético polar, quando o ponto de
observagao ¢é distante da carga, se apresenta como um tipico campo de dipolo magnético,

reproduzido a seguir por comodidade:

h(r) ==

A
5 (4.0.1)

Nada mais adequado do que fazer esta solugao corresponder ao genuino campo de
dipolo magnético, onde a constante A tera a tarefa de representar o momento de dipolo

desta particula. Se essa particula é o elétron[65, 66, 67], essa constante vai corresponder

ao seu momentum magnético que, com bastante precisao, pode ser igualado ao Magneton
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de Bohr (NBohr) .

r—oo Bohr
ho(r) =3 5 (4.0.2)

A solucao assintética completa, H%(r, ), é entdo construida:

H(r,0) == Nﬁgm sen(0). (4.0.3)

Uma vez feita a correspondéncia, o campo magnético fica inteiramente determinado

para todos os pontos do espaco:

Ho(r,0) = “ﬁg’” F(2)sen(0). (4.0.4)

A componente radial é construida de forma semelhante:

r () = oHBohr (4.0.5)
T
H"(r,0) == Q'Uigm cos(0). (4.0.6)

E, finalmente, a solucao radial completa do campo magnético para todo o espaco:

H(r,.0) = jison {2f (x) _f1 } cos(6) (4.0.7)

73 ry 12

As componentes da indugao magnética ficam igualmente determinadas:

B(r,0) = uouigm x\/‘%senw). (4.0.8)

B"(r,0)

3 x

_ MOI:];?OM V U;j at {2f<x) — f_2} cos(0). (4.0.9)
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Esta tdltima componente exibe uma nitida singularidade na origem. Embora nunca
utilizada nas aplicagoes a seguir, ela serd melhor determinada (3.4.49) a partir da equagao

da divergéncia.

4.1 A Definicao dos Parametros b e r,

No trabalho original de Born e Infeld, nao havia maiores problemas na defini¢ao desses
dois parametros, uma vez que eles consideraram somente um setor presente. Seguindo
a filosofia original de Mie[8], a de que todas as propriedades do elétron sao de origem
eletromagnética, eles admitiram que toda a energia de repouso, ou seja, a sua massa,
era de origem eletromagnética também. A partir dessa hipdtese, puderam calcular o raio
do elétron utilizando a relacao de Einstein. Ou seja, admitiram que toda contribuigao
para a energia de repouso do elétron estava no setor elétrico, 1,236% = mc?, e nao
consideraram a contribui¢ao do setor magnético. Através dos valores experimentais dessa

simples relagao, calcularam r, e 0o campo tinico maximo b = e/r2. O fator 1,236 é uma

contribuicao da nao linearidade da Teoria:

D2
a:/xQ L+ 55 =10 du~1,236. (4.1.10)

No ano seguinte, 1935, Born e Schrodinger [19] reavaliaram a hip6tese original e recal-
cularam, de forma rudimentar, esses dois parametros, ainda para o elétron, levando em
conta o spin e admitindo que a maior contribuicao para a energia total de repouso vinha
do setor magnético, uma vez que era impossivel resolver o problema de forma exata. Nesse

calculo, negligenciaram totalmente o setor elétrico. Como anteriormente, eles usaram a
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relacao de Einstein e igualaram a energia acumulada no campo magnético, no interior
do elétron, a sua energia de repouso. De forma rudimentar e aproximada, a igualdade,
u%/2r3 = mc?, com pp igual ao Magneton de Bohr, definiu um novo valor para o raio 7.
O novo valor para b foi estimado, admitindo que todo o campo magnético esta concen-
trado na regiao interna do elétron. O resultado mostrou que esse valor é pelo menos uma
ordem de grandeza menor que o calculado apenas com o campo elétrico.

Contudo, com os dois setores estao presentes, definir r, e b passa a nao ser uma tarefa
trivial. A estrutura nao linear da Teoria impede que o problema se resuma a simples
equacoes algébricas. A determinacao correta desses parametros é de suma importancia
para a obtencao dos resultados que se apresentarao mais a frente.

Analisando novamente a componente 7% do tensor energia-momentum, observa-se
que ela contém toda a informagao necessaria para o cdlculo exato. Ela define a densidade
de energia dos campos presentes no espaco. A integral de volume dessa componente
representa toda a energia em forma de campo eletromagnético. Como foi feito para cada

um dos setores separadamente, agora é feito com a presenca de ambos:

/TOOdV = mc’. (4.1.11)

No Apéndice A, apdés uma longa e tediosa algebra, a estrutura dessa componente é

deduzida e colocada de uma forma mais apropriada para o calculo em questao, ou seja,

— =
em termos dos campos D e B:

2 2 — —\ 2

D B Dx B
b2/ 1+ () + X2 1V av = me (4.1.12)

Formalmente, essa equacgao define precisamente os parametros r, e b na presencga dos
dois setores. Estd explicito, dentro da raiz quadrada, a contribuicao individual dos campos

- =
e uma contribuicao da interacao entre os dois setores na forma do produto D x B. Porém,
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o calculo exato é impossivel, pois essa integral nao se reduz a uma forma algébrica como
foi feito por Bohr, Infeld e Schrodinger, separadamente para cada setor. O processo inter-
ativo se mostra o mais adequado. No entanto, é necessario um ponto de partida, ou seja,
uma primeira aproximacao. Esta pode ser obtida calculando-se, de forma ainda rudimen-
tar, a soma dos dois termos de densidade de energia. Um proveniente do setor elétrico,
= 2 =\ 2
b2{ 1+ <%> — 1, e outro oriundo do setor magnético, b? 1+ <%) —13. O
primeiro é responsavel pelo fator de correcao de 1,235 para a energia do setor elétrico.
O segundo ¢ calculado no presente trabalhado usando os campos magnéticos oriundos da

carga elétrica:

w/2 E) 2
I&; :/ desen(ﬁ)/xQ 1+ <7> —1 3 dx =~ 0,50264. (4.1.13)
0

Assume-se, em primeira aproximacao, que a energia total dos campos é a soma da
contribuicao de cada setor, corrigidos pelos fatores « e 3, um resquicio da nao linearidade.

Define-se a fungao Ugp(v), como uma versao linear da equagao (4.1.12):

a
3’

T r e
V= — Ip—=— Tg= .
TE TE 47TéobE

O raio rg e o campo bg sao, respectivamente, o raio e o campo maximo de Born-Infeld

AN RS

na presenca somente de campo elétrico. Os coeficientes p e g serao determinados segundo
as exigencias seguintes:

1) A energia total estd toda no setor elétrico:
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EE = .
dre,rg

2) A energia total estd toda no setor magnético:

4 U(ZB_M) Eur,
TE TE
2
u
Ey = @lorTB-
M

Essas exigéncias definem o sistema de equagoes e os parametros p e ¢:

3
11 p E A (;C—E) Ep— Eu
\ e SN _ (4.1.15)
(2| \a)  [Bu] By — (22) Bw

Dessa maneira a energia total U(v) finalmente se escreve como:

v V3 A

— 4.1.1
A Y ( 6)

v v

() -()

Essa funcao satisfaz as condi¢oes impostas e leva em conta a presenca dos dois setores,

P [CoC ] E AN TR

ainda como uma primeira aproximacao. De posse dela, o problema se resume em deter-

minar para que valor de v essa funcao é igual a energia total de repouso da particula,

admitindo que toda a massa é de origem eletromagnética:

U(v) = mc*. (4.1.17)

Com os parametros corretos devidamente inseridos nessa equacao cubica, obtém-

se o valor do raio de Born, que serd inserido na equagao (4.1.12) para a obtengao do
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campo maximo b. Desse processo interativo, resulta um valor final para cada um desses

parametros:

ro =9,098 x 10~ m, (4.1.18)

b=1,308 x 10"°N/C. (4.1.19)

E interessante comparar os valores estabelecidos anteriormente por Born, Infeld e
Schrodinger. No primeiro, com o elétron descrito apenas pelo setor elétrico[4], o raio

eletronico e o campo maximo foram estimados como:

rg = 3,486 x 107 °m,

bp = 1,185 x 10°°N/C.

Esse valor é bem préximo e maior que o raio cldssico do elétron, calculado sem a

correcao da teoria:

62

P Me® — Tagssico = 2, 8179 x 107 °m.
TEoT classico

Posteriormente, considerando o spin do elétron, com o setor magnético inteiramente
responsavel pela energia total [19], uma nova estimativa para esses dois parametros foi

feita:

ru = 3,83121684 x 10 14m,

by = 8,04 x 10" N/C.
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Considerando que os célculos feitos na presenca dos dois setores eletromagnéticos
representam os valores mais significativos para os desenvolvimentos vindouros, serao con-
siderados (4.1.18) e (4.1.19), daqui pra frente, como os verdadeiros raio e campo méaximo
da teoria.

O fator ¢ da equacao (3.3.27) pode assim ser calculado:

b
o="2 = 0,3647 (4.1.20)
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4.2 A Carga Magnética

De posse dos campos gerados pela carga em repouso, o proximo passo ¢ utilizar esses
objetos para construir as grandezas fisicas de interesse e explorar as suas consequéncias.
~ . A . . ~ 7’ . ﬁ .
Tomando-se a equagao da divergéncia para a indugao magnética B, verifica-se que ela
pode ser reinterpretada de forma um pouco diferente. Reproduzindo-a aqui, por comodi-
dade, aparece como:
1 0

1 a 2 pr _
=55 (r*B") + roon(8) 56 (sen(0) B?) = 0. (4.2.21)

o1

—
Vv -
Com o objetivo de deixar essa equacao como uma divergéncia puramente radial,
explicita-se cada componente em termos das fungoes radial e angular:
cos(6) d vood

- (r?0") + reen(0) 40 (sen®(9)) = 0. (4.2.22)

O sen(f) se cancela e o cos(f) se fatora. Uma vez que esta equagao deve ser satisfeita
para qualquer angulo €, o termo entre paréntese deve ser sempre zero, revelando a equacao
da divergéncia do campo puramente radial, b":

R 0

1d, .. 2 ~ b
et r - = — (07 = —2—. 4.2.2
(r2 o (r b ) + . ) cos(#) =0 V- (b'T) . ( 3)

Esta equacao pode ser interpretada da seguinte maneira: a componente polar da
inducao magnética atua como uma fonte para o campo radial, ou seja, campo gerando
campo. Seguindo essa interpretacao é imediato identificar o termo do lado direito como
uma densidade de carga magnética. Entretanto, é conveniente lembrar que o modelo
construido é de um dipolo magnético associado a carga elétrica em repouso. No pro-
cesso de separacao das variaveis, o setor angular ficou responsavel por atribuir sinal a

carga magnética, ou seja, sinais diferentes para cada hemisfério. Portanto, quando ele é
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removido, as cargas perdem o sinal e resta uma unica densidade para esse objeto, aqui
chamada de carga magnética:
bO

P = —2—. (4.2.24)
r

Essa densidade, integrada em todo o espacgo, define, formalmente, cada carga magnética

total associada a esse campo.

b@
= 2/—dV. (4.2.25)
T

Em contraste com o monopolo de Dirac[23], oriundo de uma simetria local, ou o de
t’Hooft[77, 78], proveniente de uma teoria de calibre, esse objeto, em analogia & carga
magnética, tem origem na componente polar do campo magnetostatico. Portanto, tem
origem direta na nao linearidade, uma vez que a existéncia desse ultimo esta ligada as
relacoes constitutivas de Born-Infeld. Numa teoria linear, como é o caso da Eletrodinamica
de Maxwell, onde a intensidade dos campos nao esta limitada a nenhum valor, b — oo,
b? se anula em todo o espaco e a carga magnética ¢,, ndo se sustenta, anulando todo o
setor magnético. Além do mais, ela nao pode ser observada diretamente, pois os campos
de dipolo estao encurvados. Essa analise s6 é possivel do ponto de vista matematico.

Um outro caminho pode ser seguido para se obter ¢,, e o campo puramente radial.

Retomando (4.2.23) no Sistema Internacional, escreve-se:

Ld 5, 2 poiBonr f(z)
ﬁ% (7" b ) = —; Tg’ xm (4226)

r2h = —2

Mol Bohr f(u)du [ — Ho (871-#30]”7(1’)) (4227)

— — —
Ty Vot +ut 42 T,
0
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r :qum
V=5 (4.2.28)

O parametro v é definido pela integral:

[ _fwdu

Se o campo nao fosse encurvado a grandes distancias, ele seria tipico de uma carga

(4.2.29)

magnética de intensidade ¢, situada na origem. Essa carga pode ser escrita em termos
dos parametros oriundos da teoria de Born-Infeld, r, e v e da constante pigop, (9, 2847701 x
10724JT~1). Dividindo-se por ¢, para recuperar a unidade de coulomb, e pelo valor da
carga elementar, para que fique expresso em nimero de cargas eletronicas, g, se escreve

CO1mo:

HBohr

|G| = 8 (4.2.30)

o

Usando (4.1.18) e calculando «(z) para * — o0, a carga ¢, e a carga magnética

g = ¢m/2 total podem ser calculadas em nimero de cargas eletronicas:

v = Lim y(z) = 3,697753170 (4.2.31)

r—00

Gm — 197,22 €

g— 98,61 ¢

O valor encontrado por Dirac para a carga magnética fundamental é de aproximada-

mente g ~ 68,5 e. Dirac encontrou uma particula cuja carga vem da solucao das equacoes
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de campo de calibre com grupo de simetria Abeliano U(1). O objeto encontrado na pre-
sente dissertacao ¢ de origem radicalmente diferente. Nao tem uma analogia direta com
o monopdlo de Dirac. Aqui, esse objeto se comporta como uma carga magnética oriunda
da natureza nao linear da teoria de Born-Infeld. E uma interpretacao alternativa para
o momento dipolar intrinseco do elétron e da sua origem, ou seja, da carga elétrica em
repouso e da nao linearidade. Por estar descrevendo os campos no regime classico, nao
existe compromisso com o valor quantizado, que tem sua origem na Mecanica Quéantica.
Os campos encurvados guardam um campo magnético puramente radial e coulombiano
(4.2.28) longe da carga elétrica, que s6 é desvendado pelo tratamento matematico. As
Teorias de Unificacao também prevém cargas magnéticas com o valor proposto por Dirac.
No contexto da Teoria das Cordas, o mesmo acontece, indicando uma unanimidade para
a intensidade dessas cargas. A crenca é que qualquer teoria que explique a quantizacao
da carga elétrica tera que conter monopdlos magnéticos. Mas isso ainda carece de uma

prova definitiva.

4.3 O Momentum Angular

A eletrodinamica define muito bem o momento angular em termos da interacao entre
os campos eletromagnéticos, qualquer que seja a origem deles. Se oriundos da mesma
fonte, entende-se que isso representa uma auto-interacao. Adicionalmente, essa auto-
interagao pode estar associada a um parametro da particula, nesse caso a um momentum
angular préprio. Essa grandeza, no mundo classico, estd associado a rotagao. Porém, a
definicao proposta neste trabalho dispensa a necessidade de se atribuir um giro a particula

~ . ~ H H .
carregada em questdo. A interagdao entre os campos D e B gera uma densidade de

momentum linear azimutal, se o calculo é tomado em relagao ao eixo axial do dipolo.

Traduzindo a equagao (2.4.26) em termos de campos, e tomando-se 0 momento em relagao
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a esse eixo, 0 momentum angular tem sua definicao em termos da integral a seguir:

—

L=[7x (B x §> dv. (4.3.32)

Desmembrando-se os termos do integrando em suas componentes, o duplo produto
. — == ) . . .
vetorial 71 X (D X B) se reduz ao vetor —rD"B’6. Projetada sobre o eixo axial, o
ﬁ
modulo da componente axial de L ganhard um sen(6). Denominada de L., serd escrito

CO1mo:

2m s 00
L, :/ dgp/ d@sen(@)/ drr?x (4.3.33)
0 0 0

e D2 e
x (1) ( ) o <1 + ?> Mighrf(x)sen(ﬁ) sen(6).

42

Apoés a integragao, L, se reduz a alguns parametros conhecidos e pode ser escrito

COIMo:

=2 (1> (€htoftnon) - (4.3.34)

Esse resultado é o produto da auto-interacao dos campos oriundos de uma teoria nao
linear classica. O primeiro paréntese agrupa somente os parametros provenientes da Teo-
ria de Born-Infeld. O segundo é preenchido com valores experimentais disponiveis e bem
medidos. Portanto, a precisao do valor numérico dessa grandeza fisica esta diretamente
ligada aos valores fornecidos pela Teoria de Born-Infeld. Estes foram calculados anterior-
mente. Substituindo-se v e r, de (4.2.31) e (4.1.18) respectivamnete, dentro da precisao

que o modelo pode fornecer, chega-se ao valor:

L. ~ 0,556 x 10734 Js. (4.3.35)
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Se for correta a correspondéncia entre esse momentum angular, que é de origem
puramente eletromagnética, e o momentum angular intrinseco previsto pela Mecanica
Quantica, entao é possivel sugerir que a nao linearidade reduziu o ”spin”a auto-interagoes
de campos eletromagnéticos. A MQ prediz que esse valor é h/2, sendo h a constante de
Planck dividida por 2w. A previsao classica (4.3.35) difere em aproximadamente 2, 7%
desse valor. Varios fatores podem ter contribuido para esse desvio. Entre eles, esta a di-
ficuldade de definir com exatidao o parametro r, da teoria, quando na presenca de ambos
os setores eletromagnéticos. Porém, uma visao mais profunda revela que nao é apenas
o valor numérico de T que esta em jogo, mas sim os mecanismos de geragao, ou seja,
a sua origem. Sabe-se que o ”spin”é de origem quantico-relativistica. Seu valor inde-
pende da massa ou de qualquer velocidade de rotacao que se possa atribuir a particula.
Sabe-se também que, na MQ), as propriedades do ”spin”estao diretamente associadas a
funcao de onda do elétron, que se traduz em invariancias bem conhecidas (CPT). Nao hé
um paralelo para essas propriedades no ambiente classico, como o do presente modelo.
Entretando, os campos e as interacoes entre eles descrevem as propriedades intrinsecas
da carga associada a particula carregada. Esse era o objetivo principal de Gustav Mie e,
posteriormente, de Born-Infeld, ou seja, descrever as propriedades do elétron apenas em

termos dos seus campos.

4.4 A Estabilidade da Carga Elétrica

Trata-se aqui da delicada questao referente a estabilidade da carga elétrica e como a
néo linearidade se relaciona com ela. E do tensor Energia-Momentum, 7", que algumas
propriedades dinamicas do campo eletromagnético podem ser derivadas. Dentre as diver-
sas componentes, T% descreve a pressao da radiacao. O interesse reside especificamente

na componente T, porque ela descreve a pressao na direcao radial da carga. Na Teoria
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de Born-Infeld, esse tensor é mais facilmente visualizado quando escrito em termos das

componentes do campo eletromagnético e de sua Lagrangeana Lpg;:

T9 = —E'D’ — H'B7 + §Y {EB[ + H - B}- (4.4.36)

Tomando-se apenas a componente 17" desse tensor, é possivel ver, explicitamente, a

contribuicio do setor magnético, H? B, para a pressio total radial a seguir:

" — gl"étrico + AT‘J?\n/;agnético =—-E"D"+ £BI + HGBQ, (4437)
A Hagnético = HGBG‘ (4438)

A forca resultante, em um hemisfério da esfera de raio r que envolve a carga elétrica
s b )
é calculada multiplicando-se 7T""7 pelo elemento de drea com vetor normal radial, dST,

devidamente projetada na direcao axial Z.

/ (dS7-7P)T"" (7 - 2) = e b*mr?P(x), (4.4.39)
hemis fério
o x? 1 o'32f*(x)
Pla)= -0 (1 )2y 2 2T 4.4.40
(=) Vot +axt ( \/04—|—x4) 222\t + a* ( )
AT Bonr
B = “[Rbohr (4.4.41)
ecr,

A funcao P descreve a forca resultante sobre esse hemisfério. A Figura 4 exibe o

comportamento dessa funcao para os dois casos em questao.
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Figura 4 - Forga radial resultante quando considera-se a auto-interacao.

O primeiro considera apenas o campo elétrico (3 = 0). Nessa situacao, a forga resul-
tante é totalmente repulsiva e a carga nao tem estabilidade. O segundo leva em conta o
termo responsavel pela interacio entre H? e BY. Esse termo novo, adicionado pela nao lin-
earidade, é capaz de inverter a tendéncia repulsiva da forga e assim garantir a estabilidade
da carga, gerando uma pressao negativa que compensa a repulsao coulombiana.

O termo do coeficiente de (4.4.39), &,b%, corresponde a uma pressiao da ordem de
10% N/m?, correspndente a uma pressao muito alta. Quando multiplicada pela &rea
efetiva daquele hemisfério, corresponde a uma forca liquida, €,b*7r2, da ordem de 1072 N.
A fungao P(z) espressa a competigao entre a repulsao elétrica e a pressdo negativa da
auto-interacao magnética. O termo quadratico garante que esse efeito independa do sinal
da carga da particula carregada. A componente T"" expde, dentro dessa abordagem,

o mecanismo de auto-interacao do campo, que preserva a estabilidade da carga elétrica.
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Ainda é possivel ir um pouco mais a frente. A equacao (4.4.40) pode ser escrita em termos

da projecao de T sobre o eixo do dipolo magnético. Considerando que:

K Bohr _ 3Lz
To 2vep,’

(4.4.42)

e inserindo na equacao (4.4.40), produz imediatamente uma conexao entre a estabilidade

da carga e o spin da particula [84]:

P(x) = u(z) + v(z)L?, (4.4.43)

0'4 {L‘2
W) = ————— [ 1 = ——— ) 22, 4.4.44
)= ( m) ted)

(x) = (;;)2 m;j%. (4.4.45)

Baseado nessa expressao, se o termo que leva o spin acoplado for nulo, nao pode
haver estabilidade para uma particula carregada. Essa interpretagao sugere que particulas
fundamentais carregadas devem necessariamente ter seu spin nao nulo. Realmente, até
o presente momento, nao se conhece nenhuma particula com caracteristicas diferentes,
reforcando as previsoes desse modelo. Porém, o Modelo Padrao Minimamente Super-
simétrico (MSSM) prevé a existéncia de dois bosons de Higgs carregados e de spin zero,
ainda nao detectados experimentalmente, contrariando explicitamente as previsoes do
presente modelo. Se sua existéncia for comprovada, ainda existe a possibilidade dessas

particulas nao serem fundamentais mas sim estruturas compostas.
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4.5 O Neutrino

O contetdo desse discussao encontra-se no artigo em preparagao para publicagao em
periddico cientifico[85].

Sob o ponto de vista do eletromagnetismo neutro, o neutrino é a particula certa para
se testar os limites do modelo aqui desenvolvido. Ele pode apontar a necessidade de uma
extensao ou revisao mais profunda da Eletrodinamica de B-I, em suas bases tedricas, na
medida que as propriedades dessa particula desviem da descricao em termos de seus débeis
campos magnéticos. O neutrino possui um fraquissimo momento de dipolo magnético
(tn ~ 1071%p), sendo um fermion, o seu spin é 1/2, nao possui carga elétrica (carga
Abeliana), possui carga isospin, carga essa que nao pode ser descrita nessa formulagao
Abeliana, e portanto interage via interacao fraca, que tem alcance da ordem de 10™'¥m
a 107" m, . Sua massa é apenas uma estimativa tendo por base um limite superior. No
caso do neutrino do elétron, dentre as diversas tltimas estimativas[82], esse valor é menor
que 0,47 eV. De particula fantasma, preconizada por Pauli para resolver o problema
da conservacao da energia, hoje ele tem um papel fundamental no Modelo Padrao e até
conexao com a Energia Escura . Do ponto de vista quantico, ele sofre oscilacao de sabor.
As oscilagoes de neutrinos implicam massas nao nulas sendo esta a primeira evidéncia
clara de Fisica além do Modelo Padrao das interagoes eletrofracas. Os neutrinos ainda
tém um papel especial em Fisica de Particulas e Cosmologia.

A presente abordagem, puramente especulativa, é um esforco de acomodacao dessa
particula fundamental na eletrodinamica de Born-Infeld, uma vez que ela nao possui
carga elétrica. Portanto, os resultados aqui apresentados sao meramente estimativos.

A relacao constitutiva para o setor magnético do neutrino impede que se faca a sep-
aracao completa das variaveis. O campo em questao, que seria de um dipolo magnético,

depende de r e 6. O argumento da raiz quadrada compromete a hipdtese de fatoracao
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— —
de ambos os campos. Se B for fatorado, o mesmo nao acontecera com H e vice-versa.
Sendo b, a intensidade méaxima do campo, a relagao constitutiva do setor magnético se

apresenta COoImao:

ol

H
H=—1—. (4.5.46)
ﬁ
Considerando que B pode ser fatorado nos mesmos moldes anteriores, escreve-se:

-~

B = (r) cos(0)F + b°(r)sen (). (4.5.47)

Satisfazer as equacoes de Maxwell significa satisfazer o seguinte sistema de equacoes

diferenciais:

2b?

— — 1 d 9y p
V-BZO—Wa%&b)+7¢:Q (4.5.48)
Y 0
Y sen<e>§% 2 eslt) (4.5.49)

Nao havendo uma solucao analitica que satisfaca esse sistema, resta apenas o estudo

dos limites assintoticos. Este revela uma estrutura de campo parecida com aquela do
B2

elétron. Quando r — oo, a fungao /1 + 4z — 1, pois nesse limite ¢ mais do que
n

justificavel ‘ﬁ‘ < b, e o sistema de equagoes (4.5.48) e (4.5.49) pode assim ser escrito:

1d,, 267
=Ly 4 2 = 45.
53 () +— =0, (4.5.50)
A Ly — g (4.5.51)
dr o h

A solucao ¢ um tipico campo de dipolo com dependéncia igual a 3.
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Por outro lado, quando r» — 0:

H
| B2
1+ SR valor constante. (4.5.52)

Na auséncia do setor elétrico oriundo do proprio neutrino, pois ele é neutro, a solucao
nao pode ser nula na origem pois nao ha nenhum mecanismo de acoplamento entre os dois
setores, como no caso anterior. Ela deve tender para um valor finito, similar ao campo
elétrico do elétron de Born-Infeld original.

A energia total de repouso, supondo que existe um tal referencial, estd armazenada

no seu campo magnético. Este é débil fora do raio classico do neutrino, r,,, de modo que:

JEEEN
2 B_2 . _ 2
eoliy [ AV QA1+ G — 1 =mac (4.5.53)

Ao contrario do elétron, que tem seus valores bem medidos experimentalmente, no
caso, a massa do neutrino carece de medidas precisas. Em tese, essa equagao define a
massa eletromagnética dessa particula. Portanto, com a estimativa do campo magnético
do seu momento de dipolo, o modelo pode avaliar os limites dessa massa. Numa abor-
dagem rudimentar, é razoavel admitir que na regiao do espaco ocupada pelo neutrino, o
campo magnético seja da ordem de b, e a integral se divide em duas. Uma para a regiao
interna do neutrino e outra para fora dessa regiao, onde o campo assume seu comporta-
mento dipolar tipico, de dependéncia r~3. Desse modo, o lado esquerdo de (4.5.53) é uma
funcao em principio livre pra assumir qualquer valor. Escrita de forma segmentada para

as duas regioes de comportamentos distintos do campo magnético, ela se apresenta como:

_>
Tn [e.e] BQ

[ ~e,b? / dV+/ dVv ,/1+b—2—1 : (4.5.54)
0 Tn n

ﬁ
No volume fora do neutrino, o campo B < b, e a segunda integral pode ser aproxi-

mada assim:
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4 1 [
T~ e,b? {%7‘3 + ﬁ/ dvﬁz} . (4.5.55)

O campo magnético, naquela regiao, pode ser aproximado, negligenciando a dependéncia

angular, para B ~ <2 e o resultado é a seguinte expressao:
T

APy FLIC (eporn)” | (4.5.56)
3 " 2r3

Minimizando essa energia, o vinculo entre o campo méaximo e o raio classico do neutrino

aparece de forma explicita:

dl’ Clofhn
— = by, ~ . 4.5.
= 0— 7 (4.5.57)

Supondo que o neutrino se encontra nesse estado de energia minima, e que esta é a

sua energia de repouso, m,c?, a fungao (4.5.56) se reduz & equagao:

MnC? ~ 2T 2 b2 = 2ME o Cllofin by = o kn n (4.5.58)
c

Todos os parametros dessa ultima igualdade estao medidos, exceto b,,. Traduzindo em
ndmeros, o produto 21“6—‘5;";0&0_% ~ 1,2 x 10722 vai compor a massa de repouso do neutrino,

em unidades de eV, se as unidades de b,, for N/C":

mnc® ~ 1,2 x 1072%b,, eV. (4.5.59)

Tomando o comprimento do raio do neutrino como sendo da ordem de grandeza do

alcance da forca fraca, 0,5 x 107'7 m, o campo méximo pode ser estimado:

Cllofln
b~ =5

=2,8 x 10 N/C. (4.5.60)

Levando esse valor a expressao (4.5.59), a massa do neutrino é estimada como:
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mpc = 0,34 eV. (4.5.61)

Este valor estd dentro dos tltimos limites estimados[82]. Mais que isso, a expressao
(4.5.59) sugere uma interpretacao mais profunda a respeito do significado do campo
maximo. Ele tem um carater mais geral e universal. Dentro dessa eletrodinamica, a
massa do neutrino esta intimamente ligada a existéncia desse parametro. Por outro lado,
o problema maior reside em calcular o momentum angular nos mesmos moldes definidos
para o elétron. Por nao ter um campo elétrico préprio, a integral (4.3.32) seria nula, cor-
respondendo a um spin nulo, contrariando a observacao experimental. Porém, o par de
leptons (v, e) forma um dupleto, independente da distancia entre os mesmos. Fica dificil
acomodar essa caracteristica num regime totalmente cléssico. Se o neutrino tomasse
o setor elétrico do seu companheiro elétrico seria possivel, numa discussao qualitativa,
conectar o spin com aquela integral que define o momentum angular. Dessa forma, ela
teria que manter a mesma estrutura, estando o elétron junto ao neutrino ou afastado dele.
Fazendo interagir o seu fraco momento de dipolo com o campo do elétron, a contribuicao

para o spin seria algo da ordem:

AL xrD.B,AV

Destacou-se o campo do elétron como D, e o campo do neutrino B,. O pequeno
volume AV sobre o elétron pode ser escrito como r?ArAQ, sendo A o angulo sélido
subtendido pelo elétron e no referencial do neutrino Ar ~ r,. Estimando-se o campo B,

como o de um dipolo, essa quantidade acima se assemelha a:

AL xrD.B,AV — (r) ( e ) <uouu> (rzArAQ) _, Hopwe AQ

Amr? r3 ro 4w
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Multiplicando-se e dividindo-se pelo momento de dipolo do elétron (ppon,), essa es-

trutura recupera em parte a estrutura original do spin do elétron:

AL o Mot Bohs€ (AQ My > ~ HoltBonr€ (10—10@)

To AT WBohr T 47

Entre parénteses estao quantidades pequenas mostrando que nao se pode esperar que
este produto possa gerar o spin do neutrino quantitavamente igual ao do elétron. Também
nao é possivel afirmar que este seja um contra-exemplo, ou seja, que o momentum angular
nao possa sempre ser representado em termos da interacao magnética com a elétrica. O
neutrino é quase transparente ao setor eletromagnético, interagindo apenas com seu fraco
momento magnético. E no setor da forca fraca que ele interage com o mundo. Isto sugere
que o spin deve, ainda assim, ser reduzido a interacao entre os campos nao Abelianos da

Eletrodinamica de Born-Infeld, estendida além do grupo de simetria U(1).
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Capitulo 5

CONSIDERACOES FINAIS

Essa tltima etapa do trabalho consolida os resultados parciais de cada capitulo e

discute-os com base em uma unica origem:
AUTO-CAMPOS EM AUTO-INTERACAO

O Reducionismo foi uma consequéncia natural e uma presenca constante em cada
etapa deste trabalho. De certa forma reviveu os ideais ingénuos e primeiros de Mie. Cada
combinacao de interagoes entre os campos gerados pela carga elétrica, respondeu por uma
grandeza fisica diferente. Nao existe nenhuma evidéncia experimental, até o presente mo-
mento, de que a Eletrodinamica de Maxwell-Born-Infeld seja uma Teoria Efetiva. Uma
teoria, para ser considerada cientifica, deve, em primeiro lugar, satisfazer uma condicao
de testabilidade. Uma teoria nao é mais do que uma hipdtese, uma tentativa que tem em
vista compreender o mundo, se nao pode ainda ser verificada na pratica. Alguns resultados
experimentais sugerem que talvez j tenha sido observado o espalhamento féton-féton|[73].
A natureza nao linear de efeitos atuando numa regiao muito pequena do espaco faz de

B-I uma teoria ainda sem nenhum de seus parametros medidos experimentalmente. Se a
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natureza escolheu esse caminho, certamente experimentos futuros irao comprovar sua au-
tenticidade. No entanto, é no minimo confortavel ver que, utilizando seus mecanismos de
forma consistente, foi possivel fazer algumas previsoes tedricas de como a natureza pode-
ria se comportar na sua intimidade, ou melhor, na escala sub-atomica. Sendo uma teoria
classica, é limitada no que tange ao seu alcance. Mas buscar solugoes regulares, livres
de singulares, ainda no regime classico, é fundamental, pois fornece uma base sélida para
uma futura quantizacao. Na Teoria da Gravitagao de Einstein, a auto-interagao gravita-
cional produz o espalhamento das ondas gravitacionais, no regime classico e nao linear.
Na Eletrodinamica, tal efeito, o espalhamento féton-féoton aparece como consequéncia
da quantizagao das equagoes de Maxwell do vacuo ou das equagoes acopladas Dirac-
Maxwell. Entretanto, a interacao féton-foton decorrente da Eletrodinamica Quantica,
pode ser também descrita por uma eletrodinamica classica nao linear, tarefa realizada
por Schrodinger e por Born e Infeld. Em outras palavras, a auséncia da nao linearidade
nas equacoes de Maxwell é compensada pela quantizacao. Para evitar interpretagoes
erroneas, vale lembrar que, na versao Dirac-Maxwell, as equagoes sao nao lineares.

A esséncia dessa dissertacao cabe no quadro de Causa e Efeito organizado a seguir.
Ele resume os resultados da Eletrodinamica Classica e Abeliana de Born-Infeld aplicada

a descricao do elétron.

CAUSA EFEITO

Componente Polar de Carga Magnética

H
B =
~ ﬁ ﬁ .
Interagao entre D e B = Momentum Angular(spin)
- =
BeH

Interacao entre B e —>  Estabilidade da Carga

Ao investigar o Neutrino, ficou evidente que a formulacao Abeliana nao é suficiente
para descreve-lo. Seu débil momento magnético interage fracamente com o setor eletro-

magnético. Apesar disso, a sua massa pode ser estimada ainda com base nessa formulagao.
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Isso é uma evidéncia de que o setor de massa esta bem representado pelo grupo de simetria
local U(1) e pelo grupo de simetria de Lorentz. A auséncia da carga elétrica e a presenca
de uma carga isospin fraca, evidenciou a exigéncia da formulacao nao Abeliana dessa
Eletrodinamica. O seu Momentum Angular préprio, calculado com base na interagao
entre campos de setores opostos, nao logrou éxito. A resposta pode estar nos campos
adicionais de uma versao nao Abeliana, invisiveis na formulacao atual. Dessa maneira, a

equagao (4.3.32) podera ser generalizada e contera novos termos adicionais:

L Nio aveliano = | T X (D X B + produtos adzczonazs?) dV.

E instrutivo, ao final dessa dissertacao, fazer um resumo dos resultados mais relevantes
alcancados. A hipétese de uma carga elétrica em repouso gerar campos magnetostaticos
sO obteve éxito porque estava imersa na Eletrodinamica nao linear de Born-Infeld. Os
desdobramentos a partir disso revelam a riqueza oculta nessa Teoria:

(i) Solugao magnética no nula para uma carga elétrica em repouso;

(ii) Objetos do tipo carga magnética;

(iii) Momentum Angular préprio (spin) descrito em termos de interagao entre
campos,

(iv) Estabilidade da carga elétrica quanto a repulsao coulombiana;

(v) Previsao da massa de repouso do neutrino do elétron.

Como proposta de desdobramentos futuro, a mais imediata seria a busca por solugoes
magnetostaticas na Eletrodinamica de Born-Infeld, estendida para o caso nao Abeliano.
A principal motivacao estaria nos resultados alcancados aqui apenas com a formulacao
Abeliana. Em principio, o grupo de simetria U(1) x SU(2) apresenta maior interesse
por razao historica. Nesse grupo de calibre foi feita a unificacao da forca fraca com a

eletromagnética, relizada por Glashow, Salam e Weinberg. A objetivo é acomodar todo
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o setor Leptonico nessa formulagao, e nao apenas o elétron e seu neutrino associado.

A segunda sugestao parte da formulacao nao Abeliana dessa Eletrodinamica, poderia
basear-se no grupo de simetria local de Lorentz SO(3,1), para investigar se essa pro-
posta resultaria numa solucao Born-Infeld Gravitacional. A principal motivacao vem da
incerteza da validade da Lei da Gravitacao de Newton na regiao submilimétrica. O obje-
tivo principal é avaliar a influéncia do setor eletromagnético sobre o potencial gravitacional
e suas consequéncias. Nessa escala, esses desvios seriam tangiveis ao nivel macroscépico,
abrindo possibilidades de teste em nivel laboratorial.

A terceira e ultima sugestao se refere ao Born-Infeld planar com o termo de Chern-
Simons, na formulacao Abeliana e nao Abeliana. A Fisica em duas dimensoes espaciais
apresenta aspectos interessantes, mesmo no nivel classico. Em particular, o elétron se
comporta de forma diferente. No campo de aplicacao estd o mais conhecido, dentre
outros, o Efeito Hall fracionéario. O estudo dos fermions planares é de grande interesse na

Matéria Condensada.
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Apeéendice

ﬁ
Este apendice trata da inversao da equacao canonica do campo D . Para os objetivos
7’ . /7 . V4 . H .

desse trabalho é muito 1til ter o campo elétrico E escrito em termos desse vetor e da

. ~ 7 . é v 7 . . ~ V) .
inducao magnética B. Ela é de carater geral, visto que nenhuma restricao é introduzida
nessa deducao. Essa troca facilita a visualizacao das imposigoes do problema em questao
e explicita a dualidade quando se aplica o mesmo tratamento a equagao canonica para o
7’ . ﬁ . 7 ~ A . ﬁ . .
campo magnético H. O ponto de partida é a equacao canonica para D, transcrita aqui

por comodidade:

D= . Al
- B2 | B? AN .
1_ﬁ+ﬁ_<w>
- —
Definindo-se a fungao f(E, B):
- = E? B2 E-B ’
f(E,B) = 1—b—2—|—b—2— = , (A.2)
reescreve-se (A.1) como:

f(E,B)D = FE + 72 B. (A.3)

q
Aproveitando-se das propriedades do produto vetorial, multiplica-se pelo vetor B, a

direita, ambos os lados da equagao (A.3):
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J(E.B)Dx B=Ex B+ |~ |BxB.

O 1ltimo produto é nulo e repete-se esse procedimento, multiplicando-se, a direita,
H
ambos os lados pelo vetor B:

(A.4)

O produto vetorial triplo obedece a seguinte identidade:

7x(7x?):7<7.?>_?(7.?).

Segue que, identificando-se o produto vetorial <§ X §>

—
X Bcom os vetores daquela
identidade, este serd escrito como:

(ExB)xB=-Bx(ExT)

— = — — = — — = — —
—E(B-B>+B(B-E)zB(E-B)—BQE.

(A.5)
Assim a equacao (A.4) tem sua estrutura reescrita assim:

b? a
Apreciando-se as equagoes (A.3) e (A.6), verifica-se um termo comum a ambas. Por-

- — —
_)_><D><B)><B (BB m_
f(E, B) B

— — —
tanto, a subtracao de uma pela outra leva ao cancelamento do termo (EI;'QB ) B. Se
reescrita, ela toma a seguinte forma:

- — —
N (DxB)xB B2
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— - =
O proximo passo é escrever o campo E em termos dos campos D e B e da funcao

J(E.B).
_ B |- DxB)xB
E = ](01(+’§_;) D — ( b2) (A7)

_>
A tarefa seguinte consiste em trabalhar a funcao f (ﬁ, B) para deixa-la apenas em ter-
- =
mos dos campos B e D. Tomando-se o quadrado de (A.1) dividido por b?, e multiplicado-o
—)
por f2(E, B) obtém-se uma expressao para f2 7z onde aparece apenas os campos fun-

damentais E e B:

D2 2 (E.B\ (E.-B) B2
f b—2+< 12 >+< 02 ) <1+b—2). (A.S)

Multiplica-se, vetorialmente, a equacao (A.1) por

%l

— —
EF x B

RN —
f

Quadrando-se ambos os lados chega-se a:

H
Reescreve-se (A.3) multiplicada escalarmente por E.

D-E\ r (E-B\B-E r (E-BY
(5) -5+ (5 ) Z-2+(5E) . e
(ExB)” . : -
- a (A.8), chega-se a seguinte expressao:

D2 B2 (E-B ?

Somando e subtraindo o termo

b? b2
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ExB) (ExB) [(2.B\/
E-B B
+ - +| =5 1+ 55 ). (A.11)
Oculto nos produtos escalar e vetorial de (A.11), o sen(f) e o cos(f) ajudam a fundir

— =\ 2 — =\ 2
. E2B? cos?(0 E2B?sen?(0 ;oA =
os termos (Eb23> = T @ o (EXB> = sen”®) onde 0 é o angulo entre F e

b2 b4

— =\ 2 2
B. Lembrando também que (Eb B) = w = f? <DXB> , a equacao (A.11) fica

pronta para o passo final:

2 2
,|p? (DxB 2 B> (E-B B
f b—2+ 12 :ﬁ—f— m + B 1+b—2 , (A.12)
que fatorada resulta em:
p* (DxBY e (E-BY B
X .
() [ (5 [ (e 8) e

— =\ 2
2 . :
Mas f2 =1— b2 . fz, — (%) e agrupando-se adequadamente os termos de interesse,

2 2 —>.—> 2
escreve-se esse quadrado como f2 =1+ ]g—g — {5—2 + (EbQB ) ] Portanto, o termo entre

os colchetes é nada mais que:

e (E-B\ B ,
b—2+ B 1+b—2 - [ (A.14)

_)
Isso era o que faltava para a eliminacao completa dos termos que continham E. Agora

—_ =
a equagao (A.13) permite escrever a funcao f em termos de B e D, explicitamente:

— —\ 2
,|D* (DxB B2 B2
f ﬁ*( V) () (o)

Finalmente:
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f = (1 %) (A.16)
B2 | D2 DxB 2 '

— —
Substituindo-se em (A.7) resulta numa expressao para F em termos dos campos B e

_>
D apenas.
=g Bxﬁ)xﬁ
5 _ (DxB)<B
E = b (A.17)

\/1+B—2+D—2+ <3X§)2
b2 b2 b2

- —
Resta agora escrever a Hamiltoniana em fun¢ao dos mesmos termos. A funcao f(FE, B)

pode se apresentar de duas formas diferentes, (A.2) ou (A.16). Usando-as juntamente com

a expressao para o campo elétrico, equagao (A.17), a Hamiltoniana pode ser escrita como:
=g DxB)xB

\/1+B—2+D—2+ <3X§)2
b2 b2 b2

Utilizando novamente a realagao (A.16), suprime-se o termo da raiz quadrada e troca-

Ff—1y. (A.18)

|l

—- =
H=D E —L=10

se a ordem do produto vetorial:

) D (= ﬁx(l_jxﬁ) f
H=0"¢ = -| D+ +f—=17. A.19

O produto vetorial entre parénteses é melhor escrito na forma seguinte:

B(D-B). (A.20)

— B — — = — — = — —
Bx(DxB):D(B-B)—B(B-D):BZD—

Ele serd inserindo em (A.19). Apés efetuar-se os respectivos produtos escalares, a

Hamiltoniana (A.19) se reduz a:

30



H =15

— =\ 2
D? D2B2_<D.B> (1f Lroab (A21)

73 T B
b2 b b2 + 2

Fatorando a funcao f nessa expressao, chega-se a seguite experssao:

f p? pB* (D-BY\ B?
H=0*{—1 _|= 4 - +<1+—) 1%, (A.22)

1+2y | v b2 b2

A pentltima etapa restaura o produto vetorial através da relacgao:
- = - = 9 19 9
(DxB)-(DxB):DBsen 9) =

= DB [1 - cos(9)] = D*B*~ (D - B). (A.23)

Esta reduz A.22 a seguinte experssao:

N p: B2 (DxB\
b

O passo final consiste em substituir f pela expressao (A.16) e a expressao final para a

Hamiltoniana se escreve como:

p2 B (DxB\
H=1 1+—+—+(—) —15. (A.25)

81



