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Resumo

Neste Trabalho, explora-se a existéncia de caos em teorias supersimétricas.
Contempla-se sistemas mecanicos supersimétricos formulados a partir de teorias de
campo reduzidas no regime de configuracoes espacialmente homogéneas e se aplicam aos

mesmos testes de integrabilidade e caos.



Summary

The existence of chaos in supersymmetric theories is the focus of this work. Super-
symmetric mechanical systems formulated from field theories reduced in the regime of
spatially homogeneous configurations are contemplated and tests to find out integrability
and chaos are applied. Our results suggest that supersymmetric models are more sensitive

to the presence of chaos than non-supersymmetric ones.

vi



Indice

Dedicatdria . . . . . . .

Agradecimentos . . . . . . . ...

Resumo

Summary

Indice .

Introducao e Motivagao

1 Caos e Integrabilidade em Teorias de Gauge

1.1 Teoria de Gauge com Campos espacialmente

1.2

Homogéneos . . . . . . . . ..
Caos e Integrabilidade e Métodos de Andlise . . . . . . . .. .. ... ...
1.2.1 Imtegrabilidade . . . . .. ... .. .. ... ... ... ...
1.2.2  Simetrias pontuais de Noether. . . . . . . .. ... ... ... ...
1.2.3  Teste de Painlevé . . . . . . . . .. .. o
1.2.4 Caos Deterministico . . . . . . .. .. .. .. L.
1.2.5  Expoente de Lyapunov . . . . . . . ... ... ... ... ... ...
1.2.6 O método SALI . . . . . . . . ... .. ... ...

vil

i

vi

vil

12



2 Modelo Mecanico de Yang-Mills Minimamente Supersimétrico

2.1 O Modelo Supersimétrico . . . . . . . . . ...

2.2 Analise de Integrabilidade para o Setor Bosonico . . . . . . . ... ... ..

2.3 Andlise de Integrabilidade Considerando a Simetria de Paridade Imposta

atodoo Modelo. . . . . . .

2.4 ConclusOes . . . . . .

3 Integrabilidade e Caos em um Modelo Planar Supersimétrico N=2

3.1 O modelo Bosonico usual com consideracoes de Simetria de Paridade

3.2 O modelo supersimétrico . . . . . . . . . ...

3.3 O setor bosonico e sua integrabilidade. . . . . . . ... ... 0000

3.3.1 Parametros que sobrevivem aos vinculos de paridade . . . . . . ..

3.4 Aplicando o teste de Painlevé . . . . . . . . .. ... ... ...

3.5 Estudo da Integrabilidade do Setor Bosonico com simetria de Paridade

imposta a todoomodelo . . . . . ...

3.5.1 Formulacao a duas componentes do setor fermionico . . . . . . . . .

3.5.2  Estudo de integrabilidade com vinculos de paridade do setor fermionico 55

3.6 Conclusdes. . . . . . .

4 Limite Mecanico Supersimétrico de Yang-Mills com Quatro Graus de

Liberdade

4.1 O Modelo Supersimétrico . . . . . . . . ...

70



4.2 Anélise de Integrabilidade para o Setor Bosonico

4.3 Estudo de Integrabilidade com Vinculos de Paridade Impostos a Todo o

Modelo. . . . . .

4.4 Conclusdes. . . . . . . s,

5 Integrabilidade e Caos numa Versao D=(0+1) da Teoria N=2 Maxwell—-

Chern—Simons—Higgs.

5.1 Introducao . . . . . . . . .

5.2  Descricao do Modelo . . . . . . . . ..

5.3 Andlise de Integrabilidade: Caso Geral
5.3.1 Aplicando Simetrias pontuais de Noether.
5.3.2  Teste de Painlevé

5.4  Regime de acoplamento critico

5.5 Andlise de caos . . . . . .

5.5.1 Equagoes de movimento e condigoes para andlise . . . . . . . . . ..

5.5.2 Casocom g=0

5.5.3 Caso com g # 0 fora do regime de acoplamento critico . . . . . . .

5.5.4  Caso com g no regime de acoplamento critico

5.6 Conclustes. . . . . . .

6 Consideracgoes Finais

Bibliografia

1X

80
80
82
86
86
87
89
91
92
93
95
97
99

102

107



Introducao e Motivacao

As propriedades dinamicas de sistemas de gauge definem um foco de grande interesse,
como se pode perceber a partir do notavel esforco que foi dirigido, ha algum tempo, a
analise da estabilidade de configuragoes de campo de gauge [Bamba et al,2002]. Dada
a sua importancia na fisica tedrica, as teorias de gauge vém sendo investigadas intensa-
mente, e o quadro atual é uma descricao abrangente, mas nao—exaustiva, desta estrutura
tedrica. Um aspecto promissor de tais sistemas é a possibilidade de solucoes solitonicas co-
erentes, que podem desempenhar um papel crucial na compreensao de fenomenos fisicos
como, por exemplo, o confinamento dos quarks. Por outro lado, a procura de janelas
de regime cadtico em teorias de gauge parece ser tao importante como a analise ante-
rior, definindo uma contrapartida a abordagem baseada em solugoes estaveis, o que pode
conduzir a resposta de problemas-chave [Bamba et al, 2002, Biro et al,1994]. Nos anos
oitenta, desenvolveu-se um método para investigar caos em teorias de campo, que foi
aplicado a sistemas de Yang-Mills [Biro et al,1994, Matinyan et al,1981]. A idéia prin-
cipal é reduzir o modelo a seu limite mecanico, considerando configuracoes de campo
espacialmente homogéneas. A discussao da evolucao cadtica neste regime restrito é su-
posta suficiente para assegurar comportamento cadtico da teoria de campo completa
[Biro et al,1994, Nikolaevski e Shur,1982]. A partir do trabalho pioneiro de Matinyan
[Matinyan et al,1981] que, fazendo uso de campos espacialmente homogéneos viabilizou o

estudo de caos em teoria de campos, muitos outros trabalhos se sucederam. A seguir, des-



tacaremos alguns casos da literatura que adotam este enfoque, e também outras maneiras
de estudar caos em teorias de campos.

No trabalho [Lavkin,1991], o autor mostra que os campos de uma teoria de Yang-Mills
com grupo de simetria SU(2), numa aproximagao de grandes comprimentos de onda, exi-
bem uma transicao ordem-caos, a medida que a energia aumenta e que a massa do campo
escalar apresenta um efeito estabilizador. Em [Kawabe,1992], o mesmo modelo foi acres-
cido do potencial de Higgs, e também uma transicao ordem-caos foi observada, sendo que,
nesta aproximagao espacialmente homogénea, observou-se que existiam solugoes do tipo
monopdlo. No trabalho [Lavkin,1992], o autor mostra que a quantizagdo dos mesmos cam-
pos tratados em [Lavkin,1991] conduzem a um aumento do comprimento de correlagao da
carga de cor (confinamento). Estudando o modelo de Higgs Abeliano e o modelo SO(3)
de Georgi-Glaslow (modelo de Higgs nao-Abeliano), que, respectivamente, apresentam
solugdes de vértice e monopodlo, os autores de [Dey et al,1993] mostraram que estes nao sao
integraveis para qualquer valor de parametro, e exibem caos. J& em [Bamba et al,1993],
os autores investigaram a dinamica do modelo de Chern-Simons-Higgs, com e sem o termo
de Maxwell. No caso do Chern-Simons-Higgs puro, verificaram que este era integravel, ao
passo que a introducao do termo de Maxwell tornava o sistema nao-integravel, exibindo
caos. Outro estudo nesta linha [Kawabe,1993], mostrou que o modelo-SU(2) Yang-Mills-
Higgs, com solucao do tipo “sphaleron”, também apresenta transicao ordem-caos. Ainda
com a mesma abordagem que em [Sriram et al,1994] o modelo-SU(2) Chern-Simons-Higgs
foi analisado, e se descobriu que, em geral, este nao é integravel, e que o acréscimo de
um termo de energia cinética para o campo de Yang-Mills nao alterava a situacao de nao-
integrabilidade. No trabalho [Berman,1994], a teoria de gauge SU(2) x U(1) com fase
espontaneamente quebrada mostrou possuir transigdo ordem-caos. Em [Kawabe,1995],

as propriedades cadticas do modelo de Higgs Abeliano foram estudadas, e se observou



que existia transicao ordem-caos para certos valores da constante de acoplamento e ener-
gia com propriedades diferentes daquelas observadas no caso das teorias topoldgicas de
SU(2) Yang-Mills-Higgs. J4 no trabalho [Salasnich,1995], através de um anélogo quantico
do critério de superposicao de ressonancias de Chirikov, o autor obteve uma estimativa
analitica do caos para SU(2) Yang-Mills . Na referéncia [Lakshmibala et al,1997], existe
uma revisao dos trabalhos que contemplam campos espacialmente homogéneos até 1997.
Um estudo de caos quantico em modelo de campos espacialmente homogéneos é apresen-
tado na ref. [Salasnich,1997]. Em [Kaminaga e Saito,1998:1, Kaminaga e Saito,1998:2],
os autores mostraram a transicao ordem-caos na Eletrodinamica Escalar e no caso de
Yang-Mills puro em 2+1 dimensoes com grupo SU(2).

Além do caso com campos espacialmente homogéneos, onde somente a variavel tempo-
ral era considerada, outros estudos levaram em conta os graus de liberdade espaciais, en-
tretanto, em situagoes muito particulares. Estes eram os casos de teorias topoldgicas onde
simetrias do tipo cilindricas ou esféricas entravam em cena. Entre estes estudos esta o da
ref. [Kawabe e Ohta,1991], onde o caos foi estudado em um modelo SU(2) Yang-Mills com
perturbagoes na solugao de monépolo magnético do tipo "t Hooft-Polyakov. Averigliou-se
que existe um valor critico na perturbacao, abaixo do qual o sistema é regular. Estudos
semelhantes foram realizados nas referéncias [Joy e Sabir,1992:1, Kawabe e Ohta,1994].
Nas refs. [Kawabe e Ohta,1997, Ohta e Kawabe, 1997, Kawabe e Ohta,2000], as proprie-
dades cadticas do vortice da solugcao de Nielsen-Olesen, com simetria cilindrica na teoria
de Higgs Abeliana, foram estudadas em um acoplamento critico constante. Os resul-
tados mostraram que o sistema exibe caos no caso de grandes perturbacoes e ¢ simi-
lar & transicao ordem-caos observada em vdrias solugoes topoldgicas das teorias SU(2)
Yang-Mills-Higgs. Um outro estudo que fez uma comparacao entre o caos observado em

teorias topoldgicas e nao-topoldgicas, é apresentado na ref.[Mukku et al,1997]. Na ref.



[Dobrowolski e Szczesny,2000], é feito um estudo de caos no setor de Yang-Mills-Higgs,
com simetria esférica, no contexto da técnica do desvio geodésico, e se encontrou que a
massa de Higgs ¢ um indicador natural da presenca de sensibilidade as condigoes iniciais.

Dos estudos acima mencionados com teorias topoldgicas, um detalhe que chama a
atencao é o fato de que, em uma mesma teoria, podem coexistir um regime de ultra-
estabilidade (séliton) e de ultra-instabilidade (caos) [Sriram e Segar,1997].

Embora nos estudos de teorias topoldgicas os graus de liberdade espaciais ja pudessem
ser considerados, existia uma limitacao imposta pela exigéncia de simetrias nestes casos
(esférica, cilindrica e etc); por isto, um estudo mais amplo, levando em conta os graus de
liberdade espaciais, foi conduzido por varios autores, fazendo uso das teorias de campos
na rede. Desta maneira, na ref. [Miiller e Trayanov,1992], uma andlise da teoria de gauge
SU(2) em uma rede espacial mostrou a existéncia de caos no limite semicldssico. Na
ref.[Pullirsch et al,1998], os autores fizeram um estudo na rede das flutuagoes no espectro
de autovalores, e se calculou a distribuicao de vizinhos mais préoximos deste espectro.
Os resultados concordavam com a teoria de Wigner, que indica caos nestes casos; nao
se encontrou nenhuma distribuicao de Poisson, o que indicaria regularidade. Um es-
tudo semelhante foi feito para a QED em 4D [Berg et al,1999], como também para QCD
[Bittner et al,2001]. Uma revisao de estudos de caos na rede pode ser encontrada na ref.
[Biro et al,1994].

Um resultado importante a se destacar foi um estudo [Steeb et al,1991], que mostrou
que, se de um lado a versao usual de Yang-Mills em quatro dimensoes exibia caos, por
outro lado a sua versao auto-dual era completamente integravel.

Como boa parte dos estudos em caos nas teorias de campos foi feita em sua versao
classica, uma pergunta que alguns autores tentaram responder foi até que ponto a quan-

tizacao da teoria teria um efeito estabilizador.  Nesta linha, nos trabalhos das



refs.[Matinyan et al,1997:1]-[Kuvshinov e Kuzmin,2002], a agao efetiva a aproximacao de
1-loop da Eletrodinamica Escalar sem massa foi estudada, e se verificou que a quebra
espontanea de simetria induzida radiativamente estabilizava o vacuo contra o caos.

Fora do cenario mais diretamente ligado ao estudo das interacoes fundamentais, outra
area onde foram feitos muitos estudos de caos em teorias de campos foi o da Cosmo-
logia, relacionados a expansao do Universo [Barrow e Levin,1998], teorias inflaciondrias
[Salasnich,1999], ADS/CFT [Rama e Sathiapalan,1999] e supercordas cosmoldgicas
[Damour e Henneaux,2000, Damour,2002]. Outro campo onde este tipo de estudo de caos
apresenta resultados na literatura foi o de Branas [Aref’eva et al,1998]-[Aref’eva et al,2000]
e Supercordas [Henneaux,2001]-[Damour,2003:2].

Uma proposta interessante, envolvendo caos em teorias de campos, pode ser vista
na ref. [Biro et al,2001], onde os autores propdem que um sistema de campos pode
ser quantizado, fazendo uso do comportamento cadtico de sua solucao classica. Esta
proposta é andloga a quantizacao estocastica, que é reconhecida como uma forma de
quatizacao em paralelo aos métodos canonico e do funcional de integral de caminho
[Floratos e Iliopoulos, 1983, Damgaard e Huffel,1988]. Enquanto na quantizacao estocastica
existe o acréscimo de ruido, cujo carater fenomendlogico é mal compreendido, como
fonte da quantizagdo, na ref. [Biro et al,2001] a prépria dinamica do sistema cldssico
se encarrega deste papel, desde que seja considerada uma dimensao extra de tipo tempo
que possibilita a termalizacao do sistema. J& o estudo de caos quantico foi feito tanto
no limite espacialmente homogéneo [Salasnich,1998] como na rede [Matinyan et al,2003,
Bittner et al,2004].

Embora a maior parte das técnicas para estudo do caos seja numérica, em tempos
recentes, uma série de abordagens baseadas no estudo de curvaturas tém sido desen-

volvida e que permite uma estimativa analitica da existéncia de caos. Exemplos desta



abordagem para o estudo de caos em teorias de campos podem ser encontradas nas refs.
[Casettit et al, 1999, Kawabe,2003].

Como um ultimo ponto nesta revisao da literatura, destacamos um esforco em de-
finir um critério para caos em teorias quanticas de campos. Segundo as referéncias
[Kuvshinov e Kuzmin,2002] e [Kuvshinov e Kuzmin,2003], o caos quantico pode ser de-
finido a partir da funcao de Green, em analogia com a funcao de correlagao usada em
Mecanica Estatistica como método para estimar caos. Esta proposta traz duas vanta-
gens: de um lado, a funcao de Green é um objeto préprio da teoria quantica de campos
e, portanto, invariante relativistico, o que difere dos estimadores usuais de caos, que cos-
tumam nao ser invariantes frente a transformagoes de coordenadas. A outra é que o caos,
nesta proposta, é definido no regime quantico e, s6 entao, é comparado com os resulta-
dos classicos quando este limite é tomado. Deve-se observar que esta definicao de caos
quantico estd na contra-mao da versao usual, onde o caos é definido classicamente e o
caos quantico é o conjunto de manifestagoes especiais que a teoria exibe no caso quantico,
quando sua versao classica é cadtica.

No contexto desta revisao, um foco relevante de atencao é definido pela possibilidade
de estabelecer uma receita de interdependéncia sistematica para a relacao entre sime-
trias de gauge e o controle da dinamica cadtica. Ao considerarmos simetrias de gauge,
encontramo-nos eventualmente com sistemas supersimétricos considerados do ponto de
vista fundamental, ou como modelos estendidos, concebidos para uma melhor descri¢ao
de situagoes fisicas especificas.

Teorias de Maxwell-Chern—Simons-Higgs (MCSH) planares em (2+1)D, candidatas a
uma descricao efetiva de fenomenos supercondutores em alta—T,, foram recentemente es-
colhidas como modelos com o propédsito de estudar transicoes ordem—caos. Bambah et al.

[Bambah et al, 1993] considerou tanto o modelo de Chern—Simons-Higgs (CSH) integravel,



minimamente acoplado, quanto sua extensao natural de momenta mais altos, o sistema de
Maxwell-Chern—Simons—Higgs minimamente acoplado. O tultimo falhou, quando subme-
tido a um critério de integrabilidade, o teste de Painlevé, apresentando um regime cadtico,
confirmado através do uso da analise numérica do expoente de Lyapunov e da analise de
diagramas de fase. Recentemente, Escalona et al. [Escalona et al,2000] efetuaram um
trabalho semelhante em um sistema de MCSH dotado de ambos acoplamentos, minimo e
nao-minimo, no setor de interacao. O acoplamento nao-minimo significa um termo do tipo
Pauli descrevendo uma interacao intensidade de campo-corrente de matéria, admitida em
(241)-D, indiferente ao spin do campo de matéria [Stern,1991]. Além disso, caso se bus-
que uma extensao quantica, tal acoplamento nao-minimo deve ser considerado de saida
[Kogan,1991]. No trabalho da Ref. [Escalona et al,2000], o sistema de CSH é discutido
como ainda sendo integravel, enquanto o acoplamento nao-minimo do MCSH exibe “jane-
las alternadas de ordem e caos”, a medida que a constante de acoplamento nao-minimo, g,
¢ variada, com os outros parametros sendo mantidos constantes. O modelo que se adota é
a projecao bosonica de um sistema N = 1-supersimétrico ja estabelecido; na verdade, um
sistema de MCSH com interagao nao-minima, que ja havia sido estendido a uma teoria
supersimétrica N = 2 on—shell [Navratil,1996]. Na medida em que solugoes do tipo-séliton
sao um assunto de interesse, a extensao N = 2 define a estrutura prépria, uma vez que
permite regime auto—dual [Witten e Olive,1978, Bogomol'nyi,1976]. Neste sentido, Antil-
lion, Escalona et al. haviam encontrado, em um trabalho anterior [Antillén et al,1997],
enquanto trabalhavam em um modelo estensivel N = 2, uma solugao de vortice auto—
dual estatica nao-topoldgica, o que motivou a procura de dinamica cadtica no sistema
espacialmente homogéneo como uma contraparte interessante para a descoberta anterior.
Nao obstante, até mesmo se supusermos a validade da conjectura que relaciona o limite

mecanico a teoria completa, surge um problema se consideramos o carater de contra-



parte como rigoroso: o vortice foi encontrado em um ambiente de supersimetria N = 2,
enquanto o procedimento de variar g adotado em [Escalona et al,2000] necessariamente
move o sistema para fora da situagao de projecao de uma supersimetria bosonica N = 2.
Como claramente tomado em [Navratil,1996], um acoplamento critico, isto é, g = —e/k,
tem que ser suposto para assegurar supersimetria-N = 2 on—shell, onde e é a constante
do acoplamento minimo e k£ é o parametro de massa de Chern—Simons. Além disso, o
potencial escalar é proibido de incluir qualquer termo que nao seja ¢* do tipo massa
nao—topolégico. Assim, variando g, enquanto e e k sdo mantidos constantes, e adotando
V = \¢? — 112)2, faz daquele modelo, no maximo, um setor de um sistema N = 1.

Alternativamente, outro modelo planar nao-minimo N = 2 de MCSH foi proposto
recentemente [Christiansen et al,1999:1], definindo um espectro mais rico, que apresenta
solugoes estaticas de vortice tanto nao—topoldgicas e topologicas auto—duais
[Christiansen et al,1999:2], numericamente obtida depois da adocao da relagdo de aco-
plamento critico. Tal sistema exibe supersimetria N = 2 off-shell, e é obtido de um
“ansatz’de N = 1, D = 4, depois de reducao dimensional e uma apropriada identi-
ficagdo de supercampo covariante N = 2. Duas diferengas importantes surgem, caso
se deseje comparar ambos os modelos de MCSH nao-minimo: no caso de N = 2-off-
shell, um campo escalar neutro “adicional” surge; também, no caso de N = 2-off—shell,
nenhuma relagao entre as constantes de acoplamento e os parametros é exigida para
assegurar supersimetria-N = 2 (entretanto, foi mostrado que as excitagoes de vortice
prevalecem no regime particular ¢ = —e/k). Em outras palavras, se o modelo da Ref.
[Christiansen et al,1999:1] é considerado, a estratégia de variar g livremente e a esco-
lha de um potencial escalar topologicamente nao—trivial vem a ser compativel com uma
supersimetria N = 2.

Motivados por estas caracteristicas interessantes, levamos a cabo, no Capitulo 5 uma



andlise da versao reduzida da Lagrangiana mecanica do setor-bosonico extraida da Ref.
[Christiansen et al,1999:2].

Do ponto de vista da integrabilidade, muitos estudos foram realizados com teorias
supersimétricas, onde o carater integravel, ou nao-integravel, foi estabelecido, mas sem ne-
cessariamente esbalecer que mecanismos conferem estas propriedades aos sistemas
[Evans e Madsen,1996]-[Hlavaty,1989]. Entretanto, estudos como os da teoria de Seiberg-
Witten lancam luz sobre o carater nao-integravel das teorias supersimétricas e associam
um carater nao-integravel as teorias supersimétricas, por conta do grande ntmero de
vinculos que estas possuem [Seiberg,1998]. Mais raro ainda, é o estudo de caos em teorias
supersimétricas. Em [Gozzi, Reuter e Thacker,1992], os autores argumentam com base
em um estudo em mecanica cldssica supersimétrica, que uma dinamica ordenada é ob-
servada em teoria com supersimetria quebrada, ao passo que supersimetria exata implica

em dinamica ergddica.

Dinamica ordenada Dinamica ergoddica
Supersimetria quebrada Supersimetria exata.

Cabe lembrar que dinamica ergddica esta associada a dinamica cadtica. Um outro
resultado na literatura, que associa caos a cenario supersimétrico, ¢ um trabalho devido
a Horne e Moore [Horne e Moore,1994] onde se conclui que o espa¢o modular do vacuo
de supercordas exibe caos. Estes resultados nos levam a sugerir, nesta tese, a hipdtese de
que o ambiente supersimétrico é mais propicio para o surgimento de caos do que o cenario
nao-supersimétrico.

Esta tese fundamenta-se em um conjunto de trabalhos [de Assis et al,2005:1],

[de Assis et al,2005:2] e [de Assis et al,2005:3], realizados em colaboragao com outros mem-
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bros do Grupo de Pesquisa onde desenvolvo o meu projeto, e que marcam o inicio de uma
linha de pesquisa que estuda integrabilidade e caos em conexao com supersimetria. Ini-
cialmente, atacamos os modelos mecanicos para, em seguida, como discutido em nossas
consideragoes finais, passarmos ao estudo da questao no ambito das teorias de campos.

A seguir, apresentamos como este trabalho de tese estd organizado:

No Capitulo 1, faremos uma revisao de conceitos usados nesta tese, e que nao sao de
amplo dominio pela comunidade de teoria de campos.

Iniciamos apresentando a formulacao de campos espacialmente homogéneos para es-
tudo de teorias de gauge.

A seguir, apresentamos o conceito de integrabilidade e as técnicas que usamos nesta
tese para sua deteccao: a técnica das simetrias de Noether e a analise de Painlevé.

De maneira semelhante, apresentamos o conceito de caos deterministico e as técnicas
que sao utilizadas para sua determinacao: o expoente de Lyapunov e o método SALI.

No Capitulo 2, iniciamos o estudo do papel da supersimetria frente a integrabilidade e
caos, construindo uma versao planar supersimétrica N = 1 da versao mecanica da teoria
de Yang-Mills e verificando sua integrabilidade.

No Capitulo 3, continuamos esta linha de estudo, construindo um modelo polinomial
planar supersimétrico N = 2 de ordem 4. Comparamos a analise de integrabilidade feita
somente no setor bosonico com a mesma anélise feita para o modelo completo. Apds esta
analise, selecionamos um dos casos nao-integraveis e verificamos a existéncia de caos neste
modelo.

Os modelos mecanicos de Yang-Mills considerados nos Capitulos 2 e 3 podiam ser
vistos como modelos planares derivados de uma versao em quatro componentes apos
mudanca de coordenadas. Motivados por esta caracteristica, no Capitulo 4, repetimos o

estudo feito nos dois capitulos anteriores diretamente na versao em quatro componentes.
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No Capitulo 5, fazemos um estudo de caos em um sistema mecanico originado de uma
teoria de campos supersimétrica de Maxwell-Chern-Simons, com acoplamento nao-minimo
apos reducao espacial homogénea.

Aproveitamos o importante papel que o parametro g desempenha, como destacado an-
teriormente, e realizamos célculos em trés cenarios: g = 0, g # 0 mas fora do acoplamento
critico e g no acoplamento critico.

Por 1ltimo, Capitulo 6, apresentamos nossas Consideracoes Finais.
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Capitulo 1

Caos e Integrabilidade em Teorias de

Gauge

1.1 Teoria de Gauge com Campos espacialmente
Homogéneos

A proposta de que o caos pudesse ter um papel importante em teorias de interagoes
fundamentais remonta a Heisenberg [Heisenberg,1949], antes do surgimento das teorias
de gauge, em um trabalho descrevendo a producao de mésons em termos de campos
turbulentos. Com o advento das teorias de gauge, estudos do vacuo perturbativo da
teoria de Yang-Mills indicaram que este nao era o verdadeiro vacuo. Como uma teoria
quantica é probabilistica por natureza, é necessario que a solugao classica escolhida para
quantizacao seja a de minima energia, a fim de evitar a possibilidade do estado quantico
decair em um estado de mais baixa energia.

Ocorre que, nas teorias de Yang-Mills, nao é possivel se decompor o campo de gauge

em osciladores de campo nao-interagentes, devido ao fato da acao ser nao-linear. Estes
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osciladores anarmonicos acoplados dao origem a um condensado de glion, manifestado
em um valor esperado do vacuo nao-nulo da agao de Yang-Mills, o que reduz a energia
do estado fundamental.

Uma analise dos diferentes tipos de estados fundamentais da QCD revelou que o pro-
blema de encontrar uma configuracao de campo nao-trivial, onde técnicas de quantizacao
perturbativa podem ser implementadas na forma-padrao, é ainda pouco claro.

Isto faz com que seja importante encontrar e analisar solucoes classicas das equacoes
de Yang-Mills sem fontes externas no espaco de Minkowski. E esperado, entao, que estas
solugoes possam servir de base sélida para investigacao da estrutura de vacuo da QCD.

Considerando uma teoria de Yang-Mills no espago-tempo de Minkowski com graus de

liberdade internos respeitando SU(2), temos as seguintes equagoes de campo:

a abc Aa c
OHFC, 4 gette A = 0,

onde

a a a abc Ab pc
Fi, = 0,A, — 0,A; + g™ Al A7,
com tensor momento-energia:

1
T = = F & 5 0 R Y.

Queremos descrever estados de vacuo para os quais o vetor de Poynting é anulado em

um dado sistema de coordenadas,

iij - }paxqu

0i+ oo
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ou seja, nao existe fluxo de energia.

Usando estas condigoes, e fixando o gauge como A§ = 0, as equagoes de campo podem

ser reescritas como:

AL — Ff+ g™ ALFY,

JiJ JjT gt

=0,

que admite as seguintes quantidades conservadas:

a ga
Mz’ = EijkAjAk

N = et AL A,

sendo que N é nulo para a solugao de vacuo, e para os outros casos ¢ igual a densidade

de carga de cor externa. Estes vinculos,

conduzem a:

. a

A, (A2, —A2) =0.

i g

Isto implica nas seguintes condigoes:

i) AT =0 @) A, =0 i) A%, — A%, =0,

1,J gt
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onde:
i) E o caso homogéneo,
ii) Caso estatico e
iii) E o caso de potenciais vetores irrotacionais.

O caso homogéneo corresponde a uma aproximagao no limite de grandes comprimentos
de onda, o que reduz um sistema de equagoes parciais (EDP) a um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias (EDO). Com esta redugao advinda da hipétese de homogeniedade
espacial dos potenciais, i.e.,

A, (z) = A1), (1.1.1)
estes passam a ser funcoes sé do tempo, enquanto ainda assumem valores na Algebra de
Lie. Outras simplificagbes podem ocorrer ao se tomar G como sendo o grupo nao-Abeliano
mais simples : SU(2). Assim, o potencial de gauge é Af(t) ; onde a=(1,2,3) ¢é o indice
para G = SU(2) e

gA, = x(t); gA], = y(t); gA, = =(t), (1.1.2)

e supondo para p = 1,2, 3, enquanto
A =0 Va,

que ¢ a fixagao de gauge anteriormente mencionada. Com estas defini¢oes, o Hamiltoniano

de Yang-Mills , Hy s, torna-se

1 1
H =5 +p, +12) + 5 (2% + 92" + 2%2%), (1.13)

O caso do Yang-Mills puro, descrito acima, corresponde a dinamica de um sistema de
osciladores acoplados com potential quartico.

Uma versao mais simples deste modelo ¢ dada em duas componentes [Biro et al,1994]:
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1 1
H = 5p;+p,) + 520 (1.1.4)

em ambos os casos, o modelo é totalmente cadtico.

Se, por outro lado, fizermos a reducao de uma teoria com o termo de Higgs,

L. 2 92 a2 [ P2 2 A? 2 2 2
H:HYM+§(0+BG>+Z(Ai) (B2 + (0 —v)") + 5 (B2 + (0 —v)* —v)", (1.15)

onde o isodoublete do campo escalar de Higgs é dado por [Biro et al,1994]:

6= (¢1) B i( iB1 + By )
B ¢2 _\/§ U—iBg—’U ’
(v estando relacionado ao valor esperado no vacuo; e A sendo uma constante de acopla-
mento que descreve a intensidade de interacao), apds a redugao espacialmente homogénea
e a imposicao de alguns vinculos, como lei de Gauss e 0 = B, = 0, obtemos o seguinte
modelo mecanico com duas componentes:

2,,2

1 1 g-v
¢*H =H = §(p§—|—p§)+§x2y2+T (* + %) . (1.1.6)

Para a maior parte dos valores dos parametros, este modelo é nao-integravel, sendo
que, neste regime, ao contrario do Yang-Mills puro, exibe tanto ordem quanto caos; por
isto, diz-se que a introdugao do potencial de Higgs estabiliza a teoria.

E intuitivo, observando o Hamiltoniano acima, que quando as componentes exibem
grandes valores, o termo x?y? domina, e temos a dinamica cadtica tipica do Yang-Mills
puro. Por outro lado, se as componentes possuirem valores pequenos, o sistema passa a
exibir comportamento ordenado.

De fato, a partir de uma analise que segue este raciocinio, podemos construir o seguinte

parametro adimensional de controle, com o qual podemos distigliir ordem e caos:
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2,4
g
k==—-.
4H

Para k = 0, temos o caso de Yang-Mills puro e, portanto, caos. Para k # 0 e valores
de k pequenos, temos caos, ao passo que, para k assumindo valores grandes, temos ordem.

Para este caso com duas componentes, temos como limiar para ordem-caos k ~ 0.15.

1.2 Caos e Integrabilidade e Métodos de Analise

Antes de darmos inicio ao estudo da relagao entre caos e integrabilidade com a super-
simetria, convém que fagamos uma revisao, ainda que breve, destes dois conceitos (caos e
integrabilidade), assim como dos instrumentos que serao utilizados nesta tese para estudo

sobre 0s mesmos.

1.2.1 Integrabilidade

Embora a nocao de integrabilidade seja muita usada atualmente, nao existe uma de-
finicao unica compartilhada pela comunidade cientifica. Na verdade, os principais textos
introdutorios a integrabilidade iniciam sua exposicao enfatizando este fato. Por outro
lado, a este ponto, cabe destacar que, ao contrario do que muitos pensam, integrabilidade
nao ¢é sinonimo de solvabilidade que, no caso, é a existéncia de solugoes de um sistema
dinamico em termos de fungoes conhecidas. O conceito de integrabilidade estd ligado
a idéia de se poder conhecer propriedades globais do sistema estudado, a ponto de sa-
bermos caracterizar seu comportamento ao longo do tempo. De modo geral, o conceito
mais amplamente relacionado a este conhecimento global do sistema é o de quantidades

conservadas, também chamadas de integrais primeiras ou, também, invariantes.
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As integrais primeiras sao fungoes das variaveis dinamicas do sistema que permanecem
constantes ao longo do tempo. No caso integravel, por exemplo, estas integrais primeiras
podem ser utilizadas para baixar a dimensionalidade do sistema até que este possa ser
integrado por quadraturas.

Visto que nao existe uma definicao tnica de integrabilidade, podemos nos perguntar
onde repousa o rigor nos varios trabalhos publicados neste assunto. A resposta é que cada
um destes estudos adota uma definicao de trabalho para integrabilidade e, ao fazer tal
restricao, os autores podem ser tao precisos quanto queiram, dentro dos limites daquela
definicao. Assim ora encontramos frases como: “integravel a la Liouville”, “integravel de
acordo com a Propriedade de Painlevé”, “integravel via pares de Lax” e outras mais.

E importante destacar, que tais definicoes de integrabilidade nao sao equivalentes
e portanto um sistema que ¢é integravel segundo uma destas definicoes pode nao ser por
outra. Dai o motivo de na literatura termos um mesmo sistema dinamico sendo estudando
segundo diferentes critérios de integrabilidade.

Dentro deste raciocinio, ao longo deste trabalho, adotaremos dois critérios de integra-
bilidade: Simetrias de Noether e Propriedade de Painlevé, que serao expostos nas secoes

que seguem.

1.2.2 Simetrias pontuais de Noether.

Uma questao importante relativa a um sistema Lagrangiano diz respeito as suas
simetrias pontuais de Noether, uma vez que relacionadas a quantidades conservadas.
Aqui, consideramos a pergunta da existéncia de simetrias pontuais de Noether no nosso
sistema, seguindo o método mostrado na referéncia [Sarlet e Cantrijn,1981]. Procuramos

por transformacoes infinitesimais de ponto da forma:
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A=A+ena, (1.2.7)

(=C(+ene, (1.2.8)
o=0d+ens, (1.2.9)
M =M +eny, (1.2.10)
t=t+er, (1.2.11)

para funcoes dos campos e do tempo 14, 1¢, Mar, Mg, T, € € (um parametro infinitesimal).
Estas transformacoes infinitesimais deixam invariante o funcional de acao, a menos da
adicao de uma constante numérica irrelevante, se e s6 se a seguinte condi¢ao de simetria

de Noether [Sarlet e Cantrijn,1981] for satisfeita:

oL, oL oL NP
94 " o T g4 am VAT TSR

oL oL . oL
+ — — + — — 4+ (N —TM)—
(e = 70057 + (i = #9) 32 + (i = #01)

+ 1A + N

"ot

+7L=F, (1.2.12)

onde F' ¢ uma fungao dos campos e do tempo. Se tal funcao pode ser encontrada, existe

uma simetria pontual de Noether e um invariante de Noether associado I dado por:

oL 9L 9L 9L AL AL 0L . 0L
I =g+ 1o+ Ny + Tt e — b ML L)~ F. (1.2.13
Mg T ke T T gy~ AT Cag ¢8¢ oy Do 121

Na condicao de simetria de Noether, as derivadas temporais serao entendidas como
derivadas totais, por exemplo:
37 . or

. aA 8CC+ 6¢¢+ +a, (1.2.14)
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1.2.3 Teste de Painlevé

Diz-se que um sistema possui a propriedade de Kowalevskaia-Painlevé ou, como é mais
frequénte, propriedade de Painlevé, se as singularidades moveis de suas solugoes no plano
complexo sao pélos.

A proposta de relacionar a propriedade de Painlevé a sistemas integraveis teve inicio
no final do século XIX, com os trabalhos de Sofia Kowalevskaia [Kowalevskaia,1889], que
analisou a integrabilidade de um sistema de equagoes que tratavam da rotagao de corpo
rigido com um ponto fixo colocado em um campo gravitacional constante.

Ja no inicio do século XX, Painlevé analisou equacoes que satisfaziam esta propriedade
e estudou sua aplicacao a equagoes diferenciais de segunda ordem.

Em seguida, os colaboradores de Painlevé catalogaram um conjunto de cingiienta
equagoes que possuiam esta propriedade e, portanto, eram integraveis. Agora, de posse
desta lista, a dificuldade estava em, dado um sistema de equacoes diferenciais qualquer,
mostrar, via transformagoes de coordenadas, que tal sistema recaia nos casos listados
como sendo integraveis, segundo a propriedade de Painlevé o que, em geral, nao constitui
tarefa trivial.

No final dos anos 70, Ablowitz, Ramani e Segur desenvolveram um algoritmo para
testar se um dado sistema de equagbes possui esta propriedade [Ablowitz e Segur,1997,
Ablowitz e Fokas,1981, Ablowitz, Ramani e Segur,1978]. Este procedimento ficou conhe-
cido como teste de Painlevé, e é uma das poucas formas, incluindo a analise de simetrias,
de se determinar via um procedimento algoritmico se um sistema é integravel.

A seguir, damos detalhes deste procedimento.

O teste de Painlevé [Tabor,1989]-[Ablowitz, Ramani e Segur,1978| estabelece se
um sistema de ODEs exibe a propriedade de Painlevé.

Uma EDO tem a propriedade de Painlevé se suas solugoes no plano complexo sao
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uni-valoradas na vizinhanga de todas suas singularidades méveis.

Dado um sistema de equacgoes diferenciais,
Lj(uj,uy) =0 com i,7=1,...n , (1.2.15)

adotamos uma expansao de Laurent para a solugao

ui(t) = (t —tg)™ iui,k(t —to)F, (1.2.16)

com

uo#0 and o, €27, (1.2.17)

onde u; ; sao constantes. O algoritmo para o teste de Painlevé é implementado por meio

dos seguintes trés passos:

Passo 1: (Determinagao da singularidade principal ou comportamento dominante). Subs-

tituimos

wi(t) = w0t —to)™ (1.2.18)

em (1.2.15) para determinar a; e wu;0, € obtemos um sistema algébrico com «;

assumindo valores inteiros negativos e ty arbitrario.

Impomos que dois ou mais termos de cada equacao possam se equilibrar e determinar

Q; € U;p-
Se qualquer «; nao for inteiro, o sistema nao é do tipo-Painlevé em sua versao forte.

Se hd mais de uma solucao para «; ou u,, elas definem ramos, e os seguintes passos

do algoritmo precisam ser aplicados para cada um destes ramos.

Passo 2: (Determinagao das ressonancias).
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Para cada o; e u; o, calculamos os inteiros r para os quais u; , ¢ uma fun¢ao arbitraria

em 1.2.15. Substituimos a série truncada,

wi(t) = wio(t — o)™ + uin(t — o)™, (1.2.19)
por (1.2.15), e procuramos por inteiros r para quais u;, ¢ uma constante arbitraria.
Para fazer isto, depois de substituir a série truncada por (1.2.15), ficamos com os
termos mais singulares em (¢ — t), e os coeficientes de w;, sao fixados como zero.
Temos:

Qu, =0, ur = (up, ugp...upn,)’, (1.2.20)

onde () é uma matriz M x M que depende de 7.
As ressonancias sao as raizes de det(Q) = 0.
Em todo sistema com a propriedade de Painlevé, a ressonancia (—1) estard presente

e corresponderd a (t — to) arbitrario. A ressonancia com valor zero também pode

estar presente, dependendo do nimero de valores arbitrarios ;.

Passo 3: (Condigoes de compatibilidade e constantes de movimento).

Para toda ressonancia encontrada no passo anterior, ha uma condi¢ao de compati-
bilidade que deve ser verificada para que o sistema passe no teste de Painlevé. As

condicoes de compatibilidade sao verificadas inserindo

M

wi(t) = (t —10)* > wip(t — to)" (1.2.21)
k=0
em (1.2.15), onde 7, é a ressonancia inteira positiva mais alta.

Se todas estas condigoes de compatibilidade forem satisfeitas de maneira que elas
introduzam um numero suficiente de constantes arbitrarias, entao é dito que o sis-
tema é do tipo-Painlevé. Exemplos simples destes algoritmo podem ser encontrados

nas refs. [Tabor,1989, Ablowitz, Ramani e Segur,1978].
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1.2.4 Caos Deterministico

O chamado caos deterministico ¢ um comportamento imprevisivel e aparentemente
aleatério, que ocorre em sistemas dinamicos, sejam eles continuos ou discretos. A de-
signacao de caos deterministico vem do fato de que, apesar do comportamento aleatério,
tais sistemas tém sua dinamica governada por leis de movimento bem-definidas.

Sistemas como estes, regidos por leis fisicas bem-definidas e cujo comportamento po-
deria ser, em principio, previsto, sao chamados sistemas deterministicos.

Assim como no caso da integrabilidade, nao existe uma definicao tnica de caos, en-
tretanto existem definicoes matematicas precisas, como a de York e a de Devaney. Entre-
tanto, a mais conhecida é, na verdade, uma definicao de trabalho que associa o processo
cadtico com sensibilidade as condigoes iniciais, e é assim que o caos classico é caracteri-
zado pelos seus estimadores, dos quais o mais conhecido é o expoente de Lyapunov, que
apresentaremos neste capitulo.

Apesar de, neste trabalho, usarmos o expoente de Lyapunov para inspecao de caos,
assim como um outro método chamado SALI, gostariamos de destacar que caracterizar
caos como sendo sensibilidade as condigoes iniciais é falhar ao defini-lo pois esta afirmagao
é incompleta.

Um contra-exemplo que destacamos é o de fenomenos com histerese. Estes sao, por
definicao, sensiveis as condigOes iniciais, mas, nem por isto, cadticos.

Encerramos esta secao com a formulacao de caos segundo Devaney:

Seja X um espaco métrico. A funcao f: X — X é cadtica se:

a) Os pontos periddicos de f sao densos em X,

b) f é topologicamente transitiva, ou seja: para todos os conjuntos abertos U e V' em

X, existe um x em U e um nimero natural, n, tal que f™(z) estd em V.
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c) f exibe sensibilidade as condigoes iniciais, ou seja: existe um d > 0 tal que para

todo x em X e todo e > 0; existe um y em X e um numero natural n, tal que

dlz,y] <eed[f"(x), ["(y)] > d.

Podemos traduzir grosseiramente este enunciado mateméatico como significando que
em um sistema caotico existe um conjunto de solugoes tais, que para cada uma destas
solugoes, sempre existird uma segunda solucao tao proxima quanto desejarmos. Além
disso, neste sistema, é possivel que pontos que pertencam a uma solugao possam evoluir
para pontos que pertencam a outra solucao. E, finalmente, em sistemas cadticos, dada

uma distancia inicial entre dois pontos, a evolucao se da no sentido de afasta-los.

Como podemos verificar da definicao acima, dizer que um sistema é cadtico se for
sensivel as condigoes iniciais, nao € suficiente; entretanto, os estimadores usuais obedecem

a esta definicao, embora a justificativa que muitos autores costumam dar seja incorreta.

A seguir, apresentamos os dois métodos para deteccao de caos usados nesta tese.

1.2.5 Expoente de Lyapunov

O método mais conhecido usado para detectar se um sistema é cadtico, ou nao, é o
méximo Expoente Caracteristico de Lyapunov (ECL)[Benettin et al, 1980, Wolf et al,1985],
1. Se o1 > 0 o fluxo é cadtico. O coeficiente ; é computado [Benettin et al,1980,

Wolf et al,1985] a partir de

L= L 0L (1.2.22)
[4(0)]
o1 = tliglo L, (1.2.23)
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onde @(0), w(t) sao vetores de divergéncia e a evolugao temporal de @ é determinada
resolvendo as equacgoes de movimento e as equagoes variacionais associadas.

Uma vez que estes vetores tendem a adquirir um crescimento exponencial em curtos
intervalos de tempo, muitos calculos de Ly, a medida que @ (t) evolui por curtos tempos
t1, sdo levados a cabo e depois de cada w(t) é normalizado. Com este procedimento, o

valor médio de Ly, é computado como

1 N
o1 = NzLTl
i=1

Exemplos detalhados da implementacao do céalculo do expoente de Lyapunov podem

ser encontrados nas refs.[Tabor,1989, Benettin et al, 1980, Wolf et al,1985].

1.2.6 O método SALI

Para sistemas Hamiltonianos, este calculo fica muito prolongado e com convergéncia
pobre. Este procedimento longo pode levar a um falso diagnéstico de caos.

Escolhemos adotar o método desenvolvido por Skokos, Antonopoulos, Boutis e Vraha-
tis, o assim chamado Indice de Menor Alinhamento (SALI) [Skokos et al,2004, Skokos et al,2003].
A razao para esta escolha é que o método SALI é computacionalmente mais rapido e me-
nos instavel do que a andlise com expoente de Lyapunov, fazendo com que o primeiro
seja mais adequado para o sistema que investigamos. O SALI é um indicador de caos que
assume valor zero para Orbitas cadticas, enquanto exibe flutuagoes pequenas ao redor de

valores diferentes de zero para o caso de ordem. Portanto, o SALI é definido como:

SALI(t) = mln{H 1(0) 2(1) H
[ (£)] |w2 £l

10, 2(1) H} (1.2.24)

|w1 t |w2 t ||
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onde wWi(t), e wWy(t) sdo as evolugoes dos dois vetores de divergéncias com diferentes
condigoes iniciais, || - || ¢ a norma Euclideana e t é o tempo.

Os autores do método SALI mostraram que ele pode ser aproximado por meio da
diferenca dos dois maiores expoentes caracteristicos de Lyapunov, o; e os.

A principal vantagem do SALI em regides cadticas é que usa dois vetores de divergéncia
e utiliza, a cada passo, a convergeéncia de todos os passos prévios. O valor de SALI tende
a zerar para fluxos cadticos a uma taxa que é uma funcao da diferenca dos dois maiores
expoentes caracteristicos de Lyapunov oy, o5 como SALI o< e~(?1792), Como normalmente
é feito em computacoes numéricas, precisamos definir um limiar, de forma que um nimero
computado possa ser considerado zero. Na maioria dos casos, este valor é selecionado como
sendo < 107°. Como no caso do expoente de Lyapunov, acontece também que, no método
de SALI, este é o critério que nds usaremos para distingliir entre ordem e caos.

No proximo capitulo, daremos inicio ao estudo das propriedades de integrabilidade e
caos presentes em modelos com supersimetria. Usaremos o tipo mais simples de supersi-
metria, que é o de modelos minimamente supersimétricos, e neste ambiente construiremos
um modelo planar supersimétrico, inspirado em reducgoes espacialmente homogenéas da

teoria de Yang-Mills presentes na literatura.
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Capitulo 2

Modelo Mecanico de Yang-Mills

Minimamente Supersimétrico

Neste Capitulo, propomo-nos atacar a questao de quais mecanismos, ou propriedades
especificas da supersimetria, trabalham a favor ou contra a integrabilidade.

Para tanto, aqui e nos dois proximos Capitulos, faremos uso do fato de que, na reducgao
por campos espacialmente homogéneos, o modelo final mecanico serd o ponto de partida
para construirmos diretamente modelos supersimétricos, sem realizarmos a reducao por
campos espacialmente homogéneos de uma teoria de campos. Adotamos esta liberdade
ao levar em conta duas premissas: 1) os modelo mecanicos de partida que usamos neste e
nos dois proximos capitulos provém de redugoes espacialmente homogéneas da teoria de
Yang-Mills ja construidas na literatura; 2) supomos que a versao supersimétrica de um
modelo mecanico corresponde a reducao espacialmente homogénea de uma certa teoria
de campos supersimétrica.

O potencial deste sistema ¢é dado por:
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U= ciz* + coy® + 52y

2.1 O Modelo Supersimétrico

Para uma introducao e estudo de modelos mecanicos supersimétricos numa abordagem
de superespago, referimo-nos ao trabalho na ref. [Paschoal,2004], onde conceitos e detalhes

técnicos sao apresentados e discutidos.
Com base nos resultados encontrados em [Paschoal,2004], a versao supersimétrica deste

modelo é construida com os seguintes supercampos bosénicos [Paschoal,2004]:

X =2 (t)+i0\ (1),

Y =y (t) +i0X, (1),

e com 08 supercampos fermionicos:

U=y () +0f(1),

Z:C(t)+9f2(t>7

P=p(t)+6f ().

onde fi(t), fo(t) e f3(t) sdo componentes auxiliares.

O termo cinético nos supercampos é dado por:
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Cine = a; XDX + a,Y DY + asUDV + o, ZDZ + os PDP.

Apoés a expansao dos termos cinéticos em componentes, temos:

Line = iy (%x (t)) Az (1) + o (%¢ (t) 6y (t)> +

~ar (650 0 0) +iae (@) A0+
i (H%p(t) p(t)) +as <)\y (1) 52, (1) 9) +
Fash v s (r0) 0+as 00+
viay (060 500) +a, KOO+

—iax () 840 O+ 00 +as ()8

Dado o seguinte potencial em supercampos:

Pot = ks XXV + kYYZ 4 k3 XY P,

a sua forma em componentes é dada a seguir:

Linte = ky 2 (£) ¢ (t) + kg 2 (1) fi (1) 0 = 21k, 2 (¢) (00 (1) Ao (1)) +
— 2ikpy (t) (Ay (1) 0C (1)) — iks y (£) (0p () Az () +
+hey? (t) () + ko (1) f2 (£) 0 — kg2 () (A, (1) Op (1)) +

+hya(t)yt)pt)+ksa(t)y(t)fs(t)0.

Temos que, apds a integracao em 6, a Lagrangiana toma a seguinte forma:
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L=kea Oy (0 50 ias (50000 = ks ¥ ON ) +

Fag (0 + 21k () 04 (0 (0) ~ o (o 00 (0)) +

d d

bas G +iay (€0 5¢0) i (v0) +

s (G0 + ik ()04 (0 (0) = 2k 2 (1) 6 (0 A (0)+
—ar (GO0 0) +as (M0 5N 0)+
by () () + a5 (0 + (& (0) 1 (1)

As equagoes de Euler-Lagrange para fi, fo e f3 nos dao respectivamente,

9 kl I2 (t)
Qg

fi=-1/

Y

2
9 ko y (t)
Qy

fo=-1/

I

by (0 (1)

(0%

fo=—1/2

Apo6s substituir os termos auxiliares, temos a seguinte Lagrangiana para as coor-

denadas fisicas::
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—1mk24”-wa3(—¢uwuw)—2wﬂuwumwAAwr+

+i0[4

QCF
— i (d— ) +ikgx () (A, (£) p () — icrs (%y(t))2+
(d

) +as ()\y 0 %)\y (t)) qyg 0

Qg3

Fixando os «;” como

a; = 1/2ZM, Qg = 1/27,M,CY3 = 1/2M¢ , Oy = 1/2M<,C¥5 = 1/2Mp

temos:
L= 12 BP0 iy (L0000)) + 2ikey )0 (06 0+
—1/2 kgﬁ;jt) —1/2iMy (%¢ () (t)) — 2k x (t) Y (t) Ay (t) +

+1/2iM; (g (t) %g (t)) —iksy (t)p(t) Ae (t) +1/2 M (%x (t)) +

+ikgx (t) A, () p (1) 1/2M( ) —1/2zM( )Ax(t>)+
+1/2z’]\/[()\y()% ())— /2’€2 4“

com setor bosonico dado por:

Lpos = 1/2M(;tx(t)) +1/2M(jty(t)) _1/2’63”3]&?“)_1/2’%_1/2%.
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2.2 Analise de Integrabilidade para o Setor Bosonico

De acordo com os critérios de integrabilidade para o potencial quartico|Lakshmanan e Sahadevan,1€

‘/quart = ACCQ + By2 + CL.IA + by4 + dm2y2, (221)

temos a seguinte tabela com os casos integraveis:

a) A=B, a=>, d=6a.
b) A, B, a=>b, d=2a.
¢) A=4B, a=16b, d=12a. (2.2.2)
d A=4B, a=28b, d=06b.
e) d=0 (trivial).
O nosso Lagrangiano,
B d 2 d 2 k3222 () y2 (t) k2% (1) k122 (t)
Lb05—1/2M<dth(t)) +1/2M<dty(t)> _1/2M—p_1/2 MC _]./2 M¢

que inclui o caso particular do potencial quartico e que possui casos nao-trivialmente
integréveis correpondendo aos itens a) e b) abaixo, que toma as seguintes possiveis formas

para o nosso modelo:

1 2M¢

k'l - kl, Mw - Mw, kg == kg, Mp == ékSF’ (223)
1
b)
1,,M
ky =k, My = My, ks=ks, M, = §k§k—j. (2.2.4)
1
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2.3 Analise de Integrabilidade Considerando a Sime-

tria de Paridade Imposta a todo o Modelo

Como o potencial de partida era invariante sob transformagoes de paridade, nao houve a
necessidade de verificarmos se o0 mesmo obedecia a esta simetria. Nesta secao, imporemos
esta simetria ao modelo como um todo, e verificaremos até que ponto a simetria de
paridade, também imposta ao setor fermionico, afeta a integrabilidade do setor bosonico.

Para esta analise trabalharemos diretamente no superespaco fazendo o estudo no po-

tencial em supercampos do nosso modelo supersimétrico:

Lipt = ki XXV + kBYYZ + ks XY P.

Este potencial em supercampos possui simetria de paridade nos seguintes casos:

(X, V,-Y,~Z,—P} ou {X,V,Y,—Z, P}

com

kl %kaQ :07k3 7£07
o que resulta no seguinte Lagrangiano nao-integravel para o setor bosonico:
kiat (t)

— 2=

L= 1720 (G 0) + 17201 (o)) 12000
ou {X,¥,~Y,~Z P} ou {X,V,Y,~Z,—P}

com

k1#07k2:o7 ks =0,
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que resulta no seguinte Lagrangiano integravel para o setor bosonico:

Los = 1/2M (% <t>)2 +1/2M (%y <t>)2 1B d@;

ou {X,¥ -Y, Z,—P} ou {X,V)Y, Z P}

com
kl #kaQ %Oak?) #0

0 que, neste caso, nos da o Lagrangiano do setor bosonico com todos os paramétros
nao-nulo. Dependendo da escolha destes, o sistema pode admitir integrabilidade e nao-

integrabilidade:

ka? () y* (1) /2 k3y* (t)
My

Lo = 1/2M (%x (t))2+1/2M (%y (t))2—1/2 i

ou, finalmente, {X, ¥, —Y, Z, P} ou {X,¥V,)Y, Z, —P},

com

k1%07k2%07k3207

que resulta no seguinte Lagrangiano integravel para o setor bosonico:

Lios = 1/2 M <%x (t)> +1/2M (%y (t)) —1/2 k‘g?jwc(t) _1/2 klj}@iw-
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2.4 Conclusoes

Neste capitulo, estudamos o papel que a supersimetria N = 1 desempenha na versao
mecanica da teoria de Yang-Mills. Sabemos da literatura que esta exibe tanto regimes
integraveis quanto nao-integraveis onde o comportamento cadtico estd presente. Apos
contruirmos a versao supersimétrica, apresentamos as condicoes de integrabilidade para
o setor bosonico. Cabe lembrar que, como estamos tratando de um modelo com super-
simetria N = 1, o setor bosonico ¢ igual ao modelo original nao-supersimétrico. Em
seguida, verificamos até que ponto o setor fermionico influenciava a integrabilidade do
setor bosonico.

Esta andlise foi realizada levando em consideracao o fato de que o setor bosonico era
invariante sob transformacao de paridade, e impusemos esta simetria ao setor fermionico
para verificar como este afetaria os parametros no setor bosonico. Na verdade, a influéncia
do setor fermionico foi estudada ao verificar se todo o modelo supersimétrico era inavari-
ante de paridade. Os resultados mostraram que a supersimetria N = 1 nao limitou mais
as possibilidades de integrabilidade do que aquelas ja observadas para o setor bosonico.
Quanto a existéncia de caos, a supersimetria nao ampliou a possibilidade de regime re-
gular. O primeiro e terceiro modelos integraveis que surgem apds a andlise de paridade
imposta ao setor fermionico correspondem a casos triviais (ndo-interagentes) e, portanto,
de nenhum interesse fisico. Ja o segundo modelo corresponde exatamente ao modelo ori-
ginal nao-supersimétrico, onde, conforme apresentado no Capitulo 1, existe uma riqueza
de possibilidades para dinamica cadtica, assim como para o comportamento regular.

Apos estudarmos um modelo com supersimetria minima, no proximo capitulo,

faremos o nosso estudo em um modelo planar com supersimetria N = 2.
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Capitulo 3

Integrabilidade e Caos em um

Modelo Planar Supersimétrico N=2

O sistema que escolhemos trabalhar é construido como uma supersimetria estendida
N=2, dimensionalmente reduzida da teoria de Yang-Mills SU(2) que surge quando cam-
pos espacialmente homogéneos sao considerados. Um Ansatz particular nos potenciais de
gauge ¢ adotado no esquema de reducao dimensional, tal que somente dois graus de liber-
dade sobrevivem no limite mecanico. Dedicamos especial atencao a simetria de paridade,
na medida em que vemos esta ultima como uma invariancia das interagoes envolvidas
nos sistemas que estaremos considerando. Nossa analise de integrabilidade ira, portanto,
estar centrada em nossas consideracoes das invariancas de supersimetria e paridade. Elas
proporcionam especiais condicoes ao espago de parametros tal que, ao invés de ter que
tomar escolhas especiais destes parametros, como normalmente é feito, invocamos estas
duas invariancas para naturalmente restringir e selecionar possibilidades no espaco de
parametros. Como uma questao de fato, antecipamos que a paridade pode aparecer em

duas versoes para sistemas planares, e este ponto sera apropriadamente levado em conta
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aqui.

Verificamos que, com a introducao da supersimetria, além do modelo de Yang-Mills,
recuperamos também o modelo de Henon-Heiles e, considerando somente o setor bosonico,
constatamos que a supersimetria impoe mais vinculos a integrabilidade do que o caso nao-

supersimétrico.

3.1 O modelo Bosoénico usual com consideracoes de

Simetria de Paridade

Adotamos o potencial polinomial mais geral de quarta ordem para dois graus de

liberdade, descritos pelas variaveis x e y:

V = C124+Coy + O3 y+Cuay® +Cs >+ Csa® +CripP + Oz’ y+ Coxy? +Croa +Chiy > +Chazy.
(3.1.1)
Este pode ser considerado como um tipo de protopotential usado para construir um po-
tencial polinomial nao-supersimétrico geral até a quarta ordem. Limitamos-nos a quarta
ordem, porque temos em mente modelos mecanicos derivados de teorias de Yang-Mills e
estes, como sabemos, apresentam vértices de auto-interacao de poténcias trés e quatro.
Considerando que estamos interessados em modelos realisticos, impomos simetria de pari-
dade, que é respeitada nos modelos mecanicos e eletromagnéticos. Nao estaremos lidando
com modelos baseados em simetria quiral.
Para implementar paridade no modelo, temos que considerar que ha duas possibilida-

des, ja que estamos em um espaco bi-dimensional:

paridade — z : xy—;—yx (3.1.2)
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ou
r — X

paridade — ¥ : (3.1.3)
Yy— -y
No primeiro caso, o potencial resultante é
V = Ciat + Oyt + Cs22y® + Cry® + Csay + Choz® + Chay. (3.1.4)

Este potencial se parece com a soma de dois potenciais bem conhecidos:

Um potencial quartico (tipo Yang-Mills)
Vyrr = Az + By? + az® + byt + da*y?, (3.1.5)

que é conhecido por ser integravel nos seguintes casos[Lakshmanan e Sahadevan,1993]:

a) A= B, a=1>b, d=6a. que no nosso caso ¢ Cig= Cq1,C1 = Cy,Cs = 6C4.

b) A, B, a=>b, d=2a. que no nosso caso ¢ (Cqg,C11,C1 = Co, C5 = 2C4.

C

)
)

d) A=4B, a=8b, d=06b. que no nosso caso é¢ Cyg = C11,C1 = Cy,Cs = 6CY.

A
A=4B, a=16b, d=12a. | que no nosso caso é Ciy=4C11,C1 = 16Cs, C5 = 12C4
A
d

)
€)

=0 (trivial) que no nosso caso é Cs = 0.

e o potencial de Henon-Heiles:

Ving = % (Az® + By®) + ax’y — ébyg. (3.1.6)
Este exibe os casos integraveis conhecidos|Lakshmanan e Sahadevan,1993]:
a) A=B, a = —b. que no nosso caso ¢ Cig=Cq1, C7= %C’g.
b) A, B, 6a = —b. que no nosso caso ¢ Cqg, C11, C7=2Cs.
c¢) 164, B, 16a = —b. que no nosso caso ¢ Cig=16C1;, C; = %C’g.
d) a=0 (trivial) que no nosso caso é Cg = 0
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3.2 O modelo supersimétrico

Agora, consideraremos um modelo mecanico N = 2 supersimétrico[Junker,1996],
definido como segue: Os dois parametros Grassmannianos (complexos) do superespago
serao denotados por 6 e 6. As duas coordenadas reais de uma particula planar, x e y, sdao

as componentes bosonicas das coordenadas do supercampo, as quais sao determinadas

por
X(£,0,0) = 2(t) + O A(t) + AT (H)1© — %@T%@ A8, (3.2.7)
o
Y(£0,3) = y(t) + OMuZ(t) + S (£)720 — %@wg@ A, (3.2.8)
com

(1]

o= () =) == () o2

onde todos os A’s e s sao varidveis Grassmannianas. Os 7;’s sao as matrizes de Dirac
que correspondem ao espaco Euclideano bi-dimensional sob consideracao, e elas podem
ser escolhidas para coincidir com as matrizes de Pauli: v; = 0, e v3 = —iy172 = 03.0 é
o espinor de Majorana que, nesta representacao particular das matrizes-y, toma a forma

dada em(3.2.9), onde a "barra ” representa conjugacao complexa. De fato:

V¢ = C¥* = ¥.(Majorana.) (3.2.10)

CryiC~! = 7; (Conj. de carga)

—Cvyy = 7C.
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[C, 7] = 0. (3.2.12)

{07 72} =0.
0 1 U U,
_ (3.2.14)
10 NS 0,
U, = 0
Uy = 0
0
o= |. (3.2.15)
0

Por outro lado, A e Z sao férmions de Dirac. Entao, Egs. (3.2.7-3.2.8) conduzem a:

Y =y+ib (& — &) +1i0 (&, — &) + 00 1. (3.2.17)
E notével a observagao que é precisamente a combinagao ()\1 — XQ) que leva aos graus
fermionicos de liberdade de X. Por outro lado, como para Y, seus graus de liberdade
espinoriais ficam todos acomodados na combinagcao (51 — Eg) :
As derivadas covariantes de supersimetria sdo dadas abaixo:
D = 05 — i00;, (3.2.18)

D = 0y — 60, (3.2.19)
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que satisfazem:

D? =0, (3.2.20)
D’ =0, (3.2.21)
{D,D} = —2i9,. (3.2.22)

A super-agao a ser considerada contém, além dos termos cinéticos, o superpotential
mais geral, até terceira ordem nas coordenadas do supercampo (isto implica um potencial

de quarta-ordem em termos das coordenadas fisicas),
_ M — —
S = /dtd@dG : {7 [DXDX + DYDY} + U(X, Y)}, (3.2.23)

onde o primeiro termo d4 origem aos termos cinéticos e o superpotencial U(X,Y’) adotado

¢ dado por:
UX,Y) = ki XY + ko XY? + ks X2+ kY2 + ks XY + K X2 + kY2, (3.2.24)

os k’s sendo constantes reais arbitrarias. Como o termo em XY pode ser cancelado por
meio de uma apropriada transformagcao linear (uma rotacdo no plano X-Y), entao ks
pode ser fixado como zero, k5 = 0, sem perda de generalidade. De maneira semelhante,
os termos lineares em X ou em Y nao foram considerados, na medida que eles podem
ser eliminados por uma redefinicao de translacao, X’ = X + const e Y/ = Y + const’.
As equacoes de movimento podem ser usadas para eliminar os graus de liberdade nao-

dinamicos f; e, assim, a super-agdo, S = [dtL conduz ao seguinte Lagrangiano, onde
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termos quarticos no potencial estao presentes:
-2
Mi . . - . : k2 + ok!? k2 + 9k,?
L= +iM (AjAj +E& — M — Ak — 616, —§2§1) -t - oy

L Ok + ik Okl + 2k

M Y M
k2 4 2k2 + 3K\ ky + 3k1kly, o ,  Oksk) o 6kskl o
" M S v VA A
Akyks + 2kyky 5 Akoky + 2koks ,  2k2 ,  2k2
* i oy i Ty i T i Yo+

x4 [2ik (A& — Mo — D&y 4 Moo + Mi&1 — My — Dby + oby) +

x = 2k (§& — &1& — &+ 6:6) — 6K (MAr — Ade — Madi + Modo) | @

x4 [2tks (M& — A&y — A&t + A&y + M&y — Mo — My + Nobo) +

w0 = 2k (M = Ada — Xodi 4 Aode) — 6K, (66, — &6 — £, + 6:6) ]y

£ — 2ks (A — Atda — Aoy + Aade) — 2ky (66 — &6 — .6, + E,6) . (3.2.25)

Nas proximas secoes, as condicoes de integrabilidade para este Lagrangiano serao

discutidas, e a influéncia da supersimetria e da invariancia de paridade sera realcada.

3.3 O setor bosodnico e sua integrabilidade.

A aplicacao direta do teste de Painlevé diretamente para o setor bosonico nao é, de
fato, um procedimento bom para a resolucao dos sistemas que aparecem na anélise, uma
vez que se tornam muito complexos.

Nesta secao, levaremos em conta a observagao de que o modelo original nao ¢é invariante
sob as duas classes de transformacoes de paridade. Isto pode fixar um ambiente mais
formal.

Assim, em uma primeira tentativa, imporemos a simetria de paridade, que é uma
simetria discreta somente no setor bosonico da teoria e, depois disso, verificaremos como

os vinculos impostos por esta invariancia afetam a integrabilidade do modelo.
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Adotando invariancia sob a paridade-x, temos os seguintes vinculos nos coeficientes

do potencial:

Cs = (6k K, + 2k1ks) = 0, (3.3.26)
Cy = (6kaky + 2k1ks) = 0, (3.3.27)

Cs = (6ksk)) =0, (3.3.28)
Co = (Akaky + 2koks) = 0, (3.3.29)

onde os C’s acima sao os coeficientes do setor bosonico do potencial original para os quais

a simetria de paridade é quebrada.

3.3.1 Parametros que sobrevivem aos vinculos de paridade

Resolvendo o sistema de condigoes para ki, ko, ki, kb, ks e k4, nds obtemos como solugao

as seguintes possibilidades:

{ky =K, ky = ki ky = kg, k3 = 0,ky = 0,k = 0}, (3.3.30)
{k1 = k1, ky = ki, ky = ky, k3 = ks, k] = 0, ky = 0},
{kt =0k} =k, ko = ko, k3 =0,k; =0,k = 0},
{k] =K, k1 = k1, ke = =3k}, kb, = —1/3ky, ks = 0,ky = 0},
{kl, =0,ky = ko, ks = ks, k; = 0,ky = —1/2k3, k1 = 0}.
Para estudar as conseqiiéncias destas solugoes, apresentaremos na proxima subsegao

o teste do Painlevé, que foi muito usado na procura por sistemas integraveis, por ser um

algoritmo de ampla aplicacao.
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3.4 Aplicando o teste de Painlevé

Para o primeiro caso {k] = ki, kl = ki, ky = ks, ks = 0,ky = 0,k = 0}, temos o

seguinte potencial:

9 k| 9Kk, K k2
Pot; = —— g4+ = Gk 24,2 3.4.31
on 2M$+2M + My+My ( )

E, aplicando o teste de Painlevé, obtemos quatro ramos referentes a sistemas desaco-

plados que passam no teste.

Para o segundo caso {ky = 0,k] = 0,k = kb, ky = ka, k1 = k1, ks = k3}, temos o

seguinte potencial:

LR, 9K, (2K 4 3kiK)) o

Poty = —— —
e S VAR S 72 A
kY ) (4dk1ks + 2k1ky) k2 k3
2—= 2—y”. 4.32
+6kM + i x4y + M:zc+My (3.4.32)
Com poténcias dominantes:
] = —1,0ég = —1.
E quatro ramos com as seguintes expressoes para ressonancias:
2k, — 3K, 3k, + k
_y, g, Gl 3ky) Bk 4 ) (3.4.33)

ke ke o

que fornecem ressonancias como inteiros, se fixamos kq, kb, = n%kl, onden ={-1,0,1,2}.

Para o caso n = —1, nao é possivel determinar as ressonancias.
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Para o caso n = 0, temos o seguinte potencial:

1 k? k2 (4dkrks + 2k1ky) k2 k2
Pots = ——-L 2L 3242 2y + 2342 4242 4.34
oty = 2M:E+ U oyt 4+ A7 x4y + M:E+ ik (3.4.34)

mas este nao cumpre o teste de Painlevé, pois surge uma condicao de compatibilidade

que nao pode ser satisifeita:

—4i/2(18k2 2% — 5k? — 4ksky) = 0, (3.4.35)

pois esta igualdade é satisfeita se ki, k3 e ky = 0 que, no caso, anula o potencial ou no

caso k; =0, e ky = —%kg 0 que nos leva ao seguinte potencial livre:
k2 32 k2
Poty = 2227 T 4.
oty = i + — 5% Y (3.4.36)

e portanto um caso integravel trivial.

Para o caso n = 1, temos o seguinte potencial:

1 k2 1 k2 k3 Ky (k1 ks + 2kyky) k2 k2
Poty = ——Lz* 3-La?y? + 2k, —y° 2y 42322 4 24,2
ofs = 5 gy TN Y gt M SR TR Vi
(3.4.37)
e obtemos agora, quatro, ramos com as seguintes ressonancias:
_1a ]-7 27 47
mas, com a seguinte condicao de compatibilidade:
—2(—ky+ k3s)M =0 (3.4.38)

a ser cumprida na ressonancia j=1 do primeiro e do segundo ramo.
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Fixando k3 = k4, o sistema se torna compativel e passa no teste de Painlevé, com dois

ramos e com o potencial agora escrito como abaixo:

1k? 1 k? k? ksk k k2 k2
Potg = ——Lat 4 2Lyt 4 3700202 4 903 L Gy —La2y 425842 1 2802 (3.4.39
otg 2Ma:—|—2My—|—M:1:y—|— My+ 3M:cy+ M:c—i—My,( )
com poténcias dominantes:
o] = —1,052 = —1.

Os valores das ressonancias para os dois ramos sao:

~1,1,2,4.

E, para o primeiro ramo, os coeficientes dos termos dominates sao:

1eM 1.M
e Pl 4.4

Para o segundo ramo, os coeficientes sao:

1eM 1.M
_ 1 _ M 441
xO 2 kl ’yO 2Zk1 (3 )

No primeiro ramo, os coeficientes indeterminados sao:

Yir Yo € Yy (3.4.42)

E os coeficientes indeterminados do segundo ramo sao:

Y, Y, € T, (3.4.43)
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Para o caso n =2, temos o seguinte potencial:

1 k2 2 2 k (4kyks + 2kaky) 2 2
N L P W L PN PO I L B L PP PP o)
Olr = g% TEgY ATy ARy M TYF gAY
(3.4.44)

Nao foi possivel determinar os termos dominantes.
Lembramos que a variavel ¢y, é a quarta quantidade indeterminada, correspondendo a

ressonancia —1.

Assim, o sistema, que é de quarta ordem, possui quatro coefientes arbitrarios e, por-

tando, é integréavel.

Para o terceiro caso {k3 = 0,ky = 0, ks = ko, ky = 0, k] = kI, kl, = 0}, temos o seguinte

potencial:

9 k2
Potg = — =L 7% +

LKS o (2K 4 3Kiks) 5 o
2 M 2m? M

7y (3.4.45)

as expressoes para ressonancias, neste caso, sao:

/ _ /
_1’ 4’ (3k1k:_ k:Q) ; _ ( 2k2k:_ 3k1) , (3446)

que fornecem ressonancias como inteiros se fixamos ko, k] = ’I’L%kg onde n ={-1,0,1,2}.

Para o caso n = —1, o sistema passa no teste com o seguinte potencial:

1k3 ,  1k3
Potg = ——2a* + =2y +

2
2 2 2
oM Tom? TmtY (34.47)

com poténcias dominantes:
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ap = —1,0[2 = —]_,

e os valores das ressonancias para os dois ramos:

0,-1,3,4.

E, para o primeiro ramo, os coeficientes dos termos dominates sao:

—M? — k22
x():\/( 20)7y0:y07

ks

para o segundo ramo, os coeficientes sao:

Vv (=M? — K3yg)

Ly = — Yo =Y

0 k2

No primeiro ramo, os coeficientes indeterminados sao:

Yo, T3 € Y,.

E os coeficientes indeterminados do segundo ramo sao:

Yo, T3 € Y,.

Para o caso n = 0, o sistema nao passa no teste com o seguinte potencial:

1 k2 k3
Potyy = §M2y4 + Qﬁxzyz,
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(3.4.48)

(3.4.49)

(3.4.50)

(3.4.51)

(3.4.52)

(3.4.53)



pois surge a seguinte condicao de compatibilidade:

18ik3y? = 0. (3.4.54)

Esta equagao zera se ko for igual a zero, mas neste caso o potencial deixa de existir.

Para o caso n = 1, o sistema passa no teste com o seguinte potencial:

1 k2 1 k2 k2
Potyy = =24 1R 4y gF2 o o 4.
otq1 2Mx +2My +3Mx Yy, (3.4.55)

e com potencias dominantes iguais:

ap = —1,(1/2 = —]_,

e ressonancias:

—-1,1,2,4
nos dois ramos.

E, para o primeiro ramo, os coeficientes dos termos dominates sao:

1 M 1M
— Yy, = ——i—. (3.4.56)

To = 2" %y

0 _ﬁzk_z

Para o segundo ramo, os coeficientes sao:

S (3.4.57)

No primeiro ramo, os coeficientes indeterminados sao:
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e x,, (3.4.58)

e os coeficientes indeterminados do segundo ramo sao:

Yy, Yy € T,. (3.4.59)

Para o caso n = 2, o sistema nao passa no teste com o seguinte potencial:

Pot —ng 4+1k5 4+4k§ 22 (3.4.60)
Ol12 = MZL‘ 2My Mxy, 4.

pois nao foi possivel determinar os termos dominantes.

Para o quarto caso {k} = ki, kl, = —1/3ky, ke = =3k, k1 = k1, ks = 0, ks = 0}, temos

o seguinte potencial (quértico):

k% 4 k% 4 k% 2 2

com kj = kp as ressonancias neste caso sao:

0,—1,3,4 (3.4.62)

para os dois ramos.

Para o primeiro ramo, os coeficientes dos termos dominates sao:

1 v/(—10M?2 — 100k2y2
% =1p VA " L 0),% =y, (3.4.63)

E para o segundo ramo, os coeficientes sao:
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1 /(—10M2 — 100k%¢2
T VI " 1 0),3/0 =1,. (3.4.64)

No primeiro ramo, os coeficientes indeterminados sao:

Yo, Ty € Yy, (3465)

e os coeficientes indeterminados do segundo ramo sao:

Yo, Ty € Y- (3.4.66)

Para o quinto caso {kf = 0,ky = ko, ks = k3, k] = 0,ky = —1/2ks,k; = 0}, temos o

seguinte potencial:

1 k3 k3 k3 1 k2
Potyy = —=—2y* + 2227 + 2307 4 — 34/

. 4.
2 M M v oY (3.4.67)

Este potencial nao passa no teste de Painlevé, pois surge a seguinte condicao de

compatibilidade:

—3ik; + 18ik3y} = 0, (3.4.68)

que sé é satisfeita se ko = ks = 0, que cancela o potencial. Portanto, este caso nao passa

no teste de Painlevé.

51



Como este potencial é do tipo quartico, é facil verificar que o resultado desta anélise
de Painlevé estda em acordo com as conhecidas condicoes de intergrabilidade para este tipo

de potencial.

3.5 Estudo da Integrabilidade do Setor Bosénico com

simetria de Paridade imposta a todo o modelo

Como pudemos verificar na uiltima segao, a imposicao de paridade somente ao setor
bosonico tornou o sistema muito mais integravel; porém, ainda é necessario determinarmos
os valores de alguns parametros durante a analise de Painlevé para recuperarmos os casos
integraveis listados acima.

Nesta secao imporemos a simetria de paridade, nao s6 ao setor bosonico, mas a toda a
teoria, e verificaremos até que ponto os vinculos que surgem nos paramétros sao capazes
de tornar o modelo integravel, sem a necessidade de fixar paramétros durante a analise

de Painlevé.

3.5.1 Formulacao a duas componentes do setor fermionico

Como o modelo ¢ classico e nao-relativistico, entao é definido em um espago bidimen-
sional Euclidiano, E?, onde o grupo de covarinancia é SO(2).

Portanto, podemos escrever:

V= o, (3.5.69)
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v =0, (3.5.70)

Vs = =iyt =0, (3.5.71)

tal que
{777} =261, (3.5.72)
{13} =0. (3.5.73)

Para o espinor geral

U= @;) (3.5.74)

a agao das transformagoes de SO(2) sobre o mesmo ¢é dada abaixo:

N (3.5.75)

onde w é o angulo de rotacdo; portanto, W, é invariante. N&o é necesséario definir o
conjugado de Dirac. !
Agora, tentamos identificar as paridades-z-e-y no espago espinorial. Para tanto,

comecamos com a equacao de Dirac:

7' 0, + iv*0,¥ = 0, (3.5.76)

LA representagao de Majorana é dada por 71 = 0, e 72 = 0,; dai, decorre que v3 = —iy1y2 = —0y,
e espinores de Majorana, U¢ = U* = W, apresentem as duas componentes reais, ji que C = 1 nesta

representagao.
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a qual impomos a simetria de paridade-z,

onde R representa a matriz de paridade no espago espinorial:

,le:_R,.yl

7R = Ry”.
Entao, nossa matriz de paridade pode ser escolhida como
R=7"
e, portanto,

U(t; ) = Y U(t; )

(3.5.77)

(3.5.78)

(3.5.79)

(3.5.80)

Assim, todos os espinores, a menos de uma fase, transformam-se sob paridade por

meio da matriz-+2.

Considerando a outra possibilidade, a paridade-y, podemos facilmente verificar que a

acao da mesma sobre espinores é representada pela matrix-y!:

o4

(3.5.81)



U — Ayl
(3.5.82)

V(T =P (GT ).

3.5.2 Estudo de integrabilidade com vinculos de paridade do

setor fermionico

Ao incluir os vinculos ditados pela simetria de paridade- = ou -y para o modelo
completo (bosbénico + fermionico), propomo-nos levar a cabo a andlise diretamente em
termos de supercampos (3.2.7) e (3.2.8). Em lugar de seguir um longo procedimento e
considerarmos todos os termos da acao em campos componentes, propomos trabalhar sem
deixar o superespaco, o que tem conseqiiéncias simplificadoras nao-triviais.

A acao da paridade-x nos supercampos é determinada por
X—-X eY =Y, (3.5.83)

contanto que

- O

[1]
!
2
(3]
T

fi— f1,
fo— = fo

De fato, a paridade -x é implementada no espaco espinorial através da relagao:

U — U = $7,0. (3.5.84)
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1
X =2+ 0y A+ Ay0 - 5@wg,@fl (3.5.85)

r— —x. (3.5.86)
X — -X.

0 — ")/2@

- 4:@T71A~

A — 7oA. (3.5.88)

— f1— fi.

Yy — . (3.5.90)
Y —-Y.
OT1,Z — +0,E. (3.5.91)
0'130 — —67130. (3.5.92)
— for— —fo.
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Com estas designacoes de paridade para os campos fermionicos e auxiliares, as coor-
denadas dos supercampos se transformam sob paridade exatamente como acima. Além
disso, em virtude da escolha especifica de v, temos que a paridade age em df, df e as

derivadas covariantes como abaixo:

O — 1,0. (3.5.93)
0 0 —1 0
_>
0 70 0
6 — —if. (3.5.94)
0 — i,
D=2 i (3.5.95)
a0 ! -

— —i— —i(—if) 0.

(.0 =
D — —i (z% - 298t>

D — —iD. (3.5.96)
D —iD.

0 %) —

26" o) (3:5.97)
df — idf. (3.5.98)
df — —ide.
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Portanto as derivadas covariantes de supersimetria e os elementos de volume se trans-

formam como segue:

D — —iD, D —iD;

df — idf, do — —idd.

Com todas estas prescricoes, o elemento de volume dtdfdf recebe um sinal de menos.
Isto significa que os termos cinéticos sao naturalmente invariantes, mas a simetria de

paridade do potencial nos obriga a fixar:
ki=ks=k,=ky,=0, (3.5.99)

podendo ks e k] serem diferentes de zero.
Estes vinculos de parametros sao iguais ao terceiro conjunto que achamos quando s6
o setor bosonico foi considerado e encontramos s6 dois casos integraveis: os potenciais (9)

e (11), que renomeamos como abaixo:

12 1 k2 2
Olsuspi—e = 50 T oy T 7Y (3.5.100)
e
1 k2 12 2
Ptsus .= 2 4 24 222 5.101
Obsusyp—e = 5 p0 oY F357Y (8:5.101)

Assim, de todos os casos integraveis encontrados quando consideramos s6 o setor
bosonico, s6 os dois potenciais acima preservam a paridade-x quando o modelo completo
¢ considerado.

Por outro lado, se contemplarmos a simetria de paridade-y para todo o modelo, temos
que

X=X eY—-Y, (3.5.102)
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contanto que

- ’71@7

- @

- = 71A7

(11

- 7157
f1—> —fl,
f2—> fz'

Também, D — —iD, D — D, df — idf e df — —idb.
Assim como no caso anterior, a invariancia de paridade-y é assegurada s6 para aqueles

monomios dos supercampos que mudam de sinal sob paridade. Isto impoe entao:
ky=hks=k, =k =0, (3.5.103)

enquanto k; e kb sdo os tnicos coeficientes compativeis com a invariancia de paridade-y.

Estes vinculos nos parametros correspondem a um unico conjunto de solucoes encon-
trado quando sé o setor bosonico é considerado com relagao a paridade-y, de um modo
semelhante ao que acontece para paridade-z. Sé existem dois casos integraveis, que apre-

sentamos a seguir:
2 2 2
LET 4 lﬁ 4 koo o

POtsusyl—y = EM«% 2My + Mﬂf Yy, (35104)
(&
1k? 1k? k2
P0t5u5y27y = §M1x4 + §M1y4 + 3M1$2y2- (35105)

E importante notar que estes potenciais tém a mesma forma dos encontrados para o
caso da paridade-r a menos de uma troca dos parametros ko por ki. Assim, de todos
os casos integraveis encontrados quando s o setor de bosonico é considerado, s6 os dois

potenciais acima conservam paridade-y se todo o modelo ¢é analisado.
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3.6 Conclusoes.

Ao longo das segoes anteriores, efetuamos uma andlise de integrabilidade do setor
bosonico do modelo supersimétrico, e verificamos o aparecimento de casos integraveis
para ambos sistemas acoplados e desacoplados.

Os casos acoplados podem ser classificados em dois tipos: um potencial do tipo
quartico e um potencial que é funcionalmente a superposicao de um potencial quartico e
de Henon-Heiles.

Ao contrario da situacao onde impomos a simetria de paridade a agao completa (in-
teragoes bosonicas e fermionicas) e onde os potenciais gerados s@o totalmente integraveis
(sem a necessidade de fixar vinculos de integrabilidade), o caso no qual é imposta a si-
metria de paridade somente ao setor bosonico sé gera potenciais integraveis depois que
levarmos em conta os vinculos que aparecem no curso de andlise de Painlevé. Isto significa
que, se estes vinculos nao sao cumpridos, estaremos lidando com potenciais nao-integraveis
e entao com a possibilidade de caos.

Para os casos onde os potenciais tém a forma quértica, nao ha necessidade de fazer-
mos uma andlise de caos pois esta ja foi discutida na literatura a que previamente nos
remetemos.

Os casos para os quais os potenciais sao dados pela superposicao de um potencial de
foma quartica e de Henon-Heiles estao em consideracao e, em um trabalho futuro, in-
formaremos os resultados de uma analise completa [de Assis et al,2005:4]. Porém, nesta
secao, daremos um exemplo para ilustrar como este tipo de potencial nao-integravel ad-

mite transigdo ordem-caos usando o potencial nimero 7 de Se¢ao(3.4):

1 k2 E? k? k (4k:1k3 —|—2k‘4k1) k2 k2
Pot; = ——Lgt 42704 4 4L a 202 4 gl "3 2y 42322 4242
oty 2Mx+My+Mxy+ 4My+ i oYy + Mx—i—My

(3.6.106)
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Para este propdésito, fazemos para uso do expoente caracteristico Lyapunov (LCE), di-
agramas de fase [Benettin et al, 1980, Wolf et al,1985] e [Tabor,1989] e Se¢oes de Poincare.
Por diagrama de fase, entendemos um grafico das variaveis dinamicas no espago de fase
que é usado para fornecer uma idéia qualitativa do comportamento dinamico do sistema
sob estudo. De maneira semelhante a Segdo de Poincare [Almeida,1991, Tabor,1989], que
é um gréafico gerado pelos pontos que surgem do fluxo do sistema diferencial que corta
um plano do espaco de fase, nos fornece uma informacao qualitativa do comportamento
dinamico do sistema. A precisao de nossa computacao foi verificada conferindo se o Ha-

miltoniano era conservado durante a simulagao.
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Fixando por exemplo: ky = 10, M = k3 = k4, = 1, o potencial adquire a seguinte

forma:

V = 502* 4 200y* 4 40022y 4 40y> + 6027y + 22° + 297

Calculamos o maior o;, diagramas de fase e suas respectivas Segoes de Poincare, e
apresentamos dois casos para o mesmo conjunto de parametros fixados acima,mas com
condigoes iniciais diferentes. Primeiro com p;(0) = 0.1,p2(0) = 0.1,¢,(0) = 0.1,¢2(0) =

0.0, Energia=0.035; apresenta comportamento regular (veja Figuras 1,2 e 3 abaixo).

015 041 0050

Gréfico de fase com condicoes iniciais:
p1(0) = 0.1, p2(0) = 0.1,¢1(0) = 0.1, g2(0) = 0.0 e Energia=0.035

Figura 1
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Lyapunov Exponent

T T I : T T 1
0 5000 10000 15000 20000
Time

Expoente de Lyapunov para condigoes iniciais:
p1(0) = 0.1, p2(0) = 0.1, ¢1(0) = 0.1, ¢2(0) = 0.0 e Energia=0.035

Figura 2
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0.21

0.14

0.1

-0.24

Secao de Poincare no plano p; = 0 para Energia=0.035

Figura 3

O segundo caso com: p;(0) = 0.1,p2(0) = 0.1,¢1(0) = 0.1,g2(0) = 0.18 e

Energia=0.780631; apresenta comportamento cadtico (veja Figuras 4,5 e 6 abaixo).

64



Gréfico de fase com condicoes iniciais:

p1(0) = 0.1, p2(0) = 0.1, ¢1(0) = 0.1, ¢2(0) = 0.18 e Energia=0.780631

Figura 4
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Expoente de Lyapunov para condigoes iniciais:
p1(0) = 0.1,p2(0) = 0.1,¢1(0) = 0.1, ¢2(0) = 0.18 e Energia=0.780631

Figura 5
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E = 0.78063

0.5

-0.54

03 02 a1 i o 02
9z
Secao de Poincare no plano p; = 0 para Energia=0.780631

Figura 6

Estes exemplos mostram que este sistema nao integravel exibe tanto dinamica orde-
nada quanto cadtica. Isto nao chega a ser um resultado excepcional no caso de sistemas
hamiltonianos onde ordem e caos podem coexistir para uma dada energia. Entretanto,
isto nao constitui a regra. O caso ja mencionado da versao mecanica do Yang-Mills puro
sO apresenta caos assim como também existem outros modelos nao integraveis que nao
apresentam caos. Como nesta tese a questao central é a identificagao de caos em teorias
supersimetricas a simples demonstragao de sua existéncia constitui o aspecto importante

e nao um estudo pormenorizado destes modelos.

67



No caso estudado em que a condigao inicial escolhida correspondia a energia igual a
0.035 o sistema exibiu comportamento regular o que pode ser visto pelo diagrama de fase
e pelo grafico do expoente de Lyapunov. Para o caso em que a condigao inicial escolhida
correspondia a energia igual a 0.780631 o sistema desta vez exibiu comportamento caético
também visto a partir do diagrama de fase e do expoente de Lyapunov.

Entretanto uma visao global da dinamica pode ser obtida através das respectivas secoes
de Poincare.

A segao de Poincare para energia igual a 0.035 (fig.3) apresenta em sua faixa mais ex-
terna varias separatrizes e no seu interior uma regiao cadtica com bacias e varias ilhas de
regularidade. J4 para secao de Poincare para energia igual a 0.780631 (fig.6) vemos uma
densa regiao de regularidade no centro e a maior parte do volume tomado por um com-
portamento cadtico onde se notam trés ilhas de regularidade. Outro motivo de destaque

¢ a reducao do numero de separatrizes.

E talvez notdvel dizer que um potencial da forma (z2 + y2)2 pode ser gerado con-
siderando o trabalho de Refs. [Ichtiaroglou,1989]-[Karkowski,1990], onde um sistema de
Yang-Mills mecanico cléssico com quatro graus de liberdade &; é estudado, com Hamilto-

niano dado por

2
g 2
H=g P+ P+ P+ P+ 3 (6 -8+ &) (3.6.107)

N | —

Realmente, se adotamos coordenadas hiperbdlicas nos planos (£1;&2) e (€3;&4)

§1 =y cosho, (3.6.108)
§ =risinh 6, (3.6.109)
&5 = racosh 6, (3.6.110)
€4 = T2 sinh 0y, (3.6.111)
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o Hamiltoniano se torna:

1 1 1 9° 2
Heg(er-gr-Sn)+ L0’ o)

onde 6 e 6, sao coordenadas ignoraveis, de forma que os correspondentes momenta sao
integrais de movimento. Se P@Q1 = P(,Q2 = 0, nenhuma contribuicao negativa para a energia
cinética esta presente e adquirimos um sistema efetivo com dois-grau-de-liberdade com po-
tencial da forma (2% + y2)2 . Além da discussao de integrabilidade e caos classicos, estudos
de caos quantico que usam este potencial receberam muita atengao na literatura[Steeb et al, 1988,
Tomiya e Yoshinaga,2000]. Esta observacao pode ser um bom apoio a favor dos resultados
que obtivemos com os potenciais integraveis produzidos depois que foi imposta a simetria

de paridade ao modelo supersimétrico completo.

No proximo capitulo, retomamos um caso com supersimetria N = 2 mas, desta vez,

com quatro componentes. L&, verificaremos resultado similar ao obtido neste capitulo.
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Capitulo 4

Limite Mecanico Supersimétrico de
Yang-Mills com Quatro Graus de
Liberdade

No final do capitulo anterior, mostramos que o caso integravel do setor bosonico de
nossa versao supersimétrica de um modelo planar polinomial de ordem quatro podia ser
identificado com um modelo mecanico de Yang-Mills com quatro componentes que, apés
mudangas de coordenadas, assumia uma forma planar.

Neste capitulo, faremos a supersimetrizacao diretamente na versao em quatro compo-
nentes do modelo mecanico de Yang-Mills, e mostraremos que, apés a reducao do setor
bosoénico (por mudangas de coordenadas) ao caso planar, obtemos o mesmo resultado
que no capitulo anterior. Para tanto, tomamos como ponto de partida o potencial da
versao em quatro componentes do modelo mecéanico de Yang-Mills [Ichtiaroglou,1989]—

[Karkowski, 1990]:

70



U=c(zw—yz)*.

4.1 O Modelo Supersimétrico

Usando os supercampos quirais [Paschoal,2004]:

© = (0) +iy (0406 (0) 9 (0 + i (1)),

dt dt
B = (t) =iy ()~ B0+ 89 (o ()~ iy 1)),
A=w(t)+iz(t)+0¢(t) —i00 (%w (t) + i%z (t)) :
AN=w(t)—iz(t) —0L(t) +i60 (%w (t) — i%z (t)) :

e o supercampo real:

H =n(t)+0X, (t) — O\, (t) +00f, (1),

o termo cinético em supercampos pode ser posto sob a forma:

Lein = a; D(®)D(®) + asD(A)D(A) + ay D(H)D(H).

O termo de potencial em supercampos é dado por:

L = ki®AH + k;OPAH.
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(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)

(4.1.8)



Realizando integracdes em 6 e 6:

+2 k2 () w (t) fiu (t) + k1w () C (£) M (t) — krw () ()M (2) +
d

o (D)€ (1) + ha (£)€ (8) N (8) — st (1) SE(t) +

dt dt
—z’a1C (t) %Z(t) + Z'Oé'g,%xh(t))\h (t) + iCKg%)\h (t) Xh(t)—i‘

Hiky (8) E(E)An (1) + +ikiz (£) C(8) M(t) + iy (£) € (1) M)+

+ikyz () C(t)An () — ialz(t)%é () =k (8) () An (1) +

Y2k (1) %z ()R (t) +2 kJI%x ()2 () 1 (£) + 2 Eyy (2) %w ()R () +

+2 ]ﬁ%y (t)w (t) h (t) — asf, (1)°
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Da equacao de Euler-Lagrange para f;, chega-se a:

Jo () = : (4.1.10)

A seguir, listamos os termos do Lagrangiano, apds integracao em 6 e 6 e eliminacao

de th

L= —day (%m (t))2 _day (%y (t))2 ~day (%w (t))2 + (4.1.11)
it (@) e (Shw)

N CTOHOREI0NIG) 12

Ly = kyw (1) € (8) Au(t) — krw (£) C(6)An (1) + (4.1.13)

—ionT(0) ¢ (1) + iy (€ () Tl

— i0sE(0) LE (W) + ki (D€ () R0}

ik (DM (1) — st (1) TE(D)+

+ikyy (8) E() A, (1) + iag,%Xh(t)/\h (t) +

)+ i%%Ah () M () +
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Fixando os a”s como:

1 1 1
(€3] ] , O ] , O3 2 )

podemos escrever os seguintes termos do Lagrangiano completo:

Li=1/2M (%x (t))2 F1j2M (%y(t)
L1/2M (%@))2 L1/2M (Eh(t)

Ls = kyw (£) € () M () — kaw (8) C() A (£) +

+1/8iME (t) %Z(t) +1/8iMC¢ (t) %Z(tH

+ikay () € (1) A1) + ka (£) € (1) Au(t)+

FL/SIME() € (1) + k2 () TN (1) + by (D E(M (6)+

+ 1/8¢MZ(15)%§ (t) — 1/2¢M%Ah () An(t)+

+ikyz (8) C (#) An(t) + 2 k12 () 4, t)h(t)+

dt
+2 klix (t)z (t) h(t) +2ky (1) %w (t)h(t)+
+2 lﬁ%y ()yw (t)h(t)—1/2 iM%Xh(t))\h (t)+
— ki () €)M (1),

onde o setor bosonico é dado por
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dt

Lags,. =1/2 M (%x (t))2 F1j2M (%y (t))2 +1/2M (iw (t))2 + (4.1.18)

Se adotarmos as seguintes transformagoes ortogonais, que levam (z,y, z, w) em (&1, &2, €3, &4):

& =277 (z+w), (4.1.19)
€ =27 (z—w),
&=277(y+2),

£=273(y—2).

temos o seguinte modelo agora ja na forma Hamiltoniana:

2
g 2
H=o (PP+Pi+ P+ P+ 2 (6 -g+8-¢) (4.1.20)

1
2
Por outro lado, se adotarmos as coordenadas hiperbélicas nos planos (£1;&2) e (&3;&4),

& =rycoshf;, & =rysinhb,, (4.1.21)

&3 = rocoshby, &4 = rysinh by,

a Hamiltoniana torna-se:

1 1 1 2
Heg(Paari- G- i)+ S 0ten) i)
2

2 T‘%
onde #, e 65 sao coordenadas ignoraveis, tal que seus correspondentes momenta sao cons-
tantes de movimento. Se 13921 = PQQ2 = 0, forem contribui¢oes nao-negativas para a energia

cinética, temos um sistema efetivo com dois graus de liberdade com potencial da forma

(a2 +42)" .
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4.2 Analise de Integrabilidade para o Setor Bosodnico

Novamente, usamos os criterios de integrabilidade para o potencial quartico dados na

ref.:[Lakshmanan e Sahadevan,1993|:

Viuart = A2® + By® + ax* + by + da’y?, (4.2.23)
sao:
a) A=B, a=0b, d=6a.
b) A, B, a=">0, d=2a.
¢) A=4B, a=16b, d=12a. (4.2.24)

d A=4B, a=8b, d=G6b.

e) d=0 (trivial),

e verificamos que o potencial respeita a condi¢ao de integrabilidade dada pelo item b).

4.3 Estudo de Integrabilidade com Vinculos de Pari-

dade Impostos a Todo o Modelo.

Na segao anterior, haviamos verificado as condicoes de integrabilidade para o setor
bosonico do modelo sem levarmos em conta a contribuicao que o setor fermionico poderia
desempenhar neste estudo.

Nesta secao, imporemos, como no capitulo anterior, que todo o modelo obedeca a

condicao de paridade. Para tanto, voltaremos a considerar as transformacoes de paridade
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no espaco espinorial como apresentado na secao 3.5, e definimos o seguinte espinor de

Majorana:

()

para o qual se fixa a transformacao de paridade:

Z — — .
Tem-se, entao, que
E'—> - 7’57

o que, finalmente, nos leva a transformacao de paridade

para o supercampo quiral ®.

Quanto ao supercampo A, temos a liberdade de fixar a sua paridade.

Adotando

o que significa,
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w— w, (4.3.30)

Z— —2,

£ — i€,

E»—> —1€.

Recordamos que o potencial é submetido a integracao em 6 e 6,

/ dfdo ®AH, (4.3.31)
€ COIMo
dfdf —s —dodo, (4.3.32)
O r— —0,
A— A

devemos fixar a paridade de H positiva:

H+— H. (4.3.33)

I[sto assegura a invariancia do potencial e nos leva as seguintes transformacoes para as

componentes de H:

h+— h, (4.3.34)
X — —i\,
A —s i\,

fh — _fh.a
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De fato, a transformacao f, —— —f, é compativel com a solucao da equacao de
movimento para esta coordenada auxiliar, dada na eq.4.1.10.
Estes resultados tém como conseqiiencia que o parametro k € livre, nao alterando os

resultados obtidos por ocasiao da andlise de integrabilidade do setor bosonico.

4.4 Conclusoes.

Neste capitulo, verificamos que, apesar de adotarmos um roteiro diferente para super-
simetrizacao do modelo mecanico de Yang-Mills, comparado ao feito no capitulo anterior,
chegamos ao mesmo modelo integravel. Cabe destacar que, enquanto no capitulo anterior,
onde a supersimetria era aplicada a um modelo planar, fizemos uso de supercampos reais.

Neste capitulo, onde a supersimetrizacao foi feita em uma versao mecanica de Yang-
Mills com quatro graus de liberdade, os supercampos usados foram quirais.

Neste caso verificamos que os vinculos do modelo supersimétrico nos levam a um caso
integravel tanto quando olhamos somente para o setor bosonico como quando levamos em
consideragao o setor fermionico. Cabe destacar que o uso de supercampos quirais implicou

em mais vinculos do que quando realizamos a construcao em termos de supercampos reais.

Apéds as investigagoes feitas nos tltimos capitulos em modelos mecanicos super-
simétricos, no proximo capitulo trataremos de um modelo mecanico que foi construido a
partir da reducao via campos espacialmente homogenéos de uma teoria de campos super-

simétrica N = 2 de Maxwell-Chern-Simons com acoplamento nao-minimo.

79



Capitulo 5

Integrabilidade e Caos numa Versao
D=(0+4+1) da Teoria N=2

Maxwell-Chern—Simons—Higgs.

5.1 Introducao

Neste capitulo, ao invés de aplicarmos procedimentos de analise de integrabilidade e
caos a modelos supersimetrizados diretamente na forma mecanica, faremos estas analises
em um sistema mecanico reduzido (espacialmente homogéneo) derivado de um modelo
Maxwell-Chern-Simons-Higgs N=2 off-shell com acoplamento nao-minimo que apresenta
excitacoes de vértices topologicos BPS, numericamente obtidas com um “ansatz” adotado
no regime de validade de um acoplamento critico especial. Como uma contrapartida da
regularidade associada a solugao estatica do tipo séliton, investigamos a possibilidade de
existéncia de dinamica cadtica na evolucao do sistema reduzido espacialmente homogéneo,

descendente do modelo de campo N=2 sob consideragao. O conteido originalmente rico
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de simetrias e interagoes, supersimetria N=2 e acoplamento nao- minimo, tornam especial
o modelo proposto como uma estrutura interessante para a investigagao do papel desem-
penhado pelas (super) simetrias e dominios de parametros no favorecimento e no controle
do comportamento cadtico em sistemas de gauge. Depois de construir o Lagrangiano efe-
tivo e o Hamiltoniano, e estabelecer as equacgoes canonicas de Hamilton correspondentes,
aplicamos os critérios globais de integrabilidade, simetrias pontuais de Noether e propri-
edade de Painlevé, tanto ao regime geral quanto ao regime de acoplamento critico. Como
um carater nao- integravel é revelado pelo par de critérios analiticos aplicados, efetuamos
simulagoes numeéricas na busca de padroes cadticos na evolucao do sistema. Na préxima
secao, apresentamos a teoria, as equacoes de campo e a sua contrapartida espacialmente
homogénea, o Lagrangiano efetivo unidimensional e os momenta conjugados associados.
Como aparece uma constante de movimento adicional (além do Hamiltoniano), uma re-
parametrizacao conveniente ¢ implementada, e o sistema Hamiltoniano correspondente é
escrito, levando as equacoes canonicas de Hamilton. Na Segao 3, retornamos a um regime
geral com formulagao de segunda—ordem, na qual comecamos nossa analise da questao
de integrabilidade, adotando dois critérios analiticos alternados — a abordagem de sime-
trias pontuais de Noether [Sarlet e Cantrijn,1981] e o procedimento do teste de Painlevé
[Tabor,1989, Ablowitz, Ramani e Segur,1978]. A primeira estratégia conduz a um con-
junto de dez equacgoes diferenciais parciais acopladas que parecem s6 possuir uma solugao
de forma fechada no regime de acoplamento minimo, g = 0. No contexto do teste de Pain-
levé, mostra-se que nenhum conjunto de expoentes dominantes inteiros negativos pode ser
encontrado, na medida em que a equacgao para o campo de gauge ¢ considerada, deterio-
rando o correspondente algoritmo de teste para a verificacao de uma possivel propriedade
de Painlevé forte, associada ao sistema. O papel desempenhado pela equacao de campo de

gauge sugere que uma mudanca na dinamica do setor de gauge possa gerar uma situacao
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diferente para a analise de integrabilidade. Assim motivados, na Secao 4, adotamos o
regime da relacao de acoplamento critico, chegando a equagoes de primeira ordem para
os graus de liberdade de gauge. Apresentamos o Lagrangiano efetivo associado e a fungao
Hamiltoniana, como também as correspondentes equacoes de campo iteradas de segunda
ordem. Estes resultados nos habilitam a redirecionar o teste de Painlevé, que indica que
o regime de acoplamento critico apresenta uma caracteristica até pior, no que diz respeito
a negatividade rigida suposta para os expoentes dominantes. Retornando a abordagem
de simetrias pontuais de Noether, vemos que estas também nao nos dao nenhuma pista
de possiveis configuracoes integraveis. Na Secao 5, procede-se a uma analise de caos para
valores fisicamente aceitaveis dos parametros. Nos regimes caracterizados por g # 0, para
valores de g tanto nao—criticos quanto criticos, o modelo se torna mais estavel do que na
situacao em que g = 0. Apresentamos, entao, nossos comentarios e discutimos a falha
do sistema em obedecer a propriedade de Painlevé forte, um fato que pode conduzir a
consideracao futura de outros testes de integrabilidade. Também, tentamos explicar por
que g # 0 conduz a um comportamento mais estavel, apesar da nao-linearidade inerente

provocada pela presenca de um ¢ nao-nulo.

5.2 Descricao do Modelo

Partimos [Christiansen et al,1999:2] da densidade de Lagrangiano:

1 1 1 \
Lioson = —ZFiy + éf)uMa“M + é(vuqb)(V“gb) +
- g(auM)(ﬁ“]qle) + gAMF“ _, (5.2.1)

onde
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2

2 2
e 9 5 2m 9 e 21 112
= — — —M + 2 M —M

V.o = (0, —ieA, — igFu)¢ eG=1- 92|¢\2. As equacoes de campo para a teoria

completa sao:

(9MF“’)—|—me =-—Jr— ge“”paujl, 7
e

onde J, = %£(¢*V,0 — ¢(V,0)"), e também

(|9 — v* + (2w/e) M + 2gM|¢[*) (26 /e + 29|¢|*)
4G

0 M — 50,076 + +eo M =0,

¢,

1 wve T on e 2?¢* |0 — v + (2x/e)M + 2g|¢[2M]’
LV6) — L6000 + o 4

29" [|o° — v? + (2k/e) M + 2g|¢|*M] (1 +2gM)  e2¢* M>
1G Tty T

_|_

0.

Adotando a escolha de gauge Ag = 0 e impondo a homogeneidade espacial, isto é,
0;(V campos) = 0, a fase do campo escalar torna-se uma variavel cuja derivada-temporal
desaparece, o que permite que seja eliminada sem perda de generalidade. Assim, ter-
minamos com um campo escalar real e o seguinte conjunto de equacoes reduzidas de

movimento:

d . d .
a [GAl] = —269@5% [¢A2] - 82¢2A1 - /{AQ, (522)
d i d 2,2 i
— [GA2] — 2099 [641] — 6% Ao+ RAs (5.2.3)
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2(p* —v2 + (26/e)M + 2gM¢?) (2K /e + 2g¢*)

: e
(¢2) - 62¢2M - 4G ’

M =

N

6= —(cAy + gAs)’ 6 — (eAy — gA1) ) + gp M — 2o M?

e22p(¢2 — 0?2 + (26 /€)M + 2gM ¢?)?
B AG? -
_62¢(¢2 — 02+ (26/e)M + 2gM¢?)(1 + 2gM)
2G '

O Lagrangiano efetivo que gera estas equacgoes de movimento é:

. ) . ) 2 42
L—% (A)” + (4o)’] - % (A14; = 424 - 65) (A2 + A2) +
(M) (D) (B — v+ (26/e)M + 2gM¢?)? 22 M?
Ty T eeeM Ty - 8G T2

onde G =1— ¢?¢% e Q = Kk + 2eg¢?.
Os momenta canonicamente conjugados definidos, como usualmente, por p = g—s, tém

as expressoes:

L 9

wlz@:GA1+5A2,
WQE%:GAQ_%Al,
p¢52—g=¢—g¢M7
MES—AI;[:M—WW-

Antes de derivarmos as equacoes canonicas de Hamilton, notemos que a quantidade

I = A27T1 — A17T2 (524)
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é uma constante de movimento. Isto pode ser verificado facilmente, multiplicando e combi-
nando as equagoes de ”campos de gauge” de acordo com As(5.2.2) — A;(5.2.3). Motivados
por este fato, reparametrizamos o setor de gauge adotando coordenadas polares, em vez
de Cartesianas. Definindo: A; = Acos(, Ay = Asen( , e o “novo” conjunto de variaveis

é (A, (, ¢, M). O Lagrangiano agora se torna:

. 2 - 2
Gr,. : . M .
L= S+ a@y] - < (a%¢) + WL pogur 1 2
2P2A%  2(¢2 —v? + (2k/e)M + 2gM¢?)° €22 M?>
— — — , (5.2.5)
2 8G 2
conduzindo as mesmas expressoes para pg € Py, e definindo py = aL = GA P = 8? =
GAX — 942
Pode-se facilmente verificar que p, = —1, resultando p; = 0. O Hamiltoniano lé-se:
Hean. = 57 |Pa 2 5 A2 +Qp< + o’ + Pu’® + 296ps Par | +
242 \[2 2
+55 [(Q/2)" + 2 G*] A + % + 8€—G(¢2 — 0% + (26/e)M + 2g¢*M)* .
As equagodes canonicas de Hamilton resultantes sao:
A=P . 5 = 1 2Di2—((Q/2)2—i— 2ngSQ)A
BCIRE el T ¢
: 1lpe Q) .
I P (1 —0: 2.
=55+ w0 (5:26)

¢ = — [ps + 90 Pu] ;
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. 1 pe?
b=~z {9% {pﬁ + ﬁ + po? + Po’| + go(rg + 2¢)pe + g(1 + ¢20*)poPus

2 2.2
2% + eGP PM? + #W —0* + (26/e)M + 2gM¢*)”
e2G¢

2

+(kg + 2¢)

- (¢° —v* + (26/e)M + 2gM¢?) (1 + QgM)} :

. 1
M=—|P ;
G[M_'_g(bptb]v

2

Py = —é e2Go*M + % (¢* —v* + (2x/e)M + 2gM ¢°) (2{“ + 29¢2)] :

Estas equacoes de Hamilton serao utilizadas a seguir na analise de integrabilidade e

caos.

5.3 Analise de Integrabilidade: Caso Geral

Apresentamos dois critérios analiticos Lagrangianos para atacar a questao da integra-
bilidade: simetrias pontuais de Noether, mais adequadas para estabelecer as constantes
de movimento, e o teste de Painlevé, que se destina a conferir uma propriedade global (as
varidveis dependentes serem meromorficas para singularidades méveis no plano complexo)

que indica integrabilidade.

5.3.1 Aplicando Simetrias pontuais de Noether.

Agora, faremos uso do estudo das simetrias pontuais de Noether, conforme apresentado

no Capitulo 1. Inserindo na condigao de simetria o Lagrangiano dado pela equagao (5.2.5),
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obtemos que um polindémio cuibico nas velocidades tem que desaparecer. Os coeficientes de
iguais poténcias das velocidades sao anulados, e obtemos um sistema acoplado de equacoes
diferenciais parciais lineares que determinam as simetrias e os invariantes de Noether. A

condicao cibica simplesmente conduz a

T=1(t), (5.3.7)

o que quer dizer que a variavel independente transformada é uma funcao s6 do tempo. As
equacgoes associadas as condigoes quadraticas, porém, sao um conjunto de dez equagoes
diferenciais parciais acopladas que, aparentemente, s6 possuem uma solucao de forma
fechada no caso do acoplamento minimo g = 0. Restringindo o tratamento a este caso
quase trivial e considerando as condicoes para os termos de ordens zero e primeira, sé
achamos simetrias de translacao temporal e simetrias translacionais de (. Estas simetrias
estao associadas, de acordo com (1.2.13), as leis de conservagao de energia e p.. Estes sao
resultados quase 6bvios, por mostrar que a nao-linearidade e acoplamentos no potencial
nao dao muito espaco para a existéncia de leis de conservagao do sistema, até mesmo no
caso g = 0. Esta é uma assinatura de nao—integrabilidade. Porém, outros métodos para
investigar leis de conservagao no sistema como simetrias pontuais de Lie [Olver,1986] nao

foram usados.

5.3.2 Teste de Painlevé

Voltamos, agora, a uma configuracao do formalismo espacial de segunda—ordem, para es-
tabelecer o ambiente para aplicagdio do teste de Painlevé [Tabor,1989] e
[Ablowitz, Ramani e Segur,1978]. As equagoes sao

.. 2

G?A = 24°Godp A + ¢ (2

y 5)2/1 (kg + e)F*A (5.3.8)
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onde C' representa a constante p¢,

37 242,02 22 '2_9202¢_ _1 2 42
G’ = g°G 0o — g°G A yE gC(k g+ 2€)o 4(/<;g+2€) o A+
+ %(cﬁ2 — %) [eg?v® = 2(k g +e) + g* (25 g — €)d” + 2eg" ¢

—(kg+e)|r— ev? g+ (3eg — K g*)¢* — 2eg’p* + (kg + ey M] o M (5.3.9)

. ) . 312 42
GSM_QG2¢2—Q3G2¢2A2+WA—;b—%(Hg+2€)2142¢2—g(lig+€)2M2¢2+

¢ (¢* — v*)[2kK + g (—4e + eg*v® + 2K g)d* + 3eg’¢?]

_|_

W~ |

+ [—K% 4 (K2 + er g*v? — €® — 3er g + €2g%0?)¢* + eg?*(2k g — €)¢* + e2g* ¢’ M .
(5.3.10)
Tomando o tempo como uma variavel complexa, o primeiro passo do teste de Painlevé
estd relacionado ao comportamento da singularidade dominante. Supoe-se que os termos
dominantes tenham a forma geral A ~ a(t —t)* ¢ ~ b(t —to)”, M ~ ¢(t —t)", onde
a, 3,7 < 0. Tais suposigoes transformam as dltimas trés equagoes nas seguintes relacoes

assintéticas (t — tp):

glab*aja — 14 208] 722 ~ 0

96b76 [Qﬁ o 1} 7_76—2 ~ gﬁb5a2a27_2a+5ﬁ—2 +

—2eg3 (kg + )b e + (kg + e)chzTﬁ”“’ :

ey(y = DT~ gh?p(28 — 1)
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onde 7 =t — .

A partir da dltima equagao, obtemos v = 23 e ¢ = ¢gb?/2. Inserindo v = 23 na
segunda equagao, o balanceamento reduz aos primeiros dois termos, o que conduz a o = (3
e a’ = (28 — 1)b*/3 . Entretanto, a primeira equacao mostra a impossibilidade de termos
a, 3 < 0, na medida em que o + 20 — 1 = 0 ¢é exigido, inviabilizando que seja satisfeito o
teste de Painlevé. Outra possibilidade seria fixar o = 0 na primeira equagao, deixando-a
para tras como uma identidade. Poderfamos descartar o segundo termo (primeiro no lado
direito) da segunda equagao, e o balanceamento dos trés termos remanescentes conduziria
a um conjunto interessante de valores negativos para v e 3: v = —4, § = —1 , contanto

que a seguinte relagao seja assegurada:

(kg + 6)262 —2(kg + €)eg®bic +3¢°0° = 0.

Ainda, temos que lidar com um “expoente dominante” nulo que inviabiliza o teste de
Painlevé.

Como umas das faces de um problema com a dinamica do setor de gauge, a adocgao
da relacdo de acoplamento critico (projetando o sistema sobre o regime que da lugar
as ja estabelecidas excitagbes de vortice) pode servir como uma valiosa ferramenta de
investigagdo. Na realidade, impondo g = —e/k somos levados a equagoes de primeira-

ordem para o campo de gauge [Christiansen et al,1999:2].

5.4 Regime de acoplamento critico.

Se g = —e/K, temos:



e a reducao a configuragoes espacialmente homogéneas conduz a

HG(C:Z']' Aj = —62 Az ¢2 s (5411)

onde &5 = +1 = —&5;. A partir deste conjunto de equacoes chegamos a

d
G2 (A +43) =0 .

Na medida em que G > 0 (uma condi¢do herdada da estrutura da supersimetria
original N = 2), temos que A? + A2 é uma constante de movimento (reproduzindo assim
a situacdo do Chern—Simons-Higgs “puro” minimamente acoplado).

Adotando coordenadas polares, A; = Ccos(, Ay = Csen( (A2 + A2 = C?), e ma-
nipulando o conjunto (5.4.11), chegamos a ¢ = —e?¢?/k G. Seguindo a mesma rota
escolhida no caso geral (ndo—critico), buscamos um Lagrangiano e um Hamiltoniano efe-
tivos, estabelecendo as equacoes candnicas de movimento e, como desejavel para o teste
de Painlevé para integrabilidade, iterando-as para que adquiram a forma de equagoes
diferenciais de segunda-ordem acopladas. Pode-se facilmente verificar que as seguintes

fungoes Lagrangiano e Hamiltoniana sao obtidas:

L:p<(§+ kG Jr?_ 2 2/<2G+
M?2 - e2(¢? —v2 + (26/e)M + 2 20V 222
S _ i - SO G /OM 08 M_ MG

€2¢2 ) éz 6202¢2 B 6402¢4

1 2 1
Heoan. = oTEl {% + Qp¢ + pg® + Par® + 29¢py Par | + el [(Q/Q)Q +e’Go?| A%+

oM + 6—2(¢2 — 0%+ (26/e)M + 29> M)*

T 3G
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onde g = —e/k, G =1—(e?/K%)¢? e pr = —k(C?/2, conduzem ao conjunto apropriado de

equagoes de campo. O sistema iterado de segunda ordem passa a ser

—G3¢— 2G2¢¢ + 2§2¢ 2¢:L42
+[eg(0+egv4/4)]gb +§[—2€9202] ¢3+e292{ ]¢5 e?gt ¢ :

G*M = (g — 26°¢* + ¢°0")9” + (96 — 26°¢” + ¢°¢°)¢ + 2e*¢* M
2,,2 2.3 16
2g2¢4M—52M—%¢2—62g2(1+g )¢4+€92¢ i ;

Novamente, no teste de Painlevé, as relagoes assintdticas sao encontradas: ¢ : 3 =10
ou # =1/2 . Se tomarmos o caso 5 = 0, ficamos com dois resultados problemédticos, na
medida em que a equagao para M ¢ considerada: tantoy =3 =10, 0u =0, 0> =1/¢>, v
sao indeterminados. Assim, uma marca da falta da propriedade de Painlevé do tipo forte

permanece.

5.5 Analise de caos

Como os resultados dos estudos analiticos sugerem que o sistema pode nao ser integravel,
voltamos, agora, para um estudo numérico para verificar se tal caracteristica de nao—

integrabilidade é apresentada em uma forma cadtica.

Método de SALI

Conforme apresentado em capitulo anterior, o principal instrumento para diagnéstico
de caos que empregaremos é o Método de SALI. Na subsegao que segue, faremos uso deste

método, assim como também de diagramas de fase.

91



5.5.1 Equacoes de movimento e condicoes para analise

A integracao do sistema foi feita por meio de um algoritmo de Gear [Gear,1971],
com passo variavel, o tamanho inicial do passo minimo foi A = 0.0001, eventualmente
era reduzido para preservar os valores do Hamiltoniano e de p¢, que sao constantes de
movimento conhecidas. Outro vinculo mantido ao longo da integragao foi que G (G =
1 — g?¢?) deveria ser maior que zero. As seguintes equagoes de movimento de primeira
ordem foram usadas na integracao numeérica:

2
A="20 g, = é[%-((@/2)2+e2G¢2)A ;

_Lipe QL .
<G|:A2+21 ) p(foﬂ
. 1
. 1 ’
p¢:—@{g2¢ {pA2+%+p¢2+PM2}+g¢(ﬁg+2e)p<+g(1+92¢2)p¢>PM
2 2 2
+(rg + 2e>2% + EGPOM? + #(ﬁ — 0+ (2/e) M +2gM )’
e2Go , 9 2
+ 5 (68— 0"+ (26/e)M + 2gM¢%) (1+29M)
. 1
M = = [Pu + 90ps] ;
B = —L [ 26020 + © (62 = o2 + (20/e)M + 200 6?) 25 + 2497
== |CGOM + - (67 = 0"+ (2r/e)M + 2gM &%) | — +296° )|

Por questao de simplicidade, adotamos a seguinte notacao:

C=q, A=q, ¢ =q, M =q, p;c = p1,pa = P2, Py = p3, Pu = ps. Para cada
conjunto de parametros de entrada foi feita a integracao numérica e o método de SALI
foi usado depois que terminado o periodo transiente. A seguir, apresentamos amostras

representativas de nossos achados.
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5.5.2 Caso com g =0

Considerando que nosso modelo vem de uma versao supersimétrica do modelo de
Maxwell-Chern—Simons—Higgs com acoplamento nao-minimo, nao é claro se recuperare-
mos propriedades dinamicas semelhantes as observadas em outros estudos [Escalona et al,2000,
Bambah et al,1993] quando g = 0. As duas propriedades principais encontradas nestes
estudos foram a existéncia de caos na presenca do termo de Maxwell e a sensibilidade das
condigoes da evolucao assintética — ordem versus caos. Para verificar estas propriedades
em nosso modelo, escolhemos as condigoes iniciais que definem um ponto fixo do sistema
e, entao, variamos ¢z de 0 a 2 com parametros fixados como e = 2, k = 2, v = 2 e, como
mencionado acima, g = 0. As condigoes iniciais s@o ¢1(0) = 1, ¢2(0) = 1, ¢(0) = 2,
p1(0) =0, p2(0) = =1, p3(0) = 0 e p4(0) = 0.

Os resultados sao apresentados em uma sucessao de diagramas de fase. Na Figura 1,
mostramos p, contra q4. Lembramos que poderiamos ter usado qualquer par de varidveis
para perturbar o ponto fixo inicial e, entao, apresentar o resultado nestes graficos; mas,
nossa escolha foi guiada pelo fato de que ambas as variaveis gs (¢) e g4 (M) estao presentes
no potencial do tipo Higgs de nosso modelo. Depois, na Figura 2, mostramos um grafico

de SALI como uma funcao de gs.
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Figura 2

Podemos ver, na Figura 2, com ajuda de uma quebra no eixo vertical, que, para

g3 = 0.55 o comportamento do sistema fica cadtico, com SALI assumindo valores entre

10782 ¢ 10733,

5.5.3 Caso com g # (0 fora do regime de acoplamento critico

Usamos aqui g # 0, mas fora do regime de acoplamento critico, para conferir se a
inclusao deste tipo de acoplamento pode transformar alguma configuragao dinamica em
cadtica, com condigoes iniciais que, no caso g = 0, conduziram a regularidade. Para isto,

fixamos os parametros e as condigbes iniciais como e = 2, k = 2, v = 2 e ¢(0) = 1,
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2(0) = 1, g3(0) = 0.25, qu(0) = 2, p1(0) = 0, p2(0) = —1, p3(0) = 0 e ps(0) =0 e
analisamos o modelo com os seguintes valores de g: 0.1, 0.7, 1.5 e 2.5. Para todos estes
casos, o comportamento permaneceu o mesmo, indicando que a variacao de g nao muda

o comportamento do sistema de regular para cadtico, como podemos ver na Figura 3.

a S b
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w0 2,004
195 185
1,904
1,90 4 1,854
1,804
1,854
1,75
1,80 - - - r . 1,704— - - - - v -
0.2 0.1 0.0 01 0.2 03 @02 01 00 01 02 03
44
c d

20

1,94

1,84

1,64

08 04 02 00 02 04

a) g=0.1, b) ¢g=0.7, ¢) g=1.5 e d) g=2.5.

Figura 3
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5.5.4 Caso com g no regime de acoplamento critico

Agora, exploramos o regime de acoplamento critico, onde g = —% Fixamos os
parametros k£ = 2, v = 2 e variamos e, enquanto mantemos as condicoes iniciais como um
caso de perturbacao do ponto fixo; contudo, neste caso, teremos um conjunto diferente
de condigoes iniciais para cada e pois na expressao geral para o ponto fixo o elemento
p4(0) depende de e . Pensando nisto, mantemos os mesmos valores ¢;(0) = 1, ¢2(0) = 1,
p1(0) = 0, p2(0) = —1, p3(0) = 0, p4(0) = 0 e fixamos ¢3(0) = 0.7, um valor que torna o
sistema cadtico no caso g = 0 e q4(0) = e. Neste caso, ¢3(0) = 0.7 é uma perturbagao,
na medida em que, no ponto fixo, ¢3(0) = 0.0. Como no caso g = 0, aqui também
apresentamos um conjunto de diagramas de fase e um grafico de e contra SALI. Nos
graficos de SALI, quebramos o eixo vertical para mostrar que os valores de SALI minimos

estao acima do limiar de caos, de acordo com os requisitos do método SALI, quer dizer,

SALI < 107°.
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5.6 Conclusoes.

Neste Capitulo, uma comparacao entre o sistema mecanico integravel apresentado
no trabalho da Ref. [Escalona et al,2000] - definido como limite de uma teoria completa
N=I1-supersimétrica analisada no caso particular de acoplamento nao-minimo critico (o
que reduz a dinamica do setor de gauge a equacoes de primeira ordem, motivando a
nomenclatura “Chern—Simons puro”) - e o nosso modelo, descendente de uma teoria

supersimétrica estendida N = 2, sugere que uma supersimetria extra pode ser responsavel
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[Evans et al,1996] pela nao—integrabilidade global (no sentido de Painlevé forte). Ressalte-
se que, mesmo na situacao analoga de acoplamento nao-minimo critico, a construgao que
apresentamos leva a um modelo “tipo Chern-Simons” (equagoes de primeira ordem) que
nao se revela globalmente integréavel.

Nos estudos de caos, foram verificadas duas possibilidades principais. Primeiro, verifi-
camos se 0 ndo—anulamento de g pode levar o sistema (previamente com condigoes iniciais
e parametros tais que a regularidade fora observada para g = 0) a um regime cadtico.
O segundo ponto diz respeito ao efeito oposto, isto é, se uma configuracao cadtica para

= 0 poderia ficar regular sempre que g se tornasse nao—trivial.

No caso de um acoplamento nao—critico, a medida que g aumenta a partir de zero,
uma configuracao estavel para g = 0 mantém sua estabilidade, a medida em que g varia.
Nesses casos, a diferenca é que, para valores maiores de g, o sistema fica ligeiramente mais
instavel, mas sua dinamica ainda é regular. Algo semelhante acontece para configuracoes
que exibem caos para ¢ = 0. Em tais casos, o sistema permanece cadtico, mas um
pouco mais instavel. Para o acoplamento critico, érbitas que eram cadticas para g = 0
agora ficam regulares; isto pode indicar que os acoplamentos criticos podem ter um papel
estabilizador em nosso modelo. Estes resultados podem ser interpretados com base em

dois pontos:

1. Para o regime de acoplamento critico, ocorre um desacoplamento parcial entre as

variaveis ¢ e M, e isto reduz a nao—linearidade do sistema.

2. A quantidade G (G = 1 — ¢%¢?) deve ser positiva, com 0 < G < 1. Isto deve
ocorrer para assegurar a positividade da energia, e a existéncia de um estado de
véacuo estavel. Nas Egs. (5.3.8), (5.3.9) and (5.3.10), G acompanha todos os termos
com derivadas temporais e, para valores grandes o bastante de g ou ¢, GG se torna

pequeno, tornando dominantes os setores algébricos destas equacoes. Este fato pode
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ter um efeito estabilizador, implicando que, no caso de um acoplamento nao—critico,
a dinamica para g # 0 nao é tao diferente daquela do caso com g = 0. No regime
de acoplamento critico, o efeito estabilizador pode ser uma combinacao dos destas

duas propriedades apresentadas.

Também, é notavel destacar que, para valores negativos de GG, o volume do espaco
de fase ja nao é conservado, e, como uma conseqiiéncia, nés nao temos mais um sistema
Hamiltoniano. Por isto, os resultados relatados acima sé fazem sentido se as condi¢oes
iniciais e os parametros assegurarem a positividade de G. Finalmente, aparecem neste
modelo configuragoes com comportamento mais regular (& medida que g aumenta) que
aqueles encontrados na Ref. [Escalona et al,2000]. Perguntamos-nos até que ponto as
condicoes fisicas especiais — supersimetria estendida no sistema original - poderiam ser

responsaveis por este efeito estabilizador.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Motivados por varios estudos presentes na literatura que trataram a questao do com-
portamento cadtico em teorias de campos, e outros trabalhos que mostraram o carater
restritivo da supersimetria no que diz respeito a integrabilidade, efetuamos nesta tese
um estudo exploratério com vistas a verificar a existéncia de caos em algumas teorias
supersimétricas.

No Capitulo 2, estudamos o papel que a supersimetria N = 1 desempenha na versao
mecanica da teoria de Yang-Mills e, apds contruirmos a versao supersimétrica, apresen-
tamos as condicoes de integrabilidade para o setor bosonico, tendo imposto simetria de
paridade a este setor. Em seguida, impusemos a simetria de paridade a todo o modelo
para verificamos até que ponto o setor fermionico influenciava a integrabilidade do setor
bosonico.

Os resultados mostraram que a supersimetria N = 1 nao limitou mais as possibilidades
de integrabilidade do que aquelas ja observadas para o setor bosonico. Quanto a existéncia
de caos, a supersimetria nao ampliou a possibilidade de regime regular. O primeiro e

terceiro modelos integraveis que surgem apds a analise de paridade imposta ao setor
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fermionico correspondem a casos triviais (ndo-interagentes) e, portanto, de pouco interesse
fisico; teorias nao-interagentes tém interesse apenas no que concerne a classificacao e a
descricao do espectro de particulas livres. Ja o segundo modelo corresponde exatamente
ao modelo original nao-supersimétrico, onde, conforme apresentado no Capitulo 1, existe
uma riqueza de possibilidades para dinamica cadtica, assim como para o comportamento
regular.

Apos estudarmos um modelo com supersimetria minima, no Capitulo 2, fizemos o
estudo de um modelo planar polinomial com supersimetria N = 2 e, tendo implementado
a andlise de integrabilidade do setor bosonico do modelo supersimétrico verificamos o
aparecimento de casos integraveis para os sistemas acoplados e desacoplados que surgiram
da analise de simetria de paridade imposta ao modelo.

Os casos acoplados encontrados podem ser classificados em dois tipos: um potencial
do tipo quartico e um potencial que é funcionalmente a superposicao de um potencial
quartico e de Henon-Heiles.

Neste caso em que a simetria de paridade é imposta somente ao setor bosonico sé foram
gerados potenciais integraveis depois que levamos em conta os vinculos que aparecem no
curso da analise de Painlevé. Isto significa que, se estes vinculos nao sao cumpridos,
estaremos lidando com potenciais nao-integraveis, segundo o teste de Painlevé, e, entao,
com a possibilidade de caos.

Nao houve necessidade de fazermos uma andlise de caos para os casos de potenciais
com forma quartica, pois estes ja haviam sido estudados na literatura. Nos casos para
os quais os potenciais sao dados pela superposicao de um potencial de forma quartica e
de Henon-Heiles estao, no presente momento, em consideragao e, em um trabalho futuro,
informaremos os resultados de uma andlise completa [de Assis et al,2005:4]. Porém, demos

um exemplo para ilustrar como este tipo de potencial nao-integravel admite transicao
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ordem-caos usando um dos potenciais encontrados com esta caracteristica.

Quando a simetria de paridade foi imposta a agdo completa (interagoes bosonicas e
fermionicas), os potenciais gerados de acordo com este vinculo eram totalmente integraveis
(sem a necessidade de fixar vinculos de integrabilidade).

No Capitulo 4, verificamos que, apesar de adotarmos um roteiro diferente para su-
persimetrizagao do modelo mecanico de Yang-Mills, comparado ao feito no Capitulo 3,
chegamos ao mesmo modelo integravel. Cabe destacar que, no Capitulo 3, a supersimetria
era aplicada a um modelo planar e naquela construcao fizemos uso de supercampos reais.
Neste Capitulo, a supersimetrizacao foi feita em uma versao mecanica de Yang-Mills com
quatro graus de liberdade e os supercampos usados eram quirais.

Neste caso, os vinculos do modelo supersimétrico nos levam a um caso integravel, tanto
quando olhamos somente para o setor bosonico como quando levamos em consideracao
o setor fermionico. Cabe destacar que o uso de supercampos quirais implicou em mais

vinculos do que quando realizamos a construcao em termos de supercampos reais.

Apos estas investigacoes em modelos mecanicos supersimétricos, no Capitulo 5, trata-
mos de um modelo mecanico supersimétrico construido diretamente a partir da reducao
via campos espacialmente homogenéos de uma teoria de campos N = 2 de Maxwell-

Chern-Simons com acoplamento nao-minimo.

A comparacao entre o sistema mecanico integravel apresentado no trabalho da Ref.
[Escalona et al,2000] - definido como limite de uma teoria completa N=1-supersimétrica
analisada no caso particular de acoplamento nao-minimo critico (o que reduz a dinamica
do setor de gauge a equacoes de primeira ordem, motivando a nomenclatura “Chern—
Simons puro”) - e o nosso modelo, descendente de uma teoria supersimétrica estendida
N = 2, sugere que uma supersimetria extra pode ser responsavel [Evans et al,1996] pela

nao—integrabilidade global (no sentido de Painlevé forte). Ressalte-se que, mesmo na si-
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tuagao analoga de acoplamento nao-minimo critico, a construcao que apresentamos leva
a um modelo “tipo Chern-Simons” (equagoes de primeira ordem) que nao se revela glo-
balmente integravel.

Nos estudos de caos feitos neste Capitulo, duas possibilidades principais foram discu-
tidas.

Primeiro, se a manutencao de valores nao-nulos de ¢ levaria o sistema (antes com
condigbes iniciais e parametros tais que a regularidade fora observada para ¢ = 0) a um
regime cadtico. O segundo ponto diz respeito ao efeito oposto, isto é, se uma configuragao
cadtica para g = 0 poderia transitar para uma regular sempre que ¢ se tornasse nao—
trivial.

No caso de um acoplamento nao—critico, a medida que g aumenta a partir de zero,
uma configuracao estavel para g = 0 tem sua estabilidade mantida, a medida em que g
varia. Nesses casos, a diferenga é que, para valores maiores de g, o sistema fica ligeira-
mente mais instavel, porem sua dinamica ainda é regular. Algo semelhante acontece para
configuragoes que exibem caos para ¢ = 0. Em tais casos, o sistema permanece cadtico,
mas um pouco mais instavel. Para o acoplamento critico, as érbitas que eram cadticas
para g = 0 agora ficam regulares; isto pode indicar que os acoplamentos criticos podem
ter um papel estabilizador em nosso modelo. Estes resultados podem ser interpretados

com base em dois pontos:

1. Para o regime de acoplamento critico, ocorre um desacoplamento parcial entre as

variaveis ¢ e M, e isto reduz a nao-linearidade do sistema.

2. A quantidade G (G = 1 — g*¢?) deve ser positiva, com 0 < G < 1. Isto deve
ocorrer para assegurar a positividade da energia, e a existéncia de um estado de
vécuo estavel. Nas egs. (5.3.8), (5.3.9) and (5.3.10), G acompanha todos os termos

com derivadas temporais o que possibilita, para valores grandes o bastante de g ou
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¢, que G se torne pequeno, fazendo com que os setores algébricos destas equagoes
dominem. Este fato pode ter um efeito estabilizador, implicando que, no caso de
um acoplamento nao—critico, a dinamica para g # 0 nao é tao diferente daquela
do caso com g = 0. Sugerimos, portanto, que no regime de acoplamento critico,
o efeito estabilizador possa se dar por uma combinacao destas duas propriedades

apresentadas.

Também, é notavel destacar que, para valores negativos de GG, o volume do espaco
de fase ja nao é conservado, e, como uma conseqiiéncia, nao temos mais um sistema
Hamiltoniano. Por isto, os resultados relatados sé faziam sentido se as condigoes iniciais
e os parametros assegurassem a positividade de G. Finalmente, aparecem neste modelo
configuragoes com comportamento mais regular (& medida que g aumenta) do que aqueles
encontrados na Ref. [Escalona et al,2000]. Perguntamo-nos até que ponto as condigoes
fisicas especiais — supersimetria estendida no sistema original - poderiam ser responsaveis

por este efeito estabilizador.
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