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Resumo

Neste trabalho nés fazemos o estudo algébrico do modelo de Heisenberg XXZ e do modelo
de Tubo de spin. Em ambos os casos o trabalho é feito com a introducao de parametros
livre. Os modelos sao resolvidos através do Método de Espalhamento Inverso Quantico
MEIQ e as equagoes do Ansatz de Bethe AB sao derivadas. Também obtemos os Valores

Proprios e o Gap de Energia dos Hamiltonianos que descrevem os modelos.
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Abstract

In this work we study two integrable models, a spin ladder and a spin tube, they are
based, respectively, in the algebras of SU(4) and SU(8). Such models are exactly solved
through the Algebraic Bethe Ansatz method. The two models are investigated with the
introduction of free parameters by a procedure that preserves their integrability. For the
ladder model we can introduce up to six parameters and for the tube model up to twenty
eight. In both cases we obtain the Bethe ansatz equations, the energy eigenvalues and we

study the spin gap.



Introducao

Esta tese se centra exclusivamente em modelos de escadas. Estos sao arranjos simples de
cadeias de spin. Uma cadeia de spin é um arranjo lineal de spines quanticos com uma
dada interacao. As interacoes sao usualmente escolhidas com a intengao de produzir uma
escada exactamente soluvel.

Talvez o exemplo mais conhecido de um modelo solivel é o modelo unidimensional de
spin 1/2 de Heisenberg [7], ¢ o modelo mais simples, pois nele somente aparecem interagoes
do tipo Heisenberg entre as pernas e entre os degraus. Tais interagoes sao apenas entre
os vizinhos mais proximos.

Cadenas de Heisenberg sao exemplos de modelos integraveis de su(2) invariantes. Estos
modelos sao isotopicos no espaco de spin.

Nos concentraremos no modelo XXZ de spin 1/2 e logo depois no modelo de Tubo de
spin.

Um fato importante ao respeito de todos os materiais tipo escada, é que eles apresen-
tam um gap de energia. Dizemos que um sistema tém um gap de energia quando existe
uma diferenca entre o estado fundamental e o primero estado exitado. Esto se apresenta
sem importar o tamano do sistema, incluindo no limite termodindmico. E dizemos que o
sistema é gap nulo se tal energia nao existe acima do estado fundamental [2]. A presenga
do gap nestas estructuras indicam que sao fortes candidatas a explicar a supercondutivi-

dade, isto é uma condi¢ao necessaria mas nao suficiente para que a superconductividade



a altas temperaturas ocorra sob dopagem.

O método utilizado para a resolucao de tais modelos esta baseado no Método do
Espalhamento Inverso Quantico (MEIQ) [1] que permite encontrar o espectro de um
modelo atravéz da resolugao de um sistema de equagoes trascendentais chamadas de
Equacoes do Ansatz de Bethe, onde os autovetores e autovalores sao caracterizados pelas
raizes destas equacoes.

A matriz R introduzida desempenha um papel semelhante ao das constantes de es-
tructura nas algebras de Lie [20]. Nesta tese, empregaremos o MEIQ partindo de uma
matriz R multiparamétrica que inclui o modelo de escada XXZ. Foi Faddeev e a escola
russa [6] que dieram um impulso na drea de sistemas integraveis com o desenvolvimento do
MEIQ. O MFEIQ foi desenvolvido para solucionar alguns modelos em Mecanica Quantica
Estatistica e Teoria Quantica de Campos, os quais sao definidos sobre a cadeia, é dizer
uma rede unidimensional.

O capitulo 1, é dedicado a uma revisao geral do Método de Espalhamento Inverso
Quantico que é uma poderosa ferramenta algébrica que contém a condigcao de integra-
bilidade dada pela equacao de Yang-Baxter (Y-B) e fornece um método algébrico para
determinar o espectro dos modelos, atravéz das matrizes de monodromia determinada
pela relacao de Y-B.

O capitulo 2, é dedicado ao analisis do Método algébrico do Ansatz de Bethe do modelo
de escada XXZ de spin %, com a inclusao de trés e seis parametros livres.

O capitulo 3 tratara do modelo de Tubo de spin. Os tubos de spin sao arranjos de
cadeias com condigoes de contorno periédicas.

O modelo de escadas e tubo sao modelos soluivel ja que a algebra deles obedecem as

relacoes de Yang-Baxter, que é condicao suficiente para que um modelo seja integravél.



Capitulo 1

Método de Espalhamento Inverso

Quantico

1.1 Introducao

O Método de Espalhamento Inverso Quantico (MEI(Q)) [2] é uma poderosa ferramenta
algébrica que contém a condigao de integrabilidade dada pela equacao de Yang-Bazter e
fornece um método algébrico para determinar o espectro dos modelos, através da algébra
das matrizes de monodromia determinada pela relagdo de Yang-Baxter (Y-B). Com
o mesmo método, pode-se tratar diferentes modelos, como Estatistica Classica em 2-
dimensoes, redes quanticas em 1-dimensao e Teorias Quanticas de Campos em (1+1)-
dimensoes. Além de unificar e sistematizar o tratamento de diferentes teorias, este método
permite analisar a estrutura algébrica dos modelos. O MFEI(Q tem levado a novos resul-
tados no estudo de sistemas integraveis. Entre eles esta o fato de que diversos modelos
de elétrons fortemente correlacionados podem ser resolvidos por meio deste método. Em

particular o modelo ¢-J, que é um dos modelos mais simples para elétrons correlacionados,



e cujo Hamiltoniano é dado por

— — n.n.+l
Hiy =P {_t Z (€hoCitro + Cj+17ocj,a)} P+ JZ (Sj. S —— 4j )
J

j7o—

pode ser resolvido exatamente em uma dimensao para uma determinada escolha de t e J.

Para o caso em que J=2t, c;fa e ¢j, sao, respectivamente, os operadores de criacao e
aniquilacao que criam ou destréem um spin ¢ no sitio j. Neste caso o Hamiltoniano é
dito super-simétrico pelo fato de se tornar invariante frente a superalgebra gl (2 | 1). Este
modelo foi proposto por Anderson|[3], Zhang e Rice[4] em 1987 como um limite nao trivial

do modelo de Hubbard.

A equacao de Y-B pode ser vista como a andloga da Identidade de Jacobi. Qualquer
matriz R satisfazendo as equagoes de Y-B gera um modelo exatamente soltivel em Fisica
Estatistica Classica sobre uma rede 2-dimensional.

Um exemplo a se considerar ¢ o modelo X X X de spin % na teoria do ferromagnetismo,
i.e., uma cadeia de atomos onde cada ponto j da cadeia estd associado ao operador de
spin definido da seguinte forma:

1
—
o == (070" 07),

ﬁ
Sj= 9 \75:95:9

N —

—_ ~ . . .
onde ¢} sao as matrizes de Pauli usuais, dadas por:

o = o¥ = e o = . (1.1.1)
1 0 1 0 0 -1

Estas matrizes pertencem a representacao de spin % da Algebra de Lie do grupo das

rotacoes, atuando no espaco vetorial complexo 2-dimensional V = C?.



Existem duas topologias para uma cadeia 1-dimensional: aberta e fechadal5]. Assim

temos dois modelos de Heisenberg que descrevem a interagao entre os primeiros vizinhos

para estas topologias:

H = 25;11 Hy i1 (aberto)

H =37\ Huypi+Hpy  (fechado)

A Hamiltoniana de dois sitios é [6]:

~1

Hn,n—l—l == (?n-?n—l-l - ]L> 5

~ sy — .
onde n = 1,2, ..., L sao os sitios da rede. Os operadores ¢',, definidos como

1 n L

! ! !

0pn = I® - RIRIRVI[RQ---R 1,
atuam sobre

1 n L

l ! !

V@...@V@...@M

de modo nao trivial sobre o espaco quantico n-ésimo e trivialmente nos outros.

1.2 Equacao de Yang-Baxter

Consideremos a matriz R:

(1.1.2)

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)



R(\) = M®I+iP

Ad+i 0 0 0
0 A i 0
0 A0

0 0 0 A+1

onde

a=A+1, b=\ ec=1

, (1.2.6)

(1.2.7)

e P é a matriz de permutagao. Levando em consideracao que R (\) atua no espaco V@V,

A é chamado de parametro espectral.

Mostraremos que esta matriz é solucao da equacao de Y-B. Para este proposito defin-

1mos:

0 a 0 0

0

0

0

a 00 0 0 0 0 O

0

, (1.2.8)



Rys(N) =1®@R(\) =

e finalmente,

Riz (A) = Pa3Riz (A) Pas,
com
Py =1® P,
onde P é uma matriz definida na equagao (1.2.6). Assim escrevemos,

a 000 0 0 0 O
0Ob 00 c 000

Ry (\) =

A equacao de Y-B é:

Ris (A= N) Ri3(A)Raz (\) = Rag (\') Rig(A\)Ria (A — X))

8

(1.2.9)

(1.2.10)

(1.2.11)



Substituindo as matrizes (1.2.8), (1.2.9) e (1.2.10) nesta tltima, verifica-se a equacao

de Y-B.

1.3 Ansatz de Bethe Algébrico

Voltamos agora ao problema de diagonalizar a Hamiltoniana (1.1.2). De fato, o que
devemos diagonalizar é a matriz de transferéncia, 7 (A). Esta matriz faz com que possamos
escrever a Hamiltoniana em termos da matriz R e ainda que o modelo seja integravel,
desde que ela seja uma solucao da equacao de Y-B.

A matriz de transferéncia esta definida como o trago sobre o espago auxiliar (0), da

matriz de monodromia Tp (\):

T(A) =Ty (A, (1.3.12)

esta atua somente sob o espaco quantico definido em (1.1.5).
A matriz de monodromia Tj () é, neste caso, uma matriz 2 X 2 cujos elementos sao

operadores que atuam no espaco quantico V% da seguinte forma:

To (\) = : (1.3.13)

Um conjunto de relagoes algébricas entre os quatro operadores, A(\), B(A), C(\) e

D()) é codificado na relagao fundamental dada por:

Roo (A — N) Ty (\) Ty (X)) = Toy (N) Ty (A) Roo (A — N)..



Esses operadores também obedecem as seguintes relagoes:

AWBK) = SEETBN AN - SR BN AX).
DNB(N) = 2‘8 ;//;B(X)D(A)—HB(A)D@'), (1.3.14)
o (1.

>, = ®..® (1.3.15)

que é um estado préprio de A (\) e D (M), e é destruido por C' (\), ou seja,

AN D, — (A + %)L b, DO\, = ()\ - %)L ®,, C(N)®, = 0. (1.3.16)

Logo usamos os operadores B (\) como operadores de criagao para construir os chama-

dos estados de Bethe:

Ay Aat) = B (A1) .B Oar) @, (1.3.17)

Usando as relagoes algébricas (1.3.14) e a propriedade em (1.3.16), pode-se ver que o

estado de Bethe é um estado proprio da matriz de transferéncia:
T(A) Ay o Ay = A A o Ar) [ A1 ooy Anr) (1.3.18)

com valores proprios dados da seguinte forma:

L M . M
A=A A— Ay +Z
A()\,)\l,...,)\ ) ()\+2) )\_7)\06 < ) ]J 5 Cl{—]_,...,M.

) (1.3.19)

10



se {\, A1, ..., \yr} s@o diferentes e obedecem as equagoes do Ansatz de Bethe(AB):

<Aa+§)L_ﬁAa—Ag+i ey
VA = DY Y v
Ba

A matriz de transferéncia 7, contém também a Hamiltoniana da cadeia com condigoes

de contorno periédicas,

-’ (Z%logT( ) Iz —L[®L) : (1.3.20)

No caso particular para dois sitios na rede, a Hamiltoniana pode ser escrita como:

J
Hij =5 (PyRi; (0) = I%7), (1.3.21)

onde, R}, (0) significa a derivada em fungao de A. Seja

 (5) = (3) = o 0) o 0) = o = -

fazendo uso da equacao (1.2.6). Entao para L = 2 podemos escrever

. (5) — tro Ry (0) Rt (0) + troRoa (0) Ry (0) = 2R (0). (1.3.22)
Lembrando da expressao (1.2.6) e que Hip = 4 (P — I ® I), vemos que a Hamiltoni-
ana para dois sitios, eq. (1.3.21), coincide com a cadeia de Heisenberg (1.1.3). Daqui
a Hamiltoniana (1.3.20) é justamente a Hamiltoniana de Heisenberg com condigdes de
contorno periddicas ou fechada como foi especificado anteriormente.
Em particular podemos obter o valor préprio da energia usando (1.3.20) e (1.3.19),

onde

K4

M
Z 1.3.23
Sl 1929

Veremos mais adiante que dependendo do ntimero de cadeias que formam uma escada, a

11



simetria aumenta de tal forma que no caso geral temos su (IN), onde N é o tamanho da
escada ou numero de degraus, definido como: N = 2" e n é o niimero de pernas.

E possivel mostrar que a matriz de transferéncia comuta com os operadores de spin

71,

onde
— 1 L
ﬁ
S - 5 nE:1 O n-
Além disso os estados de Bethe (1.3.17) sao estados de su (2) de peso méximo,

ST A e Aar) = 0, S = S SV

e sao também estados proprios de S* com autovalores 5% = % —M. Desde que S = 5% > 0,

segue que M < % Os estados mais baixos sao obtidos agindo com operador S—.

1.4 Escadas de spin

O estudo de escadas de spin quanticas cresceu, devido a sua possivel conexao com a super-
condutividade a altas temperaturas. Diversos compostos com a estrutura de uma escada,
como por exemplo alguns cupratos e alguns compostos organicos podem ser sintetizados

em laboratérios, a seguir damos uma lista de alguns desses compostos:

*CUPRATOS

S’I“CUQOg
S’I“QCU;),OE,
Lal_xerC’uOQ,g,

S 7“140 U24O41

12



*COMPOSTOS ORGANICOS

CUQ (C5H12N2) Cl4
CCL‘/QO5
KCUClg

(VO), PO

As propriedades supercondutoras sao verificadas, por exemplo, em curvas de resistivi-

dades [8].

Uma escada de spin (fig. 1) esta formada por cadeias unidimensionais. Fisicamente a

cadeia de atomos tem associado um operador de spin em cada ponto j da cadeia definido

por

onde @ ; sdo as matrizes de Pauli usuais (1.1.1):

1 i*l

Lo

Figura 1.1: Representagao de uma escada de Heisenberg com duas pernas.

Heisenberg introduziu o seguinte modelo

L
1
_ - z _x Yy 2z
H =20 (0507 +0)o) + 0jo7s)
=1

13

(1.4.24)



que descreve um sistema de L particulas de spin % interagindo numa rede unidimensional.
O caso particular: J, = J, = J, = J, é o modelo XXX (ver pag. 2) ou modelo
de Heisenberg isotrdpico, foi resolvido por Hans Bethe em 1931[10]. Neste trabalho ele
mostrou que os vetores proprios desta Hamiltoniana poderiam ser escritos em termos de
uma fungdo com uma forma especial, conhecida como Ansatz de Bethe(AB) (ver se¢ao
1.3). A técnica desenvolvida por Bethe, baseada na equagao de Schrondinger é chamada
de Ansatz de Bethe coordenada.

O modelo J, = J, # J, ou modelo X X Z anisotropico de Heisenberg, foi resolvido por
Yang e Yang[11],[12]; através de uma generalizacao do AB .

O modelo padrao de escadas de spin é o modelo de Heisenberg, que nao é integravel. O

modelo apresentado (1.4.25) é o modelo mais simples integravel que existe na literatura:

+1 2 5m (07.054) (073.073,) (1.4.25)

onde 7]1- e 7? atuam no sitio j na perna 1 e 2 da escada. L é o numero de degraus e
condicoes de contorno periodicas sao impostas.

O ultimo termo da equacdo (1.4.25) define uma interacdo biquadrada. J, denota o
acoplamento nas pernas e J; nos degraus. No limite J; = 0 a escada de spin se desacopla
em duas redes de Heisenberg unidimensionais independentes. Outro limite de interesse,
¢ conhecido como "acoplamento forte” J; >> J,, quando os degraus da rede interagem

muito fracamente, e a teoria de perturbacoes pode ser aplicada. O gap obtido em primeira

linha de perturbagao[14] é:

J2
A=BY B ~Jj—J,+0 (7’;)

14



. 1) ., . . . . . .
A energia Ef ) ¢ a energia em primeira ordem do primeiro estado excitado que tem

spin total S =1 e E(()l) é a energia do estado fundamental que tem spin total igual a zero
S=0.

Pode-se formar também escadas de Heisenberg com mais de duas pernas. Neste caso,
do ponto de vista tedrico, a verificacao do gap e o comportamento da susceptibilidade
magnética em geral sao possiveis somente através de calculos numéricos. Da teoria sabe-
se que as escadas com numero par de pernas apresentam um gap e energia e os modelos
com numero impar de pernas nao apresentam gap. O gap é uma quantidade de energia
necessaria e suficiente para destruir um singleto (inverter um spin para acima) do estado
fundamental e transforma-lo em uma excitacao de spin 1. Esta constatacao interessante
foi feita por Rice, Gopalan e Sigrist [13]. Basicamente mostraram que todas as escadas com
ntimero impar (par) de pernas podem ser mapeadas numa rede unidimensional (escada
de duas pernas) com uma constante de acoplamento efectiva que tem como caracteristica
a nao existéncia de um gap (exibindo desta forma um gap).

Uma outra generalizacao é o caso dos Tubos de spin. Os tubos de spin sao acoplamen-
tos de cadeias de spin com condi¢oes de contorno peridédicas nas pernas. A nao localidade

. - , —(1) —(@1)
das interagoes aumenta com o numero de pernas, por exemplo ¢, .0 ;; sobre a perna

) 2™ sobre a pe Mas tais int Oes sa iri
o perna n. Mas tais interacoes sdo necessirias para

1 interage com o
preservar a integrabilidade do modelo. Entao como uma extensao dos modelos de escada
estudamos mais adiante os Tubos de spin de trés pernas com simetria su(8) (Fig.2).

A Hamiltoniana que descreve tal modelo é da seguinte forma:

n N
HE () = [27 [[(1+7050) +50> (7070 - 1)]
| -

7 ) ?gl). Este modelo serd estudado no capitulo 3, com a inclusao de parametros.

15



1.5 Grupos Quanticos e parametros

1.5.1 Definicao de grupo:

Um conjunto de elementos, g, forma um grupo, G, se eles tém uma multiplicagao (i.e.,
uma operagao de grupo) definida para quaisquer dois elementos, a,b € G, concordando
com os axiomas seguintes:

1. Clausura: se a,b € G, entao a.b € GG, onde . é a operagao do grupo.

2. Associativa: (a.b) .c = a. (b.c), onde ¢ estd também em G.

3. Identidade: existe um tnico elemento identidade, tal que e.a = a.e = a para todo a
em G.

4. Inversa: para cada a em @ existe um elemento inverso, denotado por a™!, tal que,

1.5.2 Definicao de grupos quanticos:

Um grupo quantico estd definido como sendo uma élgebra de Hopf (ndo necessariamente
comutativa). Como uma &lgebra de Hopf é escencialmente uma bidlgebra com uma
antipoda, definiremos primeiro uma bidlgebra: Se A é uma algebra associativa com ele-
mento unidade 1, sobre um campo k (o qual pode ser um conjunto de numeros complexos

('), entao uma bidlgebra sobre A estd definida mediante quatro morfismos:

AQA - A—2 A0 A

n

k A——=k

Satisfazendo os seguintes axiomas, escritos como diagramas comutativos:

16



Asociatividade:

A®

N
ARA®A A
m /

A®

N

N

isto é, m (m ®id) = m (id @ m).
Coassociatividade:

A®A

P
A ARARA
X %

AR A
isto é, (A ®id) A = (id ® A) A. Co-multiplica¢ao A é um homomorfismo de A em A® A.

Unidade:
AR A
A=Ak=ko A A

id
isto é, m(a®1) = m(1®a) = a para todo a € A. A operagdo 1 é definida mediante

n (¢) = ¢l para todo ¢ € k.

Counidade:
AR A
A : A=k A=ARk

id

isto é, (e®id) A = (id®e€) A = id, e € também é um homomorfismo: € (ab)= €(a) e ()

para todo a,b € A.

17



Axiomas de conexao:

A
/ \

A®A AR A
A®Al Tm@m
ARARA®A— AR ARA® A
(23)

onde S(23) é o morfismo intercambiando o segundo e terceiro lugar no produto tensorial.

Uma antipoda em uma bi-algebra (A, m,A) é um mapeo linear v : A — A tal que o

seguinte diagrama é comutativo:

Ao A—" A9 A
% X\
A : k ! A
N pd
AQA——~A® A

isto é, m(id®@vy)A(a) = m(y®id)A(a) = €(a)l, onde a € A. A antipoda é um

anti-homomorfismo: ~ (ab) = v (b) v (a).

1.5.3 Algebms de Hopf quase-triangulares:

Grupos Quanticos ou algebras de Hopf quase-triangulares, tornaram-se um dos tépicos de
maior interesse na fisica e na matematica nos tultimos anos. Isto ocorreu, em parte, dada
a variedade de areas nas quais estes encontraram aplicacoes. Algumas das aplicagoes e
conex oes desses grupos na fisica sdo, por exemplo[1], os que envolvem gravidade quantica,
teoria de gauge de Chern-Simons, simetrias escondidas em grupos quanticos para QFT,

Optica quantica, fisica da materia condensada, entre outras.

18



As algebras deformadas sao generalizacoes das Algebras de Lie onde as constantes
de estrutura sao series de poténcias de um parametro de deformacao ”¢”. Quando es-
tas algebras tem estrutura de uma algebra de Hopf quase-triangulares sao chamadas de
Grupos Quanticos.

Definimos uma algebra de Hopf quasi-triangular. Seja 0 : A® A — A ® A seja
o operador permutacgao definidos mediante o (a ® b) = b ® a, logo A = ooA éoutra
co-multiplicacio em A com antipoda v = y~!. Uma algebra de Hopf é quase-triangular

se A e A estdo em relacao mediante:

A(a)=RA(a)R™', acA

onde R (a matriz- R universal para A) é um elemento invertivel em A® A, e se as condigoes

seguintes sao satisfeitas:

(A ®id) R = Ri3Ro3, (1d® A) R = Ri3Ry2
(y®id) R=R™", (idoy)R'=R
Aqui R € A® A® A e atua como identidade no segundo fator, e como R no primeiro
e terceiro fatores, assim similarmente para Ris, Ros.

Segue-se destes axiomas que R satisfaz a equagao de Y —B. Escrevendo R = ), a;®b;,

temos:

R13R23 = Z a; @ Q5 X bibj,
i,
e daqui:
(O’ oA & Zd) (R) = 012 ((A X Zd) (R)) = 012 (R13R23) = R23R13,
onde 015 permuta as primeiras duas posicoes. Também,
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(coA®id)(R) = Z A (a;) @ b; = Z RipA (a;) Ry @b
= Riy Y Al(a;) @ bRy = Rip (A®id (R)) Ry
= RisRi3 Ry, -

Comparando resultados nds determinamos que as equagoes Y — B estao satisfeitas:

R12 R13 R23 = R23 R13 R12

Grupos quanticos sao essencialmente deformagoes continuas de grupos de Lie ou
algebras de Lie. De uma maneira geral, a deformacao de um grupo de Lie pode ser
entendida a partir de sua representacao matricial. Como é bem sabido, a cada elemento
do grupo podemos associar uma matriz, e assim as propiedades daqueles se refletem nestas.
Por exemplo, no caso do grupo SU(2) podemos associar a cada um de seus elementos uma
matriz 2 X 2 de elementos arbitrarios que seja unitaria e cujo determinante seja igual a
um. O grupo quantico associado a este grupo de Lie é obtido quando os elementos que
compoem a matriz deixam de comutar entre si, tornando-se quantidades nao comutantes
que obedecem, porém, a certas regras. Esta nova estrutura costuma ser chamada de
¢-grupo.

Por outro lado, as deformagoes das dlgebras de Lie sao obtidas quando mudamos as
relacoes de comutacgao entre os geradores da algebra. Em geral, esta deformacao é tal que
o resultado do comutador deixa de ser linear nos geradores, e a g-algebra obtida nao é

mais uma algebra de Lie.
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1.5.4  Sistemas integrdveis multiparamétricos:

Nesta se¢@o veremos como obter cadeias de spin quanticas multiparamétricas[21] usando
a construcao de Reshetikhin[18].
Seja (A, A, R) uma algebra de Hopf quase-triangular onde A e R sdo o co-produto e

a matriz- R respectivamente. Suponhamos que existe um elemento F' € A ® A tal que:

(ARI)(F) = Fi3Fy, (I ® A) (F) = Fi3F,,

FroFiglyy = Faslishi, FioFyn =1 (1.5.26)

O teorema 1 de [18] establece que (A, AP RF ) é também uma algebra de Hopf quase-

triangular com co-produto e a matriz- R respectivamente dados por:

AF = FlgAFgl € RF == F21RF21

No caso que (A, A, R) é uma algebra quantica afim de [18] temos que F' pode ser

escolhida como:

F= epo(Hi ® H; — H; ® H;) 45,
i<j

onde {H;} é uma base para a sub-algebra de Cartan da algebra quantica afim e ®;; sao
parametros complexos arbitrarios com i < j.
Sejam R (\), RF (\) as matrizes representativas de R e R, ambas satisfazendo a

equacao de Y-B:

Rig (A — 1) Rz (A) Raz (1) = Rag (1) Raz (A) Raz (A — ) -

Se R () |x=o= P com P sendo o operador de permutacao, logo R () [x—o= P com

o resultado de (1.5.26). Nés construimos a matriz de transferéncia:
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" (A) =Trg (RgN (M) Rg(N—l) (A) -~-R(1)71 ()‘)) )
onde os sub-indices 0 e 1,2, ..., N denotam o espacgo auxiliar e quantico e Try é o trago

sobre o espago zero.

A Hamiltoniana da cadeia de spin multiparamétrica associada é da seguinte forma:

= (") F(A) A=0

N-1
hm+1+_hN1

i=1

com
d
ht = —PRF 0 -

TPRE (V) s

Um exemplo de sistemas integraveis multiparamétricos seria a generalizacao do modelo

SU (N) da matriz-R, que foi introduzida por Perk e Schultz [19],[16]:

N
R(x,q,{p}) = a(z,q) Zeaa®eaa+b Zp 3e* ® PPt
a#p
N N
te(2,9)Y e @t e (v.9)) e @e™,
a<f a>f

onde z é o parametro espectral. No capitulo 3, vamos usar esta matriz- R para o modelo

SU (8) com 28 parametros livres, p,g, para o caso do Tubo de spin.
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Capitulo 2

Método algébrico do Ansatz de
Bethe para escadas de spin

multiparamétricas.

Neste capitulo, analisamos em detalhe o modelo de escada XXZ de spin 1/2 e de simetria
su(4). O método utilizado é o MEIQ , que nesse caso requer uma solu¢ao em diferentes
niveis.

A hamiltoniana que estudamos neste capitulo é:

L
1
H = Z |:Jphj7j+1 + _Jd (7j?] - 1) 5 (201)
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onde h; ;1 contém os parametros livres ¢, ty e t3 e € escrito como:
~1

t t
hjje1= 07050 llf (L+7) (L 75) + 5

1 (1—7']-2) (1+7‘ )+t37' Ty T, T erl]jt

t 1
o ﬂ+1H@w)<1+Tf+1>+37<1—ff><1—T )+ T T +

1
(1 i ) (1 i U;+1) [2 (1 * T J+1) + tl_lT;—TJii-l + tlTj_TJﬂ:i-l} +

+

=~ = »-lklr—*

1
(1—0;) (1—J;+1) {2 (1+T 7'+1)+t27' T+1+t21 - ;1}‘

Na equagao (2.0.1), J, e J; denotam o acoplamento nas pernas e nos degraus respecti-
vamente, e ty, ty e t3 sao parametros livres que representam a anisotropia nas interagoes.
O numero de degraus ou comprimento da escada é L e sao impostas as condigoes de
contorno periédicas , L +1 = L. Sem perda de generalidade vamos considerar J, =1 e
Ja > 0.

Os primeiros objetos que devemos encontrar sao a matriz R e a matriz de monodromia
T (x), os quais dao a nocao da élgebra de Yang-Baxter.

A integrabilidade deste modelo pode ser mostrada usando o fato de que a Hamiltoniana
anisotrépica H dada por (2.0.1) pode ser mapeada para a Hamiltoniana H , que se origina
a partir de uma matriz R que obedece a algebra de Yang-Baxter para J; = 0, em quanto

para J; # 0 o termo do degrau tem a forma de um potencial quimico, ou seja,

L
=3 [hgn = 240X}

j=1
onde
) 4
hjjer = XPOX0N + XPXE + XPXP 4+ (X2'X2, + XPX) +
a=1
+ tg (X41X141 + X43X]3i1) + t3X42X241 + tl (X12X211 + X32X]2j’>_1) +

gt (XX )
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Acima, X]‘.lﬁ = |a;) (B sdo os operadores de Hubbard usuais com condicao de ortogo-
nalidade fixada por (o, | ;) = 430;;. As hamiltonianas H e H estdo relacionadas através
da transformacao de similaridade que serd discutida no caso de Tubo de Spin no Capitulo
3. Note que, em termos destes novos operadores, torna-se evidente que o termo de degrau
tem a forma diagonal e a contribucao para a energia devido ao termo de potencial quimico

é muito simples quando usamos a forma diagonal.

O fato da matriz R satisfazer a relagao (2.0.2) a seguir, é um indicador de integra-
bilidade do modelo, ou seja, o modelo podé ser resolvido via o Ansatz de Bethe (AB).

Consideremos a matriz R seguinte:
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o
~
=
—
S
(e
o
o
o
o

0o 0 0 0 0 0 O
0o 0 0 o0 0 0 O

0
0

[en}

)

0
0

0
0

e}

e}

0
0

0

a

onde a,b sao funcoes de = da seguinte forma: a(z) =z +1,b(x) =z, c=1et,ty ety

sao os parametros livres deste modelo.

A matriz R deve satisfazer as equacoes de Yang-Baxter:

Ry (x —y) Rz () Ras ()

R13

Ry

R12
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Roz (y) Ris (z) Ria (z — y),
Z a;, ® I @ b;,

Zl®ai®biu

R®1I

(2.0.2)



Seguindo o método algébrico de AB a matriz de monodromia para este modelo é

definida como:

T (x) = Ros (x) Ros (z) ... Ror, (@)

ou da forma matricial seguinte:

T (z) = . (2.0.3)

A matriz de transferéncia 7 (x) é definida como o trago ou soma dos elementos da diagonal

da matriz de monodromia, a qual comuta com a Hamiltoniana [5]:

[H, 7 (x)] =0.

Esta ultima equagao e a relacao (2.0.2), sdo condigoes para que o modelo seja integravél.

Logo, como resultado da construcao das fungoes de 7 (z), é possivel determinar as
fungoes proprias da Hamiltoniana. A forma explicita das relacoes de comutagao dos
elementos da matriz de monodromia permite a construcao das fungoes proprias da matriz

de transferéncia. A matriz de transferéncia tem a forma seguinte:

T@)=tT(2)=> Tr=T+) T¢ (2.0.4)

Utilizando a equacao (2.0.2), podemos mostrar que a matriz de monodromia acima

obedece a relagao fundamental, a equacao de Yang-Baxter:
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Ry (x —y) Thg (2) Taz (y) = Toz (y) Thz (x) Raa (x — y), (2.0.5)

As relagoes de comutacao entre os elementos da matriz de monodromia sao especifi-

cadas pela matriz R (equagoes (2.0.6) e (2.0.7)), de onde seguem as relagoes:

IW(x)T?(y)—-ﬁg%iz::z§7f(y)Tf(x)+tj. (2.0.6)
H@ﬂ:@:}j%%%}%ﬁ@ﬂm@+m. (2.0.7)
a,b PT

O Ansatz de Bethe esta baseado na idéia de construir funcoes préprias da Hamiltoniana
via operadores de criacao e destruicao atuando num pseudovacuo. Os elementos da matriz
de monodromia fazem o papel destes operadores.

Vamos a dividir o processo em trés niveis:

2.1 Primeiro nivel

O Ansatz de Bethe (AB) consiste em construir fungoes préprias W, uma vez conhecido

®,,, o qual representa o pseudovicuo para o primeiro nivel:

V=T (1) .. T (xa,) D, 0"

oMy 1)

o =2,3,4 (2.1.8)

Consideremos o vetor ®,,:

1

0
¢, = ®£:1

0

0
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A idéia do pseudovacuo é pensar que existe um estado a partir do qual todos os outros
estados podem ser criados. Por isso, a funcao de onda é dada, no caso do modelo de
Heisenberg, por

U = HTl (2;) @ \If(“))

Vamos encontrar os valores proprios do operador 77, (x) associados as fungoes préprias

na equacao (2.1.8). Assim:

My
7L (@) U = A (2 %0, oy, ) [ [T, (1) ®ns (2.1.9)
=1

multiplicando (2.1.8), por T} (z) & esquerda,

T (2) U = T} (z) [Tgl( DT () @0 (2.1.10)

any (1)

Fazendo uso da equagao (2.0.6),

T} () T,, (z1) = %Tl (z1) T () + t.i.

que aplicada na equagao (2.1.10), M;-vezes até que T} (z) chegue ao pseudovédcuo, e
depois usando o fato de que o estado ®,, é um autoestado de 7%, obtém-se a seguinte

expressaon:

T! () ¥ = H%Tl( DT (@) | (T () @) \Ifﬁ“))ﬂ.z'. (2.1.11)

e da equagao (2.1.11) vé-se:

T} (z) ®, = [RI} ()]" ®,,. (2.1.12)
Usando as equagoes (2.1.11) e (2.1.12):
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7 @) = [} @) [ o=

i=1 a;l

U+t (2.1.13)

temos que a funcao prépria A; (z) sera:
My
Rl (z; — )
A(z) = [RY @ T2 =2, =2.3.4. 2.1.14

Fazendo o mesmo processo, temos que analisar o segundo termo de (2.0.4), onde:

4 4
ST () v =3 T () [Til (21) T2, () 2,9 (2.1.15)

fazendo uso da relacao de comutagao (2.0.7), e aplicada M; — 1 vezes, temos:

My
1 ac ajo AM1—1OM7 —
17 ()0 =[] (B (o = 20) B (2 — ) B 07 (= ag) )
i By (2 — i) e
X T (1) Ty, (w2) Ty, () TE, () D03 (2.1.16)

Dai, obtém-se que

L

17, (2) @y =32, | [Ro) (2)] . (2.1.17)
Fazendo:
T = Ryt (@ — ) R (o — ) Ry (w0 — ) (2.1.18)
e
1 L M 1
TP (I) U = [Rpl (:L’)} s T5Mr1 <
’ ’ H ROy (2 — ;)
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para i = 1,..., My, substituindo (2.1.19) em (2.1.15), obtemos:

4
b
T (@)U =T (00) Ty, (w2) Ty, () P 7 (5.2) O

p=2

logo
My

i=1

G']Vflfl
Tp 5

)7

(2.1.20)

(2.1.21)

entao, temos uma nova matriz de transferéncia que gera um novo problema de valores

proprios.

2.2 Segundo nivel

A matriz de monodromia para este novo problema é:

Ty Ty T}
Ty=| 13 173 T}
T T

Os valores proprios sao definidos como:

y b
\Ilgl)) - Tﬁzl (y1) "'Tﬁ2Mg (yM2> (I)(l)\IIEQ))

onde
1
Py =@ | 0
0 i
chamado o pseudovacuo para o segundo nivel. Temos:

4

Ty (@) = Ty (v32;) + Z 10 (v 2;)

p=3
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4
b b
) (w;2;) W) = <T22 (wia:)+ Y _T¢ (x;:ci)> T3 () T3, (van,) )W) (2.2.26)

p=3

Usando a equagao (2.1.19) para p = 2, e trabalhando com a primeira parte do lado

direito da tultima equacao:

b L 1 b
73 (o) 0 = (B3} ()] T] s 28 (i) (75, () T, (o) 2 0(3) )

1 T (z — )

(2.2.27)
aplicando (2.0.6), transportamos T35 (x; x;) até chegar a @ :
R% (y; — ;@)
72 (2) U = [R2 (x H H X
— 552
Ry (z — i) j=1 Rﬁ;2 (yj — @5 3;)
b
X T3, (1) - Th,,, (a) (T3 (;2:) @) U5 (2.2.28)
Fazendo uso da equagao (2.1.12), temos:
My
i=1
onde @) é o valor préprio de e
My 1599 Mz 122
R (z — ;) R3 (y; — 2
Ay = [RE ()] " T] 52 0 =34 (2.2.29)
Ume—llam, = 2
chegando ao resultado seguinte:
72 () 0 = A0l
Trabalhando com a segunda parte do lado direito da equagao (2.2.26):
4 LM 1
b b
n 0 = 13 (R @) ] o T2 (@) | T3, () T3, (an) 2 V3,
p=3 i=1 Rpl ([L’ - zz) 2



onde

4
b L
ZTPP (2;2;) UL = Z (Rﬁ (z)) H I 1% (3 1;) X
p=3 p=3 io1 B (2 — i)
x T2 (1) . T3 (yar,) Py W'Y (2.2.30)
B \Y1) Ly, \Yn) (1) % (9 o
e usando a equagao (2.0.7), temos:
4 4 LM 1
Tf () 00 = S (R @) [ o
2.7 A ey
M, 1
< = T () T, (yas) X
H RE(x—y) " v WM
a an, B
xRy ™ (o = y1) Rozy? (2 = ) o Ron? 2 (= ya) Th, () @) vl
(2.2.31)
e
7, (2) @y =3, HR T — ;) . (2.2.32)
Escrevemos o resultado final do segundo nlvel com a substitugao seguinte
My pp2 Mo
~P Lyyv RS (v — ) 1
T, (z;25;y;) = (R’ () - T? (x5 245 y5) (2.2.33)
o) = W) W = M gy esn
para j = 1,..., My Temos:
4 1,
b b
Do TL (@) W =T () T3, () @y D T, (i) W), (2:2.34)
p=3

Agora, como no caso anterior, surge um novo problema de valores proprios

2.3 Terceiro nivel

A matriz de monodromia para este novo nivel é:
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Ty =

e os vetores proprios sao dados por:

\IIQ = Tf (21) T43 (ZMS) (I)(Q)\I]

Logo,
~3 ~4 4~
T2 V() = (Tg (@52 y;) + Ty (x;xi;yj)> U (y) = ZTp‘I’ (2) (2.3.35)
p=3
1
By = @52
0

%

A dltima equagao representa o pseudovacuo para o terceiro nivel. Usando as equacoes

(2.2.33) e (2.2.31) para p = 3 no primeiro termo do lado direito:

%3( )\If (R31( ))LﬁRgg(x_zl)ﬁ 1 T3( )X
TiXi3Y;) Y2 = x X355 Y5
’ : Y R @) L R (=) P :

x T} (1) .. T} (2m1,) Do) (2.3.36)

e usando a equagao (2.0.6) como nos casos anteriores, temos:
T3 (x5 24,y;) P2y = HR33 — ;) P2, (2.3.37)

da qual chegamos ao seguinte resultado:

3 M1 1532 Mz 1333 Mz 133
i~ R3; (x — ;) Rs3 (x —y5) R33 (21, — @)
Ty (w52595) o = (B3} (@) [ : Uy +ti. |
st s = (8 0) =5 Mgy U me—a
(2.3.38)
logo
M M M:
r R32 (v — ) 71 Ras (v — y;) 77 R3S (21, — 2)
As = (RS (2))" T =2 Z 33 ! 33 . (2.3.39)
3 ( 31 ) ER%}(Q?—:BZ-)ER%(QT—%)gRg(zk—l')
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Seguindo o mesmo procedimento do caso anterior para o segundo termo da equacao

(2.3.35), onde usamos que

2
T} (w5 2559;) o) = [ [ RS (2

obtemos
4 R4 R43 R
. . 41 19 43 44
T4(;1;",’L‘i,yj)\ll R41 HRiﬂ ZL’_«TZ HRZL% x_yj HRZ%’ ,’L‘—zk \I]2+t7,
(2.3.40)
onde
My o Mz pag M3 pas
R (x — x;) y1 Ris (x —y;) vp Rit (@ — z)
A — R41 (x) L 42 43 J 44 . (2341)
1= (Ry (v)) HRﬂ(z_;pi)jl:[le(z—yj)gRig(x—Zk)

Substituindo (2.3.38) e (2.3.40) na equagao (2.3.35) resolvemos o problema para o
terceiro nivel.
O problema de valores préprios da matriz de transferéncia 7¥ = AV tem a seguinte

solugao:

a; =2,3,4 (2.3.42)

i=1 ai (xl - LE‘)

M M
r R2(x — ) v+ R2(y, —
Ay = (R (2))" HRgf Ex—x)HR;f (( x)) 8, =34 (2.3.43)
toj=1 15,2

)
xl% p R33 (‘T — y]) ﬁ Rg% (Zk - ZL’) (2344)
)

) -

31 L Ry (r —
Az = (R31 (I)) H RS%E

LR (v —y;) 1L R (2 — @)
M. M:
h = (R HRL r ) (P ER (e —y) pr Rt — =) o5
n ( DR (@ — ) o R (2 — ) o Rag (2 — 2)

Definimos N, como o numero de vezes em que « aparece, sendo:
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M, = Ny + N5 + N, (2.3.46)

M3 - N4 5 (2348)

onde L > M; > My > Ms;.
Dependendo da escolha de « e (3, teremos um elemento diferente para a matriz R. Os

elementos nas sub-matrices Ry, podem ser identificados da seguinte forma:

(RS o (B2Daes (B30),,, (B3),.,
po | B () u (B3) 40 (R
(Bi)aes (BN) it (B) 1y (VD)1
(BG),, B (B2 (8),,
Como exemplo, o primeiro elemento da matriz R : (R), , seria

11 11 11 11
Rll R12 R13 R14
12 12 12 12
Rse) — Rll R12 R13 R14
( gb) B 13 13 13 13
Rll R12 R13 R14

14 14 14 14
_Rn Riy Rz Ry ]

As equagoes de (2.3.42) até (2.3.45), apds a substituicao de cada elemento da matriz

R, podem ser escritas como segue:
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_ (x; — )
A= (a(z)" N2t2N4Hb o (2.3.49)

A = (b(z))" $hmM+Nag=Na H Z i Zg H Zézj :g (2.3.50)
As = (b(2))" t7MFM2y=Na li[l Zg : zj)) k_ll Z((;’: : §)> (2.3.51)
Ay = (b(a))" thMeMe=Msghti=ht: TT 728::)) (2.3.52)

k=1

2.4 Equacoes do Ansatz de Bethe

Nesta secao, obtemos as equagoes do AB. Notemos que escolhas nos denominadores dos
A; podem apresentar divergéncias, mas usaremos um método mais simples. Usamos o

fato de que o A; deve ser uma quantidade finita; entao, escrevemos A como segue:

A(x) =AM (2) + Ao (2) + As (x) + Ay () (2.4.53)

Dividindo esta tultima equacao por As (z), e tomando o limite x — z;, [ = 1...Mj,

analisamos as equagoes da (2.3.49) a (2.3.52),
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A () = (a (@) 17 ] H (2.4.54)

T—T;

= A\ () — o0

As (2) = (b(x))" tE—MitNay=Na H Z((;C - ;f; H Z((zj = g (2.4.55)

= Ny () — o0

Ao (0) = ()P g T[ 40— ) T el =) (2.4.56)
B ' 2w —y) L b(m—a) o
v j=1 k=1
— A3 (z) — finito
ik a(x— z)
A =(b L LMyt M= Mgy My =My TT 20— k) 2.4.
(1) = (b ()" 1 el (2457)
= Ay (x) — finito
Entao, temos a seguinte expressao:
A A
(@) 1(2) + 1 4 termos pequenos (2.4.58)

Ay (z) Ay ()
Agora, exigindo que o valor préprio A (z), quando x — x;, seja uma quantidade

finita, gera-se a primeira equacao do AB:

Ay (Il)

e (2.4.59)

Para gerar a segunda equagao, divimos (2.4.53), por A3 (z) . Tomando o limite z — ,

[ = 1...M,, analisamos da equagao (2.3.49) até (2.3.52), da mesma forma, onde:
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— Ay (x) — finito
= Ny () — o0
= A3 (z) — o0

— Ay (x) — finito

e temos a segunda equacao do AB:

Ay (y1)
A3z (y1)

Para gerar a terceira equagao, dividimos a equagao (2.4.53), por A4 (z) e tomando o

~ 1 (2.4.60)

limite  — z;, [ = 1...Mj3, analisamos a equacao (2.3.49) até (2.3.52), obtemos:

= Ay (x) — finito
= Ay (x) — finito
= A3 (z) — o0

= Ny (z) — o0

e temos a terceira equacao do AB:

A3 (Zl
A4 (Zl

~—

=1 (2.4.61)

~—

Fazendo uso das equagoes (2.4.59), (2.4.60) e (2.4.61), as quais ficam em func¢ao dos

M’s [16] temos:

a () " Ms—L;—Ms Mz uk a(x; —x) o aly; —m) _
(b(xl)) tMa— Ly Mayh 11 b o) 1T ; =1 (2.4.62)
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M3
thMsyMsq o Ms (yr — :) | yl (2 =) _ —1 2.4.63
’ Hb (yo — ) Hl Y — ) yz—y] kHl a(z, — 1) (24.69)

M3
_ My L, My zl—y Zk_zl Zl_zk)
tMg M1tM1 Mo LtM2 Ml ] = —1. 2.4.64

Sabe-se que a (z) =x+1eb(x) =

Para a equagao (2.4.59), usamos as seguintes mudangas de varidveis:

1
= iN" -5 y; — A — 1 i — A —

e obtemos a primeira FAB:

® _ i\LY M1 (1) . My (1) @2 | i
By Moy (Al _5> —HAZ e (2.4.65)
) i (1 W, (1) @2 _ o
Para a equagao (2.4.60), usamos as seguintes mudangas de variaveis:
3
Y — i)\l(z) —1 Yy — i>\§-2) -1 T — z‘>\§” —3 2p — i)x,(:’) — g
e obtemos a sequnda FAB :
(@) U i M (@) \G) i My @) @)
tf—MStéMSths H l2 21 2 H l2 kg 2 — H —l2 j2 (2466)
S AT =N AN AT G AT A
Para a equagao (2.4.61), usamos as seguintes mudangas de varidveis:
3 3
2 — AP — 5 y; —iA? 1 g — i\ — 5

e obtemos a terceira EAB:
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Ms—M; ,My—My—L , M: Mﬁ)‘l(g)_)‘g‘z)_% ﬁ)\l(?’)—)\g’)_i
¢Ma— Mgy —Ma—Ly M=y - 5 © = T (2.4.67)
o N =N AN =AY

2.5 Valores proprios da energia.

Os valores proprios da energia sao dados pela expressao:

0 4 0
E = % In (A (SL’)) ‘w:OI A (SL’) %A (JJ) ‘w:O (2'5’68)

na auséncia de um termo de potencial quimico, J; = 0.
O valor da energia vai depender s6 de Ay (z), porque temos que calcular a fun¢ao em
x = 0, entao A; = 0 para 1 = 2,3,4 e nao se obtém contribucao para a expressao da

energia.

My
;—r+1
Ay () = 67N (2 DE
1 (2) 1 b (1'+)i:1 P

Substituindo esta tltima expressao na equacgao da energia, obtemos:

My
_, 0 n Ny
E = Al (QU) ! 8_xA1 (Z’) |m:0: t{vzté\u H - x—l— 1 X tl N2t2 N4><
n=1""
M,y My My
[t ()
i=1 =1 v

A energia, com a mudanga de variavel seguinte, z; — ix; — %, toma a forma

My 1
E=L-5 — (2.5.69)
P

que é a energia sem termo de potencial quimico. A contribuicao devida ao termo Jy é

obtida usando a forma diagonal da hamiltoniana:
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L
H=-2J;3 X!"=-2J,No = —2J4(L— M)

i=1

XM=
0000

0000/

Num problema de valores préprios simples, obtem(l)s a contribuicao para a energia,
sendo —2.J;Ny, onde Ny é o niimero total de singletos, e M; = N; + Ny + N3 é o numero
total de tripletos existentes no sistema.

Fazendo x; = \; , desta forma a contribuicao do termo potencial quimico na energia

total do sistema sera:

My
1
E=-) | —5—-2J| +(1-2J)L (2.5.70)
=1 AW 2
i i -+ 1

2.6 Gap de spin e diagonalizacao da Hamiltoniana

2.6.1 Método da diagonalizagao exata:

Para entender um pouco mais o modelo, vamos considerar primeiramente o caso de dois

degraus, L = 2, para a escolha particular t3 = 1,15 = 1 e t; = t. Para isto, expressamos a

Hamiltoniana da seguinte forma:

L

H =" [y = 27aX]"] (2.6.71)
=1

J
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onde para dois degraus vamos ter Xi! e Xi!. Isto significa que para o caso X{' temos um
operador de Hubbard do tipo |1) (1| atuando nao trivialmente no degrau 1, e um operador

tipo identidade I;x4 atuando trivialmente no degrau 2,

~

hjjir = doa_y XOX0o + XX, + XIBX3L + XHX 2 4+ X2X2 +
H(XPXTH + XPX 4+ XX+ XPX) +

-1 21 12
+ (XX

P XBXE 4 XPXH + XHXE)). (2.6.72)

A mesma coisa acontece com X,', atuando nao-trivialmente sé no degrau 2. Para dois

degraus e supondo condigoes de contorno periddicas, a Hamiltoniana assume a forma:

H = (ing + }Algl —2Jy (Xlll + X211)) = (ing + }Algl — 2JdP172) . (2673)

A 1ltima equagao pode ser expressa também em forma matricial, onde:
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Y

(2.6.74)
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(2.6.75)



Py = . (2.6.76)

0000O0OO0OO0OOO0OO0OO0OOOO0®O0O®O

0O0000O0OO0OO0OOOOOOSO0OO0OT® 0O
A diagonalizacao exata da Hamiltoniana (eq. 2.6.72), expressa em funcao das matrices

acima, fornece os seguintes valores préprios da energia:

46



valores proprios de energia multiplicidade vetores préprios

2 —4J, 1 (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
—w 2 (0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,—1,0,0,0)
(0,—1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
w 2 (0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0)
<”f2) 2 (0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0)
ﬂ 2 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,—1,0)
(0,0,0,0,0,0,—-1,0,0,1,0,0,0,0,0,0)
—2Jy+2 1 (0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0)
—2J;—2 1 (0,0,-1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0)
2 4 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0)
—2 1 (0,0,0,0,0,0,0,-1,0,0,0,0,0,1,0,0)

Este é o espectro de energia obtido da diagonalizacao da Hamiltoniana.
Na base utilizada, vemos que o primeiro vetor préprio corresponde ao produto tensorial

de dois singletos expressos da seguinte forma:

um em cada degrau.
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Para determinar que energias correspondem ao estado fundamental e ao primeiro es-

tado excitado, fazemos o seguinte calculo:

Ey=2—4J, (2.6.77)

1
By =—2J;— (t + ;) (2.6.78)

Entao na equagao (2.6.78), somando e subtraindo 2.J; e 2:

1
E1:E0+2Jd—2—<t+;),

vemos que Fy; > Ey quando 2J; — 2 — (t + %) > 0, onde:

1 1
Ja>1+ 5 (t + {) . (2.6.79)

Assim Fj corresponde a energia fundamental do sistema e Fj corresponde a energia

do primeiro estado excitado.

2.6.2 Método das equagoes do Ansatz de Bethe (EAB):

Fazendo uso das FAB (2.4.65, 2.4.66 e 2.4.67), também podemos encontrar os mesmo

resultados para dois degraus e comparar com o método anterior.

Primeiro devemos fazer uma escolha dos ntimeros quanticos M; M, M3 e M, para se
poderem encontrar as energias.
Ao fazer My = My = M3 = 0, as equacoes do AB nao existem, e na expressao da

energia (eq. 2.5.70), onde L = 2, temos:
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Eo = (2—4Jy). (2.6.80)

Para a escolha M; = 1, My = M3 = 0, temos duas raizes para A em funcao do

parametro:

0 que gera:

v (11—

Para o caso t = 1 a primeira equacao diverge e a segunda é zero, o que é bom, porque
reproduz o modelo de Wang [9]. Entéo, pegamos )\gl()_), que substituido na expressao da
energia da:

1
B =—-2J,— (t + ;) : (2.6.82)

Outra coisa que deve ser observada é que cada escolha dos M’s s6 deve produzir uma
energia. A nivel das equagoes do ansatz de Bethe, isto significa que s6 iremos encontrar
duas solucgoes, ja que é fato conhecido que as solucoes das FAB correspondem apenas aos
vetores de peso maximo ou minimo da algebra.

Dos métodos usados, Diagonalizacao Exata e EAB, vemos que:

Diagonalizacdo exata EAB
EQ 2 — 4Jd 2 — 4Jd
E, —2Jy— (t+1) —2J;— (t+1)
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Entao, com estes dois resultados, podemos encontrar o gap, definido como

A=2 (Jd - % (t + %) - 1) (2.6.83)

AEEl—EQI

2.7 Meétodo Algébrico do Ansatz de Bethe para o
modelo multiparamétrico geral de seis parametros

livres

A hamiltoniana que descreve este modelo é o seguinte [17]:

H = Z[“+1+ Ja(o;. 7= 1), (2.7.84)

J=1
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onde

4hjip =1 + o7 O'J_HT TJ_H + ¢ (O'jO'H_l + 7 T]_H) + q2 ( H_lT +o0

+ kT (M +oiory) + kT Ty (0f +05) +
+ ki, (M4 oior) +kymir, (0 +05) +
+ kol (L +0imi) +ksof 1, (0] +770) +
+kfoiry (L+05,77) +kiof i, (07, +77)+
+kfor i (L +0imi,) + ks o7 (07 +770) +

+ kéFU;'r%H (1 + 777} 1) +k Ug+1 (TJZ + TJZ-‘rl)

+kfor T (L +05,77,) +kro; 75 (07, +770) +

+ kool (L4777 )+kaa () +

+ a3 [0)n1750 (0] = 77) — o7 (07 — 7)) +

+au (o7 Ti (0f = 77) — oy 7 (05 — i) | +

+ q5ajaj+lrj—fjf+1 + qﬁo—;o—jﬂfjfﬁﬂ + g0} 05T Tt

ot + - +

com os coeficientes dados abaixo:

]+1) +

(2.7.85)

ki =Ci+0s ky =0y+Cs ki=Cy+Cy kif=0Cs+Ci

]fg: — Cg :l: C31 ]fét — Clg :l: 015 k':?t — 018 Zl: 029 ]{?ét - CQ(] Zl: C23

Q= (1+032—011) Q= (11-;:)2 G = (1—0324-011) g = _(1ij)2
g3 = 2C5 qs = 2CYy g5 = 4C3 g6 = 4C%
qr = 4C14 qs = 4Co7 qo = 4C43

onde:
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Cpy=Cp=trli Cy=Crp=2322) Cs= C32_(1Zzlz)f)
C4:(pf1;p21) C5—C16—( 1+p4) C(;:ng(pl_m)
ClO—‘Clg—‘(_i;p 0112024208:‘%54)2 Cp3=Cop =" Zﬁf)
Cra=ps 0152034:W Clﬁz(_i%“)
Cir=Cy =23 pﬁ) ClB:L;p;l Coo=p3 "
ng:Cg?’:M g (‘j&;&) 0262029:1)51;:051
C27 C? =l 1424) -C30—- (-i;;ﬁ) >

Seja R a matriz multiparamétrica para este modelo, onde a posicao de cada elemento

foi definida no caso anterior. Entao, construimos a matriz cujos termos diagonais sao:

b () RZ‘%Z

Rl =a(x Ri2 = pib(x)
Ri5=psb(z) Rij=psb(2)
R5 = p%b r) R2Z=a(r)
R33 ) R =psb(x
R¥ =1b(x) R¥=L1b(x
R

R

R

e os termos nao-diagonais diferentes de zero sao:
13 _ pld _ p21 _ p23 _ p24 _ p3l _ p32 _ p3d _ pdl _ pd2 _ pd3
Ry} = Ryi = Ry = Ri; = R3 = Ry = Ry = R3; = Riz; = Ry = Ryt = Ry

onde a(x)=z+1,b(zx)=xec=1.

Neste caso, vamos obter as equagoes do Ansatz de Bethe. O método usado é o mesmo
que foi usado para o caso de trés parametros.
Entao, obtemos

A matriz R acima também satisfaz as equacoes de Yang-Baxter.

primeiro os valores préprios da matriz de transferéncia:
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L
A = (a(2)” p?py°p N4be2—x

x—a:l M2 a(y; — )

Ay = (b(l’))L _L+Mlp4 p5 Hb l’—ZL' b(y-—x)’
i) j

(x —y;) MS a(zp —x)
A3 = (b (CL’))Lp;L"'Ml M1+M2 b x — yj ; (Z: — x) e
] k=1
A4 — (b (:L,>)LpgN+M1ng1+M2p6—M2+M3 H H (2786)
k=1

As EAB sao obtidas a partir das equagoes (2.4.59), (2.4.60) e (2.4.61), usando as
mesmas mudancas de variaveis que no caso anterior. Desse modo as equagoes para os seis

parametros livres sao:

® i\ M ) .My (1) @ , i
phm Mo M =M My MMy~ Ms (Al _§> :H)‘l()_)‘z(')_zﬁ)\l —AT s
1, i (1) O (1) 2 i
2.7.87)
M1 (2) (1) i Mz (2 B3 M, 2
pr LM LM My =M Ma Meﬂ W R b A 2 ﬁ )‘ — A~
1 4 5 Pe 5 1 : 2 3 i 2) 2)
GNPy
(2.7.88)
e
Mo )\(3 )\(2) i )\(3 )\(3) :
s L+M1p§ M1pZM1+M2péW1—M2péV[2H o) Z2 j _ H 5 7’. (2789)
R R VR R

Este resultado é parecido ao obtido no caso anterior para trés parametros, a tnica

mudanca é a quantidade de parametros que acompanha cada equagao do AB.

2.7.1 Valores préprios da energia e gap de spin

Na auséncia do termo de potencial quimico, J; = 0, a energia é descrita pela equacao:
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0 L0
E= Or (In Ay (2)) |omo= Ay (z)7" B (A1 () |z=o0, (2.7.90)
onde
My
: 4 Ty — & + 1
Ay = (z+ )" plpypy E “ri—z (2.7.91)
entao:

My
1
i=1 <>\2 ) —+ 1

e, considerando a contribucao do termo de potencial quimico na energia, temos:

My
1
E=-) | ——5— 2| +(1—-2J)L (2.7.93)
i=1 <)\(1)) 4+ 1
— : ’
O gap de spin pode ser encontrado utilizando as FAB, como foi feito no caso de trés

parametros. Entao, fazemos a seguinte escolha: M; = My, = Ms = 0. Aqui as FAB nao

existem e na expressao da energia para L = 2 temos:

Ey=(1—2J,)2.

Depois para a escolha de M; = 1 e My = M3 = 0, temos duas raizes (se¢ao 2.6.2),

mas s6 uma que satisfaz o modelo [9] e dada por:

A = z(pl — 1)
2(p1+1)

a qual substituida na energia (2.7.93), encontramos que

1
E,=— (pl + —) —2Jy.
b1
Com estes resultados podemos encontrar o gap, onde A = £y — Ej:
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1
A=-2— (pl—l-—) +2Jda
h

este 1ltimo resultado é o gap para o modelo estudado. Vemos que s6 um dos parametros

aparece no gap de energia e tem a mesma forma que o gap para trés parametros livres.
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Capitulo 3

Tubo de spin quantico SU(8)

Os tubos de spin sao acoplamentos de trés cadeias de spin com condi¢oes de contorno
periddicas, de tal modo que se fecha e formam uma rede triangular (Fig. 2). "Tubo”, é
uma escada com uma interacao adicional entre a perna n e a perna 1. Consideremos os
tubos em que o spin ao longo de cada perna e degrau tém uma interacao isotrépica de
Heisenberg.

Se escrevemos a Hamiltoniana de uma escada do caso n = 3 vamos ver que aparecem

termos “triquadraticos” de interacao:

L
escada 1 1) (1) @ (2 3) _(3)
Hgseada — §Z[a§ ).aj+1+aj o oo+

j=1

1 1 2 2 1 1 3 3
+ (00200 o) + (07 )@ o)+

2) (2 3) (3
(ool

1
1 1 2 2 3 3
+ (0 o)) o) (07 o2 + oL

Em geral as escadas com n — pernas incluiem interacoes de n — pontos. Daqui, a nao

. . . , . ) (1
localidade das interagoes aumenta com o nimero de pernas, quer dizer 0](- ).U](» +)1 sobre a
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perna 1 interage com a](.g).aj(.i)l sobre a perna 3. O fato importante é que tais interagoes sao
necessarias para preservar a integrabilidade do modelo [15]. Podemos estender o estudo

de n = 3 para o caso em que as 3 — pernas formam uma estructura de tubo. O modelo

de tubo de spin sera estudado com a inclusao de parametros livres.

Figura 3.1: Tubo de spin ou acoplamento de trés cadeias com condigoes de contorno periddicas.

Para a escada e tubo de spin, definimos as hamiltonianas:

L n n—1
1 1 .
escada o —>7, —>z —i —=i+1
Hesedo () =y 2—nH ]+1)+§JZ(aj.aj ~1) (3.0.1)
j=1 i=1 i=1
e
L 1 n 1 n
tubo _ —>7, —>z —i ——i+1
Hive () =Y 2—nH J+1)+§JZ(aj.aj —1) (3.0.2)
j=1 i=1 i=1
para o ultimo caso temos que 0"+1 o;.
A primeira parte da direita das duas equagoes tem a mesma forma, por isso a Hgscgggm
se aplica da mesma forma para H%° Por este motivo, os valores propios das Hamil-

n—perna-

tonianas sao equivalentes para o permutador do su (IV):
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n N

1 3 ) « (6%
Pjjt1 = N H (1+ 73-?3“) = Z X; ﬁXﬂ'ﬁH (3.0.3)

i=1 a,B=1

Lembramos que os operadores X estao definidos mediante Xfﬁ = |a;) (B;], onde |o;)
sao estados propios ortogonais da Hamiltoniana do degrau.
A matriz R , para N = 8 (N = 2" e neste caso o nimero de pernas, é n = 3) serd

expressa pela forma algébrica seguinte:

R(z,p) = a(x) Zi e ® e + b(x) Zi# Pape™® ® P +c_ () Zi<ﬁ eB @ eba 4

top (1) 3o g6’ @ P, (3.0.4)

Onde = é o parametro espectral e:

a(r) =z+1, b(z) ==z, c_(x)=cy(x)=1,

N(N-1) .
2 ?

R, neste caso, serda uma matriz de 64x64, com 28 p,s parametros livres, p.s =
a,=1...N , onde pg, = (paﬁ)_l . As matrizes e’ sdo matrizes N x N, quer dizer ma-
trizes 8x8, tais que tem elementos (60‘5 )’Yp = §76P° na posicao aff o elemento é a unidade
e todos os outros sao nulos. E facil mostrar que a equagao (3.0.4), satisfaz a equacao

de Y-B. Note que ambos sitios na equagao (3.0.4), atuam sobre o produto tensorial de

3-espagos auxiliares N-dimensionais C7¥ @ C3 ® C¥, onde a matriz R;; (v, {p}) atua
sobre: CN @ ON

A Hamiltoniana para nosso modelo é:

L L
HiMe =N " HI™ 4y HieE™ (3.0.5)
i=1

i=1

onde
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3
e = (4 7 70) 306)

i=1

OOI}—t

3
zﬁwwzéj§:wﬁ7+h4) (3.0.7)

i=1

Os operadores (a:”); : (Uy); e (02); atuam como as matrizes de Pauli de spin-1/2 sobre

o (i,7j) -ésimo espago de Hilbert Ay,

H=®V, V; = ®%,C” (3.0.8)

Vemos que H;"™ é o operador de permutagao sobre o espago V; ® V; .
E conveniente mudar a base, onde o quadrado e a componente z do spin total de um
triangulo dado, S =7 W4+ 7T 456 sejam ortogonais. O tridngulo é referido a tomar

o primeiro degrau formando da forma indicada (3.2).

1 (1/2)

{1/2) 2 3 (172)

Figura 3.2: Representagao do triangulo base.

Para o caso do tubo, sao oito estados sobre um dado triangulo, ja que temos em cada

vértice um produto tensorial de trés spins-1/2:
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®1
2

NN

1®
2

dando dois dubletos de spin-1/2 e um quadrupleto de spin-3/2. A base é dada por:

11,1 = 1) =13, 3) = %5 Q11U = [111) = [111))
110 = 12) =[5, —3) = 75 21T = [LI) = [111))
1,41 = B) = 3.3) = 55 (111 — [L17))

1LY =14 =]3-3)= 7 (LD =11

L1, 1) = 5) =15,3) =117)

L1 1) = 16) = |3 5) = Z5 (111 + 11U +[111))
LD =11 =13, -3) = Z (1L + 1111 + [L1)
L LD = 18)=13.-3) =1L11)

3.1 Meétodo de transformacao de similaridade

O método de transformacao de similaridade é usado para poder escrever a Hamiltoniana

em funcao dos operadores de Hubbard onde ela fica diagonalizada :

Fieoran _ g ppdeoran g1 (3.1.9)

~d , . . . . .
H™" serd nossa Hamiltoniana diagonalizada, onde B = A; ® ... ® A, , a matriz
A é a matriz que realiza a transfomagao de base. Vamos construi-la usando a base dada

acima:
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e}

~1/v6 2/V/6 0 ~1/V/6 0 0
0 0 0 1/vV/6 0 2/V/6 —1//6
0 1/v/2 0 0 —1/vV2 0 0
0 0 0 ~1/v/2 0 0 1/v2
10 0 0 0 0 0
0 1/v/3 1/V/3 0 1/vV/3 0 0
0 0 0 1/V/3 0 1/vV3 1/V3
00 0 0 0 0 0

o

(3.1.10)

A equagao (3.0.7), é expandida e levando em consideragao as condigdes de contorno

periddicas obtemos:

degrau
Hz‘

ro|

—1 =2 | —2 —=3 | —3 —1

onde Ig,s ¢ uma matriz unitaria.

Hidegrau

Aplicando os ket base a , e usando o fato de que:

VL S e P e | ;( J 11 J j+1))
05.0; —(azaz +5lopol  +oloy ;

obtemos a seguinte matriz:

61

(3.1.11)



0

0

0
0

0
0

2
0

0
3

(3.1.12)

Vemos que a Hamiltoniana acima é simétrica. Entao, fazemos uso da equacao (3.1.9),

para encontrarmos a nova Hamiltoniana HY :

m&>
I

o que da:

Hd =

(2

—3J

[X}1 + sz + Xj’?’ + X;*‘*}

(3.1.13)

(3.1.14)

Entao, para o caso de uma escada de trés pernas com condig¢oes de contorno peridédicas

ou tubo de spin a Hamiltoniana integravél é da seguinte forma:
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L N L
Ht =N N XX 37 (X X4 XE 4 XM (3.1.15)
— o

1 a,p= j=1

A constante 3.J no ultimo termo representa o potencial quimico aplicado sobre Ny, Ny, N3
e Ny, onde geralmente os operadores N, = Zle X5 sdo quantidades conservadas ( op-

eradores nimero).

: Al escada tubo Q. :
Fazendo uso da equivaléncia entre a H;*7°0 e a H"0 . o valor proprio da energia
é:
My

1
Bl =L—-Y ——— (3.1.16)

perna 2
j=1 (Agl)) + 1
A segunda parte do lado direito da equacao (3.1.15), que leva o J, sendo como nos
casos anteriores o potencial quimico das interagoes dos degraus, d4 uma contribugao para
a energia tal que esta assume a forma final seguinte:
M- 1
B =L(1-3J) =) ﬁ_&] (3.1.17)
onde )\5-1) sao solugbes ou raizes das equagoes do ansatz de Bethe (EAB) com N=S8,

apresentadas abaixo.

3.2 Equacoes do Ansatz de Bethe

As FAB surgem da solucao exata do método algébrico do ansatz de Bethe, como nos

casos anteriores onde:
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com:
M, = Ny+ N3+ Ny+ N5+ Ny + Ny + N,

M, = N3+ Ny+ N5+ Ng + N; + N,
M; = Ny+ N5+ Ng + N7+ N,

My = N5+ Ng+ N7+ Ng,

Ms = Ng+ N7+ N,

Mg = N7+ Ng,

M; = Ng.

obtemos:

i M1 (1) (1) . M (1) i (2) i
t_L+M2_M6+M7t_M7tM7 )\l 2 _ H )\l _ )\Z -1 ﬁ )\l )\] + 2
1 2 3 )\(1) + - A i

l 2

S I S R TR SR
1 273 (2) (1) i (2) (3) i (2) (2) .
i1 N AT s N AN g Ga AT AT+
T Y P
1 2 ;
=1 )‘l(g) - )‘1(2) + 3 ko1 )‘1(3) )‘1(:1) +3 A )‘1(3) - Af” +1
Ms (4) 3) i Ms (4) (5) i My (4 (4) .
t_Mﬁ)\ Eﬁ)\l AL —E_ﬁ)\l —)\j —1
1 7 4 5 7 4 4 .
MW i A = AP + 4 #,Al()—kg)ﬂ
My (5 ) Mg (5 6) i Ms \(5) (5
tM4tM4—M3ﬁ)‘l()_)‘z()_§ 6)‘l()_)‘l(f) §_l—i)‘l _)‘j —!
L2 (5) (4) i (5) (6) i (5) (5)
N A s N AN g Ga AN AT

Ms )\(6)

\ i J o)y
tMstM7—M4+M3 l 1 2 l k 2 — l ]
1 2 E )\1(6) o )\55) + % )\(6) _ i H )\(6) o j6 .

(3.2.18)

(3.2.19)

(3.2.20)

(3.2.21)

(3.2.22)

(3.2.23)



—L+My — Mo+ Ms—Ms+Ms— Mg
ty X

My \(T) _ 56 _ M A0\

— M1 —Mo+Ms—My—Ms+ Mg 1 % _
Xt 11 NG 11
i=1 | ; 2 j#

(2

I (3.2.24)
A=A

Neste caso, temos 28 parametros livres que sao os p,g, mas, por simplicidade, analis-

aremos o modelo com apenas trés parametros, escolhidos da seguinte forma:

i1 = P21, P23, P56
to = D65, P81, P83, P85, P8T

3 = Pg2, P4, P36

onde pg, = (])aﬁ)_1 e os demais termos sao iguais a 1.

Para encontrar o gap de energia fazemos, una escolha dos M’s tal como fizemos no
capitulo anterior. Fazendo M, = M, = M3 = My = M5 = Mg = M; = 0, na equacao
(3.1.17) e na equagao (3.2.18), encontramos que a energia fundamental, trabalhando para
L=2¢:

Ey=(1-3J)2 (3.2.25)
Para encontrar a energia do primeiro estado excitado fazemos a seguinte escolha: M; =1

e My = Mz = M, = My = Mg = M; = 0, substituida na equagao (3.2.18) encontramos:

ot —1
pY SO A P 3.2.96
L2\t +1) ( )

Logo, este valor (3.2.26) substituido na energia (3.1.17) fornece:

1
E =-3J— (t1 + t—) , (3.2.27)

1

O gap de energia é A = F; — Ej, entao obtemos:

1
A=FE, —Ey=3J— (tl + t—) —2. (3.2.28)
1
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Obtivemos o gap de energia para um Tubo de spin o qual inclui um parametro livre.
Uma vez que o modelo tem um numero impar de pernas, este gap nao sobrevive, desa-

parece no limite termodinamico.
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Apeéendice A

Diagonalizacao para o caso de

parametros da escada de spin.

O hamiltoniano a ser diagonalizado seré:

H= Y [t B

Jj=1

onde

A d
hjjv1 = Pj7j+1%R(93) |20,

1 . N
P = N H (1 + ?;-?;H) - Z Xj ﬁXjﬁJm
i=1

a,f=1

sels

(A.0.1)

(A.0.2)

(A.0.3)

lembrando que N = 2". Vamos usar a expressao em funcao dos operadores Hubbard X.

Seja R a matriz multiparamétrica para este modelo. Entao, construimos a matriz cujos

termos diagonais sao:
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R}§ = pob (x

R = b

(A.0.4)
RS = Lp(z

)
(x)
(x)
R%g = pab () R%fi = psb (v
(x)
R = a(z)
(

43 __
Rz =

e os termos nao-diagonais dzferentes de zero sao:

12 14 21 24 31 32 41 42 43
R21 - R24 - R41 - R12 - R32 - R42 R13 - R23 - R43 - R14 - R24 - R34 =6,

(A.0.5)
onde a(z)=z+1,b(x)=xec=1.
Diferenciando (A.0.4) e (A.0.5) quando = = 0, vamos obter:
Rjj = RiZ=m
Rié =DP2 Rﬂ‘ = D3
Bi=t RE=
RE=p, Riy=p
B T (A.0.6)

31 1 32 _ 1
Ry = P2 Ry P4

33 _ 34

R33 =1 R34 = D¢
42 1

R41 = p_g Ry = Ps

43 _ 1 44
R43—p_6 Ry =

e todos os elementos de (A.0.5) s@o iguais a zero.

Trabalhamos a segunda parte da equacao (A.0.1) para escrever ela em funcao de X,
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fazemos uso da transformacao de similaridade (Capitulo 3, segao 3.1):

Fdeore _ g prdeoron 41 (A.0.7)
usando a base seguinte:
1,1) = 10) = L (11, 4) — 1L, 1)
— 1) =
T, D=1 =q1.1) (4.0.8)
L) = 12) = (10 +11.1)
L1 —=B)=(l1)
Construimos a matriz com a base anterior
0 1/v2 -1/v2 0
10 0 0
A= (A.0.9)
0 1/vV/2 1/v/2 0
0 0 0 1

A forma matricial da Hamiltoniana H ;-l T se constroe aplicando ela sobre a base (A.0.8):

10 0 0

] 0 -1 2 0

H79™ = (A.0.10)
02 -10
00 0 1

Fazendo uso da equagao (A.0.7) obtemos a Hamiltoniana dos degraus expressa em

funcao de X:

L
Hr =N " [—20,X 1 (A.0.11)

j=1

onde
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Xt = (A.0.12)
0000

0000

Agora voltamos ao problema da equagao (A.0.2) ela fica:

4

. 1 1
;mﬁl=§:x7%gﬁ+Jﬁxf%@ﬂ+¢m@mxﬁi+5?gwxﬁﬁ+¢my%gﬁ+
a=1
1 14 v~ 41 41 14 1 23 v 32 32 23
3% X+ 3G + CIGEXGE + pAX G R
1 24 v 42 42 24 1 34y 43 43 34
5K X+ pSXEGH + e XTG4 06X PG (A.0.13)

Escrevendo a matriz para o caso L = 2 é dizer hy s e hg;:
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p6

0 O
0 0
0 0
0 O
0 0
0 0
0 O
0 0
0 0
0 O
0 0
1/p6 0
0 O
0 0
0 0
0 1
(A.0.14)
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A forma matricial

Xlei1+10X' =

onde 1 é a matriz unidad 4z4.

ﬁ]{iegrau é

0

(A.0.16)

A diagonalizacao exata da Hamiltoniana, expressa em funcao das matrices acima,

fornece os seguintes valores préprios da energia:
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valores proprios de energia multiplicidade vetores préprios
2 — 4, 1 (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
—(1”12”;‘%11”“) 1 (0,1,0,0,—1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
—("’Pfﬂ 1 (0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
(1;’?2) 1 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0)
‘(1:61”62) 1 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,—1,0,0, 1,0)
(“;f?> 1 (0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0)
‘(1:5”52) 1 (0,0,0,0,0,0,0,—1,0,0,0,0,0,1,0,0)
(1;‘;42) 1 (0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0)
‘(1;{’42) 1 (0,0,0,0,0,0,0,—1,0,0,1,0,0,0,0,0)
—("’?’Zf% 1 (0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0)
—Wf%jhm 1 (0,0,0,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0)
—wa 1 (0,0,—1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0)
—("’?f#”) 1 (0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0)
2 3 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0)

(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

As duas primeiras energias sao iguais as encontradas usando as FAB (segao 2.7.1).
Apesar do gap nao depender dos parametros adicionais, o espectro de energias depende e,
consequentemente, propriedades fisicas importantes poderao depender destes parametros

adicionais.
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Conclusoes

O tépico central desta tese foi o estudo de sistemas do tipo escadas de spin e tubos de spin
quanticos. Estes modelos, sao cadeias de spin com condig¢oes de contorno periddicas e de
spin %, os quais sao descritos no Metodo do Espalhamento Inverso Quantico (MEIQ) por
uma matriz R multiparametrica. Os casos abordados foram de trés, seis e 28 parametros
livres, os dois primeiros para o caso da cadeia de Heisenberg e o ultimo para o caso do
Tubo de spin, resolvendo pelo Ansatz de Bethe Algébrico.

No Capitulo 1 fizemos uma revisao geral de ambos casos que logo sao analisados em
detalhe nos Capitulos 2 e 3. A introdugao das ideias de Grupos foi feita pela conecao com
o MEIQ.

O Capitulo 2, é dedicado ao estudo do modelo de escada de spin anisotropico integravel.
Este modelo é estudado com a introducao de trés e seis parametros livres. Usando o
método algébrico do Ansatz de Bethe foram derivados as equagoes do Ansatz de Bethe,
a expressao da energia e o gap de spin.

Finalmente no Capitulo 3, é dedicado ao estudo de Tubo de spin su (8). Neste Capitulo
realizamos um estudo detalhado do modelo, com inclucao de parametros livres também,
para logo obter as equacgoes do AB, energia e gap do modelo.

Em todos os casos vimos que os parametros livres s6 estao presentes nas EAB, mas nao

na energia total do sistema. Tais parametros estao presentes quando fazemos uma analise
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das energias do estado fundamental e do primeiro estado excitado, e por consequéncia no

gap de energia.
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