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Resumo

Os arcos gravitacionais podem ser utilizados para sondar a distribuicao de matéria em
galédxias e aglomerados de galaxias, que atuam como lentes, e a sua abundancia pode
ajudar a colocar limites nos modelos cosmolégicos. Para obter a distribuicao de matéria
nas lentes a partir dos arcos (problema inverso) e para fazer previsoes para a estatistica
de arcos sao necessarios calculos numéricos rapidos, principalmente quando se leva em
conta o aumento no nimero de deteccoes de arcos esperado nos proximos anos. Nesta
tese sao investigados alguns métodos semianaliticos que permitem agilizar o calculo de
diversas quantidades ligadas aos arcos introduzindo algumas simplificacbes. A primeira
delas é a utilizagao de modelos pseudoelipticos (nos quais o potencial de lentes é constante
sobre elipses), ao invés dos modelos elipticos (com densidade superficial constante sobre
elipses), que sao fisicamente mais motivados, porém computacionalmente mais comple-
xo0s. A segunda ¢ a utilizacdo do Método Perturbativo (Alard, 2007) que fornece uma
solugao aproximada para a equacao da lente proximo da curva critica tangencial, levando
a solucoes analiticas para arcos. O objetivo da tese é determinar dominios de validade des-
ses dois métodos e aplica-los ao calculo da secao de choque de deformacao. Um dominio
de validade dos modelos pseudoelipticos é obtido a partir da sua distribuicao de massa,
que nao representa bem a densidade superficial de seus modelos elipticos associados (ca-
racterizada, dentre outros parametros, por sua elipticidade eyx) para valores do parametro
da elipticidade do potencial € acima de um determinado valor (ep,.x). Investigamos esse
limite em € e as relacoes entre os parametros dos modelos pseudoelipticos e elipticos na
regiao de formagao de arcos. Ja, o Método Perturbativo é implementado em modelos
pseudoelipticos, para os quais obtivemos expressoes analiticas para as causticas, curvas
criticas e uma férmula aproximada (até segunda ordem em ¢) para a se¢ao de choque de de-
formagao. Utilizamos os modelos SIEP (Singular Isothermal Elliptic Potential) e PNFW
(Pseudo-Elliptical Navarro—Frenk—White) para representar lentes em escalas de massa de
galaxias e de aglomerados de galdxias, respectivamente. Para o modelo da SIEP: i) ob-
tivemos uma nova solugao analitica para arcos; i) encontramos uma expressao analitica
para a se¢ao de choque de deformagdo e 7ii) mostramos que a solu¢ao do Método Per-
turbativo é exata para este modelo. Para o modelo PNFW, parametrizado por ¢ e pela
convergéncia caracteristica x?: i) determinamos os valores de e, em funcao de x%; i7)
estabelecemos relagoes de mapeamento com os parametros do modelo eliptico associado
(ex, k) em um amplo intervalo de k¥ e ¢, estendendo resultados anteriores na literatura;
i1i) estabelecemos uma regiao no espago de parametros k?— tal que o modelo PNFW
pode substituir o modelo eliptico a ele associado para representar a densidade superficial
e calcular a segao de choque de deformagao e iv) estabelecemos a regidao no espago de
parametros k7 tal que o Método Perturbativo pode substituir o célculo exato para ob-
ter curvas criticas, causticas e secao de choque de deformacao. Concluimos que o modelo
PNFW pode ser usado para representar densidades superficiais elipticas até ey, =~ 0.5
(correspondendo a ey =~ 0.65) nos sistemas mais abundantes na natureza (aqueles com
k¢ ~ k> < 0.1). J4 o Método Perturbativo, implementado neste modelo, pode ser usado
até € ~ 0.3 (correspondendo a ex, =~ 0.56) para valores de k¥ ~ k¥ > 1.0 para cdusticas,
curvas criticas e secao de choque de deformacao, ao invés do calculo exato.



Abstract

Gravitational arcs can be used to probe the matter distribution of galaxies and clusters
of galaxies acting as lenses, and their abundance can help to constraint cosmological
models. To obtain the matter distribution of lenses from arcs (the inverse problem) and
make predictions for arc statistics, fast numerical calculations are required, specially when
we consider the increasing number of arcs expected to be detected in the coming years.
In this thesis we investigate a few semi-analytic methods that speed up the computation
of many quantities related to arcs by introducing some simplifications. The first one is
to use pseudo-elliptical models (with lensing potential constant over ellipses) instead of
elliptical ones (with surface density constant over ellipses), which are more physically
motivated, but more computationally complex. The second one is to use the Perturbative
Method (Alard, 2007) that provides an approximate solution for the lens equation near
the tangential critical curve, leading to analytical solutions for arcs. The aim of this thesis
is to establish domains of validity of these methods and to apply them to the calculation
of the deformation cross section. A domain of validity for pseudo-elliptical models is
obtained from its matter distribution, which does not reproduce the surface density of
the associated elliptical model (characterized, among other parameters, by its ellipticity
ex;) for lensing potential ellipticity parameters € above a given value ep,,x. We study such
limit on ¢ and investigate the relations among the parameters of pseudo-elliptical and
elliptical models. We implement the Perturbative Method for pseudo-elliptical models,
deriving analytical expressions for caustics, critical curves and an approximate formula
(up to second order in ¢) for the deformation cross section. We use the SIEP (Singular
Isothermal Elliptic Potential) and the PNFW (Pseudo-Elliptical Navarro-Frenk-White)
models to represent lenses in the galaxy and galaxy cluster mass scales, respectively. For
the SIEP model: i) we obtain a new solution for arcs; ii) we derive an analytic formula for
the arc cross section and #i7) we show that the solution from the Perturbative Method is
exact for this model. For the PNFW model, parameterized by ¢ and by its characteristic
convergence k¥: i) we determine e, as a function of k?; i) we obtain the mapping to
the parameters of the associated elliptical model (ex, £>) for a wide range of values of
k? and e, extending previous results of the literature; iii) we establish a region on the
parameter space k¥ — ¢ such that this model can replace its associated elliptical model
to represent the surface density and to compute the deformation cross section and iv) we
determine a region in the parameter space k¢ — ¢ for which the Perturbative Approach
can substitute the exact solution to compute the deformation cross section. We conclude
that the PNFW model can be used up to eyayx =~ 0.5 (corresponding to ey ~ 0.65) for
the most abundant systems in nature (those with x¥ ~ k= < 0.1). We also conclude
that the Perturbative Method implemented for this model, can be used up to ¢ ~ 0.3
(corresponding to ex =~ 0.56) for values of k¥ ~ k¥ > 1.0 to compute caustics, critical
curves and deformation cross section, instead the exact solution.
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INTRODUCAO

Arcos gravitacionais sao imagens altamente distorcidas e magnificadas de galaxias distantes
(denominadas fontes) devido a deflexdo da luz pelo campo gravitacional de galaxias ou aglome-
rados de galdxias (chamados de lentes). A ocorréncia e as propriedades dos arcos dependem de
varios fatores, entre os quais a distribuicao de matéria nas lentes e as distancias cosmoldgicas
entre observador, lente e fonte. Em particular, como a deflexao da luz depende apenas das
distribuicao de matéria na lente, os arcos gravitacionais proporcionam ferramentas tnicas para
sondar a sua distribuicao de matéria, sem requerer hipéteses sobre os processos fisicos e estado
dindmico da lente (como equilibro hidrostatico do gés, equilibrio do virial, etc.). No caso dos
aglomerados de galaxias, os arcos sao usualmente formados em suas regioes mais centrais — que
sao pouco acessiveis via outros observaveis — e podem ser usados para investigar a distribuicao
de massa nessas regioces [108|, 57, [90] 117, 133, 36} 104], T03]. Na Fig. mostramos exemplos de
aglomerados de galaxias observados pelo telescépio espacial Hubble que mostram claramente a

presenca de arcos gravitacionais.

Figura 1: Arcos gravitacionais nos Aglomerados Abell 1689 (esquerda) e Abell
2218 (direita). Imagens retiradas de http://hubblesite.org/gallery/album/pr2003001a e
http://hubblesite.org/gallery /album /pr2001032b respectivamente.

As duas classes de métodos mais utilizados para extrair informagoes fisicas a partir dos arcos
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http://hubblesite.org/gallery/album/pr2001032b

sao a estatistica de arcos e a inversao da lente. A primeira consiste essencialmente na contagem
de arcos em fungao de suas propriedades (por exemplo, arcos com razao comprimento - largura
acima de um dado limiar ou com uma dada separacao angular) para uma amostra de lentes.
Ela permite obter limites estatisticos sobre a distribuicao de matéria nas lentes e também sobre
parametros cosmoldgicos. A estatistica de arcos requer uma amostra significativa de lentes,
mas nao precisa de informacoes detalhadas sobre os arcos, bastando identificar esses objetos
em imagens. Esses métodos sao ideais para levantamentos de imagens contendo um elevado
nimero de aglomerados ou galdxias massivas.

Ja a inversao da lente consiste em utilizar arcos em aglomerados (ou galdxias) individuais
para determinar a distribuigao de matéria na lente, a(s) fonte(s) e, em alguns casos, impor limi-
tes em parametros cosmologicos. Esses métodos requerem, geralmente, sistemas com imagens
miltiplas de uma mesma fonte (sendo necessério determinar as posigoes das imagens), além do
conhecimento do desvio para o vermelho (daqui em diante rubro-desvio) da lente e da fonte.
Eles sao aplicados usualmente em sistemas com acompanhamento por diversos instrumentos,
utilizando imagens mais profundas e com boa resolucao, além de espectros das fontes e da lente
para determinar seus rubro-desvios.

Apesar do seu grande potencial, os arcos gravitacionais sao muito raros tendo sido detecta-
dos, até hoje, da ordem de centenas deles. No entanto, essa realidade mudarda com o advento
de levantamentos de grande area angular, como o Dark Energy Survey [1] ou o Large Synopic
Survey Telescope [67], que levarao a detecgdo de milhares ou dezenas de milhares desses objetos,
respectivamente, possibilitando dessa forma que a estatistica de arcos torne-se mais robusta e
proporcionando um grande nimero de objetos para modelagem individual. Para tirar pro-
veito do aumento na estatistica de objetos é necessario ter métodos robustos e eficientes para
a modelagem da estatistica de arcos e a inversao da lente. No entanto, ambos métodos sao
computacionalmente muito intensivos.

A estatistica de arcos requer simulagbes numéricas para determinar a secao de choque de
formacao de arcos em funcao dos parametros das lentes e das fontes e do modelo cosmoldgico,
como serd discutido a seguir. Além disso, para obter o nimero de arcos, ainda é preciso inte-
grar a secao de choque sobre as distribuicoes de propriedades das fontes e das lentes, incluindo
suas elipticidades e rubro-desvios. Ja a inversao da lente requer que os arcos sejam mapea-
dos no plano das fontes multiplas vezes, em um processo iterativo para encontrar a melhor
solucao para as fontes e a lente. Ou seja, é realizado um processo de minimizacao em um
espago de configura¢oes multidimensional (posigoes da fonte, parametros da lente, etc.) que é

computacionalmente intensivo.



A necessidade de realizar calculos rapidos para as aplicacoes de arcos gravitacionais levou
ao desenvolvimento de modelagens semianaliticas, ou seja, a utilizacao de aproximacgoes que
permitam reduzir a complexidade computacional do problema, se aproveitando de alguma pro-
priedade analitica (mesmo que o resultado final envolva ainda célculos numéricos). Um exemplo
é a utilizacdo de modelos com potencial eliptico (denominados pseudoelipticos). Diversas pro-
priedades dos sistemas com arcos gravitacionais sao reproduzidas por modelos com “simetria
eliptica”, ou seja, densidade superficial de massa constante sobre elipses (denominados modelos
elipticos). No entanto, a obtengao das quantidades relevantes para o lenteamento gravitacional
envolve algumas integrais numéricas. Por outro lado, para modelos pseudoelipticos é possivel
obter essas mesmas quantidades de forma analitica. Por essa razao modelos pseudoelipticos tém
sido utilizados em diversas aplicagoes. Por exemplo, a maior parte dos cédigos de inversao de
lente utiliza esse tipo de modelo (ver, por exemplo, as Referéncias [79, 150]). Ele também tem
sido utilizado para fazer simulagbes para a estatistica de arcos (ver, por exemplo, as Referéncias
[12, 116]).

Outro exemplo é um método aproximado, proposto recentemente na Referéncia [4] (deno-
minado Método Perturbativo), que permite obter soluc¢oes analiticas para arcos gravitacionais.
Nesse caso ¢ possivel resolver analiticamente a equacao da lente, levando também a expressoes
analiticas para diversas fungoes do lenteamento. O método perturbativo poderia ser utilizado
tanto para a estatistica de arcos quanto na inversao da lente.

Na estatistica de arcos, uma grandeza fundamental ¢é a eficiéncia de uma lente para produzir
arcos com certas propriedades, quantificada pela secdo de choque para esse processo. A secao de
choque é a drea efetiva no plano das fontes na qual fontes sao mapeadas em ao menos um arco.
Usualmente seu cédlculo requer métodos de reconstrucao de imagens, que resolvem a equacao da
lente do plano das fontes ao das lentes, sendo computacionalmente custosos. Uma alternativa é
o uso de métodos semianaliticos que sao muito mais rapidos do que os métodos de reconstrucao
de tmagens. Um exemplo é o calculo da secao de choque usando uma aproximacao local para
a razao axial dos arcos, valida para fontes infinitesimais circulares, sem requerer resolver a

equacao da lente.

O objetivo geral desta tese € investigar as modelagens semianaliticas mencionadas
acima procurando determinar o seu dominio de validade em aplicacoes visando arcos
gravitacionais e utilizando-as para obter a secao de choque na aprorimacao de fontes

infinitesimais circulares.

Os modelos pseudoelipticos possuem algumas limitacoes conhecidas no que se refere a dis-



tribuicao de massa representada por eles: i) em algumas regioces do espago a sua densidade
superficial fica negativa, representando solugdes nao fisicas, i) a partir de um certo valor da
elipticidade a distribuicao de matéria adquire a forma de halteres, nao representando adequa-
damente a densidade superficial da maior parte das lentes. Entretanto ainda nao havia sido
feito um estudo sistematico dessas limitacoes cobrindo todo o dominio dos parametros desses
modelos e com foco na regiao onde sao formados os arcos. Assim, o primeiro objetivo desta

tese é:

Estudar a distribuicao de massa dos modelos pseudoelipticos na regiao onde os arcos
gravitacionais sao formados, em um amplo intervalo de massa e elipticidades, estabe-
lecendo um dominio de validade para estes modelos para representar a distribuicao de

massa dos modelos elipticos associados.

Uma vez estabelecido o dominio de validade dos modelos pseudoelipticos, em termos da
forma de sua distribuicao de massa, seria possivel dizer, por exemplo, se um resultado do método
de inversao que faz uso desses modelos aplicado a uma dada lente faz sentido fisicamente ou nao.
Dentro do dominio de validade desses modelos, seria possivel também fazer simulacoes rapidas
de arcos. No entanto, em ultima instancia, os modelos pseudoelipticos sao utilizados para
representar modelos elipticos, que sao melhor motivados fisicamente. Desse modo, é preciso
determinar um mapeamento entre esses dois modelos, de modo que seja possivel associar um
modelo eliptico a um pseudoeliptico e vice-versa. Além disso é preciso verificar se os modelos
associados reproduzem corretamente algumas grandezas fisicas. Portanto, o segundo objetivo

desta tese é:

Estabelecer relacoes de mapeamento entre os parametros dos modelos pseudoelipticos
e elipticos e, investigar o dominio de aplicagcao das mesmas na regiao de formacgao de

arcos gravitacionais através do cdlculo da secao de choque para arcos.

O Método Perturbativo é provavelmente a abordagem semianalitica mais promissora para
aplicacoes envolvendo arcos gravitacionais. Ele ja foi utilizado em métodos de inversao da lente
[6 [7] e poderia ser utilizado para realizar simulagoes de arcos. No entanto, até a atualidade nao
foi estabelecido algum dominio de validade especifico para esse método perturbativo. Motivados

nestas questoes, o terceiro objetivo deste trabalho é:



Implementar o Método Perturbativo em alguns modelos pseudoelipticos e estabelecer um
dominio de wvalidade, de forma tal que as solugcoes perturbativas sejam proximas das

exatas, a0 Menos para curvas criticas, causticas e secao de choque, para esses modelos.

Neste trabalho consideraremos dois modelos muito utilizados para representar lentes gravi-
tacionais nas duas escalas de massa relevantes: galaxias individuais e aglomerados de galaxias.
No primeiro caso, o perfil de massa mais utilizado é o da Esfera Isotérmica Singular (SIS, da
sigla Singular Isothermal Sphere). Ja na escala de aglomerados, o modelo mais usado é o de
Navarro-Frenk-White (NFW). Dessa forma, todas as andlises desta tese serao baseadas nesses
dois modelos.

A tese é estruturada em trés partes, além da conclusao e apéndices: a primeira é essencial-
mente de revisao (embora contenha alguns resultados originais que serao mencionados a seguir);
a segunda é focada nos dois primeiros objetivos mencionados acima, relacionados ao limite de
validade dos modelos pseudoelitpticos e ao mapeamento com modelos elipticos; a terceira é
dedicada ao método perturbativo e sua aplicacao a modelos pseudoelipticos.

A parte[l| contém uma introdugao geral as lentes gravitacionais, cobrindo desde alguns con-
ceitos e equacoes basicas do lenteamento até conteudos especificos que serao utilizados explicita-
mente nesta tese, de modo a torna-la razoavelmente autocontida. No Capitulo [1| apresentamos
uma revisao do desenvolvimento historico das lentes gravitacionais. Incluimos também uma
descricao dos projetos observacionais dos quais participamos e, discutimos os regimes de lente-
amento em funcao da intensidade e da escala angular onde ocorrem. No Capitulo[2]introduzimos
os conceitos e equagoes basicas do lenteamento de forma a fixar a notagao usada nesta tese. No
Capitulo [, apresentamos os modelos de lentes elipticos e pseudoelipticos com parametrizagao
geral (Segoes e e, discutimos a aproximagao para a razao axial dos arcos (Secao ,
util para o calculo da segao de choque (Segao que serd utilizada explicitamente nesta tese.
Na Secao apresentamos o procedimento para obter as solucoes analiticas para arcos, tteis
para obter as solucoes para arcos no escopo do Método Perturbativo. Por fim, no Capitulo
incluimos uma introducao ao Método Perturbativo para arcos, que foi proposto recentemente
e nao estd em livros-textos ou artigos de revisdao. Apesar dessa parte ser majoritariamente de
revisao, ela contém alguns resultados originais. Por exemplo, apresentamos na Secao —
pela primeira vez na literatura — uma solucao analitica para arcos gravitacionais para o modelo
de lente pseudoeliptico singular isotérmico e fontes elipticas. Ja na Secao apresentamos
algumas expressoes para diversas medidas de comprimento e largura dos arcos e um critério

para classifica-los, no escopo do Método Perturbativo, que também sao novos.



A Parte[[]] é focada basicamente nos dois primeiros objetivos desta tese. Assim, no Capitulo
estudamos a distribuicao de massa pseudoeliptica associada a regiao de formacao de arcos e
estabeleceremos o dominio de validade para o uso desses modelos. No Capitulo [6] aplicamos o
método de célculo da se¢ao de choque (apresentado na Segao em modelos pseudoelipticos.
Investigamos a dependéncia com os parametros desses modelos e também incluimos uma dis-
cussao sobre a adi¢ao de um critério de magnificagao limiar a segao de choque. No Capitulo [7]
apresentamos os métodos utilizados para efetuar o mapeamento entre os parametros dos mode-
los pseudoelipticos e elipticos e aplicamos essas relagoes a comparacao entre as segoes de choque
calculada com ambos modelos.

Parte dos resultados obtidos na Parte[[l] foram sintetizados no artigo: The Pseudo-Elliptical
Navarro—Frenk—White Lens Model Revisited: Limits on the shape of the mass distribution and
mapping to elliptical models, Dimet-Montoya, H. S., Caminha, G. B. & Makler, M., 2011;
submetido a revista Astronomy & Astrophysics.

Na Parte [[T]] é feita a implementacao do Método Perturbativo para lentes pseudoelipticas.
No Capitulo [§| apresentamos uma deducao das fungoes perturbativas para esses modelos. Além
disso, estabelecemos um limite de validade deste método para causticas e curvas criticas em
fungdo dos parametros dos modelos. No Capitulo [9] deduzimos as expressoes gerais para as
curvas de distor¢ao constante e para a secao de choque para formagao de arcos. Também é
feita uma comparagao entre as secoes de choque de modelos pseudoelipticos obtidas com o
formalismo perturbativo e com a solugao exata apresentada no Capitulo [6]

Alguns resultados da Parte [[TI] foram sintetizados no artigo: On the validity of the Perturba-
tive Approach for Strong Gravitational Lensing: Local Distortion for Pseudo-Elliptical Models,
Dumet-Montoya, H. S.; Caminha, G. B., Makler, M. et al. 2011; a ser submetido, em breve, a
revista Monthly Notices of the Royal Astronomical Society.

Na Parte IV apresentamos as conclusoes deste trabalho e discutimos algumas perspectivas
futuras. No Apéndice [A] apresentamos algumas caracteristicas dos algoritmos implementados
neste trabalho e a estrutura dos programas. Finalmente, no Apéndice [B] apresentamos as

fungoes de ajuste para as diversas relagoes obtidas nas Partes [[T] e [[TI]



Parte 1

Introducao as Lentes Gravitacionais




Capitulo 1

Desenvolvimento Historico e

Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos uma revisao do desenvolvimento histérico das lentes gravitacio-
nais, incluindo uma descrigao de alguns projetos observacionais dos quais participamos ativa-
mente. Também discutiremos os regimes das lentes gravitacionais (em fungao da intensidade e

da escala angular onde ocorrem), indicando algumas de suas aplicagoes.

1.1 Cronologia

Apresentamos a seguir uma breve revisao histérica sobre as lentes gravitacionais. Relatos mais
detalhados podem ser obtidos nas referéncias [211, 97, TTT], 138, 148] de onde parte deste material

foi retirado.

Antes de 1920

Ja em 1704 Newton, no seu livro Optics, especulou sobre a possibilidade do desvio da luz
por corpos massivos. No entanto, ele nao apresentou nenhuma discussao matemaética sobre o
problema, atendo-se ao plano conceitual. Por outro lado, em 1783 John Mitchell, baseado na
especulagao de Newton, desenvolveu um método para medir a massa de uma estrela através da
diminuicao da velocidade da luz no campo gravitacional da mesma e enviou uma carta a Henry
Cavendish, comentando-lhe sobre este método. Esta carta levou Cavendish a calcular o angulo

de deflexao — supondo que a luz era composta por corpusculos e que a aceleragao dos corpos
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num campo gravitacional é independente da sua massa — dado por

2GM

c2r

d - )

onde G ¢ a constante universal da gravitagao, c é a velocidade da luz no vacuo e r é a distancia
minima do raio de luz até o objeto de massa M (parametro de impacto). No Entanto, este
resultado nao foi publicado. Em 1801, Johann von Soldner publicou o primeiro trabalho sobre
este assunto e por isso, é tido como o primeiro a explorar a deflexdao da luz e a inferir que os
raios de luz sdo desviados num angulo & = 0.83” ao passar préximo do disco do Sol [68]. Porém,
as ideias da natureza corpuscular da luz ja nao eram populares nessa época e talvez por isso

tanto o trabalho de Cavendish quanto o de von Soldner nao ficaram muito conhecidos.

Passaram-se mais de 100 anos até que, em 1911, Einstein, usando o seu Principio de Equi-
valéncia, refez o cdlculo de von Soldner, obtendo o mesmo valor do angulo de deflexao [45].
Ele também propos que este angulo poderia ser medido durante um eclipse solar e a primeira
tentativa com este proposito foi feita em 1912 no Brasil, por uma expedicao argentina a ci-
dade de Cristina, no sul de Minas Gerais, liderada por Carlos Dillon Perrine. Infelizmente
as condigoes climaticas impediram as observagoes [42]. A segunda tentativa ocorreu em 1914,
quando FE. Frindlay-Freundlich dirigiu a expedicao para a Peninsula da Criméia, na Russia.

Entretanto ele e sua equipe foram detidos por causa da Primeira Guerra Mundial [18].

Em 1915, com a Teoria da Relatividade Geral desenvolvida, Finstein, refez os calculos do

angulo de deflexao da luz nas vizinhangas do Sol e dessa vez ele obteve

4G M

c2r

&= , (1.1)
um fator dois em relagao a seu primeiro resultado (e ao resultado newtoniano), levando a um

desvio aproximado de 1.74” préximo do disco solar [46].

Em 1918 William Wallace, Diretor do Observatorio de Lick, observou um eclipse em Washing-
ton usando equipamentos de baixa resolucao e concluiu que nao houve deflexao da luz e conse-

quentemente, a teoria de Einstein estava errada [44].

No ano de 1919, organizaram-se duas expedicoes para determinar o valor do angulo de
deflexao. O objetivo era medir as distancias entre as estrelas a esquerda e a direita do Sol,
durante o eclipse, comparando-as com medidas efetuadas 6 meses antes, quando elas eram
visiveis durante a noite [80]. A primeira equipe, dirigida pelo astronomo inglés Sir Arthur

Stanley Eddington, visitou a Ilha de Principe. A segunda equipe, dirigida pelo inglés Andrew
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Claude de la Cherois Crommelin, visitou Sobral, no Estado de Ceara, Brasil.

Eddington verificou que as estrelas pareciam mais distantes uma das outras durante o eclipse,
devido a deflexdo dos raios de luz dessas estrelas pelo campo gravitacional do Sol. O angulo
de deflexao obtido a partir dessas medidas foi de 1.61” £ 0.30” [40], verificando a previsao da

relatividade geral (e em oposi¢ao ao resultado newtoniano).

1920-1979

Até o eclipse de 1919, os estudos se concentraram na deflexao da luz, mas em 1920 Sir Eddington
[43] notou que sob certas condigdes poderia haver miltiplos caminhos de luz conectando a fonte
e o observador, traduzindo isto como a possibilidade de serem geradas imagens multiplas de
uma unica fonte. Em 1924, o fisico O. Chwolson considerou a existéncia de estrelas duplas
ficticias pelo lenteamento gravitacional estrela — estrela e, indo além, previu que, se houvesse
um alinhamento perfeito entre as estrelas e o observador, seria gerada uma imagem com aspecto
de anel [35]. No entanto, ele nao fez previsoes sobre a observabilidade desses fenomenos.

FEinstein, depois de discussoes com o cientista amador Rudi W. Mandl, publicou, em 193@,
um trabalho sobre a possibilidade de uma estrela atuar como lente sobre outra mais distante
[47]. Ele obteve os mesmos resultados que Chwolson e ainda concluiu que a chance desse
fenomeno pudesse ser observado era desprezivel.

No ano seguinte, o astronomo Fritz Zwicky (que também fora abordado por Mandl) elevou
o fenomeno do lenteamento gravitacional de simples curiosidade a categoria de potencial fer-
ramenta astrondomica [I58], 159]. Ele argumentou que o desvio da luz por galdxias nao seria
somente um teste adicional a Teoria da Relatividade Geral e sim um candidato natural a Te-
lescépio Césmico, ja que objetos extra-galdcticos (galdxias e aglomerados de galdxias) poderiam
magnificar galaxias distantes que por algum outro método nao poderiam ser detectadas. Além
disso, ele também propos que o desvio da luz, poderia constituir um método acurado para a
determinacao da massa de objetos extra-galacticos que atuarem como lentes. Infelizmente, nao
parece ter havido naquela época um interesse por parte da comunidade cientifica em se observar
o fenomeno do lenteamento gravitacional causado por esses objetos.

Devido as limitacoes observacionais daquele periodo, os trabalhos comentados acima fica-
ram somente como suposicoes, até que, em 1961, descobriu-se uma nova classe de objetos extra-

galdcticos — os quasares [I137]. Esses objetos, cujo nome vem de Quasi Stellar Radio Source,

1Foi descoberto que Finstein deduziu — em 1912 — as caracteristicas bésicas do lenteamento gravitacional:
equacao da lente, imagens duplas e magnificagoes destas mesmas. No entanto, estes cdlculos foram publicados
somente em 1936 [130].
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correspondem a intensas fontes de radio, com apariéncia Otica aproximadamente estelar. Por
terem seu espectro caracteristico (o que permite identificar imagens multiplas), rubro-desvio
alto (relacionado com a eficiéncia de lentes) e serem altamente luminosos, os quasares se tor-
naram objetos ideais para se estudar o fendmeno do lenteamento gravitacional, como sugerido
por Jean M. Barnothy [10].

A partir da conexao quasar — lenteamento gravitacional, muitos aspectos tedricos foram
desenvolvidos. Em particular Sjur Refsdal deduziu, em 1964, as equacoes bésicas das lentes
gravitationais e mostrou que, medindo a separacao angular e o tempo de atraso na chegada
dos raios de luz das imagens lenteadas, seria possivel obter estimativas da taxa de expansao do

Universo — H, [127, 128, 129].

1979 — 2010

Esse periodo caracterizou-se por grandes projetos na astronomia observacional. Gragas a eles
foi possivel observar eventos de lenteamento gravitacional nas mais diversas escalas, desde

planetas fora do sistema solar (exoplanetas) na nossa Galdxia até a estrutura em grande escala

do universo.

O primeiro evento de lenteamento gravitacional foi descoberto
em 1979 por Walsh, Carswell e Weymann [149]. Tratava-se de
uma imagem dupla do quasar Q0957+561 (figura ao ladoE[). No
Otico, esse quasar aparece como duas imagens pontuais com se-
paragao de 6”. O espectro das imagens mostrou que ambas estao
em z = 1.41. Entre as duas imagens, estd a galaxia que atua

como lente (a qual forma parte de um aglomerado de galdxias a

rubro-desvio z = 0.36).

O advento dos detectores CCD (Charge Coupled Devices) pos-
sibilitou a descoberta, em 1986, das primeiras imagens distorcidas em forma de arco, no aglo-
merado Abell A 370 [89, 143]. Packzyriski sugeriu que esses arcos sao imagens de galdxias de
fundo, fortemente distorcidas por aglomerados de galdxias atuando como lentes [122]. Apds
isso, foi medido o rubro-desvio de um arco gigante (em z = 0.724) nesse aglomerado A 370 [144],

confirmando a natureza dos arcos gravitacionais.

Zhttp://www.astr.ua.edu/keel /agn/q0957 html
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Outra manifestacao interessante das lentes gravitacionais,
mostrada na figura ao ladd®| corresponde & formacao de anéis lu-
minosos (conhecidos como anéis de Einstein) e foi observada pela
primeira vez em 1988, em imagens de fontes de radio [60]. Este
evento acontece quando ha um alinhamento quase perfeito entre

o observador, lente e fonte, sempre que a lente possua simetria

axial.

Em 1991, Paczynsky propos o uso do efeito de lenteamento
gravitacional de estrelas para procurar matéria escura em forma de objetos massivos compac-
tos no halo de nossa galaxia (conhecidos como Massive Compact Halo Objects — MACHOS)
[121]. Naquele ano foram estabelecidas duas colaboragoes, a Anglo-Australiana MACHOE] ea
francesa EROSﬂ. Durante trés anos, apds monitorar trés milhoes de estrelas na Grande Nu-
vem de Magalhaes, foram detectadas por ambas colaboracoes trés eventos de lenteamento, com
objetos dentre 0.1 — 1 massas solares atuantes como lentes, impondo limites a quantidade de
matéria escura (em forma de MACHOS) dentro de nossa galdxia [8,9]. J4 no ano de 1992 surgiu
a colaboracdo OGLHP] com o objetivo de monitorar estrelas no centro de nossa galdxia para
testar mais uma proposta de Paczynsky: a procura de exoplanetas. Este projeto, por exemplo,
descobriu um exoplaneta no ano 2003 [23]. Até o momento foram descobertos 13 exoplanetasﬂ

utilizando essa técnica.

O lancamento do Telescépio Espacial Hubble permitiu a primeira identificacao de 7 obje-
tos fortemente lenteados e a deteccao de varias imagens levemente distorcidas pelo efeito do
lenteamento galdxia-galaxia, atrds do aglomerado de galaxias Abell 2218, usando a Camera
Planetdria de Campo Amplo 2 (com acréonimo em inglés — WFPC2) [78]. A Advanced Camera
for Surveys (ACS) deu um passo a frente ao identificar, dentre varios eventos, mais de 106
imagens multiplas de 31 fontes de fundo nas vizinhangas do aglomerado de galaxias Abell 1689
[27].

A colaboragao internacional Cosmic Lens All-Sky Survey, estudou entre os anos 1994 e 1999,
cerca de ~ 16.500 fontes de radio, detectando 22 sistemas de lenteamento gravitacional [106].
Desses, 12 sistemas originaram imagens duplicadas, 9 originaram imagens quadruplicadas e 1

originou uma imagem sextuplicada [28].

3http://hubblesite.org/gallery /album /entire/pr2005032g/

4http: //wwwmacho.mcmaster.ca/

Shttp://eros.in2p3.fr/

Shttp://ogle.astrouw.edu.pl/

"Interactive Extra-solar Planets Catalog: http://exoplanet.eu/catalog-microlensing.php
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O advento do Sloan Digital Sky Survey [154], um mapeamento 6tico no céu com espec-
troscopia e imageamento, disponibilizou ao longo destes anos vérias liberagoes de dados (data
releases) na suas etapas I (2000 —2005) e II (2005 — 2008). Combinadas, elas cobriram uma édrea
de aproximadamente 8000°? e obtiveram o rubro-desvio de cerca de 930.000 galdxias até cerca
de 0.3. Esses dados foram muito tuteis até agora para um melhor entendimento do efeito de
lenteamento gravitacional indo desde a deteccao de imagens levemente distorcidas de galaxias
de fundo [51], 140, 14T], 6T, 136, 94, 05, 96] até uma ampla amostra de imagens fortemente
distorcidas e imagens miltiplas de galaxias [22, 41 [59], [142] e quasares [71}, 65], 118, [66, [1T9].

Vale a pena salientar, que o Brasil participa ativamente da terceira fase deste projeto, o
SDSS—Hlﬁ através do Brazilian Participation Group. Esta etapa consiste de quatro levantamen-
tos sendo o Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS) o levantamento (espectroscopico)
com foco na cosmologia. Ele complementou a parte de imageamento do SDSS, estendendo sua
drea em uma regiao de cerca de 2300°? no hemisfério galdctico sul. O primeiro conjunto piiblico
de dados dessa fase, O Data Release 8, disponivel desde Janeiro de 2011, corresponde a uma
cobertura angular de aproximadamente 14.500°% do céu (mais que 1/3 de toda a esfera celeste).
Este catdlogo inclui dados fotométricos com a posicao angular de 1.231.051.050 objetos, dentre
galaxias, quasares e estrelas. Além disso, ele inclui espectros de 952.740 galaxias e 130.300
quasares’} Esses dados serdo utilizados para identificar novos sistemas com candidatos a arcos
e obter suas implicagoes cosmoldgicas. As buscas serao feitas tanto nos dados de imageamento
(como feito nas referéncias [2, [39] 83 88|, [84]) quanto utilizando informagcao de linhas de emissao

nos espectrosir_gl(ver, por exemplo a referéncia [22]).

1.1.1 Arcos Gravitacionais e Levantamentos Atuais

Neste trabalho, focaremos em arcos gravitacionais (ver Capitulo . O estudo desses objetos é
muito importante, por exemplo, para sondar a distribuicao de matéria nas regioes centrais dos
aglomerados de galdxias. Por outro lado, apesar de seu grande potencial, os arcos gravitacionais
sao muito raros, uma vez que cada grau quadrado do céu contém em média somente um
aglomerado de galdxias de massa suficiente para produzi-los. Até hoje foram detectados da
ordem de centenas desses objetos. Varias sondagens no ético foram feitas por diversos autores,
que utilizaram diferentes critérios de selecao das amostras tanto a partir de imagens em grandes

areas, quanto imagens tendo como alvo aglomerados de galdxias conhecidos. Por exemplo, Le

8http://bpg.linea.gov.br/

9Esta parte correspondente ao SDSS foi adaptada da referéncia [123]. Um agradecimento especial a M.
Penna Lima pela autorizagao.

10BOSS Emission-Line Lensing Survey: http://www.physics.utah.edu/~bolton/Projects.html
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Feuvre et al. [85] e Luppino et al. [90] realizaram buscas sistemdticas de arcos em amostras
de aglomerados de galaxias selecionados com base em suas emissoes em raios-X a partir do
Einstein Observatory Extended Medium Sensitivity Survey (EMSS). Sand et al. [134] fizeram
uma busca sistematica de arcos em imagens de arquivo da camera WFPC2 do Hubble Space
Telescope. Ja Scarpine et al. [135], Estrada et al. [41] e Hennawi et al. [59] procuraram
por arcos em aglomerados nas imagens do SDSS, enquanto Gladders et al. [54], Horesh et
al. [64] procuraram nas imagens do Red-Sequence Cluster Survey (RSCS) e Cabanac et al.
[30] e More et al. [I10] realizaram buscas de arcos nas imagens do Canada — France — Hawaii
Telescope Legacy Survey (CFHTLS). Kaush et al. [76], obtiveram imagens com telescépios do
Observatorio Europeu Austral, de aglomerados selecionados através da sua emissao em raios-X
obtida a partir do ROSAT Bright Survey[]

Neste escopo de busca de arcos, salientamos que participamos ativamente de dois projetos
observacionais com esse fim. O primeiro, chamado de SOAR Gravitational Arc Survey (SO-
GRAS), realizado com o SOAR Optical Imager (SOI), foi proposto para sondar uma amostra
de aglomerados de galaxias distribuidos em dois intervalos de rubro-desvio, um em z =~ 0.3
e o outro em z ~ (0.5. Essa amostra foi selecionada a partir de uma catalogo baseado no
imageamento profundo do SDSS na faixa equatorial 82. O projeto foi realizado em duas tem-
poradas. Na primeira, no segundo semestre de 2008 [92], foram observados 18 aglomerados
(aproximadamente o 30% da amostra total). Embora relativamente pequena, nessa amostra
foram encontrados bons candidatos a arcos em torno de trés aglomerados [53]. A segunda
etapa foi feita no segundo semestre de 2010 [93] completando o levantamento. Dessa vez foram
observados 34 aglomerados, tendo sido identificados cinco sistemas com candidatos a arcos.

O outro projeto, chamado de Canada — France — Hawaii — Telescope Stripe 82 Survey (CS82)
foi realizado no segundo semestre de 2010, em uma colaboragao Franga — Canada — Brasil,
mapeando um area de 170°2 na faixa 82 do SDSS, na banda i, com uma magnitude limite de
cerca de 23.5 e seeind!? médio de 0.6”. Devido a essas caracteristicas, esses dados sdo de grande
utilidade para estudos do efeito fraco e forte do lente gravitacional na escala de galaxias até a
estrutura em grande escala. Os dados ja foram reduzidos e a geracao de catalogos de objetos
foi realizada pela nossa equipe. Uma busca visual por arcos em aglomerados de galaxias ricos

identificou dezenas de sistemas com candidatos a arco; trés deles possuem sinais muito claros

1A compilagdo de sondagens de arcos gravitacionais foi adaptada da referéncia [53]. Um agradecimento
especial a C. Furlanetto pela autorizagao.

120 seeing é um efeito atmosférico e do instrumento que faz com que os objetos pontuais tenham, nas
imagens, uma distribuicdo de brilho extensa, denominada funcdo de espalhamento do ponto, ou PSF (Point
Spread Function). No caso de objetos finitos, como os arcos, o efeito do seeing produz um borramento na escala
associada a PSF.
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de arcos caracterizados por uma elevada razao comprimento-largura e grande curvatura, sendo

que um deles serd observado com o telescépio Gemini no segundo semestre do 2011.

1.1.2 Levantamentos Futuros

O desenvolvimento das sondagens comentadas acima fizeram que o numero arcos detectados
aumentasse muito. No entanto, com o advento do Dark Energy Survey (DES) [1] e o Large
Synopic Survey Telescope (LSST) [67], essa realidade vai melhorar ainda mais pois o nimero
de arcos a serem detectados pode chegar a milhares e dezenas de milhares, respectivamente,
possibilitando assim estudos estatisticos robustos usando arcos gravitacionais.

O Projeto DEST_EI ¢ uma colaboracao de diversas instituicoes dos EUA, Espanha, Inglaterra,
Brasil e Alemanha, que tem por objetivo sondar a natureza da energia escura. Para alcancar
este objetivo, serd colocada uma camera de 500 megapixels, altamente sensivel no vermelho,
no telescopio Blanco (4m) no Cerro Tololo International Observatory (CTIO, Chile). O DES
coletard dados durante cinco anos, a partir de 2012, utilizando o 30% do tempo do Blanco. O
diferencial do projeto DES é a combinagao entre grande cobertura angular (5000°2, ou seja,
aproximadamente 1/8 da esfera celeste), imageamento em cinco bandas (g,7,7,z e Y) e uma
profundidade inédita para um levantamento desta cobertura (¢ = 24.6, r = 24.1, 7 =244, z =
23.8 e Y = 21.3). Tudo isso resultard numa enorme quantidade de dados da ordem de petabytes
(aproximadamente 1.8 terabytes por noite de observagao). Apés os 5 anos de operagao, o DES
terd deixado para a comunidade astronomica um legado constituido de imagens de excelente
qualidade (seeing mediano de cerca de 0,8"”) com fotometria uniforme e magnitudes calibradas
com 1% de precisao, além de catdlogos com todo tipo de objetos, incluindo estrelas, quasares,
supernovas, galaxias e aglomerados de galaxias, que poderao ser utilizados pela comunidade
para diversos estudos. A camera instalada pelo DES no telescépio Blanco podera ser utilizada
pela comunidade durante e apés a sondagem.

A participacao do Brasil no DES se dé através de um consércio de pesquisadores liga-
dos a institui¢oes Brasileiras, incluindo o CBPF, denominado DES-Brazil. A contribui¢ao do
DES-Brazil se dé de trés maneiras: contribui¢ées em infraestrutura, ciéncia e financeira. A
contribui¢do em infraestrutura consiste no desenvolvimento de trés ferramentas i) um software
de validagao de dados quando sao adquiridos pela camera, que sera utilizado no proprio ob-
servatorio (Quick Reduce); ii) software de reducao de dados de um levantamento em operacao

(PreCam) que servira para a calibragao do DES e iii) desenvolvimento de um Portal Cientifico.

13Esta parte correspondente ao DES foi adaptada das referéncias [50), 53]. Um agradecimento especial a P.
Ferreira e C. Furlanetto pela autorizacao.
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A funcao do Portal é reunir e disponibilizar varios conjunto de dados do projeto e codigos
de analise de dados, provendo meios de serem executados e concatenados dentro desta infra-
estrutura, mantendo os resultados das anélises e o histérico do que foi feito. A contribuicao
cientifica se da através de grupos de trabalho, divididos por area, cobrindo um amplo espectro
da ciéncia que podera ser realizada com os dados do DES. Sao ao todo 11 grupos de traba-
lho cientifico: estrutura em grande escala, aglomerados de galdxias, supernovas, lenteamento
gravitacional fraco, teoria, lenteamento gravitacional forte, simulagoes, quasares, desvio para o
vermelho fotométrico, evolucao de galdxias e Via Lactea. Em particular, os grupos de estru-
tura em grande escala, aglomerados de galaxias, supernovas e lenteamento gravitacional fraco
tém como foco principal determinar o parametro w da equagao de estado da energia escura de
maneiras independentes e complementares.

Embora o efeito forte de lenteamento nao seja o principal foco do DES, este serd o maior
levantamento de arcos gravitacionais de sua época. Extrapolando o ntimero de arcos obtidos
pelo CFHTLS [30] e pelo RSCS-2 [54 [63], estima-se que serao observados da ordem de milhares
de arcos [3]. Para abordar o desafio de obter ciéncia desta amostra de arcos, foi criado o grupo
de lenteamento forte, liderado conjuntamente por Elizabeth Buckley-Geer (Fermilab) e Martin
Makler (CBPF).

Este grupo, do qual fazemos parte, vem desenvolvendo uma série de ferramentas para a
analise do efeito de lenteamento forte. Mais especificamente, além das ferramentas que serao
apresentadas neste trabalho, o grupo de lenteamento forte do DES tem desenvolvido cédigos
de simulacao, medidas e deteccao de arcos gravitacionais. Por exemplo, o cédigo AddArcs
simula de forma realista arcos gravitacionais e os adiciona a imagens. Todos os codigos em
desenvolvimento pelo grupo estdo abrigados em um repositério (no Portal cientifico), com
controle de versao, e possuem uma estrutura de documentacao padrao. Muitas das ferramentas
desenvolvidas estao sendo compiladas em forma de uma biblioteca, chamada SLtools, a qual

sera disponibilizada para o publico em breve.

1.2 Regimes de Lentes Gravitacionais e suas Aplicacoes

E usual dividir o efeito de lenteamento gravitacional em funcdo da sua intensidade (efeitos
forte ou fraco) e da escala angular em que ele ocorre (micro-lenteamento, mili-lenteamento e
macro-lenteamento).

A seguir serdao descritos brevemente os efeitos fortes e fraco, indicando suas principais

aplicacoes.
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1.2.1 Efeito Forte

Neste regime as imagens de fontes lenteadas sofrem grandes distorgoes, altas magnificagoes
(ou desmagnificagoes) e/ou ocorrem imagens multiplas em diferentes posi¢oes angulares de
uma unica fonte. Geralmente, este efeito é observado nas regides centrais dos aglomerados de
galaxias e em galaxias massivas.

O lenteamento forte sera o foco desta tese e serd discutido em mais detalhes nos préximos

capitulos. Entre as aplicagoes estao:

e Estudo da distribuicao de matéria em galdxias e aglomerados.
e Estudo de galaxias distantes.

e Determinacao da taxa de expansao do universo e de outros parametros cosmologicos.

Micro-Lenteamento

Este efeito corresponde ao lenteamento gravitacional de estrelas por objetos massivos no halo
de nossa galdxia (geralmente também por estrelas). A denominagao foi dada por Packzyrisky

67 do anel de Einstein (que é da mesma

[121] a partir do tamanho caracteristico de cerca de 10~
ordem que a separacao angular tipica das imagens) para esta configuracao. Neste regime, as
imagens multiplas nao sao detectadas devido a separacao angular entre elas. No entanto, a
magnificagao pode ser detectada se a lente e a fonte estao em movimento relativo, resultando
em variagoes temporais do brilho. A escala de tempo deste efeito vai desde segundos até anos,
e a curva de luz observada fornece informagoes sobre a distribuicao de massa, movimento da

lente e sobre as distancias relativas entre a fonte, a lente e o observador.

Entre as aplicagoes deste fendmeno estao:
e Procura de matéria escura na Via-Lactea

e Procura de exoplanetas

Mili-Lenteamento

Outro caso de lenteamento forte por estrelas, mas agora situadas em galdxias distantes, co-
nhecido como mili-lenteamento, ocorre quando o tamanho caracteristico do anel de Einstein é
cerca de 0.001”. Neste caso, as fontes correspondem a objetos extra-galdcticos (quasares) cuja

variabilidade é detectada em uma escala de tempo de meses.
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1.2.2 Efeito Fraco

Este efeito ocorre quando as fontes estao mais distantes da linha de visada entre o observador e a
lente ou para lentes cuja distribuicao superficial de massa nao supera um dado valor critico. Ele
consiste em uma deformacao fraca das imagens das galdxias de fundo (situadas atrés da lente)
na direcao tangencial e somente pode ser observado estatisticamente a partir de um grande
numero de fontes. Os aspectos matematicos da modelagem deste fenomeno foram desenvolvidos
primeiramente por Gunn [58] e por Blandford & Narayan [21]. As técnicas de andlise do padrao
de distorcoes das galaxias de fundo e a inversao deles para mapear distribuicoes de matéria
foram desenvolvidos inicialmente por Kaiser e outros [73] [74].

O efeito fraco é aplicado principalmente para estudar:
e Halos de matéria escura em galdxias e aglomerados.

e Distribuicao de matéria em grandes escalas, incluindo a determinacao do espectro de

poténcia das flutuacoes.

Para mais detalhes das aplicacoes deste regime ver, por exemplo, o artigo de revisao de Bar-

telmann & Schneider [15].



Capitulo 2

Fundamentos das Lentes Gravitacionais

Neste capitulo revisaremos alguns aspectos basicos da teoria e modelos das Lentes Gravita-
cionais. Em particular, deduziremos as grandezas mais relevantes no contexto desta tese e
explicaremos algumas consequéncias desse fenomeno. Para mais detalhes e uma formulacao

mais rigorosa ver as referéncias [138] [125].

2.1 Ingredientes Basicos do Lenteamento

Podemos destacar quatro ingredientes basicos ligados ao fenomeno de lenteamento gravitacio-

nal:

e O objeto fisico que emite luz — usualmente chamado de fonte — que pode ser uma estrela,

galadxia ou quasar.

e A concentracao de matéria que atua como defletor — usualmente chamada de lente — que
pode ser, por exemplo, um sistema estelar, galaxias individuais, aglomerados de galaxias,

buracos negros ou matéria escura.

e Telescopio/detector — usualmente chamado de observador — localizado a uma certa

distancia da lente e da fonte.

e O espago-tempo definido pelo modelo cosmolégico e a distribuicao de matéria que o

perturba.
Podemos destacar algumas caracteristicas importantes do lenteamento gravitacional:

e Como a propagacao da luz em um campo gravitacional obedece a lei de conservacao dos
fotons: o efeito das lentes sobre a luz € produzir um desvio em sua trajetoria, sem alterar

o numero de fotons.
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e O angulo de deflexao nao depende da frequéncia da luz emitida pela fonte, ou seja: o
Lenteamento Gravitacional € um fenomeno acromdtico, isto €, nao depende da frequéncia

da luz.

e O angulo de deflexao, para lentes pontuais, cai com o inverso da distancia entre o raio de
luz e a lente. Em vista disso: no lenteamento € suficiente considerar as lentes prorimas
ao rato de luz, ou seja, o efeito da lente sobre a luz estd localizado em uma pequena regido

do céu.

Vamos supor que ao longo da trajetéria do raio de luz da fonte ao observador a gravidade é
fraca (a chamada Aprorimac¢ao de Campo Fraco) de modo que o espago-tempo pode ser descrito
por uma métrica do tipo Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker perturbada pelo potencial
gravitacional @, i.e.,

29 29
ds® = (1 + ?) Adt? — a?(t) (1 — —) d?o, (2.1)

c2?

com ® < 2, onde a(t) é o fator de escala e d?c é o elemento de linha no espago tridimensional

com curvatura constante,

d20_ _ d|f|2

= 1- K7 + |7*(d6? + sin Od¢?), (2.2)

onde ¥ sao as chamadas coordenadas comoéveis e K é a curvatura. Com isto, o componente

temporal da Equacao de Einstein, Goy = (87 G/c*) Tyg, ¢ reduzido & Equagdo de Poisson [91]
Va0 = 4rGa*(p — p),

onde p é a densidade média de matéria no universo e p é a densidade em um dado ponto .

Em coordenadas préprias, dr' = ad¥, temos
V20 = 47G(p — p).

Para galdxias e aglomerados temos p = (10? — 10%)p, de modo que a equagao acima pode ser

aproximada por

V20 = 4G, (2.3)

que é a Fquacgao de Poisson da gravitagao newtoniana.
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Outra aproximacao frequentemente utilizada para as lentes é conhecida como a aprozimacao
da lente fina: a lente pode ser considerada fina se seu tamanho fisico € pequeno em relacao as
distancias entre o observador e a lente e entre a lente e a fonte. Esta aproximacao ¢ satisfeita
na maioria dos casos em que as lentes sao localizadas. Por exemplo: em todos os casos de
lenteamento de quasares, as distancias entre o observador e a lente e entre a lente e a fonte
sao da ordem de ~Gpc, o que excede em varias ordens de grandeza o didametro médio das
galdxias (~ 50kpc) ou dos aglomerados de galdxias (~ 5Mpc) que atuam como lentes. No
entanto, se quisermos investigar o lenteamento pela distribuicao de matéria em grandes escalas,
a aproximacao da lente fina deixa de ser valida, pois a luz é desviada ao longo de todo seu

percurso.

2.2 Geometria do Lenteamento e a Equacao da Lente

Na aproximacgao da lente fina, o percurso da luz desde a fonte até o observador pode ser
dividido em trés regioes. Na primeira regiao, a luz viaja desde a fonte até algum ponto préximo
da lente através de um espago-tempo nao perturbado. Na segunda regiao, a luz é desviada
nas vizinhangas da lente devido ao espago—tempo perturbado pela distribuicao de matéria.
Finalmente na terceira regiao, a luz viaja desde a lente até o observador através de um espaco—

tempo nao perturbado.

A disposicao geométrica de um sistema tipico de lenteamento gravitacional é esquematizada
na Fig. 2.1l O raio de luz que viaja desde a fonte S é desviado pela lente L num angulo & e
chega ao observador O. O angulo entre o eixo éptico (escolhido arbitrariamente) e a posi¢ao
verdadeira da fonte é 3. O angulo entre o eixo optico e a imagem [ é 6. As distancias de
diametro angular entre o observador e a lente, entre a lente e a fonte e entre o observador e a
fonte serao denotadas por Doy, Drs e Dog, respectivamente. Em geral, Dyg # Dos — Dor.

A posicao angular de uma fonte e da sua imagem estao relacionadas pela Fquagdo da Lente

(ver Fig.[2.1):
0Dos = 3Dos + aDyg. (2.4)

Como veremos, dado um modelo de lente, o angulo de desvio pode ser obtido em funcao
do parametro de impacto £ e das distancias observador — lente — fonte, relacionadas com as

coordenadas angulares mediante

€= Do.b, 7= Dosp3. (2.5)
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Figura 2.1: Representacao esquematica do Lenteamento Gravitacional.

O ponto fundamental do lenteamento gravitacional consiste em resolver a Eq. e, na
maioria dos casos, essa solucao deve ser obtida numericamente. Nestes calculos numéricos
é conveniente introduzir uma escala caracteristica { no plano das lentes (correspondendo a
uma escala 1y no plano das fontes), de tal forma que possamos trabalhar com coordenadas

adimensionais definidas por

; (2.6a)

11
Il

= o (2.6b)

<y
Il

onde a escolha de &, é arbitraria, de tal forma que é eliminado um parametro na solucao da
equacdo da lente. Por exemplo, escolhendo £ = Dgj, as coordenadas & e i correspondem as

coordenadas angulares 6 e [ respectivamente.

Com as Egs. (2.5)) e (2.6), a equagdo da lente em forma adimensional escreve-se como

j=7—a®), (2.7)
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onde se define o angulo de deflexdo reduzido (usualmente chamado de angulo de deflexao

adimensional), como sendo

a(#) = (ZTIE) 5(6o3). (2.8

Com esta forma adimensional, o problema fisico consiste em determinar a dependéncia do

angulo de deflexao com 7.

Lente Pontual

Como um exemplo da escolha de & na equagao da lente, consideremos o lenteamento de uma
fonte por uma massa pontual. O angulo de deflexdo é dado pela Eq. (1.1)) com r = &, e a

seguinte escolha de &

¢ _\/4GMDOLDLS
0= CzDOS ’

permite escrever a equa¢do da lente, Eq. (2.7)), como

onde x = |Z]. Se x # 1, essa equagao possui duas solugoes

+ /214
7 (%) 2, (2.10)

onde y = |y| e & é o versor na diregao radial.

No caso de um alinhamento perfeito entre uma fonte pontual e a lente (y = 6), temos
a formacao de imagens em x = 1. Devido a simetria circular do problema, essa fonte sera
deformada num anel de raio &, correspondendo a 6y = & /Doy em coordenadas angulares. O

raio angular 6y é chamado Raio de Einstein 0g

4G MD
O =\ 53—, (2.11)
c*DosDor,

e define a escala angular caracteristica do lenteamento. Como veremos no capitulo [3| no caso
de imagens multiplas, a tipica separacao angular entre as imagens é da ordem de 20g; as ima-
gens préximas a este anel sao fortemente magnificada, enquanto que as imagens mais afastadas
dele sofrem pequenas magnificacoes. Em alguns modelos de lentes, esse anel representa formal-
mente a fronteira entre posicao das fontes que sao mapeadas em imagens multiplas das que sao

mapeadas em uma Unica imagem.
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2.3 Magnificacao

Como mencionado na segao anterior, o lenteamento afeta as propriedades da imagem (ou ima-
gens) das fontes lenteadas. Vamos determinar a seguir expressoes para a magnificagdo das

imagens relativa as fontes.

As fontes sdo caracterizadas por seu brilho superficial monocromatico Z,,, definido como o
fluxo monocromatico, JF,, por unidade de area angular dAq: F, = Z,dAq, onde v é a frequéncia

observada.

Como o lenteamento mantem constante o nimero de fétons e é independente da frequéncia
da luz emitida pela fonte, temos que o Brilho Superficial da imagem de uma fonte lenteada I}

coincide com o Brilho Superficial de uma fonte na auséncia do lenteamento 5, [125] 138].

Consideremos uma fonte que subtende uma &rea angular dAS no céu, cujo fluxo mono-

cromético é

F3=15dA3. (2.12)

Ja que I5 = Z', o fluxo monocromatico da imagem que subtende uma drea angular dAf,, é

determinado basicamente pela distorcao desta area, i.e.
Fl =T5dAL,. (2.13)

A magnificacao é definida como a razao entre os fluxos monocromaticos da imagem e da

fonte 1 :
| = % = Zj%, (2.14)
v Q
a qual independe da frequéncia da luz, mas é medida indiretamente (pois F% nao é conhecida).
Entretanto, quando hé imagens multiplas, é possivel medir a razao entre as magnificagoes das

imagens, i.e.

T
g Fj

me  Fi
O fato de existirem mapeamentos que dao origem a imagens miltiplas, leva a definir a mag-

nificao total. Para uma fonte pontual, a magnificacao total é dada pela soma das magnificagoes

de cada uma das imagens, ou seja,

frot = > - (2.15)
k=1

Para uma fonte extensa (pensando nela como uma colegao de fontes pontuais) a magnificagao

é obtida integrando as magnificagoes de cada fonte pontual pesada por seu brilho superficial
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(ver capitulo 7 de [138])
_ [T @) d?y
T ey

onde as integrais sao calculadas sobre a drea subtendida pela fonte extensa e p; é a magnificacao

(2.16)

de uma das imagens de uma fonte pontual localizada em 7.

Agora vejamos como se conecta a magnificagdo de uma imagem com o mapeamento via a
equagao da lente — Eq. (2.7)). Consideremos uma fonte pequena situada em 7 e uma imagem
situada em ¥ com dreas infinitesimais dAY}, e dA$), respectivamente. J4 que as dreas em dois

sistemas de coordenadas estao relacionadas pelo Jacobiano da transformacao, a magnificacao,

Eq. (2.14)), vem dada por
dAL &P -
H=aas, ~ @y [ 651 (2.17)
O fluxo da fonte é aumentado ou diminuido por um fator |u|. Em determinadas posigoes
o Jacobiano pode se anular de modo que a magnificagao diverge formalmente. Estes pon-

tos correspondem as curvas criticas, as quais dividem regioes com magnificagao positiva ou

negativa.

2.4 Funcoes Basicas do Lenteamento Gravitacional

Vimos na Secao que o raio de Einstein fg ou seu equivalente, o Raio Linear de Einstein
Rg = Do 0g, determina a escala longitudinal relevante para o lenteamento gravitacional. Por
exemplo, para uma estrela de massa M ~ M atuante como lente a uma distancia cosmologica
(e.g., a rubro-desvio zy, ~ 0.2) e uma fonte a rubro-desvio z, ~ 0.4, a razao Rg/Rp < 1073
justifica o uso da aproximagao de lente pontual (de fato isto acontece na maioria de casos
de micro e mili-lenteamento). Entretanto, para uma galdxia com massa M ~ 10! M e raio
fisico Rgs ~ 10kpc atuando como lente a zy ~ 0.2, o valor da razao Rgs/Rg 2 3 indica que a
aproximacao da lente pontual nao é boa e portanto é necessario considerar como se distribui a

massa no plano da lente.

2.4.1 Distribuicao Superficial de Massa

Na aproximacao da Lente Fina, ao invés da distribui¢ao tridimensional de massa podemos usar

—

a densidade de massa superficial ¥.. Ela é obtida integrando p(R) ao longo da linha de visada
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(decompondo R = E+ 2z, onde z é o eixo Optico), ou seja

o0
2= [ o€ (2.18)
—0o0

A partir da Eq. (L.1)), o angulo de deflexao escalona linearmente com a massa. Isto garante
que o angulo de deflexdo de um conjunto de objetos pontuais (cada um atuando como lente)
pode ser somado (o que era de se esperar da aproximagao de campo fraco, j& que a gravitacao

¢ linear nesse regime).

Sendo assim, pode-se pensar em uma lente extensa como uma soma de elementos de “area”
de lentes pontuais e que seu correspondente angulo de deflexao seja obtido somando cada uma

das contribuicoes dos elementos de massa, i.e

5 _ 46 / 2(5)%0125 : (2.19)

aé) = =

Figura 2.2: Quantidades é’ e 5’ no plano das lentes.

onde E’ é o vetor correspondente a distancia do elemento de massa dM = Z(f; ) d25’ a origem

(Fig.[2.2). Usando as Eqgs. (2.6a)) e (2.8)), o angulo de deflexdo reduzido tem a seguinte forma

1 =2 (&) ,
N(T) = — d°z 2.20
Oé(x) N /RZ |f— f/|2 Ecrit T ( )
onde Y., a Densidade Superficial Critica, é definida como
C2 DOS
Vit = (2.21)

4G DOLDLS‘
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O lenteamento é completamente caracterizado pela distribuicao de massa superficial. Os
regimes de lenteamento dependem da razao /Y. quando X 2 Y4 é o regime forte e quando

Y < Yt temos o regime fraco.

2.4.2 Potencial Efetivo de Lenteamento

Como foi discutido na Secgao [2.1}, a aprorimacao de campo fraco da Relatividade Geral permite

—

caracterizar o lenteamento pelo potencial ®(R). Equivalentemente a densidade superficial de
masa, define-se o potencial de lenteamento reduzido, ¢(¥), como a projegao de @(é) no plano
da lente [138, [I11], pesada pela distancias observador — lente — fonte e a escala caracteristica

€o

- 2 DisDoy, /OO -
= - ) dz. 2.22
SO(Z') 0253 DOS 0 (503:? Z) z ( )

Pela Fquagao de Poisson, Eq. (2.3)), a densidade superficial de massa, Eq. (2.18), pode ser

escrita como

(6oF) = ﬁ /_ V2067, 2)dz. (2.23)

Decompondo o laplaciano na forma V? = 1/£2V2 + 02/92? e utilizando a Eq. (2.22)), conside-

rando que a contribuigdo 0P /0z se anula no infinito, temos

Vip(i) = 2E§°f). (2.24)

Utilizando a funcdo de Green para o laplaciano bidimensional, que é dada por G(Z,7") =

In|Z — 7’|, o potencial de lenteamento reduzido pode ser escrito como

1 Y& T
o(Z) = —/ In|Z — 3?:’|Md2 . (2.25)
™ JR2 Zcrit
Considerando a identidade V,In|Z — 7| = %, vemos que o angulo de deflexao reduzido,

Eq. , nada mais é do que o gradiente do potencial de lenteamento reduzido, i.e.

A(Z) = Vai(), (2.26)
e portanto a equa¢ao da lente (Eq. escreve-se como

§=7— V(7). (2.27)

Note que o angulo de deflexao pode ser obtido integrando a densidade superficial de massa,



28 Fundamentos das Lentes Gravitacionais

Eq. (2.20)), ou calculando o gradiente do potencial de lenteamento, Eq. (2.26]). Na pratica, a

escolha dependerd do conhecimento de X(£,Z) ou de ¢(Z).

2.4.3 Convergeéncia e Cisalhamento

O efeito da distor¢ao das imagens pelo lenteamento gravitacional pode ser decomposto em um
componente que depende da distribuicao de matéria na lente no ponto em que a imagem ¢
formada e na contribuicao das regioes vizinhas a esse ponto. Estas contribuicoes podem ser

quantificadas calculando as variagoes espaciais (gradiente) do angulo de deflexao, i.e.

L ) 0101p 010y
V.a(Z) = < o O ) = ; (2.28)

0o 02010 D205

que pode ser escrita como
L9,aq + O + L0104 — O (019 + 0
V,a(7) = 2( 101 ey 2( 101 harp) 2( 102 hay)
%(310@ + 82a1) %(c%oq + 82a2) — %(c%oq — 82a2)
B %V%@ + %(311%0 — Onp) %(5’1280 + Oa10) (2.29)
30120 + 01 ) IV2 — L(0up — Ony) |

onde ¢ = p(Z), a; = ;(Z), o simbolo J; denota a derivada (0/dx;) em relagdo a coordenada
x;, o simbolo dz;; denota a segunda derivada em relagao as coordenadas z; e x; (02/ 0z,;0x;)
e onde usamos a Eq. e a comutatividade das derivadas. O primeiro termo na diagonal
da expressao acima (ou seja, relacionado com o traco da matriz) corresponde a convergéncia,

dada por
_ B(67)

(7)==

1 1
= 2 (Orag + Dhg) = §Vig0, (2.30)

onde utilizamos a Eq. . A convergencia é uma quantidade local que caracteriza a distri-
buicao bidimensional de massa em um dado ponto da lente.

O segundo termo da diagonal (ou seja a parte diagonal sem trago da matriz) e o termo fora
da diagonal da Eq. correspondem aos componentes do tensor de cisalhamento. Este
tensor ¢ uma quantidade nao local no sentido de que é gerada pela presenga de distribuicoes de
massa fora da regiao infinitesimal em questao [155].

Definindo

I(Z) = , (2.31)
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temos que

V,a(%) = k(@) + I(Z), (2.32)

onde I é a matriz identidade e 7, (Z) e 72(Z) sao dados por

o 1 1
n(Z) = 2 (O11p — Oaapp) = 5(31% — Oaap) (2.33a)
R 1 1
72(37) = 5 ((912g0 + (921<p) = 5(810[2 + 62@1>. (233b)
Os autovalores de I'(Z) podem ser obtidos ao resolver det[I'(Z) — AI] = 0 e sao dados

por A2 = £v(&), onde ¥(Z) = /3 (%) +73(Z). O escalar v(Z) usualmente é chamado de

cisalhamento e estd relacionado com a proje¢ao dos campos de maré [99].

Para calcular os autovetores (eixos principais) é,, (i = 1,2) de I'(Z) resolvemos a equacao
' — \IJé,, = 0 (onde usamos, por simplicidade, a notacao v; = v(Z), v = v(¥) e I' = ['(7)).

Expressando-os como uma combinacao linear dos versores z;, i.e.

. Ci1 . .
€y = = ;1T + Ci29, (234)
Ci2

obtemos, para o autovalor \; = +~,

Clg = (%) <1 - %) cin, (2.35)
&, =cu [331 + (%) (1 - %) isg} . (2.36)

Utilizando a condigao de normalizagao (é., - €, = 1) temos

1 Y2 Ba! 12 1 a! 1/2
en=—(2)[(1-2 L= —(1-2) . 2.37
H \/5(7>< 7) . \/§< 7) (2:57)

Ja para o autovalor Ay = —~, obtemos

Cog — — (l) <1 + ﬂ) Ca1, (238)
Y2 v
é’yz = C21 |:f1 — (l> (1 + ﬂ) j\f2:| . (239)
2 v

e portanto

e portanto
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Novamente, utilizando a condigao de normalizagao (é., - €,, = 1), obtemos

1 (72> <1 + 71)_1/2 L <1 + 71>1/2 (2.40)
C = — —_ _ 3 C = — — . .
22\ v 272 7y

N
x2
Y, N
4 w» v
’ \ P
7/ /[\
4 NN A/
//, e"h\\ // '\\\
// \\ ///
7
/// \\\ ///
7 \\ a;
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Figura 2.3: Parametrizacdo dos componentes do cisalhamento (painel esquerdo). Eixos princi-
pais do cisalhamento (painel direito). Os eixos é., e é,, subtendem um angulo ¢, com os eixos
21 e . Os angulos referentes ao cisalhamento estao relacionados por w, = 2¢,,.

E conveniente parametrizar os componentes do cisalhamento, em termos do angulo w, de-

finido por (ver painel esquerdo da Fig. [2.3):

tan (w,) = ’B, (2.41)
g

de tal forma que as Eqs. (2.37) e (2.40) s@o escritas como

>, Cig2 — sen(
), C29 :COS(

Contudo, nao podemos esquecer que o0s y; sao os componentes de um tensor simétrico de modo

| &

) , (2.42a)
) . (2.42b)

cp = cos(

L\DLE
SECE

Cy1 = sen <

que, na rotacao dos eixos de coordenadas por um angulo ¢,, eles irao sofrer uma rotacao
equivalente a um angulo 2¢,. Escolhendo w, = 2¢., os componentes do cisalhamento podem

ser escritos como

= ycos (20,), 72 = ysen (26,), (2.43)
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onde e ¢, = %arctan (7—2> é a orientagao do cisalhament. Com a escolha de w, = 2¢.,, temos
71

(ver painel direito da Fig. [2.3)

Ty-€y = COSQny, Ty- €, = sen ., (2.44a)

T1:€y, = —sen¢,, To-€y, = COSP,. (2.44b)

A partir de é,, = >, (Z;-é,,)%; e das Eqgs. (2.44)), os autovetores é,; se relacionam com os
eixos Z; mediante
€y, = I1COS¢py + Tosen o,, (2.45a)

Cy, = —Ziseng, + Lo cos @n, (2.45b)

que nada mais sao do que as féormulas de transformacgao que caracterizam a rotacao de um
sistema de coordenadas num angulo ¢,. Desse modo a parametriza¢ao mostrada na Eq. (2.43)),
¢ equivalente a rotacao do tensor I' num angulo ¢,. Se girarmos este tensor num angulo

¢, seguindo a lei de transformacgao acima, o resultado ¢ o tensor I' diagonalizado, i.e., I' =

diag[y, —7].

2.4.4 Escalonamento das Funcoes de Lenteamento

Como discutido na Secao as vezes ¢ conveniente eliminar um parametro do problema,
utilizando uma escolha apropriada da escala caracteristica &. A seguir discutiremos como se
transformam algumas fungoes de lenteamento entre duas escolhas distintas dessa escala, &, tal
que 5 = & e & tal que 5 = £ @. Dado que a densidade superficial de massa deve ter o mesmo

valor numa posicao fisica &, i.e.,

2(&) = L(6®) = T(&T),

independente da escolha das escalas caracteristicas, é facil mostrar que as funcgoes de lentea-

mento sao escalonadas da seguinte forma [17]:

e Potencial da Lente:

o) = (2—2)2@ (2.46)

INote que, nesta parametrizacdo, o cisalhamento em Z ao longo do angulo ¢~ ¢ idéntico ao produzido ao
longo do angulo ¢~ + 7 e por isso, é suficiente considerar o intervalo 0 < ¢, < 7.
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° Angulo de Deflexao:
a@) = 2a(7) (2.47)

e Convergéncia e os componentes do cisalhamento:

&

50) 5(@), 74(3)]. (2.48)

o)) =

2.5 Propriedades Locais das Imagens e Fontes: Mapea-

mento

O lenteamento gravitacional pode ser pensado como uma transformacao de coordenadas do

plano da lente ao plano da fonte. Esta transformagao é descrita localmente pela matriz Jaco-

9y
- () a9

Como o determinante de A;; relaciona as dreas dos planos das lentes e das fontes e dado que

biana dada por

estas dreas se relacionam pela magnificacao, Eq. (2.14), a matriz acima é chamada de tensor

de magnificacao inverso. O seu determinante ¢ a inversa da magnificagao

N
HE) = oA

(2.50)

A partir da Eq. (2.7), podemos expressar A;; em fungao das derivadas de @(Z) ou equiva-
lentemente, da Eq. (2.27), em fungao das segundas derivadas de ¢(Z).

Aij(7) = 6ij — 0;0(T) = 045 — 0:0jp(T). (2.51)

Usando as Eqgs. (2.31), (2.32)) e (2.43)), A;; pode ser escrito como

l—k=m  —7

A = =(1-rI-T
—2 l—r+m
— 1w Loy . cos (2¢,)  sen(2¢,) . (2.52)
0 1 sen (2¢,) — cos(2¢,)

Desta forma, o significado fisico da convergéncia e do cisalhamento torna-se mais evidente.

Enquanto a convergéncia atua causando um aumento isotrépico da imagem da fonte, o cisa-
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lhamento atua causando anisotropia (distor¢ao) da imagem da fonte (sem preservar a drea da

mesma).

Somente Convergéncia

Convergéncia + Cisalhamento

X
2
N
€. x A
oA e
\ Y
\ =TT >v
\ _--" ="
\ ’,,/ - //
\ - = s
P -~ //
-7 \ — e
&= Y.

Figura 2.4: Representacao esquemaética da agao da convergeéncia e cisalhamento sobre uma fonte
circular infinitesimal de raio Ry. Enquanto a convergéncia magnifica isotropicamente a imagem
(fonte mapeada num circulo de raio Ry), a acdo conjunta da convergéncia e do cisalhamento
deforma a fonte numa elipse com semieixos maior a = Ryj; € menor b = Rypg, onde fiq 9 sa0
os esticamentos associados as diregoes é,, e é,, (Egs. [2.54).

Na Fig. mostramos esquematicamente a acao da convergéncia e cisalhamento sobre

uma fonte circular infinitesimal de raio Ry. No painel esquerdo, consideramos o caso de uma

distribuigao uniforme de massa para a qual 3 = ¥, (e portanto v = 0). Logo, a fonte é mapeada

num circulo de raio By = Ry(1 — k)™!, com magnificio p = (1 — k)72,

2

No painel direito, a

fonte ¢ mapeada numa elipse com semieixos a = Ry(1 — k —v) ™' e b = Ry(1 — k + )}, com

magnificagao p = [(1 — k)? — 7?71

Ao girar o sistema de coordenadas num

(2.45), A;; fica diagonalizada, na posigao &,

A(7)

com autovalores

A1

1—

angulo ¢, e usando a lei de transformagao, Eq.

K= 0
0 1—r+7y 7
= 1_I€_ry7
= 1_’%—’_77

(2.53)

(2.54a)
(2.54b)
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onde, naturalmente, estes autovalores estao associados as direcoes é,, e é,,. Como o cisalha-
mento determina a distorcao das imagens, tem-se que as direcoes da distor¢ao de uma imagem
sao determinadas pelos eizos principais do cisalhamento, €, e é,,, respetivamente.

Podemos escrever a magnificacao, Eq. , em funcao dos autovalores do tensor de

mapeamento. 1 1

A seguir discutiremos as propriedades das imagens, considerando a paridade e nimero de

imagens e também as curvas criticas e cdusticas.

2.5.1 Paridade e Numero de Imagens

A paridade das imagens é determinada pelo sinal da magnificagdo. Podemos usar os sinais do
determinante e do traco de A (tr A) para classificar a paridade das imagens [21) 138]. Podem

ser distinguidos trés tipos de imagens:

Tipo I: det A > 0 e tr A > 0 (ambos autovalores com o sinal positivo).
Tipo II: det A < 0 (autovalores com sinal oposto).

Tipo III: detA > 0 e tr A < 0 (ambos autovalores com sinal negativo).

As imagens tipo I e III tém paridade positiva e sua orientacao é preservada. As imagens de
tipo I tém paridade negativa e sua orientacio ¢ invertida?

Com relagao ao nimero de imagens, considerando uma lente com massa total finita e para
a qual o angulo de deflexdo «(Z) é continuo e tende a zero no centro, tem-se que para fontes

localizadas nas regides em que det A # 0, as seguintes condicoes sao validas [70]:

a) ny > 1;

b) nget = 11 + nyp + nypp é finito;

c) ny+nm = ng+ 1;

d) Se a fonte nao estiver alinhada o suficiente com a diregao da lente (¥ > ), niyot = np = 1,

onde ny, ny € nyr sdo o numero de imagens do tipo I, IT e III respectivamente. A partir de (b)
e (¢), o nimero total de imagens sempre serd impar n, = 2ny + 1. Este resultado é conhecido

como o teorema de Burke [29).

2Na Pag. 164 de [138] hd uma dedugéo formal do conceito de paridade das imagens.
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Como consequéncia da positividade da densidade superficial de massa (), umas das ima-
gens observadas sempre serd do tipo n; com magnificagao p > 1 [70, [125] [138].

Note que a condicao de finitude da massa implica em que X(¥) caia mais rdpido que |Z]~2
para |Z| — oco. Jé a continuidade do angulo de deflexao no centro requer que ¥(Z) caia mais
devagar que |7|~! para |Z| — 0. Em particular, o teorema de Burke é vélido mesmo para lentes
com densidades superficial de massa divergentes no centro, desde que seja valida essa condicao
[109, 96].

Se ha uma divergéncia no centro da distribuicao de massa, com comportamento mais ingreme
que |Z]™t (o que ocorre em varios modelos de lente) uma premissa deste teorema é violada e
ele nao pode ser aplicado. Em muitos sistemas observados ¢é identificado um ntmero par de
imagens. Isso poderia ser considerado como uma evidéncia em favor de distribuicoes de densi-
dade que divergem no centro de forma ingreme. Por outro lado, mesmo se nao héa divergéncia
desde que 3(Z) aumente consideravelmente no centro, uma das imagens seréd formada na regiao
central da lente e, além disso, ela é fortemente desmagnificada (k> 1, vy ~0e puox k2 < 1).
Esses dois fatores podem explicar a nao deteccao dessas imagens centrais sem a necessidade
de supor a existéncia de divergéncia na densidade de massa das lentes. No entanto, a nao
detecgao dessas imagens centrais implica em que ao menos a densidade deve ser muito elevada

nas regioes centrais dessas lentes.

2.5.2 Curvas Criticas e Causticas

Como foi discutido na Secao [2.3] as curvas criticas correspondem as regioes no plano das lentes
onde det A = 0, ou seja, ao menos um autovalor de A se anula na curva critica. Portanto,
de modo geral, o sinal do autovalor muda entre duas regioes separadas por uma curva critica.
Dessa forma, estas curvas dividem as regioes com diferente paridade.

As causticas s@o o mapeamento das curvas criticas no plano das fontes. E possivel mostrar
que estas curvas dividem as regioes com diferente multiplicidade [29]. As imagens das fontes nas
vizinhangas das cdusticas sdo fortemente distorcidas (ja que A\; < 1 ou Ay < 1). No capitulo
B, descreveremos um tipo especial de imagens fortemente distorcidas: os Arcos Gravitacionais.

Sobre a multiplicidade das imagens, o teorema de Burke [29] também pode ser expressado
em funcao do nimero de cdusticas: para um modelo de lente com A&(Z) continuo em todos os
pontos e com N, cdusticas de tamanho finito, se verifica que se uma fonte cruzar N cdusticas,
esta serd mapeada em 2N + 1 imagens e portanto, o numero mdximo de imagens a serem

formadas € dado por 2N, + 1.



Capitulo 3

Modelos de Lentes e Formacao de

Arcos Gravitacionais

Neste capitulo descreveremos as propriedades de alguns modelos de lentes extensas. Em especial
focaremos nos modelos baseados nos perfis radiais do tipo Singular Isotérmico e Navarro—Frenk—
White. Consideraremos modelos com simetria circular (Segoes - , com distribuicao de
massa eliptica (Segao e com potencial eliptico (Segao que serao usados no restante
desta tese. Também serao abordadas a formacao de arcos gravitacionais e as grandezas que os

caracterizam (Se¢ao [3.6)).

3.1 Modelos com Simetria Axial

Para modelos de lentes com perfil de densidade esférico p(R = \/m), a densidade proje-
tada, Eq. , tem simetria circular, o que permite substituir o vetor 5 por seu médulo € na
expressao para a densidade projetada; ou seja, Z(g) = X(¢).

Calculemos o angulo de deflexao integrando a expressao . Para isso, escolhemos uma
circunferéncia de raioE] x = |Z| com o0 mesmo centro que a densidade projetada, como mostrado

na Fig. 3.1 Pela simetria axial, na Eq. (2.20)), # pode ser escolhido ao longo do eixo z1, de

modo que os termos que contém Z = (x,0) e & = z'(cos ¢, sen ¢) ficam

T—7 = (x — 2 cosp,x’ sin ),

17— 7| = 2® + 2" — 222 cos ¢.

!Neste capitulo escolheu-se trabalhar com coordenadas adimensionais na representagao polar = \/x? + x3
e ¢ = arctan (xa/21).
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Figura 3.1: Esquema que evidencia os parametros relevantes de uma lente com simetria axial.

[Py

O centro da lente é representado por “o”.

Rescrevendo o elemento de 4rea d*# como x'dx’d¢, temos que o angulo de deflexao pode ser

decomposto em

~

a(z) = ay ()T + as(z)o, (3.1)

a; = - / Tia" Y (Eox")da’ (3.2)
Crl 0
e
2m x — 2’ coso
I, (2" = do, 3.3
(=) /0 22 + 2% — 222’ cos ¢ ¢ (3:3)
27 /
x'sen ¢
Zy(z") = de. 3.3b
o) /0 22 + 2% — 222’ cos ¢ ¢ ( )

O componente perpendicular é ficil de ser obtido, pois Zy(z') = 0. J4 Z, é dada por (ver, por
exemplo, a referéncia [145])

T.(2") = ?@(x —a'),

onde ©(x —z’) é a fungao degrau de Heavside. Com isso, o componente radial (daqui em diante

denotado como a(x)) é

a(z) = z /Oz x'mdx’ = SL‘M = zk(z), (3.4)

X crit ZCrit

onde X(& ) e K(z) sao a densidade superficial e convergéncia médias dentro de um circulo de
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raio z, definidas como

S(6r) = —g/owxlx(foxl)dfla (3.5)
Rlz) = Zéif:) (3.6)

Ja que a escolha particular usada acima continua sendo valida para qualquer outra escolha

de 7, temos que o angulo de deflexao (3.1]) tem apenas a componente radial de modo que

a1(¥) = ax)cos o, (3.7a)
as(¥) = afx)sine. (3.7b)

Lembrando que a massa da lente dentro de um determinado raio (parametro de impacto) é dada
por M(x) = nz*%(x), temos que a Eq. se assemelha & expressao do angulo de deflexao
devido a uma lente pontual (Eq. . Esta semelhanca pode ser interpretada como o Teorema
de Gauss para lentes gravitacionais, ja que somente a massa da lente interna ao parametro de
impacto influenciard na deflexao do feixe de luz, causando uma deflexao idéntica a de uma lente

pontual com essa massa.

A expressao (3.7) mostra que o célculo de deflexao reduz-se a um problema unidimensional

e portanto, o potencial da lente (Eq. é

o(x) = /Oz a(z")ds! (3.8)

e a equacao da lente (Eq. , se escreve como

7= (r—a)t=uz(l—-R)i, (3.9)

=

onde a = a(x) e k = R(z). Note que a fonte e a(s) imagem(s) sdo colineares, como se poderia

esperar pela simetria axial da lente (e portanto auséncia do componente ¢ na deflexao).

A seguir, obteremos as expressoes para a convergéncia (Eq. [2.30) e os componentes do
cisalhamento (Eq. [2.33)) e para isso, é necessario calcular as derivadas parciais cartesianas 0;

(1 =1,2) em cada componente da Eq. (3.7). Por simplicidade, expressando essas derivadas em
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termos das derivadas parciais polaresEL temos

da(x) a(x)

ooy (z) = 7 cos® ¢ + — sen 2o, (3.10a)

Oacizy(z) = doc‘l—ff) sen 2 + @ cos® ¢, (3.10b)

Dan(z) = % [@ - dfgq sen 26 = Dy (), (3.10¢)

de tal forma que

K(z) = % [@ + dj‘lff)} , (3.11a)

_ Eéfof) (3.11b)

o) = 3|2 - B) (3.11¢)

_ 2(50@2;?(50”3) — R(2) - k(). (3.11d)

7(r) = —v(x)cos2p, ()= —y(z)sin2¢, (3.11e)

A matriz jacobiana é dada pela Eq. (2.52) com ¢, = ¢+ 7/2 e portanto, os eixos principais
do cisalhamento sao

éy = —d1 5 G+ Fycosp = (3.12)

€y, = —T1COS P — Tosin g = —12. (3.13)

Os autovalores associados a cada uma destas diregdes €., e é,, (Egs. [2.54)), denotados por \; e

A, respectivamente, sao

Ne=p; 0 = 1— @ (3.14a)
d
M=l o= 1- (zl;x), (3.14b)

onde usamos as relagoes (3.11a)) e (3.11¢). Naturalmente, y; e u, correspondem aos esticamentos

nas diregoes tangencial e radial, respectivamente.

Os valores de x tais que A; (A\,) = 0 ou p; (pr)— £oo definem as curvas critica tangencial

2Na transformacao de coordenas cartesianas a polares, temos que
1 . . 1
01 =co500, — —sing 0y € 0o =singdy + — cos ¢ 0.
x x

Como o angulo de deflexao é radial, tem-se que dga =0 e 0, = d%.
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(e radial). Para modelos com simetria axial essas curvas sao circulos concéntricos, sendo o
externo correspondente a curva critica tangencial e o interno correspondente a radial. Também
¢ possivel mostrar, com a equacdao da lente, que a curva critica tangencial ¢ mapeada em um
ponto — o centro (cdustica tangencial) e que a curva critica radial também é mapeada em um

circulo (cdustica radial).

Como discutido na Secao [2.5] fontes situadas dentro da cdustica radial serdo mapeadas em
trés imagens. J&, fontes situadas fora desta caustica serao mapeadas somente em uma imagem.
Uma excecao é o caso das lentes com angulo de deflexao divergente no centro, para as quais
uma fonte situada dentro da caustica radial formard apenas duas imagens. Como a distorcao
das imagens é determinada pelos eixos principais do cisalhamento, naturalmente, temos que
as imagens formadas préximas a curva critica tangencial (radial) serdo esticadas na dire¢ao
tangencial (radial). Pela simetria axial, dado que d(x,¢) = d(x,¢ + 7), as imagens formadas

sao colineares.

3.2 Modelo da Esfera Isotérmica Singular

O modelo mais simples para o lenteamento gravitacional por galaxias ¢ a Esfera Isotérmica
Singular (SIS, da sigla em inglés Singular Isothermal Sphere). O perfil de densidade deste
modelo é obtido ao assumir uma distribuicao de matéria com simetria esférica comportando-se

como um gés ideal isotérmico em equilibrio hidrostatico e é dado por [146), [13§]

0.2

pR) = 2, (3.15)

onde ¢? ¢ a dispersao de velocidades unidimensional das particulas. Apesar do comporta-
mento singular na origem (dai o nome do perfil), este modelo descreve razoavelmente bem a

distribuigdo de matéria na escala de galaxias [147].

Através da projegao (Eq. [2.18]) desse perfil de densidade, obtém-se

2crit

Y(éox) = , 3.16
(€or) = = (3.16)
onde escolheu-se o rato de Einstein, & = Gg—%-u como sendo a escala caracteristica. Ao substituir

a equagao acima na Eq. (3.5), a densidade superficial média contida num circulo de raio z, é

S(éor) = Z;“t (3.17)
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e consequentemente, de (3.6 temos que

R(x) = —. (3.18)

Substituindo as Eqgs. (3.16)) e (3.17] ou [3.18)) nas Eqgs. (3.7)) e (3.11)) obtemos as expressoes

para as fungoes de lenteamento:

i) = 4 (3.192)
W) = oo (3.19b)
1) = o (3.19¢)

O potencial da lente, Eq. (3.8), é dado por
o(x) =, (3.20)
a equagao da lente, Eq. (3.9)), é
7= (x—1). (3.21)

A Matriz Jacobiana, Eq. (2.52) com as expressoes para k(x) e y(z) definidas acima, é

A - 1— (1/x)sin*¢  (1/27)sin2¢ | (3.22)
(1/2z)sin2¢ 1 — (1/x)cos®¢

a qual possui autovalores tangencial, )\, e radial, \., dados por

1
AM=1—— A\ =1 (3.23)

x
e, consequentemente, a magnificacao é

1
pt=detA =\ =1— = (3.24)

T

Observe que neste caso, como A, = 1, as imagens das fontes lenteadas nao sofrerao esticamentos
ao longo da direcao radial e, além disso, nao havera curva critica e caustica radiais. De fato
det A se anula apenas em =z = 1; de modo que a SIS possui apenas uma curva critica (a

tangencial).
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3.2.1 Propriedades das imagens: fontes pontuais

As imagens de uma fonte pontual podem ser obtidas ao inverter a equacdo da lente. Tirando o

moédulo na expressao (3.21)) obtemos as solugoes
ry=1=%y. (3.25)

A magnificacao correspondente a imagem de uma fonte infinitesimal em cada uma dessas

posigoes (Eq. [3.24) é dada por
1
o =14+ - (3.26)
Y

Da Eq. temos que, se y > 1, a equacdo da lente (Eq. tem uma tunica solugao,
r = 1+y, com magnificacao 1 < py = (14 1/y) < 2; ou seja, a imagem tem paridade positiva.

Ja, se y < 1, a Eq. tem duas solug:()esE]7 uma em = = 1 + y (externa a curva critica),
com paridade positiva (py), e outra em x = 1 — y (dentro da curva critica) com paridade
negativa (pu_). A separagao angular entre as imagens é de Ax = 2.

Note que quando y — 1, uma das imagens serd formada em x = 2 (com magnificagao
p+ = 2) enquanto que a outra serd demagnificada totalmente (u_ = 0) e, consequentemente,
desaparecera em x = 0. No caso em que y < 1, as imagens estao localizadas em  ~ 1 com
magnificagoes que dependem do inverso da distancia entre a fonte e a caustica (situada em
y = 0). J4, quando y = 0 as imagens sao formadas em x = 1, formalmente com magnificac¢ao

infinita.

3.2.2 Propriedades das imagens: fontes extensas

As solucoes acima podem ser estendidas para o caso de fontes extensas. Basta usar a equacdo
da lente para mapear um conjunto de fontes pontuais representando a borda de uma fonte
finita, de modo a obter as bordas das imagens. Representemos um ponto qualquer de uma
fonte circular por Ry = y — 5o (Fig. com Ry = |§0| sendo seu raio. Substituindo ¢ pela
Eq. e escrevendo 5y em componentes polares nas coordenadas do plano das imagemﬂ
(g1 =cosop +singd ey =—sinda +COS¢$) como

So = (S0,1 COS P+ Sp2 sing) T + (—sp1 sin g + s cos @) (ﬁ, (3.27)

30bserve que este é um caso tipico onde o Teorema de Burke (das imagens fmpares) nao se aplica pois o
nimero de imagens é par, devido & divergéncia do angulo de deflexdo no centro da lente.

4Note que, apesar de  ser radial no sistema de coordenadas no plano das fontes, ndo necessariamente o sers
em termos dos versores no plano da lente.
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<

S0

Figura 3.2: Esquema de uma fonte circular, ilustrando a nomenclatura utilizada no texto.

de tal forma que

Ry = yu + 440, (3.28)
com
Yy =0T — 1 — 8p1C0S0 — Sp28in¢ (3.29)
e
Yg 1= —S0,1 511 ¢ + S 2 COS P. (3.30)

Usando que \50]2 = R? e resolvendo para 3, (e portanto para x), obtemos

2 =14 501 cos¢ + o sing & /RE — ¢ (3.31)
e as respectivas equacoes paramétricas dos contornos das imagens, sao
21 =2 cos p, 25 = 2P sing, (0< ¢ < 2r), (3.32)

onde os sinais positivo e negativo correspondem as bordas externas e internas das imagens,
respectivamente (ver Fig. [3.3)).
Note que, da Eq. (3.31)) o critério para formacao de imagens é dado por

R} —y5 > 0. (3.33)

Para o caso em que |Ry — 5| < 1, ao varrer ¢ de 0 a 27 a condi¢ao acima é satisfeita 2 vezes;
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Figura 3.3: Solucao analitica para arcos correspondente a uma fonte circular lenteada pela SIS.
As bordas vermelha e azul representam as solucoes z*) da Eq. 1) O circulo preto é a
curva critica tangencial.

isto é, serao formadas duas imagens. J4, para |Ry— S| > 1 a condigao acima é satisfeita apenas
uma vez, pelo que teremos a formagao de uma tdnica imagem. A condigio R% — yi = 0 define

os extremos angulares das imagens.

A partir da expressao (3.31)), como esperado, as imagens de uma fonte localizada préxima
do centro, tém formas de arcos localizadas nas vizinhancas da curva critica tangencial (Fig.
3.3). J4, quando a fonte estd na origem, é formado um anel centrado na origem (o anel de

Fistein), de raio médio « = 1, com largura ) — 2(5) = R,

Para o caso de fontes elipticas (com elipticidade ¢;) e orientacao ¢g, o procedimento para
obter a solugao sera feito em duas etapas. Primeiro, descrevemos uma elipse orientada ao longo

do eixo x7 pela equacao
ég =V 1— Es[(?j— g()) . .@1].@1 + vV 1+ 85[(g— gg) . :%2]:%2, (334)

tal que | Rp| seja constante sobre elipses (ver painel esquerdo da Fig. [3.4). Expressando &; (i =

1,2) em funcao de 7 e é, e efetuando o produto interno temos que

(¥ — S0) - T1 = Yy COS P + Yy Sin @ (3.35)
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Figura 3.4: Representacao esquematica dos contornos de fontes elipticas, alinhada com o eixo
principal (painel esquerdo) e com inclinagdo em um angulo ¢y em relacdo ao eixo principal
(painel direito).

(¥ — S0) - T2 = Y, sin ¢ — y, cOS @, (3.36)

onde y, e y, sao dados nas Eqs. (3.29) e (3.30)), respectivamente. A seguir, giramos esses

componentes num angulo ¢q (ver painel direito na Fig. [3.4)), de modo que a orientagao da fonte

seja arbitraria. Assim (¥ — 8p) - Z;, sdo dados pelas expressoes acima com a substituigdo

¢ — ¢ = — do. (3.37)
Logo, usando |Ry|? = R2, temos

Ry = y2(1 — 4008 20) + Yo (—2¢, sin 20y,) + yi(l + £4€082¢). (3.38)

Resolvendo essa equagao para y, (e portanto, para x) obtemos

1 ~ —
2F) =1+ 50, cos ¢+ s sin g + g [Yess sin2¢ + \/SR(QJ —(1- 62)%] : (3.39)

onde

S =1—¢e,cos2¢. (3.40)

Naturalmente, as equagoes paramétricas dos contornos das imagens sao dadas em (|3.32)

com a correspondente expressao de z*) obtida acima. A condicdo de formacio de imagens é
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dada por
SRy — (1 —¢el)y; >0 (3.41)

e de modo similar as fontes circulares, a condicao acima é satisfeita 1 ou 2 vezes.

0.5

()
o

-0.5

Figura 3.5: Solugao analitica para uma fonte eliptica com e, = 0.8 e ¢g = w/4 (elipse central)
lenteada pela SIS. Circulo e ponto pretos sao a curva critica e caustica tangenciais, respectiva-
mente.

A expressao (3.39) também descreve a formacao de arcos e do anel de FEinstein. No caso
|50] = 0 o anel seréd centrado na origem com raio médio x = 1, mas a largura serd uma fungao
de ¢ dada por Ry/ VS , sendo a largura maxima ao longo da direcao da orientagao da fonte,

como mostrado na Fig.

3.3 Modelo de Navarro—Frenk—White

O modelo da SIS é muito 1util pois permite trabalhar analiticamente as propriedades do len-
teamento e ajusta bem o perfil de galdxias. No entanto, simulacoes de N-corpos mostraram
que o modelo da SIS nao representa bem a distribuicao de massa em halos de matéria escura
[52, 157, 151, B7]. Por outro lado, Navarro—Frenk—White verificaram o surgimento de um per-
fil de densidade aproximadamente universal nessas simulagées (o chamado perfil NFW). Eles

mostraram que as médias angulares da distribui¢ao de densidades de cada aglomerado sao bem
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ajustadas por uma expressao do tipo [112, [113]

p(R) = R/Ts(lft R (3.42)

onde ps e ry sao uma densidade caracteristica e uma escala radial, respectivamente. Segundo
esse perfil, nas regioes proximas ao centro do aglomerado (R < r,) tem-se que p oc R™! (mais
suave que a SIS) enquanto nas regices mais afastadas do centro (R > r,), tem-se que p o R~3
(cai mais rapidamente que a SIS). Estas diferencas entre ambos perfis, resultam em diferengas

marcadas nas propriedades de lenteamento [124), [86], [TOT].

Naturalmente, a massa dentro de uma regiao de raio r, esta relacionada com os parametros

ps € Ts e é dada por [31]
M(r) = / 4rR*p(R)dR = 4mper® /g(C), (3.43)
0

onde C' = & é chamado de parametro de concentragao e
S

9(C) = . (3.44)

Note que M diverge para r — o0; entretanto, é possivel definir um “raio do aglomerado”ra
como sendo aquele que engloba uma regiao com uma densidade A vezes maior do que uma
determinada densidade de referéncia — pyr. Uma escolha usual para o valor de A é 200 [112].
A densidade p,er pode ser, por exemplo, a densidade critica (perit), média total (p) ou de massa

(pm) do universo. Usando a definigao de ra, a densidade caracteristica é dada por

A

Ps = gg(c>pref (345)
e r, fica como
ra 1 [ 3Ma \"?
BT Co o (zmApref) (3.46)

Projetando o perfil (3.42)), através da Eq. (2.18)), e escolhendo &, = rg, obtém-se [13], 152]

S(&ox) = 21spsF(2), (3.47)
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onde F(z) é dada por

( 1 1
x2_1<1—ﬁamtan( 33'2—1)), r>1
F(x) =14 1/3, r=1

1 1
(1 — ———=arctanh(v1 — :EQ)) . r <1

A densidade superficial média, Eq. (3.5)), tem a seguinte expressao

S(er) = T G(a), (3.49)

onde G(z) é dada por

1
1n(£)+—arctan( 2—1), z>1
e —1
G(r)=<¢ 1+Inl/2, r=1

x 1
- — 2
In (2> + marctanh(\/l z?), x <L

Usualmente, neste modelo, acostuma-se definir uma convergéncia caracteristica, dada por

PsTs
s = y 3.49
" ZJcrit ( )

a qual sera utilizada para parametrizar a distribuicao de massa projetada dos aglomerados.

Com a defini¢ao de x4 acima, ao substituir (3.47) e (3.48)) nas Eqs. (3.4) e (3.11)) obtemos

as expressoes para as fungoes de lenteamento

d(z) = 4K5Gif”)@, (3.50a)
k(z) = 2kKsF(z), (3.50b)

— F(x)} (3.50¢)
e o potencial da lente, Eq. (3.8]), é dado por

o(x) = 2r5h(x), (3.51)
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onde .
In® (§> — arctan® (v/1 —22), z<1

h(z) = (3.52)

In? (%) + arctanh®(v/22 — 1), z > 1.

O parametro k4 determina todas as propriedades da lente em unidades adimensionais (com
a escolha de & = rg). Como vimos acima, ks pode ser expressado em termos da massa e
parametro de concentragdo do aglomerado e das distancias observador — lente — fonte (Egs.

B.45), [3.46] ¢ [5.49).

Outra possibilidade é expressar k, em funcao de uma velocidade caracteristica o, em vez
da massa, como proposto por J.-P. Kneib na referéncia [79]. Com essa escolha o potencial da

lente (dimensional) para o modelo NFW é dado, por construgao, por [79)

2
DOL Oy, Ts

p(§) = 67TD—OS§§h($)a (3.53)

onde ¢ é a velocidade da luz, h(z) é dado pela Eq. (3.52) e 0, é a velocidade caracteristica,

cujo significado é similar a velocidade de dispersao, e é definida por

ol = ngsr,?. (3.54)

Para obter a relagao entre os parametros k4 € 0,, usamos a relacao de escalonamento para

os potenciais (Eq. com & =1e & =ry), de modo qud

P(6) = F—(a) (355)

Comparando a Eq. (3.51)) com a Eq. (3.53) e utilizando a substitui¢ao acima, obtem-se

_ 3n DrsDoy, (%)2

3.56
> Dos (3.56)

Rs
C

Essa relacao sera til para comparar nossos resultados nas Segoes e[7.1.2] com os da
referéncia [56].

A equacao da lente é dada pela Eq. com a expressao para d(x) dada acima e a Matriz
Jacobiana é dada pela Eq. com as expressoes para x(x) e y(z) definidas acima. Os

®Salientamos que nossa expressio para o potencial da lente ¢(z), Eq. (2.22), que é a mesma que a usada na
referéncia [I7], é diferente da usada na referéncia [79] por um fator 1/Dgop,, por isso é necessdrio substituir (z)

por ¢(z)/Dor.
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autovalores desta matriz (Eq. sao

N = 1—4"5;@, (3.57)
A o= 1+ 4k, {G;(;B)—F(x)] (3.58)

Neste caso, se observa que este modelo possui duas curvas criticas: uma externa (a tangencial)
e uma interna (a radial). E de se esperar que as imagens de fontes lenteadas por este modelo
sofram deformacgoes em ambas diregoes, tangencial e radial (ver Fig. [3.6), ao contrario do
modelo da SIS.

Existem varios codigos publicos que calculam as propriedades de lenteamento deste modelo
(entre varios) como por exemplo o Gravlens [77] e o Lenstool [79]. Por outro lado, ji que as
andlises pretendidas nesta tese sao orientadas a estatistica de arcos gravitacionais e como esses
cédigos nao as oferecem diretamente; foi necessério desenvolver um cédigo numérico para obter
as curvas criticas e causticas, dentre outras quantidades que serao explicadas na Secao [3.6|e na

Parte [lI| (uma descrigao deste cddigo é encontrada no Apéndice |A)).

3.3.1 Propriedades das Imagens

Na Fig. [3.6] ilustramos as cdusticas e curvas criticas desse modelo, assim como as imagens
(painel direito) correspondendo as fontes mostradas no painel esquerdo. As curvas criticas e

causticas foram obtidas com nosso codigo e as imagens foram obtidas com o aplicativo Gravlens.

Seguindo a discussao apresentada na Segao temos, como esperado, que a fonte ciano,
localizada em |5y| = 0.75, fora das cdustica, possui uma unica imagem, de tipo I, com baixa
distorgao, localizada fora da curva critica tangencial e com magnificagao p > 1.

As outras fontes (de cores: ficsia, laranja e verde) sofrem lenteamento forte e, ja que ha
uma caustica de tamanho finito (a radial), cada uma delas é mapeada em trés imagensﬁ. As
imagens do tipo I estao localizadas fora da curva critica tangencial com p > 1; as imagens
do tipo II, entre as curvas criticas, também tém |u| > 1; ja as imagens de tipo III, dentro
da curva critica radial, sao demagnificadas ;¢ < 1. Note que, ao menos uma das imagens da
fonte fucsia é mais esticada na direcao radial enquanto que, as duas imagens da fonte verde

sao mais esticadas na dire¢ao tangencial e tém aparéncia de arcos; como esperado, pois essas

6Como discutido na Secdo [2.5.1] este modelo exemplifica a validade do teorema de Burke quando o dngulo
de deflex@o é continuo no centro da lente («(x) — 0, quando  — 0), mesmo que a densidade de massa seja
divergente.
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Figura 3.6: Lenteamento de fontes circulares (de raio Ry = 0.02) por uma lente do tipo NFW
com r; = 1.0. Painel esquerdo: causticas e fontes em diferentes posicoes. Painel direito: curvas
criticas e as imagens correspondentes a cada fonte.

fontes estao proximas das causticas radial e tangencial, respectivamente. Note também que
a separacao angular entre as imagens do tipo I e Il é aproximadamente duas vezes o raio de
Finstein (raio da curva critica tangencial).

A fonte de cor amarela (situada sobre a cdustica tangencial) é mapeada em trés imagens: a
central (demagnificada) e duas préximas a curva critica tangencial (fortemente magnificadas),
uma na parte interna e outra na externa, que se fundem, formando o anel de Finstein com

largura Rj.

3.3.2 Intervalo de valores de k;,

Para guiar nossos estudos do modelo NFW é importante verificar o intervalo esperado de valores

de ks para aglomerados de galdxias. Para isso, escrevemos kg em fungao dos parametros do

aglomerado e das distancias cosmolégicas. Substituindo as expressoes (3.45)) e (3.46) em ((3.49)):

/3 1/3
gC Aplref 2 MA
=¥( 3 ) (E - (3:59)

Em situacoes realistas, é suficiente considerar lentes no intervalo de rubro-desvio 0.1 <

zr, < 2 com massas no intervalo 10MMy < Ma—g < 10'M, [62] e fontes no intervalo

0.5 < zg < 7. Como mostrado na referéncia [120], esses intervalos englobam as aplicagdes de
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lenteamento por aglomerados nas mais diversas situagoes, como lenteamento fraco, formacao

de arcos gravitacionais e procura de galdxias a rubro-desvios altos.

Para calcular x4 (Eq. escolhemos alguns zg, z;, e My nesses intervalos: (a) zg = 0.5,
zp = 0.1 e Mogy = 10My; (b) 2 =7, 20 = 1.6 e Mygy = 2 x 10 Mg e (¢c) 25 =7, 21, = 1.6
e Mayyy = 4 x 10 M. A configuracio (c) representa um limite superior do que se espera obter
para kg na natureza. Para o parametro de concentragao C, usamos uma funcao distribuicao de
probabilidades para a relacao entre C' e My proposta na referéncia [I14]. Dada a natureza
probabilistica da relagao P(C|M, z) geramos um grande nimero de realizacoes de C' com essa
distribuicao para cada My, 21, € zg, de modo a obter a média e o desvio padrao da distribuicao

de k. decorrente.

Para obter x, em funcao da cosmologia, Msgg, 21, 25 € para gerar os valores de C' utilizamos
a biblioteca SLtools (da sigla em inglés para Strong Lensing Tools), cuja documentagao estd
disponivel em http://che.cbpf.br/sltools. Assumindo um modelo ACDM padrao, com €, =
0.3, Qx = 0.7 ¢ Hy = 7T0kms 'Mpc~! e para os valores dados em (a), (b) e (c), calculamos 300
vezes o parametro de concentragdo (usando a fungao get_nfw_concentration) e com esse valor,
calculamos k4 (usando a fungao compute_lens_model). Para cada um desses casos, calculamos o
valor médio (com seu desvio padrao) obtendo para (a): ks = 0.05+0.02; (b): £s = 0.38 £ 0.10
e (c¢): ks = 0.90 £ 0.23.

Como serd mostrado na Secao (6.2, a se¢ao de choque para formacao de arcos cai abrupta-
mente com k. Em outras palavras, a eficiéncia para a formacao de arcos é muito baixa para
configuragoes com baixo valor de k,. Desse modo, esperamos ter poucos ou nenhum sistema no
limite inferior de k,. Além disso, do ponto de vista numérico, é complicado lidar com sistemas
com baixo ks. Por essas razoes limitaremos nossas analises a valores superiores a 0.05. Em al-
guns casos, devido a precisao numérica do nosso cédigo (Apéndice , consideraremos um valor
minimo de 0.08. J4 para o limite superior de ks escolheremos o limite superior de (c¢) em cerca
de 30, assegurando a inclusao dos casos mais extremos de k4 (que sdo também, geralmente, os

mais eficientes em termos de produgao de arcos).

Dessa forma, na maior parte das andlises a serem mostradas nos proximos capitulos, consi-

deraremos o seguinte intervalo de k,:

0.08 < kg < 1.5.


http://che.cbpf.br/sltools
http://che.cbpf.br/sltools/de/d88/namespaceget__nfw__concentration.html
http://che.cbpf.br/sltools/d8/d78/namespacecompute__lens__model.html
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3.4 Modelos Elipticos

Embora os modelos com simetria axial reproduzam algumas caracteristicas basicas do fenomeno
de lenteamento, as observagoes mostram que em muitos sistemas de lenteamento forte as ima-
gens formadas, além de serem em nimero maior que trés, nao sao colineares. Além disso, é
sabido que os aglomerados de galaxias em geral tém forma triaxial e, em primeira aproximacao,
sua densidade de massa pode ser representada por elipsoides. Portanto, uma modelagem um
pouco mais realista é considerar modelos com simetria eliptica, isto é, modelos cuja distribuicao
de massa projetada é constante sobre elipsesﬂ Tais modelos podem ser construidos a partir
de modelos com simetria axial, substituindo a varidvel radial (que é constante sobre circulos)
por uma que possua simetria eliptica (ou seja, constante sobre elipses), ou seja, fazendo a
substituicao

r— 7= (a2} + agl’g)l/Q =z (a; cos® ¢ + az sin® ¢) 2 : (3.60)

sendo a; e ay os parametros que determinam a elipticidade, a qual é definida como

elipticidade :== 1 — /22 (3.61)

a1

sempre que aj € as Sejam o0s semieixos maior e menor, respetivamente.

Os modelos com distribuicao de massa eliptica sao obtidos distorcendo a convergéncia dos

modelos axialmente simétricos utilizando a substituicao,
k(x) = Kk(Z), (3.62)

onde 7 é dado pela Eq. [24, 25, 26]. Definindo a; = 1/a% e ay = 1/b% e assumindo
ax > by, temos que a elipticidade (Eq. da distribuicao de massa projetada, que sera
denotada por ey, é dada por

ey =1— b—z (3.63)

ay,

De modo geral, ndo é possivel obter uma expressao analitica para o potencial da lente (Eq.
3.8) a partir da convergéncia dada por (3.62)). No entanto, nas referéncias [139, [11] foi mostrado
que é possivel escrever as derivadas do potencial em termos de integrais unidimensionais (que
geralmente devem ser calculadas numericamente). Recentemente, G. Caminha mostrou em seu

trabalho de mestrado [31] uma generalizacdo dessas expressoes para ay e by genéricos. Nesse

“"Lembrando que a projecdo de um elipsoide no plano é uma elipse, independentemente da orientacao.
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caso, as derivadas do potencial sao dadas por

Op(x,¢) = axbsJyxcoso, (3.64a)
Orp(z,9) = axbsJy xsing, (3.64b)
Onp(zr,¢) = axgbs (Jo + K, 22 cos® ¢) , (3.64c)
822<p(x, gb) = agbz (Jl + K2 1‘2 Sin2 ¢) s (364d)
Oep(x,0) = agbsKj xsin2g, (3.64e)
onde, as integrais sao,
! K(m(u))
Jn(z, @) = / du 3.65
o @ ™ [1— (1~ " 0
e
' ur'(m(u))
K,(z,¢) = / du, 3.66
MR ey b )ul' T 1= (1= ad)u]* " 200
sendo a varidvel m definida como
cos? ¢ sin? ¢ 12
m_”[1—(1—a“g)u 1—(1—b%)u] (3:67)

, 1 dk(m)
e (m) =5 =am

Substituindo as expressoes (3.64) nas definicoes do angulo de deflexdo (Eq. [2.26) e dos

, com a defini¢do de k(z) dada na Eq. (2.30)).

componentes do cisalhamento ([2.33]), obtemos as expressoes mais gerais para as fungdes de

lenteamento destes modelos.

Na Parte [II] desta tese trabalharemos com o modelo Elipsoide Isotérmico Singular (SIE, da

sigla para Singular Isothermal Ellipsoid) cuja convergéncia é dada por

K(F) = - (3.68)

2%

Nesse caso é possivel obter expressoes analiticas para Jy, Ji, Ko, K1 e Ky. Definindo py = 1—a,

pr=1-0b%eQ=10%+ (a% —b%)cos’ ¢ — 1, temos (paran = 0,1) [33]

11 Pn+ @
Jp = ———==arct , 3.69
" pn+Qarcan< 1+Q> (3.69)

K, = € cot” (¢ +nm/2) _ ! arctan P+ @
T g V1i+Q sin? (¢ + nm/2)v/pn + Q

(3.70)
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1

Também trabalharemos com o modelo NFW Eliptico (ENFW, da sigla para Elliptical —
NFW), cuja convergéncia (Eq. [3.50b]) é

k(%) = 287 F(2), (3.72)

onde x> é a convergéncia caracterfstica (Eq. [3.49) do modelo NFW.

Em particular, escolheremos & com a parametrizagao
ay, = (1 — 62)_1/2 (§ bz = (1 — 82)1/2, (373)

ja que ela mantém constante a massa dentro de um contorno de convergéncia (em comparagao
com o modelo axial) e os cddigos numéricos elaborados por G. Caminha [31], que serao utilizados

nesta tese, sao baseados nessa parametrizagao.

3.5 Modelos Pseudoelipticos

Uma alternativa computacionalmente economica quando comparada aos modelos com distri-
buicao de massa eliptica corresponde a modelos com potencial eliptico, que serao objeto dos
estudos desta tese. Estes serao analisados em mais detalhes a seguir, incluindo uma discussao

das causticas, curvas criticas, mapeamento de fontes e propriedades das imagens.

Os potenciais elipticos sao obtidos distorcendo o potencial circular por uma variavel radial

que tenha simetria eliptica [20], ou seja,

o(r) = ¢ = p(T), (3.74)

onde z é dado em (|3.60)).

De modo geral, mostraremos que, é possivel obter as funcoes de lenteamento destes modelos

para qualquer escolha de a; e az na Eq. (3.60). Para o sistema de coordenadas definido por

T ~ T -
Ty = —— Cos ¢, Ty = ——sen o, (3.75)
\ a2
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¢ = arctan (\/Etan qzﬁ), (3.76)
aq

temos que os operadores Vz = 210; + 7202 € Vi = 203 + ¢03, se transformam seguindo

onde

Vz=J"1% #.)Vz., onde J é o Jacobiano da transformacio é dado por

L ocosd ——Zsend
IEhH=| v o
\/a_2senq§ \/a_2C08¢

de modo que

O = Jajcospdz — @ sen s, (3.77a)
Dy = \Jagsen¢d; + Y= \/_ cos ¢(9 (3.77b)

Dessa forma, o angulo de deflexao (Eq. [2.26]) é dado por [50]

ai = [ M) Ly o [ c@Vacse ) (3.78)

e o) /azsin &

De modo similar ao célculo acima, obtemos

O (¥) = a [d(Z—? s+ a;x) senzqﬁ} (3.79a)
Dr1(T) = ag [docél—g) sen 2 + oz(;) cos 4 (3.79b)
Do (%) = — (121612 [a(;) — d(;)} sen 20 = dyon. (7). (3.79¢)

Para obter a convergéncia, substituimos as expressoes acima em (2.30)) e, das relagoes (3.11)),

a o« .
expressando T e — em funcao de k e v, temos
T

() = 3 (ar o 6+ aysin §)[s(E) — ()] + 5 (o sin® &+ s cos” H(7) + (7)),

onde k(Z) e v(Z) sado a convergéncia e cisalhamento dos modelos axiais (com a substitui¢ao

x — &). Colocando k(%) e v(Z) em evidéncia, simplificando os termos e definindo

Ale) = %(al ta) e Ble) = %(al — ), (3.80)
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temos

ke (T) = A(e)r(Z) — B(e)y(Z) cos 2¢. (3.81)

Esta distribuicao de massa oriunda dos modelos pseudoelipticos possui, de modo geral, duas
limitacoes |20, 82 138, [75]: (i) a partir de um determinado valor da elipticidade, ela adquire
forma de halteres e (ii) ela pode assumir valores negativos em algumas regides. No Capitulo
bl estudaremos e determinaremos esses limites fisicos na regiao onde é esperado ter a formagao
de arcos gravitacionais.

Note que expressao foi deduzida a partir de um potencial eliptico, sendo possivel
mostrar que essa distribuicao de massa é aproximadamente eliptica a baixas elipticidades. Isso
nos motivou a estabelecer relagoes entre os parametros que caracterizam distribui¢oes da massa
elipticas e pseudoelipticas, como serd mostrado no Capitulo [7}

Continuando com a deducao das funcgoes de lenteamento, de forma similar a dedugao da
convergencia, € possivel mostrar que os componentes do cisalhamento, Eq. , sao dados

por

me(T) = B(e)m(i)—A(a)y(i)cosQé, (3.82a)
() = —/A%(e) — B*(e)(F) sin 29 (3.82Db)

e portanto, o cisalhamentoﬂ é

(@) = A()7(@) - 2A(e)B(e)k(2)7(F) cos 29

+B2(e)[%(Z) — sin® 2¢7%(2)). (3.83)

Salientamos que as expressoes gerais dadas nas Eqgs. - estao sendo apresentadas
pela primeira vez, até onde sabemos, nesta tese.

Ha varias escolhas usuais para se definir a elipticidade a partir dos semieizos a; e ao, € para
qualquer uma delas, as expressoes deduzidas acima sao analiticamente simplesﬂ Por exemplo,

no primeiro trabalho sobre modelos pseudoelipticos [20], foi escolhido

ap=1—¢c e ay=1+¢, (3.84)

8Essa expressio é equivalente & Eq. (19) da referéncia [56] fazendo-se a substituindo cos2¢ — sin2¢. De
fato, hd um erro de digitagdo nessa referéncia. Além das Egs. terem sido conferidas, isso foi verificado
junto aos autores dessa referéncia.

9A0 contrario do que afirmaram Golse & Kneib em [56], onde é dito que a simplicidade das expressdes de
ke e de 7. somente é possivel se é escolhida uma determinada parametrizagao, mostramos que é possivel ter
expressoes simples para essas fungoes para qualquer parametrizagao.
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onde £ é um parametro definido a partir de (b/a)* = (1 —¢)/(1 + €), sendo a e b os semieixos
maior e menor das curvas equipotenciais, respectivamente. Para comparar nossos resultados
com andlises prévias [56, [72] usaremos essa parametrizagao, embora muitas das expressoes serao

apresentadas em sua forma geral, ou seja, para qualquer escolha de ay e as.

Outra parametrizacao usada na literatura é [101]:
a=1—c, e ay=1/(1-¢,), (3.85)

onde €, é a elipticidade das curvas equipotenciais, i.e., €, := 1 — b/a (que corresponde a
defini¢ao padrao de elipticidade, Eq. [3.61]). Para a parametrizagao acima é possivel mostrar

que as expressoes de k. e de ;. deduzidas aqui e na referéncia [87] sdo as mesmas.

A equivaléncia entre as parametrizagoes (3.84)) e (3.85)) é dada por [56]

1—¢
=1—4/ . .
o 11z (3.86)

Note que é possivel obter analiticamente as funcoes de lenteamento dos modelos pseu-

doelipticos a partir de modelos axiais de trés maneiras: a) conhecendo analiticamente ¢(x), o
distorcemos a forma eliptica e calculamos as primeiras e segundas derivadas dele, de forma tal

que usando as definigoes (2.26)), (2.30]) e (2.33) obtemos «a.(Z), k-(Z) e vi(Z). b) Conhecendo

analiticamente a(x), é feita a substituicdo x — Z e usando as relagoes (3.11a) e (3.11c|) sao

calculados k(%) e v(Z) e ¢) conhecendo analiticamente ¥(x) é calculada a densidade superficial
média X(z), é feita a substituicio # — ¥ e usando as relacdes (3.4), (3.11b) e (3.11d) sdo
calculados a (%), k(Z) e y(Z). Nos casos (b) e (c) as expressoes gerais (3.78)) — (3.83]) sdo obtidas

automaticamente.

Naturalmente os autovalores associados as diregéeﬂ €y, € €4, SA0

A = 1= k(%) — (), (3.87a)
A = 1=k (Z) + (D). (3.87h)

Como discutido anteriormente, as curvas criticas dos modelos axiais sao circulos concéntricos.
Entretanto, nos modelos pseudoelipticos, a baixas elipticidades essas curvas sao préximas de

elipses e a grandes elipticidades elas téem forma de halteres. Ja as causticas tangencial e radial,

10Manteremos as nomenclaturas tangencial e radial para os eixos principais do cisalhamento €y, € €,, Tes-
pectivamente, pois as distor¢oes das imagens nestes modelos sao aproximadamente ao longo destas diregoes
[50].
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que originalmente sao um ponto e um circulo, ficam com forma de astroide (onde os segmentos
arqueados sao as dobras e as pontas sao as cuspides) e tipo elipse, respectivamente (ver Fig.
57).

Conforme discutido na Se¢ao [2.5.2] ja que usualmente os modelos pseudoelipticos tém duas
causticas de tamanho finito, é de se esperar que o nimero maximo de imagens formadas seja
cinco. As fontes situadas fora das causticas sao mapeadas em apenas uma imagem. As fontes
situadas dentro de uma caustica sao mapeadas em trés imagens e, finalmente, as fontes situadas
dentro de duas cdusticas sdo mapeadas em cinco (ver Fig. . A diferenca dos modelos

circulares, as imagens formadas por estes modelos, nao sao colineares.

: — 0.8 ‘ ‘ ‘ ‘ 15 ——T
0.5~ _...__ ---- Tangenciah ---- ll"angencia] L ---- Tangencial|
1 L RS -+ Radial L ) ---- Radial ] ---- Radial
. 1 3 1+ _
025 ; X | 04+ ERAN .\\ - F 1 - 1
; 3 A | ’[// \\\‘ 0.5 //,’ N -
2oooF o =05 e b 4 Y o3 3 P03 e Yy Op—enll s et
\ Y / F ‘:\\ A 1 05 N 4 ,”"/ u
0.251- . / i | NS | I y 7
" E 0.4 SAVEY
L s ) 4 o 1 ,
0.5 T : I |
! R P S R 08 | | ! . Y Y R
-0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 3.7: Causticas e multiplicidade de imagens para modelos pseudoelipticos. Os gréficos
mostrados correspondem ao modelo PNFW, com a parametrizacao (3.84), para ¥ = 0.8 e
e = 0.1 (esquerda), € = 0.3 (centro) e ¢ = 0.5 (direita).

No caso de distribui¢oes de massa para as quais o angulo de deflexao é divergente no centro
usualmente, o nimero de imagens a serem formadas serao em ntimero par (seguindo a discussao
do teorema de Burke). Assim, as fontes situadas dentro de uma cdustica, sao mapeadas em
duas imagens e as situadas dentro de duas causticas sao mapeadas em quatro imagens.

Para fontes finitas, quando as fontes estao situadas sobre as dobras (cuspides) ocorre a fusao
de duas (trés) imagens. Naturalmente, as imagens formadas proximas a curva critica tangencial
(radial) sdo esticadas na dire¢do tangencial (radial). Essas caracteristicas sdo mostradas na Fig.

3.8 (que corresponde a um modelo PNFW com baixa elipticidade).

3.5.1 Modelo da SIEP

Dentre os modelos pseudoelipticos, o modelo mais simples é o Potencial Eliptico Singular
Isotérmico (obtido a partir do modelo da SIS) , que serd chamado de SIEP (da sigla em inglés

para Singular Isothermal Elliptic Potential) pois como mostraremos, este modelo, além de ter
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expressoes simples para k. e 7., também tem solucoes analiticas para a equacgao da lente para
fontes finitas. Em especial, obteremos a solucao dessa equagao para o caso de fontes elipticas
com orientacao arbitraria, solucoes que, até onde sabemos, serao apresentadas pela primeira

vez nesta tese.

Substituindo as expressoes (3.19)) em (3.78)), (3.81)) e (3.83)), obtém-se

0. (Z) = (\/ay cos ¢, /az sin @) (3.88)

ke(Z) = [A(e) — B(e) cos 2&] (2)7! = 7.(2). (3.89)

Usando as Eqs. (3.87) e a equac@o acima, temos que os autovalores associados as diregoes

tangencial e radial sao

Ao=1—|A(e) - B(e) cos 2&] (#) (3.90)

A =1, (3.91)

respectivamente. De modo similar a SIS, as imagens das fontes lenteadas por este modelo nao
sofrerao esticamentos ao longo da direcao radial e, naturalmente, a SIEP tem somente uma

curva critica (a tangencial).

A variavel radial dessa curva critica é dada por

_ A(e) — B(e)cos2¢ A?(e) — B2(e) (3.92)
t Vaicos2p+agsin® ¢ (A(e) + B(e) cos 2¢)%% '
e as correspondentes equagoes paramétricas sao
Tip = T4 COSP € To = TySin Q. (3.93)

As equagoes paramétricas da cdustica tangencial sao obtidas substituindo as Egs. (3.88]) e (3.93))

na equacao da lente, i.e.

Y1t = Tt — \/ECOS &; Yor = Lot — \/@sin <Z~5 (3.94)

onde usamos a Eq. (3.78). Da equagao acima, como esperado, é possivel mostrar que a cdustica
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tangencial é uma astroide, com suas correspondentes dobras e cispides.

3.5.2 Propriedades das Imagens da SIEP: Fontes Extensas

De modo similar & solucao da equacao da lente para uma fonte circular de raio Ry e localizada

em 5y = (So.1, So2) lenteada pela SIS, temos que o contorno dessa fonte lenteada por este modelo,

é dado por
Ry = (xcosp — s1)T1 + (zsing — $9)io, (3.95)
onde
s1 = s1(g,0) = \/a_lcosng + 50,1, (3.96)
55 = s(e,0) = Vazsing + so. (3.97)

Usando R2 = |Ry|* e resolvendo para x obtemos

2E) = 5, cos ¢ + sy8in ¢ + \/Rg — (—s71 sin ¢ + s5 cos ¢)2. (3.98)

Note que a condigao de formacao de imagens é dada por com a substituicao ys —

—s18in ¢ + s9 cos . De modo similar a solucao apresentada para a SIS, o niimero de imagens

formadas corresponde ao nimero de vezes que o argumento da raiz quadrada é positivo.
Analogamente a expressao (13.34]), os contornos de fontes elipticas com raio efetivo Ry,

elipticidade ¢4, inclinagao ¢ e localizadas em Sy, sao descritos por
Ry =+1— es(zcosd — 5,2 + V1 +e,(rsing — 53)2, (3.99)
onde

51 = §1C08 Qg+ Sg8in ¢, (3.100)

59 = —s18ingy + S9 o8 ¢y (3.101)

e ¢ é dado em 1) Usando, R3 = |§0|2, resolvendo para x e simplificando, obtém-se

® == {(1 —£5)51c05¢ + (1 +¢2,)5ysin ¢ & \/S’Rg — (1 — &2)(—5; sin ¢ + 55 cos (5)2] ,
(3.102)
onde S é dado em (3.40). Naturalmente a condicao de formacao de imagens é dada pela Eq.

| —
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(3.41)) com a substituigio ys — —5; sin ¢ + 55 cos .

As equagbes paramétricas dos contornos das imagens sdo dadas pela expressao (3.32)) com

+*) dada por (3.98) ou (3.102) para uma fonte circular ou eliptica respectivamente. No caso

da elipticidade do potencial nula (potencial axial), estas expressoes se reduzem as expressoes
(3.31)) e (3.39)), respectivamente.
Como mencionado anteriormente, a solucao analitica para fontes elipticas no modelo da

SIEP (Eq. [3.102)) estd sendo apresentada pela primeira vez nesta tese.

3.5.3 Modelo PNFW

Outro modelo muito usado é o Navarro-Frenk-White Pseudoeliptico; daqui na frente PNFW
(da sigla em inglés para Pseudo-FElliptical NFW). Este modelo foi proposto pela primeira vez
em 2002 [56, 100]. Uma motivagdo para estudar este modelo é dada por suas aplicagbes na
estatistica de arcos por aglomerados [55, 10T, 102, 104, 105]; por seu uso na determinagao
da distribui¢do de massa de aglomerados a partir dos arcos observados [36, [103] e porque foi
implementado nos softwares mais conhecidos de lentes gravitacionais [77, [79] 150], j& que os

modelos pseudoelipticos em geral sao numericamente rapidos.

As fungoes de lenteamento deste modelo sao dadas pelas expressoes (3.78)), (3.81) e (3.83)
com as respectivas expressoes para «(z), £(x) e y(x) do modelo NFW (Egs. 3.50]). Aqui deno-

taremos a convergéncia caracteristica (Eq. como k¥, para diferencid-la da convergéncia
caracteristica do modelo NF'W eliptico (ou ENFW). No Capitulo m estabeleceremos relacoes de
mapeamento entre esses dois parametros.

De modo similar ao modelo NFW, apesar das fungoes de lenteamento terem expressoes
analiticas, as curvas criticas, causticas e contornos de convergéncia constante (que serao ampla-
mente usados nos proximos capitulos) requerem métodos numéricos para serem obtidos. Para
isso, n6s desenvolvemos um c6édigo numérico (ver Apéndice[A)), que obtém . (7), k(T) e 1-(Z) e
calcula (e grafica) as curvas mencionadas acima, tanto no plano das fontes quanto das imagens,
para qualquer escolha de a; e as.

Na figura [3.8 ilustramos as cdusticas e curvas criticas do modelo PNFW para «% = 0.75 e
g, = 0.1, com a escolhg'{a; =1 e ay = (1 —g,)7/2, assim como as imagens (painéis direitos)
correspondendo as fontes mostradas nos painéis esquerdos. As curvas criticas e cdusticas foram

obtidas com nosso c6digo e as fontes/imagens foram obtidas com o aplicativo Gravlens.

1 Essa escolha foi feita para poder comparar nosso cédigo com o Gravlens que utiliza essa parametrizacao.
Com essa escolha as curvas criticas tém eixo maior ao longo de z1; no entanto, o Gravlens obtém as essas curvas
ao longo do eixo xy; por isso, tivemos que definir (no Gravlens) a orientagao da elipticidade como sendo 90
graus.
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Figura 3.8:

Lenteamento por um modelo do tipo PNFW parametrizado por % = 0.75 e

e, = 0.1. Fontes em diversas posi¢des em relacao as causticas (painéis esquerdos). Imagens
correspondentes a cada fonte e curvas criticas (painéis direitos).
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Como esperado da Segao [2.5] o nimero méximo de imagens formadas por esse modelo é
cinco (fontes dentro da cdustica tangencial); quando as fontes estdao entre as cdusticas, elas
sao mapeadas em trés imagens, a primeira de tipo I (externa a curva critica tangencial) tem
p > 1; a segunda, de tipo II (entre as curvas criticas), tem magnificagao |u| > 1 e a terceira,
do tipo III (interna a curva critica radial) tem p < 1. Desse modo, a fonte marrom, situada
na origem, é mapeada em cinco imagens, sendo que quatro delas formam um arranjo conhecido
como Cruz de Finstein. As imagens da fonte laranja sofrem, naturalmente, esticamentos na
direcao tangencial. Duas das imagens da fonte azul, situada sobre a dobra, se fundem em uma
unica imagem. Ja quando a fonte estd sobre a ctuspide, trés de suas imagens sao fundidas em
uma tnica. Em ambos casos temos a formacao de arcos tangenciais (arcos de fusdo). Para a
fonte ciano, sobre a caustica radial, duas de suas imagens sao fusionadas, dando surgimento a

um arco radial e finalmente, a fonte fora das causticas sofre um lenteamento mais fraco.

3.6 Arcos Gravitacionais e Secao de Choque

Os arcos sao formados quando as fontes se localizam proximas as causticas, os chamados arcos
de deformagdo (veja Fig. e fonte laranja da Fig. ou quando as fontes estao sobre as
dobras ou cuspides das causticas, os chamados arcos de fusdo, consequéncia da fusao de duas
ou trés imagens, respectivamente (veja Fig. . Em todos estes casos, os arcos aparecem nas
vizinhangas das curvas criticas e, segundo suas orientagoes, sao classificados como radiais ou
tangenciais.

Arcos radiais sao dificeis de serem detectados pois sao embebidos na luz das lentes ja que
sao formados nas regides mais centrais e sdo comumente ténues [I3], [16]. Ja os arcos tangenciais
sao detectados com mais facilidade e em maior nimero que os radiais [134]. Por estes motivos
focaremos em arcos tangenciais. Em particular, os calculos nesta tese serao orientados a regiao
onde sao formados (ou seja, préximo da curva critica tangencial).

Um critério simples para identificar um arco é utilizar a razao entre o comprimento e a
largura das imagens (daqui em diante L/W do inglés length e width). Com este critério se diz
que uma imagem é um arco se a razao L/W é maior do que um determinado limiar (L/W )y,
sendo uma escolha usual o valor 10 (também é usado (L/W )i = 7.5, dentre outros valores).
Embora o conceito de arco seja simples, as medidas de L e W nao sao univocas e sao muito

sensiveis aos efeitos observacionais como o seeindT_Z] e o ruido das imagens, dependendo da

120 seeing afeta as medidas de L e W ao borrar a imagem. Em particular, W é mais afetado do que L,
alterando a razéo axial L/W.
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luminosidade do arco [105].

Nos calculos numéricos para a obtencao das propriedades dos arcos é usado o método de
reconstru¢ao de imagens [108, 12, B2]. Este método consiste em resolver a equacio da lente
em cada ponto da fonte. Em cada uma das imagens resultantes desse processo sao medidas
L e W e portanto L/W. Sao poucos os modelos para os quais ha expressoes analiticas para
imagens (geralmente modelos baseados na SIS) de modo que, em geral, estes processos sao
computacionalmente custosos, ja que é necessario resolver a equacao da lente N, vezes para

cada fonte (N, é o niimero de pontos da fonte).

3.6.1 Aproximagao local para a razao L/W

Afim de evitar os procedimentos dispendiosos para obter a razao L/W, pode-se usar uma
aproximacao local para a razao axial L/W. Essa aproximagao estd baseada no fato de que
fontes circulares infinitesimais de raio Ry (préximas da cdustica tangencial) sdo mapeadas em
elipses com semieixos maior, a = Rg|u:|, e menor, b = Ry|u,|, onde u,; sdo as distor¢oes radial
e tangencial (ver Fig. [2.4). Nesse caso L/W = 2a/2b = |p/p,|, de modo que a razao axial
pode ser aproximada por [153, [12]:

Ar

Hel |2
At

T

~ |Ry| = |2 = [=2]. (3.103)

L
W

Essa aproximagao é muito 1til, j& que uma propriedade nao local (razao L/W') é substituida
por uma quantidade local (\./)\;) calculada no centro do arco. A aproximagao acima é valida
para fontes infinitesimais circulares e funciona bem para arcos de deformacao mas nao para os
de fusao [132, 49, [50].

Podemos definir uma regiao tal que a deformagao local em seu interior é maior do que um
determinado limiar Ry, tal que L/W =~ |R)| > Ru. Esta regido é limitada pelas curvas de
distor¢ao constante, que denotaremos por Ry = £ Ry, (0s casos particulares Ry =0 e Ry = 00

correspondem as curvas criticas radial e tangencial, respectivamente).

O modelo da SIEP tem uma expressao analitica simples para a razao Ry. A partir das Eqgs.

(3.90) e (3.91)), temos Ry = \;*, logo

1
Ry = . (3.104)

1 — |A(e) — B(e) cos 26| (7)1

Resolvendo para , temos que as varidveis radiais das curvas Ry = £ Ry, (daqui em diante x))
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sao dadas por

Rmin
- Bx= Run
Rmin - 1’ A
Ty =1y X (3.105)
Rmin
Ry = — Ry
Rmin + 1’ g

onde z; ¢ dada na Eq. (3.92). As equagoes paramétricas das curvas de distor¢do, no plano das
lentes, sao

Ty = T)C08P, Toy =xpsing (0 < ¢ < 2m). (3.106)

J& as equagoes paramétricas correspondentes no plano das fontes sao dadas por (3.94)), onde
x;y ¢ substituida por x;, (i = 1,2). Embora triviais, até onde sabemos esta é a primeira vez
em que as erpressoes acima sao apresentadas.

Para os modelos que proveem do perfil NFW (tenham simetria axial ou eliptica) ao igual
que no caso das curvas criticas, resolver as equagoes Ry(r1,Z2) = £ Ru, nao é trivial e sdo
necessarios métodos numéricos. Para isso, também foi implementado no nosso cédigo o calculo
dos contornos de distor¢ao constante com limiar Ry, (Apéndice . Exemplos dessas curvas

serao mostradas nos Capitulos ] -

3.6.2 Secao de Choque para Formacao de Arcos

A eficiéncia de uma lente para produzir arcos com propriedades especificas (neste caso, uma
determinada razao axial minima) pode ser quantificada pela segdo de choque para a formagao de
arcos. Esta é definida como a drea efetiva, no plano das fontes, na qual as fontes sao mapeadas

em arcos com uma razao L/W excedendo um valor minimo (L/W )min, ou seja,

1
(LW )i = / &5 = = / d*n, (3.107)
S 0Ss JS

onde é usada a relagao e a integracao é feita sobre uma regiao S, tal que uma fonte
nela contida produzird ao menos um arco com razao axial superior a (L/W)yin. Se uma fonte
produzir N imagens com L/W > (L/W )y, esse elemento de drea sera contado N vezes (daf
drea efetiva). Essa escolha se deve ao uso de ¢ para calcular o nimero de arcos e portanto cada
regiao deve ser pesada pela sua multiplicidade na formacao de arcos. Naturalmente, o /w),..
depende do valor de (L/W )y, e dos parametros das lentes, e pode depender também das
propriedades das fontes.

Para calcular a secao de choque para fontes finitas de forma acurada utiliza-se geralmente o

método de reconstrucao de imagens, obtendo-se as imagens para um grande nimero de fontes
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distribuidas no plano das fontes. Os elementos de area nos quais as fontes produzem arcos
sao contados na integral , pesados pela multiplicidade. No entanto, esse método para
calcular ¢ é computacionalmente dispendioso, pois requer a solucao da equacao da lente para
um grande niimero de fontes (e com muitos pontos cada) para cada lente.

A necessidade de realizar muitos calculos de o, para uma distribuicao de lentes e em vérias
cosmologias, visando o estudo da estatistica de arcos, levou a proposta de métodos semia-
naliticos para calcular a segdo de choque. Um método semianalitico, proposto por Fedeli [48],
usa a aproximagao de fontes circulares infinitesimais (Eq. para substituir L/W por
uma quantidade local, requerendo o célculo em apenas um ponto (em vez de uma fonte finita).
Nesse caso, a regiao S na qual é calculada a integral fica determinada simplesmente pela
condigao |Ry| > Ruin = (L/W)mi"} Essas regides, juntamente com as curvas correspondentes
a Ry = +Ruin € Ry = — Ry, sao mostradas na Fig. para varios valores de R,;,. A forma
complexa dessa regiao e o fato de ter que levar em conta a multiplicidade de cada ponto (seria
necessério calcular Ry, = R)(Zi(7)), onde i é cada imagem) e ver quantas imagens possuem
|R}| > Ruin) torna esse célculo um pouco complexo.

Por outro lado, calcular a se¢ao de choque utilizando o plano da lente é muito simples.
O elemento de drea é dado por d*n = |det A|d*¢. J4 a regiao de integracao ¢ definida por
|Ry| > R e fica limitada pelas curvas Ry = 4+ Ry € Ry = — Ruin definindo claramente os
limites de integragao (ver Fig. . Aqui Ry é calculada naturalmente no plano das lentes,
nao requerendo portanto nenhuma inversao da equacdo da lente. Também por essa razao (R
calculada no plano das lentes) o peso pela multiplicidade é levado em conta naturalmente, ja
que cada ponto com |Ry| > Ry, corresponderia a um tnico arco.

Assim, a secao de choque é dada simplesmente por

1

= |det A|d2¢.
D%S |R)\|>Rmin

O-Rmin

Essa quantidade serd chamada secao de choque de deformag¢ao pois usa como critério a de-
formacao Ry. Além disso, a aproximacao de fontes circulares infinitesimais é mais acurada
para arcos de deformagao.

Usando a relacao (2.6) e d*y = detA(y, £)d*7 podemos definir a segao de choque em forma

&\
= OR. . 1
JRmm ( DOL ) O-Rmm ? (3 08)

adimensional op_, por

13Note que aqui Ry é calculado no plano das fontes Ry () = R(Z(¥)) e requer a inversdo da equacdo da lente
no ponto & para ser obtida.
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Figura 3.9: Curvas de distor¢ao constante, no plano das fontes, do modelo PNFW para k¥ = 1.0
e ¢ = 0.1. Nas regioes de cor amarela as fontes infinitesimais sao mapeadas em arcos com razao
|Ry| > Ruin- O painel superior esquerdo até o painel inferior direito: Ry, = 7.5, Ruim = 10.0,
Ruyin = 12.5 e Ry, = 15.
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Figura 3.10: Curvas de distorcao constante, no plano das lentes, do modelo PNFW para
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onde

GR,. = / |det A(Z)|d*z. (3.109)
‘R)\‘>Rmi“

Os resultados do calculo de op,,, para os modelos SIEP e PNFW e sua dependéncia com

os parametros desses modelos serao abordados nos Capitulos [6] ¢ [9]



Capitulo 4

Método Perturbativo para Arcos

Gravitacionais

Como mostrado nas Secoes ~[B.3] quando uma fonte pontual esté perfeitamente alinhada
com uma lente com simetria axial, sua imagem serd um anel perfeito (o anel de Einstein).
Entretanto, se a fonte nao esta mais alinhada com a lente ou esta ultima nao possui simetria
axial, esse anel pode ser quebrado em arcos.

Normalmente os arcos tém solugao numérica, exceto para alguns exemplos de lente e fonte
especificos como os discutidos nas Segoes e (modelos da SIS e SIEP). Entretanto,
recentemente foi proposto por C. Alard [4] um Método Perturbativo baseado na ideia de que
os arcos sao perturbacoes do anel de Einstein. Nesta abordagem ¢é obtida uma solucao pertur-
bativa da equacao da lente, vélida nas vizinhancas da curva critica tangencial, para modelos
que possuem “pequenos’[l] desvios em relacio a simetria axial. A partir desta solugdo é possivel
obter expressoes analiticas para arcos gravitacionais formadas por fontes finitas (com forma
eliptica). Neste capitulo descreveremos este Método Perturbativo e o aplicaremos para deter-

minar propriedades do mapeamento e dos arcos (como seu comprimento e largura).

4.1 Aproximacao Perturbativa

Por conveniéncia trabalhemos com coordenadas polares (x, ¢) com as quais a equagao da lente,

Eq. (2.27)), se escreve como
9, 10y -
7= (x——“0>55———¢ . (4.1)

Na situacao do anel de Einstein — fonte localizada na origem, 3 = 0, e lente com simetria

'No Capfitulo [8| quantificaremos o dominio da validade dessa aproximacao para os modelos da SIEP e PNFW.
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axial descrita por um potencial ¢y — a equagao acima se reduz a

—0, (4.2)

cuja solucao sera denotada por x = xg.

No método perturbativo para arcos, a solu¢ao acima é perturbada através do deslocamento
da fonte (em relagao a origem) e/ou quebrando a simetria circular do potencial [4]
y=105,
p(x) = po(x) + 04 (x, ),

(4.3)

onde § é um parametro adimensional que indica a intensidade da perturbacao e serd tratado
como infinitesimal, enquanto a estrutura de ¥ (z, ¢) determina o desvio da circularidade do
potencial (ou seja, a parte nao axialmente simétrica). A resposta a essas perturbagoes é dada

pelo deslocamento da coordenada radial, no plano da lente, i.e.,

r=zp+0x. (4.4)

Como mencionado, no método perturbativo encontram-se solucoes nas vizinhangas do anel

de Einstein e portanto, é possivel expandir o potencial nas em torno do raio de Einstein —zg

o= [Cot0fu(d)] (x —zp)", (4.5)
onde
1 [ d"po
Cn = E{dx"L:xE’ 46)
_ Lo
= = 5] (4.7

n=1 n=0

65 = <xE +0z =Y n[Ch+6f] (6x)"_1> i— ﬁ% (Z [Cr + 0 fn] (5:6)") 6, (4.8)

onde usamos x — rg = dx. A solucao de ordem zero em ¢ é dada por

6 = (iIZ'E — C’l):i' = Tg = Cl, (49)
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que nada mais é do que a equacao do anel de Einstein — Eq. (4.2)). Utilizando essa relagao, a

solucao de primeira ordem em ¢ ﬁcaﬂ
§ = (kedz — f1)T — ——— (4.10)

onde Ky := 1 —2C5. A partir da defini¢ao de Cy (Eq. e isolando Z—Z‘ na Eq. |D temos

fp =12 B (%(xE) - O‘(xE)ﬂ =2 — (). (4.11)

2$E

A expressao (4.10) é a equagao da lente no Método Perturbativo, a qual pode ser resolvida
de forma simples, j4 que pode ser invertida analiticamente para x. Para qualquer perturbacao
(definida em termos de fy(¢) e fi(¢)) e uma fonte localizada em § é possivel varrer os valores
de ¢ (no plano das imagens) no intervalo [0, 27| de modo a encontrar solugdes ¢; e portanto x;,
para todas as imagens que sao mapeadas proximo a curva critica tangencial.

E importante notar duas caracteristicas sobre a solucao perturbativa:

1. As solugoes (z;, ¢;) da Eq. corresponderao, em principio, apenas aquelas para as
quais é valida a premissa , ou seja, como dito acima, para imagens da fonte que
recaem proximas ao anel de Einstein (isto é, préximas a curva critica tangencial). O
método nao serd acurado para imagens distantes da curva critica tangencial, mesmo que
essas solucoes possam ser obtidas a partir da Eq. . Além disso pelas mesmas razoes
o numero de solugoes obtidas pelo método perturbativo pode ser inferior ao ntimero de

solugoes obtidas a partir da equacao exata.

2. Como veremos na secao 4.3}, o Método Perturbativo é especialmente adequado para obter
imagens de fontes extensas nesse caso, o intervalo de valores de ¢ para o qual a Eq.
possui solucao determinara a extensao angular da imagem. Assim, ao varrer todos os
valores de ¢ serao obtidas nao apenas as imagens de fontes pontuais, mas as imagens
de todo um conjunto de pontos, no plano das fontes, assim um contorno no plano da
fonte serd mapeado em um ou mais contornos no plano das imagens. Em particular,
utilizando a solugao perturbativa da equagao da lente (Eq. é possivel seguir um
caminho semelhante ao das Secoes e e obter solucoes para arcos gravitacionais

para fontes circulares e elipticas.

2Salientamos que originalmente Alard na referéncia [4] usou a escala caracteristica como sendo £y = Rg (0 que
é equivalente a fazer zg = 1 nas expressoes e equagdes acima). Entretanto, nesta tese as contas foram formuladas
para qualquer escolha da escala caracteristica, de modo que xg aparecera explicitamente nas equagoes.
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Pelas duas razoes destacadas acima (validade da solugao préximo a curva critica tangen-
cial e aplicabilidade direta das fontes finitas), o Método Perturbativo é particularmente til
para estudar arcos gravitacionais tangenciais, como sera discutido na Secao [4.3] Na Segao [4.4

mostraremos um exemplo dessa solucao aplicando-a ao modelo da SIEP.

4.2 Mapeamento

4.2.1 Jacobiana da Transformacao e Autovalores

No Método Perturbativo, ji que a maioria das grandezas é escrita em coordenadas polares,
o mapeamento entre os planos da lente o da fonte deve considerar a transformacoes entre as

coordenadas (s, $2) — (z,9) e (x,¢) — (x1,2), ou seja, a Jacobiana da transformagao é
AS—>L,cart - AS—»L,pOZAL,pochart' (412)

A matriz Ag_. 1, po é obtida diretamente da Eq. (4.10)). Para isto, expressemos essa equacao

em seus componentes cartesianos

s1 = [kedx — fi]cos¢ + %(;—];2 sin ¢, (4.13a)
E

Sg = [kebx — fi]sing — %% COS ¢. (4.13b)
E

Logo, derivando estes termos em relagao a x e ¢ obtemos

Mgt = 88% %—‘2 _ drgcos¢d  F(x,¢)sind + G(p) cos ¢ | (4.14)
%i; %—‘ij dkasing —F(x,¢)cosp+ G(@)sin @

onde, para nao sobrecarregar a equacao acima, definimos

r 1 d*fo L dfo dfs
= — J— = — 41
sendo seu determinante det Ag_.1 o = —0 kaF (2, ¢).

A matriz Ay poi—cart € @ matriz usual de transformacao de coordenadas polares a cartesianas,

ie.,
oz oz 3
AL polcart = | 07 9 _ ose - Eno (4.16)
,pol—car 06 06 5 _Sll’l(b COS(b )

o0x1 0x2 T T
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cujo determinante é det A, poi—cart = (0 m)_l.

O determinante da Jacobiana (det A fonte—iente), OU seja, a inversa da magnificacdo, é
K
_1(3:7 ¢) = det 1§S—>L,poldeJE AL,pol—»cart = —ff($> ¢) (417)

Ja, os autovalores associados as diregoes tangencial e radial, Eqgs. (2.54)), sao

F(x, ¢ 11 d%f
>\t = - (i ):_E EW;_</€25:E_'}C1) s (4183)

/\7‘ = KR3. (418b)

4.2.2 Curvas Criticas e Causticas

A seguir obteremos a curva critica (e caustica) tangencial através do mapeamento no Método
Perturbativo[l] Da condigdo Ay(z, ) = 0, Eq. (4.184)), temos que o deslocamento da coordenada

radial do anel de Finstein (daqui em diante § ;) devido a perturbagao no potencial é dado por

1 1 d?f,
5“:E(ﬁ+_iﬁ) (4.19)

Portanto, a coordenada radial da curva critica tangencial (daqui em diante x;) é dada pela Eq.

(4.4) com x — x4, i.e.,

(4.20)

2
xt—IE+_(f1 ldfo)

d¢?
de modo que as equagoes paramétricas da curva critica tangencial em coordenadas cartesianas

ficam dadas por

T1g = T4 COS P, Ty = XySIn ¢ (0 < ¢ < 2m). (4.21)

A cdustica tangencial, obtida substituindo (4.19) nas Eqgs. (4.13)), tem equagoes paramétricas

(com componentes denotados por y; ;) dadas por

Ldfo dfo .
= —— 4.22
o= S eosot Ed¢sn¢, (422a)
Ldfy 1 dfo
ver = oo sin ¢ — Ed(b cos ¢. (4.22b)

Note que a caustica depende somente das derivadas da funcao f, em relagao aE| o.

3Naturalmente, como este método s6 é valido préximo ao anel de Einstein (curva critica tangencial), nao
pode ser usado para obter a curva critica e caustica radial

4Note que, mesmo as ciusticas estando no plano das fontes, o angulo ¢ corresponde & coordenada angular
no plano das lentes.
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No capitulo |8 estabeleceremos da validade para as expressoes acima, através da comparagao
com as solugoes exatas da curva critica e caustica tangencial, para modelos pseudoelipticos em

funcao dos parametros que os caracterizam.

4.3 Solucao para Arcos Gravitacionais

Como mencionado anteriormente, no Método Perturbativo a equacao da lente pode ser invertida
analiticamente, o que permite obter solugoes analiticas para as imagens de fontes finitas. Em

particular, nesta secao discutiremos as solugoes para fontes circulares e elipticas.

4.3.1 Fontes Circulares

Consideremos uma fonte circular de raio Ry localizada em s55. Cada ponto do contorno desta

fonte é descrito por (ver Fig.

—

5= So + éo. (423)

“l

S0

Figura 4.1: Esquema de uma fonte circular, ilustrando a nomenclatura utilizada no texto.

Substituindo § acima na Eq. (4.10]) temos

- . 1dfe. |
Ro = (HQ(SI - f1> Tr — gd—l};) — Sp- (424)
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Escrevendo 5, em seus componentes polares no plano da lente (Eq. [3.27)) e definindo f, com
fn = fn(¢) = fn(¢) + (30,1 COS¢ + 50,2 sin Qb)xllil_n7 n = 07 17 (425)

a equagao da lente (4.24)) fica

o _ 1 dfs ~

|2 = R2 e resolvendo para dx obtemos

1 |- 1 df; ?
(+) _ LRz (20 , 4.2
O Tare Ko h \/ 0 (:L’E d¢) (4.27)

Essa solucao representa arcos gravitacionais e por isso usamos a notagao 0. para referirmos

Usando que | Ry

a ela. Substituindo a expressao acima na Eq. (4.4]), a qual chamaremos de x,,., obtemos as
equacoes paramétricas dos contornos dos arcos

21 =23 cos p; x5 = 2B sinp, (0< ¢ < 27), (4.28)

arc arc

onde o sinal positivo e negativo corresponde as bordas externas e internas dos arcos, respecti-

vamente.

A Eq. (4.27) fornece a condigdo para formacao de imagens, a qual é dada por

7N 2
1d
R — Ll 0,
que depende, naturalmente, do tamanho e posicao da fonte, assim como do potencial perturba-
dor. Ao varrer ¢ de 0 a 27, a multiplicidade de imagens é determinada pelo numero de vezes em
que a condicao acima é satisfeita. Obviamente os extremos dos arcos ocorrem nos pontos em

que a condic@o acima é nula e correspondem aos angulos ¢, € ¢, (ver Fig. 4.2). A diferenca

destes angulos determina a extensao angular dos arcos.

4.3.2 Fonte Elipticas

A seguir deduziremos a solugao para os arcos produzidos pelo lenteamento de fontes elipticas de

raio efetivo Ry, elipticidade e, inclinagdo ¢, e localizadas em 5,. Novamente, o procedimento

5Note que a Eq. 1D é equivalente & equagdo (10) da referéncia [4] para zg = 1.
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Plano das Fontes Plano da Lente
04 T T T 15 T T T T T

1+ _|

0.5 -

L 5 q)ﬁ_n ‘\ ]

.X'Z = ° n V
0.5 —
-1+ —
_ | | | _ | | | | |
0'f‘0.4 -0.2 0 0.2 0.4 1'—51 ) -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
y] x]

Figura 4.2: Fonte circular (painel esquerdo) e suas correspondentes imagens (painel direito). A
lente usada possui perfil do tipo NF'W com «% = 0.85 e ¢ = 0.2. As linhas continuas azuis, nos
planos das fontes e da lente, correspondem a caustica e a curva critica tangencial. As bordas
preta e vermelha representam as solucoes &) = zg + 6 2 (0 2% sio dados na Eq. .

aqui é semelhante ao do Capitulo , mas agora usando a solugao perturbativa (Eq. |4.10)).

Y|
Ll

N =~
1 / S1

0o

Figura 4.3: Representacao esquematica dos contornos de uma fonte eliptica, alinhada com o
eixo principal (painel esquerdo) e com inclinagao em um angulo ¢, em relagao ao eixo principal
(painel direito).

A equagao vetorial para um contorno eliptico alinhado com o sistema de coordenadas (ver

painel esquerdo Fig. ¢ dada por

Ro=5 (VI—¢e,(§—5) 1) + & (VIte, (5§ 5) &), (4.29)
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com |Ro| = const, onde &, ¢é a elipticidade da fonte (a0 longo do eixo §;) e §— 5, vem dado

pela Eq. ‘D Efetuando os produtos internos - §; e ngﬁéz (1 = 1,2), usando a Eq. |D e
definindo

5, = kolx — fi, (4.30a)
_ 1 dfo

= — 4.
S¢ . d¢7 ( 30b)

temos que Ry se escreve como
Ry = [V1—ce(5,cos¢+ 5ssing)] &+ [V/1+es(S,sin¢p — 5408 0)] $. (4.31)

A seguir, para incluir o efeito da orientacao da fonte, giramos num angulo ¢q as projecoes do

vetor § — 5y com os eixos de coordenadas (ver painel direito da Fig. |4.3)), i.e.,

5 cos @y  sin g 55 €08 ¢ + 548N @ 5, COS ¢ + 54 8in ¢ (4.32)

5% —sin¢gg cos¢g 58N ¢ — 54 COS @ 5, 8N ¢ — 54 cOS @

onde ¢ é dado em ‘D Com isto, Ry é dado pela Eq. (4.31) com a substituicao (3.37)).

Usando R2 = |Ry|* e resolvendo para §,, obtemos

_ gscos(20) 1 -
5= s, £ :\/SR(% —(1-2,)52, (4.33)

onde S é dado em ([3.40). Da definicao de 5, e 54, Eqgs. (4.30)), segue que

w_ L ﬂ(i%) 1 fam F%T
5;(;%6_%2 fi+ =3 e do + = SRZ — (1 —&2) =l | (4.34)

Neste caso temos que a condigao para formacao de imagens é dada por

G id_f()}2>0

SR —(1—¢?) [IE 1o (4.35)

e, similarmente ao caso de fontes circulares, o niimero de arcos formados é dado pela quantidade

de vezes que a condicao acima é satisfeita quando ¢ é variado de 0 a 2.

As solucoes para fontes circulares e elipticas foram obtidas anteriormente na literatura, com
a escolha de zg = 1. Por exemplo, a equagao (15) da referéncia [4] corresponde a Eq. (4.34)).
Ja a equagao (28) da referéncia [126] corresponde a Eq. (4.34)).
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Além disso, para o modelo da SIS (ko = 1, fo = po(zr) e fi = 0) as solugoes ) =

o + 0 2t (Egs. e , sao as mesmas que as Eqgs. 1} e 1) Ou seja, a solugao
perturbativa é exata para esse modelo. No Capitulo [§ mostraremos que a solugao perturbativa

para o modelo da STEP também é exata.

4.3.3 Medidas de comprimento e largura e classificacao dos arcos

Nesta subsecao discutiremos algumas aplicacoes das solugoes para arcos obtidas através deste
método perturbativo. A primeira é a medida do comprimento (L) e da largura (W) das imagens.
Estas expressoes sao tteis para calcular a secao de choque para formagao de arcos tangenciais
para fontes finitas (ver Secdo . A segunda, estd relacionada com um critério simples
para determinar se um arco é de deformacao ou de fusao (Segao |3.6)). Dessa forma podera se
investigar as contribuicoes desses tipos de arcos na se¢ao de choque.

Através da condicao de formagao de imagens (Eq. é possivel identificar em cada uma
das imagens lenteadas os angulos de inicio (¢,), de fim (¢yi,) €, consequentemente, o valor do
angulo em seu centro geométrico (¢g = (@i + @in)/2). Dessa forma, teremos determinado a
extensao angular de cada imagem. Por outro lado, como mostraremos a seguir, as medidas de
comprimento e largura estao relacionadas com o valor médio da coordenada radial (que ajudard
também a determinar o critério para classificar os arcos) e a largura em cada posi¢ao angular.

Essas expressoes, obtidas diretamente da Eq. (4.34)), sao dadas por

Fare(d) = am ﬂ@% {fl + % (ié—";)] , (4.36)
2 | 1dfy,]?

Medidas de Comprimento e Largura dos Arcos

Como comentamos anteriormente, ji que é possivel identificar de forma simples os angulos
Gin, in € Og € as quantidades dadas nas Eqs. e nas imagens, podemos prosseguir
com as medidas de comprimento e largura nas mesmas. A Fig. [£.4] ilustra os métodos que
usaremos para efetuar essas medidas.

A primeira medida do comprimento sera feita através da determinacao da curvatura da
imagem. A forma utilizada neste trabalho para associar uma curvatura a uma imagem nao
circular, seja esta uma elipse ou um arco, é associar a esta imagem um arco de circunferéncia

que melhor o represente. A curvatura sera o inverso do raio da circunferéncia (R.). Sabemos
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Og_W_

arc

| . | . | | . | . |
-1 0 1 -1 0 1

Figura 4.4: Representacao esquematica dos métodos para medir o comprimento e a largura
de um arco. Painel esquerdo: Circulo pontilhado representa o método L.. A linha tracejada
representa o método L. Painel direito: Medida da largura no centro do arco. A regiao
amarela representa a area A do arco.

que trés pontos nao colineares definem uma circunferéncia que passe por eles.Entao, o que
precisa ser feito é escolher os trés pontos que definem a circunferéncia que passa pela imagem
(ver circulo pontilhado na Fig. . Sao eles: os dois pontos mais distantes um do outro, P, e
Ptin, € 0 terceiro ponto serd o ponto correspondente ao centro geométrico da imagem, P. Com

esses pontos definidos que calculamos R. e com o qual temos o comprimento do arco, dado por

Outra medida do comprimento pode ser obtida através do calculo do comprimento da curva
definida pela coordenada radial média (Eq. [4.36)) entre os pontos extremos do arco (ver linha

tracejada na Fig. , a qual denotaremos por L4, € ¢ dada por

Pfin dxarc
569 / \/ arc ) d¢, (439)

onde

AT gre _ d_ﬁ_id_ﬁ)+ 1—(1+sin®2¢)e? 1 dfy  esin2¢ 1 d°fy
dp % \dp xgdo 52 vy do S xg de?
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Na expressao acima usamos que

dfy 1 dfe _dfi 1 dfy

o que pode ser mostrado facilmente da Eq. (4.25)).

E possivel mostrar que, para algumas solugoes de arcos, dZ.../dp < T Nesse caso, é

possivel integrar a Eq. (4.39) explicitamente. O resultado é dado por

seg (¢fm) - £(¢m)

onde

L() = Lo(9) + 13" (Ls(0) + Ls4u(9)), (4.40)

contém as contribuigdes do potencial circular (L., ), da fonte (Lg) e da fonte mais a perturbagao

no potencial (Lg4y), dadas por

Ly(9) = 5o, (4.41)
ES(¢) = 12_8888 |:3071 tan_l (%) — 8072 tanh’l <%)‘| , (442)

Lowlo) = [ {f1 %ﬁ(xlEiﬁ)}d¢ (1.43)

Note que para fontes circulares £ é dado por

L(¢) =250+ Ky ' (80,1 Sin ¢ — sp2 COS @ + /f1(¢)d¢> . (4.44)

A primeira medida da largura é dada simplesmente pelo valor de W (¢), Eq. , na
posi¢ao angular do centro geométrico, a qual denotamos por Wg = W (¢¢) (ver painel direito
da Fig. [4.4).

Outra definicao de largura é baseada na area do arco e em uma propriedade de um figura

geométrica com forma de arco denominada arcellipse [98]. A drea do arco é dada por

¢fzn zarc(d’ ¢fin
/ rdx d¢ - W(¢)farc(¢)d¢7

¢'m, ¢in

onde Zu.(¢) e W(¢) sdo dados nas Eqgs. (4.36) e (4.37), respectivamente.

A arcellipse consiste na deformacao de uma elipse tal que seu eixo maior se torne um

segmento de circulo, tendo a figura resultante a forma de um arco. A area dessa figura é dada
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por 47 LW [98], onde L é o comprimento do arco ao longo da circunferéncia e W o eixo menor

da elipse (que definiremos como sua largura).

Inspirados nessa propriedade geométrica da arcellipse, definiremos a largura de um arco

qualquer pela expressao
4A
W —

= (4.45)

Tal definigdo pode ser utilizada para as diferentes medidas de L como L. ou L., (nesse caso,

utilizaremos a notacao W, ou Wyey € (L/W). ou (L/W)seq)-

Salientamos que as diversas expressoes mostradas aqui para o comprimento e a largura estao

sendo apresentadas pela primeira vez no escopo do Método Perturbativo.

Classificagao dos arcos

A solucao do Método Perturbativo para arcos permite determinar a multiplicidade dos arcos, ou
seja, se sao de deformacao ou de fusao de NV imagens. Para isso, basta determinar quantas vezes
a curva definida por Z,. (Eq. cruza a curva critica tangencial (Eq. no intervalo
din < ¢ < @i, que define o arco em questao. Sendo assim, se a quantidade

_ ssin2¢ (1 df L (2]
LTare — Tt = : 81‘53 ( _0) - (W;) (446)

RoXE d¢ RoXTE

nao muda de sinal nesse intervalo, tem-se que o arco é de deformacao. Ja no caso contrario,
tem-se que o arco é de fusdo. Note que se (4.46)) muda de sinal N vezes, o arco é formado pela
fusao de N + 1 imagens. Por exemplo, para lentes elipticas, se N = 1 ou 2 teria-se que a fonte
que produz o arco esta sobre a dobra ou a cuspide, o que corresponde a fusao de duas ou trés

imagens respectivamente.

4.4 Aplicacao a modelos pseudoelipticos

Um exemplo simples é a aplicacao deste método a modelos pseudoelipticos para valores de ¢
com a parametrizacao (13.84]). Neste caso, o potencial eliptico pode ser aproximado até primeira

ordem em ¢ por [5]

Pe(, ) > po(z) — %aza(az)e cos 2¢,
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onde po(x) e a(x) sdo o potencial e o angulo de deflexdo de modelos com simetria axial. Na

linguagem do método (Eq. 4.3) temos que
1
U(z, P) = —51‘04(1‘)8 cos 29, (4.47)

de modo que as fungoes pertubativas (Eq. sao dadas

dfy

I J
b T5E sin 29, (4.48a)
d2
sz; = 22%cc082¢ (4.48b)
fi = —wpk(zr)e cos 20, (4.48c¢)
Z—{; = 2zxgpk(rg)esine, (4.48d)

onde usamos a Eq. (3.11a) para deduzir as ultimas duas expressoes.

Modelo da SIEP

Para o modelo da SIEP (veja Segao para as fungoes de lenteamento da SIS) o potencial

aproximado ¢é

e (r,0) ~x — %xe cos 2¢ (4.49)

de modo que as fungoes perturbativas Eqs. (4.48) e (4.11]) sao

fi = —gcos2¢, (4.50a)
dfo

16 € sin 2¢, (4.50Db)
ke = 1. (4.50¢)

Com elas, temos que a varidvel radial da curva critica tangencial, Eq. (4.20)), é

3
=1+ o€ cos 2¢, (4.51)
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a qual coincide com a variavel radial da curva critica da solucao exata para valores pequenosﬁ

de €. J4, a equagao paramétrica da caustica, Eq. (4.22)), é

yir = (cos2¢+ 1)ecoso (4.52a)

yor = (cos2¢ — 1)esin¢. (4.52b)

A solugao para os arcos para uma fonte localizada em (s0.1, So.2), de raio efetivo Ry, eliptici-

dade ¢, e orientada num angulo ¢, em relagao ao eixo maior, lenteada por este modelo é dada

pela Eq. (4.34), ou seja,

+5in 2¢
oxl) = —g COS 2¢ + 50,1 COS P + Sp28in ¢ + %(5 sin2¢ — sp1sin ¢ + sp2cos @) £
1 _
§\/SR§ — (1 —&5)(esin2¢ — sp18in ¢ + sp.2 cos b)°. (4.53)

Para verificar se as expressoes acima (Egs. 7, aproximam bem as solucoes exatas
para a curva critica e caustica tangenciais (Egs. e e para arcos (Eq. , apresen-
tadas no capitulo anterior, mostramos na Fig. [4.5] uma comparagao entre essas solugoes, para
este modelo com ¢ = 0.1. Salientamos que para este modelo, mesmo sem expandir explicita-
mente o potencial em relacao a ¢, a solugao do método perturbativo é a mesma que a solucao
exata como mostraremos no Capitulo [§

Também reproduzimos algumas configuragoes de fontes e de suas correspondentes imagens
mostradas na figura 1 da referéncia [82]. Na Fig. mostramos essas configuracoes junto
com as curvas critica e caustica tangencial. Como esperado, temos a formacao de arcos de
deformacgao (painel A e imagem D1); mostramos a configuracao de imagens conhecida como a
cruz de Einstein (painel B) assim como arcos formados pela fusao de duas (painéis C e D), trés
(painel E) e quatro (painel F) imagens.

Na Tabela mostramos as medidas da razao L/W das imagens utilizando as varias
definicoes de L e W apresentadas anteriormente e as comparamos com a aproximacao local
Ry = A\ /At (A\rr dados na Egs. medida no centro geométrico das imagens (ver, por exem-
plo, ponto Pg na Fig. . Note que nestes exemplos temos fontes finitas cujas dimensoes nao
sao pequenas em relacao a caustica. Além disso, temos exemplos de arcos de fusao. Portanto,

neste caso nao esperamos que Ry = A,/ seja uma boa aproximacao para L/W. De fato, como

6A variavel radial da curva critica, Eq. (3.92)), pode ser aproximada por

3
ze~ 1+ € oS 2¢ + O(£?).
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Figura 4.5: Comparacao entre as solu¢oes do método perturbativo em primeira ordem em ¢ e
exata para a SIEP (e = 0.1). Curva critica e cdustica tangenciais: linhas sélidas pretas (método
perturbativo) e a tracos vermelhos (solucao exata). Fontes e solugoes para arcos nas cores azul
(método perturbativo) e vermelha (solugdo exata). Eixos em coordenadas adimensionais.
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B)

Figura 4.6: Lenteamento de fontes por una lente do tipo SIEP com ¢ = 0.1. Linha continua
preta corresponde a curva critica tangencial. O astroide (linha preta a tragos) é a cdustica
tangencial. Linhas vermelhas continuas representam as imagens das fontes (circulos ou elipses
a tracos). Eixos em coordenadas adimensionais.
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poderemos ver na tabela, Ry ndo é uma boa aproximagao para L/W nesses casos.

Imagem LC/WG (L/W)c Lseg/WG (L/W)seg R)\
Al 4.04 4.04 4.04 4.03 7.35
A2 2.66 2.62 2.66 2.61 6.00
Bl 5.81 5.90 5.81 5.89 10.74
B2 4.76 4.80 4.75 4.79 9.24
B3 5.81 5.90 5.81 5.89 10.74
B4 4.76 4.80 4.75 4.79 9.24
C1 21.29 12.49 21.16 12.34 155.08
C2 21.29 12.49 21.16 12.34 155.08
D1 13.15 12.71 13.13 12.66 8.66
D2 3.06 2.94 2.96 2.76 9.62
D3 22.34 16.33 22.34 16.33 20.17
E1l 1.19 1.33 1.10 1.14 6.43
E2 15.03 26.89 15.34 28.04 15.51
F1 20.56 45.94 19.89 43.02 200.00

Tabela 4.1: Medidas da razao L/W nas imagens da Fig. . Os subindices c, e seg se referem
as medidas do comprimento e da largura seguindo as expressoes (4.38)), (4.39) e (4.45) e Wg
¢ a medida da largura no centro geométrico da imagem. R, é a aproximagao local dada pela
razao A,/ A;.

E interessante notar que as medidas de L/W sao bastante semelhantes, entre as vérias
definicoes, para arcos de deformacao. Ja para arcos de fusao, ha uma grande diferenca entre as

medidas baseadas na largura W e na érea.
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Capitulo 5

Limites Fisicos da Distribuicao de
Massa Pseudoeliptica na Regiao de

Formacao de Arcos

Neste capitulo serd proposto um método para associar contornos de convergéncia constante as
regioes de formagao de arcos. Também serao determinados limites fisicos decorrentes ao usar

modelos pseudoelipticos.

5.1 Convergéncia na Regiao de Formacao de Arcos Tan-

genciais

Como foi mencionado na Secao 3.6 a regiao de formacao de arcos tangenciais estd limitada
aproximadamente pelas curvas de distorcao constante. Para investigar as caracteristicas da
distribuicao de massa nesta regiao, associaremos a cada curva de distorcao com limiar R,
um contorno de convergéncia constante. Analisaremos a dependéncia da forma e do valor
desses contornos com os parametros dos modelos (em particular com a elipticidade) e com
os valores de R.;,. Aplicaremos essas andlises as distribuicoes de massa dos modelos SIEP e
PNFW, seguindo a parametrizacao dada na Eq. . Com essa parametrizagao o eixo maior
da distribuicao de massa corresponde ao eixo x; e a convergéncia, mostra uma dependéncia

simples com ¢ (Eq. [3.81]), pois se escreve como

ke (T) = K(Z) + e7(Z) cos 2¢. (5.1)
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5.1.1 Modelo da SIEP

Neste modelo a associacao dos contornos de convergéncia a regiao de formacao de arcos tan-

genciais é simples, pois a convergéncia (Eq. [3.89)) pode ser escrita como

()

2

re(T) = (5.2)

onde z; é a coordenada radial da curva critica tangencial (Eq. [3.92)). Resolvendo para z

(denotando a solugao por z,), temos

()

2k

(5.3)

Ty =

os quais coincidem com as curvas de distorgao constante (Eq. [3.105]) desde que

Rmin 1
) R)\ - Rmin
1 Rmin
Kx= 57X 1, Ry, = o0,
2 Ry +1
/= Ry = _Rmim
Rmin 7 A

onde k) ¢é portanto o valor da convergéncia associada as curvas com Ry = £R.;, € a curva
critica tangencial. Sendo assim, temos que a forma dos contornos de convergéncia independe do
raio (ou seja, do valor de k). Na Fig. mostramos os contornos de convergéncia constantes
na regiao de formagao de arcos para alguns valores de . Nessa figura é observado que a partir
de £ > 0.2 esses contornos tém forma de halteres (o que constitui uma das limitagoes fisicas de

modelos pseudoelipticos e serd abordada na préoxima secao).

5.1.2 Modelo PNFW

De modo similar as curvas critica tangencial e de distorgao constante, resolver a equagao k() =
const requer métodos numéricos (o procedimento é descrito no Apéndice . Em particular,
para associar os contornos de convergéncias as curvas de distor¢ao constante é necessaria uma
definicao conveniente dos valores dos contornos, tal que os contornos de convergéncias sejam o
mais proximos as curvas de distorcao constante.

As observacoes e simulagoes mostram que os arcos gravitacionais sao formados na vizinhanca
das curvas criticas, proximos do eixo maior da distribui¢cdo de massa (por exemplo, para ob-
servagoes ver [36]; para simulagoes ver Figs. 7 de [12] e [38] e Fig. 1 de [103]). Motivados por

esses resultados, propomos associar os contornos de convergéncia as curvas de distorcao com
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Figura 5.1: Contornos de distor¢ao constante e curva critica tangencial para alguns valores de
€ para o modelo da SIEP. Curvas de distorcao constante R, = £10 nas cores azul e vermelha,
respectivamente e curva critica tangencial (R, = 0o) na cor preta. As curvas da cor amarela
correspondem aos contornos de convergéncia associados a cada curva R, seguindo a relacao
(5.3]). Do painel superior esquerdo até o inferior direito: € = 0.1,0.2,0.3 e 0.4.
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Figura 5.2: Contornos de convergéncia e de distorcao, na regiao de formagao de arcos tangen-
ciais, para o modelo PNFW em funcao de € e k¥. Curvas de distor¢ao constante Ry = £10 nas
cores azul e vermelha, respectivamente. Curva critica tangencial (Ry = 0o) na cor preta. As
linhas sélidas correspondem aos contornos de convergéncia associados a cada curva R).
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valor limiar R, na intersecao das curvas de distor¢ao com o eixo x;. Esta escolha dos valores
dos contornos de convergéncia é ilustrada na Fig. [5.2] Neste modelo, ao contrario da SIEP, a
forma dos contornos de convergéncia depende tanto de € quanto de k¥ e nao necessariamente

¢ a mesma que das curvas de distor¢ao R).

5.2 Limites Fisicos da Distribuicao de Massa

Os modelos pseudoelipticos possuem ao menos duas limitagdes: (a) forma de halteres dos
contornos de convergéncia a partir de determinados valores da elipticidade, nao oferecendo
deste modo modelos realistas para representar galdxias e aglomerados de galaxias [26], 138 [75];
(b) regides onde a convergéncia adquire valores negativos, correspondendo a uma situa¢ao nao
fisica [75]. Nesta secao investigaremos essas limita¢oes nos modelos da SIEP ¢ PNFW — na
regiao de formacgao de arcos tangenciais — e estabeleceremos um valor maximo ao parametro

g, abaixo do qual essas limitagoes sao evitadas.

5.2.1 Forma de halteres da convergéncia

Como discutido na Secao [2.4] a convergéncia é obtida a partir do potencial através da equagao
de Poisson — Eq. . Nos modelos com simetria axial, os contornos de convergéncia sao
circulos concéntricos. No entanto, nos modelos pseudoelipticos apesar do potencial ter simetria
eliptica, a distribui¢ao de massa nao é eliptica. O desvio em relagao a uma elipse aumenta com
€. Em particular, a partir de um determinado valor de €, que chamaremos de €., 0s contornos
de convergéncia apresentam forma de halteres.

A partir da Figs. e observamos que nao ha um valor Unico de e, para os dois
modelos estudados (SIEP e PNFW). Esse valor maximo depende do modelo e pode depender
do parametro que caracteriza a massa (o que ocorre no caso do modelo PNFW, por exemplo).

Com a orientagao escolhida, quando os contornos de convergéncia sao aproximadamente
elipticos, o valor méaximo da coordenada x5 ocorre em x; = 0. Entretanto, nos contornos com
forma de halteres esse valor méximo ocorre em x; # 0 (como ilustrado na Fig. . Portanto,
para determinar e, basta determinar a partir de que valor de € o valor maximo de x5 do
contorno de convergéncia deixa de ocorrer em x; = 0.

Na pratica variamos ¢ iterativamente, iniciando em € = 0 e incrementando por um valor de.
Em cada um desses valores de € calculamos, para o correspondente contorno de convergéencia,

sua intersecao com o eixo o e o valor méximo da sua coordenada xs. Quando esse valor maximo
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Figura 5.3: Forma dos contornos de convergéncia dos modelos pseudoelipticos associados as
curvas de distorcao constante para valores de € menores e maiores do que €.

continuas coloridas correspondem a intersecao desses contornos com o €ixo s.

comeca a ser maior do que a intersecao, temos €pax.

Em principio, este procedimento deve ser feito para cada contorno de convergéncia associado

a cada curva de distor¢ao constante e, portanto, é esperado ter-se valores maximos €max(Ry)

cedimento para os modelos considerados neste estudo.

associados a cada uma dessas curvas. A seguir mostraremos os resultados aplicando este pro-

Modelo da SIEP

Para o contorno de convergéncia constante associado a curva critica tangencial, realizando o

procedimento descrito acima, variando o valor de € em passos de de = 0.002 obtemos

emax(R)\ - OO)

=0.2.

Este valor de e,y estd de acordo com os resultados anteriores da literatura [75, [109)].

6l’IlaX .

Como discutido na secdo 5.1} a forma dos contornos de convergéncia constante depende

unicamente do valor da elipticidade. Consequentemente, o valor acima é valido para qualquer

valor de R.;,. Na Fig. mostramos alguns contornos de convergéncia para £ proximo de

As linhas
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X
x
X

Figura 5.4: Contornos de convergéncia constante para valores de € em torno de e, = 0.2,
considerando Ae = 0.02 e R, = 10.

Modelo PNFW

Neste modelo, o desvio da forma eliptica dos contornos de convergéncia depende explicitamente
de k¥, além de . Consequentemente, ao invés de um tnico valor de ey,,y, ter-se-4 uma fungao
Emax (k7). Através de uma inspecao visual nos painéis do meio e inferior da Fig. [5.2] vé-se, por
exemplo, que (k2 = 0.1) 2 0.4, epax(£? = 1.0) ~ 0.3 e epax(c? = 1.5) < 0.3.

Além disso, apesar das formas dos contornos de convergéncia associados as curvas de dis-
torcao constante com limiares +R,,;, serem muito parecidas as do contorno de convergéncia
associado a curva critica tangencial, ndo haverd um nico ep,x(k?) correspondente as curvas
de distor¢ao constante, ou seja, havera fungoes emax(k?, Ry = 00) € Emax (K, £ Rnin)-

Na Fig. mostramos os graficos de epax(k?, Ry = 00) obtidos com de = 0.002 e k¥ no
intervalo 0.08 < k¢ < 1.5. Como esperado emax(Kk?, Ry = 00) é uma func¢do decrescente em
relagdo a k?. Mostramos também os graficos das fungoes enyax (K¢, £ Rmin) para alguns valores
de Rpin- Vemos que o comportamento destas fungdes é o mesmo de €yax (K¢, £ Ryin), cOMo

esperado, e que
5max(f{'f; Rmin) < 5max("{fa R)\ = OO) < gmax(/{fa _Rmin)- (54)

Estas desigualdades significam que em cada ¥, os contornos de convergéncia desviam-se da
forma eliptica a menores valores de £ conforme se encontrem mais afastados do centro da lente.
A separagao destas trés curvas diminui com a diminui¢ao de k¥ e, para valores de ¢ < 0.1,

temos que Emax (K7, Ry) =~ 0.5.

Contudo, como os valores de ep.x(k?, Ry) sdo similares na regiao de formagao de arcos,
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Figura 5.5: Valores de eyax(K¢) para diferentes escolhas de Ry,,. Painéis superiores: valores
de R < 10. Painéis inferiores: valores de R, > 10. A linha continua preta corresponde a
€max calculado no valor de contorno de convergéncia associado a curva critica tangencial.

definiremos como valor maximo do parametro € aquele associado a curva critica tangencial,
ie.,

Emax (KY) = Emax(KZ, R\ = 00). (5.5)

Para quantificar se esta escolha é razoavel, calculamos para alguns valores de Ry, o desvio
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relativo médio

<A5£r:;)x/5max> _ % Z |€max("if [Z])e;ai?:;@([jﬁ [Z]’ iRmin)| 7 (56)

onde N ¢é o numero de valores de ¥ utilizados. Na Tabela mostramos os valores destes
desvios relativos para Ry, = {2,4,6,8,10,12.5,15,20}, para x? distribuido uniformemente no

intervalo 0.08 < k? <15e N =TL

Rmin <A5§n+a)x/€max> <A€I(I?a))(/€max>
2.0 0.2 0.11
4.0 0.08 0.06
6.0 0.05 0.04
8.0 0.04 0.03
10.0 0.03 0.03
12.5 0.02 0.02
15.0 0.02 0.02
20.0 0.01 0.01

Tabela 5.1:  Desvio relativo médio de epax(k?, £ Rmin) em relagdo a enax(k¥) obtido a partir

da Eq. (5.6).

Se impomos que o desvio relativo médio <A€E;1;)X /€max) seja < 10%, nossa aproximagao para
Emax(K?), Eq. , pode ser considerada valida a partir de Ry, ~ 4 o que é verificado
visualmente nas Figs. e p.7 Na Figura mostramos os contornos de convergéncia,
associados as curvas Ry, para k¢ = 1.0 e valores de € proximos de ey (k7 = 1.0) para alguns
valores de R,;,. Como esperado, somente os contornos de convergéncia associados as curvas
com limiar R, = 2 apresentam forma de halteres mesmo em e < . (k?). Entretanto, isso
nao acontece com os contornos de convergéncia associados as regioes de formacao de arcos com
limiar R, = 4. Naturalmente, este comportamento é qualitativamente similar para valores
maiores de R, e outros valores de k7. Por exemplo, na Fig. mostramos os contornos de
convergéncia associados a regiao de formacao de arcos com limiar R;, = 10, para valores de
k? =0.1,0.5 e 1.5 e de € proximos ao valor de e,.x(k?). Novamente, verificamos que nenhuma
das curvas com £ < £, possui forma de halteres.

Todos estes resultados indicam que a funcao emax(k¥) — calculada através da curva critica
tangencial — impoe um limite adequado ao parametro ¢ tal que os contornos de convergéncia
nao apresentam forma de halteres em toda regiao de formagao de arcos tangenciais com Ry, 2

4. No Apéndice é mostrada uma fungao que proporciona um excelente ajuste para &y (k).
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Figura 5.6: Contornos de convergéncia associados as curvas de distorcao constante com limiar
Ryin do modelo PNFW para valores de € em torno de e, (k? = 1.0) = 0.312, considerando
Ae = 0.05. Painéis superiores: Ry, = 2.0. Painéis do meio: R,;, = 4.0. Painéis inferiores:
Ruyin = 8.0.
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Figura 5.7: Contornos de convergéncia associados as curvas de distorcao constante com limiar
Rin do modelo PNFW para valores de € em torno de €,,,,, considerando Ae = 0.05 e R, = 10.
Painéis superiores: (k¢ = 0.1) = 0.498. Painéis do meio: eyax(k? = 0.5) = 0.336. Painéis
inferiores: emax(k? = 1.5) = 0.272.
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Finalmente, vale a pena salientar que Golse & Kneib [56] afirmam que o modelo PNFW
deveria ser limitado a valores de € < 0.25 para evitar forma de halteres. No entanto, esse
resultado foi obtido apenas para um valor de <%, a sabeIEI k¥ = 0.88. Por outro lado, a andlise
desenvolvida nesta se¢ao mostra que ¢ possivel ampliar este intervalo até € = 0.5 em aplicagoes

que envolvem arcos gravitacionais, com Ry, 2 4, para valores baixos de k¥.

5.2.2 Valores negativos da convergéncia

A partir da Eq. 1' vé-se que, dependendo da combinacio de valores de (%), v(Z) e ¢, os
modelos pseudoelipticos podem apresentar regioes com convergencia negativa.
Para o modelo da SIEP, como x(Z) = v(Z) = (2%)~!, em todo o intervalo de € nao haverd

regidoes com convergéncia negativa.

Em contraste, o modelo PNFW apresenta essas regioes em todo o intervalo de valores de
e. Na Fig. mostramos alguns contornos de convergéncia negativa para k¥ = 0.5 e alguns
valores de €. Nessa figura é observado que esses contornos tém forma lobular, sao formados nas
vizinhangas do eixo xs (para a parametrizagdo escolhida neste estudo) e se aproximam mais
do centro a medida que € aumenta, sendo as intersecoes do contorno k. = 0 com o eixo zs 0s

pontos mais proximos do centro da lente. Em particular, a partir da Eq. 1} com (/5 =47/2,

10F

<7 TN NOF

0 5 10

Xo 0 Xp O Xo 0
-5} 1 -5} — -5
/\ O
-10L ‘ O ‘ J -10L ‘ ‘ ‘ d -10
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5
X1 X1 X1

Figura 5.8: Contornos de convergéncia do modelo PNFW para ¥ = 0.5 e ¢ = 0.42 (es-
querda), e = 0.5 (centro) e € = 0.62 (direita). As curvas continuas correspondem aos valores da
convergéncia: 0 (preto), —0.025 (vermelho), —0.005 (azul) e —0.01 (verde). As curvas traceja-
das correspondem aos contornos de convergéncia associados as curvas de distor¢ao com limiar
+Rumin: 2 (vermelho), 4 (azul) e 10 (preto).

IEste valor da convergéncia caracteristica é obtido usando a expressao 1} para o sistema de lenteamento,
usado em [56], caracterizado por o, = 2000 kms~!, r, = 150kpc, Q,,, = 0.3, Qy = 0.7, Hy = 65 km s~ ! Mpc_l7
zr, =03¢e 2z, =1.0.
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ou seja, para T = /1 4 € x,, os valores de x5 para os quais k. = 0 sao obtidos ao resolver

—— =c. (5.7)

Note que esses valores de x5 sao independentes de k7 e, como comentado acima, diminuem com
e. Por exemplo, para ¢ = 0.05 tem-se x5 ~ 7 x 10% e para ¢ = 0.99 tem-se x5 ~ 1 (ver linhas

de traco-pontilhado na Fig. [5.9).

\I T T | T -| T | T
\Convergéncia Negativa

‘I | T N | T | T | T
i Convergéncia Negativa
\

L

L

\ " R =125 \ — Ryp=1.25
100F % R =20 : R =20 |
. min — < 1001~ \ min ]
N R. =30 N e Roin = 3.0
g \\\.\\ Rmin =4.0 ; ‘.\\. Rmin =4.0
X2 - T 1 XZ R E
. 1 """“"‘—------._.___,:_:::_‘_' jjjj
0.01F 7
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0 02 04 06 08 1 0.0% 02 04 06 08 1
€ €

Figura 5.9: Convergéncia negativa no modelo PNFW: linhas pretas de traco-pontilhado cor-
respondem as interse¢oes dos contornos k. = 0 com o eixo zo. As outras linhas coloridas
correspondem as intersecoes dos contornos de convergencia associados as curvas de distorcao
com limiar R, com o eixo zo. Painel esquerdo: % = 0.1. Painel da direita: k¥ = 1.5

Na Fig. também mostramos os contornos de convergéncia associados as curvas de
distorcao com limiar R, = 2,4 e 10. Podemos observar que a maxima aproximagao entre as
regioes de formacao de arcos com as de convergéncia negativa ocorre ao longo do eixo . Sendo
assim, para investigar se na regiao de formagao de arcos ha regioes com convergéncia negativa
¢ suficiente comparar os valores das intersecoes dos contornos de convergéncia associados as
curvas Ry = + Ry ¢ de k. = 0 com o eixo x,. Na Fig. mostramos os valores dessas
intersecoes para k¥ = 0.1 e k¥ = 1.5, alguns valores de Ry, e todo o intervalo de e (para
outros k¢ dentro desse intervalo, o comportamento é qualitativamente similar). Observe que
a maxima aproximacao entre essas intersecoes ocorre em € = 1. Portanto, para o intervalo de
kY considerado aqui, nunca hd regioes com convergéncia negativa nas regioes de formagao de

arcos com Ry, > 1.25.



Capitulo 6

Secao de Choque de Deformacao

Neste capitulo serao mostrados os métodos de calculo e resultados da secao de choque de
deformacao adimensional, apresentada na Secao [3.6] e que, daqui em diante, chamaremos sim-
plesmente de se¢ao de choque. Em particular, focaremos na dependéncia da secao de choque
com os parametros dos modelos da SIEP e PNFW e com o critério da razao minima R;,.
Incluiremos também uma discussao sobre a adicao de um critério de limiar minimo da mag-
nificagao (fuim) & segdo de choque do modelo PNFW. Os resultados numéricos mostrados a
seguir, serao obtidos com a parametrizacao ((3.84)), assumindo o valor R;, = 10, exceto se for

explicitado outro valor.

6.1 Modelo SIEP

Neste caso, devido a simplicidade das func¢oes de lenteamento, é possivel obter uma expressao

analitica para a segao de choque — Eq. (3.109). A partir das Egs. (3.90) e (3.92)) temos

Tt

——1, z<ux
x
det Az, ¢)] = (6.1)
1-— ﬁ, T > Xy
x

substituindo a expressao acima na Eq. (3.109)) e em coordenadas polares, temos

OR... = /:ﬂ /:t(xt — z)dxdp + /027r /ﬂ:+(:c — xy)dxdo, (6.2)
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onde x_ e x sdo os valores de z) (Eq. [3.105) para Ry = — Ry € Ry = Ruin, respectivamente.

Integrando na variavel radial, obtém-se

- R +1 [,
O Ry = m/o z; (¢)do (6.3)

e, ao integrar na variavel angular, obtemos

(RZ,,+1) «

min

T Bonin. = (anin — 1)2 4“@1@2

2(a1 + a2)® + (a1 — a2)?] . (6.4)

Naturalmente para ¢ = 0 (SIS), a expressao acima se reduz a

’Rmin‘2 + 1

OR.. = 2T —. 6.5
O Ruin T((‘Rminp . 1)2 ( )

Salientamos que as expressoes acima, até onde sabemos, estao sendo apresentadas pela
primeira vez neste trabalho.

A secao de choque é aproximadamente independente da elipticidade até e ~ 0.2 (a diferenca
relativa entre &19(e = 0.2) e d19(¢ = 0) é menor que o 5%). Este resultado, mostrado no painel
esquerdo da Fig. , é de se esperar pois em baixos valores de £ temos a) a; + ay ~ 2, b)
ar —ay = —2¢, ¢) 1/\/araz ~ (14 1/2¢?) e, portanto, Ad19/d19 x €2

2

1r ] 10 F - £¥O H

r ] F — £=0.21

r T i e=04]

- 1’7 1 - 8206

B /l” 10 ? ‘;

7 £ ok ]

5 L 4 = 10F 3
010 01: "—‘—’_,,—” ] IB/ E E
E---e= 1 0.16 ] - .

: j //// io.lzg T 10'1? ‘E

- / —0.08 & F .

Ll / i K= i B ]

- —0.04 7 I 3
001t 18 | T R T a—T)

70 0.2 0.4 0.6 0.8 1 R
€ min

Figura 6.1: Secao de choque (adimensional) calculada para a SIEP. Painel esquerdo: &9 em
fungao do parametro ¢ (painel interno: desvio relativo entre 19(e = 0) e G19(c) até € = 0.4).
Painel direito ¢ em funcao de R;,.

No painel direito da Fig. mostramos o comportamento da secao de choque em relacao a
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Ryin. Como esperado, a medida que R,,;, aumenta, as curvas de distor¢ao constante se aproxi-
mam mais a curva critica tangencial e portanto, a secao de choque diminui. Em particular, para
valores de R, > 1, a secao de choque escalona com o inverso do quadrado desta quantidade.

Como para a SIS escolhemos {, = Rg (veja Eq. para a definicao de Rg), fica evidente
que a secao de choque dimensional, Eq. , escalona linearmente com a massa da lente e

-1
com ;.

6.2 Modelo PNFW

Neste caso, o cdlculo da Eq. (3.109), deve ser feito numericamente. Devido a simetria de
reflexao das curvas Ry = £ R, em relacao aos eixos x; e xq, € suficiente calcular a secao de
choque no primeiro quadrante do plano da lente. Os diagramas esquematicos deste calculo sao
mostrados na Fig. [6.2]

Para obter a secao de choque escrevemos a Eq. em sua forma discretizada, i.e.,

OR,., =4 E w; j |det A(x;, x5, K7, )| Az; Az, (6.6)
Z'7j
onde o fator 4 leva em conta que o célculo é feito no primeiro quadrante; z;, z; e Az; ; corres-

pondem as coordenadas x, xo e suas variacoes, respectivamente, e
Wi,j = @(|R)\(ZL‘Z,[L'])| - Rmin)a (67)

onde © é a funcao degrau de Heavside. Dessa forma, o calculo da secao de choque é reduzido
a: a) obter as curvas de distor¢ao constante; b) discretizar a regiao dentro delas; em cada
ponto dessa regiao verificar a condigao acima e, sendo satisfeita, c¢) calcular o determinante da

jacobiana.

6.2.1 Dependéncia com os parametros ¥ e ¢

Nas proximas subsegoes discutiremos a dependéncia da se¢ao de choque com os parametros da

lente (k¥ e €) e com Ry,. Além disso, analisaremos o efeito de impor uma condigao adicional
sobre a magnificacdo p > i, (além de Ry > Ryn) na secao de choque.

Na Fig. ¢ mostrado o comportamento da secao de choque em relagao a «?, ficando

id 1 lona de f a0 li ¢ I trari 5

evidente que ela escalona de forma nao linear com x¥ e portanto, com ¥_;, (contrariamente a

SIEP). Se observa que a segao de choque decai abruptamente para valores baixos de ¢ e isso é
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1 ‘ T 0.3 ‘ T
‘‘‘‘ R)\ = min R R)\ = Rmin
i ---- R = i -—-- R =
0.75 e Ry T R - Ry=-Ry,
0.2 _
X5 0.5:'---\::?"\. . 1Y -
- ~. N \\\\ AN . . T Ol |
0.25|- -
0 \ IR oL \
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.2 0.3
Xl yl
—
1 — 03 ‘
""" R)\ = min T R)\ = Rmin
. R)\:oo . R)\:oo
0.75 T R)\ = -Rmin* T R)\ = _Rmin
0.2 —
X5 051 Y, ]
T 0.1 =
0.25 s AN
- N \'\ | \\\\\ |
i ‘A\: N \\ i = \\\\\ ~
E \ \’\k\.‘\ ______
0 ! ! AR 0 RS STt I T
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.1 0.2 0.3
1 yl

Figura 6.2: Célculo esquematico da secao de choque para k¥ = 0.5 e Ry, = 10. As areas
no plano das lentes (painéis esquerdos) sdo mapeadas, via a equacdo da lente, no plano das
fontes (painéis direitos). Calculos para e = 0.05 (painéis superiores) e para € = 0.15 (painéis
inferiores).
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i £=04
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ol i \ \ ]
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Figura 6.3: Segao de choque do modelo PNFW em funcao de ¥ para alguns valores de €.

devido ao incremento logaritmico da densidade superficial de massa proximo ao centro da lente

[32]. Para valores altos de k? (e valores fixos de €) a se¢ao de choque aumenta, como esperado.

1OO§ E I ' I ;
g k!=10 i
: - 10°F . 7
al - / R Ke=125 i
107 T 3 i i
: It I k=14
ol _/’_,_—"" 1 T - kb=15 g
—=0F 7 1 3
A 1 W IR
c) 7 m R A/./
S S P
10 g Ki):O.l g i -7
P — kK?=04
10*F b = 10 -
g k!=06 3 i ]
C b_ ] n ,
- --k¥=08 ] I ]
10-5 | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
€ €

Figura 6.4: Secao de choque calculada para o modelo PNFW em funcao de e para alguns
valores de k7.

A Fig. mostra o comportamento de 719 em relacao a €. Se observa que a se¢ao de choque
¢ muito sensivel a este parametro para valores baixos de k? (i.e, aglomerados com pouca massa
ou a baixos rubro-desvios) [32]; entretanto, ela é menos sensivel a este parametro para valores
grandes de k¥, em concordancia com os resultados mostrados em [I32]. Em particular para

k¥ = 0.1, 019 aumenta aproximadamente em duas ordens de grandeza entre ¢ = 0 e € ~ 0.5.

Para x¢ 2 1.20 h4 um comportamento peculiar, no sentido que a se¢ao de choque chega a
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diminuir levemente de ¢ = 0 até ~ 0.4. Este comportamento também foi reportado em [31].

6.2.2 Dependéncia com a razao R,;,

Naturalmente, é de se esperar que, a secao de choque decaia com R,,, ja que este valor define
a regiao onde sera calculada a area de formacao de arcos. No painel esquerdo da Fig.
mostramos a dependéncia de op, . em funcao de R, para ¥ = 1.0 e alguns valores de ¢,

sendo que para outros valores desses parametros os resultados sao qualitativamente iguais.

Lg T — 0.2 — —
:A\‘\' €=00 ] £=00
L e £=02 e €=02 -
I Tl e=04 _ e=04
- £=06 ] 0.15 e e—06 -
0.1 ‘\\.\ "\"\.‘ = g |
5 ~. > ] E L ]
L ~. ~. N ] ~ I\
- C N .. ] o W
ME r R - [N E ,-\E 0.1 H\ _
B I R -
7oy HENS ]
0.01 Tl = < ‘:‘\\
g N 0.05F % i
0.001 - ol ST |
' 10 5 10 15 20 25
R R
min min

Figura 6.5: Painel esquerdo: segdo de choque para o modelo da PNFW em fungao de R, (em
escala logaritmica em ambos eixos). Painel direito: diferenca relativa entre 5_, e a expressao
aproximada dada em em funcao de R,,;,. Em ambos casos k7 = 1.0.

Da mesma forma que ocorre com a SIEP, temos que para grandes valores de Ry, a se¢ao de
choque cai com o inverso quadrado dessa razao (ver Fig. [6.5)). Sendo assim, a se¢do de choque

em funcao de R,,;, pode ser aproximada por

_ [ R\’
URmin > Ovref (R .f) y (68)

onde R, é um valor de referéncia da razao Ry, (usamos Ry = 10) e ¢ depende somente

dos parametros do modelo. No painel direito mostramos a diferenca relativa entre os valores
de op,,, € aexpressao aproximada dada acima. Note que a essa diferenca ¢ menor do que 0.05
para valores de R, > 6. Este resultado também é observado no comportamento da secao de

choque de modelos elipticos [32, [132].
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6.2.3 Dependéncia com a magnificacao limiar py,

Como esperado, a regiao de formagao de arcos tangenciais é caracterizada pela formacao de
imagens com grandes magnificagoes. Motivados nisto, estudaremos a dependéncia da secao de
choque em relacao a magnificagao das fontes. Consideraremos apenas as regioes em que as
fontes sofreram uma magnificagdo maior de que um dado limiar (py;,). Com isto, havera duas
imposigoes para determinar a se¢ao de choque que: p > pyy, € a ja discutida Ry > Ry,;,. Para

estas imposicoes, a secao de choque é dada pela Eq. onde w; ; € substituido por
wi; = O(|Rx(2i, ;)| = Runin) O (|det A, 25)| — pi)- (6.9)

Logo, seguindo a metodologia para o calculo de g _. , no item (b) ao invés de verificar (6.7)) é

preciso verificar a condi¢ao acima e portanto, o jacobiano é calculado somente nos pontos que

a satisfazem.

No painel esquerdo da Fig. ¢ mostrada a razao ¢ (m)/d10 (10 é calculado sem impor
o critério de magnificacdo limiar) em fungao de pym, para k¢ = 1.0 e alguns valores de ¢; sendo
que para outros valores desses parametros o comportamento é qualitativamente semelhante.

Note que a secao de choque é constante até um determinado valor de p;, € depois diminui.

T T T ‘ 0.6
1 S, _\\ —
I 1 204 ! £=00
e F {1 2 e £=02
= + o :
AE ‘5‘.\ = | i e=04 i
E;: L \";‘. i E , —- =06
16 £=0.0 kY =z ,-'
''''' £=0.2 \\\ | g 02 i .
e=04 A !
—- €206 \ I ; - ]
\_-‘:-\ ; IA/ ......... e~
0.1 Ll ) 0 G \ \ \
1 10 0 5 10 15 20 25 30
Mlim Hhm

Figura 6.6: Painel esquerdo: secao de choque (incluindo critério de magnificacao limiar),
normalizada a 19, para o modelo PNFW em fungao de pu;, (em escala logaritmica em ambos
eixos). Painel direito: diferenga relativa entre os valores de &g . (tuim) € a expressao dada em
em funcao de €. Em ambos casos k2 = 1.0.

Isto é facil de entender, pois todos os pontos limitados pelas curvas de distor¢ao constante
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possuem magnificagoes acima de um valor minimdﬂ (fmin)- Com isto, se fim < fhim & imposigao
em Uy, sera irrelevante. Ja no caso em que f4im > fmim O Valor da secao de choque diminui,
como mencionado acima. Em particular, verificamos que 6, (tim) cal aproximadamente com

o inverso quadrado de pu;,. Assim a secao de choque pode ser aproximada por

<,umin
5-Rmin (/’Lhm) = 6-Rmin 'LLhm
17 Mlim S Mmin,

2
) im > min
) Hlim = 11 (6.10)

onde op_. ¢ calculado sem impor o critério de magnificagao limiar. No painel direito da Fig.
é mostrada a diferenca relativa entre a secao de choque calculada impondo o limiar minimo
e a expressao aproximada dada acima. Note que essa diferenca relativa é menor que 0.15 para
todos os valores de pu, € € < 0.4.

A aproximagao acima era de se esperar, pois para valores grandes de ju;,, a se¢do de choque
é proporcional ao inverso quadrado da magnificagdo, como mostrado na referéncia [19]. Isto é
devido a que as imagens das fontes préximas as cdusticas tém u o< d=2, onde d é a distancia
da fonte a caustica. A regiao formada pelos pontos que possuem uma distancia maxima d em

relacao & cdustica terd a area proporcional a d? de modo que & o ,ugli.

INa prética para determinar jimi,, da definicio de Ry (Eq. [3.103) e de u (Eq. , calculamos a magni-
ficacao em cada ponto correspondente a curva Ry = +Rpnin. O menor valor dessas magnificagdes corresponde

a Hmin-



Capitulo 7

Mapeamento com Modelos Elipticos

Apresentaremos métodos para fazer um mapeamento entre os parametros dos modelos SIE —
SIEP e ENFW — PNFW. Na Secao discutiremos como associar uma elipse aos contornos
de convergéncia dos modelos pseudoelipticos. Na Secao [7.2] serd discutida uma relacao entre
as convergencias caracteristicas dos modelos PNFW e ENFW. Na Secao aplicaremos os
resultados destes mapeamentos a comparacao entre as secoes de choque dos modelos PNFW e
ENFW | de forma tal a estabelecer o dominio de validade do modelo PNFW para a secao de

choque e comparé-lo com o limite oriundo da forma da distribuicao de massa.

7.1 Relacao entre Elipticidades

Para ilustrar como se relacionam as elipticidades introduzidas no potencial (modelos pseu-
doelipticos) e na distribuigdo de massa (modelos elipticos), consideremos a aproximagao para
valores pequenos das elipticidades das convergéncias x(Z) do modelo da SIE e k.(Z) do modelo

da SIEP. A expressao aproximada para a convergéncia da SIE, Eq. (3.68), é

K(x, p,ex) ~ % (1 + %52 cos 2¢ + (9(522)) . (7.1)

Ja para o modelo da SIEP, a expressao aproximada para a convergéncia, Eq. (5.2)), é

1

Ke(T, @) ~ oy (1 + ;5 cos 2¢ + 0(52)) . (7.2)

Vemos que, em primeira ordem em ¢ a forma dos contornos de convergéncia ¢ idéntica,

desde que
ey ~ 3e. (7.3)
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Em ordens mais altas em ¢, os contornos de convergéncia da SIEP se afastam da forma
eliptica. A seguir discutiremos como associar uma elipticidade a essas curvas permitindo gene-
ralizar a relagao ([7.3]).

No caso do modelo PNFW, como discutido na Se¢ao a forma dos contornos depende
do valor de xk¥. Neste caso, determinaremos a elipticidade para os valores da convergéncia asso-
ciados a regiao de formacao de arcos tangenciais (veja Segao , de forma tal que obtenhamos
uma elipticidade ey, associada a esta regiao. Para associar uma elipticidade aos contornos de
convergeéncia, usaremos dois métodos: o primeiro considera as elipses que passam pelas in-
tersegoes destes contornos com os eixos de coordenadas; o segundo — proposto por nos —

considera um ajuste eliptico a cada um destes contornos.

7.1.1 Meétodo de Golse & Kneib (GK)

Uma forma de estimar a elipticidade de um contorno de convergéncia constante é associar as
intersegoes desse contorno com os eixos x; e xy (ver Fig. [7.1) aos semi-eixos de uma elipse.
Assim, definimos

GK .__ bGK

=1 == 4
€y aGK, (7 )

onde agk é o0 semieixo maior, bgk é 0 semieixo menor e o subindice GK se refere ao fato de que
esse método foi utilizado por Golse & Kneib na referéncia [56]. Eles investigaram, para modelo

PNFW, a variagdo da relacdo ex(¢) para contornos de convergéncia constante em funcao da

distancia destes ao centro (r/rs, onde r = \/a%yx + bix)

—— Contorno K,
— - Método GK

Figura 7.1: Representagao esquematica do método GK para associar uma elipse a um contorno
de convergéncia constante.
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Embora este método possa ser aplicado a qualquer contorno de convergéncia constante,
nos o aplicaremos aos contornos de convergéncia associados a regiao de formacao de arcos
tangenciais dos modelos da SIEP e PNFW (os valores destes contornos serao denotados por k),
e analisaremos a dependéncia da elipticidade tanto em relagao aos parametros que caracterizam

estes modelos quanto em relacao ao valor de Ry que define a regiao de formacao de arcos.

Modelo da SIEP

Os semi-eixos agk € bgk da elipse sdo obtidos ao escolher ¢ =0 e ¢ = 7/2 em ((5.3]), com o que

temos
1+¢ 1—¢

oKk = —— " bag = ———
K /I —2 7 2n/Ite

Consequentemente, a elipticidade projetada (Eq. , é

5gK:1—<

onde usamos a Eq. (3.86). Note que a expressao acima, é independente do valor do contorno

(7.5)

3
— 2 | 3
5) = 3e, — 3e, + €,

de convergéncia e portanto, independe de R, e corresponde a equagao (3.3.2) da referéncia

[75]. Na Fig. mostramos e$X e ¢, em fungao de e.

1 = 0.5 I I
| Pl - GK GK 7
// -—- €= 3e| /g e
08 , 04r . le —e|le 0
v /
L Ve é r /// 7]
- p— 7
% 0.6 § 03 / 4 _|
© ) it
'O r // R~ - L i
-5' ,’I § ///
I 0.4+ L SGK 50.2* /// .
b3 é’ e
[ 2 € i 7 i
¢
0.2 0.1 // .......... -
/ L0
L/ L P i
/ e -
[ s T
1. VAT
ok | | | | [ | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 7.2: Elipticidades e§¥ (Eq. e e, (Eq. [3.86), em funcao de € para a SIEP. No painel
esquerdo mostramos todo o intervalo de . No painel direito sao mostrados os desvios relativos
dessas elipticidades com seus valores aproximados.

No limite de baixas elipticidades a Eq. (7.5 coincide com a Eq. (7.3). O desvio relativo
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entre essas duas expressoes é menor que 10% (ver painel direito da Fig. [7.2)) até ¢ ~ 0.08.

Modelo PNFW

Para este modelo, é preciso resolver numericamente as equagoes que definem as intersecoes dos
contornos de convergéncia com os eixos de coordenadas, para cada valor de k), de modo a obter
GK
ack € bok e, consequentemente, e5.
Neste caso, a forma dos contornos de convergéncia depende de k) e k? (além de ¢, claro) de
modo que, £$¥ dependerd explicitamente de ¢, k% e Ky, ou seja, dependersa também de Ryy;,.
De modo similar a anélise feita para en.x(k?, Ry), a qual mostrou que esse valor é aproxi-
madamente constante na regiao de formagao de arcos com Ry, 2= 4, comecemos com calculo

de £¥ em todo o intervalo de €, para alguns valores de k¢ e de Ryin. Na Fig. [7.3| mostramos
% s

os resultados para R, = 10 variando x?.

1 1 1
081 A 081 A 0.8 =
06l | sl | 06k |
K GK 6K

041 - - 041 - - 041 - -

- -0 R)\ - Rmin -0 RA - Rmin -0 R)\ - Rmin
I — Ry== i | — Ry== 1 | — Ry= il
oz / & - R =R, o2 / - R =R, o2- [ & - R =R,
|/ | |/ | Vs |

K= 0.1 [ Ky = 05 K= 15

) A R R W R ) A R S R ol

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
£ £ £

Figura 7.3: Elipticidade £5¥(e, k¢, R)) para alguns valores de % e para Ry, = 10. As

linhas continua (colocada para guiar os olhos) e pontilhada correspondem a eE§¥ = ¢ e ,(¢),

respectivamente.

Ja na Fig. mostramos e’—:g’K para k2 = 1.0 e variando R,,,. Podemos ver destas figuras
que eS¥ (g, k%, R)) é aproximadamente independente de Ry, (a0 menos para Ry, = 4) e pode
ser bem aproximada pelo valor obtido para o contorno de convergéncia associado a curva critica

tangencial, por isso definiremos:

ek = c8¥(e, k¥, Ry = 0). (7.6)

A partir das Figs. , e se observa que eSX é crescente com ¢ e, a ¢ fixo, aumenta

uniformemente com k¥.

Verificaremos nossos resultados, através da comparacio de e$¥ (Eq. [7.6) com a férmula de
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Figura 7.4: Elipticidade e$¥ (¢, k%, Ry) para alguns valores de Ry, e k¢ = 1.0. Painéis
superiores: valores de R;n < 10. Painéis inferiores: valores de R, > 10.
ajuste dada em [50]
eg® = (2,12 + 0.179z¢k)e + (—1.70 — 0.328z¢k)e?, (7.7)

onde xgk = v/ay + bik. Segundo os autores, essa expressao ¢é valida parae < 0.25 e zgx < 10.

Para comparar nossos resultados com a expressao acima, calculamos a diferenca relativa para

alguns valores de ¢ e para k2 = 0.88 (ver rodapé da pdagina [101]). Esta diferenca relativa é

menor do que 2% para valores de ¢ < 0.25, tal como mostrado Tabela [7.1]
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Figura 7.5: Elipticidade e$¥ em fungao de e calculada para o contorno de convergéncia associado
a curva critica tangencial. Painel esquerdo: % < 0.8. Painel direito: 2 > 0.8. A linha
pontilhada corresponde a €, (Eq. [3.86]) e a linha continua corresponde a e§¥ = e.

£ egF | eBX, | Aeg¥/eg®
0.1 | 0.214 | 0.216 0.009
0.15 | 0.305 | 0.309 0.016
0.20 | 0.385 | 0.392 0.018
0.25 | 0.456 | 0.464 0.016

Tabela 7.1: Comparacio entre os valores de ¥ calculados com nosso cédigo (Eq. e a
expressao de ajuste ([7.7)), para alguns valores de € e k¥ = (.88.

7.1.2 Método do Ajuste Eliptico (AE)

Embora o método GK forneca uma forma simples de estimar a elipticidade, ele nao é adequado
para associar um valor da convergéncia de modelos elipticos (convergéncia constante sobre
elipses), pois a elipse associada estard, por construgao, sempre em um raio menor do que o
dado contorno de convergéncia para o modelo pseudoeliptico (ver Fig. . Além disso, ele
pode nao ser apropriado para atribuir um valor de €5, no caso de grandes elipticidades, quando

o desvio dos contornos de convergéncia em relacao a uma elipse é elevado.

Por isso, propomos uma nova forma de associar uma elipse aos contornos de convergeéncia,
simplesmente ajustando uma elipse a esse contorno, levando em consideragao toda a distribuicao
angular, e ndo apenas os valores em ¢ = 0 e ¢ = 7/2 (ver Fig. [7.6). Para isso, definimos a

seguinte figura de mérito que corresponde a média do desvio relativo das posicoes radiais do
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—— Contorno K,
— — Método AE

Figura 7.6: Representacao esquemaética do método do Ajuste Eliptico para associar uma elipse
a um contorno de convergéncia constante.

contorno k. = const. em relagao as posicoes radiais de uma elipse:

D2 .— Zﬁvzl Wil 2y, (Pi, Kr) — xZ(Cbi)]Q
Yoy wi a2 (¢4, k)

, (7.8)

onde ¢; é o angulo polar (é suficiente considerar 0 < ¢; < 7/2 pela simetria dos contornos de
convergéncia), N é o nimero de pontos, w; = ¢;11 — ¢; é um peso permitindo levar em conta
uma distribuigdo nao uniforme dos pontos em ¢;, x._(¢;, £)) é a posicao radial do contorno de

convergéncia e xx(¢;) ¢ a equacdo da elipse em coordenadas polares

o = [ (Y ()] o

onde ax e by, sd0 os semieixos maior e menor, respectivamente. Note que a expressao de D?

(Eq. é, naturalmente, invariante de escala e nao depende de N quando o ntimero de pontos

é elevado. De fato, uma boa convergéncia é obtida a partir de N = 100 (ver Fig. [7.7)).

Os valores de ayx e by que minimizam a Eq. (7.8 serao denotados por axg e bag (de Ajuste
FEliptico) e correspondem aos semieixos maior e menor, respectivamente, da elipse que melhor
ajusta o contorno de convergéncia com valor k). Neste método a elipticidade é dada pela Eq.

(3.61)) com os respectivos valores de aag e bag, i.e.

b
eAB =1 AE (7.10)
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Figura 7.7: Diferenca relativa entre os valores calculados de D? para alguns valores de N em
relacao ao valor de D? calculado para N = 200, para o contorno de convergéncia associado &
curva critica tangencial do modelo PNFW| para k7 = 1.0 e alguns valores de ¢.

Modelo da SIEP

Para o cédlculo de D? (Eq. T (Pi, k\) é dado na Eq. (5.3) e, j& que é possivel varrer

uniformemente os valores de ¢; desde 0 a 7/2, escolhemos w; = 7/(2N).

A minimizacao de D? foi feita utilizando o c6digo MINUIT [69]. Os resultados sdo mostrados
na Fig. [7.8] sendo que no painel da direita é feita uma comparagao com o resultado obtido com

o método GK (Eq. [7.9)).

Como esperado, e5F ndo depende do valor de k) pois a forma dos contornos de convergéncia

nao dependem de R,.

Verificamos que e£F é bem ajustada em todo o intervalo de & por um polindmio de quarta
ordem

efF = 2,926 — 4.15¢% +2.99¢% — 0.76¢%. (7.11)

Para valores baixos de ¢, 5/§E ¢é similar ao valor de ESK. Por exemplo até ¢ ~ 0.26, Aecy, =

|5§E — SSK} < 0.02. A diferenga entre as curvas aumenta a partir de € ~ 0.2 (ver painel direito
da Fig. [7.8]). Lembrando que a partir deste valor os contornos de convergéncia exibem forma
de halteres, temos que o método GK fornece resultados similares aos do método AE quando os

contornos de convergéncia sao aproximadamente elipticos.

Mesmo sendo o método AE mais acurado que o GK para obter a elipticidade, podemos
considerar a Eq. ([7.5)) como uma expressdo adequada para ey, dentro do limite £ < gy, = 0.2;

ja que, como discutido acima, estes métodos sao equivalentes até valores de £ ~ 0.2.
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Figura 7.8: Método do Ajuste Eliptico aplicado & SIEP. Painel esquerdo: Elipticidade e2F em
funcao de ¢, calculada na regiao de formacao de arcos tangenciais. Painel direito: x5 em fungao
de ¢ calculada para o contorno de convergéncia associado a curva critica tangencial, usando
ambos métodos (GK e AE).

Modelo PNFW

Para o calculo de D?, obtivemos o contorno de convergéncia constante seguindo o procedimento
descrito no Apéndice [A] Cada ponto (z1,z2) desse contorno é transformado em coordenadas
polares (z,..,¢) e neste caso, w; depende do ponto onde é calculado. Na minimizacao de D?

usou-se, novamente, o cédigo MINUIT. Com os valores de aag e bag calculamos 5§E.

Naturalmente, a elipticidade atribuida a convergeéncia associada a cada curva de distorcao,
serd uma fungdo dos parametros do modelo (k¢ e €) e do préprio valor de Ry,. A seguir,

consideramos o célculo das funcoes 5§E(5, K?, + Rumin) para valores de Ry, = 10 e alguns valores

de v¢ (Fig. epara2 < Ry, < 20e k2 = 1.0 (Fig. [7.10)). Os resultados sao qualitativamente

muito similares aos do método GK.

Numericamente, temos que
AE AE AE
en (€,RE, —Rmin) < e5 (&,K?, Ry = 00) < 5 (&, KZ, Riin)»

sendo que os trés valores sao muito préximos entre si. Novamente, vamos utilizar como valor

de e8, na regido de formacao de arcos, aquele calculado no contorno de convergéncia associado
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Figura 7.9: Elipticidade e2F (e, k2, R)) para alguns valores de k¢ e Ry, = 10. A linha continua

correspondente a e5F = ¢ foi colocada para guiar os olhos.

a curva critica tangencial, i.e.

e2F(e, k?) := iF(e, kP, Ry = 00). (7.12)
Para justificar a escolha acima, calculamos, para cada par de valores de £R,;, e para um k¥,

o valor maximo do desvio absoluto
AggE(i) = max { ‘&th(e, K?) — &th(e, K, :l:Rmin>‘} , (7.13)

no intervalo 0 < € < 1. Na Tabela mostramos este desvio para os valores de e&F da Fig.
. Ja na Tabela é mostrado o desvio para os valores de £2F da Fig. . A partir destes
resultados e ao impor AséE(i) < 0.02, temos que nossa escolha para &2, Eq. , ¢é valida
para Ry, = 4. Além disso, se observa que para Rpi, = 8, temos que e8F é aproximadamente

independente de R, sinal do que os contornos de convergéncia tém formas muito parecidas

ao contorno associado a curva critica tangencial — em concordancia com a analise mostrada

na Sec. B.2.11

AehE k$ =0.1 k$ = 0.5 kf =15

S S S

AAET) 1043 % 1072 | 4.48 x 102 | 6.58 x 1073
AAET) 1030 x 1073 | 3.75 x 1073 | 5.77 x 1072

Tabela 7.2: Desvio absoluto maximo Ae&¥, em todo o intervalo de e, para trés valores de x¥
(§] Rmin = 10.

Na Fig. mostramos e5® em fungdo de ¢, calculada para o contorno de convergéncia
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igura 7.10: ipticidade 8% (e, k%, Ry) para alguns valores de R, ¢ k¥ = 1.0. Painéis
Figura 7.10: Elipticidade ¢AF(c, %, R Ig lores de R ¢ = 1.0. Painéi

superiores: valores de R, < 10. Painéis inferiores: valores de R, > 10.

associado & curva critica tangencial, para alguns valores de k2. Observa-se que e5F é crescente
com ¢ e, para cada ¢, aumenta de forma aproximadamente uniforme com ¥ até ¢ < 1.0
enquanto, a partir de k¥ 2 1.0 a dependéncia com x¢ fica mais fraca (novamente, resultados

qualitativamente similares aos obtidos com o método GK).

De modo similar & comparacio entre os valores de e£ e a funcao de ajuste ((7.7)), calculamos
a diferenca relativa entre esta funcdo de ajuste com e2F (Eq. [7.12). Como era de esperar,

encontramos que a diferenca relativa é menor do 1.5%, tal como mostrado na Tabela
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Tabela 7.3: Desvio absoluto maximo de Ae&¥ para k¢ = 1.0, para todo o intervalo de ¢, e

R Ae’:‘%E(+) AgéE(*)
2.0 0.043 0.020
4.0 0.017 0.012
6.0 0.010 0.008
8.0 0.008 0.006
10.0 0.006 0.005
12.5 0.005 0.004
15.0 0.004 0.004
20.0 0.003 0.003

valores de R, no intervalo 2 < R, < 20.

! | ! / 1 \ \
k=07 A i =15 ~
o8- =05 ) 08 k=125 s
¢ /'/.:::/ ¢ _ P <
K;=0.3 i K,=1.0 i
o NP
o6 7 Ks=01 - 06~ s‘(,)i-?“
E 7 E o
04 — ,/ _| 04 | /:;..f/
02 . 02 ¢
w3 Wi
f I3
/ /
ok \ \ \ \ ol ‘ | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08
€

Figura 7.11: Elipticidade e8F em fungdo de e calculada para o contorno de convergéncia asso-
ciado a curva critica tangencial. Painel esquerdo (k? < 0.8). Painel direito (¢ > 0.8). Linhas

solida e de trago-pontilhada correspondem a e3¥ = ¢ e g, Eq. (3.86), respectivamente.

Tabela 7.4: Comparacio entre os valores de A" (Eq. e a expressao de ajuste (7.7), para

e [ ol [ [0, — e
0.1 | 0.214 | 0.216 0.015
0.15 | 0.309 | 0.309 0.012
0.20 | 0.382 | 0.392 0.014
0.25 | 0.452 | 0.464 0.013

alguns valores de € e k¥ = (.88.
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7.1.3 Comparacao entre os métodos GK e AE para o modelo PNFW

Os resultados mostrados nas Figs. - indicam que os resultados de ambos métodos sao
similares. No entanto, e&¥ tem uma dependéncia um pouco mais uniforme com ¢ (em todo
o intervalo 0.1 < k% < 1.5), enquanto a dependéncia de e2F relagao a k¢ é menor para valores
de k¥ 2 1.0.

Na Fig. mostramos uma comparacao entre os métodos GK e AE para varios valores
de k?. Pode-se observar que estes métodos sao equivalentes até ¢ ~ 0.4 para k¥ = 0.1 e essa
equivaléncia diminui até e ~ 0.2 para ¥ = 1.5. Em particular, em conexao com a Secao [5.2.1],
os valores de ey (para um valor de k?) comegam a ser diferentes em valores de € < epax(K?).

Da Fig. também se observa que a relagio linear entre e5® com ¢ (e similarmente, a

GK com €) é vélida até € < 0.1. Para obter o desvio dessa relacdo, calculamos

relagao entre ey
GK AE f de ¢ (Fi a
as razoes ey /e e en” /e em funcdo de ¢ (Fig. Vemos que tanto 6 K quanto 5 sao
proporcionais a (2 — 2.7)e no intervalo 0.1 < /ﬁ}f < 1.5, o que estd em concordancia com
ey ~ 2.27¢ [B0].
J& que: a) e$X e €& (calculados para o contorno de convergéncia associado & curva critica
tangencial, Eqgs. (7.6]) e (7.12)), respectivamente) sao aproximadamente constantes na regiao de

AE 6std40 em concordancia com os da referéncia

formacao de arcos; b) nossos valores de eSX e &4
[56] (ver Tabelas|7.1]e e ¢) o método GK nao oferece resultados similares ao método AE em
valores de € proximos ao de €., mesmo sendo os contornos de convergéncia aproximadamente

AF ¢ a chamaremos simplesmente de e

elipticos; a partir de agora usaremos €3
Verificamos que €5, é bem ajustada em todo o intervalo de € por um polinomio de quarta
ordem da forma

ex = co(K?)e + 1 (kP)e® + co(K?)e® + c3(k?)er. (7.14)

No Apeéndice sao mostrados os coeficientes dessa expansao em funcao de x?.

7.1.4 Método do Ajuste Eliptico aplicado a distribuicao de massa
do modelo PNFW

Nesta subse¢ao discutiremos como o método do Ajuste Eliptico também é 1til para estudar o
desvio dos contornos de convergéncia em relagao a forma eliptica. A informagao deste desvio é
quantificada pelo valor minimo de D? (daqui em diante D2, ).

Como esperado, os valores de D%, aumentam com e. Na Fig. mostramos os valores

de D2, em fungao de e para k¢ = 1.0, calculados na regiao de formagao de arcos. Note que,
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Figura 7.12: Comparacao entre os métodos GK e AE: elipticidades calculadas para o contorno
de convergeéncia associado a curva critica tangencial, em funcao de € para quatro valores de k¥.

para cada valor de R,

,Dzain(_Rmin) < Drznin(R)\ =00) < Diﬁn(Rmin)? (7-15)

o que significa que os contornos de convergéncia se desviam da forma eliptica a valores menores

de £ conforme se encontrem mais afastados do centro da lente e, obviamente, a valores grandes
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Figura 7.13: Razdo ex/e, em funcdo de e, calculada na curva critica tangencial. Painéis
superiores: e$¥(k?, Ry = 00)/e,. Paindis inferiores: efF(k?, Ry = 00)/e,.

de Ryin esse desvio ocorre aproximadamente em um mesmo valor de e. Na Fig. [7.15 mostramos

os valores de D2, , calculados na curva critica tangencial, em fungiao de ¢ para alguns valores

de k2. O aumento de D2, com ¥ ¢ sinal de que o desvio dos contornos de convergéncia da

forma eliptica é maior para valores maiores de x¥.

Verificamos que as analises acima estao intimamente associadas a nossos resultados mostra-

dos na Segao [5.2.1], j& que a relacao ([7.15)) é equivalente & expressao (5.4) e o comportamento
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Figura 7.14: Desvio quadrético radial relativo Dy, (R»y) do modelo PNFW para alguns valores

de R € k2 = 1.0.

da Fig. [7.15] ¢ qualitativamente similar ao da fungao emax(k?).

2

Escolhendo um valor de corte para D;; , podemos determinar o intervalo de valores de ¢

a partir dos quais ocorre a forma de halteres nos contornos de convergéncia, ou seja, exigindo

que D? < D2. . para um dado k¢, obtemos um limite correspondente em . Um resultado

interessante ¢ que para valores de corte de D%, mno intervalo (0.35 — 0.45) x 1072 (para 0.1 <
k? < 1.5), as curvas dos valores limites em ¢ obtidos a partir desses valores de corte em funcao
de k¥ sdo parecidas, em comportamento, a curva €max(k¥), como mostrado na Fig. [7.16

2

Em resumo, o desvio em relacao a forma eliptica pode ser quantificado por D;, e, em
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Figura 7.15: Desvio quadratico radial relativo D2, para Ry, = oo em funcdo de . Painel
esquerdo: k7 < 0.8. Painel direito: k¥ > 0.8.
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Figura 7.16: Limites em ¢ associados a um valor de corte para D2, em funcio de k¢,

calculado para os contornos de convergéncia associados a curva critica tangencial. A linha
sélida corresponde a fungao e,.x(k?) apresentada na Segao m

particular, o valor de € em que surge a forma de halteres é caracterizado por D2, ~ 4 x 1074

min
Na Fig. mostramos os contornos de convergéncia associados & curva critica tangencial para

k¢ = 1.0 e valores de € préximos do valor limite obtido com D%, =4 x 107 (¢ = 0.31). Como

min

esperado, para valores de £ > 0.31, os contornos de convergéncia apresentam forma halteres.
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Figura 7.17: Contornos de convergéncia associados a curva critica tangencial e as elipses que
melhor os ajustam, para k¥ = 1.0. Os valores de € nos painéis esquerdo e direito sao proximos
do limite em € (¢ = 0.31) obtido a partir da escolha de k¥ para D2, =4 x 1072

min

7.2 Relacao entre Convergéncias Caracteristicas

Para associar um modelo PNFW a um modelo ENFW ¢ preciso determinar a relagao entre
os parametros desses dois modelos. Para a elipticidade, basta associar ao modelo ENFW a
elipticidade ey, que melhor ajusta a convergéncia do PNFW, como discutido na Se¢ao anterior.

Agora resta determinar uma relagao entre % e xk=. Para isso fazemos o seguinte procedimento

e Efetuamos uma varredura dos valores de ¥ no intervalo 0.08 até 1.5, mantendo fixo
o valor de €, e obtemos os contornos de convergéncia associados a cada curva critica

tangencial (do modelo PNFW). Para cada um desses contornos calculamos ey, (Eq. [7.12)

€ AgF.

e Para cada valor de k? e € (e consequentemente ¢y), efetuamos uma varredura da con-
vergéncia caracteristica k¥ do modelo ENFW tal que os contornos de convergéncia asso-

ciados a cada curva critica tangencial intersectem o eixo xy em ag.

Na Fig. mostramos nossos resultados para x> em funcao de ¥ para alguns valores de
e. Como esperado, k¥ é crescente com x¥ e, para cada valor de k7, aumenta com &.
Também investigamos a dependéncia com o valor limiar R,;,. Para isso, calculamos a
diferenga absoluta
AxEF) = |5y — K2 (e, k%, Ry = £Ru)| , (7.16)

S S

onde k¥ (g, k?, Ry = +Ruin) sao calculados, seguindo o procedimento acima, com os respectivos

valores de e2¥(e, k¢, Ry = +Ryin). Na Fig. mostramos essa diferenca absoluta em fungao
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Figura 7.18: Convergéncia caracteristica x> (calculada na curva critica tangencial) em funcio
de k¥ para alguns valores de . A linha continua corresponde a x> = x¥ e foi colocada para
guiar os olhos.
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Figura 7.19: Diferenca absoluta AxZ, Eq. (7.16]), em funcio de k¥ para & = 0.2.

de k? para Ry, < 10 e e=0.2 (para outros valores de € o comportamento é qualitativamente
igual). J4 na Tabela mostramos o valor maximo dessa diferenca para alguns valores de € e
Rpin = 10. Observa-se que A/{SZ(i) aumenta com k¥ e, para cada £¢, diminui com Ry, (como

esperado).

»(£)

Em base nestes resultados, escolhendo uma diferenca maxima Ax;

< 0.02, podemos con-
siderar x> (calculado na curva critica tangencial) como sendo constante na regiao de formacao
de arcos com limiar R, > 4. Nés verificamos que k> é bem ajustada por um polinémio de
segunda ordem

K2 = co(e) + c1(e) kP + co(e) (KP)2 (7.17)

S
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£ max{A/iE(H} maX{AKJE(_)}

s

0.1 0.58x107* 0.49 x 1073
02| 1.69x107? 1.63 x 1073
03] 3.22x107? 3.36 x 1073
04| 5.01x107? 5.31 x 1073
05| 7.32x107° 7.81 x 1073
0.6 | 10.4x107° 11.2 x107°

+)

Tabela 7.5: Desvio absoluto maximo de AK;SE( para Ry, = 10 e alguns valores de ¢.

No Apéndice [B.3] sdo mostrados os coeficientes dessa expansao em fungao de .

7.3 Comparacao com a Secao de Choque do Modelo
ENFW

Nesta secao verificaremos se o dominio de validade do modelo PNFW obtido através das formas
dos contornos de convergéncia (ou seja, impondo € < ey,,,) vale também para outras aplicagoes,
mais especificamente, para o cdlculo da secao de choque.

Se no regime em que € < €.« 0 modelo PNFW reproduz bem a secao de choque do ENFW, é
uma indicacao de que esse limite pode ser util em outras aplicacoes. Caso contrario a imposi¢ao
de que as secoes de choque sejam semelhantes pode colocar limites adicionais na validade do
modelo PNFW para representar o ENFW.

Seguindo o procedimento descrito no Capitulo [0 calculamos a segdo de choque no espago
de parametros kK¢ — ¢ (Gpnpw). Aplicando as relagoes de mapeamento, para k? e £ obtemos
os correspondentes KSE e ey, e calculamos a se¢do de choque do modelo ENFW (Ggnpw), com o
codigo descrito na referéncia [31]. No painel esquerdo da Fig. mostramos alguns contornos
de sec¢@o de choque constante (para o limiar Ry, = 10) de ambos modelos no espago ¥ — «.
Como esperado, visualmente, ambas segoes de choque estao em concordancia para valores de
€ < Emax-

Para quantificar a diferenca entre ambas se¢oes de choque, calculamos o desvio relativo

A
o

(7.18)

OENFW — OPNFW
OENFW

No painel direito da Fig. mostramos alguns contornos do desvio acima. Nossos resultados
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Figura 7.20: Comparacao entre secoes de choque calculadas para os modelos PNFW e ENFW.
Painel esquerdo: Contornos de dgnpw (linhas sélidas) e pypw (linhas a tragos) constante.
Painel direito: Contornos de diferenca relativa, Eq. , constante. Linha a tracos azul
corresponde a fungao emax(K?).

mostram que nao ha relagao direta entre AG/d e epax € que Ag /6 é menor do que 30% para
todos os valores de k? na regido € < epax. Para k%2 > 0.6 essa diferenca fica abaixo de 10%.

A complementariedade entre os limites nos parametros obtidos pela forma dos contornos de
convergéncia constante e impondo uma concordancia para a secao de choque, nos leva a propor
uma nova regiao no plano k¥ — ¢ que determinaria o dominio de validade do modelo PNFW
para representar o ENFW. Essa regiao é obtida combinando os limites € < e,.c € impondo,

por exemplo, que Ag /5 < 10%. Essa regido é delimitada, aproximadamente, pelas retas

0.1+ 0.4x?, k¥ < 0.65,
€= (7.19)
0.43 — 0.11x%, ~? > 0.65.
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Capitulo 8

Método Perturbativo em Modelos

Pseudoelipticos

Neste capitulo deduziremos as principais funcoes perturbativas para modelos pseudoelipticos,
seguindo as definicoes apresentadas no capitulo |4, O tratamento realizado aqui sera feito para
qualquer valor da elipticidade (ou seja, sem expansao explicita em ¢), a contrario do que é feito
na referéncia [4]. Além disso, propomos um método para comparar a solu¢ao perturbativa com
a solugao exata para as curvas criticas e causticas de forma tal a impor limites nos parametros
desses modelos para determinar um dominio de validade do Método Perturbativo para estes

Ccasos.

8.1 Funcoes Perturbativas

Como visto na Secao [3.4] os potenciais elipticos sao obtidos substituindo a variavel radial por
uma que seja constante sobre elipses na expressao do potencial circular. Escrevendo o potencial
eliptico (Eq. como

p(T) = ¢o(x) + () — po(x), (8.1)

sendo g o potencial circular e Z é dado em (3.60]), temos que a perturbacao no potencial (veja
Eq. ¢ dada por
0(z, 9) = ¢(Z) — po(x). (8.2)

A seguir deduziremos as funcoes perturbativas dos modelos pseudoelipticos, tteis para cal-
cular as solugbes para curvas criticas e causticas (Segao 4.2)), arcos de fontes finitas (Segao |4.3))
e medidas de comprimento e largura (Segao (4.3.3)).




134 Método Perturbativo em Modelos Pseudoelipticos

Da Eq. (4.7) temos que fo = p(Zg) — po(xg) e portanto,

dfy _ dps dic

do ~ dig do’ (83)

onde pg = ¢(Zg) e Tg é dado em (3.60)) para x = zg. Outra fungao que é importante para o

calculo das curvas criticas e causticas, é obtida derivando a expressao acima em relacao a ¢ e

d? d? die\?> iy [(d
fo _ dvn (din)", 4w (den) (8.4)
de? dig, \ d¢ de? \ dig

¢ dada por

De modo similar, da Eq. (4.7]), temos

[ 0p  Dpo _ Ig (deg dpo
h= (81’ oz )x_IE g (di’E dv ), (8:5)

Derivando a expressao acima em relacao a ¢, obtemos

d T 1d d d dz
dh _n (Ldps | d doe) dip (8.6)
a qual é util para obter a medida de comprimento dos arcos (Eq. |4.39)).
Efetuando as derivadas de Tg em relacao a ¢, obtemos
W _ ﬁ(a — ayp)sin2¢ (8.7)
d¢ - 25715 2 1 ) :
Lig  ad 1 (dig\’
= —(ay — 20 — — | — | . 8.8
= - ayes2o- 2 () 59
Lembrando da definicao do angulo de deflexao para modelos circulares, temos
~ dog
= —. 8.9
alix) = 525 (59

Finalmente, usando as relagoes (3.11a)) e (3.11c]), temos que as fungoes f, (e suas derivadas)

deduzidas acima, podem ser expressadas em termos de a(x), k(x) e y(z), ou seja,

CZZ_J;) - %(ag ~ ay)a(is) sin 26, (8.10a)
‘%; - g(@ — ay)a(Ep) cos 2¢ — @ %(&2 — ay)sin 2¢ 2, (8.10b)
fi = i_ga@E) — a(z), (8.10c)
o _ rpr(ip)(ag — ap) sin 2. (8.10d)

dg
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Plano das Imagens
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Comparagao entre as solugoes do Método Perturbativo (linhas sélidas) e Exata

(linhas tracejadas), para as cdusticas (painéis esquerdos), curvas criticas e imagens de fontes
(painéis direitos). Painéis Superiores: modelo da SIEP para ¢ = 0.2, cujas solugoes para a
curva critica e caustica foram dadas na Secao |3.5.1] e para as imagens de fontes na Secao [3.5.2,
Painéis Inferiores: modelo PNFW para 7 = 0.75 e €, = 0.1, cujas solucoes para a curvas
critica, caustica e imagens de fontes foram obtidas com o Gravlens.

Na Fig. comparamos as solugdes para curvas criticas e causticas (Segao 4.2)) e para as

imagens de fontes lenteadas (Segao {4.3) com as correspondentes solugdes obtidas a partir da

equacao exata para os modelos da SIEP e PNFW.

No caso da SIEP, usamos as solugoes dadas nas Secgoes e Observa-se que ha uma



136 Método Perturbativo em Modelos Pseudoelipticos

perfeita concordancia entre ambas solugoes, mesmo para as imagens afastadas da curva critica.
Esses resultados indicam que o Método Perturbativo também fornece solugoes exatas para este
modelo. De fato, na proxima secao mostraremos que a solucao do Método Perturbativo é

idéntica a solucao exata.

No caso do modelo PNFW!| as solugoes exatas foram obtidas com o Gravlens e ao menos para
essa combinagao de parametros (k2 = 0.75 e € = 0.1) as solugdes para a curva critica e cdustica
sao muito préximas. Para as imagens das fontes que recaem préximas a curva critica tangencial
o resultado é muito proximo do obtido a partir da solugao exata. Entretanto, isso nao acontece
para as imagens distantes da curva critica tangencial como era de se esperar, ja que o Método
Perturbativo é adequado para solugoes proximas da curva critica tangencial. Além disso, como
discutido no Capitulo [4], o nimero de solugoes obtidas com o método perturbativo é inferior ao
nimero de solugoes obtidas com a equacao exata pois, independentemente do modelo circular
a ser perturbado, sempre ter-se-4 uma tunica cdustica (a tangencial), ja que A, # 0 (veja Eq.
4.18b)). Nesse sentido, é como se com o método perturbativo se construisse modelos de lentes
“equivalentes”a SIS, para os quais o teorema de Burke nao é satisfeito, pois haverd a formagao

de imagens em ntimero par.

Note que a baixas elipticidades, para qualquer parametrizacao, temos as — a1 ~ 2¢,

1
Ip ~ TR (1 — 55 CoS 2¢)

a(Zg) = a(rg) — (Z%Ej—a cos 2gz§> E.

TE
Substituindo as aproximagoes acima em (8.10)), desprezando os termos de ordem superior em &

e usando a relacao (3.11al), temos que as fungdes f,, (e suas derivadas) sao aproximadas por

df :
d_q(; ~ erpsin 20, (8.11a)
d2
WZ;O ~  2exh cos 20, (8.11b)
fi = —ek(zp)rr cos 29, (8.11c)
Z—]; ~ 2ck(rg)sin2¢, (8.11d)

para qualquer lente pseudoeliptica e correspondem as expressoes aproximadas dadas na Eq.

(4.48), as quais foram obtidas expandindo o potencial eliptico até primeira ordem em ¢, usando

a parametrizagao (3.84)).
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8.2 Funcoes Perturbativas para o modelo da SIEP

Para este modelo em particular, as fungoes perturbativas sao simples. Substituindo as fungoes

de lenteamento da SIS (Egs. [3.19)) nas expressoes (8.10|) obtemos

dfo (ay — ay)sin 2¢ (8.12a)
d¢ 2v/ay cos? ¢ + ay sin’ gb7 .
d*f aa .
W; - (a1 cos® ¢ —|—1a2 sin” @) 3/2 \/al cos® ¢ + az sin” 6, (8.12b)
1 2
fi = \/al cos? ¢ + agsin? ¢ — 1, (8.12¢)
dfi (ay — ay)sin 2¢ (8.12d)

do 2v/ay cos? ¢ + ay sinng.

As expressoes acima quando substituidas nas Eqgs. (4.10) e (4.13) recuperam automatica-
mente a equagdo da lente com a expressao do angulo de deflexdo deste modelo (Eq. [3.88]). De
modo similar, substituindo essas expressoes na Eq. (4.20) obtemos

a1a2

(a1 cos? ¢ + ay sin® gb) 827

(8.13)

Ty =

que é, como esperado, a varidvel radial da curva critica tangencial da solucao exata (Eq. (3.92)).

Lembrando que ¢. = arctan (\/aQ /ay tan gb), temos que as Eqgs. (3.96) e (13.97)) sao rescritas

Ccomo

51 = 1 €05 ¢ + So,1, (8.14)
Vi cos? ¢ 4 as sin® psin® ¢
ST = (o 510 ¢ -+ 50,2- (815)

Vay cos? ¢ + agsin® ¢sin? ¢

Logo, na Eq. (3.98)) comparando com as Eqs. (8.12)), temos

s cos+ sesing = fi+1, (8.16)
d
—s18in¢g + spcosp = digz(ﬁ)’ (8.17)

ou seja, a Eq. (3.98)) é a solugdo para arcos dada na Eq. (4.27). De modo similar, pode-se
verificar que a solucdo para arcos de fontes elipticas, Eq. (4.34) com as fungoes f, definidas
acima, é a mesma que a solucao exata — Eq. (13.102)).

Em resumo, o método perturbativo fornece as solucoes exatas para o lenteamento no caso

do modelo da SIEP.
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8.3 Dominio de Validade para Curvas Criticas e Causticas

no Modelo PNFW

Lembrando que a premissa deste Método Perturbativo é investigar as pequenas perturbagoes
tanto no potencial circular quanto na posicao da fonte em relacao a origem, é de se esperar que
exista um limite para os parametros da lente e das fontes, tal que as solugoes da aproximacao
perturbativa sejam proximas das solugoes exatas (exceto no caso da SIEP para o qual ambas
solugbes sao as mesmas). Nesta secdo, discutiremos dois métodos para investigar o dominio
de validade do Método Perturbativo para as curvas criticas e causticas do modelo PNFW —

utilizando a parametrizagao (3.84)).

8.3.1 Limite de Alard

Na referéncia [4] C. Alard definiu o parametro
D = 3C3(0z)?, (8.18)

onde C3 é dado em , para determinar a validade do Método Perturbativo (que estaria
condicionada a D < 1).

Para modelos baseados na SIS, essa condicao é sempre valida pois C5 = 0. Para outros
modelos pseudoelipticos (por exemplo, os baseados no perfil radial do tipo NFW ou de lei
de poténcias) geralmente C3 # 0 e como estamos interessados na regiao de formagao de arcos
tangenciais, analisamos o limite em D para as curvas criticas. Em particular, vamos determinar

o valor maximo de D sobre a curva critica. Para esse caso, o parametro (8.18)) ¢ dado por
Dmax =3 CSmaX {(%(?b) - 'IE)Q} ) (819)

onde z; é a coordenada radial da curva critica tangencial (Eq. e 0 < ¢ < 2m. Note que
das Eqgs. e , para valores baixos de ¢, tem-se que dx o £ cos2¢. Sendo 0 maximo
valor aquele calculado em ¢ = 0, ou seja, Dyax o €2. Desse modo, investigamos este critério
para o modelo PNFW. Como ¢ de esperar Dy, é crescente com ¢ e k¢ (Fig. , ja que xy
aumenta com esses parametros enquanto que rg somente aumenta com x¥.

Segundo este critério, para um valor fixo de € terfamos que as solugoes para curvas criticas
(e cdusticas naturalmente) seriam mais préximas das solugoes exatas a medida que k2 diminui.

Para verificar este critério mostramos na Fig. uma comparacao entre as curvas criticas
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Figura 8.2: Dp.x em funcdo de £ (modelo PNFW) para alguns valores de x¥.

e causticas obtidas com o Método Perturbativo com as obtidas com a solucao exata usando
nosso c6digo, descrito no Apéndice [A] para e = 0.2 e alguns valores de k. Por exemplo, para
k¥ = 0.1, temos Dy,ax = 0.006, notando que nao ha concordancia entre ambas solugoes para
essas curvas. Ja para k¥ = (.8, apesar de Dy« = 0.15 hd uma concordancia muito maior entre

ambas solugoes.

Portanto, este critério nao reflete a validade da aproximacgao perturbativa para curvas
criticas e causticas. Além disso, naturalmente D,., nao é invariante de escala, sendo que
Diax < 72 (1, é a escala caracteristica do NFW). Motivados nesses resultados, propomos um

método de comparagao entre essas curvas — invariante de escala — que serda mostrado a seguir.

8.3.2 Meétodo do desvio relativo entre as posicoes radiais

Para comparar as curvas criticas e causticas obtidas através do Método Perturbativo com a
solucao exata, utilizamos a figura de mérito D? proposta na Secao [7.1.2, que corresponde &

média do desvio relativo das posicoes radiais dessas curvas:

Zij\il w;lzse(Pi) — xMP(Qbi)F

D* =
' N
D iy Wi x%E((biv k)

, (8.20)

onde zsg(¢;) e xmp(¢;) s@o as posigdes radiais das curvas obtidas com a solucdo exata (usando

nosso cédigo numérico) e com o Método Perturbativo, respectivamente, e as demais quantidades
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Figura 8.3: Curvas criticas (painéis superiores) e causticas (painéis inferiores) obtidas com o
método perturbativo e com a solugao exata para € = 0.2 e k¥ = 0.1 (esquerda), k¥ = 0.4 (meio)
e k? = 0.8 (direita).

sao analogas as definicoes dadas na Secao [7.1.2]

A anélise sera feita em duas etapas, a primeira para as curvas criticas e a segunda para as

causticas, de forma a investigar os limites nos parametros do modelo PNFW.

Curvas Criticas

Neste caso, xzyp(¢) é dado pela expressao e zsgp(¢) é obtida através de nosso cédigo
numérico (discutido na Secao e no Apéndice [A)) que retorna os pares (z14, o) da curva
critica tangencial. Para associar as fun¢oes ao mesmo valor do angulo polar, dados (z1, To;)
obtemos ¢ = arctan (zq;/214) e calculamos z)\p para esse mesmo valor de ¢.

Na Fig. mostramos o resultado de D? em funcao de € para vdrios valores de k2. Vemos
que D? aumenta com &, como era de esperar, dado que a perturbacao (desvio em relacao
ao potencial axial) aumenta com e. Vemos também que D? diminui quando k¥ aumenta,
pelo menos para k¥ < 0.75. Esses comportamentos de D? refletem o que pode ser inferido

visualmente da Fig. [8.3]
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Figura 8.4: Figura de mérito D?, calculada para a curva critica tangencial do modelo PNFW,
em funcao de ¢ para alguns valores de k7.

Escolhendo um limite superior para D?, podemos definir um intervalo de valores de ¢ dentro
do qual as solugoes exata e perturbativa para as curvas criticas sejam proximas entre si. De
modo a verificar visualmente para que valor de D? as curvas criticas obtidas com ambas solucoes
sao proximas entre si, mostramos nas Figs. —[B.7 essas curvas para alguns valores de k¥
e € (correspondente a cada valor de D?), para trés valores de D?. Na Fig. [8.8] mostramos os
valores limite de ¢, para alguns valores de corte de D?, em fungao de x¥. Verifica-se que esses

valores limite de € sao crescentes com x?.

CAusticas

Como pode ser observado nas Figs. - , impor um valor méximo em D? nas curvas
criticas acarreta, de fato, em que a solugao via Método Perturbativo seja visualmente proxima
da solucdo exata para essas curvas. No entanto, para as cdusticas obtidas com esse limite em D?
a solugao é visualmente distinta (ver painéis direitos dessas figuras). Uma alternativa é impor
um valor mdximo a D? calculado para as cdusticas. Nesse caso, na expressao de D? (Eq.
xsg e Typ correspondem as coordenadas radiais das causticas tangenciais obtidas com a solucao
exata e com o Método Perturbativo (Eq. , respectivamente. Nesta situacao, a associagao
do angulo polar para calcular as duas fung¢oes no mesmo valor de ¢; ¢ um pouco mais complicada.
Na solugao exata, temos o conjunto (yi4,y2¢) que ndo ¢é igualmente distribuido angularmente

(eles sao obtidos varrendo ¢ no plano da lente). Além disso, no Método Perturbativo as
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Figura 8.5: Curvas criticas (painéis esquerdos) e causticas (painéis direitos) do modelo PNFW
para D? = 5 x 10~ calculado nas curvas criticas. Os valores de ¢ sao obtidos a partir da escolha
de k¢ impondo esse valor de D?: k¥ = 0.1 e ¢ = 0.042 (acima), k¥ = 0.5 e € = 0.319 (centro),

k? =0.9 e € = 0.541 (embaixo).
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Figura 8.6: Curvas criticas (painéis esquerdos) e cdusticas (painéis direitos) do modelo PNFW
para D? = 7.5 x 10™* calculado nas curvas criticas. Os valores de € sdo obtidos a partir da
escolha de ¥ impondo esse valor de D% k¥ = 0.1 e ¢ = 0.047 (acima), ¥ = 0.5 e ¢ = 0.342
(centro), k¥ = 0.9 e ¢ = 0.560 (embaixo).
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Figura 8.7: Curvas criticas (painéis esquerdos) e cdusticas (painéis direitos) do modelo PNFW
para D? = 1 x 1072 calculado nas curvas criticas. Os valores de ¢ sao obtidos a partir da escolha
de k¢ impondo esse valor de D?: k¥ = 0.1 e ¢ = 0.051 (acima), k¥ = 0.5 e € = 0.358 (centro),
k? =0.9 e € = 0.575 (embaixo).



Dominio de Validade para Curvas Criticas e Causticas no Modelo PNFW 145

1 T T T

 — ' =1x10" |
) 4
. D =75%10
O — pr=5%107"
0.6+ —
&5
> g - ]
w
041+ —
02+ —
0 | | | | | | | | | |

0 025 05 075 1 125 15
K’

Figura 8.8: Limites em ¢ associados a um valor de corte para D?, calculado para a curva critica
tangencial, em funcao de x¥.

causticas sao obtidas em funcao do angulo polar ¢ no plano das lentes. No entanto, o mesmo
angulo ¢ no plano da lente nao corresponderd ao mesmo angulo ¢g no plano das fontes para a
solucao exata e o Método Perturbativo. Por outro lado, calcular D? para as causticas exige que
rump € Tsg sejam calculados no mesmo angulo ¢g. Para garantir que o mesmo ¢g ¢ associado
as duas solugoes, primeiro determinamos o angulo polar no plano das fontes correspondente a

cada ponto (yi1;, yo¢) da cdustica tangencial obtida com a solugao exata, ou seja,

¢s = arctan (%) (8.21)

e a correspondente posi¢ao radial zsg = yi(ds) = \/¥% + y3,. Do mesmo modo, calculamos o
angulo polar para cada ponto da caustica tangencial obtida com o Método Perturbativo, que

denotaremos como ¢¥*, ou seja,

37 = acan (12753, o2

onde y1; e Yo sao dados na Eq. . Finalmente, efetuamos uma varredura de ¢ (0 < ¢ <
7/2), de forma tal que para cada posicio radial y; os angulos ¢g e P¥F sejam iguais.

Tendo determinado as coordenadas (y;, ¢5) da solugdo exata e as correspondentes (yM, p¥T)
efetuamos o célculo de D?. Na Fig. mostramos nossos resultados para D? em funcao de e
para alguns valores de x?. O resultado ¢ qualitativamente similar ao das curvas criticas, exceto

para valores elevados de x?.
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Figura 8.9: Figura de mérito D? do modelo PNFW, calculado para a cdustica tangencial, em
funcao de € para alguns valores de k7.

0.8 | |

gMP
max

Figura 8.10: Limites em e associados a valores de corte para D2, calculado para a cdustica
tangencial, em funcao de x?.

De modo similar & andlise feita para as curvas criticas, escolhendo valores de corte para D2,
podemos determinar o intervalo de valores de € dentro do qual as solugoes exata e perturbativa
para causticas sejam proximas entre si. Na Fig. |8.10| mostramos os valores limite de ¢, para
alguns valores de corte de D? em fungao de x¥. Como esperado, esses valores limite de € sao

crescentes com K.

Para verificar visualmente para qual desses valores de D? mostrados na Fig. [8.10, as
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Figura 8.11: Cdusticas (painéis esquerdos) e curvas criticas (painéis direitos) do modelo PNFW
para D? = 5 x 107* calculado nas cdusticas. Os valores de € sdo obtidos a partir da escolha
de ¢ impondo esse valor de D?*: k¥ = 0.2 e ¢ = 0.006 (acima), k¥ = 0.6 e € = 0.041 (centro),
k? =1.0 e e = 0.35 (embaixo).
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Figura 8.12: Causticas (painéis esquerdos) e curvas criticas (painéis direitos) do modelo PNFW
para D? = 7.5 x 10~ calculado nas causticas. Os valores de € sdao obtidos a partir da escolha
de k¢ impondo esse valor de D?: k¥ = 0.2 e ¢ = 0.012 (acima), k¥ = 0.6 e € = 0.078 (centro),
k? =1.0 e € = 0.435 (embaixo).
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Figura 8.13: Causticas (painéis esquerdos) e curvas criticas (painéis direitos) do modelo PNFW

para D? =

k¢ impondo esse valor de D?: k% = 0.2 e ¢ = 0.018 (acima), k2 =
k? =1.0 e e = 0.486 (embaixo).

0.001 calculado nas causticas. Os valores de ¢ sao obtidos a partir da escolha de

0.6 e € = 0.107 (centro),
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causticas obtidas com ambas solugoes sao préximas entre si, obtivemos essas curvas para alguns
valores méaximos de € (correspondentes a cada valor de D?) para alguns k¥, como mostrado nas
Figs. B.11-B.13

Note que somente para o valor de corte D* < 5 x 107%, as cdusticas obtidas com ambas
solucoes estao em perfeita concordancia. J& os outros valores de corte, parecem nao ser ade-
quados para grandes x¥. Além disso, este critério, calculado para as cdusticas, também garante
que os resultados para as curvas criticas serao proximos. Desse modo, ele é adequado para
definir um dominio de validade, no espago de parametros k¥ — ¢, do Método Perturbativo para
cdusticas e curvas criticas. Em particular, propomos definir o valor de corte D? = 5 x 1074
(Fig. como sendo aquele que limita a aplicabilidade do Método Perturbativo para o mo-
delo PNFW para as curvas criticas e causticas. No Apéndice mostramos a funcao de ajuste

da Fig{8.10| para essa curva.



Capitulo 9

Secao de Choque no Formalismo

Perturbativo

Neste capitulo mostraremos uma aplicacao simples do Método Perturbativo a saber, o cédlculo
da secao de choque de deformacao. Deduziremos as expressoes analiticas para as curvas de
distor¢ao constante e mostraremos, pela primeira vez, uma expressao analitica para a secao de
choque de deformacao no escopo deste método. Efetuaremos os calculos dessas grandezas com
o modelo PNFW considerando a parametrizacao e o valor de Ry, = 10 (exceto quando
explicitado outro valor). Através da comparagao entre as se¢oes de choque obtidas com ambas
solugoes (exata e perturbativa) obteremos um limite de validade do Método Perturbativo para
o calculo da secao de choque. Este serd comparado com os limites obtidos no capitulo anterior

para causticas e curvas criticas.

9.1 Curvas de Distorcao Constante

Além de expressoes analiticas para a curva critica e caustica tangencial, neste método também
é possivel obter expressoes analiticas para as curvas de distor¢ao constante (Ry = A\ /Ay =

+Rmin). Usando as Eqgs. (4.15)), (4.18b) — (4.20), temos que

Ar Koy Ty
MU = — =+Rin. 9.1
A F(zr, 9) Ty — T ( )
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As variaveis radiais destas curvas sao obtidas ao resolver as equacoes acima, de modo que

Rmin
O Ry = Rmin
Rmin - 1’ A *
Ty =Ty X (9.2)
Rmin
T Ry = —Ru
Rmin + 1 7 A

L6 -0.8 0 0.8 1.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Figura 9.1: Curvas de distor¢ao constante (R, = 10) e Ry, = oo no plano da lente (esquerda)
¢ das fontes (direita) para o modelo PNFW com k¥ = 0.5 e ¢ = 0 (painéis superiores) e
k? = 0.8 e ¢ = 0.1 (painéis inferiores). Linhas pretas: solugao exata. Linhas verdes: Método
Perturbativo.

Note, portanto, que as curvas de distor¢ao constante no plano da lente, no Método Pertur-
bativo, sao sempre autosimilares a curva critica. Esse resultado também vale para a solucao

exata do modelo da SIEP (Eq. [3.105). No entanto, para o modelo PNFW, por exemplo, a
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solucdo exata nao exibe essa autosimilaridade. De fato, como vimos nas Secoes e6.2, a
forma das curvas Ry = const. (como por exemplo, a elipticidade a ela associada) depende do
valor de R,. Por outro lado, para |R,| > 4, a forma ja se aproxima da curva critica, sendo
obviamente mais préxima quanto maior Ry. Exemplos dessas curvas para o modelo PNFW sao

mostrados no painéis esquerdos da Fig. 9.1}

O mapeamento destas curvas no plano das fontes é feito substituindo dxy, = x), — rg nas

Egs. (4.13). Por exemplo, a curva Ry = + Ry, tem as seguintes equagdes paramétricas

1 R d? d
Y = %cosqb—i—x—E [(Rmin_l) df cosgb—l—di;singb] , (9.3a)
fi1+ Kowg . 1 Rmin Pfo . dfo
_ — - . 9.3b
Yax Fa— sin ¢ + w I\ B 1) 4 sin ¢ 0 coS ( )
As equagoes paramétricas para a curva Ry = — R, sao dadas pelas expressoes acima com a

substituicao Ry — 1 — Runin + 1, observando que as expressoes se reduzem as equacgoes
para a cdustica tangencial (Egs. quando R, — oo. Exemplos dessas curvas para o
modelo PNFW sao mostrados nos painéis da direita da Fig. 0.1 Note que, neste caso ndo ha
uma autosimilaridade dessas curvas com as cdusticas. Em particular, hé o surgimento de lobos

proximo as cuspides, como também ocorre para a solucao exata.

Na Fig[0.1] também foram incluidas as curvas de distor¢ao constante obtidas com a solugao
exata. Note que apesar das curvas de distor¢cao obtidas com o Método Perturbativo e com a
solugao exata serem muito préximas entre si no plano das lentes, o mesmo nao ocorre no plano

das fontes.

Até onde sabemos, as expressoes (9.2]) — (9.3) estao sendo obtidas pela primeira nesta tese
e, em particular, sao uteis para calcular a secao de choque de deformagao como mostraremos a

seguir.

9.2 Foérmula para a secao de choque de deformacao

A partir das solugoes acima é possivel obter uma expressao analitica para a secao de choque de

deformacao (Eq. [3.109). Lembrando que o determinante do Jacobiano no Método Perturbativo
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¢ obtido a partir das Egs. (4.18) temos

T
|det A| = (9.4)

Em coordenadas polares, expressando d?z = xdvde, temos que a Eq. (3.109)) se escreve

27 Tt 2T T4
G Ry = Ko / / (1, — x)dxdo + K5 / / (x — zy)dzdp, (9.5)
0 T_ 0 Tt

onde x; é dado por (4.20), z_ e x, sao dados por x) (Eq. para Ry = —Ruyin ¢ Ry = +Ruin,

respectivamente. Integrando a variavel radial e simplificando termos, obtemos

CcOomo

~ Rr2nin + 1 o
O Runin = H%m/o 7 (p)do. (9.6)

Para R, > 1, temos que & o< R2 | 0 mesmo comportamento obtido nas Secoes e

min’

para a solugao exata.

Salientamos que a expressao acima é valida para qualquer modelo de lente e qualquer

perturbagao no potencial. Para modelos circulares, onde x; = xg, temos

~ Rilin + 1
O Rgins = QWﬁgﬁém- (9.7)

Note que, mesmo para modelos circulares, a solugao da equagao da lente sendo uma expansao
em relacao a solucao do anel de Einstein, é aproximada. Desse modo, a curva R, = oo é, por
construgao, exata, mas as curvas Ry = £R;, sdo aproximadas (ver painéis superiores da Fig.
. A Eq. fornece uma solugao analitica aproximada para o . para qualquer modelo

axial.

Por exemplo, no caso do modelo NFW (axial) os cdlculos exato e com a Eq. (9.7) sdo bem
proximos. Para valores de k¢ < 0.2 (para os quais g S 0.1 e ko < 0.4) o desvio relativo entre a
Eq. (9.7) e o valor exato é menor que 10%. Para valores maiores de k¢ essa diferenca diminui,

chegando cerca de 2% para k¥ = 1.5 (ver Fig. [9.2)).

No caso de lentes pseudoelipticas, o modelo da SIEP tem uma solucao analitica para a

integral em (9.6)), que é dada pela Eq. (6.4)). Para os outros modelos, a baixas elipticidades é
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Figura 9.2: Comparacao entre secoes de choque obtidas com as solucoes exata e perturbativa
(Eq. para o modelo NFW em funcao de x?. Painel esquerdo: 719. Painel direito: diferenga
relativa entre os valores mostrados no painel do lado.

possivel obter uma expressao analitica para . Das Eqs. (8.11)) e (4.20)), temos

24(6) = o + £ 08 26 {2‘%@)] , (9.8)

onde k(zg) é a convergéncia da lente axial e kg é dado na Eq. (4.11]). Substituindo a expressao
acima na Eq. e integrando, obtemos

R2 +1 1 Ko\ 2
~ 2 min 2 2 2
R, = 27er—( 2 ) {KQ + 3 <1 + 5 ) € } . (9.9)

Esse comportamento quadratico em ¢ estd em acordo com o obtido a partir da solucao exata

na Segao [6.1]

9.3 Comparacao com a Solucao Exata para o modelo

PNFW

Nesta secao compararemos as se¢oes de choque calculadas com a solugao exata (Capitulo E[) e
com o Método Perturbativo para o modelo PNFW. Compararemos o limite em € obtido exigindo
que as secoes de choque sejam préximas, com o oriundo da comparacao entre as causticas e

curvas criticas apresentadas no capitulo anterior.
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Nas Figs. e mostramos a se¢ao de choque calculada com a solucao exata e com as
expressoes e , as quais chamaremos de calculo perturbativo e perturbativo aproxi-
mado, respectivamente. Como mostrado na Sec¢ao 8.3, a curva critica tangencial obtida com o
método perturbativo tem tamanho menor que a obtida exatamente, e isso acontece para valores
de k2 < 0.9. Dessa forma, abaixo desse valor é de se esperar que a se¢ao de choque calculada
com o Método Perturbativo seja menor que a calculada exatamente. Esse comportamento pode

ser visto nos painéis esquerdos das Figs. e[0.4

0

10 |
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E 1z
L N >
I 1 Eos6
810 10_2 ~ &
&
— e=02 704
— =03 a
£ — =04 73
g ] 0.2
10" 0
0 0.5 1 1.5
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Figura 9.3: Comparacao entre secoes, de choque obtidas com as solucoes exata e perturbativa,
para o modelo PNFW em funcao de x¢. Painel esquerdo: calculo exato (linha sélida), pertur-
bativo (tracejada) e perturbativo aproximado (pontilhada). Painel direito: desvio relativo entre
o calculo exato e o perturbativo (linha tracejada) e perturbativo aproximado (pontilhada).

Para entender as diferencas no calculo da secao de choque em relacao a e, lembremos do
limite em € em fungao de k¢ para curvas criticas e cdusticas apresentado na Fig. [8.10] Nessa
se¢ao, mostramos que a diferenca entre a solugao exata e o Método Perturbativo aumenta com &
e, a ¢ constante, diminui com ¥. Por isso, é de se esperar que a diferenca entre os calculos exato
e perturbativo das se¢oes de choque aumente com ¢, sendo mais significativa em baixos valores
de k¢. Esse comportamento é observado na Fig. [0.40 Em particular, o célculo perturbativo
aproximado é bem proximo da solucao exata para grandes valores de x?, inclusive até € ~ 0.6.

A seguir verificaremos se o dominio de validade do Método Perturbativo para o modelo
PNFW, apresentado na Secao , ou seja, impondo ¢ < eMP ' vale também para outras

aplicagoes, mais especificamente, para o calculo da secao de choque de deformacao. Se no

MP

max &S secoes de choque calculadas com o Método Perturbativo e com a

regime em que € < €
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Figura 9.4: Comparacao entre secoes de choque, obtidas com as solucoes exata e perturbativa,
para o modelo PNFW em fungao de . Painel esquerdo: célculo exato (linha sélida), perturba-
tivo (tracejada) e perturbativo aproximado (pontilhada). Painel direito: desvio relativo entre
o calculo exato e o perturbativo (linha tracejada) e perturbativo aproximado (pontilhada).

solugao exata sao proximas entre si, ¢ uma indicacao de que esse limite pode ser 1til em outras
aplicacoes. Caso contrario, a exigéncia de que as secoes de choque sejam semelhantes pode

impor limites adicionais no dominio de validade do Método Perturbativo.

No painel esquerdo da Fig. mostramos os contornos de 7 constantes calculados com as
solucoes exata e perturbativa. Basicamente as caracteristicas discutidas nos paragrafos anterio-

res sao sintetizadas nesse grafico. Visualmente, ambas se¢oes de choque estao em concordancia

MP

max

para valores de € < ¢,- pelo menos até K% ~ 1.

Para quantificar a diferenca entre as secoes de choque calculamos a diferenca relativa

OSE — OMP

A
o

(9.10)

OSE
onde os subindices SE e MP se referem aos cédlculos exato e perturbativo, respectivamente.

No painel direito da Fig. mostramos alguns contornos do desvio acima. Nossos resultados

mostram que nao h4 relacio entre Ag/d e M e que Ag /5 < 25% para todos os valores de x?

MP

max"*

na regiao € < ¢ Em particular, para k2 < 1 essa diferenca ¢é limitada a 10%.

. . .~ . . o~ MP .
Sendo assim, podemos definir uma regiao no espaco k¥ — ¢ tal que a imposigao € < €., seja

complementada com um desvio relativo entre as secoes de choque menor que 10%, de forma a

determinar o dominio de validade do Método Perturbativo para o calculo da secao de choque
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Figura 9.5: Comparagao entre se¢oes de choque obtidas com as solugoes exata e perturbativa,
para o modelo PNFW no espaco de parametros k¥ — . Painel esquerdo: se¢ao de choque para
os calculos exato (linha continua) e perturbativo (tracejada). Painel direito: diferenca relativa
entre os valores mostrado no painel do lado. A linha continua azul corresponde aos valores

limite eMP

max

(k%) obtidos com o valor de D? =5 x 107,

do modelo PNFW. Essa regiao é limitada aproximadamente por

MP
onde €,

(k7), K2 <10

033, k> 1.0,

(k?) é dada pela fungao de ajuste (B.10)).

(9.11)

Finalmente, para encerrar nossa comparacao entre as segoes de choque obtidas com a solucao

exata e perturbativa, mostramos na Fig. OR

min

em funcao de R, para alguns valores de

k¢ e de € proximos de epax(K7), obtidos com o valor de D? = 5 x 10~*. Em geral, para valores

de Ruin < 2.5 o desvio relativo entre as se¢oes de choque pode exceder o 50%, sendo o cédlculo

exato maior que o calculo perturbativo. Esse desvio relativo significativo é de se esperar, pois

em baixos limiares de R, as curvas de distor¢cao constante ficam afastadas da curva critica

tangencial, regides que nao se satisfazem uma das premissas principais deste método (Segao
7).

Como era de esperar, a medida que Ry, aumenta, o desvio relativo diminui (ver painel

direito da Fig. . Em particular, note que para valores de k¢ 2 0.9 e de Ry, > 7.5 0 desvio

relativo entre ambas se¢oes de choque nao depende de Ryy.

Com base as andlises feitas nesta secao, mostramos uma potencial aplicabilidade do Método
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Figura 9.6: Comparacao entre secoes de choque obtidas com as solugoes exata e perturbativa
(Eq. para o PNFW em funcao de R,;,. Calculo exato, perturbativo e perturbativo

aproximado correspondem as linhas solidas, tracejada e pontilhada, respectivamente. No painel

direito, as linhas tracejadas (pontilhadas) correspondem ao desvio relativo entre calculo exato
e o perturbativo (perturbativo aproximado).

Perturbativo para o calculo da secao de choque para arcos de deformagao com limiar R, > 7.5

no dominio de k¥ e ¢ dado pela Eq. (9.11)).
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Neste trabalho foi feito um estudo de dois modelos pseudoelipticos fisicamente motivados
nas escalas de massa galactica (SIEP) e de aglomerados de galdxias (PNFW), visando estabele-
cer seus dominios de validade para representar a distribuicao de matéria dos modelos elipticos
e no calculo da se¢ao de choque na aproximacao de fontes infinitesimais circulares (segao de
choque de deformagao). Também foi determinado o dominio de validade do Método Pertur-
bativo para causticas, curvas criticas e secao de choque de deformacao. Enquanto a secao
de choque de deformacao é util para a Estatistica de Arcos, o Método Perturbativo também
pode ser aplicado para modelar individualmente sistemas de arcos (problema inverso). Ambas
aproximacoes seminanaliticas oferecem métodos rapidos para determinar as propriedades das
lentes, das fontes ou da cosmologia a partir dos arcos gravitacionais. A seguir apresentamos os

principais resultados obtidos com essas modelagens seguindo a estrutura geral desa tese.

Parte 1

Apesar dessa parte ser majoritariamente de revisao, destacamos alguns resultados originais nela

mostrados.

Como parte da discussao das propriedades das imagens de fontes lenteadas pela SIS (Secao
, estendemos a ja conhecida soluc¢ao para arcos de fontes circulares (Eq. [3.31]) para o caso
de fontes elipticas com orientagao arbitraria (Eq. [3.39).

Mostramos que é possivel deduzir de uma forma simples as funcoes de lenteamento dos
modelos pseudoelipticos com uma parametrizacao arbitraria da elipticidade (Egs. — ,
generalizando as expressoes mostradas nas referéncias [50, 87]. Também generalizamos as ex-
pressoes para a curva critica e cdustica tangenciais da SIEP (Egs. e , as quais foram
obtidas na referéncia [75] para a parametrizacao . Obtivemos uma nova solucao para a
equacao da lente para fontes elipticas com orientagdo arbitraria (Eq. , também obtivemos
uma expressao analitica para as curvas de distor¢ao constante (Eq. para esse modelo.

No Capitulo {4}, discutimos o Método Perturbativo proposto na referéncia [4]. A partir da
solugao analitica para arcos (Eq. apresentamos medidas de comprimento (Eqgs. [4.38| e
4.39)) e largura (Eq. [4.45) e um critério para determinar a multiplicidade dos arcos. Uma
aplicacao direta dessas medidas ¢é utilizar o Método Perturbativo para calcular a se¢ao de

choque para formacao de arcos tangenciais levando em conta fontes finitas.
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Parte 11

Nesta parte os focos principais do estudo dos modelos pseudoelipticos foram: a) a determinacao
do seu dominio de validade para representar distribuigdes de massa eliptica (Capitulo ; b)
aplicacao ao célculo da segao de choque (Capitulo @ e ¢) obtengao das relagdes de mapeamento
com modelos elipticos (Capitulo (7).

No Capitulo[f]foi discutida a associagao dos contornos de convergéncia as curvas de distor¢ao
R, ou seja, atribuir valores aos contornos de convergencia de modo tal que eles coincidam ou
fiquem bem préximos de cada curva R, (Secao . No modelo da SIEP, os contornos de
convergéncia coincidem com as curvas R, (Eq. , sendo que a forma desses contornos
depende unicamente do parametro €. Para o modelo PNFW, usando o valor da convergéncia
na intersecao das curvas Ry com o eixo maior da lente, verificamos que a forma dos contornos
de convergéncia deste modelo nao € necessariamente a mesma das curvas Ry e depende de K?,
do limiar Ry;n, além de €, naturalmente.

Na Secao foram investigadas as duas limitagoes fisicas da distribuicao de massa pseu-
doeliptica: a forma de halteres e valores negativos da convergéncia. Em relacao a forma de
halteres (Secao , foi utilizado um método simples para determinar o valor do parametro
¢ (que denotamos por ep,x) a partir do qual os contornos de convergéncia (associados a cada
curva R)) adquirem forma de halteres.

No caso da SIEP, obtivemos o jd conhecido valor de eya, = 0.2 [82) [75], que independe da
posicao radial, ou seja, do contorno de convergéncia onde é calculado.

No caso do modelo PNFW, um aspecto inovador na determinacao de e, foi incluir a
dependéncia com k? e Ry, propondo assim, uma fungao ey.x(k¥, Ry). Verificamos que essa
fungao depende fortemente de x¢. Por exemplo, para £? < 0.1 tem-se que €pax (K7, Ry) ~ 0.5, e
a medida que k¢ aumenta, eyax(k¥, Ry) diminui (Fig. . Também encontramos que para as
regices de formagao de arcos com Ry, 2 4, 0 valor de ep.x(k?, Ry) calculado na curva critica
tangencial depende fracamente de Ry, (Eq. . Uma fungao de ajuste para . (k?, Ry) que
reproduz muito bem os resultados numéricos é dada na Eq. .

Nosso resultado para enax(k¥, Ry) estendeu os resultados anteriores da literatura, cobrindo
todo o intervalo relevante de «?¥. Em comparacao com o valor conhecido na literatura de
Emax = 0.25, obtido apenas para k¥ = 0.88 [50], verificamos que se pode ampliar o uso do modelo
PNFW de modo a representar bem distribuicoes de massa elipticas na regiao de formagao de
arcos tangenciais. Em particular, para os sistemas mais abundantes na natureza (aqueles com

k? < 0.1) podem ser usados valores até e ~ 0.5.
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Uma possivel aplicagao desse dominio de validade do modelo PNFW ¢é a wvalida¢ao dos
resultados para o problema inverso a partir de arcos, obtidos, por exemplo, com os codigos
LensTool [79, 72] ou Lensview [150].

Na Secao 2| foi analisado o surgimento de regioes com convergéncia negativa. E sabido
que o modelo da SIEP nao apresenta este problema. J& no caso do modelo PNFW| verificamos
que essas regioes existem para qualquer valor nao nulo de . No entanto, essas regioes ocorrem,
fora da regiao de formagao de arcos com Ry, 2 1.25.

O célculo da segao de choque (Eq. e sua dependéncia com os parametros das lentes
foram abordadas no Capitulo [6]

Para o modelo da SIEP, obtivemos uma expressao analitica para a segdo de choque (Eq.
que, esta sendo apresentada pela primeira vez. Verificamos que ela aumenta com ¢ a partir
de € ~ 0.25 e escalona com o inverso do quadrado de Ry, (para Ry, > 1).

Para o modelo PNFW, verificamos que os comportamentos da secao de choque com os
parametros € e k¥ e com os limiares Ry, € fim Sa0 qualitativamente similares aos exibidos no
modelo ENFW [3I]. Por exemplo: o aumento nao linear com ¢ (indicando, a diferenga da

SIEP, um escalonamento nao linear com a massa e com Y1 ); o forte aumento com ¢ a valores

crit

baixos de ¢; a leve diminui¢ao com ¢ para ¢ 2 1.2 e, finalmente, as relagoes de escalonamento
com Ry, (Eq. e Umin (Eq. .

No Capitulo [7] foram apresentados os métodos para mapear os parametros dos modelos
pseudoelipticos em seus correspondentes elipticos. Para associar o modelo da SIEP ao mo-
delo da SIE, foi suficiente relacionar as elipticidades. J& para associar o modelo PNFW ao
modelo ENFW, além de relacionar as elipticidades foi necesséario relacionar as convergencias
caracterfsticas, obtendo ex(e, k?) e k> (g, K¥).

A relagao entre as elipticidades foi feita associando elipses aos contornos de convergéncia
na regiao de formacgao de arcos. Essa associacao foi abordada utilizando primeiro o método
proposto na referéncia [56] (método GK, Secao |7 , obtendo £§¥ a partir dos semieixos da
elipse que passa pelas intersegoes do contorno de convergéncia com os eixos da lente (Eq. [7.4] m

Para o modelo da SIEP, reobtivemos a relagio ¢£X(¢) [75] (Eq. [7.5)), a qual independe

GK ~ 3¢ quando

do contorno de convergéncia onde é calculada. Verificamos que a relagao ey
comparada a expressao Eq. ¢é valida para valores de € < 0.1, se considerado um desvio
relativo entre essas quantidades menor que 10%. No caso do modelo PNFW verificamos a
dependéncia da relacdo entre elipticidades com ¢ e com o valor de Ry. Como esperado, 5K ¢

crescente com € e aumenta com ¥ e pode ser considerado independente de R a partir de Ry, 2

4. Por isso, foi suficiente considerar eS¥(e, k¥, Ry) calculada no contorno de convergéncia
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associado & curva critica tangencial como a elipticidade ¢$¥ na regido de formacao de arcos.
Verificamos que o regime linear de e&¥ com € é valido somente para valores de ¢ < 0.1. Nosso
resultado para e$¥ foi comparado com a fungao de ajuste para e§¥ (Eq. da referéncia
[56] obtida para um tnico valor de k¥ (mas para o contornos de convergéncia arbitrarios),
apresentando um desvio relativo menor que 2% até ¢ < 0.25 no contorno de convergéncia
associado & curva critica tangencial (Tabela [7.1]).

Apesar do método GK fornecer uma forma simples de estimar a elipticidade, verificamos
que ele nao é apropriado para grandes valores de €. Por isso, propomos um segundo método,
chamado de Ajuste Eliptico (AE), obtendo £2F a partir da minimizagao de uma figura de mérito
(Eq. , como discutido na Secao . Com este método refizemos todas as andlises obtidas
com o método GK, encontrando resultados qualitativamente similares, como por exemplo, a
dependéncia com os parametros € e k¥ e com o limiar R,,;,. Na Secao verificamos que os
métodos GK e AE sao quantitativamente equivalentes para valores de € < 2 = 0.2 no caso
do modelo da SIEP e para valores de € < epax(k¥) no caso do modelo PNFW.

Como mencionado anteriormente, a elipticidade da distribuicao de matéria associada a
modelos pseudoelipticos ja foi objeto de outros estudos na literatura. Por exemplo, a referéncia
[72] inclui em sua tabela 1 expressoes para a elipticidade ey, em fungao de e para diversos
modelos (incluidos os dois discutidos nesta tese). No entanto esses resultados sdo geralmente
limitados a baixos valores de ¢, constituindo relacoes lineares entre ey, e €. Neste trabalho nds
estendemos a relagdo entre ex, e € do modelo PNFW em dois aspectos: i) levando em conta a
dependéncia dessa relagdo com K?, ii) proporcionando uma fun¢ao de ajuste vdlida para todo
o intervalo de €, através de um polinomio de quarta ordem em € (Eq. . Essa expressao se
torna especialmente relevante pois o dominio de validade do modelo PNFW ¢é maior do que o
considerado anteriormente na literatura (chegando até € = 0.5 o que corresponde a 5, ~ 0.65
para baizos valores de k7). Em aplicagoes dos modelos pseudoelitpicos a arcos gravitacionais
(como na referéncia [72] para o caso do problema inverso), bastaria trocar essas relagoes lineares
(tabela 1 dessa referéncia), pela expressao , no caso do modelo NFW, ou pela ou
(7.11)), no caso da SIEP. O mesmo procedimento desta tese poderia ser aplicado para os outros
modelos dessa reférencia, entre outros.

Na Secao apresentamos um estudo do desvio dos contornos de convergéncia pseu-

doeliptica da forma eliptica usando o valor minimo da figura de mérito (Eq. |7.8)), denotado

2

por D7, . Estudou-se a dependéncia dessa quantidade com os parametros ¢, k¢ e com o limiar

2

Ruin, verificando-se que o comportamento de D}, (€, kK?, Rmin) ¢ qualitativamente similar ao

2

min»

da funcdo enax(k?), como mostrado na Fig. [7.16| e que, escolhendo valores de corte de D
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também é possivel determinar valores limite no parametro € de modo a evitar a forma de
halteres da convergéncia pseudoeliptica.

Sendo assim, concluimos que as configuracoes que evitam a forma de halteres sao também
as que se desviam pouco da forma eliptica — mesmo sendo os métodos para determinar essas
duas condigcoes completamente independentes.

Na Secao foi discutida a relagao entre as convergéncias caracteristicas. Para cada ¢ e
k¢, é obtido 5 e, para este, é obtido xZ tal que o contorno de convergéncia associado & curva

critica tangencial do modelo ENFW intersecte o eixo 21 em aag (0 semieixo maior da elipse que

by

5 aumenta com

melhor ajusta o contorno de convergéncia do modelo PNFW). Verificamos que

k? e com g, sendo aproximadamente constante nas regides de formagao de arcos com Ry, 2 4.

%
s

dependentes de ¢ (Eq. [B.6)).

Como uma aplicacao das relagoes de mapeamento entre parametros dos modelos PNFW

Encontramos que £ (g, k¢) é bem ajustada por uma funcao quadrética de ¢ com coeficientes

e ENFW e visando investigar se a funcao emax(x¥) é 1til para definir o dominio de validade
do PNFW em outras aplicacgoes, calculamos o desvio relativo entre as se¢oes de choque dpnpw
e GpnFw (Secao . Impondo que esse desvio relativo seja menor que 10% para valores de
£ < Emax(K?) propusemos uma regiao no espago de parametros € — k¢ delimitada pela expressao
, tal que seja possivel usar o modelo PNFW em vez do ENFW neste caso.

Em principio, os resultados aqui obtidos poderiam ser utilizados para agilizar calculos asso-
ciados aos arcos gravitacionais, gragas ao uso de modelos pseudoelipticos dentro do seu dominio
de validade. Citemos, como exemplo, a possivel utilizacao do modelo PNFW em simulacoes.

Dada uma lente com ey, e =, se o € associado estiver dentro dos limites definidos por (7.19)),

)
o modelo PNFW (com parametros dados por k¥(ex, k¢) e £(ex, k7)) poderia ser utilizado para
simular os arcos. Naturalmente é preciso verificar se o dominio de validade determinado em
se mantém para fontes extensas. No problema inverso, muitos codigos ja utilizam o mo-
delo PNFW. Nesse caso, como mencionado anteriormente é preciso verificar se o resultado da
inversao possui € < €.y, Senao, a distribuicao de matéria nao serd muito realista. Caso essa

condicao seja satisfeita, pode-se determinar o modelo ENFW associado através das relacoes

ex(e, k?) e K (g, KF).

Parte 111

Nesta parte da tese focamos na implementacao do Método Perturbativo em modelos pseu-

doelipticos (Capitulo [8) e no no célculo da se¢ao de choque de deformagao (Capitulo E[) A
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comparacgao entre as solugoes exata e perturbativa das curvas criticas, cdusticas e secao de
choque, permitiu determinar um dominio de validade deste Método Perturbativo para estes
casos.

Na Secao deduzimos as principais fungoes perturbativas para modelos pseudoelipticos
(Egs. , lteis para obter curvas criticas, cdusticas e solugoes para arcos (e correspondentes
medidas de comprimento e largura). Essas fungoes perturbativas foram obtidas para qualquer
valor e parametrizacdo da elipticidade, generalizando o que foi feito na referéncia [4], que
considera somente valores baixos (e uma parametrizacao especifica) da elipticidade. Verificamos
a validade das expressoes através: i) da comparagao das curvas criticas, cdusticas e
solucoes para arcos com seus equivalentes calculados exatamente para os modelos da SIEP e
PNFW, como mostrado na Fig. e i) do limite a valores baixos de ¢ recuperando as fungoes
perturbativas obtidas expandindo o potencial eliptico até primeira ordem em ¢ (estas tultimas
foram apresentadas na Secao .

Na Segao [8.2] mostramos explicitamente que a solu¢io do Método Perturbativo é exata no
caso do modelo da SIEP.

Na Secao comparamos as curvas criticas e causticas obtidas com o método perturbativo e
a solugao exata num amplo intervalo de valores de k¥ e £ de forma tal a determinar um dominio
de validade que garanta que ambas solugoes sejam bem préximas. Na Segao analisamos
o critério de validade proposto na referéncia [4] e verificamos que ele nao é adequado para
definir um dominio de validade do Método Perturbativo. Por isso, na Secao [8.3.2] propomos
como medida da comparac@o entre curvas criticas e cdusticas (obtidas com ambas solugoes) a
informagao da média do desvio relativo das posicoes radiais dessas curvas, chamado de D? (Eq.
8.20)).

Verificamos que D? descreve quantitativamente a comparacao entre curvas criticas e causticas
como por exemplo: i) a diminuigao de D? com k¥ (como inferido da Fig. [8.3); ii) o aumento
de D? com ¢ (como esperado do aumento da perturbagao no potencial com ¢) e i) que o
desvio entre causticas ¢ maior que o desvio entre curvas criticas para um mesmo valor de x?¥ e
. Sendo assim, escolhendo valores de corte de D?, estabelecemos valores limite ao parametro
e (para cada k?) de forma tal que as curvas criticas e as cdusticas obtidas em ambas solugoes
sejam préximas entre si. Verificamos que, impondo um valor de corte de D* < 5 x 10™* para
as causticas, garantiu que tanto as causticas quanto as curvas criticas sejam proximas entre si.
Em particular, propusemos o valor de D? = 5 x 10~* para limitar a aplicabilidade do Método

Perturbativo a valores de ¢ < eMP (k%) para o modelo PNFW nestes casos. No Apéndice é

max

mostrada a fungao de ajuste da Fig. [8.10| para essa curva.
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Uma possivel aplicacao do dominio de validade do Método Perturbativo para curvas criticas
e causticas, seria determinar a validade de resultados obtidos para o problema inverso utilizando
o Método Perturbativo com modelos pseudoelipticos.

No Capitulo [9] aplicamos o Método Perturbativo para o cdlculo da se¢ao de choque de
deformacao. Na Secaol9.1|apresentamos expressoes analiticas para as curvas de distorcao Ry :=
Ar/As. Verificamos que as curvas de distorgao no plano das lentes (Eq. sao autosimilares a
curva critica tangencial enquanto que essas curvas no plano das fontes (Eq. nao exibem a
autosimilaridade com a caustica tangencial. Foi observado também que as curvas de distorcao
em ambas solugdes (exata e perturbativa) sdo mais préximas entre si no plano das lentes que
no plano das fontes.

Na Secao obtivemos uma expressao analitica para a se¢ao de choque (Eq. , a qual
¢ valida para qualquer perturbacao no potencial. Para modelos axiais, a Eq. é reduzida
a Eq. e constitui uma solucao analitica aproximada para a secao de choque para esses
modelos. Por exemplo, no caso do modelo NFW (axial) o desvio relativo entre a expressao (9.7))
e o célculo exato varia de 2% a 10% em todo o intervalo de valores de xk?. J4 para o caso de
modelos pseudoelipticos, apresentamos uma expressao analitica aprorimada até sequnda ordem
em € para a se¢do de choque (Eq. .

Na Secao comparamos as se¢oes de choque obtidas com as solugoes exata e perturbativa
em fungao dos parametros do modelo PNFW (além do limiar Ry,;,). Verificamos que as se¢oes de
choque calculadas em ambas solugoes exibem comportamentos qualitativamente similares (Figs.
f. No entanto, quantitativamente, ambas secoes de choque diferem, substancialmente,
especialmente em valores baixos de k7 e de Ry, onde o desvio da solugao perturbativa para
curvas criticas e cdusticas em relacao as curvas obtidas exatamente é mais evidente. O desvio
entre ambas secoes de choque pode chegar até 25% mesmo na regiao delimitada por ¢ <

MP . A :
Emax(£E). Isto nos levou a propor uma regiao no espago de parametros ¢ — ¢ impondo ao

MP

max

10%, a qual é delimitada pela funcao (9.11)). Dentro dessa regiao, e para valores de Ry, > 7.5,

mesmo tempo que £ < e)- (k%) e que o desvio relativo entre se¢oes de choque seja menor que o

o Método Perturbativo oferece uma alternativa razodvel para o cdlculo exato da se¢do de choque.

Perspectivas Futuras

As questoes levantadas nesta tese e os resultados obtidos abrem a perspectiva de uma série de
novos estudos, alguns dos quais comentaremos a seguir.

No caso de modelos pseudoelipticos ¢é interessante estender as analises desta tese envolvendo
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0s seguintes aspectos:

1. Aplicar os métodos dos Capitulos 5| e[7|a outros modelos de lente como, por exemplo, com
potencial de tipo lei de poténcias suavizados [20] ou com perfis do tipo NFW Generalizado

[156], Sérsic [34] e Einasto [131], visando:

e determinar o dominio de validade desses modelos para representar distribuicoes de

massa eliptica;

e estabelecer relacoes de mapeamento com seus equivalentes elipticos.

2. Verificar se o dominio de validade e relacoes de mapeamento dos modelos estudados nesta
tese se mantém para fontes finitas, de modo a justificar o uso dos modelos pseudoelipticos

em simulagoes e no problema inverso.

Ja, no escopo do Método Perturbativo, além de implementa-lo em modelos mais realis-
tas (por exemplo, incluindo subestruturas, generalizando as expressoes da referéncia [5]), po-

deriamos abordar os seguintes aspectos considerando fontes finitas:

1. Investigar o dominio de validade deste método (Capitulo |[8)) comparando, por exemplo,
com as medidas de L/W obtidas com simulagbes e com outras aproximagoes semia-

naliticas.

2. Aplicar este método ao calculo da secao de choque para formacao de arcos de modo a:

e comparar o resultado com o obtido com o método de reconstrucao de imagens na

solucao exata, visando determinar seu dominio de validade;

e estudar o impacto do tamanho e elipticidade das fontes na secao de choque e separar

as contribuigoes de arcos de deformacao e fusao de duas ou mais imagens;

e utilizd-la para calculos da estatistica de arcos.

3. Estender as solugoes para arcos (Segao [4.3)) para fontes descritas por um Perfil de Brilho
(a0 invés de simplesmente uma borda eliptica). Uma aplicacao direta seria no uso dessa

solugao mais realista no problema inverso.
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Apeéendice A

Cddigo Numeérico para o modelo

PNFW

Para o calculo da se¢ao de choque de formagao de arcos do modelo PNFW e para obter as
relacoes de mapeamento entre os modelos PNFW — ENFW foi necessaria a implementacao de
alguns codigos numéricos capazes de calcular raizes de funcoes bidimensionais de forma rapida
e precisa, os quais foram implementados em Fortran 77.

Para o primeiro caso foi implementado um método para obter contornos das funcoes de
lenteamento descritas no capitulo [3] Para o célculo das relagoes de mapeamento, como ele
envolveu processos de minimizacao de fungoes, foi necessaria a adaptagao do Codigo MINUIT
[69] para obter os melhores ajustes aos contornos de convergéncia constante e a implementagao
de scripts para fazer interagir nossos codigos em Fortran 77 com os cddigos escritos em C
descritos na referéncia [31]. O objetivo deste Apéndice é expor as caracteristicas principais dos

algoritmos implementados e dar uma visao geral da estrutura dos programas.

A.1 Meétodo para encontrar raizes

As quantidades mais fundamentais para os cdlculos nesta tese sao as derivadas do potencial
da lente, escritas na sua forma geral na Segao Como essas expressoes sao funcoes bidi-
mensionais, basicamente toda a solucao dos problemas comentados acima se reduz a resolver a
equacoes do tipo

f(z1,29) — fo = 0. (A1)

Afim de otimizar o tempo de cdlculo das raizes, primeiro fixamos o valor de uma das

coordenadas (digamos ) e, denotando x; por x, obtemos o intervalo onde a raiz de (A.1]) é
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encontrada (a ser discutido em |[A.1.1). Finalmente, esse intervalo servird de entrada para o
método de calculo das raizes (a ser apresentado em |A.1.2)).

A.1.1 Valor de Entrada e Intervalo da Raiz

Usualmente para calcular numericamente as raizes de uma fungao é necessario determinar —
para cada valor de entrada (que chamaremos de V' E) — o intervalo onde uma das raizes dessa
funcao ¢é encontrada, ou seja, o intervalo onde a funcao troca de sinal.

Para cada valor + = V E, associamos uma variacdo Az (usualmente consideramos Az =
103V E) e, em seguida, sdo calculados os valores da fungao em z, 27 = x+ Az e 2~ = 2z — Ax.
Com esses trés valores, determinamos um critério simples determinar em qual direcao avancar
(z* ou ™) conforme a fungao se aproximar de zero: a) no caso em que f(z)— fo > 0, escolhemos
o sentido da variagao tal que f(z*) < f(z) e b) no caso em que f(x) — fo < 0, escolhemos o
sentido da variacdo tal que f(2*) > f(z). Tendo determinado o sentido da variacao, é feita a
iteragao x — z* até que f(z%)f(z) < 0, encontrando assim o intervalo [zg,z;]. Na Fig. [A.1

mostramos uma representacao esquematica desse procedimento.

0.05

0.04 - T

0.03- f(x'AX)_fb // —
< —. 1
= 0021 -
= /

0.01- —

y
0 , f) 7
Sfix+Ax)+f, b
. O | |
0'010 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura A.1: Representacdao esquemética do sentido da iteracdo x — x* para dois valores de
entrada.

No caso das fungoes utilizadas nesta tese, isto é, \,.(z), \e(z), Ra(x) — fo e ke(x) — fo (fo é

um valor constante), encontramos para varias combinagoes de © = VE, € e k¢ que:

e Se M\i(z), \i(z) ou Ry(z) — fo fossem negativos (positivos), precisa ser iterado seguindo

r=x+ Az (r =x — Azx).

e Se k.(x) — fy fosse negativo (positivo), precisa ser iterado seguindo r = z — Ax (z =

r + Ax).



172 Coédigo Numérico para o modelo PNFW

A.1.2 Método de Newton-Rapshon de segunda ordem modificado

Dentre os diversos métodos numéricos para encontrar raizes de equacoes nao lineares, o método
de Newton-Raphson de segunda ordem é uma técnica de réapida convergéncia. No entanto, uma
dificuldade é a necessidade do conhecimento das primeiras e segundas derivadas das funcoes.
Em nossas aplicagoes, em geral essas derivadas nao sao conhecidas analiticamente. Estas sao
calculadas mediante diferencas finitas, desenvolvendo a série de Taylor de f(x) até segunda

ordem:

flx+Az) = flx)+ f(x)Az+ %f”(x)AQx (A.2)
fo—Az) = f@) - fl@)da+ %f”(:c)AQ .. (A.3)

A partir de (A.2)-(A.3|) obtemos uma expresao para a primeira derivada da fungao que deno-

tamos por g(x) R A
o) = f(r) » TEHED 2 BT) (A4

Analogamente, de (A.2)4(A.3) obtemos uma expresao para a segunda derivada da funcao que

denotamos por h(x)

f(x+Aa:)—|—f(:1:—A:1:)—2f(x)>‘ (A5)

1 " ~
h(z) := §f (:13)~2< PINGE

Assim, para encontrar a raiz da fungao f(x) podemos seguir os seguintes passos

1. Determinar o intervalo onde se encontra a raiz, [zg, x1] conforme descrito em [A.1.1]

2. Calcular o ponto mais préximo da raiz, digamos z., usando por exemplo o método da

secante
1 — X

o)~ I () (4.6)

ze = x0 — f(20)

3. Desenvolver a fungao f(x) em série de Taylor até segunda ordem em torno do ponto z.,

i.e,

f@) = fa)+ P2+ 3 @)@ —2)?  on

f@) = flxe) +g(ze)w — ze) + h(ze) (2 — 20)*, (A7)
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onde as derivadas sao obtidas das Equagoes (A.4] [A.5) com 2A z = (z7 — xp),

f(x1) — f(xo)

Je = g(l‘e> (1’1 _ l’o) (A8)
he = h(z,) = 2 (f(:m) ?ﬁoa):o;?zf <Ie)) | (A.9)

4. A raiz xj é obtida ao fazer f(x;) =0 em (A.7)). Logo, ao resolver a equagao algébrica de

segunda ordem, obtemos

_ge:l: gg_4hefe
(l’k—l’e):Ai: 2he )

destas duas solugoes escolhemos aquela que estiver mais perto de x., isto é, temos que

escolher um A, tal que

@

At se |AT]<|A_]
Apin = (A.10)
A, se |At]>]A_|

)

Portanto, a raiz procurada é x, = x. + Anin.

Para verificar se a solucao é suficientemente boa verificamos se | f(zx)| < TOL (ou Apin <

TOL ), onde TOL é um parametro que controla a acurécia da solu¢ao (no nosso cédigo

utilizamos TOL = 107V E).
Se a primeira iteracao nao satisfazer este requerimento, temos que reduzir nosso intervalo
a uma mais adequado da seguinte forma:

e Se Apin >0, zg =2, € 1 = T

e Se Anin <0, zg =21 € 11 = T
Voltamos ao item [2| e assim sucessivamente, até atingir a tolerancia exigida.

Na maioria de nossas aplicagoes praticas, este método obteve a raiz em trés ou quatro
iteragoes. No entanto, para alguns valores dos parametros do modelo, tivemos dificuldades
decorrentes da precisao numérica; nesses casos, apés um numero determinado de iteragoes

(usualmente 10), este método foi substituido pelo conhecido Método da Bissegao [115].
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A.2 Calculo de Contornos

Para calcular os contornos de valores constantes de algumas fungoes (feitos no primeiro qua-
drante pois esses contornos sao simétricos em relagdo a ambos eixos), procedemos do seguinte

modo:

e Tendo fixado o valor de 25 (usualmente x = 0) calculamos a raiz da equagao (A.1)), no

plano das lentes.

e Salvando o valor de x; como valor inicial, efetuamos uma varredura desde esse valor de
x1 até 1 = 0 (com um passo Az = x1/N, N é o nimero de pontos), calculando em cada

ponto x; a raiz “xs”da equacao (A.1).

e Para calcular no plano das fontes, cada um desses pontos (z1,z3) é mapeado nos pontos

(y1,y2) utilizando a equagao da lente.

A.2.1 Curvas Criticas, Causticas e Comparacao com o Gravlens

Seguindo o procedimento descrito acima, calculamos as curvas criticas tangencial e radial,

resolvendo a equagao (A.1)), com fy = 0, para

f(xr, 22) = N(21, 22, €, KY)

f(*rluxZ) = r('rl"r%g’ K’f)v

respectivamente.
Afim de verificar se os algoritmos de busca de raizes estavam funcionando corretamente,
comparamos os resultados com o aplicativo Mathematica, e com o conhecido pacote Gravlens

[77]. Neste caso, é necessério utilizar a parametrizacao
=1, e ay=1/(1-¢,)% (A.11)

Essa comparagao é mostrada na figura [A.2] As curvas continuas em preto e vermelho corres-
pondem as obtidas com nosso cdédigo. Ja as curvas a tracos correspondem as obtidas com o

Gravlens.
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Figura A.2: Comparagao entre as causticas (painéis esquerdos) e as curvas criticas (painéis
direitos) obtidas com o nosso cédigo (linhas continuas preta e vermelha), com as curvas obtidas
com o Gravlens (linhas tracejadas de cores amarela e verde). Painéis superiores: k¥ = 0.8,
rs = 0.5 e e, = 0.15. Painéis centrais: k¥ = 1.2, ry = 2.0 e €, = 0.25. Painéis inferiores:
kY =20,r,=10ee, =0.3.
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A.2.2 Curvas de Distorcao Constante

Para o caso das curvas de distor¢ao constante, como A\; — 0 proximo da curva critica tangencial,

-1
min

para evitar indeterminacgoes, resolvemos a equacao 1) para fo=+R_: e

/\t(xla T2, &, I{s@)

flar,wz) = Ry (21, 22,6, K7) = (A.12)

)\T('T17 T2, &, Kf) .

Naturalmente, os contornos de distor¢ao constante correspondem aos pontos que satisfazem a
equacao acima. A comparacao dessas curvas foi feita utilizando o aplicativo Mathematica e os

resultados estao em acordo com nosso codigo numérico.

A.2.3 Regiao de Formacao de Arcos e Secao de Choque

Ao longo desta tese tivemos a necessidade de mostrar os graficos da regiao de formacao de
arcos tangenciais e os calculos da secao de choque. Por isso, implementamos dois programas,
o primeiro chamado PNFW_CONTOURS.F e o segundo chamado ARC_CROSS_SECTION.F. Basi-
camente, esses codigos tém a seguinte estrutura em comum (ver capitulo |3| para as expressoes
matematicas)

Parametros de Calculo: Parametros do modelo (k%, €), Ry, € 0 inteiro par

Fungoes do NFW: Defini¢oes de a(z), k(z) e y(x)

Parametrizacgoes: Opgoes em inteiro que definem as parametrizagoes
e par = 1, parametrizagao (3.84));
e par = 2, parametrizagao (3.85));
e par = 3, parametrizacao , de modo tal a comparar com o Gravlens.

Fungoes do PNFW: Definigoes de a.(x), ke(x), 7:(x), A(z) e A\p(x).
No caso do c6digo PNFW_CONTOURS.F a estrutura acima é complementada com as seguintes

opcoes de calculo

e opt = 1: Calcula curva critica e cdustica tangenciais.
e opt = 2: Além de opt = 1, calcula também as curvas de distorcao constante.

e opt = 3: Além de opt = 1, calcula a curva critica e caustica radiais.

Ja no c6digo ARC_CROSS_SECTION.F a estrutura inicial é complementada com opgoes para
calcular a secao de choque em funcao dos parametros do modelo e dos critérios de razao e

magnificagao limiar, ou seja, definimos um inteiro flag tal que
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flag = 1: Calcula ¢ em funcao de x?.

flag = 2: Calcula 6 em funcéo de ¢ (ou €, dependendo da parametrizagao escolhida).

flag = 3: Calcula ¢ em funcao de Ry,.

flag = 4: Calcula a magnificacao minima pi,;, € 0 em funcao da magnificacao limiar gy, .

Observando que nos trés primeiros casos se calcula a area no plano das fontes impondo a
condicao . Jé para o flag = 4 além de calcular a magnificagao minima, a area é calculada
impondo a condigao (6.9).

Além disso, ambos c6digos PNFW_CONTOURS.F € ARC_CROSS_SECTION.F foram implemen-
tados de forma tal que é possivel chama-los a partir de SHELL-SCRIPTS, sendo que os parametros
de entrada (parametros do modelo, razdo minima, magnificacdo limiar, parametrizagoes e
flags) sao dadas em arquivos seguindo uma configuracao padrao. Os arquivos de saida para o
PNFW_CONTOURS.F podem ser as curvas no primeiro quadrante (ou as curvas nos quatro qua-
drantes) em ambos planos. Para o ARC_CROSS_SECTION.F o arquivo de saida terd na primeira
coluna o parametro variado, escolhido pelo flag, e a segunda o correspondente valor da secao

de choque.

A.2.4 Calculo dos contornos de Convergéncia Constante

De forma anéloga ao calculo das curvas criticas e contornos de distor¢ao constante, para calcular

os contornos de convergéncia constante resolvemos a equagao (A.1)) para
f(z,29) = Kke(1, 29, KZ, €) (A.13)

e onde fp é um valor positivo atribuido pelo usuario. Entretanto, para os calculos mostrados
nos capitulos b e [7] o valor de fy é calculado automaticamente. Nesse caso, temos que fy é

dado pelo valor da convergéncia, do modelo PNFW, no ponto (x,,0), onde x, corresponde a:
e solugdo da equacao \(z1,0,K%,¢) =0, ou,
e solugao das equagoes Ry(x1,0,K%,e) = £ Rpin.

Dessa forma modificamos o codigo PNFW_CONTOURS.F de maneira tal que se incluiu um
parametro inteiro chamado curve que seleciona o célculo do contorno de convergéncia constante

associado a

e curva Ry = — Ry, se curve = 1;
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e curva critica tangencial, se curve = 2;
e curva Ry = Ry, se curve = 3.

Além disso, incluiu-se outro inteiro chamado method, que usa o resultado dos métodos GK
(method = 1) ou AE (method = 2) descritos no capitulo |7 para calcular as elipses associadas
a estes contornos de convergéncia constante.

Os codigos utilizados nesta tese, incluindo os scripts para executa-los, realizar graficos, etc.

estao disponiveis publicamente sob demanda ao autor.



Apéendice B

Formulas de Ajuste

B.1 Férmula de ajuste para ep,«(k?)

Aplicando o procedimento descrito na Secao [5.2.1] encontramos o valor maximo de ¢ que
evita a forma de halteres nos contornos de convergéncia constante na regiao de formagao de
arcos tangenciais. Verificamos que esse valor maximo é bem ajustado por uma funcao do tipo

Aprozimante de Padé

N=4 o\n
2z anlD)", (B.1)
Y m—o by ()™

onde a,, = {0.502, —0.301,0.043,0.078, —0.037} e b, = {0.932,0.092, —0.107} com um valor de
x? por grau de liberdade de x3; = 4.1 x 107%. Na Fig. (B.1)) mostramos €., em fungao de x?

5maX(/is<p) =

junto com a funcao de melhor ajuste.

0.2 L | L |

Figura B.1: Valor maximo da elipticidade para evitar forma de halteres para o modelo PNFW
e sua funcao que melhor o ajusta.
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B.2 Férmula de ajuste para eyx(e, k%)

A seguir mostramos a fungao de ajuste obtida para a elipticidade projetada da distribuigao de
massa do tipo PNFW. Aqui sera considerada ex(x?, ) dada na Eq. (7.12). Para obter a funcao

de ajuste ex(k?, ) seguimos o seguinte procedimento.

a) Para cada valor de k? e €, minimizando a fungao D? Eq. (7.8)), obtemos aar € bag € 0

correspondente valor de ex(k?,¢) — Eq. (7.10)).

b) Para um valor de k¥ ajustamos ex(k%,¢)/e usando uma funcao cubica no intervalo 0 <
S S

e<1.
€
?E ~co+cie+ C2€2 + 0353, (B2)

obtendo assim os coeficientes cg, ¢1, ¢o € c3.

c) Repetimos os passos (a) e (b) para vérios valores de k? e ajustamos esses coeficientes por

um Aproximante de Padé do tipo,

N
_ Zn:l an(/ﬁ)f)
4

! , B.3
’ er\le by (k€)™ (B-3)

onde os coeficientes a,,, b, sdo dados na Tabela [B.1]

wie) | alwe) | e(rd) | calnd)
agp 2.523 —0.380 0.701 —0.005
aq 0.978 —0.191 —1.384 —0.014
ao 2.503 —2.439 3.333 0.110
as 0.303 —0.540 0.188 —0.217
ay 0.778 e —0.699 e
bo 1.281 0.183 0.585 0.033
by 0.492 0.329 —0.360 —0.079
b 0.208 0.669 1.684 0.361
bs 0.859 e —0.773 e

H Xﬁof ‘ 7.9 x 1076 ‘ 2.8 X 1076 ‘ 1.4 % 10*5 ‘ 6.7 X 10,7 H

Tabela B.1: Resultados da anélise de regresao usando o Aprozimante de Padé para c;(k?). A
tltima linha contém os valores de x3 ; para cada coeficiente.

Na Fig. mostramos cg(k?), ¢1(k?), ca(k¥) e c3(k¥) obtidos seguindo o item (b) para
alguns valores de k? junto com suas fungoes de melhor ajuste Eq. (B.3)).
A funcao de ajuste para ex(k?,¢) é obtida substituindo as Eqgs. (B.3) na Eq. (B.2)

ex(k?,€) = co(k?) + c1(k?)e? + ca(K¥)e® + c3(k?)e™. (B.4)
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Figura B.2: Do painel superior esquerdo até o painel inferior direito: ¢, ¢y, co e c3 para alguns
valores de k¥ (circulos cheios) e suas fungoes de ajuste co(k?), ¢1(k?), ca(K?) e c3(k¥) (curva
continua).

Na Fig. |B.3| mostramos a elipticidade projetada, calculada na regiao de formacao de arcos

tangenciais, junto com a funcao de ajuste acima. Também mostramos a diferenca absoluta,

Acey = |ex —ex(k?, e, Ry, (B.5)

onde ey, é a fungao de ajuste e ex(k?, e, R)) ¢ a elipticidade calculada em cada curva Ry (curva

critica tangencial e curvas com limiar Ry, ).
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Figura B.3: Elipticidade da distribuigao de massa (modelo PNFW), na regidao de formagao de
arcos tangenciais e as fungoes de melhor ajuste (B.4) em funcao de ¢ para alguns valores de
K? e Ry = 10. Painéis internos: diferenga absoluta de ex(k%, e, Ry) em relagao a funcdo de
ajuste.

B.3 Foérmula de ajuste para /'isz(é‘, KY)

Seguindo o procedimento descrito na Secao encontramos para cada valor de ¢, a relacao en-
tre as convergéncias caracteristicas £ (do ENFW) e k¢ (do PNFW), calculada ao da intersecao
da curva critica tangencial com o eixo z;. Essa curva é bem ajustada por um polinomio da
forma

K2 (KS,€) = co + ¢1 KE + ¢a (KP)?, (B.6)
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onde os ¢; = ¢;(¢). Como esperado, temos que ¢g — 0, ca — 0 e ¢; — 1 quando ¢ — 0 (Fig.

B).

0 . . : 16 : : : : 0.2
0.01— -
F 0.15
0.02~ - 1.4+ =
L 003 4 & « 01
& e s
-0.04— = 1.2+ -
L 0.05-
-0.05~
0.06 I | I | I | I | I | L | L 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1O 0.2 0.4 0.6 0.8 0
€ €

Figura B.4: Coeficientes ¢y(¢), ¢1(€) e ca(e) (circulos cheios) e suas correspondentes fungoes de
ajuste, calculados proximo a curva critica tangencial.

As fungoes c¢y(g) e c2(e) sao ajustadas por polindémios

N
6072(6) = Zanan, (B?)
n=1

onde os coeficientes a,, sao dados na Tabela |B.2|

co(e) ca(e)
ay 0.001 —0.070
a9 —0.080 0.629
as 0.147 —1.117
ay —0.181 0.940
as —0.003

H Xaof ‘ 4.8 x 1078 ‘ 6.4 >< '10—7 H

Tabela B.2: Resultados para a andlise de regressao usando o ajuste polinomial para ¢y and cs.
A dltima linha contém os valores de X3 ; para cada coeficiente.

Ja c1(e) é ajustado por um Aproximante de Padé, da forma

1+53 ape”
01(6) _ Zn_l

_ , B.8
L+ 32 bpem (B8)

onde a, = {—0.226, —0.261,0.110} e b, = {—0.340, —0.410} com X3, = 3.8 x 1077. Na Fig.
[B.4 mostramos ¢o(g), c1(€) e ¢a2(e) e suas correspondentes fungoes de ajuste.

Naturalmente a funcao de ajuste é obtida substituindo cada ¢; em , ou seja, obtemos

a expressao (7.17). Na Fig. mostramos a relagao x> — k¢ (calculada em cada curva R))
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Figura B.5: Relacao entre convergéncias caracteristicas e as fungdes de melhor ajuste (B.6))
para alguns valores de € e Ry, = 10. Painéis internos: Diferenca absoluta entre x> em relacao
a funcao de ajuste.
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max S

Formula de ajuste para e

junto com essa funcao de ajuste para alguns valores de €. Nos painéis internos mostramos a

diferenca absoluta,

AK? = "‘i? - HE(K?,&,R)\)‘, (B9)

3

2 (K%, e, Ry) é calculado em cada curva R).

onde x* ¢ a funcao de ajuste e k

B.4 Férmula de ajuste para ' (k%) no Método Pertur-

bativo

No Capitulo [§| comparamos as solugoes para curvas criticas e causticas obtidas com o Método
Perturbativo e com a Solucao Erata. Essa comparacao foi feita através da figura de mérito
(8.20). Nés encontramos que impondo um valor de corte a D? podemos estabelecer valores
limites no parametro £ de forma tal que ambas solucoes sejam bem proximas entre si. Esco-
lhendo D? = 5 x 10~* como valor de corte, obtemos os valores méaximos de ¢ (que chamamos

de eMP ) em fungao de k¥, como mostrado na Fig. .

max

0.6 ————1——

| — Fungdo de Ajuste
0.5

Figura B.6: Valores méximos de ¢ em fungao de k7 de forma tal que as solugoes para curvas
criticas e causticas entre o Método Pertubativo e a Solugao Fxata sejam bem proximas entre si.
Mostramos também a funcao de ajuste.

Esses valores maximos do parametro ¢, em fungao de ~%, sao ajustados por um Aprozimante

de Padé do tipo:

MP Do Gn(K)" (B.10)

onde a, = {—0.018,0.235, —0.415,0.565, —0.264} e b, = {2.243,-3.709,1.725} com x%,; =
3.3 x 1075.
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