Tese de Mestrado

Quantizacao de Wigner do
Campo de Klein-(GGordon em

(141) dimensoes

EDWARD SAMUEL QUIJADA ORELLANA

Orientador: Francesco Toppan

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas
Rio de Janeiro

Agosto de 2011



Agradecimentos

e Ao CNPq, pelo apoio financeiro.
e A meu orientador Francesco Toppan, pela paciéncia.

e Aos colegas do Jornal Club, pelas suas contribui¢des no curso desta

pesquisa.

e A Ricardo Kullock, Bruno Gomez e Paulo Guilherme Castro pela

ajuda na corre¢do do Portugués.

e Aos amigos que fizeram minha estadia no Rio de Janeiro mais
agradavel. Em especial a: Luis Bernald, Enrique Arias e Max

Jauregui.



Lista de Notacoes

10.

11.

12.

@) : somatorio direto de n termos, e.g. Py Ay = A1 P A B ... DA,.

. 0sp(1]2) : superdlgebra ortosimplética com dois geradores fermioni-

cos (ver apéndice B).

. 0sp(1]2n) : superalgebra ortosimplética com 2n geradores fermioni-

cos (ver apéndice C).

[,] : comutador.

{,} : anticomutador.

Zy : anel dos inteiros mdédulo dois.
Z : inteiros.

27 . inteiros pares.

. Zg - inteiros positivos incluindo o zero.

[,] : supercomutador.

= . isomorfismo.

0,1: elementos do anel Z,
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Resumo
Neste trabalho fazemos a chamada Quatizacao de Wigner do campo de
Klein-Gordon em 141 dimensoes.
Neste cenario estudamos principalmente o uso de duas estruturas algébri-

cas:

e A superélgebra de Lie @} ospx(1]2) (i.e. n copias da simples su-

perédlgebra osp(1]2), sendo n muito grande ou quando n — 00),
e A superdlgebra de Lie osp(1|2n) (sendo n muito grande oun — o).

Com a primeira estrutura, o espectro da Hamiltoniana é facilmente obtido,
porém, com esta estrutura nao temos uma teoria quantica relativista. A
segunda estrutura algébrica é dificil de tratar, porém com ela sim temos

uma teoria quantica relativista.
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Abstract
In this work we do the Wigner Quantization of the Klein-Gordon field in
1+1 dimensions. In this scenario, we focus on the application of manly

two algebraic structures:

e The Lie superalgebra @} ospi(1]2)(i.e. n simple copies of the osp(1]2)

superalgebra, where n is very big or n — 00)
e The Lie superalgebra osp(1|2n) (where n is very big or n — 00).

The former structure allows us to obtain easily the spectrum of the Hamil-
tonian. However, with this structure, we do not have a relativistic quan-
tum field theory. The latter turns out to be difficult to treat, in terms
of finding basis vectors and representations of this superalgebra so as to
find the spectrum of the Hamiltonian. However, with this structure, we

do have a relativistic quantum field theory.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1950 Wigner [1] perguntou-se se as relagoes de Heisenberg-Born-
Jordan [z, p] = i poderiam ser obtidas partindo das equagoes de Hamil-
ton e das equagoes de Heisenberg, sendo estas tltimas mais fundamentais
do que as relagoes canonicas de comutagao. Wigner demonstrou que em
geral isto nao ¢é possivel. Deste modo teve origem a chamada quantizacao
de Wigner, a qual consiste precisamente em postular estas relagoes mais
fundamentais, i.e as equagoes do movimento (equacoes de Hamilton) e as
relacoes de comutagao de Heisenberg, como ponto de partida para a quan-
tizacao de um sistema fisico. Este procedimento de quantizacao foi gan-
hando interesse pelos fisicos e matematicos através dos anos [2, 3, 4]. Por
outro lado, ao fazer-se uma quantizagdo nao-canonica de campos [5], foi
introduzida a paraestatistica. Ela é uma estatistica que generaliza a es-
tatistica de bosons e férmions, resultado das relagdes de comutacao mais
gerais que sao utilizadas no lugar das relagoes canonicas. Em seguida
foram utilizadas as superdlgebras de Lie [6, 7| para fazer uma interpre-
tacdo & paraestatistica [8] e mais tarde para resolver as equagoes de com-

patibilidade entre as equacoes de Hamilton e as equacoes de Heisenberg



[9, 10, 11], segundo o procedimento de quantizagdo de Wigner (em espe-
cial um estudo sobre as multiplas solugoes superalgebraicas as equacoes
de compatibilidade para um sistema de muitos osciladores livres é apre-

sentado em [12]).

Até agora, dentro do cendrio da quantizagao nao-canénica de Wigner,
foram estudados muitos sistemas quinticos nao-relativistas [9, 10, 11, 12,
13, 14, 15, 16, 17]. Neles foram usadas distintas superalgebras para re-
solver as equagoes de compatibilidade. Porém ninguém fez propriamente
um estudo de um sistema quéntico relativista, embora em [5] se tratam
sistemas relativistas, ali ndo sao analisadas as simetrias de Lorentz que
uma teoria quantica relativista deve cumprir , nem se estuda se a algebra
de Poincaré ainda se satisfaz para as cargas de Noether. E importante
saber se por meio da quantizacao de Wigner e o uso das superdlgebras,
ainda conseguimos obter uma teoria quantica relativista [18, 19]. Isto é
o objetivo deste trabalho, e para isso propomos estudar o sistema fisico

relativista mais simples como é o campo de Klein-Gordon em D = 1+1.

No capitulo 2 apresentamos uma revisao da quantizacao de Wigner
para um oscilador unidimensional e a superélgebra osp(1]2) como solugao
da equacao de compatibilidade, juntamente com a solucao deste sistema
quantico em termos de representacao de peso minimo desta superalgebra.
No capitulo 3 aplicamos o procedimento de quantizacao nao-canonica de
Wigner ao campo escalar de Klein-Gordon em D=1+1 dimensoes. Ali
analisamos os resultados de resolver as equagoes de compatibilidade com:

primeiro a superalgebra de Lie @:° osp,(1]2), a qual é a soma direta de



muitas copias da superalgebra osp(1]2), e em segundo lugar trabalhamos
com a superalgebra osp(1|2n), a qual é muito utilizada na literatura
[9, 10, 15, 20]. No capitulo 4 apresentamos uma analise das Cargas de
Noether, as quais sao construidas dentro do ambito de cada uma das
superalgebras em estudo (B:° osp,(1/2), lim,,_, 0sp(1|2n)). Finalmente
testamos para cada caso, se estas cargas de Noether sao efetivamente op-
eradores que geram as transformagodes de uma teoria quantica relativista
( como s6 trabalhamos em D = 1+ 1, somente teremos dois traslagoes e

um boost).



Capitulo 2

Quantizacao de Wigner:
Oscilador unidimensional e a

superalgebra osp(1|2)

Nesta parte do trabalho revisamos a quantizagao de Wigner para um os-
cilador, também conhecido na literatura de oscilador de Wigner [10, 11,
21]. O propésito aqui é nos familiarizar com o procedimento de quantiza-
¢ao nao-canonica de Wigner, para em seguida aplica-lo a nosso objetivo
central, que é estudar o sistema relativista do campo de Klein-Gordon.
As ja mencionadas equagoes de compatibilidade entre as equacoes de
Hamilton e as equagoes de Heisenberg incluem relagdes nao-lineares, en-
volvendo (anti)comutadores dos operadores de momento e posigio, os
quais podem ser resolvidos em termos de superalgebras.

Seja a Hamiltoniana para um oscilador unidimensional de frequéncia w

w?z?

2

2
H:%+ (2.1)



temos logo que as equagoes de Hamilton e Heisenberg estao dadas re-

spectivamente por:

&=p (2.2)
p=—wr (2.3)
& = i[H, 1] (2.4)
p=ilH,p|. (2.5)

Estas equacoes sao o ponto de partida para resolver o sistema, i.e. achar
uma base de vetores [16, 22] para os operadores deste sistema e assim
(depois de diagonalizar) encontrar o espectro de energia do operador H.
As equacgoes de compatibilidade resultam de eliminar & e p das equacoes
(2.2),(2.3),(2.4) e (2.5).

ilH,x] =p (2.6)

i[H, p] = —w?z (2.7)

e
Apés de fazer a mudanga a* = D=7 s expressoes (2.1),(2.6) e (2.7)

V2

ficam:
{a*,a"} =2H (2.8)
[H,a™] = +wa™, (2.9)
desta forma se definimos
{a*,a*} = E7, (2.10)

recuperaremos o conjunto de geradores a® ,H, E* de osp(1|2) (ver apéndice

B).



A seguir listamos todas as relagoes nao nulas de (anti)comutagao de
osp(1]2) . Elas foram obtidas a partir de (2.8), (2.9) e (2.10) usando a

identidade graduada de Jacobi do apéndice A .

[H,a*] = twa™ (2.11)
{a*,a"} =2H (2.12)
{a*,a*} = B* (2.13)
|H,E*| = +20E* (2.14)
[ai, EJF] = Fdwa™ (2.15)
[E+,E—} = —16wH (2.16)

O espaco de Hilbert para osp(1|2), com vetor de vacuo [0 > ! definido

por meio de (ver [22]):
<00>=1, a |0>=0, (ab)'=0aT

H|0 >= %]0 >, (2.17)

¢ gerado pelos vetores de base obtidos por meio de (2.11) e (2.14):
H(a")H)0 >= w (]2’ + 2%k + 1) (@) 1|0 > (2.18)

H(ET)0 >=w (g + 2k) (E)*0 >, (2.19)

'Este vetor vai depender de p, segundo (2.17). Porém fazemos [0 >,= [0 > .



como resultado os vetores de autoestado normalizados sdo (ver [22]):

2k + 1 >= (at)*! 0> (2.20)
2172 [12(p/2) s
E+ k
ke ED g (2.21)

22k, JEY(p/2)k

sendo (a)y =ala+1)...(a+k—1)

O espaco de Hilbert se divide como a soma direta de duas repre-
sentagoes de sp(2) = sl(2): uma com vetor de peso minimo |1> (peso
minimo 1+ p/2) e vetores de base |2k + 1 >, e outra com vetor de peso
minimo |0 > (peso minimo p/2) e vetores de base |2k >.

Observamos que o espectro de H é:

° (g + 1+ 2k)w para estados fermidnicos |2k +1 > e
. (g + 2k)w para estados bosénicos |2k >

Um jeito de recuperar a quantizagao canoénica usual ( ver [21]) é fazer
H = 20 tomar o valor p = 2 e fazer uma projecao ao setor bosdnico
|2k >, com o qual o espectro para H' é k + %, onde k € Zg .
Outro jeito de recuperar a quantizagdo candnica usual ( ver [15, 16, 22])

é tomar o valor p = 1. Neste caso, recuperamos as relagoes canonicas

[a=,a™] = 1, porém o cardter fermionico dos operadores a® desaparece.



Capitulo 3

Quantizacao de Wigner:

Campo escalar de

Klein-Gordon em D=(1+41)

A Lagrangiana (em unidades naturais i = ¢ = 1) para o campo escalar

de Klein-Gordon de massa m em 141 dimensées é dado por:

(3.1)

onde ¢ = ¢(x,t), ¢=20d(z,t) e ¢ =0o(x,t).
O momento conjugado do campo é 7 = ¢. Desta forma a Hamiltoniana

pode ser escrita como:

H:/dm <7T2+¢/2+m2¢2>. (3.2)



A seguir utilizamos o procedimento da Quantizacao de Wigner, entao

postulamos as seguintes equagoes para os campos quanticos m e ¢ :

i[H,¢] = ¢ (3.3)
i[H, 7] =7 (3.4)
T=¢ (3.5)

(02 —m®)p =, (3.6)

As equagoes (3.3) e (3.4) sdo as equagoes de Heisenberg, enquanto
(3.5) e (3.6) sao as equagoes de Hamilton.

Das equagoes (3.5) e (3.6) temos para ¢:

¢ = (07 —m*)¢, (3.7)

a qual é a equagao de Klein-Gordon. Logo a solugao dessa equacao pode

ser escrita como uma superposicao de solucoes de onda plana:

b= /dp(upa; + unal). (3.8)

A expressao (3.8) é real (Hermitiana) e as fungdes u = u(zx,t) sao
definidas por:

_ i(pr—wpt)
u, = Npe ,

onde w, = (p? + m?)1/2.
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As fungoes u,(x) satisfazem as seguintes importantes propriedades:
/dxupup/ = N26(p+ p)e > (3.9)

/dmupu;, = N2o(p—p), (3.10)

onde N, ¢é o fator de normalizacao, que serd imposto em termos de

wy. Ap0s ter substituido (3.8) dentro da Hamiltoniana (3.2), ela fica :

1 1 -
=5 /dpdp'(i(—wpw; —pp' +m*){a;,a} /d:pupup/

1
+2( wpwy, — pp’ +m?){a}, a p}/dmu*u*,—I—

(wpwl, + pp’ + m*){a, a;}/da:upu;,). (3.11)

Usando (3.9) e (3.10) reduzimos a expressao (3.11).
1 Lo 9 o W= = N2, —2wpt
- 5/dp(§<—wp + 92+ m?){ay, 0", }N2e 2

1 W
+5(—wp + 0+ m) e, al pNge

(W +p° +m*){a,,at }N2),

e como w]% = p? +m?, finalmente obtemos:

H = /dpszz{a (3.12)

P’P

Até agora somente utilizamos as equagoes (3.5) e (3.6), precisamos
também satisfazer as equagoes (3.3) e (3.4). Como a equagao (3.4) é a

derivacdo temporal da equagao (3.3) sé precisamos fazer que seja satis-

11



feita a equacdo (3.3). Entao substituimos (3.12) em (3.3):
[/dprNQ a, ,a;}, /dp (Upayy + upat)| =

/dp'(—iwp/)(up/ag, —uath), (3.13)

consequentemente as equagoes de compatibilidade sao:

{/olprN2 a, p ay | = —iwya, (3.14)

= Fiwyay,. (3.15)

[/dpw2N2 a, p ;

Neste caso as equagdes de compatibilidade (3.14) e (3.15) tém a forma de
integracao sobre relagbes triplas de fungoes continuas a;t = a*(p), mas
se nés tivéssemos partido de uma expressao discreta em (3.8) terfamos
obtido uma expressao de tipo somatorio sobre relagoes triplas de elemen-
tos discretos aj .

Para “resolver” estas equagoes de compatibilidade faremos uso neste tra-
balho das seguintes estruturas algébricas: a algebra de Heisenberg, a
qual pertence ao ambito da quantizacdo canonica usual, a superalgebra

@i 0sp(1|2) e a superdlgebra lim,, ., 0sp(1]2n), as quais pertencem ao

ambito nao-canonico de quantizacgao.

3.1 Solucao algebra de Heisenberg

Esta ¢ a algebra usada para a quantizacao candnica usual.

12



A versao “continua” da algebra de Heisenberg é :

la,,ay] = [a;,a] =0 (3.16)
la, ay] = d(p —p'), (3.17)

substituindo (3.16) e (3.17) na primeira equagao de compatibilidade (3.14)
temos:

/de2 2( ay] + lay, ayla,) = —iwya, (3.18)

P’

logo N, deve tomar o valor:

N, = . (3.19)

Este valor achado para N, (3.19) concorda com a segunda equacdo de
compatibilidade (3.15).

Para obter o espectro da Hamiltoniana H, iremos utilizar a versao
discreta da algebra de Heisenberg. Entao dividimos o espago p em células

de volume AV, e fazemos a substitui¢ao (no limite AV, — 0), ver [18]:

y, / 0ij
a, , /dp—>ZAVZ. e Odp—p)— . (3.20)
A/ A‘/p, 7 A%z
Como resultado as seguintes relacoes sao obtidas (a,, = a;):
la; ,a)] = 0y e H= Z a7, al}. (3.21)

Com o uso da algebra de Heisenberg o operador H pode ser escrito como:

e 1

13



O espaco de Fock ¢ definido como um espago de Hilbert com um vetor

do vécuo |0 >, tal que :

<0]0 >=1, a; |0 >= 0, (af)t = af, (3.23)

K3 3

logo o conjunto de vetores de autoestado sera:

(af)*...(aR)*™

VEkil. k!

k1, .y by >= |0 >, (3.24)

com o qual o espectro da Hamiltoniana H é :

iwi (/’{:z + ;) (3.25)

Interpretamos o valor de N como o numero de particulas criadas com

energias wj (kz + %), comi=1,...N.

3.2 Solugao &7 ospi(1|2)

Este caso consiste em tomar a soma direta de muitas cépias de osp(1]2)
para “resolver” as equagoes de compatibilidade (3.14) e (3.15). Veremos
a seguir como ¢ a soma direta de duas dlgebras osp(1]2). Sejam os con-
juntos de geradores {H;,a; ,a;, E; , E;"} € osp(1]2) e

{H;,aj,af ,E7 ,Ef} € osp(1]2), realizando a soma direta osp(1|2) &

osp(1]2) teremos:

la;,a;]=0, [af,a]]=0, o], a;]=0, (3.26)

14



quando ¢ # j. Se fizermos a mudanga a; = y; ® a; ,
onde {v;,7;} = d;; e sendo (a*)" = a¥, obteremos o seguinte anticomu-
tador :
{a; a5} = (v ®@a;)(y; ®a;) + (v ©a;) (v ®a;)
=% ®a; a; +77 @ aja;
=% @ a; ,a;] =0
{a;,a; =0 se i#j. (3.27)

Da mesma forma obtemos:

(at,afy={af,a;} =0 se i#]j. (3.28)

{a’z ) Ay } Ej? {a’z ) Ay } {&j7d;} = 2H@ (329>

Como consequéncia quando se faz a soma direta de muitas copias de

0sp(1]2), as relacoes de (anti)comutagio serao’:

[H;, a;] = fw;a; b (3.30)
{af,a;} = 2H;6; (3.31)
{a7,a]} = E 0y (3.32)

lforam omitidas as tildes

15



O resto das relagoes é obtida com ajuda da identidade graduada de Jacobi

(5.3):
[H;, EF] = +2w,E6;; (3.33)

A versao continua desta algebra serd escrita apds de fazer a seguinte

substituicao (no limite AV, — 0):

a; — 2AVpiap, B, — 2Ep, Wi —» A‘i
Pi
e by = dp—p)AV,, (3.36)
Como resultado temos:

[H,p, a;t/] = iwpagjatd(p —7') (3.37)

{af az} = H,d(p— 1) (3.38)

{ay. ay} = E;o(p — 1) (3.39)

[Hy, Ey] = +2w,E,6(p — p') (3.40)

la,, E}] = F2w,al 6(p — p) (3.41)

[E;ra Ey] = —dw,H,6(p — p). (3.42)

16



De (3.12) e (3.38), a expressdao do Hamiltoniano para este caso é:
H= / dpu N25(0 (3.43)

usando (3.37) e (3.38) resolvemos as equagoes de compatibilidade (3.14)

e (3.15), com o qual o valor do N, é:

1
N, = WOk (3.44)

Esta é s6 uma expressao formal que nos permite tirar §(0) do (3.43),

como consequéncia (3.43) resultara:
H= / dpH, (3.45)

Em seguida vamos tentar obter uma base para o espaco de Fock que
diagonalize a Hamiltoniana H, para este propoésito achamos primeira-
mente a forma discreta de H.

Com ajuda das relagoes (3.36), a forma discreta de (3.12) seria:

H= ZAW N2 H. (3.46)

pzz

igualmente a forma discreta de (3.8) seria:

& AV,
p=> W(a Uy, + a; ) (3.47)

7

substituimos (3.46) e (3.47) em (3.3) e obtemos:

1

N, = ——— 3.48
pi wlA‘/pl’ ( )

17



finalmente substituimos (3.48) em (3.46) :
H=YH, (3.49)

A expressao (3.49) junto com as expressoes para a superalgebra (3.30)
até (3.35) serdo usadas para tentar descrever o espaco de Fock.
O espaco de Fock é definido como um espaco de Hilbert com vetor de

vacuo |0 >2 tal que:

did

<00>=1, a;|0>=0, HJ0>= 0>, (af)t =aF. (3.50)

(3 (2

De (3.50)
HI0>=Y" “;pﬂo > (3.51)
De (3.49) e (3.30)
[H,af] = wia;. (3.52)

De (3.51) e (3.52)

H(a)* .. .(af) ™0 >=

> (ks —l—pi/?)wi] (). (af)™]0 > . (3.53)

7

Os vetores de base |k;...ky > sdo iguais a (af)™...(a})"|0 > multi-
plicados por algum fator de normalizacao.

De (3.32) (af)?* ~ (E;)* entdo os vetores de base sdo da forma:
|2k’1 +1,..., 2]{5M + 1, 2kM+17 ceey 2kn >

~ (@ P (B P (B0 >

2Este vetor vai depender dos p; , segundo (3.50). Porém fazemos [0 >, ,, = |0 >.

yeus
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Isto é; M estados obtidos aplicando ao vacuo M operadores de tipo
fermionico (os a2¥*t') e N — M operadores de tipo bosonico (os EFi)

sendo o autovalor de energia:

- L pi al Di
> 2wk + 5+ )+ Y0 2wk + 7). (3.54)
i 2 4 M1l 4

Para recuperar a quantizacao usual podemos fazer H' = g, tomar
todos os p; = 2 e pegar somente os kets com entradas pares |2ky, 2ks, ... >,

assim temos que o espectro de H' seré:

iwi (; Fh), (3.55)

onde k; € Zg .
Outra forma de recuperar o caso usual é fazer todos os p; = 1, com o

qual recuperamos [a; , a;r] = 0;;, mas se perde o cardter fermidnico dos

+

i

operadores a

3.3 Solugao lim,_, 0sp(1]2n)

Neste caso a superdlgebra ¢ dada pelo seguinte conjunto de relagoes

triplas( ver apéndice C) :
{af, af}, a] = (e = €)dial + (e — m)djas, (3.56)

onde &, € e 1 podem tomar valores de +1 e —1 correspondentes aos
superindices + e — respetivamente (8, 9, 22].

Usando as mesmas relagoes (3.20) da segao (3.1), obtemos a versao con-

19



tinua desta algebra:

{as, ag}, ar] = (€ = €)3(p — r)ay + (e = 1)d(q — )as. (3.57)

Das relagoes de consisténcia (3.14) e (3.15), obtemos o fator de nor-

malizacao:
1

N, = . 3.58
p \/QU;D ( )

Substituimos (3.58) em (3.12) para obter:
H=[dp2{a;, af 3.59
- p 2 {ap 7ap . ( : )

Passando a forma discreta, H resulta em:
H=>" E{CLi ,a;i }. (3.60)

Queremos conhecer o espago de Fock da superélgebra de Lie osp(1]2n),
porém, é muito dificil de obté-la. O problema de construir o espago
de Fock e representacoes unitarias irredutiveis da superalgebra de Lie
osp(1]2n) é resolvido em [22]. Nesse trabalho o espaco de Fock é um

espago de Hilbert com um vetor de vacuo |0 > 3, definido por meio de:

<00 >=1, a; |0 >=0, ()" = af

{a;,al}|0 >= pd;;|0 >, (3.61)

177

este espaco esta definido por irredutibilidade pela acao da algebra gerada

pelos elementos a; e a; (i = 1,...n), sujeitos as relagdes triplas (3.56).

30 vetor de vdcuo depende de p, segundo (3.61). Porém aqui fazemos [0 >,= |0 >.
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1
Em resumo, temos que o autovalor para h; = 5{@,?,@75} na base de

autoestados |m), estd dado pelo resultado:

k k—1
hk|m) = (g + ijk — Z mjk_l) |m), (362)
7=1 7=1

onde |m) é um vetor da base Gelfand-Zetlin (GZ) (ver também [23]) ,

definido pelo padrao:

min el e mMy—1n MMy,
Mip—1 -« .. Mp_1n—1
)
mi

onde os m;; € Z{ satisfazem as relagoes de medianidade:
Miji1 2 Mij 2 Mit1j41, (3.63)

aqui o vacuo |0 > corresponde a |0). Como consequéncia o espectro para

(3.60) é:
0o P k k—1
Zwk 5 + Z mgp — Z Mik—1 | - (364)
k j=1 j=1

Recuperamos o caso da quantizagao canonica usual para p = 1, com

o qual temos [a;, a;“] = 0;5, e fazendo a correspondencia:

k k—1
ng = ijk - Z mMjk—1,
Jj=1 Jj=1

onde nieZg (ver [15, 22] ).
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Capitulo 4

Quantizacao de Wigner,
Transformacoes de Simetria e

algebra de Poincaré

Neste capitulo estudamos se a Quantizacao de Wigner, junto com a apli-
cacao das superalgebras @;° 0osp(1]2) e lim, o 0sp(1]2n), conduz a in-
variancia de Lorentz da teoria quantica, por meio das cargas de Noether
como geradores destas transformacoes. Primeiro devemos calcular as

cargas de Noether para o campo de Klein-Gordon em (1 + 1) dimensoes.

4.1 Cargas de Noether

Como estamos trabalhando em D = 1+ 1 , temos somente trés cargas

de Noether:

Py = /dx( +¢—/2+ Z¢2> (4.1)

P = /dx <7T¢I ¢/> /dg;{ms} (4.2)
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Mm:/dx (;{w,¢’}+x<2 +¢;+ Z¢2>>. (4.3)

Note que as cargas foram simetrizadas, isto é necessario para ter

operadores Hermitianos. Tomemos as derivadas das cargas :

B | dx<{7“27*} {943 +m2{¢,¢}>, (4.4)

2 2

logo, de acordo com (3.5), (3.6) temos para (4.4):

PO — /dl’ <{7Ta2¢//} . m2{;1',¢} + {¢/727T/} + mQ{;Ta Qb}) — /dlL’ <2Z${ﬂ-u ¢/}) =0

Analogamente para P; :

b /dx({” o) fb’}) / dm(aﬁ” o) med) {w;})

¢/2 2¢2 7.‘.2 B

De (4.2) e (4.3), reduzimos a expressao para My,

¢” 2¢2> . (4.5)

Embora My, tenha uma dependéncia explicita da coordenada tempo-
ral ¢, ela serd independente do tempo sempre que a integragao da direita

for ndo nula, como mostramos em seguida:

MOI =P +/dl‘x ({71',27T} i {¢I72¢/} N m2{§7¢}> |
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onde foi levado em conta que P, = 0, assim :

Mo, = P, + /dm <{¢/; T m2{;5,7r} N {¢/’27r/} N m2{;5,7r}> |

MOl_P1+/dm (r, ¢} = Pl——/dx{wqb} P —P =0

Nos acabamos de verificar que Py, P, e My, nao dependem do tempo, us-
ando somente as equacdes de Hamilton (3.5), (3.6). E importante levar
em conta que o resultado My = 0 estd sujeito & condicdo de que em
(4.5), a parte que tem uma integracdo na expressao para My, seja nao

nula.

4.2 Transformacoes de Simetrias

Agora vamos verificar se as cargas de Noether satisfazem as relacoes de
comutagao que sao necessarias para que a teoria quantica seja covariante
por uma operacao de traslacao temporal gerada pelo F,, uma traslagao
espacial gerada pelo P; e por um boost gerado pelo My;. Assim, é conve-
niente escrever as cargas de Noether em termos dos operadores de criacao

e aniquilagao a; e a,. Sendo Py = H, entao de (3.12):

P = / dp? N {a  az}. (4.6)

De (4.2) e (3.8), temos para P;:
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P = /dx {m,¢'} == /dpdpwpp ({a, ,a,}( /dxupup )+{a;), a /dxu Uy,

a;, p}/dxuup a, p}/dxup (4.7)

usando (3.9) e (3.10) em (4.7) :
1 - - — W w.
P = . /dpwpp ({ap Ja_ }NZe 2 4 {af at YNZe? Pt)

~ [ dpyplay,a, N2, (4.8)

a primeira integragao que depende do tempo ¢ em (4.8) é uma integragao
sobre uma func¢ao impar na variavel p, entao ele vai anular-se, entao P;

resulta:

=~ [ dp,Nzplay 0, }. (4.9)

Tentemos calcular My, de (4.3) e (3.8) :
My, = tP1+/ drx(= /dpdp —wWpwy —pp +m %) [{ap, ay o Yty + {ap, " }u }

by [ dpdrf (g + ool + )y b)), (4.10)

nao é conveniente tentar reduzi-la mais.
E amplamente conhecido o fato da 4lgebra de Heisenberg (secao 3.1)

verificar as seguintes relagoes de comutacao [19] :
i[P1, 0] = 019 (4.12)
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i[Mor, 9] = 20019 — 1099 (4.13)

Agora queremos saber o que acontece quando utilizamos as superal-

gebras @5° ospr(1]2) e lim,, o 0sp(1|2n).

4.2.1 Solugao &;° ospi(1]2)

J& que Py = H, temos de (3.45) que:
%:/@%. (4.14)

Por outro lado, das expressoes (3.38), (3.44) e (4.9), temos para P :

dp
—/dpprgpé(O)Hp = —/w—wiNg(S(O)pHp
p

P
— [ dptH, 4.15
/ppp ()

Em seguida achamos o comutador de Fy com ¢, de (4.14) e (3.37):
P07 /dp/dp P p] [thap] )

—i (/ dp(—wpi)(upa, — u;a;)) = —i¢
i[Po, ¢] = ¢ (4.16)
De (4.15) e (3.37), o comutador de Py e ¢ é :

P17 /dpdp 7 p? p] [Hp7a‘p] )

= —/dpg(—wpa;up + Wy, ur) /dp ip)(a, up — a;u)
Wp
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i[P1, 9| = 010. (4.17)

Porém, My, nao é independente do tempo, pois a parte da integracao na

férmula para My, em (4.10) se anula. De (4.10), (3.38) e (3.39), temos:

1
My, = tP1+/ dxx (4/dp(—2p2)(E wl+ EY (u /dp?wQNng>

1
= tPl—Q/dpp2< /dxxu —FEJr /da:x >+/dpw2N§Hp/dxx

1 - —2iw, iw
=P~ o [ dpp?NES (p) (B 2t — et

B Lod (5o o + 4 2iwpt

_tP1_|-—.—(pN(Ep€ _Epe )>p:0

M01=P1t+7.*p(p f(P))p= 0—P1t+8 2pf(p) +p°f'(P))p=0 = Pit
MOI — Plt (418>

Logo (4.18) ndo é o gerador de boost. Nao temos outra forma de procurar

uma nova constante do movimento M.

4.2.2 Solugao osp(1]2n)

Agora utilizaremos a superalgebra osp(1|2n) para saber se as cargas de
Noether geram transformagoes de simetria. A primeira é evidente, pois

Py = H, e trata-se de um de nossos postulados (3.3) entao :
ilPy, ¢] = Do. (4.19)
De (4.9) e (3.58), temos para P;:
/ dpp {ap 4, } (4.20)
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De (4.20) e (3.57), calculamos o comutador de P; e ¢:
1 / + - - T+ %
[Ph ¢] = _5 /dpdp p[{ap ’ ap }7 ap/up' + ap’up’]

1
= —§/dpdp’p ([{a;f,a; sayluy + [{a), ay ,a}j,]u;,)
[P, 6] = /dpp(a;up —afu) = —id/
i[P1, ¢] = 016. (4.21)

De (4.10) e (3.57), calculamos o comutador de P; e ¢:
(Mo, ¢] = —itd' + /dxﬁ(

i / dpdp' dp" (—wpwy —pp'+m?) (=256 (p—p") =24, 5(p'—p") Juyusy e (')
+; / dpdp'dp" (wpwy + pp’ +m?*)(=2a, 6(p" — p") Juptisuy (')

+i / dpdp' dp" (—wpwy —pp'+m?) (20,0 (p—p")+2a, 6 (p'—p") Jupty s (2')
+; / dpdp dp" (wpwp + pp' +m?)(2a0(p — p") yupus s, (2')),

integrando p”:
[Mor, ) = =it + [ dwa(~ [ dpdp'(~wpes — o'+ m®)ausuguy (@)

- / dpdp' (wpwy + pp’ + m2)a; Up Uy Upy (2
+ / dpdp' (—wpwy — pp’ + mz)a;,upup/u;(x’ )

+ / dpdp' (wpwy + pp’ + m?)auusus(a')),

p/
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fazendo a integracao iterada:
[Mo1, ] = —itd + /dxx(/ dpwpu;(x)up(a:')/dp'wp/a;/u;,—i-

/ dppus, () up(x / dp'p'afuy, —m / dpu () uy(x / dp'auy,
—/dpwpu;(az)up(x’) /dp’wp/a;,up/ — /dppu;(a:)up(x’) /dp’p’a;,up/
—mQ/dpu;(x)up(x')/dp’ag,up/ — /dpwpup(x)u;(x’)/dp’wp/a;,up/
—/dppup(x)u;(ﬁ’)/dp’p'a;,up/ +m2/dpup(ac)u;(:r') /dp’a;,up/
Jr/dpwpup(m)u;(x’)/dp’wp/a;“,u;, +/dppup /dp’ auk,

+m? / dpuy,(z / dp'au,).

Os termos que contém w, se fatorizam e conseguimos obter uma delta de
Dirac! : [ dpwyu(x)u,(a’) = 36(x —2) . Os termos que contém p se fa-
torizam e dentro da integral conseguimos obter uma fun¢ao impar do tipo:
pup(x)us (') + pus(x)uy(z') ~ N2pcosp(x — a'), e portanto a integragao

2

em p se anula. Os termos com m~ sao fatorizados e conseguimos uma in-

tegral de uma fungao fmpar: u,(x)u)(2') —us(x)u,(2') ~ N2 sinp(z — 1),

logo este termo é nulo. Como resultado obtemos:
[Mo1, 9] = —it¢’+/ dzx ((5(3: — ) /dpwpa;u;(x) — 0z —12") / dpwpapup(x)>

= —it¢ + o / dpwp(aui(z') — a, up(z")),

finalmente

(Mo, ¢ = =it — iz, (4.22)

!Sempre que for usado o fator de normalizagdo (3.58) correspondente a osp(1|2n).
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ou

i[Mo1, ¢) = 20010 — £10p0.

Assim, para osp(1]2n) as relagoes seguintes ainda continuam valendo:

i[Fo, 9] = 0o (4.23)
ilP1,¢] = 1o (4.24)
i[Moy, 9] = 20019 — 21009 (4.25)

4.3 Algebra de Poincaré

Agora queremos saber se a algebra de Poincaré verifica-se no caso da
Quantizacao de Wigner. Isto s6 serd possivel para o caso da superal-
gebra osp(1]2n), j4 que precisamos das relagoes de comutacao (4.23),
(4.24) e (4.25). Derivando estas tltimas equagoes e utilizando (3.5) e
(3.6), podemos obter (levando em conta que as cargas Py, P, e My sao

independentes das coordenadas x e t):

[P, ¢'] = —in’ (4.26)

[Py, 7] = —in (4.27)

Moy, ¢'] = —itd" —im — iz’ (4.28)
[Moy, 71] = —i¢) —itn’ —izg” + im*x¢. (4.29)

Agora usaremos estas relagoes para calcular os comutadores dos elemen-

tos Po, Pl eMOl.
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Calculando [Py, Ry):
PR =1 Wm0y Rl = [ Clirs). R

PR = [ 5 (w16, B} + I, AL 9D,

de (4.26) e (4.27):
LRl =i [ S (a4 ) = 5 [ de () + 4676}~ m*(6.61)

[Py, Py) = / de(n® + ¢ — m*¢%) =

logo [P1, Py] = 0.
Calculando [My;, Py]:

Mo, ] = Mo, | 5w, 0Y] = [ 5 ([, 61} + (Mo, 1, 6D),

de (4.28) e (4.29):

(Mo, Pi] = [ S (=it 6"} = i} —infm, 7'} = i, 6} — it{, ')
—ia{d/, ¢"} +izm*{¢, ¢})

/d;: (_it({ﬂa ') —in® — i — im2¢2)

= 1 [ data? + 6 4 w26 = ~i,
lOgO [M017 Pl] = —ZPO
Calculando [My,, Py):
d
[Mos, Rl = [ 5 ({[Mor, 71, 7} + {[Mor, 6,6/} + m?{[Mox, 6], 6})
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=/ d2x<—z'{¢’, ) —it{n', 7} —ix{¢" 7} +izm* (¢, 7} — it{¢", '}
—i{m, ¢'} —iz{x’, ¢’} — it{¢), o}ym* — izm*{r, ¢})
[ ity il =i [ Wigx) = i,

IOgO []\4017 PQ] = —ZP1

Assim, conseguimos fechar a algebra de Poincaré no caso D =1+ 1.

[Py, P] =0 (4.30)
i[Mo1, P = Py (4.31)
i[MOl, Po] = Pl' (432)
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Capitulo 5

Conclusoes

A Quantizacao de Wigner, no caso de sistemas de osciladores , permite
a utilizacao direta de superalgebras de Lie. No caso da quantizacao de
uma particula (capitulo 2), a superédlgebra osp(1|2) é a escolha mais nat-
ural. Entdo a superalgebra @;° ospi(1]2), i.e. a soma direta de muitas
copias de osp(1|2), parecia ser a escolha mais natural para tratar nosso
problema. Porém, ela nao faz com que My, seja um gerador de boost.

Por outro lado, a superalgebra lim,,_,., osp(1|2n) resulta ser uma 6tima
escolha para ter uma teoria relativista de campos quanticos. A verifi-

cacao da algebra de Poincaré se segue diretamente deste ultimo fato.

Para a superalgebra @}° ospy(1|2) sempre é possivel recuperar a quan-
tizagdo canodnica usual, porém temos que escolher entre se manter ou nao
o carater fermiénico dos operadores ai. Para lim,_,o, 0sp(1|2n), somente
recuperamos a quantizagdo candnica usual perdendo o carater fermionico

de ai (quando p = 1).

Para todos os casos, temos que eliminar o infinito autovalor para o
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vacuo |0 >, redefinindo o vetor de energia-momento:

P =P,— <0|P,]0 >

m

assim, a energia do vacuo sera zero :

P10 >= 0.

Desta forma, temos que a translagdo U = expi(e,P*) leva o vacuo em
si mesmo:

Ul0 >= 10 >,

quer dizer que o vacuo nao muda ao fazer uma translagao. Porém nao
sabemos o que ocorre no caso da carga My, i.e. nao sabemos qual é o

spin do vacuo.

34



Apéndice A

Definicao de Superalgebra de Lie

Uma superélgebra de Lie [23, 24] é uma generalizagdo duma algebra de
Lie [25, 23]. Ela contém uma graduacao Z,, onde Z; sdo 0s nimeros
inteiros modulo os ntimeros pares: Zo = Z/2Z = {0,1}. As superdlge-
bras de Lie sdo importantes em fisica tedrica porque elas sao usadas para
descrever a matematica da supersimetria. Em muitas destas teorias, a

parte par da superalgebra corresponde a bosons, e a impar a férmions.

A seguir adotamos a convencdo: = denotard um elemento do sube-
spago vetorial de indice k ( Gy), y denotard um elemento do subespago
vetorial de indice [ (G;) e z denotard um elemento do subespago veto-

rial de indice m (G,,), onde os indices k, [ e m pertencem ao conjunto Zs.
Formalmente dizemos que G'= G5 G7 é uma algebra Z,-graduada de
Lie ou superélgebra de Lie, se dado um mapa bilinear (supercomutador)

[,] : Gx G— G, as trés condicoes seguintes sao satisfeitas:

[[Gk, Gl]] C Gk+la (51)
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onde a soma k + [ é tomada modulo 27 (ntimeros pares),

[[Jf,y]] = _(_1>kl[[yax]] (52)

[, Iy, 210 = [l 9], 2] + (=" [y, [, 21]- (5.3)

A condigao (5.1) simplesmente diz que a operagao do supercomutador é
consistente com a graduacao. A condicao (5.2) é a versao graduada da
(anti)comutatividade. A condigdo (5.3) é a versao graduada da identi-

dade de Jacobi.

Seja o supercomutador [z, y], definido por:

[z,y] = zy — (—1)"ya (5.4)

Temos que com esta definigao, as condigoes (5.1) e (5.2) sao satisfeitas e
uma verifica¢do imediata mostra que também (5.3) é satisfeita.

No caso x e y pertengam ao setor “bosonico” G, a relacao (5.4) é sim-
plesmente: [x,y] = zy — yx, e se x e y pertencem ao setor “fermidnico”

G1, entao (5.4) resulta: {z,y} = zy + yz.
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Apéndice B

Superalgebra osp(1|2)

A superdalgebra osp(1]|2) pode ser vista como a versao supersimétrica de
sl(2). Ela contém trés geradores bosonicos ET, E~ e H que formam a
algebra de Lie sl(2) e dois geradores fermionicos F'*™ e F~, sendo suas

relagoes de comutacao nao-nulas na base de Cartan-Weyl escritas como:

[H,E*] = £E* [EY, B~ =2H
1 1
[H, F*] = :I:iFi {(FT F7] = 5H
1
[E%, FF] = —F* {F* F*} = i§Ei.
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Apéndice C

Superalgebra osp(1|2n)

A superalgebra de Lie osp(1]2n) [6, 7] tem como parte par a algebra de
Lie sl(2n) e como parte impar a representacao (2n) da parte par; ela tem
rango n e dimensio 2n? + 3n.

Ela consiste de matrizes da forma:

0 a m
ad b ¢
—at d b

onde a e a; sdo matrizes de (1 x n), b é qualquer matriz de (n x n), e ¢
e d sdo matrizes simétricas (n x n). Os elementos pares tém a = al =0
e os elementos impares sao aqueles com b=c=d = 0.

Esta superalgebra é gerada por 2n elementos impares bf, sujeitos a

seguinte relacao:
[{657 bZ}a ble] = (6 - 5)5]lbz + (6 - W)éklbﬁa

onde &, 7 e € podem tomar os valores £, os quais equivalem a +1 na

parte direita da expressao anterior.
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