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Resumo

Neste trabalho aplicamos a formulagao causal da mecéanica quantica a
gravitagao utilizando como modelo de universo o de Friedmann-Robertson-
Walker permeado por radiagao e poeira.

Pretende-se assim caminhar para um possivel modelo nao-singular para o
universo, ou seja, um universo que nao tenha tido um inicio, como o modelo
do Big Bang. Ultimamente o interesse em tais modelos cosmoldgicos tem se
intensificado.

Depois de descrever as teorias fundamentais utilizadas neste estudo, a
saber, a teoria da Relatividade de Einstein incluindo a sua formulagao hamil-
toniana, o que inclui sistemas hamiltonianos com vinculos, teoria quantica
do movimento (interpretagao de Bohm), e descri¢ao de fluidos através de po-
tenciais para a quadrivelocidade, encontamos a solucao formal da equacgao
de Schrodinger para os casos de segao espacial plana (k = 0) e secao espa-
cial com curvatura positiva (kK = 1). Em cada um dos casos, resolvemos as
equacoes dinamicas para exemplos particulares de funcao de onda, e anali-
samos a evolucao do fator de escala assim como o comportamento de todo

o sistema.



Abstract

We explore the possibility of avoiding the inicial singularity by means of
quantum effects in a Friedmann—Robertson—Walker universe filled with dust
and radiation. The hypothesis of homogeneity and isotropy leads to a min-
isuperspace model with finite degrees of freedom. The causal interpretation
of quantum mechanics is applied to quantize this system. We first present
the main topics of the basic theories used, and then solve the Schréedinger
equation for the flat and positive curvature cases. For each one of them we

develop specific examples and then analyse the evolution of the systems.
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Capitulo 1

Introducao

O inicio do século XX foi marcado por duas revolugoes no ambito da
ciéncia. A fisica cldssica se mostrou imprecisa através de dois caminhos
completamente distintos. Por um lado, a teoria da Relatividade de Albert
Einstein nos ensinou uma nova percepc¢ao do espaco e do tempo, fundindo-os
no conceito de espaco-tempo. Através de sua teoria passamos a entender
a forca da gravidade como um efeito devido ao fato do espaco-tempo ser
curvo. Durante este mesmo periodo, uma legiao de notaveis cientistas es-
tabeleceram os fundamentos da mecanica quantica. No desenvolvimento da
mecanica quantica relativistica, ou seja, na compatibilizacao entre Relativi-
dade restrita e mecanica quantica, foram conseguidos alguns dos resultados
mais precisos ja alcangados na fisica.

Uma vez quantizadas trés das interagoes fundamentais da natureza,
a saber, a forca forte, a fraca e a eletromagnética, restava quantizar a
gravitagao descrita pela teoria da Relatividade Geral de Einstein. Os es-
forcos comecaram ainda no final da década de 40 e se prolongaram por toda
a segunda metade do século XX, chegando este a ser considerado o problema
mais fundamental da Fisica tedrica da época.

A dificuldade em se compatibilizar a gravitacdo com a mecanica quantica

nao é meramente técnico-matematica. Ao contrario, o maior desafio consiste



em lidar com as estruturas logicas e descrigoes propostas pelas teorias, de
modo a harmonizar conceitualmente as duas linhas tedéricas. Questoes fun-
damentais que, pelo sucesso experimental na faixa de energias e velocidades
atualmente alcancaveis, haviam sido deixadas de lado, agora precisam ser
revistas com um novo enfoque, mais critico e consistente.

E certo que ainda nao alcangamos uma teoria satisfatoria para a gravitacao
quantica, mas varios frutos ja foram colhidos. Os esforgos de P.G. Bergmann
[5]-[6], P.A.M. Dirac [7], R. Arnowitt, S. Deser e C.W. Misner [25] culmi-
naram no desenvolvimento de uma teoria geral para sistemas hamiltonianos
vinculados e, posteriormente, em uma formulacao hamiltoniana consistente
para a teoria da Relatividade Geral. A partir dai, a quantizacao candnica
da Teoria da Relatividade Geral ganhou forca levando aos trabalhos de J.A.
Wheeler [37]e B.S. DeWitt [38], onde se estabeleceu a equagao bésica que
deve governar a fungao de onda quéntica gravitacional (equacao de Wheeler-
DeWitt).

No entanto, tal equagao é extremamente dificil de se resolver. Ela apre-
senta problemas de ordenamento de operadores quanticos, além de levantar
questoes conceituais importantes como, por exemplo, sobre o que é tempo
em gravitacao quantica, conceito ainda hoje em aberto. Estas questoes sao
ainda mais criticas ao querer se propor sua aplicagao a cosmologia, ramo co-
nhecido como cosmologia quantica. Nesta linha de pesquisa, a interpretacao
ortodoxa da mecanica quantica, a saber, a interpretacao de Copenhagen,
nao faz sentido, o que nos obriga a estudar novas interpretacoes.

Existem véarios motivos para se estudar cosmologia quéantica. Dentre
outros, espera-se poder testar se a singularidade inicial do universo pode ser
evitada por efeitos quanticos, tentar extrair informagoes sobre as condigoes
iniciais do universo, e comparar o espectro teérico das densidades de per-
turbacao com os resultados experimentais atuais. De fato, devido ao recente

avanco tecnoldgico, esta area do conhecimento passa pela sua época aurea.



Pela primeira vez, dados experimentais vindos de satélites com alta precisao
tém possibilitado testar modelos tedricos e a comunidade cientifica espera
assim alcancar grandes avancos a partir dos dados observacionais.

Existem basicamente duas abordagens amplamente distintas para se
tentar quantizar a gravitacdo. Um dos caminhos se aproxima mais das
técnicas usuais da teoria de campos. Assume-se uma geometria de fundo,
geralmente Minkowski, e considera-se que a gravitacao é descrita por um
campo dinamico sobre o fundo fixo, o qual é quantizado. A esta abordagem
costuma-se chamar de gravidinamica quantica. A outra linha de estudo,
chamada de geometrodinamica quantica, segue a interpretacao de Einstein
em considerar a gravitagao como uma resposta cinematica da geometria do
espago-tempo. Devido a grande dificuldade em operacionalizar este proce-
dimento, o estudo de geometrias com alto grau de simetria é utilizado para
trazer a luz questoes referentes ao processo de quantizacdo. Em geral, é
escolhida uma geometria com simetrias especificas, e assume-se que estas
simetrias sao preservadas durante o processo de quantizacao.

A evolucao da geometrodinamica quantica é descrita apartir do que
se convencionou chamar de superespago: o espago composto por todas as
configuracoes de tri-geometrias possiveis. Um sub-espago do superespaco,
chamado por Misner de minisuperespaco, € a superficie composta por todas
as métricas cujas propriedades de simetria fazem com que o niimero de graus
de liberdade se reduzam a um ntmero finito, simplificando enormemente o
problema. E certo que adotar estas simetrias antes da quantizacao nao nos
levard a uma teoria quantica completa para a gravitacao. Porém, se assumir-
mos que podemos expandir uma dada métrica usando como parametro de
expansao as suas anisotropias espaciais, podemos interpretar estes mode-
los de minisuperespaco como uma primeira aproximac¢ao de um resultado
advindo de uma teoria completa de gravitagao quantica.

Neste trabalho, consideramos o universo de Friedmann-Robertson-Walker



(FRW) permeado por poeira e radiacdo como a geometria a ser quantizada.
Devido ao modelo ser homogéneo e isotréopico, recaimos no estudo de mini-
superespacos, onde o problema se reduz a apenas dois graus de liberdade no
espaco de fase, um sendo o fator de escala e o outro associado ao campo de
velocidade da matéria, ou da radiacao, dependendo do calibre escolhido.
No préximo capitulo, apresentamos uma introducao dos fundamentos e
os resultados mais relevantes de algumas das teorias que foram utilizadas
no trabalho e, no capitulo subsequénte, os resultados propriamente ditos.
O 1ultimo capitulo é reservado para alguns comentdarios e possiveis avangos

futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica

2.1 Sistemas Hamiltonianos Vinculados

Na tentativa de construir uma formulacao hamiltoniana para a teoria
da Relatividade Geral, devido ao fato de ser uma teoria invariante por
reparametrizacao arbitraria, surgem naturalmente vinculos entre as variaveis
canoOnicas. Desta maneira se faz necessario estudar o método desenvolvido
por P.A.M Dirac [3], no inicio da década de 50, para tratar sistemas hamil-
tonianos vinculados.

Apesar do formalismo hamiltoniano ser completo, no sentido de ser
equivalente e independente do formalismo lagrangeano, é comum construi-lo
a partir de uma lagrangiana. Seguiremos este mesmo caminho.

Estamos interessados em casos onde os momenta nao sao todos funcoes
independentes das velocidades generalizadas. Desta forma surgem natural-
mente vinculos que sao traduzidos em equagoes relacionando as coordenadas

e 0s momenta

ém (¢, p) = 0. (2.1)

Estas equacdes sio chamadas de vinculos primérios!(terminologia usada

pelo préprio Dirac), ou seja, os vinculos oriundos da prépria defini¢ao dos

'Hoje em dia j4 existem refinamentos a esta terminologia, porém nao sio relevantes

para esta exposicao [1]-[2]



momenta (p = %—g). Daqui a pouco definiremos precisamente a diferenca

entre vinculos primarios e secundérios.

Devido aos vinculos (2.1) a hamiltoniana definida por

94

deve ser acrescida das equagoes de vinculos para garantirmos a validade dos

mesmos. De fato, é necessario modificar a hamiltoniana para
*
H”=H + Cm¢m )

onde em geral os coeficientes C,,, podem ser func¢oes arbitrarias dos q’s e dos
p’s. Eles nada mais sao que os multiplicadores de lagrange associados a cada
vinculo, e fazendo a variacdo com relacdo a esses coeficientes garantimos a
validade dos vinculos.

As equagoOes de movimento para o sistema hamiltoniano sdo generaliza-

das [3] :
. OH 0P,
= Bpy B, 22)
OH O9m (2.3)

bn = _a(Jn -t Oqn 7
onde 0s u,,’s sao desconhecidos.

Uma funcao arbitréria g(q, p) tem a sua evolugao temporal descrita em

termos dos parénteses de poisson dada por

. Og . g
g = Qn‘i'apn

dn

Definindo a hamiltoniana total Hy = H + uy,¢m,
g = {97 HT} .

E necessario ressaltar que os vinculos sé podem ser substituidos apds o
calculo dos parénteses de poisson. De fato, se pensarmos geometricamente os

vinculos ¢, (¢, p) sdo interpretados como superficies no espaco de fase onde a



dinamica deve ocorrer na regiao de superposicao, enquanto que os parénteses
de Poisson, ao utilizarem derivadas parciais, estao calculando variagoes na

direcdo normal as superficies. Para lembrar este fato escrevemos

¢m (¢,p) = 0.

Por consisténcia do formalismo temos que garantir que os vinculos sejam

preservados para todos os instantes:

Estas m equagoes podem trazer 4 situacoes distintas.

1. é trivialmente satisfeita

2. revela uma inconsisténcia

3. resulta em uma nova equacao de vinculo independente dos U,,’s
4. gera equagoes que 0s u,;,’s devem satisfazer

Se nos depararmos com a situagao 2, entao o formalismo nao pode ser
aplicado para este sistema especifico, fim da linha.

No caso 3, novas equagoes de vinculo serao criadas quando impussermos
preservacao dos vinculos primérios. Estes novos vinculos sao chamados de
vinculos secundarios por razoes 6bvias. Porém, estes vinculos também de-
vem ser preservados, o que nos leva as quatro situagdes possiveis novamente.
Qualquer equacgao de vinculo que venha a surgir deste processo é chamada
de secundaria.

Este procedimento continua até que todos os casos recaiam em 1, em 2,

ou em 4 que pode ser entendido como equagoes para as variaveis u,’s,

{Qsij}"i'um{QSjv(ﬁm}%O- (2'4)

Suporemos que estas equagoes podem ser satisfeitas, caso contrario o

formalismo é inconsistente. A equacao (2.4) pode ser entendida como uma



equacao matricial do tipo A.u,, = B. Se a matriz {¢;, ¢y} nao puder ser
invertida, a solugdo nao sera univoca, pois podemos somar a sua solucao

qualquer combinagao linear de fungoes V,, (¢, p) tal que

Vi {¢J7¢m} =0. (2'5)

Assim concluimos que a solu¢do mais geral para a equagao (2.4) é dada por

Um = Um ((Lp) + vavam (qvp) )

onde os coeficientes v,’s sao completamente arbitrarios podendo ser quais-
quer fungdes do tempo, enquanto Vg, (¢, p) sdo fungdes linearmente inde-
pendentes que satisfazem (2.5) e os coeficientes U,,’s sdo as solugoes parti-
culares das equagoes (2.4).

Da dlgebra linear sabemos que a impossibilidade de inversao estd asso-
ciada a duas ou mais linhas ou colunas da matriz serem linearmente de-
pendentes, ou seja, estamos lidando com um problema com excesso de in-
formagao e neste caso é natural pensarmos em liberdades adicionais ou de
calibre. Como veremos mais tarde, a liberdade de calibre estd intimamente
ligada a existéncia de vinculos de primeira classe, de forma que se s6 exis-
tirem vinculos de segunda classe a equacao (2.4) poderd ser invertida e nos
fornecera a tnica solugao possivel.

E interessante reescrever a hamiltoniana total:

Hr=H + Um¢m + Ua¢a (¢a = Vam¢m)

A presencga de fungoes arbitrarias (v,’s) manifesta liberdades adicionais
dentro do formalismo. Estas liberdades estao intimamente ligadas a escolhas
de calibre, ou seja, este formalismo abrange teorias como o eletromagnetismo
e a gravitacao.

Seguindo a nomenclatura usada por Dirac, vamos definir varidveis dinamicas

de primeira classe como fungoes das variaveis q’s e p’s que possuam parénteses



de poisson zero com qualquer outro vinculo (priméario ou secundério). Caso
contrario a variavel é dita de segunda classe.

Um parénteses de poisson de uma variavel de primeira classe () com um
vinculo ¢; pode ser expandido em combinacoes lineares dos préprios vinculos
de modo que {Q, ¢;} = ajr¢r. Uma propriedade interessante que resulta
da identidade de Jacobi é que o parénteses de poisson de duas variaveis de
primeira classe também é de primeira classe, e é facil ver que a hamiltoniana
total é de primeira classe.

O numero de funcoes arbitrarias é igual ao niimero de coeficientes v,’s,
0s quais sdo tantos quanto o nimero de vinculos primarios de primeira
classe. Pode-se mostrar [3] que os vinculos primdrios de primeira classe
sao geradores de transformacoes de contato infinitessimal que nao alteram
o estado fisico do sistema. De fato, um estado fisico esta bem definido
quando fornecemos como condigao inicial todos os ¢’s e p’s, e como existem
fungoes arbitréarias (v,’s), a evolugao do sistema possui uma arbitrariedade,
ou em outras palavras existe mais de um conjunto de ¢’s e p’s associados
ao mesmo estado fisico. Dirac conjecturou que qualquer vinculo de primeira
classe, sendo primério ou secundério, deve ser um gerador de uma dada
transformacao de contato, no entanto ainda nao existem provas conclusivas
nem a favor e nem contra este fato.

A extensao deste formalismo para campos cldssicos é praticamente ime-
diata, s6 sendo necessario tomar cuidado com a definicao dos momenta ge-
neralizados, onde a derivada da lagrangiana com respeito as velocidades tem
que ser substituida por variagoes funcionais. Formalmente definimos os mo-
menta generalizados como sendo o coeficiente na integral quando fazemos
uma variacao funcional na lagrangiana com respeito as velocidades genera-

lizadas.
5L = / p8i (2.6)

Como exemplo de aplicagdo deste formalismo, tomemos um sistema



classico Newtoniano invariante por reparametrizagao temporal.
A acao Newtoniana de um sistema com n graus de liberdade com uma

lagrangiana L (q, fl—‘g, t) pode ser reparametrizada de modo a escrevermos,

sz/di(q,q,t,i)

onde o ponto indica derivada com relagao ao parametro 7 e L (g, q,t,t) =

t. L (q, 1, t)
Definamos os momenta como:

dgi

oL _, oL 'a(ﬂ)
o4 6(%) 9q;

i

T i=1,..,.N

dg; _ ¢
i

como E

i=1,..,.N

woi%:L(q,t, )—i—t T,

(di

=L-Y,p-%=L-Y,;p" G =—-H(q0p,t

\_/
|

Assim temos o vinculo
¢0 (qﬂvp“) = 7T0 +H (QZv 7Ti7 t) =0.
Note que a hamiltoniana do sistema reparametrizado é zero, de fato

H (qu,p") = 7 - G — L (qu, §u) = 7t 4+ 2 m'Gi — 2, 1L =
:i[wo—l—zlp”igf —L} =t(r°+H)=0.

No entanto, a evolucao do sistema é dada pela hamiltoniana total:
Hr = H+ UgPo = Uy [7’1’0 + H (qi,ﬂ'i,tﬂ

E trivial mostrar que este vinculo se conserva no tempo

(¢0 = [¢0, uopo] ~ 0).

10



As equacoes de movimento sao :

i:{thT}:%Huozj—i

70 = {70 Hy} = —ug - 28— 4 _ 0H -
:{qi,HT}:uO.gf,_,%:gfi .

p—{p HT}_—’LLO Hciﬁiz—g—i

Como ja era esperado, recaimos nas equagoes dinamicas convencionais
para um sistema hamiltoniano de 2N graus de liberdade (g;, p').

S6 nos resta examinar a que tipo de transformacao este vinculo ¢g estd
associado. Em notacao de parénteses de poisson, as transformacoes podem

ser escritas [4]

€- parametro infinitesimal
dv=-e{v, G}

G- fungao geratriz

Queremos entao considerar o efeito de tomarmos como fungao geratriz o

vinculo primario ¢g

o St=c{t,p} =c{t, 7’} =¢

o o0 =e{n% ¢} = -2l ol = e% (usando 2.7)
e g =€{q, 9} = = ECZ][ (usando 2.7)
o Jp'=c{p' ¢} = —anl = Ecgf (usando 2.7)
e 0H =e{H, ¢} =2l at = % (usando 2.7)

O vinculo primario gera transformacoes infinitesimais no tempo fisico t.

Estas transformacoes nao alteram o “estado fisico” do sistema ja que agora

11



a evolucao é dada pelo parametro 7 e o tempo t funciona meramente como
uma coordenada canonica. De fato, uma trajetéria completa é interpretada
como um unico estado fisico do sistema.

Para esclarecer melhor este ponto talvez seja interessante analisarmos
outro exemplo, também ja bem conhecido na literatura e que é usado pelo
préprio Dirac — o campo eletromagnético.

Sejam a lagrangiana do campo eletromagnético e a agao associada, para
o espaco-tempo de Minkouwski? sem fontes (j =0; p=0)

L=1 [d3zcF"FE,,; F = 0,4, (z%) — 8,A, (%)
S = [dtL

Formalmente a tnica diferenca com relacao ao exemplo anterior é que
agora as variaveis sdo campos e por isso temos que tomar cuidado no calculo
dos momenta e nos parénteses de Poisson.

Para calcular os momenta precisamos variar a lagrangiana com respeito

aos campos A, (z%),
1
=1 [ daran, = [ dap, A

Comparando com a equagao (2.6) os momenta II* sao dados por
I* (z%) = FO% (2) —

Temos entao novamente um vinculo primaério do tipo ¢ (4,,I1*) = 0 que

no caso ¢ simplesmente II° (%) ~ 0, o que nos leva a hamiltoniana
H=[d2H= [z (A, — {FWE,,) = [ d*z (FOA; - JFF; - JFOR,) =
= [ dz (~3FO Fo — LU F + FY0,A0) = [ ddz (—3FIF,; + JIPIL - 11, A4y) =
= [ dx (3 (B*+ B?) — 10, Ao) |

onde foi feita uma integracao por partes no ultimo termo, e como estamos

considerando o espago como um todo o termo de superficie nao contribui.

2n=diag(-1,41,+1,4+1)

12



O passo seguinte é examinar a variacao temporal do vinculo. Como sé

existe um unico vinculo primaério,

—» STIO(Z SH( STI0(Z SH(
00 = {1 (@), H@)} = [ &= (G5 - sl — o0 54,00) =

_ 5H() = _
=1, (¥)-0(Z—4) ~0

este é um novo vinculo, um vinculo secundario. A sua variagdo no tempo

nos fornece:

()" = {1 (@) 1) = [ (G s — s dndh) =
= —fd3Z 5o (Jf(z 0,0 (& — q))

=% 5 (fd3 FH () S50 Ey:)) 5; 5(f_z)> —

= (Sl PR (@) e (36 (F— ) - 8,8 (F - 2)) =

= Qd%Fk@n%«< »-Mf—a)z

= 22 FM(2) 6 (F - 7)) (F é antisimétrica)

Com isso garantimos que os vinculos sao conservados no tempo. Note

que ambos sao vinculos de primeira classe. De fato,

{I°@), 10 (1)} = 5= [6(F -] =0

Antes de estabelecer a hamiltoniana total, vamos verificar que o vinculo
secundario de primeira classe gera transformacoes que nao alteram o estado
fisico do sistema. Por completeza, calculemos as transformagoes geradas

pelo vinculo primério de primeira classe ¢ = I1° ~ 0.

o 514, (%) = [d®z e (2%) {4, ( Y (2%)} = &1 (z);
e 0140 (2%) = €1 (2%); 61 4; (z%) = 0;
o 51I1H (2%) = [d®z € (2%) {TI* (%), 11° (%)} =0 Y
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este vinculo gera transformagdes apenas na variavel Ag (z%).
O vinculo ¢y = IT*,; = 0, gera transformagoes nas varidveis A; (z%) e nao

altera a varidvel Ag (z®). De fato,

[ 5214“( ) fdsz 62 {A H a } =
= [d3z ez (2%) R (6Z fined ) —5L 57 €2 (%)

e 02Ag (%) = 0; doA; (%) = _a?gi o (2%);
o SollH (%) = [d®2 €9 (2%) {TIF (z%) ,1T%,; (2*)} = 0 Y

O significado destas transformacoes fica claro quando analisamos as co-

nhecidas transformacoes de calibre dos potenciais eletromagneticos A,,:

a 0 a

Reconhecemos entao que as transformagoes geradas pelos vinculos de
primeira classe sao casos particulares das transformacoes de calibre do eletro-
magnetismo.

Ainda seguindo a nomenclatura de Dirac, vamos chamar de hamiltoniana
extendida a hamiltoniana total acrescida de todos os geradores que nao
alteram o estado fisico do sistema. Para este nosso exemplo, a hamiltoniana

extendida (Hp) entao se escreve:

Hp = Hr + [ d3z uy (2%) 11, (2%) =
Hp = [d (% (E? + B?) + upIll® + UIHiai)
onde absorvemos a variavel Ay dentro de u;.
Chegando a hamiltoniana extendida o trabalho estd completo. No en-

tanto, um leitor atento notaria que as coordenadas conjugadas Ay e II°

possuem liberdades de calibre associadas, ou seja, podemos escolhé-las de
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forma apropriada sem perda alguma (escolha de calibre) em graus de liber-
dade. Note que Ay = ug é completamente arbitrario, e que IIy = II*,; ~ 0
juntamente com o vinculo I1° ~ 0 fixa II° = 0.

Uma vez bem estabelecido o formalismo hamiltoniano para sistemas
cldssicos com vinculos, é de interesse construir um formalismo quantico para
este sistema.

O caso mais simples para a quantizacao é adotar um sistema cldssico
apenas com vinculos de primeira classe.

A equacao dinamica é a equacao de Schrodinger onde tomamos a hamil-

toniana como sendo a hamiltoniana de primeira classe mais geral possivel:
Lo
- E¢ =Hy
No processo de quantizacao associamos a cada varidvel dinamica classica
um operador quantico definido no espaco de Hilbert. Além disso, requeremos

que as relacoes entre as variaveis classicas através dos parénteses de Poisson

sejam levadas em relagoes de comutacao entre os operadores
(g, P] = ih.

Como as relacoes de comutacao ja estao fixadas, nao podemos interpre-
tar as equacoes de vinculo ¢; (¢,p) como novas relacoes entre operadores.
Com efeito, seja um vinculo ¢; (¢,p) e uma funcdo F'(gq,p) qualquer das
coordenadas e momenta generalizados tal que {¢; (¢,p), F (¢,p)} # 0. Ao
quantizarmos esta equacdo teremos [¢; (¢, D), F' (G, p)] # 0. Porém, se fizer-
mos ¢; (¢,p) = 0, terfamos [¢; (¢,p), F (¢,p)] = 0 pois o comutador de um
operador identicamente nulo é zero com qualquer outra funcao de operado-
res, e claramente isto é uma inconsisténcia.

Para ser consistente, requeremos que cada equacao de vinculo seja uma

restricao sobre a funcao de onda que ¢é solucao da equagao de Schrodinger

¢; (G, p) ¥ (Z,1) =0.
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O formalismo construido desta forma deve satisfazer a alguns requisitos
para garantirmos coeréncia.

Se a aplicacao de um determinado vinculo ¢; (¢, p) anula a funcao de
onda, entao a aplicacao sucessiva de dois vinculos sobre a funcao de onda
também tem que resultar zero (¢r¢j» = 0). Se invertermos a ordem de
aplicacao o resultado ainda deve ser zero, de forma que o comutador de quais-
quer dois vinculos aplicado a funcao de onda deve anuld-la. Esta equacao
nao gera nenhum vinculo novo, e por isso a Unica possibilidade é que o co-
mutador entre os vinculos de primeira classe seja uma combinacao linear
entre todos os vinculos,

(95 (4: D), o (4, D)] = C &m (4, D)
o que é consistente com {¢;, P} = C’;’;; ®m, a menos de problemas de orde-
namento.

Nao é trivial que esta equacao seja satisfeita. Em geral, os operadores do
espaco de Hilbert ndao comutam entre si, e justamente por isso, os coeficientes
C’;’,”;, que podem depender dos operadores (’s e p’s, precisam ser posicionados
a esquerda do lado direito da equacao para garantir que a aplicagao do
comutador [¢; (4, D) , ¢r (¢, p)] anule a funcao de onda.

Além disso as relagoes de vinculo devem valer para qualquer instante.
Utilizando a equacao de Schrédinger para um acréscimo infinitesimal de
tempo, e impondo que um determinado vinculo ¢ (¢, p) anule a funcao de

onda nos dois instantes t e t 4+ dt temos que,

w4 dt) = duap () — 3 R FTY (1) = Oy (1) = 0

e naturalmente também temos que a aplicacao da hamiltoniana posterior a

aplicagdo de um vinculo deve anular a funcao de onda

Hopy (t) =0
Concluimos assim que o comutador entre quaisquer vinculos de primeira

classe e a hamiltoniana deve anular a funcao de onda. Como este nao é um
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novo vinculo temos
(65 (6, 9) » H (4, 9)) = DI b (4, )

Todos os comentarios feitos anteriormente se repetem.

Nesta exposicao sé me preocupei em elucidar problemas especificos deste
formalismo. Questoes relacionadas a qualquer método de quantizacao, como
por exemplo o problema de ordenamento, nao sao alterados com este trata-
mento.

Com relagao a quatizagao de sistemas hamiltonianos vinculados onde
aparecem vinculos de segunda classe, serei breve e farei apenas alguns co-
mentdrios. Para maiores esclarecimentos consultar as referéncias indicadas[5]-
[8].

O fato do sistema apresentar vinculos de segunda classe estd relacionado
com a existéncia de variaveis dispensaveis. O primeiro passo é, através
de combinagodes lineares, diminuir ao maximo o nimero de vinculos de se-
gunda classe (o nimero minimo de vinculo de segunda classe é sempre par).
A partir dai é possivel redefinir os parénteses de Poisson pelos chamados
parénteses de Dirac, os quais possuem a propriedade de fornecer correta-
mente as equagoes de movimento e nao alterar as relacoes de comutacao dos
vinculos de primeira classe. Além disso pode-se mostrar que o parénteses de
Dirac entre um vinculo de segunda classe com qualquer funcao da coorde-
nadas e momenta generalizdos A (¢, p) é identicamente (ou fortemente) nulo,
0 que nos possibilita tomar os vinculos de segunda classe identicamente nulos
desde o principio. Com efeito, se ¢§ é um vinculo de segunda classe entao
{ ?, A(q,p)}D = 0 para qualquer fungao A (q,p) das coordenadas e mo-
menta generalizados. Assim tomar ¢§ (¢, p) = 0 é consistente pois teremos

D D
{ ?, A (q,p)} = 0 levados em [(ﬁ? (¢,p),A ((j,ﬁ)} = 0 identicamente.
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Podemos entao, ao contrario dos vinculos de primeira classe, interpretar
as equagoes de vinculos de segunda classe como identidades entre operadores.
Certamente neste processo o niimero de graus de liberdade do sistema
é reduzido. Com as novas variaveis e a redefinicao dos parénteses de Dirac,
recaimos novamente no caso anterior onde s6 existem vinculos de primeira

classe, e tudo segue como antes.
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2.2 Teoria Quantica Nao-Relativistica

Costuma-se chamar Max Planck de o “pai” da Mecanica Quéntica por
em 1900 ter sido o primeiro cientista a quantizar a energia do campo eletro-
magnético. Na realidade, M. Planck utilizou a quantizacdo como mero
artificio matematico para conseguir reproduzir o espectro de emissao de
um corpo negro, sem de fato propor que o campo eletromagnético fosse
realmente quantizado. Albert Einstein, por sua vez, levou a sério a pro-
posta de quantizacao de Planck e usou a nocao de fétons, quanta do campo
eletromagnético, para explicar o efeito fotoelétrico. Neste inicio de século
XX surgiram varios experimentos que comprovaram a necessidade de uma
reformulagdo profunda nos conceitos da mecanica classica. Seguindo este
caminho, os mais proeminentes cientistas da época conseguiram em esforco
conjunto construir um formalismo matematico capaz de predizer resultados
experimentais que, mais tarde com o advento da eletrodindmica quantica, se
tornariam as previsoes mais precisas ja atingidas na fisica, fato que comprova
o sucesso da teoria. No entanto, desde o inicio nao houve um consenso geral
quanto a interpretacao da mecanica quantica. P.A.M Dirac e Von Neumann
assumiram uma postura pratica e postularam o colapso da funcdo de onda,
enquanto Niels Bohr tentou explicar o processo de medicao através do con-
ceito de complementaridade entre quantidades fisicas. Werner Heisenberg
compreendeu a importancia do principio de incerteza e tentou descrever a
mecanica quantica utilizando apenas observaveis com o seu programa ma-
tricial.

Em 1929 durante uma conferéncia realizada na cidade de Copenhagen,
a maioria dos cientistas convergiram para o que hoje ndés chamamos de
interpretacao de Copenhagen. Apesar do sucesso com predigoes muito pre-
cisas, com o passar do tempo as limitagoes da interpretacao de Copenhagen

comecaram a incomodar, e entao novas interpretagoes foram formuladas. Em
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1952, David Bohm [9] publicou um artigo onde apresentou pela primeira vez
sua formulacao de varidveis ocultas, também conhecida como interpretacao
de Bohm- de Broglie.? Outra interpretacio foi desenvolvida por Hugh Ev-
erett e publicada em 1957 [13] com o titulo “Relative State Formulation of
Quantum Mechanics”, hoje em dia conhecida como interpretagao de varios
mundos.

De fato, neste inicio de século XXI, os fantasmas do mundo quantico
ainda assombram as teorias existentes na praca. Qual delas é a melhor in-
terpretacao? Por enquanto nao existem observacoes que permitam descartar
qualquer interpretacao, e assim todas sao igualmente vélidas, salvo incon-
sisténcias légicas, como por exemplo querer aplicar a interpretacao de Co-
penhagen ao Universo como um todo [14].

Nos restringiremos a analisar a interpretacao causal de Bohm- de Broglie,
comparando-a com a interpretacao de Copenhagen quando necessario.

Nesta interpretacao o conceito de sistema isolado é modificado. Um
elétron é entendido como uma particula adimensional que descreve uma
trajetéria no espago, sempre acompanhada de uma onda 1 (Z,t) que exerce
influéncia sobre a particula. Entende-se entdao que um sistema isolado é
composto por particula mais onda. Ao contrario dos campos convencionais
nao existe uma fonte para esta onda, ela é intrinseca ao sistema. Vale
ressaltar que ao contrario da interpretacao de Copenhagen, a funcao de
onda % nao caracteriza completamente o sistema quantico em questao.

A evolucao dinamica da funcao de onda é descrita pela equacao de
Schrodinger. Para uma funcao de onda complexa bem comportada sem-

pre podemos escrevé-la na forma polar,

U (7,1) = R (1) exp {%s (&, t)}

onde R (Z,t) e S (Z,t) sao fungdes reais e h é a constante de Planck.

30 nome é referéncia ao trabalho de 1926 [10]-[12] de L. de Broglie, cujo D. Bohm teve

conhecimento apds ter concluido seu artigo de 1952
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E interessante reescrever a equacao de Schrodinger com a funcdo de
onda na sua forma polar pois assim podemos separa-la em duas equagoes
reais acoplando os dois campos R (Z,t) e S (&,t), o que facilitard a sua
interpretacao fisica e a relacao com a particula.

Tomemos entao a equagao de Schrodinger para um dado potencial V' (&, t):

= 2
P L) (&,1) _ (—F;lm +V (Z, t)) U (Z,t).

Ao substituir a forma polar da funcao de onda encontramos duas novas

equacoes, a saber,

dS (1) N (VS (Z,1)*

ot 5 TV @)+ Q1) =0 (2.8)
2 z 7
aRT(t’t) +V (32 (Z,t) w> -0 (2.9)

1’ VR (Z,t)

- R%(Z,t) = U*0 = || 0|?
om R0 (7, 1) gl

Q(Z,t) =

A equagao (2.8) é uma equagao tipo Hamilton—Jacobi com a presenga de
dois potenciais, enquanto que a (2.9) é uma equacao de continuidade, uma
lei de conservacao. Para tornar estas analogias consistentes, postula-se que
o momento da particula, no caso o elétron, é descrito pelo gradiente da fase
da fungao de onda em unidades de h, ou seja, p'(Z,t) = 65 (Z,t). Feito isto,
para se encontrar a trajetéria da particula basta integrarmos a expressao

VS (%)
e

i= (2.10)

Ao pensar na equagao (2.9) como uma equagao de continuidade, estamos
atribuindo a funcdo R? (#,t) uma caracteristica de densidade de probabili-
dade. Porém na equacao (2.8), a fungao R (¥,t) é quem determina o poten-
cial quantico, ou seja, esta funcao assume dois papeis distintos. A diferenca

conceitual existente aqui é que R? (Z,t) fornece a probabilidade da particula
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estar na posicao entre £ e ¥ + dz num dado instante de tempo t. Na inter-
pretacao de Copenhagen esta quantidade é associada com a probabilidade
de se encontrar a particula nesta posicgao.

Como ja mencionamos, devido a equacao (2.10) a funcao de onda v (Z, t)
nao especifica completamente o estado do sistema, ainda fica faltando fornecer
a posicao inicial Zy. Este é o inico dado extra que nao estd contido na funcao
de onda.

Nesta formulacao a nogao de probabilidade advém justamente da in-
capacidade experimental de determinarmos com precisao infinita a posicao
inicial. A probabilidade associada ao mundo quéantico nao é inerente ao con-
ceito de realidade como N.Bohr defendia, mas surge da mesma maneira que
na mecanica estatistica cldssica. A associacdo de R?(¥,t) com probabili-
dade nao é ingénua, é justamente através desta associacao que garantimos
a reproducao de todos os resultados experimentais estatisticos.

Na realidade impoe-se uma condicdo mais fraca. Basta postular que
no instante inicial ¢y a probabilidade é R? (Z,tg), isto é suficiente devido a
unitariedade da equacao de Schrodinger, ou seja, a equagao de Schrodinger
garante que se a probabilidade em t =ty é R? (%, ) entdo num tempo t a
probabilidade serd R? (%, ).

A primeira vista parece uma tarefa ingrata tentar explicar os fenomenos
nada intuitivos do mundo quantico, como por exemplo o tunelamento ou o
experimento de dupla fenda, mantendo o conceito de trajetéria das particulas.
Isto s6 é possivel gracas ao potencial quantico, responsavel por todas as ma-
nifestacoes quanticas.

Aparece assim uma maneira natural de se tomar o limite cldssico, sendo
definido como o regime onde podemos desprezar os efeitos do potencial
quantico frente ao potencial V' (Z,t). A teoria é consistentemente aplicada
a todos os sistemas microscépicos e macroscopicos, inclusive ao processo

chamado medicao.
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Vamos entao analisar as caracteristicas do potencial quantico e tentar
elucidar como elas geram os fenomenos quanticos.

O potencial quantico tem uma peculiaridade de nao depender da inten-
sidade do campo R (Z,t) — ele depende apenas da sua forma. Isto significa
que a sua influéncia pode ser estendida a distancias macroscépicas. Pode-
mos entender o potencial quantico como uma onda de informagao. Para
melhor explicar esta idéia, D. Bohm recorreu ao conceito de informacgao
ativa. Fagamos uma analogia seguindo as idéias de Bohm [15]. As ondas de
radio permeiam todo o espaco carregando consigo informagao (musica, fala,
etc.) codificada na sua forma. A musica que nés ouvimos ao ligar o aparelho
de radio tem como fonte de energia a tomada da rede elétrica, ou seja, a onda
tem o papel apenas de carregar a informacao. Neste sentido podemos dizer
que as ondas de radio sao potencialmente ativas em todo o espago, porém
sao realmente ativa apenas dentro do sistema elétrico do aparelho. E desta
forma que devemos pensar no potencial quantico. Ele é potencialmente ativo
em todo espaco onde nao é nulo, mas é realmente ativo apenas na posicao
onde se encontra a particula. A tnica diferenca nesta analogia é que o po-
tencial quéantico, ao contrario das ondas de radio convencionais, nao possui
nenhuma forma de energia, ele carrega estritamente apenas informacao.

No experimento de dupla fenda [16], pode-se fazer passar uma particula
de cada vez de forma a garantirmos que nao haja interacao entre as particulas.
A interpretacao causal nos diz que cada particula pode passar por apenas
uma das duas fendas, enquanto que a funcdo de onda passa necessariamente
pelas duas. As ondas emergentes das fendas carregam consigo informagao so-
bre a estrutura do aparato, e com sua evolucao naturalmente se sobrepoem.
Assim o potencial quantico influéncia a trajetéria da particula informando-a
sobre a estrutura do ambiente como um todo, mesmo quando a particula ja
esta afastada do aparato com as fendas.

Vemos assim que os sistemas quanticos possuem uma dependéncia no
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estado do sistema global. A interpretacao causal fornece uma maneira de
tentar entender como o todo tem influéncia local. Bohr foi talvez o primeiro
a defender que um sistema quantico nao pode ser entendido a partir de
seus fragmentos, no entanto dentro de sua interpretacao querer estudar a
influéncia do todo sobre cada parte é carente de sentido.

Se formos um passo mais adiante e analisarmos o caso de muitos corpos,
esta estrutura do todo insepardvel é ainda mais alarmante. Num sistema
de N particulas, a funcao de onda v (1, s, ...ZnN,t) é definida num espaco
de configuracao 3N dimensional. Reescrevendo-a na forma polar chegamos

a equacoes andlogas as anteriores dadas por

N
95 > (Vi9)?

A = 2.11
ot "2 o, +V4+Q=0 (2.11)
or? X VS
— Vi R*—=) = 2.12
at +; (R ml> 0 ( )

onde,

2 XL V2R (z, ..., &N, 1)
fa"'v_) 7t =—-— : = : L ’
@ (1 N, 1) QmE R(%#,...,ZN,t)

R? = 00 = ||

A interpretacao de probabilidade continua sendo valida devido a equacao
de continuidade, porém agora fica evidente a dependéncia do potencial
quantico com a configuracao de todas as particulas. A forca associada ao
potencial quantico difere das outras forcas da natureza por nao poder ser
determinada a partir das posigoes das particulas, ela depende do estado do
sistema, ou seja, da funcao de onda que é solucao da equacgao de Schrodinger.

Assim sendo, qualquer sistema fisico deve ser analisado levando-se em
conta todos os seus constituintes incluindo o ambiente que o cerca. E facil
perceber que este processo em cadeia torna necessario considerar o universo
como um todo. Como é entao possivel explicar o sucesso da fisica classica

onde o processo é exatamente o inverso, estuda-se as partes para se explicar
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o todo? A resposta esta na fatorizagao da funcéao de onda. Pode-se mostrar
que quando a funcao de onda é fatoravel em produtos de funcoes de onda
de subsistemas, cada subsistema se comporta independentemente dos outros
sendo assim necessario considerar apenas o seu todo isoladamente. Dentro
desta visao a dependéncia no todo é uma propriedade fundamental dos sis-
temas fisicos, enquanto que a possibilidade de anélise por particionamento
é um caso particular que deve ser testado caso a caso.

Uma vantagem adicional da interpretacao causal é a possibilidade de des-
crever o processo de medida. A teoria é em principio aplicavel a qualquer
sistema fisico inclusive no que costumamos chamar de arranjo experimental.
Deve-se ressaltar que o termo “medida de um observavel” é danoso e geral-
mente leva-nos a idéias imprecisas a respeito do processo. Alguns autores,
dentre eles John Bell [17], j4 expressaram suas criticas a este respeito.

Nao se pretende aqui esgotar a analise do “processo de medicao”, apenas
apresentar uma leve abordagem por completeza da exposicao. Para melhor
entendé-lo, podemos dividi-lo em duas etapas [18]-[19]. Elas se distinguem
pela reversibilidade. A primeira etapa ¢é reversivel enquanto que a segunda
irreversivel.

Suponha que queiramos “medir” um “observével” A (¥, p) dado que o
estado de um elétron seja uma superposicao linear de N de seus autoes-
tados. Na primeira fase de medicao, da-se uma separacao espacial entre
os pacotes de onda associados a cada autoestado do observavel de modo a
nao haver superposicao entre eles. Uma vez separados, a particula deve se
encontrar em apenas um destes pacotes ja que a regiao intermedidria tem
probabilidade nula (R? (Z, p) = 0). Certamente nesta situagao a informagao
potencialmente ativa nos pacotes vazios (vazios no sentido de nao conterem
a particula) ndo podem influenciar o elétron, no entanto nada impede que no
futuro os pacotes venham a se sobrepor novamente. Desta forma nao houve

o “colapso de onda” ou igualmente a perda de informacao. E a segunda
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etapa que nos possibilita desprezar todos os pacotes de onda que nao estao
associados ao autoestado “medido”.

Durante o processo de registro do experimento é necessario um sistema
termodinamico macroscopico para amplificar o sinal e gerar um resultado
macroscopico legivel. Este processo é intrinsecamente irreversivel. Neste
caso a funcao de onda do sistema é um produto tensorial entre a funcao de
onda do elétron e a funcao de onda do aparato, e pode-se mostrar que mesmo
havendo superposicao de diferentes autoestados do observavel A no sube-
spaco associado a funcao de onda do elétron, as fungoes de onda do aparato
nao se superpoem. Assim a unica funcao de onda que pode influenciar o
movimento da particula é a associada ao resultado do experimento e pode-
mos consistentemente ignorar os pacotes de onda “nao medidos”. Obtém-se
assim os mesmos efeitos que o “colapso da funcdo de onda”, sendo que aqui
todos os elementos do sistema foram descritos causalmente e sempre com
evolucao temporal dada pela equagao de Schrodinger. A consciéncia do
observador nao é um agente ativo no processo de medida quantico.

Em Mecéanica Quantica a cada quantidade fisica associamos um opera-
dor do espago de Hilbert. Como devemos entao entender as relagoes de
comutacgao entre os operadores, se assumimos que a particula sempre possui
todas as quantidades fisicas bem definidas?

A nao comutacao entre dois operadores significa que nao podemos “medi-
los” simultaneamente, o que nao implica que nao possamos atribuir de forma
bem definidas estas quantidades fisicas a particula.

O processo de “medida” é uma interacao entre a particula e o “sistema de
medidas”. Devemos entao interpretar a nao comutatividade entre dois ope-
radores como a impossibilidade de interagir simultaneamente com o objeto
dos dois modos necessarios para as duas medi¢coes. Uma interagao interfere
na outra.

Para finalizar, um comentéario sobre a nao-localidade do potencial quantico.
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Embora a idéia de interacao nao-local nao seja familiar, ela nao apresenta
nenhuma inconsisténcia dentro de teorias nao-relativisticas. No entanto é
necessario verificar se é coerente construir uma teoria causal relativistica
nao-local. De fato, ja se mostrou ser possivel estender a interpretacao causal
para um campo escalar satisfazendo a equagao de Klein-Gordon [18]-[20] e
para o campo eletromagnético [21], ou seja, aparentemente nao-localidade e

Relatividade especial podem ser compativeis.
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2.3 Formulacao Hamiltoniana da Teoria da Rela-
tividade Geral

No inicio do século XX surgiu dentro da comunidade cientifica, um ideal
com motivacoes filosdficas para se conseguir a unificacdo de todas as teo-
rias fisicas. Certamente isto é um mero desejo humano, ja que a natureza
nao busca na ciéncia o seu comportamento, ao contrario, somos nds que
observamos a natureza para tentar entendé-la. No entanto, havia motivos
para que os cientistas acreditassem que esta unificacao fosse possivel. No
final do século XIX, o trabalho de James Maxwell nos mostrou como duas
forcas até entao consideradas independentes, a saber, as forcas elétrica e
magnética, eram na verdade manifestagoes diferentes de um tnico campo,
o campo eletromagnético. Mais tarde com o advento da mecanica quantica
e posteriormente com a sua compatibilizacao com a mecanica relativistica
sem gravitagdo (meados do século XX), se consegui incorporar o eletro-
magnetismo ao mundo quantico, dando origem a eletrodinamica quantica
(QED). Neste contexto a tunica teoria de interagdo fundamental da na-
tureza que ainda nao fazia parte deste arcabougo matematico era a teoria
da gravitacao, ou seja, a teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein.

A primeira dificuldade técnico-matematica surge de o caminho natural de
quantizacao candnica requerer uma formulacao hamiltoniana. Os primeiros
trabalhos nesta direcao datam do final da década de 40 e inicio de 50 do
século passado. Para se construir este formalismo foi necessario desenvolver
uma teoria para sistemas hamiltonianos vinculados [7], [22]-[24], j4 que a
Relatividade Geral é uma teoria invariante por reparametrizacao de coorde-
nadas. Ao se tentar construir a hamiltoniana da gravitagao é necessario sin-
gularizar a coordenada temporal gerando assim vinculos entre as variaveis
canonicas. Nota-se assim que a formulacao hamiltoniana da Relatividade

Geral s6 é possivel para espacos cuja topologia é do tipo R @ M3 onde M3
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é uma hipersuperficie espacial arbitraria de dimensao 3.

Para chegar na hamiltoniana da gravitacao, seguiremos a linha de ex-
posigdo de R. Arnowitt, S. Deser e C.W. Misner [25], primeiro folheando
0 espago-tempo com uma hipersuperficie tipo espaco e depois aplicando o
formalismo para sistemas hamiltonianos vinculados as varidveis candnicas
em questao.

Todo o desenvolvimento sera feito supondo-se secoes espaciais fechadas
para que néao tenhamos que nos preocupar com os eventuais termos de su-
perficie que possam vir a surjir. Em casos com segoes espaciais abertas o
procedimento é analisar caso & caso e quando houver contribui¢cbes nao nu-
las, somam-se termos a hamiltoniana total de forma a cancelarmos as con-
tribuicGes de superficies. A orientagao nestes casos é conseguir reproduzir
as equacoes de Einstein, o que nao é possivel com os termos de superficie.

Seja uma variedade com topologia R ® M?3. Primeiramente preenchemos
a variedade com uma congruéncia de curvas tipo-tempo, ou seja, uma con-
gruéncia que em cada ponto podemos definir um vetor como a derivada com
relagdo ao parametro da curva (7) e por construcao este vetor (n%) é do tipo-
tempo. Num dado ponto existe uma hipersuperficie local cujo vetor normal é
o proprio n®. Devido a topologia da variedade, esta hipersuperficie pode ser
estendida de modo a separar a variedade em duas regioes tal que qualquer
curva tipo-tempo tem necessariamente que atravessar esta hipersuperficie.
Isto é muito importante para podermos defini-la como uma superficie de
Cauchy.

O parametro 7 das curvas da congruéncia nao sao necessariamente cons-
tantes ao longo desta hipersuperficie. Definimos entao um parametro t jus-
tamente com a exigéncia de que seja constante sobre cada hipersuperficie.

Naturalmente podemos parametrizar as hipersuperficie usando 3 parametros:

Vamos escolher uma base de vetores na hipersuperficie como sendo a
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derivada com relacao a cada parametro:

o X"
Xa = Oxa

Por praticidade estamos considerando que o vetor normal a hipersu-

perficie é normalizado de forma que tenhamos,

Gopn™n’ = -1, Gasn X =0

O conjunto de todas as hipersuperficie a t constante preenchem a varie-
dade e assim descrevemos o espaco-tempo a partir das equagoes paramétricas
X< (t, z%).

Num dado ponto ! de uma hipersuperficie a t constante existe um vetor
normal n® associado a uma determinada curva da congruéncia. E possivel
que este ponto seja levado a uma outra curva da congruéncia ao passar
para préxima hipersuperficie. Para quantificar esta variagdo definimos um
vetor deformacao N como sendo o vetor que conecta dois pontos de mesma

coordenada espacial z* em duas hipersuperficies vizinhas.

o - axa (t7 ':UZ)

N ot

A decomposicao do vetor deformacao na base definida sobre a hipersu-

perficie e paralela ao vetor normal nos fornece:

A funcao N é chamada de funcao lapso e as N sao chamadas de funcao
deslocamento. Note que a funcao lapso mede a taxa de variacao entre o
parametro t e o tempo préprio associado a um observador comédvel a quadri-
velocidade n®. A funcao deslocamento mede a taxa de variacao do ponto
com coordenada z* entre duas hipersuperficies a t constante.

Para estudar a evolugdo dinamica do sistema precisamos projetar as
quantidades fisicas sobre a hipersuperficie e paralelamente ao vetor de-

formagao, ja que este é o vetor tangente as linhas coordenadas do tempo
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t. Podemos reescrever n® e a métrica a partir desta decomposigao e assim

obter:
1 N 1 —No
a:—i\)a—— a _ —
=N N la (N’ N )

9ij = 9ap X; Xf = hij
90i = gas N X = N® hg; = N;
900 = gap N* NP = —N2 + NN,

—N2?24+ N°N, N;
Juv =

com inversa g"’ g, = &4 (por construgdo h*hj, = 47),

_1 N
g/,l,l/: N2 N2

NI pii _ N'NJ

N2 N2

Com estes resultados a componente covariante do vetor n® é

Na = Gap 776 = (—N,0,0,0)t .

Como era de se esperar, a variavel dinamica que descreverd a evolugao
da geometria é a prépria métrica da hipersuperficie (h;;). Para tanto,
precisamos caracterizé-la integralmente. Resta-nos entao sabermos como
esta tri-hipersuperficie espacial esta curvada com relagao a variedade maior
quadridimensional. O estudo de imersao nos mostra que é possivel que duas
hipersuperficies distintas (g,.; g/a3) possuam a mesma métrica intrinseca a
hipersuperficie (h;;) como sub-variedade. Uma maneira natural de prosseguirmos
é estudarmos a variacao do vetor normal a hipersuperficie, fazendo-o variar
ao longo da mesma e projetando-o sobre a hipersuperficie, ja que quere-
mos descrever a evolucao a partir da hipersuperficie e quantidades fisicas

definidas sobre ela.
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Defini-se o tensor de curvatura extrinseca,

.1 1
K,uz/ = _§J—fj J—g 77(%5) = _§J_fj J_gﬁn (g‘uy)

L8 =05+ 0% nu (projetor sobre a hipersuperficie)

com componentes:

1
Kap = —577(a; = —N ng (2.13)
Kop = N* Ky (2.14)
Koo = N°N® K, (2.15)

As Unicas componentes relevantes sao os Kgp's.

Com esta decomposicao em maos, vamos reescrever a acao da TRG em
termos destas novas varidveis para podermos definir os momenta associa-
dos e assim obter a hamiltoniana desejada. Conceitualmente, o principio de
Hamilton deve ser entendido a partir da métrica da hipersuperficie. Dada
duas hipersuperficies hay (Z,tfinat) € Pab (%, tiniciar) €xiste infinitos modos
para deformarmos hap (Z, tiniciar) €m hap (T, tfinar), DO entanto a evolugao
serd dada pela deformacao continua tal que a acao associada a métrica g,,,
seja extremal. O espago composto de todas as configuragoes possiveis para
as métricas foi primeiramente introduzido por Wheeler com o nome de su-
perespaco. Podemos entao reafirmar o principio variacional dizendo que a
trajetoria descrita pela métrica no superespaco serd aquela que torna a agao
extremal.

E amplamente sabido que a agdo que fornece as equacoes de Einstein

pode ser escrita

S:/&xJQR. (2.16)
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Antes de fornecer o resultado final, é interessante desenvolver algumas
relacoes utilizando as varidveis N, N, h;;, K;;.Vamos definir:
3¢, = Lh (hgep + hav,e — hie,a)
3R, tensor de Ricci formado com as conexdes 5T be
K = h®Kg
h =det(hay) = 6 (VR) = = Fhaydh® = Y2hebohe, =
= (VR) = Vhhehe = VR (-NK + N a)

Por substituicao direta encontramos as seguintes componentes para a

conexao:
N N®N,a N°N°®
F80 = N N - N Kab
o N,a NP
FOCL — N - W ab
K 1 . 1 .
0 b
Iy =— ]\C; = oN? (hab - N(a;b)) = Ko = “ON (hab - N(a;b))
Np\°®  hob NeNbPN,  NoeN°N™E.
a ab [ £Vb v 2 _ am _ b bm
o= N (S2) T (W2 = ) - S ¥
Na NCLNm
8b =N [—Kg’ + (W) ;b+ TKbm]

Na
(blc =3 Fgc + WKbC

Analogamente chegamos para o tensor de Ricci,

Ry = Nh9K;j+ NNy —2NNYKf —2NN'K}; + NN'K; + N2 KV K;; +
NiNJ . NiNJ

+N'NI3R;; + N'NVK;;K — 2N'NK; ' K;; — —~ Kij =~ N+
NiNJ NiNJN!
—I—QTijKil + TKUU
N™ . N™ N! N™

Roi = ——5Kim— < Nim + 5 KNG + Kii—= N’y — 2N K Ko +

~NK™, NK,;+ *R,;N™ + N"K, ;K NleK-

i;m + K + Rmz + mi + liym

1 .

Ry = + (_Kij = Nij+ N i Kmj + N™ i K + NmKij;m) — 2K]"Kpj +° Rij + KK
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e finalmente podemos escrever o escalar de curvatura usando as variaveis da
separagao (3+1).

. k .
2K Ny NiK,
R=-2= ol 4ot

LKW 2,3
~ 2 o+ KK+ K* 4P R

A agdo (2.16) apds simples manipulagao matemética, somando e sub-

traindo 2 (\/E) K ao escalar de curvatura, se decompdem em trés termos:

S=28G+51+5:
Sg = [dtd*z NVh (KYK;; — K*>+® R)
Sy = —2 [ dtd3z (\/EK)

Sy =2 [dtd’z (VRKN' — VRRFN )

K

O termo Sy nao contribui para a equacao de movimento por ser uma
divergeéncia total. O principio é aplicado impondo variacoes onde dh;;, dN;,
0N sao zero nos extremos. Porém, o termo S7 poderia contribuir ja que ele
depende essencialmente de derivadas de h;; na direcao ortogonal as hiper-
superficies a t constante.

Para nao ter que lidar com este termo de superficie, é comum definir a
acao da teoria da Relatividade Geral como Sg = S —5;. De agora em diante
consideraremos apenas o termo Sg como a boa agao; esta escolha serd jus-
tificada a posteriori encontrando as equacoes de movimento que descrevem
corretamente o sistema.

Fagamos entao a variagao funcional com relagao as varidveis em questao:
08 oL OL\"* oL ,
9% g o & (25) =0
08 oL oL \* oL ,
=0 = =] - ;7=20

05 _, o 0L oL\ (oL -
Shij Ohij  \ Ohy; Ohijik )’

L nio depende de N nem de N ; e s6 depende de N explicitamente ou
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através de K;j.Usaremos que:

oL OKU

_ kipjl _ pijpkl
o 2VAN (R~ hiih )K,da 2 (2.17)
a iJ _ cab - 1 a ¢b a b
aKab =5 =2 (5702 + o707)
¢,
5S oL 0L 0K

0

_ \/E(K“Kij K2 33) =0. (2.18)

5N "7 N T oK, oN

Para a variacao de IN; s6 temos dependéncia através de Kj;.

58 :0$< oL aKab> .
3J

SN, 0K, 0Ny

OKap _ 1 515
como gt = 945 € usando o resultado de (2.17) encontramos

2Vh (K7 =67 K) =0 (2.19)

i

Na variacao com relagao a h;; é importante lembrar que a funcao 3R
depende de h;j, e que K;; depende tanto através de hij quanto de N;; ja
que este ultimo possui a conexao 3F§j.

Num referencial onde a conexao se anula, temos que as relacbes se
seguem:

PR = (5%;;).& - (&“Tga)_

),

a 1 a
Ty = h (k) + Gl — (Ohig).)

e j& que, ao contrario da conexao, §°I" é um verdadeiro tensor, estas relacoes

sao tensoriais o que garante suas validades em qualquer referencial.

35



Encontramos depois de alguns cédlculos que

08
5hij

0= (2.20)

= Kij = =N [*Rij + KKij — 2K Kpuj| + N i — Nypii K3 +

=Ny Ki* = N Kijim

As equagoes (2.18)-(2.20) sao equivalentes as trés possiveis projegoes das

equacoes de Einstein,

Guw n'n” =0
Guwn'ly =0

Guw L5515 =0

sendo portanto as equagoes que regem a gravitacdo quando a separacao
(3+1) for possivel. Dentre as trés, a tnica equagao que possui derivada
temporal de segunda ordem da varidvel dinamica h;; é a (2.20), o que nos leva
a concluir que esta é a equacao dinamica enquanto que as outras sao apenas
equagoes de vinculo. As equacoes (2.18) e (2.19) restringem as possiveis
configuracoes das hipersuperficies a t constante. Ficara mais claro quando
tivermos estabelecido os parénteses de Poisson associados aos vinculos da
densidade hamiltoniana da teoria da Relatividade Geral.

De posse da densidade lagrangiana podemos prosseguir a formulacao
hamiltoniana. A partir da densidade lagrangiana encontramos as seguintes
densidades de momentum:

oL

p = L (2.21)
ON

Pl = 5_?:0 (2.22)
ON;

. OL 0L 0Ka L

oy = === 2 — _h2 (KY — WK 2.23
ahij a[(ab ahij ( ) ( )

(obs: note que o momentum IT¥ é uma densidade tensorial do tri-espaco de

peso 1.)
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Logo temos,

hi T =7 = 2VhK =

ij 1 ] h
= K" = _ﬁ I — 777 (224)
. 2N hij
= hij = 7 (Hij - 7j77> + Neiyj) (2.25)

As equagoes (2.21) e (2.22) nos mostram que este sistema possui vinculos.
Nao é possivel escrever as velocidades generalizadas como funcao dos mo-
menta e das coordenadas.

Precisamos entao apelar para o formalismo desenvolvido por Dirac, Bergmann
e outros, para construir um formalismo hamiltoniano consistente. Como este
formalismo foi descrito na secao anterior, apenas me restringirei a aplica-lo.

Por definicao, a hamiltoniana canonica se escreve:

: . 12N R
H. = PN—I—PZNZ'—I—HZJhZ’j—L:HZJ [ﬁ (HM—§7T>+N(ZJ)}+

1 N %] hi; w2
—NVh|— (0¥ — —x | (O — Ln) - —+3R| =
f[h( 277)( j 277) 4h—|—R]
= N [Guapea 1 11 — VPR + 219 Ny

com Gaped = ﬁ (hachvd + hadhve — haphed) 5 € devido aos vinculos (2.21) e

(2.22) temos a hamiltoniana total:
HTi/dtd?’:E (N Hy+N;H + AP+ P') (2.26)

onde,

Hy = Giju 9 I+ — b3 3R (super-hamiltoniana)

H = -2 HZ?J (super-momentum).

Para chegar e esta hamiltoniana usamos a condicao de segOes espaciais
fechadas para descartar o termo (IIVNj) ; .

Precisamos garantir que os vinculos primérios sejam satisfeitos durante
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toda a evolucao. Para isso, usaremos as relacoes
{N(f,t),P(:lj,t)} = 5(5_37)
{Ni(@,0), PT (5.0)} = 675 (& — 3
{hij (@), 1% (5,0) } = 64 5. (7 - 9)

Imposicao sobre os vinculos primérios:

Q

P (Z,t)

- —/d3z5(f—z)Ho(z,t):_Ho(f,t) — Hy(7,) ~ 0

0:/d3z {P(f,t),HT(Z,t)}:/d3z (P(Z,),N (Z,0)} Hy (,1) =

(2.27)

P ~ 0:/d3z {Pi(f,t),HT(z,t)}:/d% [P (@.1).N; (2.0} ) (2.0) =

— _Hy(#1) = Hy(@)~0

estes sdo novos vinculos que também devem ser preservados. Antes de re-
alizar estes cdlculos vamos introduzir a algebra de Lie associada aos vinculos

H(]eHi.4

(o @0 G0} = (@0 — 1 G0 5 ) 6= 3) (229)

Yy
(@0 G0} = (@0 s -~ B0 55 ) 0@ =) (230
(o (70, B (7.0} = Ho(5,) 5 0(F 1) (231)

Devido a esta algebra pode-se verificar que a imposicao dos vinculos
serem preservados ao longo da evolucao é satisfeito trivialmente, ou seja,
Hy (Z,t) =~ 0 e H; (Z,t) = 0, e sendo assim eles ndo geram novos vinculos.
E fécil verificar que todos os parénteses de Poisson entre os vinculos (2.21),
(2.22), (2.27) e (2.28) sao zero, e entdao todos os quatro sdao vinculos de
primeira classe. Como a equacao (2.26) ja inclui todos os vinculos de

primeira classe, esta é a hamiltoniana da teoria da Relatividade Geral.

4Estes cdlculos embora simples sdo muito extensos e facilmente encontrados na litera-

tura, por isso nao os reproduzirei.

38

(2.28)



Vamos verificar se esta hamiltoniana de fato reproduz as equagoes de

Einstein:

N(@#t) = /d% (N (Z,1), Hr (Z,6)} = A (&, 1)
Ny (71) = / &2 (N (Z,1), Hy (2,6} = \ (7,1)

b (2,1) = /d% (haw (7,4), By (5,1)} =
N (& 1)

i I (7.8) — (B O)TLE. 8] + No (7.8) + N (3.)
@ = [ds m @, ez ) =

I Nhik 112 2N [,
— —_NVh 3Rzk__3R e HmHlm__ et HzmHk_

VI (N — Nk ) 4+ Vi ( ) — 21 NE)

Vh

As duas primeiras equacOes nos permitem tratar as variaveis N e NV;

)

como meros multiplicadores de Lagrange para os vinculos (2.27) e (2.28).
A equagao (2.34) apenas define as relagoes entre as “velocidades” (hw) e 08
momenta. A verdadeira e tnica equacao dinamica é a (2.35). Esta equacao
é equivalente a unica equagao dinamica (2.20) do formalismo Lagrangeano,
e os vinculos (2.27) e (2.28) sao equivalentes respectivamente as equagoes
(2.18) e (2.19). Assim fica mostrado que este sistema hamiltoniano reproduz
as equacoes de Einstein.

Devido ao fato dos vinculos (2.27) e (2.28) satisfazerem a dlgebra de
Lie (2.29) - (2.31), existem relagoes e condigdes impostas sobre a evolucao
temporal do sistema. A partir desta algebra pode-se provar os seguintes

teoremas:

1. Se os vinculos sao satisfeitos em uma dada hipersuperficie, e a evolucao
temporal é dada pelas equacgoes de Hamilton, entao os vinculos serao

satisfeitos ao longo de toda a evolugao.
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2. Se os vinculos sao satisfeitos para duas hipersuperficies arbitrarias,
entao quantidades candnicas em duas hipersuperficies quaisquer sao

necessariamente evoluidas a partir das equagoes de Hamilton.

3. Se a fungao principal de Jacobi (S) satisfizer a super-hamiltoniana em
um dado ponto (Zy) e o super-momentum em toda a hipersuperficie,
entao ela também satisfara o vinculo da super-hamiltoniana em toda

hipersuperficie

Hy (%o, t) [S] = 0
H; (Z,t)[S] =0

= Hy (Z,t) [S] = 0V &t fixo.

4. Se a fungao principal de Jacobi (S) satisfizer a super-hamiltoniana
em qualquer ponto da hipersuperficie, entdo necessariamente também

satisfara o super-momentum em qualquer ponto

Hy(Z,1)[S]~0 = H(1)[S]~0 Vet fixo.

Os vinculos (2.27) e (2.28), embora secunddrios, sd@o vinculos de primeira
classe. Espera-se entao que eles sejam geradores de transformacgoes de cali-
bre.

Para o vinculo Hy, a dnica transformacao nao nula é para a varidvel h;;:

= [ d2 e (2) G (2) { by (7), 110 () T1* (2)} =
= (@) F7 (M (1) — 25710(@)) =
= —2¢(T) Kij (T) = —2¢(Z) Lye (hij)

Esta transformacao gera deslocamento na direcao do vetor tipo-tempo
n® (1) perpendicular a tri-hipersuperficie. Enquanto a hamiltoniana total
gera deslocamentos no parmetro t, a super-hamiltoniana gera deslocamentos
no parametro 7.

Vejamos agora o vinculo do super-momentum (H;):
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o Shyj (%) = [ d* {hy; (7), Hy ()} X" (2) =
= =2 [ 2 xa (2) {hy; (@), (5 + 10T, } =
= 2 [ 2 xa (2) (550 (& — 2) 08 + 6WT4.0 (7 - 7)) =
=200 (B) 68 — 2xa (D) TY; =
= X (&) = Lyx (hij)

o OII (T) = [ d®z {1V (Z), H, (2)} x* (2) =
= 2 [d% {1V (&) ,h <>H'fb< )} x(2) =
= 2% (%) TR (2) 625, —2 [ d®2 X (2) hax (2) 11 (
= (@) T — XU (@) T — (@) ")+ (x
=~ (@) T+, (F) T 4+ ™ (7) 1, = Ly <H”>

(2
(2 *>{Hw<>rbc<z>}
7)) =

Estas transformacoes sao transformacoes gerais das coordenadas na tri-
hipersuperficie, ou seja, as transformagoes de calibre sao difeomorfismos da
tri-hipersuperficie.

Concluimos assim o desenvolvimento do formalismo Hamiltoniano para

a Teoria da Relatividade Geral.
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2.4 Descricao de Fluidos através de Potencial de
Velocidade

No inicio da década de 70 Bernard F. Schutz [26]-[27] desenvolveu um
formalismo onde o campo de velocidades de um fluido é escrito em termos de
seis potenciais associados a grandezas termodinamicas. Este formalismo esta
fundamentado no teorema de Pfaff que garante ser suficiente apenas quatro
potenciais para descrever a quadri-velocidade. Para facilitar a interpretacao
fisica dos potenciais costuma-se usar seis potenciais. As componentes co-

variantes da quadri-velocidade podem ser representadas através de

1
U, = ; (¢,V +aﬁ,u + 93,1/)

onde p € a entalpia especifica ou massa inercial especifica, e s a entropia
especifica.
Talvez fosse interessante rever rapidamente alguns conceitos termodinamicos.
Seja um fluido perfeito de um componente com densidade de particulas
n e numero total N. Vamos definir densidade de massa inercial (pg) como
sendo o produto da massa inercial de uma particula () pela densidade
de particulas. A energia interna especifica (II) é definida como a diferenga

entre a densidade de energia total e a densidade de massa inercial, de forma

p=po
)

dada por p = %.

a termos II = , € a entalpia especifica ou massa inercial especifica (u) é
De posse dessas defini¢oes, usaremos as leis da termodinamica para ex-
pressar a pressao do fluido como funcao da entropia especifica e da entalpia
especifica.
Primeira Lei: 6Q = dE+pdV = pdV+V dp+pdV =V dp+(p+p) dV
Defini¢cao da entropia: 6Q =T dS
Temos também as seguintes relacoes:

e V=="=qv=-"Ydn
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° H:L;(f—ojdp:(l—l—n)dpo—l—podn

e 4N _ dpo
n PO

o dp=d(22) =dil+Pd (L) + Ldp
combinando tudo encontramos:
TdS =14 (dp— (p+p) %") = NW(dHerd (,%O)) o
= Tds=dll+pd (L)

e finalmente,
dp = podp — poT' ds

Vamos considerar um fluido com equacao de estadop = A p = (v — 1) (1 +1I) po
(y =1+ X é constante).

Neste caso podemos integrar a primeira lei da termodinamica,

Tds=dll+pd (L) =d(1+10) + (y— 1) (1+10) pod () =
(1410 [dIn (1+10) = (y = 1) dIn (£2)]
onde pg, € uma constante de integracao para tornar o In adimensional.

Note que:

1+ p  pkr
T  Tpo Tpokr

= constante = sg

onde k é a constante de Boltzmann e r é caracteristico de cada fluido. Dize-
mos que este calculo é constante pois para um fluido perfeito kr1T" é pro-
porcional a energia.

Temos entao apds a integracao que

eXp{i} = (1+1I) (p—o>1_7 = po = Por XP ((

1
— 7 )a+1m)iT
50 Por 1—7)30>( )

e lembrando que p = po (1 +1I) e p =~ (1 +1I)

¥

e () (2)
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Equacoes de movimento e tensor energia-momento

Um fluido formado de apenas um tipo de constituinte é completamente
definido pela sua equagao de estado,p = p(u, s), e pelo seu tensor energia-
momento, 7" = p g + (p+ p) UFUY = p g + pop UFU".

Estamos assumindo que o campo de velocidades é normalizado (U*U,, =
—1).5 Num sistema de coordenada comével o tensor é diagonal, com TH =
diag(p,p,p,p), ja que o fluido nao apresenta viscosidade e nem condugao de
calor.

A condicao de conservacao do nimero de particulas pode ser expressa
(poU");00=0

e as equacoes de movimento sao dadas pela imposicao do tensor energia-
momento ter divergéncia nula. De fato, impondo T%%; 3 = 0 e projetando

perpendicular e sobre a hipersuperficie encontramos:

UaT%ﬁ =U"Pa—potta)=-U"(poTsa)=0= Uq=0

hao TS = I3, (p,a + por Uy ;BUB) =0 = hips=popUa;sU"

A primeira equagao nos mostra que para um fluido perfeito a entropia se
conserva ao longo das linhas de universo do elemento de fluido, o que esta
de pleno acordo com o fato de nao haver fluxo de calor(T ds=dgq).

A segunda equacao nada mais é do que a conhecida lei de forca para um

fluido relativistico. Se tomarmos U = §§ encontramos,

— —

=3 v
~Vp=pon - =(p+p) o

onde 7 é a tri-velocidade e 7 o tempo préprio.S.

®Tsto implica que U*U,,,, = 0
SEsta equacdo estd de acordo com a interpretacio da entalpia especifica (w

Il
N
S|

—

como massa inercial especifica
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Equagoes de movimento na representacao Potencial de Velocidade

Seja o campo de velocidade,

U, (¢,u + 93,1/)

_ 1
p
onde s e u sao respectivamente a entropia e a energia interna especificas. As
funcoes ¢ e 6 serao esclarecidas mais adiante.
Em geral também se introduz um termo o - 3,, no entanto este termo
esta associado ao rotacional do campo, que para o nosso caso é zero.
Vamos impor que este campo seja normalizado, ou seja, para qualquer

ponto temos
9 UUs = 1=y = —g°P (¢ 0+ 050) (54 055)

Conseguimos entao escrever a entropia especifica como funcao da métrica
e das trés funcgoes ¢, 0, e s.

A proposta é mostrar que com este campo de velocidades e a lagrangiana
L = [d3z\/—g (R + 167 p), recuperamos todas as equagoes conhecidas para
um fluido perfeito. Para tanto temos que variar a agao com relacao a métrica
e as fungoes ¢, 0 e s.

Seja a agao S = [d*z\/—g (R + 167 p), as suas variagoes com relagio

a0S Ccalmpos nos fornecem,

* 5g(§w (V-9 R)= (RMV - %Q,WR) Vg
op 9
o 5o (V=9P) = 5P 9asv/ =9 + $h5km V9

Da primeira equacgdao da termodinamica temos que g—ﬁ = pg, € da normali-
zagao do campo de velocidades égﬁﬁ = —5U.Up .
Logo,

5g(sag (\/__gp) = _@ [p Jap + (P +p) UaUﬁ]
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Da variacao da acao com relagao a métrica chegamos entao a conhecida

equacao de Einstein para um fluido perfeito:

08

1
5ga5 =0 = Raﬁ - §Rga5 =8m (pgaﬁ + (p -I-p) UaUﬁ)

Por procedimento analogo encontramos para a variagao com relacao aos

outros campos.

° g—g =0= (poU s ) =0 conservacao do numero de particulas
° g—g =0=5,U0=0 entropia por particula é conservada
° g—f =0=T=0,0" definicao da temperatura a partir do campo 0

Hamiltoniana associada

Anteriormente estabelecemos que a lagrangiana L = [ d3z\/—g (R + 167 p),
conjuntamente ao campo de velocidade U,, = % (¢, v+ 0 s,v) define as equagoes
de movimento para um fluido perfeito. Para a construcao da Hamiltoniana
precisamos dos momenta canonicamente conjugados as varidveis ¢, 6, e s,
para a matéria e a g3 para a gravitagao.

Por célculo direto encontramos,

o Py= % = —/—gpoU°

o P, = % = —/=gpoU0 =0 Py

.PQE%:O

A densidade Hamiltoniana, H = ), P;¢; — L, pode ser calculada e en-
contramos H = puUgPy — /—gp = —/—g [p+ (p+p) UoU°’] = /=¢T %,
como deveria ser.

Para espacos-tempo que sao do tipo R ® M3, onde M? é uma superficie

espacial arbitraria, a forma da métrica no elemento de linha se escreve,
ds? = ~N2d#* + hi; (da' + N'dt) (da? + Nidt)
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onde N ¢ a chamada funcio lapso e N? sdo as funcoes deslocamento, todas
podendo depender tanto de t quanto de z’.

Quando nos restringimos a métricas homogéneas e isotrépicas, a métrica
assume uma forma mais simples onde N* = ( e suas componentes s6 depen-

dem do tempo cosmoldgico.

ds* = —NZ2dt* + a® (t) wijdr'dx’
i dr?
wyda'da! = ——— 417 (6 + sen® (6) dg?)

Ao estudar a gravitagdo através do principio variacional, propagamos
a métrica da hipersuperficie espacial e impomos que a sua variacao seja
nula nos extremos, ou seja, entre dois tempos fixos arbitrarios. O espaco
formado por todas as métricas possiveis é chamado de superespago. O
superespaco, embora seja de fato o objeto de estudo, muitas vezes nao é
tratdavel, e como primeira aproximacao podemos impor certas simetrias fisi-
camente aceitaveis. Um subconjunto do superespaco, chamado de minisu-
perespaco, é formado por métricas homogéneas e isotrépicas. Os graus de
liberdade no caso de minisuperespacos caem de 3 x oo® ( trés graus de liber-
dade para cada ponto do espago) para apenas 3 ji que o espaco é homogéneo
e isotrépico.

FEm geral, impor certas simetrias e depois calcular as equagoes dinamicas
através do principio variacional é diferente de calcularmos as equacoes de
movimento e depois impormos as mesmas simetrias. No entanto, para o caso
de métricas cuja parte espacial é homogénea e isotropica, com elemento de
linha ds? = —N2dt? + a® (t) w;jdz'd2?, e um fluido perfeito, a variagao co-
muta com a imposicao de simetrias desde que nao fixemos o calibre temporal
(fungao lapso). Isto se deve ao fato de nao perdermos informagao nenhuma

ao impormos as simetrias antes da variagao.
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Fazendo referéncia as equagoes de Einstein, temos

2. G =19
3. sz =T

A funcao lapso é importante para garantir a primeira equacao. A se-
gunda é satisfeita trivialmente, pois como o fluido é perfeito 79 é zero (ndo
h4 fluxo de calor nem de momento), e devido as simetrias G’ também é
zero. Isto ndo ocorre por exemplo num espago-tempo nao-homogéneo onde
esta equacdo acaba por impor vinculos na métrica ji que T9 = 0 mas G
nao ¢é necessariamente zero.

Para a métrica em questao, os termos relacionados aos potenciais se

escrevem:
: 2
o« 12 =g (po+050)(0p+055) =—g"(6+05) =
L (¢ ) j : 0 1
Zm(¢+98) = MN=(<;5+05) = Uy=N = U’=—+
e /—g=NdJw w é o determinante de w;;

lembrando que

P, N\ 7! s
K _ (=1 (1-9) (Si)) _ ( ¢ )ﬁ/ (1=7) (50)
— = . ex = . exp
Po Po p = Po

temos entao para a densidade hamiltoniana

Hpat = —\/—g(p+(p+p)UoU°)zv—gpzN%Psé

S _
_ Na—3(ﬁ/—1)p((]1T—“/) exp% Pgw(lzw)

Como o unico termo que depende de posi¢ao é o w (determinante da
parte espacial), podemos normalizar a integral em todo espaco de forma a

absorver este termo. Assim temos para a hamiltoniana’

S
Hypar = N 07057 exp¥ P)

"Note que P; nio aparece na hamiltoniana, o que implica que s é constante e assim P

também é constante.
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Vamos fazer uma transformacao candnica para simplificar a forma da

hamiltoniana. Definamos,

_5 _ —
T=—Fsexp %0 p((];’ 1)soP(z)ﬁ’

6= (o4 22)

S _
o Pr =exp® p((]lr W)P(;’

Pg = P¢
Nestas novas varidveis a hamiltoniana da matéria se escreve:
Hinat = N Pra=?07Y

Note que a varidvel T é proporcional ao tempo, ja que Py, s, e P, sdo
constantes, ou seja P é linear com o tempo. Desta forma a varidvel T
pode ser tomada naturalmente como o tempo. A hamiltoniana é linear
no momento canonicamente conjugado ao tempo. Este é um bom critério
para estabelecer qual varidvel serd tratada como tempo, lembre-se que na
equacao de Schrodinger a derivada com relacao ao tempo é de primeira
ordem e as demais de segunda ordem. O problema da equacao de Wheeler—
DeWitt, equacao encontrada através da quantizacao canonica, é justamente
nao aparecer nenhum momento canoénico linear na densidade hamiltoniana.
Esta equacao que deveria ser a equagao dinamica da teoria aparentemente
nao evolui.

Tendo analisado a densidade hamiltoniana da matéria, vamos agora con-
siderar a parte associada a gravitacao para este modelo de minisuperespaco.

Fazendo alusao a secao anterior, podemos calcular as quantidades rele-

vantes utilizando a métrica deste minisuperespaco.
2 i .
hij =a" wi; = hij =2 a a4 Wi

N, =0

1 . aa
= —
QN N
V=g =NvVh=Ndvw

Kij = - Wij
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Note que,

Vhi: = (VhE) + N Vhk?
VRR®N o = (VRR®N ,)

,b

Desta forma temos,
V—gR=NVh (k:lmklm — k%43 R)

Para chegar a este resultado os termos de superficie foram descartados.®

Como a parte espacial é maximalmente simétrica o escalar de curvatura
é constante >R = h¥J R;; = “’a—;jRij = 6 a2, onde € pode assumir os valores
0, +1.

Entao segue que

2
V=g R = 6w —%—I—N&e

Da mesma forma que fizemos com a lagrangiana da matéria, vamos nor-

malizar e integrar no espaco para encontrar a lagrangiana

.2 aL .
ng/d3:nL:3N ae— 5 | = Pu=5o =60

e finalmente encontramos a hamiltoniana da gravitacao

2

P
H,=-N|—-*%~
g 12a+3ae

As variaveis dinamicas desse formalismo sao IV, a, e T. Note que como
T néo aparece na hamiltoniana, 7' é uma varidvel ciclica, ou seja Pr é zero.
Outro fato importante é nao termos a varidvel canonicamente associada
a N. A origem desta questao tem que ser esclarecida através da propria
lagrangiana. A lagrangiana nao depende de N, o que torna o momento

Py = % = 0. Esta equacao nos mostra um vinculo primario. Devemos

8Existe também um termo de derivada temporal que a principio poderia dar con-
tribuigdo nao nula, mas como discutido anteriormente nao levamos este termo em consi-

deragao assumindo que a “boa” agdo nao possui este termo.
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entdo acrescer um termo APy na hamiltoniana ( A é um multiplicador de
lagrange).
2

P
Hr=NH+ APy ,sendo H= —ﬁ —3ae—l—PTa_3(”’_1).
a

Por consisténcia, o vinculo deve valer para todos os instantes

Py=0= H=0

Este é um novo vinculo que é satisfeito trivialmente.

A evolugao dindmica serd dada por:

o d:{avHT}:_]\éfa
o N =2\
o T = Ng30-1)

P, = NPY  3Ne -3 (y —1) PpN a=37+4

1242
e Py =H=0
e Pr=0

Obs: O vinculo H = 0 implica na equagao de Friedmann:

P? Pr a? Pr €
H: _CL = — — —_— = — _3,\{ - —=
0= 12a  a30v-1) Jae = a?N? 3¢ a?
Em cosmologia costuma-se usar o calibre onde o termo ggg = —1, que é

equivalente a fazer N=1. Neste calibre, a equacao de Friedmann se escreve:

a? e € K €
el p _— = — — —
a? a? a3 a?

onde p é a densidade do fluido perfeito, e K é constante. Assim vemos que

classicamente a variavel Pp é proporcional a quantidade de matéria total do

fluido.
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Por outro lado a varidvel T funciona como um tempo. Se escolhermos

um outro calibre onde N = ¢3(*~1) encontraremos que
T =Na30") =1= T =1t+ const

Esta escolha é perfeitamente cabivel inclusive pela variavel N funcionar

como um multiplicador de Lagrange. De fato, N = X\ que é arbitrario.
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Capitulo 3

Modelo de Friedmann-

Robertson-Walker
com poeira e radiacao

Tendo estabelecido as teorias bésicas que serao usadas no estudo do
modelo de universo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) com poeira e
radiacao, podemos agora desenvolver o problema propriamente dito.

Para descrever os dois fluidos seguiremos o esquema desenvolvido por
Bernard Schutz. Em meados do século XIX, A. Clebsch mostrou que qual-
quer fuildo newtoniano pode ser representado por trés potenciais, porém
eles nao possuem significado fisico claro. Selinger e Whitham em 1968 con-
seguiram utilizando cinco potenciais contornar esta difulculdade para fluidos
newtonianos. Na década de 70, Schutz estendeu este formalismo para fluidos
relativisticos. Nesta representacao o campo de velocidades de um fluido é
descrito por seis potenciais associados a grandezas termodinamicas.

Devido as simetrias do modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
podemos utilizar apenas quatro potencias ja que nao haverd os termos as-
sociados ao rotacional do campo. Como foi visto no capitulo anterior, a

hamiltoniana da matéria utilizando este formalismo de potenciais de veloci-
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dade se escreve:

Hoot = N Pra30~1,

No caso de poeira v = 1, e para radiagao v = %. Temos entao que, para

um universo de FRW permeado por poeira e radiacao a acao pode ser escrita

)

Desta maneira, estamos entendendo a varidvel N como um mero multi-

como,

2

: : P P
S:/d‘l;p ((iPa+TPT+¢P¢—N ﬁ+6ka+§+P¢

plicador de Lagrange, o qual pode ser escolhido a gosto (escolha de calibre
temporal). A varidvel a é o fator de escala da métrica, k pode assumir os
valores 0 e 1, T a variavel associada a radiacao e ¢ associada a poeira.
Lembre-se que existe um vinculo que for¢ca a hamiltoniana a ser zero de-
vido a teoria ser invariante por reparametrizacao temporal. Com efeito, a

hamiltoniana é dada por
2

P Pr
H=NH=N |—% k 4P 3.1
24a+6 a + . + Py (3.1)

e assim temos as seguintes equacoes:

N 12 aa
a = {a, H} 12aPa = P, ~ (3.2)
¢={¢,H} =N (3.3)
P? P
SN=0—>H=0= —%“ = _6ka —— — P, (3.4)
24a a
Pr=Py;=0 = P4, Pr sio constantes (3.5)

Combinando as equagoes (3.2) e (3.4), encontramos a equagao de Friedmann

para poeira e radiagao

R RETC e

Se compararmos com a sua forma convencional escrita em tempo césmico

(N=1)



temos que,

Py = —167G a’ pm
Pr = —167G a* p,

Se fixarmos o calibre 7 = T', ou seja, tomando relégios comoventes com

o fluido de radiacao e utilizando as equacoes de Hamilton encontramos

T:1:{T,HT}:% = N=a

Vemos entao que esta escolha de calibre é equivalente a trabalhar com
a coordenada de tempo conforme, e que neste caso especifico temos ¢ = a.
Todos os resultados serao obtidos utilizando este calibre.

Devido a esta escolha, a variavel associada a radiagao servird como o
tempo natural do sistema. Neste espaco de fase reduzido encontramos a

hamiltoniana
2

P
H:ﬁ—|—6ka2—|—aP¢. (3.7)
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Comportamento Classico

Se utilizarmos as equacoes de Hamilton, encontramos as seguintes equacoes
dinamicas:

Py

a = — = P,=12a
12
P¢ = 0 = P4 = constante
P, = 12a=—(12ka+Py) =
Py
= a+k — =0
a+ka—+ 19
com solucoes,
% cos(n) + Bsin(n) — % para k=1
a = —%772 + B para k=0 (3.8)

—% cosh(n) + Bsinh(n) + % para k=-1
onde foi feita uma escolha apropriada para a origem do tempo ocorrer na
singularidade.

Pode-se ainda reescrever a constante B utilizando o momento quando a
densidade de poeira se iguala a densidade de radiacao, ou seja, py, = pr €

assim obtemos,

(%%2) [1 = cos(n) + megsin(y)]  para k=1

2
Neq

2
a=1< G [2522 + (ﬁ;) } para k=0

(2462 [cosh(n) + neqsin() — 1] para k—1

eq

7 17Tt 2 3 _
onde ag; ¢ o valor do fator de escala no equilibrio e 77, = [% Gpom} =

24 . . .
[m}, com pg,, a densidade de matéria hoje.
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Como veremos mais adiante, com a presenca do potencial quantico existe
a possibilidade de criacao de matéria exdtica, e por isso é construtivo analisar
o comportamento cldssico de um universo permeado por matéria exdtica.

Num universo com se¢ao espacial plana permeado por poeira conven-
cional o fator de escala tem o comportamento assintético descrito pelo

grafico.

Figura 3.1: Comportamento do fator de escala para um universo permeado
por poeira convencional (—P; > 0) regido pelas equacoes cldssicas

No caso de poeira exética, o comportamento é radicalmente diferente.
Primeiro fato importante a salientar é com referéncia a equacao de Fried-
mann (3.6). Note que neste caso, a densidade de radiacdo deve sempre ser
superior a densidade de matéria, caso contrario a equacao nao tem solugao

ja que o lado esquerda da equacao é sempre positivo.

(g>2 - (el 1Ry
a 6\ a? a

Além disso, com a evolugao do fator de escala, o termo da poeira exdtica
cresce se tornando cada vez mais significativo até o instante onde os dois
termos se igualam, o que implica ¢ = 0. A partir deste ponto o fator de

escala volta a decrescer até o recolapso.
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No tempo conforme o fator de desaceleragao é dado por:
=—— t+1
q )

e como @ e a nao vao a zero quando a = 0, como podemos ver pela equagao
(3.8), o fator de desaceleracao diverge quando a fator de escala atinge o seu
valor maximo.

Assim, o comportamento para o fator de escala quando temos matéria

exotica (—Pp < 0) é qualitativamente descrito pelo grafico

Figura 3.2: Comportamento do fator de escala para um universo permeado
por poeira exética (—P, < 0) regido pelas equacoes classicas
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Comportamento Quéntico

Em geral a hamiltoniana (3.7) ndo é hermitiana pois a varidvel a assume
valores na semi-reta positival, por isso devemos impor condicdes sobre as
funcoes de onda para garantirmos a hermiticidade da hamiltoniana.? Neste

caso a condicao pode ser escrita na forma
Lol = L[]

Existe outra maneira mais simples de garantirmos a hermiticidade da

a=0

hamiltoniana, a saber, restringirmos o seu dominio a fungoes de onda cuja
norma é constante no tempo. Este serd o método utilizado mais adiante.

Projetando a equacao na base coordenada temos

2
p 0@ t) B OW(adt) oy ooy

200,61
ot 2m Oa?

d¢

Como queremos utilizar a interpretacao causal da mecanica quantica, é

(3.9)

essencial reescrever esta equacao com a funcao de onda na sua forma polar

(\If =p(a,d,t)exp {%S (a, p, t)})

Esta equacao é equivalente as seguintes duas equacao reais:

S 1 (/dS oS R 9%
ot —(%> agg TORE Q=0 com Q=5 g (3.10)
op> 0 6(2165>
- — ) = 11
+8¢(p)+8a s / (3.1

Para fins de comparacao, vamos escrever as equagoes correspondentes

em sua forma geral para coordenadas candnicas qi € pg.

dp? 8 2.\
—t+;a—qk(p (]k) =0

De fato poderfamos ter escolhido a semi-reta negativa que os resultados fisicos seriam
0S Mesmos.
*Para uma discussio mais profunda do tema: [28]-[30]
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Nesta interpretacao os momenta canonicamente conjugados sao lidos a

partir da equagao tipo Hamilton-Jacobi (3.10) como

P . 05(a,¢,1)
‘o da

. 0S8 ) 7t
P, = %f )

Porém, se quisermos interpretar (3.11) como uma equagao de continuidade,

somos forcados as seguintes relagoes para as velocidades generalizadas

1 95 (a, ¢, 1)

a = _—

m da
p=a

Note que estas sao justamente as equagoes encontradas para as veloci-
dades generalizadas no regime clédssico (3.2) e (3.3) no calibre em questao.
Existe ainda uma ultima relagdo oriunda de um vinculo de segunda
classe, e por isso pode ser entendido como uma igualdade entre operado-

res quando quantizados, que nos fornece a equacao:

3

Py=na onde n é a densidade da matéria.

Temos entao o conjunto de equagoes diferenciais de primeira ordem que

descrevem o sistema,

95 (a, d,1)

!
b=a (3.13)
1 0S5(a,¢,t)

E interessante notar que caso () = 0, ou seja regime classico, a solucao
geral para a fungao principal de Hamilton (S (a, ¢,t)) serd dada por S =
W (a) + E.t + Py.¢, onde E e Py sao constantes. Neste caso, como Py é
proporcional a quatidade total de matéria do universo, nao temos a criagao

nem aniquilagdo de matéria.
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De fato, da equacao (3.14) temos,
0

— S (a, ¢,t) = na® = matéria total do universo = P, = constante

oo
Porém, ao introduzirmos o termo @ (a, ¢,t), tornamos a fungao princi-
pal de Hamilton uma funcdo genérica das variaveis, possibilitando assim a

criacao e aniquilacao de particulas justamente devido a efeitos quanticos.

Caso k=0
Tomando o caso onde a segdo espacial é plana, (k=0), a equagao de
Wheeler-De Witt se escreve

A R2 0% . O

5% = o2 aa—¢. (3.15)

Fazendo a corriqueira substituicao,

Y (a,p,t) = x (a) exp {—i%ﬁt} exp {—i%/\ ¢}

temos a seguinte equacao para a variavel a

2

@X(GHMX(@HM(G) = 0.

Se fizermos a mudanca de varidvel y = a + g, encontramos a equagao de
Airy
0*F (y)
Oy?

+AyF(y) =0 com F (y) = x (y = §).

As solugoes desta equagao sao naturalmente as fungoes de airy F' (y) =

VY Z1 (%y%) e consequentemente,
3

¥ (a) :m A7, (@ (a+§>%> +BZ., (? (a+§>%>]

onde A e B sao constantes com relagao a coordenada a, e a funcao Z1 é a
3

funcao de Bessel do primeiro tipo de ordem %
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A solugao mais geral possivel serd entao uma superposicao na forma

U (a,, 1) = /dﬁdA exp {—z'%ﬁt} exp {—i%/\ ¢} m «

X lA(ﬁ,/\) Z% (? (a—|—§>%> + B (5, ) Z_% (? (a—l—?)gﬂ

e, como comentado anteriormente, é necessario impor certas condigoes sobre
esta solucao para garantirmos a hermiticidade da hamiltoniana.

Como exemplo irei utilizar a continuagao natural de alguns trabalhos ja
existéntes [31]-[32].

Ao se estudar a equacao (3.9), em geral se supoe um comportamento de
onda plana para a variavel ¢, o que equivale a dizer que o estado do sistema
¢ um autoestado com momento P; bem definido. No entanto, tal proce-
dimento nao é o mais geral possivel pois os graus de liberdade associados
a coordenada ¢ estdao “congelados”. Naturalmente, para generalizarmos, é
suficiente construir pacotes de onda com superposicoes adequadas uma vez
que, sendo o espago em questdao plano, as fungdes de onda plana exp (ikz)
formam uma base completa para o espago de Hilbert.

Voltemos ao caso especifico k=0.

A solucao da equagao (3.15) pode ser encontrada de duas formas. Pode-
se resolver diretamente a equacgao diferencial ou entdao utilizar o método
de propagadores. Ao utilizarmos propagadores, precisamos tomar cuidado
com a integral funcional do fator de escala, pois ele estd definido apenas na
semi-reta positiva [29]. Por isso, para tornarmos o problema consistente,

construimos os propagadores de acordo com as simetrias:

G (z,y,t) =G (z,y,t) + G (x,—y,t) para funcoes pares

G (z,y,t) =G (z,y,t) — G (x,—y,t) para funcoes impares
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Estas condicGes sobre o propagador estao vinculadas apenas a varidvel
a ser definida na semi-reta positiva, e com isso nao se garante de forma
alguma a hermiticidade do operador Hamiltoniano. De fato, veremos que
sera necessario superpormos as solucoes de onda plana para encontramos
uma funcao de onda normalizavel.

Para resolvermos a equagao (3.15) assumimos inicialmente a forma
L OA
W (0,0,) = (a0, 1) expl~i )

e assim a equagao se reduz a

h2 62
2m da?

ih%¢>\ (a,t) = ( —/\a> ¥y (a,t).

Se supusermos uma funcao de onda inicial com dependéncia no fator de

escala na forma

¥a(a,0) = (%)iexp{—(a—l—iq)az} ,

onde tanto ¢ quanto g sao reais e ¢ > 0, a solugdo para um tempo posterior

sera dada por

1

N 8om?\* m?o A2 2 A28 ,9+
a,t) = xp ——— |la— — | —i—— —i=
A T P i “Tom “6mh 2

N2 9\ 2
<a+/2\—:n> —;(m—Qqht) (a—%)]}

Vamos definir algumas relagbes que servem apenas para simplificar a

forma final da funcédo de onda,
uw=4 (02 + q2) R2t2 — dgmhit + m?

2
ot? 16 2
v=|y+-—] +——— (p+3m* - 6gmht
(7 p ) (24mhys)? (v omht)

20Nt

m — 2qht]

t3 (u + 3m? — 6gmht)
24m (yu + ott) ]

6 = arctan [

T = arctan [
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2
mot? t ot t3
A= | —— 2 _2gmht — = 3m? — 6gmht
[ " +Z2,uh (u—l—m qm )] 7—1—4# 24m’uh(,u—|— m qm )]
2i | mot? t ot t3
B=—— | —— 2 _ 2gmht — 1 3m? — 6gmht
h[ m —I—z2ﬂh(u—|—m qm ) 7—1—4M Z24m,uh(ﬂ+ m qm )]
1 ot t3
C=—-= — —1 3m? — 6qmht
22 7T 2amn (1 3m* — Ggm )]
D=-2iy\B
E=4iy)\hC

F = —4y’\jn* C
Vamos entao fazer a superposicao gaussiana,

U (a,p,t) = /d/\ exp_”’()‘_’\‘))2 ¥ (a,t) exp{—i ¢_h/\} (3.16)

e encontramos,

¥ (a, 6.1 <807Tm> ( A) a_nﬂ>a2+§)%(3)a¢+9%(0)¢2+§R(D)a+
I 4v 4v

E¢—|— o —I—i[(&;l)—l—2ﬂm(,u m—|—2tht> + = a<;5—|-

3 (C) (D)  SE), SEFEF)] 0+

+4V¢2+4ya+4u¢+4]l2}

Até agora nao impusemos nenhuma condigéo sobre a funcao de onda, e
por isso ainda temos que testar para verificar se a evolucao dinamica esta
realmente sendo unitdria. Para tanto, calculemos a integral da norma ao

quadrado da funcao de onda em todo o espaco

Percebemos desta forma que a evolugao s6 sera unitaria se a superposicao

guassiana estiver centrada em zero (A9 = 0).
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Com referéncia as equagoes (3.12)-(3.14), as trajetdrias para o caso A\g=0

sao solucao das seguintes equacgoes:

26 (S(4) . m S (B)
“ZE(W*%(”—"L”?W“))HHT¢
$=a

ho(.S(C), (B
n_$<2 w T a)

Para resolver este sistema de equacoes, foi utilizado um método de in-
tegracao numérica com o auxilio do programa Maple. Analisando o limite
t tendendo a zero, encontramos que o fator de escala se aproxima exponen-
cialmente de um valor constante, e como existe uma arbritariedade no valor
absoluto do fator de escala, podemos tomar a (0) = 1.

Analisando o potencial quantico, percebemos que os efeitos quanticos

sao relevantes apenas proximo da origem.

Potencial quintico
‘I_

termpo

-10 Sl I e S 1| 15

i

Figura 3.3: Comportamento do Potencial quantico. Para tempos longe da origem

o potencial vai a zero, o que implica que estas regioes tém comportamento classico
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O grafico a seguir mostra a evolucao dinamica do fator de escala,

Fator de escala

tempao

Figura 3.4: Evolucgao do fator de escala. Os efeitos quanticos evitam a singu-
laridade perto da origem. Nas outras regides o comportamento é essencialmente
classico. Para tempos negativos temos radiagao e poeira exdtica e para tempos

positivos radiacao e poeira convencional

O grafico seguinte, com relacao ao campo Py, estd associado a quantidade

de matéria total do universo e sua natureza (dependendo do sinal de Py).

3 sempre que o Py variar teremos ou criacao ou

Devido ao vinculo Py = na
aniquilacdo de matéria.

densidade

0z

0.4

Figura 3.5: Evolucdo da matéria total do universo (—P,;). O universo comega
permeado por poeira exética e devido aos efeitos quanticos préximo da origem esta
poeira é transformada em poeira convencional. Quando o potencial quéantico volta
a se anular, temos novamente a conservagao de matéria porém agora na forma de

poeira convencional.
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Podemos observar alguns fatos interessantes apartir destes graficos. O
comportamento para tempos muito grandes e positivos é exatamente o es-
perado classicamente: quantidade constante de matéria e universo em ex-
pansao, desacelerando como comprovado pelo gréfico (3.6) abaixo. Se fizer-
mos uma leitura cronolégica da evolucao deste universo, vemos que ele nasce
de um Big Bang permeado apenas por poeira exética (densidade de energia
negativa) e radiagao, com um comportamento regido pelas equagdes cléssicas
(comportamento identico ao universo classico permeado por poeira exética
e radiacao analisado anteriormente). Perto do recolapso os efeitos quanticos
evitam o colapso e transformam toda a matéria exdtica em matéria conven-
cional. Em seguida o potencial quéntico vai a zero, e temos novamente a
evolucao regida pelas equacoes cldssicas.

Analisamos entao o fator de desaceleragao (¢). Para o calibre de tempo

conforme o fator de desaceleracao é dado por

e no limite cldssico para matéria convencional (a x 7?) temos que ¢ =
%.Como podemos perceber pelo gréfico a seguir, o comportamento assintético
para tempos futuros é de fato classico. Este comportamento esta em con-
sonancia com o fato do potencial quantico ser relevante apenas em torno da

origem.

2 [i] P 4 ) E
tempo

Figura 3.6: Fator de desaceleragdo para tempos positivos. Assintoticamente o
fator de desaceleragao tende para o valor constante 1/2, de acordo com o resultado
classico comprovando que de fato nesta regiao estamos em regime cléssico.
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O gréafico a seguir mostra o comportamento do fator de desaceleracao

para tempos negativos.

20
q 10 J &
40 -0 20 -10

a

tempo

Figura 3.7: Fator de desaceleracdo para tempos negativos. Novamente estamos
em regime cldssico, porém com a presenga de poeira exética. A descontinuidade
mostrada representa a regiao onde a = 0.

No caso cléssico, o fator de desaceleracao para tempos negativos é uma

funcao do tempo dada por

1 | B| 1 1 2 a, 2
q - = + by W — — _|_ _ q )
2 2 \|B| + Hgn 2 2 \ 24 acq +7eq 1Pl m

E assim novamente reobtemos consisténtemente o comportamento cldssico
para regioes longe da origem. A descontinuidade representa a regiao de valor

maximo local para o fator de escala.

68



Caso k=1

Neste caso a equacao de Wheeler-De Witt se escreve:

2 92 2
9 e az—iha£> Y (a, o, t). (3.17)

. 0
Mgt (0 01) = (‘%% e 96

Se fizermos a transformacao candnica,

. mw Py . [mw? P,
= —aQa —|— g = —|—
¢ h mhw3 h ¢ mhw
P P
P~ ¢ Py=——2
mhw mhw3

a nova hamiltoniana se escreve:

kel o hw "2 "2 hw "2
H= = (P2+&?) - 5 b (3.18)
—_——— ——

oscilador harmonico particula livre

Decompondo a func¢ao de onda na forma
V(& 0,t)=x(&) exp{—z' (ewt—l— V2k 0)}

a equagao (3.18) projetada na base coordenada simplifica para

d2

e X0 (€+26-R) x(©) =0

As solugoes desta equacao sao

2

Xa (6) =exp{—%} hn €)

onde hy, () é o n-ésimo polindmio de Hermite e, devido a condigoes de

contorno no infinito, sujeito a seguinte quantizacao

1
(z—:—k‘):n—l—i n=0,1,2,...
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Chegamos entao a solucao mais geral possivel na forma,

V(o) = i /dk Xn (€) [Dn (k) exp {m \/ﬁ} +
n=0
+G,, (k) exp {—ia \/ﬁH x exp{—ie,wt}. (3.19)

D,, (k) e Gy, (k) sao coeficientes arbitrarios que podem depender apenas do
parametro k, e ¢, = (k +n) + 3.

A transformacao candnica feita para simplificar o problema mescla co-
ordenadas com momenta generalizados e por isso, é preciso tomar cuidado
ao aplicar a interpretacao causal. A interpretacao causal s6 faz sentido
quando utilizamos a base coordenada [33]-[35]. Temos entdao que voltar
para as varidveis coordenadas (a, ¢) antes de querermos utilizar as equagoes
dindmicas (3.12)-(3.14). A transformacao inversa entre os operadores pode

ser escrita como:

a=\—(£-B) o= " (6-F)

mw3

P, = mhwpg 13¢:\/mhw3130

Para encontrarmos os elementos da mudanca de base (a, ¢ | £, o), analise-

mos as equagoes associadas as relagoes entre operadores acima projetadas

ho. .
=
_ 1/m_hw/dgda (a,6€, o) (5+m%>@(5,0) (3.20)
(Vs =29 )
_ 1/%/(15(10 (a, | €, o) @Hh%)ﬁ(&o) (3.21)
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na base coordenada em questao:

(a,0|a| W)

/dsda (a,6 €, o) <5,a

(0.01619) = [dedota,0]€ 0) <5,a




/dg do (-m%) (0,6 VT (£, 0)
_ \/W/dgda (a,6|&, o) (-m%)@g,a) (3.22)

(a,6| Pl @)

(a.012sw) = [dedo (in) @ ole, )T (Eo)

= \/m/dé’da (a,d|&, o) (—ihaa—a> V(o) (3.23)

Combinando estas equacoes chegamos ao sistema de equagOes para os

elementos de matriz (a, ¢ | &, o)

0 ) 2 [ R

%<a7¢|£7 U>:_thw (¢_ mw30) <(l,¢|£, 0>
0 ) 2 [ h
6_¢ <(l, ¢ | 57 0> = _thw ((I - %6) <(1, ¢ | 57 0>

Por fim encontramos,

2 2 1) / i
<(l,¢|£, 0>:% m;;U eXp{_th,fU ((1— %6) (¢_ mw30'>}.

O fator de normalizacdo é para garantir que tenhamos (a, ¢ |al, ¢1) =

d(a—a)d(p—al).

Como exemplo, vamos tomar o caso mais simples (n =0e k = =3).

2 2
U (o,&,t) = exp{—%}exp{—iwt <1 —;k0> —I-Z'Uk‘o}

W(a,6.0) = [dgdo (0.0]¢,0) ¥ (o€0) =

2 1 2 t 3
- e {15 (e ) o 5 008) 1 o)

Logo,




Novamente esta funcao de onda nao é de quadrado integravel. Fazendo

a superposicao gaussiana,

V= / dk exp~ 0" 4 (a, ¢, 1)

conseguimos chegar numa funcdao de onda normalizavel.

¥ (0,0.0) = p a6, e {15 (0. 6.0)}

onde,

NS

-1
exp X
{ (1+2a) + w22

27 2
p(a7¢7t) = TYE (1—1—2@)2—1—102752
1+erf( 1+2a>

3
X [m;u (at+ @) +mwa(l+2a)a® +muwad® —2aVmwh(1+2a)at

+ 2aﬁw2\/mwht¢—|—aﬁzh(1—|—a—|—w2t2)”
S(a,,t) = Aa>+Ba¢p+C¢*+Da+E¢+F

onde definimos,

. mw*t B _ mw?(1+2a)
P ((1 +20) 4 w2t2) (1420a) 4+ w22
o mwt D:—2aﬁwt\/m
P ((1 +20) 4 w2t2) (1420a) 4+ w22
g 1t20 F:wht(1—2a>_ 2a22ﬁ2
t 2 \1+2a/) (1420a)+ w22

As equacgoes de movimento se escrevem

1
i=—(2Aa+ B¢+ D)
m

p=a
n=—(2Co+Ba+E)
a
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Novamente utilizamos métodos numéricos usando o programa Maple

para resolver este conjunto de equagcoes, resultando nos seguintes graficos.

fator de escala
——————————— notencial quéntico

Figura 3.8: Gréfico do fator de escala e do potencial quantico. Ao contrario do

esperado os efeitos quanticos nao evitam as singularidades.

Aqui esta representado o comportamento do fator de escala e do poten-
cial quantico. E interessante observar que os efeitos quanticos nao evitam
as singularidades. De fato, tanto no passado quanto no futuro este universo
apresenta singularidades. Nestas regides o potencial quantico vai a zero e
assim nao tem papel significativo. Isto certamente nao significa que o caso
k = 1 seja sempre singular. Ao contrario, normalmente espera-se que efeitos

quanticos deém cargo das singularidade. Este é apenas um exemplo para

uma funcao de onda especifica.
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Para o campo Py temos,

fator de escala
matéria Total

Figura 3.9: Comportamento do campo Py e do fator de escala.

Notamos que o campo Py varia ao longo de toda a histéria do universo,
indicando uma intensa atividade de criacao e aniquilacao de matéria, e na

realidade nao ha momento onde a quantidade de matéria se conserve.

Fator de Desaceleragéo
1107 |

|

tempo

Figura 3.10: Comportamento do fator de desaceleragdo. A descontinuidade rep-
resenta 0 momento onde a = 0.
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Neste ultimo grafico, representamos o fator de escala junto com o fator de
desaceleracao. O seu comportamento estd de acordo com a evolugao do fator
de escala, sendo a regiao de descontinuidade correspondente a regiao onde o
fator de escala atinge seu valor maximo. Apesar do potencial quantico ter
bastante influéncia ao longo de toda a evolugao, este universo nao parece

apresentar nenhuma fase de aceleragao.
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Caso k=-1

Neste caso a equacao de Wheeler-De Witt se escreve:

2 2
h 8_2 2 iha£> Y (a, o, t). (3.24)

. 0
Mgt (0 01) = (‘% o2 2 96

Se fizermos a substituicao,

U =y (a) exp {z%t — Z%QS}

chegamos a equacao apenas para o fator de escala

d?x

W—I—(aaz—l—/\a—l—E)X(a) =0.

As solugoes desta equagao sao fungdes hipergeométricas [36].

Estas solugoes, como quaisquer outras solugoes, devem ter condigoes de
contorno fisicamente aceitaveis. O estudo do comportamento assintético
destas solucoes é complicado devido a estrutura das fungoes hipergeométricas,
o qual requer andlises cuidadosas e demoradas, impossibilitando inclui-las
neste trabalho.

Espera-se no futuro ampliar o estudo do modelo de Friedmann com ra-

diacao e poeira para também englobar o caso com curvatura da secao espacial

constante e negativa (k = —1).
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Capitulo 4

Comentarios e analise

Durante meados da década de 70 do século passado, foram demostrados
os teoremas de singularidade. Estes teoremas concluem que, em “condigoes
normais”’, a teoria da Relatividade de Einstein conduz inevitavelmente a
singularidade inicial (Big Bang).

Como a ciéncia, tal como a conhecemos até hoje, nao é capaz de lidar
com singularidades, esta situacao deixou a comunidade cientifica limitada a
descrever apenas a evolucao pos—Big Bang, sem poder sequer tentar analisar
o instante inicial. Isto implica que existe uma fronteira para a teoria, a qual
nao pode ser transpassada. Neste caso, a melhor postura para um cientista
é testar os limites do conhecimento, tentando criar meios pelos quais se
consiga prosseguir de forma a refutar ou comprovar as condigoes que nos
levaram a este beco sem saida.

Ja beirando a virada do século, novos dados experimentais indicaram que
nossas previsoes tedricas nao estavam acuradas o suficiente. No entanto, de-
vido a sua beleza e estrutura interna, a teoria da Relatividade nao é algo que
se queira se desfazer tao facilmente. Por isso, além do desenvolvimento de
teorias alternativas para a gravitacao, as quais tém trazido novas perspecti-
vas para problemas antigos, vem se buscando construir fluidos exéticos que

consigam influenciar as trajetorias dos objetos que observamos.
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Nossa abordagem segue um caminho distintos dessas duas. Propomos
que efeitos quanticos possam ser responsaveis por fendmenos cosmoldgicos
ainda nao entendidos. Mais especificamente, exploramos a possibilidade de,
levando em conta os efeitos quanticos, possamos evitar a singularidade.

A intencao final de todos que seguem este caminho é desenvolver uma
teoria quantica para a gravitacao. Apesar de todos os esforgos, a comu-
nidade cientifica ainda nao conseguiu atingir este objetivo. Porém, com mo-
delos simplificados, podemos tentar entender problemas pertinentes & quan-
tizacao que estejam presente até nos casos mais simples. Assim o estudo
de minisuperespaco, apesar de nao representar uma teoria quéintica para a
gravitacao, tem se mostrado uma area de pesquisa relevante em gravitacao
quantica, possibilitando ainda a analise de efeitos quanticos em cosmologia.

Utilizando os formalismos expostos no segundo capitulo, desenvolvemos a
quantizagao de dois casos de universo de FRW: sec¢ao espacial plana (k = 0)
e secao espacial com curvatura positiva (k =1). Nos dois casos, resolve-
mos formalmente a equacao de Schrodinger chegando a solugao mais geral
possivel para a funcao de onda. Em seguida, utilizando a interpretacao
causal da mecanica quantica, estudamos um exemplo especifico para cada
um dos casos.

No exemplo k£ = 0, obtivemos um comportamento consistente, no sen-
tido de possuir limites classicos compativeis com os esperados pela teoria
da Relatividade Geral. Tanto para tempos positivos quanto para negativos,
o comportamento do fator de escala longe da origem, equivale ao compor-
tamento classico. Para tempos positivos, temos um universo permeado por
radiacao e poeira convencional, o qual assintoticamente é desacelerado com
um fator de desaceleragao tendendo ao valor % FEm contrapartida, para
tempos negativos, o universo é permeado por radiacao e poeria exdtica.
Se tomarmos um universo permeado por estes fluidos e descrevermos a

evolucao dinamica através das equacgoes classicas, teremos um comporta-
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mento analogo ao obtido para tempos negativos longe da origem. Assim,
para tempos longe da origem o universo tem um comportamento essencial-
mente cléssico. E curioso observar que o potencial quantico é nao-nulo ape-
nas proximo da origem, pois era de se esperar que no inicio do universo, onde
o universo estd bem concentrado, os efeitos quanticos fossem relevantes.

Sabemos que em teorias classicas a quantidade total de matéria é con-
servada. Porém, devido aos efeitos quanticos, temos a criagao e aniquilacao
de matéria. Na realidade, o potencial quantico transforma a poeira exdtica
em poeira convencional. Este resultado é muito interessante e pode ser ex-
plorado para justificar por exemplo, os fluidos exdticos mencionados acima,
ou modelos cosmoldgicos com criagao de matéria.

Com referéncia ao caso kK = 1, a funcao de onda escolhida nos levou a
descricao de um universo amplamente quantico. Neste universo, nao existe
uma fase com comportamento classico ja que o potencial quantico esta pre-
sente durante toda a evolucao. De qualquer forma, o exemplo é relevante
academicamente para mostrar o desenvolvimento do formalismo. Embora
nao tenhamos conseguido evitar a singularidade, isto nao implica que o caso
k = 1 seja sempre singular. Ao contrario, espera-se que efeitos quanticos
contrabalancem o colapso, evitando a singularidade. Para melhor tratar a
questao da singularidade, é necessario conseguir quantificar a incidéncia de
casos de fun¢do de onda que levam a um comportamento singular ou nao.

Como mencionado anteriormente, nao pudemos completar o estudo das
solugoes para o caos k = —1. Fica como objetivo futuro ampliar a anélise
do modelo de Friedmann-Robertson-Walker englobando este terceiro caso.

Neste trabalho, realizamos um estudo qualitativo da dindmica de um
universo permeado por poeira e radiagao. Naturalmente, o proximo passo
sera desenvolver um estudo quantitativo para podermos compara-lo com os
dados observacionais e assim termos uma descri¢cao passivel de comparacao

com as observagoes.
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