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de muitas pessoas, tanto no âmbito dos estudos, como no familiar e da camaradagem.

Queria agradecer aos meus orientadores Dr. Roberto S. Sarthour e Dr. Eduardo
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À Terezinha minha grande amiga, obrigado pela sua amizade e força, que Deus a

abençoe!
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famı́lia é minha famı́lia do coração, e não posso esquecer do Vitor uma criança muito

inteligente.
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Resumo

Esta tese é constitúıda de dois trabalhos, desenvolvidos durante o meu programa de

doutorado, que estão relacionados ao mesmo tema que é o processamento da informação

quântica através da Ressonância Magnética Nuclear (RMN). A RMN é uma técnica ex-

perimental e possui os ingredientes básicos e necessários para este tipo de estudo.

No primeiro trabalho, estudamos a perda de coerência de estados quânticos ao longo

do tempo. Este foi um estudo da relaxação em um sistema de RMN, utilizando a técnica

de Tomografia de Estado Quântico que possibilita a determinação experimental de todos

os elementos da matriz densidade de desvio. Neste estudo em particular, utilizamos o

núcleo do 23Na, que possui spin nuclear I = 3/2 e emula um sistema de dois q-bits. A

partir dos resultados experimentais e da equação mestra de Redfield, que descreve um

modelo para relaxação, foi posśıvel obter as densidades espectrais. A perda de coerência

neste sistema foi também comparada com um sistema de dois q-bits contendo dois spins

I = 1/2.

No segundo trabalho, um método para simular a dinâmica de um Condensado de

Bose-Einstein (BEC) utilizando núcleos quadrupolares, através da RMN, foi desenvolvido.

Adaptamos o hamiltoniano de RMN de forma que fosse equivalente ao hamiltoniano

de um sistema condensado de átomos frios dilúıdos e com isso conseguimos simular a

evolução livre de um BEC. O método foi testado experimentalmente em dois sistemas

de RMN, um contendo núcleos de 23Na (I = 3/2) e o outro com 133Cs (I = 7/2). Os

resultados das simulações quânticas dos condensados foram comparados com as previsões

teóricas da mecânica quântica, onde a fidelidade do método pôde ser comprovada. Uma

interessante extensão do método apresentado aqui é a possibilidade de simular dois, ou

mais condensados que interagem entre si, se tivermos sistemas de RMN com dois ou mais,

porém diferentes, núcleos quadrupolares interagindo.
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Abstract

This thesis is constituted of two different works, performed during my Ph.D. program,

that are related to the same topic which is the quantum information processing through

Nuclear Magnetic Resonance (NMR). NMR is an experimental technique and possesses

all the basic ingredients, which are necessary for this kind of study.

In the first work, we have studied the loss of coherence of quantum states as function

of time. This was a relaxation study of a NMR system, in which the Quantum State

Tomography technique was used, and with this enabled the experimental determination

of the density matrix. Therefore, all the density matrix elements were studied as the

quantum system was loosing its coherence. In this study, nuclei of 23Na, which has spin

I = 3/2 and emulates systems of two and three qubits. From the experimental results and

a study based upon the Redfield equation, which describes a model for the relaxation, it

was possible to determine the spectral densities. The loss of coherence in this system was

also compared with a two qubit one containing two spins I = 1/2.

In the second work, a method for simulating the dynamics of Bose-Einstein Conden-

sates (BEC), through NMR, was developed. The hamiltonian of NMR was adapted to

be equivalent hamiltonian of diluted atoms of condensed sistem and a BEC was simu-

lated. This method was tested experimentally using two NMR systems, containing 23Na

(I = 3/2) and 133Cs (I = 7/2) nuclei, separately. The experimental results were compared

to the theoretical predictions from quantum mechanics, and the fidelity of the method

could be verified. An interesting extension of the method presented here is the possibility

of simulating the interaction between two, or more, interacting condensates, using NMR

systems with two different, or more, interacting quadrupolar nuclei.
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5.3.2 Caracterização do cristal ĺıquido lyotrópico . . . . . . . . . . . . . . 95
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em equiĺıbrio térmico, na quarta coluna apresentamos os valores numéricos dos

coeficientes das funções exponenciais. A margem de erro para cada coeficiente

esta detalhado na tabela 5.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

x



5.4 Densidades espectrais resultantes depois de manipular os dados experimentais.

Foram analisados dados dos elementos diagonais da matriz densidade de estados

pseudopuros, estado pseudo Bell e a superposição uniforme. . . . . . . . . . . . 109
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campo estático. Lado esquerdo do espectro corresponde ao núcleo de Hidrogênio
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rooctanoato. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

xii
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continua é um ajuste usando procedimentos numéricos. . . . . . . . . . . . 102
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que corresponde a cada linha do espectro segundo ao valor da transição apre-
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Caṕıtulo 1

Introdução

A chamada Lei de Moore (Gordon Moore - 1970) prevê que nos próximos 20 anos,

o número de átomos necessários para representar um bit de informação nos computa-

dores alcançará a escala atômica1 (ver figura 1.1 e referências [1, 2]). Nestas dimensões

a descrição dos fenômenos f́ısicos deve ser feita através da Mecânica Quântica (MQ). A

Computação Quântica, que surgiu no ińıcio da década de 80, vai mais longe, pois uti-

liza processos puramente quânticos para melhorar a velocidade e também a eficiência do

processamento da informação. A Computação Quântica (CQ) e a Informação Quântica

(IQ) envolvem três grandes áreas de pesquisa: Matemática, F́ısica e Computação [2].

Ainda nos seus primórdios (pode-se comparar à época em que os transistores foram de-

scobertos), a Computação Quântica surge como uma alternativa tecnológica com diversas

vantagens sobre a computação clássica. Utilizando os conceitos desenvolvidos na área,

alguns algoritmos quânticos já foram criados, e apresentam um surpreendente desem-

penho, sendo muito mais rápidos do que seus análogos clássicos. Outro desenvolvimento

derivado da CQ é a criptografia quântica, já utilizada em redes recentemente criadas, que

dificulta a ação de “hackers” e possibilita a distribuição segura de chaves privadas [3, 4].

Ao mesmo tempo, sistemas magnéticos de dimensões reduzidas, na forma de filmes finos

ou de sistemas micro e nanoestruturados têm mostrado um amplo espectro de fenômenos

interessantes nas últimas décadas, entre eles a polarização de spins, modernamente con-

hecida como spintrônica [4, 5, 6, 7]. O crescente interesse em CQ é devido principalmente

a dois fatores: 1) a descoberta de algoritmos quânticos ultra-rápidos, capazes de realizar

em minutos ou horas tarefas que levariam milhões de anos em computadores clássicos,

e 2) o desenvolvimento de novas técnicas experimentais e sistemas que permitiram a

1Referência no cite da internet. http://es.wikipedia.org/wiki/Ley−de−Moore.
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Figura 1.1: Diagrama da lei de Moore.

demonstração experimental destes algoritmos.

A primeira idéia de um aparato computacional (máquina de Turing) utilizando pro-

priedades quânticas foi idealizada por Paul Benioff em 1980 [8]. Foi ele quem primeiro

reconheceu a importância de um artigo de um f́ısico da IBM, Charles Bennett (1973)

[9], onde era mostrada a possibilidade teórica da realização de operações computacionais

reverśıveis. No entanto, a proposta da máquina de Benioff não era exatamente um com-

putador quântico. Dois anos depois, a possibilidade de que efeitos quânticos poderiam

oferecer algo verdadeiramente novo para a computação foi apontada pela primeira vez por

Richard Feynman [10]. Feynman argumentou que nenhuma máquina de Turing (clássica)

seria capaz de simular alguns fenômenos quânticos sem introduzir um fator exponencial

em seu desempenho. Assim, ele propôs que apenas um “simulador quântico universal”

seria capaz de fazê-lo eficientemente. Estas contribuições serviram para conceber a idéia

das áreas de pesquisa conhecidas hoje como CQ e IQ.

Após os trabalhos de Benioff e Feynman que atiçaram a discussão sobre computadores

quânticos, David Deutsch, em 1985 [11], publicou a primeira proposta teórica para um

algoritmo onde se faz uso expĺıcito do paralelismo computacional que surge do prinćıpio

da superposição de estados quânticos, na resolução de um problema matemático espećıfico

sobre funções binárias. Este foi o primeiro algoritmo quântico a ser criado, e demonstrou

o poder da CQ sobre a computação clássica, pois resolve um problema utilizando um

método que não possui análogo clássico. No entanto, esse algoritmo passou despercebido
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até 1989, quando Deutsch introduziu o modelo de circuitos quânticos [12]. O algoritmo de

Deutsch reescrito na nova linguagem teve, então, uma ampla repercussão, pois a linguagem

dos q-bits (análogo quântico ao bit clássico) abriu um paralelismo entre a linguagem de

circuitos quânticos e os digitais clássicos, que são bem estabelecidos.

Em 1994 surgiu o trabalho que fez eclodir o interesse por CQ. Este foi o artigo pub-

licado por Peter Shor [13, 14]: “Algorithms for Quantum Computation: Discrete Loga-

rithms and Factoring”. Neste artigo, Shor propõe um algoritmo para fatoração de números

grandes com ganho exponencial de tempo, quando comparado com os melhores algoritmos

clássicos conhecidos. O algoritmo de Shor é uma evidência de que o modelo computa-

cional quântico proposto pode superar de fato o modelo clássico, derivado das máquinas

de Turing. O resultado de Shor impulsionou a pesquisa por sistemas f́ısicos, onde estas

idéias pudessem ser implementadas. Em 1997, Lov Grover publicou um outro trabalho

de grande importância intitulado “Quantum Mechanics Helps in Searching for a Needle

in a Haystack” [15]. Neste trabalho, Lov Grover propôs um algoritmo quântico de busca

em listas desordenadas. Os trabalhos de Shor e Grover são freqüentemente citados como

os dois grandes motivadores para estudos em CQ.

Ainda em 1997, um importante avanço para Computação Quântica, desta vez do lado

experimental, foi reportado no trabalho de Neil Gershengeld e Isaac Chuang [16]. Neste

trabalho os autores demonstram como operações lógicas poderiam ser realizadas em um

“ensemble” de spins nucleares, através da Ressonância Magnética Nuclear (RMN), uma

técnica de f́ısica experimental conhecida há mais de 50 anos. A partir dáı, inúmeras

demonstrações contendo implementações de chaves lógicas e algoritmos quânticos foram

realizadas, através da RMN em vários sistemas. Desde então, algoritmos quânticos pro-

postos teoricamente foram demonstrados experimentalmente através da RMN em sistemas

contendo um número reduzido de q-bits. Nenhuma outra técnica experimental alcançou

o mesmo grau de sucesso. No entanto, o desenvolvimento futuro da CQ como alterna-

tiva à tecnologia atual, baseada em semicondutores de Siĺıcio e em estruturas magnéticas,

depende do desenvolvimento de novos materiais onde o número de q-bits possa ser au-

mentado, e os estados quânticos destes possam ser manipulados de forma controlada. De

fato, tais desenvolvimentos já foram iniciados, graças ao aperfeiçoamento das técnicas de

manipulação de materiais em escala nanométrica [17, 18, 19, 20, 21, 22].

Teoricamente é posśıvel implementar algoritmos quânticos considerando evoluções

unitárias em geral (isto é, independente do sistema f́ısico escolhido) e com um número
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maior de q-bits. No entanto, a perda de coerência 2 e processos de dissipação3 não podem

ser descritos por transformações unitárias. Uma das maiores preocupações na área de IQ

e CQ é a perda de coerência dos estados quânticos, durante a realização das operações

lógicas utilizadas para implementar um algoritmo ou simular um sistema quântico. O meio

ambiente que age no sistema f́ısico influencia a perda de coerência dos estados quânticos,

isto impossibilita a realização de cálculos e algoritmos muito longos. Portanto, um dos ob-

jetivos do trabalho de doutorado, relatado nesta tese, foi justamente o estudo de processos

de relaxação dos estados quânticos implementados em sistemas quadrupolares de RMN.

Neste trabalho, utilizamos a técnica de tomografia de estado quântico, que a partir de

processos experimentais permite a determinação de cada elemento da matriz densidade

de um sistema. Esta técnica foi desenvolvida e aperfeiçoada por nosso grupo especial-

mente para sistemas de RMN contendo núcleos quadrupolares (spin nuclear maior que

1/2). Com isto, foi posśıvel observar e quantificar as taxas de relaxação de cada elemento

da matriz densidade, em função do tempo. Este estudo foi realizado em um sistema

quadrupolar, onde os núcleos interagem com um gradiente de campo elétrico, sendo este

tipo de interação a principal contribuição da destruição dos estados quânticos implemen-

tados. Pudemos então monitorar o processo de relaxação de vários estados quânticos,

entre eles os pseudo puros da base computacional, superposição uniforme e um estado

pseudo emaranhado. A equação mestra de Redfield [26] foi utilizada para a descrição

teórica do processo de relaxação, assim as soluções para evolução de cada elemento da

matriz densidade foram obtidas [27]. Ajustando os dados experimentais com as soluções

das equações, foi posśıvel obter as densidades espectrais, que modelam a relaxação do

sistema devido às interações do sistema com a vizinhança. Como um sistema de spin

3/2, em RMN, que contém dois q-bits de informação, prosseguimos na linha de perda de

coerência em CQ comparando os resultados obtidos com perda de informação - quântica

- de cada q-bit do sistema.

Uma outra aplicação relevante, proveniente da área de CQ, é a possibilidade de utilizar

um sistema quântico para simular outro. A importância deste tema pode ser compreen-

dida, se lembramos que o espaço de Hilbert cresce exponencialmente com o número de

part́ıculas do sistema. Portanto, qualquer simulação de sistemas quânticos em computa-

2Perda de coerência é o processo que resulta da ação do ambiente sobre o sistema, devido as flutuações

térmicas provocando a destruição de estudos quânticos numa escala de tempo curta [23, 24].
3Dissipação é o processo que acontece quando um sistema relaxa em direção ao equiĺıbrio térmico com

o ambiente [24, 25].
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dores clássicos tende a ser incompleta e ineficiente. Embora a parte teórica já esteja bem

estabelecida [4, 10, 28], neste assunto, a parte experimental tem sido pouco abordada.

Por exemplo, dentro das principais implementações experimentais neste tema, estão as

simulações do oscilador harmônico quântico [29], do “electron hopping” ou a migração da

excitação num sistema quântico de oito estados [30], do modelo de Fano-Anderson [31, 32]

e de um sistema supercondutor [33], realizadas utilizando a técnica de RMN, tanto em

sistemas de spin 1/2, quanto em sistemas quadrupolares. Ainda dentro do meu programa

de doutorado, realizei simulações de dois Condensados de Bose-Einstein, um utilizando

um sistema de RMN com spin 3/2 e outro em sistema de spin 7/2. Podemos considerar

estas implementações importantes, pois é a primeira vez que tais sistemas são estuda-

dos com este enfoque. Os resultados experimentais foram comparados com as previsões

teóricas, calculados numericamente para os condensados.

Estes dois trabalhos [34, 35] resumem o meu programa de doutorado, e serão relatados

e discutidos mais detalhadamente nesta tese.

A tese está dividida em sete caṕıtulos. No caṕıtulo dois apresentaremos uma in-

trodução sobre a teoria de MQ, CQ e IQ, detalhando a linguagem de circuitos quânticos

- e suas chaves lógicas. No caṕıtulo três, uma discussão sobre RMN é apresentada e

no caṕıtulo quatro damos ênfase à teoria de relaxação e equação mestra de Redfield,

necessários para explicar o trabalho sobre os processos de relaxação presentes nos sis-

temas nucleares. Nos caṕıtulos cinco e seis, estão detalhados os trabalhos sobre o estudo

da perda de coerência em sistemas quadrupolares de spin I = 3/2 e simulação de um

Condensado de Bose-Einstein através de RMN, respectivamente. No último caṕıtulo as

conclusões mais relevantes serão apresentadas.



Caṕıtulo 2

Fundamentos e Teoria : Computação

Quântica e Informação Quântica

A teoria quântica foi proposta no ińıcio do século XX, se tornando na principal teoria

para explicar fenômenos em sistemas microscópicos. Ao contrário da Mecânica Clássica, a

MQ possui caracteŕısticas intrinsecamente probabiĺısticas. A MQ pode ser formulada pre-

cisamente com base numa estrutura matemática coerente e elegante. De toda a formulação

da teoria quântica, é posśıvel destacar e enunciar o prinćıpio da dualidade part́ıcula-onda,

isto é, um elétron pode comportar-se como part́ıcula e como onda, e reciprocamente, toda

onda possui uma part́ıcula associada. Além disso, supondo que desejarmos conhecer a

posição e a energia deste elétron num mesmo instante, nos veŕıamos impossibilitados de

fazer isso devido ao prinćıpio da incerteza, desenvolvido pelo f́ısico alemão Werner Heisen-

berg. Isso porque, para se estudar uma part́ıcula, é preciso interagir de alguma maneira

com esta part́ıcula. Nenhum instrumento pode “sentir” ou “ver” um elétron sem influen-

ciar intensamente o seu movimento. Se, por exemplo, constrúıssemos um microscópio tão

poderoso que seria capaz de localizar um elétron, teŕıamos de usar uma radiação com um

comprimento de onda muito menor que o da luz. (Para que um objeto diminuto possa

ser visto num microscópio, o comprimento da luz utilizado deve ser menor que o diâmetro

do objeto.) Esse supermicroscópio imaginário deveria, para isso, usar raios x. Mas a

energia destas radiações é tão grande que modificaria a velocidade e, conseqüentemente,

o momento do elétron, numa quantidade grande e incerta. O prinćıpio da incerteza pode

ser assim interpretado: quanto mais de perto tentarmos olhar uma part́ıcula diminuta,

tanto mais difusa se torna a visão da mesma.

Apresentamos aqui dois ingredientes principais: a dualidade part́ıcula-onda e o prin-

6
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cipio de incerteza que surgiram das idéias da MQ as quais permitem estudar sistemas

microscópicos onde a Mecânica Clássica não pode ser aplicada. Assim, existem muitas

áreas da ciência em que a MQ pode ser explorada: Biologia, Medicina, Computação

Quântica e outras. No que segue deste caṕıtulo apresentaremos os principais conceitos da

MQ e seguidamente a teoria de CQ as que utilizaremos para formalizar o estudo quântico

das implementações experimentais que apresentamos neste trabalho de tese.

2.1 Fundamentos da Mecânica Quântica

Assim como na Mecânica Newtoniana foram propostas as leis de Newton e na Ter-

modinâmica as leis da termodinâmica, um processo similar aconteceu com a MQ e estas

“leis” são conhecidas como os Postulados da Mecânica Quântica.

Os postulados estão enunciados em diferentes ordens de prioridade, dependendo de

cada autor. Nesta tese, utilizaremos os enunciados dos postulados da MQ segundo a

referência [36], outras formas podem ser encontradas nas referências [37, 38].

2.1.1 Postulados da Mecânica Quântica

Primeiro Postulado.

O estado de um sistema clássico (governado pela Mecânica Newtoniana) é caracteriza-

do por valores bem definidos das grandezas f́ısicas mensuráveis como: posição, velocidade

e energia em cada instante. O estado clássico de uma part́ıcula é representado mate-

maticamente por um ponto no espaço de fases, que corresponde com um vetor que tem

componentes da posição e da velocidade da part́ıcula em algum tempo t.

O estado quântico de uma part́ıcula é representado matematicamente por um vetor

num espaço vetorial complexo, chamado espaço de Hilbert1.

Num tempo fixo to, o estado de um sistema f́ısico é

definido por um vetor |ψ (to)〉 que pertence ao espaço de

hilbert E .

1Este primeiro postulado está vinculado ao fato de precisarmos elementos e objetos (vetores) que

pertencem a um conjunto (E = Cn) e por outro lado definir duas operações: adição e produto interno,

sendo que E = (E ,+, ∗) define um espaço de Hilbert quando satisfaz determinadas propriedades [39].
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Segundo Postulado

Na MQ, as quantidades mensuráveis estão associadas a um tipo especial de operadores

lineares que atuam sobre vetores do espaço de estados (E ). Esses operadores são chamados

de observáveis. Para definir um observável, precisamos primeiro definir o que é um

operador. “Um operador A é um mapa linear entre dois espaços de Hilbert”.

Para MQ, são importantes os operadores lineares que mapeiam o espaço de estados

E no próprio E . Se o operador A satisfaz a seguinte condição 〈ψ|A† |φ〉 = 〈φ|A |ψ〉†, A

é chamado de operador hermitiano, e A† é chamado de hermitiano conjugado de A ou

adjunto de A. Um observável é representado por um operador hermitiano, se A = A†.

Esta propriedade garante que os autovalores de A sejam todos reais.

Toda quantidade f́ısica mensurável A é descrita pelo o-

perador A, atuando no espaço E : O operador A é um

observável.

Terceiro Postulado

Os autovetores dos operadores auto-adjuntos formam um conjunto ortogonal, que

fornece uma base ortonormal para o espaço de estados E . Sendo assim, é sempre posśıvel

escrever um estado qualquer de um sistema quântico usando a base dos autovetores do

observável A. Seja então a base {|a1〉 , |a2〉 , ..., |aN〉} dos autoestados do operador A, para

cada autoestado desta base é posśıvel associar um autovalor α1, α2, ..., αN respectivamente.

Um dos únicos resultados posśıveis da medida de uma

quantidade f́ısica A é um dos autovalores αk do ob-

servável A.

Quarto Postulado

Este postulado é a continuação imediata do terceiro postulado. Ele proporciona in-

formação sobre os valores concretos que resultam de medidas num sistema f́ısico. Se o

sistema está num estado qualquer |ψ〉, sempre podemos escrever |ψ〉 =
∑N

i=1 αi |ai〉. Ao

realizarmos um experimento para medir qual é o valor da grandeza f́ısica associada ao

operador A, quando o sistema estiver no estado |ψ〉, encontraremos o autovalor αl com

probabilidade ‖α2
l ‖.
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Para um espectro não-degenerado: Quando a quantidade

f́ısica A é medida num sistema que se encontra no es-

tado |ψ〉, a probabilidade P (αn) de obter o autovalor não-

degenerado αn do observável A é:

P (αn) = |〈an|ψ〉|2 , (2.1)

sendo |an〉 o autovetor normalizado do observável A asso-

ciado ao autovalor αn.

Este postulado pode ser enunciado para o caso de haver algum grau de degenerescência

gn [36].

Quinto Postulado

Uma vez feita a medida e tenhamos encontrado como resultado um autovalor αn

qualquer, o estado do sistema passa a ser |ψn〉. Este é o estado resultante da projeção sobre

o espaço gerado pelos autoestados do operador A associados ao autovalor αn. Produzindo,

portanto, um colapso da função de onda. Este fato é conhecido como o “colapso do estado

quântico”. Se novas medidas de A forem feitas, os resultados serão sempre αn, ou seja,

com 100 % de probabilidade.

Se o resultado da medida de A do sistema no estado |ψ〉
for αn, onde αn é o autovalor associado do operador Pn,

Pn é o operador projeção num subespaço En do espaço

de Hilbert completo E , então, o estado do sistema ime-

diatamente depois da medida é a projeção normalizada:

|ψn〉 =
Pn |ψ〉√
〈ψ |Pn|ψ〉

, (2.2)

de |ψ〉 sobe o sub-espaço En associado com αn.

Sexto Postulado

O operador mais importante é o Hamiltoniano. Ele é o observável associado à energia

total do sistema quântico. Conseqüentemente, seus autovalores são os valores posśıveis

(ou permitidos) para a energia do sistema. A importância do Hamiltoniano vai além

dos valores permitidos de energia do sistema. Ele determina, através da equação de

Schrödinger, a maneira como o sistema quântico evolui no tempo. A solução da equação
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de Schrödinger pode ser escrita como o resultado da aplicação de um operador linear

(chamado de operador de “evolução temporal unitaria”) U(t, t0) sobre o estado inicial do

sistema |ψ (t0)〉.
É importante notar que a dinâmica quântica tem um caráter determińıstico, isto é,

dado que o sistema encontra-se inicialmente num estado |ψ (t0)〉, existe uma transformação

para determinar precisamente seu estado quântico |ψ (t)〉 em qualquer tempo posterior. O

caráter probabiĺıstico da MQ está no fato de que o estado quântico, em qualquer instante,

fornece apenas probabilidades de encontrar um determinado valor para uma determinada

quantidade f́ısica. Assim, é posśıvel enunciar o sexto postulado:

A evolução temporal do vetor de estado |ψ (t)〉 é gover-

nada pela equação de Schrödinger:

ih̄
d

dt
|ψ (t)〉 = H (t) |ψ (t)〉 , (2.3)

sendo H (t) o observável associado à energia total do sis-

tema2.

Se o Hamiltoniano for invariante por translações temporais, o operador de evolução

U(t, t0) depende apenas da diferença t− t0 e, com a convenção de fazer o instante inicial

t0 = 0, o denotamos por U(t).

Em geral, é dif́ıcil encontrar uma solução (uma função de onda) para a equação de

movimento. Porém, quando a solução é encontrada, podemos ver que a resposta depende

de um operador que contém os parâmetros que governam o sistema estudado, e um vetor

com as condições iniciais. O operador é comumente conhecido como transformação do

estado inicial, ou também como Propagador [36]. Veremos nas seções posteriores algumas

formas deste propagador.

2.1.2 Operador densidade

O conceito de operador densidade é vital na descrição dos processos f́ısicos, pois este

operador contém informação de correlações existentes entre os autoestados do Hamilto-

niano (H) que descreve o sistema. O operador densidade é um operador definido positivo

auto-adjunto (de dimensão finita ou infinita) cujo traço é igual a 1. Esta propriedade é

conseqüência da conservação da probabilidade. Seja um estado quântico |ψ〉, este estado

pode ser representado por uma combinação linearmente dependente de elementos de uma

base ortonormal de autoestados {|ψi〉} do Hamiltoniano (H). Os coeficientes “ai” da



2.1. Fundamentos da Mecânica Quântica 11

combinação linearmente dependente do estado quântico |ψ〉 =
∑

i ai |ψi〉 satisfazem a

relação:
∑

i

|ai|2 = 1, (2.4)

isto garante o fato que |ψ〉 seja normalizado, com isto podemos definir o operador densi-

dade como:

ρ = |ψ〉 〈ψ| . (2.5)

A dimensão da matriz densidade dependerá do número de elementos da base {|ψi〉},
por exemplo: a matriz densidade para N part́ıculas de spin I = 1/2 terá dimensão

(2I + 1)N × (2I + 1)N . O operador densidade ρ é hermitiano, isto é, cada elemento ρij

satisfaz ρij = ρ†ji.

2.1.3 Valor médio de um observável

A quantidade medida de um observável é denominada de valor médio. A definição é

[36]:

〈O〉 = 〈ψ (t)| O |ψ (t)〉 =
∫
ψ† (r, t)O ψ (r, t) d3r . (2.6)

Segundo a equação (2.6) podemos ver que o operador que representa a propriedade

f́ısica (observável O) não depende do tempo, mas, o ket que representa o estado (função de

onda) depende do tempo. Este ket é solução da equação de Schrödinger (sexto postulado).

Nesta representação, a quantidade f́ısica observável depende da evolução do estado e não

do operador que representa o observável. Este tipo de abordagem para estudar o sistema

f́ısico é conhecido como representação de Schrödinger.

Outro procedimento para conhecer a propriedade f́ısica, é considerar que o estado seja

independente do tempo e o observável seja dependente do tempo (significa que os ele-

mentos das transformações unitárias variam com o tempo). Esta abordagem é conhecida

como representação de Heisenberg. É posśıvel trabalhar na representação de Schrödinger

e também na de Heisenberg, obtendo as mesmas previsões, e resultados.

Uma caracteŕıstica dos operadores no contexto da MQ, é que a variação temporal

do operador é diretamente proporcional ao comutador do Hamiltoniano com o operador.

Utilizando a definição de valor médio de uma propriedade f́ısica que representa para

qualquer tempo t o operador A (t), temos:

〈A (t)〉 = 〈ψ (t)|A (t) |ψ (t)〉 . (2.7)
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Derivando a expressão (2.7) com relação ao tempo, temos:

d

dt
〈A (t)〉 =

d

dt
〈ψ (t)|A (t) |ψ (t)〉 ,

d

dt
〈A (t)〉 =

[
∂

∂t
(〈ψ (t)|)

]
A (t) |ψ (t)〉

+ 〈ψ (t)| ∂
∂t

(A (t)) |ψ (t)〉+ 〈ψ (t)|A (t)

[
∂

∂t
(|ψ (t)〉)

]
, (2.8)

utilizando o sexto postulado, encontramos:

∂

∂t
|ψ (t)〉 = − i

h̄
H (t) |ψ (t)〉 , (2.9)

∂

∂t
〈ψ (t)| =

i

h̄
〈ψ (t)|H (t) . (2.10)

Então, substituindo na equação (2.8):

d

dt
〈A (t)〉 =

[
i

h̄
〈ψ (t)|H (t)

]
A (t) |ψ (t)〉

+ 〈ψ (t)| ∂
∂t

(A (t)) |ψ (t)〉 − 〈ψ (t)|A (t)
[
i

h̄
H (t) |ψ (t)〉

]
. (2.11)

Podemos agrupar os dois termos que dependem de H, comutando os termos apropria-

damente com a operação soma. Assim, a expressão anterior ficará:

d

dt
〈A (t)〉 =

i

h̄
〈ψ (t)| [H (t) ,A (t)] |ψ (t)〉+ 〈ψ (t)| ∂

∂t
(A (t)) |ψ (t)〉 . (2.12)

Considerando a conservação da quantidade 〈A (t)〉 ( d
dt
〈A (t)〉 = 0) encontraremos

então:

〈ψ (t)| ∂
∂t

(A (t)) |ψ (t)〉 = − i
h̄
〈ψ (t)| [H (t) ,A (t)] |ψ (t)〉 ,

∂

∂t
(A (t)) = − i

h̄
[H (t) ,A (t)] . (2.13)

Esta expressão será muito utilizada nos caṕıtulos seguintes.

2.1.4 Operadores unitários

Um operador U é dito unitário se seu inverso for igual ao seu adjunto:

U−1 = U†, (2.14)

ou seja:

UU† = 1 = U†U. (2.15)
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Algumas caracteŕısticas desta classe de operadores são:

- Se A é Hermitiano, então o operador U = eiA é unitário. Por exemplo, as evoluções

temporais são operações unitárias. Estes operadores também possuem as seguintes pro-

priedades.

- O produto de dois operadores unitários é outro operador unitário.

- Operadores unitários preservam a norma e o produto escalar.

2.1.5 Estados puros

Um estado é considerado puro se a matriz densidade ρ que o representa, satisfaz as

seguintes condições:

ρ2 = ρ, (2.16)

Tr
(
ρ2
)

= 1, (2.17)

a primeira condição é considerada uma propriedade da matriz densidade [36].

Seja uma base de estados {|0〉 , |1〉} que define um sistema f́ısico. Esta seria a base

mais simples que poderia ser formulada com dois estados, chamada também “base com-

putacional”, cujos estados estão relacionados com estados de um sistema quântico de dois

ńıveis. Por exemplo:

- Num sistema de fótons poderia ser relacionado com os estados de polarização {|H〉 , |V 〉}
onde H (V ) representa a polarização da luz horizontal (vertical) com respeito de um sis-

tema de referência.

- Numa armadilha de ı́ons, para um átomo de dois ńıveis teremos: {|fundamental〉 , |excitado〉}.
- Num sistema de RMN, se o momento magnético do núcleo está orientado parale-

lamente com o campo magnético estático aplicado ou está orientado antiparalelamente,

teremos {|↑〉 , |↓〉}.
Dependendo do número de part́ıculas podemos incrementar o número de estados da

nossa base computacional. Por exemplo:

Para duas part́ıculas: {|00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉}
Para tres part́ıculas: {|000〉 , |001〉 , |010〉 , |011〉 , |100〉 , |101〉 , |110〉 , |111〉}.
Assim, para N sistemas de dois ńıveis de energia teremos = 2N estados.

Existem outros tipos de estados puros, por exemplo, num sistema de duas part́ıculas,

a superposição uniforme e emaranhamento podem ser representados na notação binária
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da seguinte forma, respectivamente:

|ψ〉 =
1

2
(|00〉+ |01〉+ |10〉+ |11〉) ,

|φ〉 =
1

2
(|00〉+ |11〉) .

Podemos citar diversos exemplos interessantes, e bem mais gerais, como o estado

coerente de Glauber [40].

2.1.6 Estado não puro ou mistura estat́ıstica

A mistura estat́ıstica é uma falta de pureza do estado quântico, e neste caso ρ2 6= ρ.

Além disso, Tr (ρ2) ≤ 1.

2.1.7 Ferramentas matemáticas

Traço parcial

O traço parcial é uma ferramenta matemática importante, pois com ela é posśıvel

determinar o comportamento de uma part́ıcula que faz parte de um sistema. O traço par-

cial é aplicado para calcular o operador densidade de um subsistema a partir do operador

densidade total. Considere um sistema composto de dois subsistemas S1 e S2, tal que o

espaço de estados do sistema completo S é dado por:

S = S1 ⊗ S2.

Considere também que {|ψi〉} é uma base ortonormal em S1 e seja {|φi〉} uma base

ortonormal em S2 e seja {|ϕi〉} uma base do espaço completo S tal que cada |ϕi〉 =

|ψi〉 ⊗ |φi〉. O operador densidade do sistema completo ρ (t) está definido sobre S. O

objetivo da operação de traço parcial é construir um operador densidade ρ1 (t) (ou ρ2 (t))

que atue somente sobre o espaço S1 (ou S2), a partir de ρ (t), possibilitando fazer predições

f́ısicas relacionadas somente ao sistema S1 (ou S2).

Por definição, ρ1 é obtido a partir de ρ executando-se o traço parcial sobre o subespaço

S2, a soma ocorrerá somente sobre a base de autoestados {|φi〉} que gera o subespaço S2:

ρ1 = Tr2 ρ =
∑

p

〈φp| ρ |φp〉 ,

analogamente, para ρ2 o traço parcial é sobre o subespaço S1, a soma ocorrerá somente

sobre a base de autoestados {|ψi〉} que gera o subespaço S1:

ρ2 = Tr1 ρ =
∑

m

〈ψm| ρ |ψm〉 ,
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desta forma fica claro porque estas operações são chamadas de traço parcial, sendo o traço

total sobre ρ:

Tr ρ =
∑

m

∑

p

(〈φp| ⊗ 〈ψm|) ρ (|φp〉 ⊗ |ψm〉) .

Podemos calcular os elementos de matriz densidade ρ1 (t) usando a seguinte expressão:

〈ψn| ρ1 |ψm〉 =
∑

p

(〈φp| ⊗ 〈ψn|) ρ (|φp〉 ⊗ |ψm〉) .

O traço das novas matrices densidade ρ1 e ρ2 satisfazem a propriedade Tr (ρ2) ≤ 1.

Uma outra propriedade do traço parcial é que preserva a hermiticidade das matrices

densidade ρ1 e ρ2. No Apêndice D apresentamos um exemplo para um sistema de duas

part́ıculas com dois autoestados cada uma.

Produto tensorial

Este tipo de produto é a multiplicação mais geral, realizada entre vetores, matrizes,

tensores, espaços vetoriais e outros objetos matemáticos. No nosso caso, é conhecido como

produto de Kronecker de duas matrizes quaisquer, por exemplo:




b11 b12

b21 b22

b31 b32

b41 b42



⊗



a11 a12 a13

a21 a22 a23


 =




b11a11 b11a12 b11a13 b12a11 b12a12 b12a13

b11a21 b11a22 b11a23 b12a21 b12a22 b12a23

b21a11 b21a12 b21a13 b22a11 b22a12 b22a13

b21a21 b21a22 b21a23 b22a21 b22a22 b22a23

b31a11 b31a12 b31a13 b32a11 b32a12 b32a13

b31a21 b31a22 b31a23 b32a21 b32a22 b32a23

b41a11 b41a12 b41a13 b42a11 b42a12 b42a13

b41a21 b41a22 b41a23 b42a21 b42a22 b42a23




,

esta operação será muito útil quando manipularmos sistemas acoplados na representação

de seus operadores que representam propriedades f́ısicas (ou os observáveis do sistema).

2.2 Fundamentos de Computação Quântica

Como todas as simples e profundas idéias da ciência, levou tempo para que se notasse

a conexão entre os conceitos de informação e computação e as propriedades de sistemas

f́ısicos microscópicos.
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Desde os primeiros indicios das ideias de MQ com Planck, Einstein e posteriormente

Schrödinger, Heisenberg, Max Born, Jordam, Dirac e outros que fundamentaram os con-

ceitos da MQ, se passaram quase meio século até que um outro personagem importante

da f́ısica apresentasse uma proposta inovadora. Feynman, em 1982, publicou um trabalho

sugerindo que é posśıvel realizar simulações de sistemas quânticos utilizando computadores

baseados em propriedades quânticas; assim nascia uma área nova de pesquisa. Depois de

três anos, em 1985, Deutsch publicou um trabalho propondo um algoritmo quântico que

hoje leva seu nome: Algoritmo de Deutsch. Este conjunto de resultados aumentou o

interesse cient́ıfico no assunto, e em nossos dias é uma imensa área de pesquisa de f́ısica

fundamental e tecnológica.

O reconhecimento de que é posśıvel associar informação, que é um conceito matemático

abstrato, com propriedades de sistemas f́ısicos, aumentou o interesse no estudo de pro-

priedades e sistemas f́ısicos. A utilização dos algoritmos de CQ leva a redução do tempo

necessário para executar certas tarefas, que seriam quase imposśıveis para os computa-

dores clássicos atuais. Isto é, problemas praticamente insolúveis para Computação Clássica

possam ser solúveis em CQ.

Por tudo isto, se faz a seguinte pergunta: o que é um Computador Quântico? Um Com-

putador Quântico é, em principio, um dispositivo que usa as leis da MQ para processar

informação. Sua principal vantagem é o chamado “paralelismo quântico”. Esta vantagem

é baseada numa das propriedades mais singulares da Mecânica Quântica, a “superposição

coerente” de estados distintos. Na lógica digital (binária), por exemplo, temos somente

duas opções, 0 ou 1. Porém, um bit quântico pode ter os dois estados superpostos, ou

seja, representar 0 e 1 ao mesmo tempo.

Além do paralelismo quântico existe a escalabilidade. A escalabilidade indica sua

habilidade de manipular uma porção crescente de propriedades ou caracteŕısticas de um

sistema de forma uniforme, ou estar preparado para o crescimento do mesmo.

CQ é uma área da pesquisa que permite a aplicação direta de conceitos da ciência

básica, da Matemática à F́ısica. Nos últimos anos foram desenvolvidas algumas técnicas

que permitem novas direções de pesquisa. Na área da matemática foram alcançados

logros, tal como a criação de novos algoritmos, técnicas de correções de erro, tratamento

e manipulação da informação, como por exemplo a criptografia. Na área da f́ısica foram

desenvolvidas técnicas experimentais em diversas áreas como Óptica Quântica, Pontos

Quânticos, Semicondutores, SQUID, Ressonância Magnética Nuclear, etc.

Nesta seção faremos um breve resumo de algumas ferramentas teóricas no contexto
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da Teoria de CQ e IQ. Estes conceitos serão utilizados na explicação das nossas imple-

mentações experimentais.

2.2.1 Bit, C-Bit e Q-bit

O “Bit” é a unidade mı́nima de informação utilizada na teoria da informação. Podemos

representar dois valores (idéias) como verdadeiro ou falso, aberto ou fechado, branco ou

preto, norte ou sul, masculino ou feminino, amarelo ou azul, etc., associando um desses

valores ao estado desligado (0), e o outro ao estado ligado (1). O termo“C-bit” é designado

ao sistema f́ısico clássico utilizado para representar um bit de informação como acontece

em dispositivos digitais [41].

Na CQ também é definida a unidade básica de informação que é o “Q-bit” e tem uma

interpretação análoga, com a diferença que utilizamos propriedades quânticas na criação e

manipulação [41]. A primeira vez que foi reportado o termo de “bit quântico” se relata no

trabalho reportado por B. Schumacher [41, 42]. Aqui consideramos algumas definições da

literatura: Realizações f́ısicas de um q-bit são dadas por sistemas quânticos que possuem

dois autoestados ([43] pag 18). Fisicamente, um q-bit é um sistema quântico com dois

ńıveis de energia bem definidos ([44] pag 12).

2.2.2 Portas lógicas

As portas lógicas podem ser consideradas o segundo elemento primordial em CQ.

Resolvendo a equação de Schrödinger (Sexto postulado da MQ) conseguimos obter o

operador evolução (ou propagador) do sistema que leva de um estado quântico para outro.

Seqüências adequadas de propagadores deste tipo permitiram construir as portas lógicas

que implementam circuitos quânticos.

Existem portas lógicas bem definidas, algumas das quais formam conjuntos de portas

universais. Isto significa que qualquer porta imaginável poderá ser implementada somente

utilizando algumas portas deste conjunto ou combinações delas. Estas portas lógicas são:

- Porta CNOT.

- Porta Hadamard.

- Porta de fase.

- Porta π
8
.
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Porta Não Controlada (CNOT )

Entrada Saida

Q-bit |a〉 |b〉 |a〉 |b〉

|0〉 |0〉 |0〉 |0〉
|0〉 |1〉 |0〉 |1〉
|1〉 |0〉 |1〉 |1〉
|1〉 |1〉 |1〉 |0〉

Tabela 2.1: Tabela de verdade da Porta Não

Controlada com o controle no q-bit a.

Esta é a única porta de dois q-bits que

pertence ao principal conjunto de portas

universais. Um dos q-bits é chamado de

controle e o outro chamado de alvo.

A função desta porta lógica depende do

estado do q-bit de controle. Se o q-bit de

controle for |0〉, o q-bit alvo não muda o

estado; mas se o q-bit de controle for |1〉, o

q-bit alvo muda o seu estado. Se conside-

rarmos a representação do estado de duas

part́ıculas pelo ket |a, b〉, então, a repre-

sentação matricial da porta controlada com

controle no q-bit |a〉 é:

CNOTa =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



. (2.18)

Para esta porta lógica é posśıvel construir uma tabela de verdade, que é apresentada na

tabela 2.1.

Porta Hadamard (H)

Esta porta lógica não tem análogo clássico. Ela gera superposições de estados e sua

representação matricial é:

H =
1√
2




1 1

1 −1


 . (2.19)

Esta porta transforma o estado |0〉 no estado 1√
2
(|0〉+ |1〉) e o estado |1〉 é transformado

no estado 1√
2
(|0〉 − |1〉). A porta Hadamard também possui a seguinte caracteŕısticaH2 =

H. Isto acontece porque a inversa da porta Hadamard é a própria porta3 Hadarmard.

3A propriedade de reversibilidade surge da propriedade de processos unitários que possuem os propa-

gadores em MQ.
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Porta de fase (S)

Esta porta permite trocar a fase imaginária do estado |1〉. Esta porta não atua no

estado |0〉. A representação matricial é:

S =




1 0

0 i


 . (2.20)

Porta π
8

(T )

Esta porta é um caso similar da porta de fase S, simplesmente mudando o valor da

fase imaginária. A representação matricial é:

T =




1 0

0 ei π
8


 . (2.21)

2.2.3 Circuitos quânticos

Circuitos quânticos são representações de processos lógicos com alguma finalidade

ou tarefa. Os elementos básicos que formam parte de um circuito quântico são: Q-

bits (part́ıculas), Portas lógicas (propagadores) e Medidas (método para determinar o

estado quântico das part́ıculas). A evolução temporal do circuito quântico é da esquerda

para a direita. Como exemplo, na figura 2.1 apresentamos um sistema quântico de duas

part́ıculas (ou q-bits, a evolução temporal de cada q-bit é representado por uma linha

horizontal cont́ınua) num estado quântico da base computacional. Em cada q-bit são

aplicadas as operações Hadamard gerando o estado |Φ1〉. Em seguida, a operação Uf é

realizada, e o estado |Φ1〉 se transforma como descrito no estado |Φ2〉 da figura. Após a

operação Uf , a porta Hadamard é novamente aplicada no primeiro q-bit evoluindo para o

estado |Φ3〉, seguida por uma medida no mesmo q-bit (último śımbolo da direita na figura

2.1). Estas são as operações lógicas necessárias para a implementação do algoritmo de

Deutsch [11, 12, 45].

2.2.4 Algoritmos quânticos

Algoritmos quânticos podem ser definidos como o conjunto de operações lógicas, e

também a seqüência de aplicação, necessárias para realizar uma tarefa ou resolver um

problema espećıfico.A principal qualidade dos algoritmos quânticos é resolver problemas

de grande complexidade computacional em tempos menores do que seus análogos clássicos.
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Figura 2.1: Diagrama de blocos do algoritmo de Deutsch.

Outras definições presentes na literatura são: Algoritmos quânticos consistem num con-

junto de operações que se realizam sobre uma ou varias unidades lógicas quânticas ou

q-bits [44]. Um algoritmo é uma seqüência finita de operações realizáveis, que permite a

solução de algum problema em tempo finito4. No contexto da implementação de algorit-

mos existe uma variedade ampla, desde algoritmos de como somar dois números quaisquer

até aqueles que criptografam números para senhas de transações bancárias. Os algoritmos

quânticos existentes até hoje são poucos, mas as inovações que atingiram são diversas e

muito importantes no contexto da indústria e da tecnologia. Em CQ, os algoritmos mais

importantes são: o Algoritmo de Deutsch, o Algoritmo de Grover e o Algoritmo de Shor.

2.2.5 Simulação de sistemas quânticos.

Simular sistemas quânticos em geral é uma tarefa dif́ıcil, tendo em vista que o pro-

blema está vinculado com o tamanho do sistema que desejamos simular e a capacidade

computacional que se possui. O problema se agrava quando a capacidade computacional

não é suficiente devido ao tamanho ou complexidade do sistema f́ısico. Por exemplo, o

número de graus de liberdade do sistema aumenta com número de part́ıculas. Este é o

ponto principal da idéia inovadora de Feynman, pois no mundo quântico, o espaço de

Hilbert cresce exponencialmente com o número de part́ıculas.

Chamaremos o sistema f́ısico que se deseja estudar como sistema S, este possui um

Hamiltoniano (H) que descreve a dinâmica do sistema. Assim seus posśıveis estados

4Enciclopédia WIKIPEDIA
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quânticos que assume este sistema são representados por |s〉, estes estados evoluem uti-

lizando um propagador U (t). O estado após um tempo t é definido como |s (t)〉.
Consideremos um outro sistema f́ısico que simbolizaremos por P, este possui um

Hamiltoniano (HP ) e possui também auto estados representados por |p〉. Estes autoes-

tados mudam conforme um propagador V (t) assim a evolução durante um tempo t é

representado por |p (t)〉.
A simulação quântica [8, 9, 10] consiste no estudo de um sistema S usando outro

sistema P (Computador Quântico). Isto se torna posśıvel quando existe alguma trans-

formação φ que permita representar os autoestados de |s〉 na representação dos |p〉 e

similarmente o propagador U (t) tenha uma correspondência com V (t) ou combinações

de propagadores do sistema5 P. Assim todos os autoestados posśıveis |s (t)〉 teriam seu

equivalente em cada instante no sistema P que é |p (t)〉.
Estas idéias são apresentadas no esquema geral para simulação quântica que é apre-

sentada pelo diagrama [46, 47].

Sistema Computador

F́ısico(S) Quântico(P)

|s〉 φ−→ |p〉
U (t) = e−iHt/h̄ ↓ ↓ V (t) = e−iHP t/h̄

|s (t)〉 φ−1

←− |p (t)〉

(2.22)

Neste quadro temos o śımbolo HP , que representa, várias posśıveis combinações do

hamiltoniano HP em diversas configurações de modo que o resultado final, dos propa-

gadores U e V sejam equivalentes.

Resumindo este caṕıtulo, temos apresentado os principais conceitos, definições e idéias

da MQ e CQ, que serão aplicadas e muito úteis para sustentar e defender as nossas

implementações e aplicações experimentais descritas nos Caṕıtulos 5, 6 e 7.

5A combinação de propagadores é representada pela linha acima do hamiltoniano do propagador V.

Quer dizer, que existem diversas formas de expressar o hamiltoniano do sistema P para poder conseguir

o operador V e reproduzir efeitos como se estivese agindo o operador U.



Caṕıtulo 3

Ressonância Magnética Nuclear

Desde a descoberta da RMN, na metade do século XX, esta técnica vem se desenvol-

vendo e várias aplicações surgiram nas últimas décadas, em diversas áreas da ciência. É

posśıvel encontrar aplicações desta técnica no estudo de materiais poliméricos e v́ıtreos,

de ligas metálicas, de protéınas, na análise e fabricação de fármacos, na medicina (con-

strução de imagens para diagnóstico de doenças), e também em alguns tipos de vegetais,

para controle de pragas, etc.

Uma fascinante aplicação da técnica de RMN, que está num cont́ınuo desenvolvimento,

é em CQ e IQ, que é um dos temas abordados nesta tese. Muitos algoritmos quânticos

foram testados experimentalmente utilizando a RMN [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54], bem

como diversas simulações de sistemas quânticos como oscilador harmônico quântico[29],

cadeias de spins considerando interação de Heisenberg XY [55] e outros [32, 56, 57, 58, 59].

Neste caṕıtulo, discutiremos o fenômeno da RMN, abrangendo a descrição teórica da

técnica em sistemas contendo núcleos acoplados de spin I = 1/2 e núcleos quadrupolares

com spin I = 3/2 e I = 7/2. Discussões sobre os aspectos experimentais, tais como a

descrição do espectrômetro apresentando um resumo das partes principais, e seus circuitos

eletrônicos. Apresentamos e ilustramos os sistemas f́ısicos utilizados nas implementações

experimentais, assim como a preparação das amostras. Discutiremos a implementação e

criação de estados quânticos e o processo de tomografia de estado quântico.

3.1 Fundamentos Teóricos

Um núcleo atômico possui um momento magnético intŕınseco associado ao valor do seu

spin nuclear I. Quando o sistema é submetido à presença de um campo magnético estático

22
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B0 na direção Z (este campo é geralmente da ordem de alguns Teslas), a componente

dos momentos magnéticos dos núcleos são quantizadas na direção deste campo. Esta

interação é chamada de Zeeman nuclear (HZ). Este é na verdade somente um termo do

Hamiltoniano de RMN, e nesta interação pode incluir a contribuição de núcleos de uma

única espécie ou de espécies diferentes como é apresentado na equação (3.1):

HZ = −h̄ωLIz ,

HZ = −h̄ωL1
Iz1
− h̄ωL2

Iz2
− h̄ωL3

Iz3
,

(3.1)

sendo que, h̄ representa a constante de Planck, ωL a freqüência de Larmor e Ix, Iy e Iz

as componentes do operador de momento angular. Os sub-indices 1, 2 e 3 indicam que

existem mais de uma espécie de núcleos, com freqüência de Larmor ωLi
respectivamente.

Para manipular a dinâmica deste sistema, spins nucleares submetidos a um campo

estático, é necessário aplicar um segundo campo magnético dependente do tempo, e per-

pendicular ao campo magnético estático. Este campo magnético dependente do tempo é

de intensidade muito menor comparado com a intensidade do campo magnético estático,

B0, aproximadamente da ordem de Gauss. Esta descrição f́ısica é representada pelo

termo do Hamiltoniano de radiofreqüência (Hrf ) que resulta da interação dos momentos

magnéticos nucleares com o campo de radiofreqüência, que é representado pela equação

(3.2):

Hrf = h̄ω1(Ix cos (ωrf t) + Iy sin (ωrf t)) , (3.2)

a variável ω1 = γB1 simboliza a intensidade do campo de radiofreqüência. Para completar

a descrição do nosso sistema f́ısico, temos que considerar outras interações, como, por

exemplo, as interações entre os núcleos e também suas vizinhanças. Estas contribuições

dependem do tipo de interação que predomina no sistema, que varia dependendo do

tipo de sistema f́ısico, isto é, da amostra. Este termo é representado no Hamiltoniano

de RMN, pela notação Hint, e pode ser, por exemplo: a interação dipolar (HD) devido

à interação entre momentos magnéticos de dois sistemas nucleares de diferente espécie,

interação quadrupolar (HQ ) devido à interação do momento de quadrupolo nuclear com

um gradiente de campo elétrico, acoplamento escalar (HJ) devido à interação entre dois

sistemas nucleares mediada por elétrons dos orbitais ou da interação elétron-núcleo, o

deslocamento qúımico (HCS) devido à presença de um fator de blindagem1 que muda o

valor efetivo do campo estático ao qual o núcleo é submetido, ou ainda outros tipos de

1Traduzido do inglês “shielding factor”.
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interação, como pode ser visto em [60]:

Hint = HD =
h̄2γIγS

r3

{
I · S− 3

(I · r) (S · r)
r2

}
, (3.3)

Hint = HQ =
h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
. (3.4)

Hint = HJ = I · h̄JIS · S , (3.5)

Hint = HCS = −h̄ωLσI . (3.6)

Nas equações acima, ωQ representa a constante de acoplamento quadrupolar, JIS é o

tensor de acoplamento dipolar indireto entre os núcleos I e S ou acoplamento escalar, σ é

a constante de blindagem (shielding constant), γI e γS são os fatores giromagnéticos, dos

núcleos I e S, I e S são os operadores de momento angular dos núcleos I e S, r vetor de

distância espacial entre os núcleos I e S. Portanto, podemos descrever o Hamiltoniano

completo de um sistema de RMN como:

H = HZ +Hrf +Hint . (3.7)

A equação (3.7) contém a descrição teórica básica e é geral para qualquer sistema f́ısico de

RMN. Podemos encontrar os autoestados do sistema resolvendo a equação de Schrodinger

(Caṕıtulo 2):

ih̄
∂Ψ

∂t
= HΨ . (3.8)

Ao realizarmos uma transformação do tipo:

Ψ′ = eitωLIzΨ = e−iHztΨ, (3.9)

e derivarmos em relação ao tempo, obteremos:

∂Ψ′

∂t
= eitωLIz

∂Ψ

∂t
+ iωLIze

itωLIzΨ. (3.10)

Agrupando termos em Ψ e Ψ′ e utilizando a equação de Schrodinger paraH = HZ+Hrf

teremos:

ih̄
∂Ψ′

∂t
= − [h̄ (ωrf + ωL) Iz + ω1Ix] Ψ

′ ,

na equação acima, o termo entre colchetes representa o Hamiltoniano efetivo do sistema.

Podemos interpretar que o núcleo se encontra submetido a um campo magnético estático

Bef =
(
B1, 0,

ωrf

γ
+B0

)
, que chamamos de campo efetivo. O efeito da transformação

realizada acima foi eliminar a dependência temporal do termo de radiofreqüência Hrf .
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Significa que houve uma transformação de um sistema de referência estático para um

sistema girante solidário, que neste caso, com a freqüência de Larmor do núcleo observado.

No desenvolvimento do nosso trabalho utilizaremos dois sistemas diferentes:

- Sistema de dois núcleos de spin I = 1/2, que interagem via o acoplamento escalar.

- Sistema de núcleos quadrupolares de spin I = 3/2 e I = 7/2, separadamente.

Um outro conceito muito importante é a representação teórica do estado de equiĺıbrio

térmico em RMN. A matriz densidade em RMN que representa o estado de equiĺıbrio

termodinâmico pode ser descrita como ([2] pag 362):

ρ =
e−βH0

Z , (3.11)

sendo Z = Tr
(
e−βH0

)
a função de partição, β variável termodinâmica relacionada com a

temperatura β = 1
kBT

, H0 Hamiltoniano do sistema em estado estacionário. Se conside-

ramos o Hamiltoniano H0 = −h̄γB0Iz e substitúımos na definição de ρ encontramos:

ρ =
e

h̄γB0

kBT
Iz

Z , (3.12)

considerando valores caracteŕısticos para núcleos de Hidrogênio e Sódio vemos que a ener-

gia magnética h̄γB0 é aproximadamente de 3, 31×10−25 Joules e de 7, 01×10−26 Joules

respectivamente, isto foi calculado para campos magnéticos B0 = 9, 39 Tesla. Por outro

lado a energia térmica kBT = 4, 12 × 10−21 Joules à temperatura ambiente T = 25◦C=

298, 15 K. A proporção de energias para o núcleo de Hidrogênio e Sódio é 8, 1 × 10−5

e de 1, 7 × 10−5 respectivamente. A conseqüência destes valores é que podemos fazer

aproximações até primeira ordem da definição de matriz densidade apresentada na equação

(3.12), sendo posśıvel reescrevê-la da seguinte forma:

ρ =
eβh̄γB0Iz

Z ≈ 1

Z

(
1 +

h̄γB0

kBT
Iz

)
. (3.13)

O primeiro termo da direita depende do operador identidade 1
Z1 os propagadores que

agem no sistema nuclear não geram informação do sistema f́ısico. Ao segundo termo

da direita chamamos a matriz densidade de desvio sendo a expressão matemática ρ0 ≈
1
Z

(
h̄γB0

kBT
Iz

)
. Nos sistemas de spins nucleares os efeitos de propagadores que representam

pulsos ou evoluções livres do sistema f́ısico de RMN são manifestados neste segundo termo

da expansão da matriz densidade. Somando e subtraendo ǫ
Z1 onde ǫ = h̄γB0

kBT
é o valor

da polarização, agrupando adequadamente, reescrevemos a expressão (3.13) segundo as

referências [16, 61]:

ρ ≈ 1− ǫ
Z 1 + ǫ |ψ〉 〈ψ| . (3.14)
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onde ǫ |ψ〉 〈ψ| possui a informação do estado quântico que se encontra o sistema de RMN.

Uma outra informação importante da matriz densidade é a função de partição Z, por

exemplo para um núcleo de spin I = 1/2, o valor da função de partição assume o valor

Z = 2. Para um sistema de n núcleos de spin I = 1/2, a função de partição é Z = 2n.

Geralizando, para um sistema de n núcleos de spin I, a função de partição tem valor de

Z = (2I + 1)n.

A representação matricial da matriz densidade para um sistema de duas part́ıculas de

spin I = 1/2 pode ser representado explicitamente pela equação:

ρ =




ρ00 ρ01 ρ02 ρ03

ρ10 ρ11 ρ12 ρ13

ρ20 ρ21 ρ22 ρ23

ρ30 ρ31 ρ32 ρ33



, (3.15)

esta representação também será muito aplicada para descrever o sistema de núcleos

quadrupolares de spin I = 3/2.

Uma caracteŕıstica da matriz densidade de desvio (ρ0) é que não satisfaz a definição de

estado puro (seção 2.1.5), por outro lado ρ0 satisfaz a definição de mistura estat́ıstica. Por

esta razão estados puros utilizados em CQ e IQ que são implementados experimentalmente

usando a definição de matriz densidade de desvio são chamados de estados pseudo puros,

que discutiremos e daremos exemplos em seções seguintes.

A seguir, apresentaremos um breve resumo dos principais aspectos teóricos e experi-

mentais que são caracteŕısticos de sistemas nucleares. Primeiro descrevemos o sistema de

spin I = 1/2 e em seguida os sistemas de spin I = 3/2 e I = 7/2.

3.1.1 Sistema com dois núcleos de spins 1/2 via acoplamento

dipolar

O acoplamento de tipo dipolo-dipolo é considerado talvez o mais intenso entre os

posśıveis tipos de acoplamentos entre pares de momentos nucleares. A interação entre

um momento nuclear rotulado por µ1 e um segundo momento nuclear rotulado por µ2 é

caracterizada pela posição relativa r12 além disso usando os ângulos polares θ12 e ϕ12 em

referencia à direção da intensidade do campo magnético estático B0, como se apresenta

no esquema pictórico na figura 3.1.

O sistema f́ısico que descreveremos nesta seção é um sistema de dois núcleos de spin

I = 1/2, acoplados pela interação dipolar. Neste caso, o Hamiltoniano do sistema f́ısico é
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Figura 3.1: Representação pictorica da interação dipolo-dipolo entre dois momentos nucleares.

representado pela equação (3.7), explicitamente isto é:

H = −h̄
∑

i=1,2

ωLi
Iz
i +

∑

i=1,2

h̄γiB1(I
x
i cos (ωr.fi

t) + Iy
i sin (ωr.f.it))

+
h̄2γ1γ2

r3
12

{
I1 · I2 − 3

(I1 · r12) (I2 · r12)

r2
12

}
, (3.16)

onde ωLi
é a freqüência de Larmor, γi são os fatores giromagnéticos de cada núcleo i, Ii

é o vetor de operadores de momento angular, r12 é a distância que separa os núcleos (ver

figura 3.1). A interação dipolar pode ser decomposta em seis termos, usando a base de

operadores
{
I+, I−, Iz

}
[62, 63].

Hint = A + B + C + D + E + F, (3.17)

se representamos por m sendo o valor de momento angular de spin nuclear em unidades

de h̄, podemos escrever:

A = Iz
1I

z
2F0 =⇒ ∆m = 0,

B = −1
4

[
I−1 I+

2 + I+
1 I−2

]
F0 =⇒ ∆m = 0,

C =
[
I+
1 Iz

2 + Iz
2I

+
2

]
F1e

iωijt =⇒ ∆m = 1,

D =
[
I−1 Iz

2 + Iz
2I

−
2

]
F ∗

1 e
−iωijt =⇒ ∆m = −1,

E = I+
1 I+

2 F2e
2iωijt =⇒ ∆m = 2,

F = I−1 I−2 F
∗
2 e

−2iωijt =⇒ ∆m = −2,

sendo:

K =
γ1γ2h̄

2

r3
(3.18)
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F0 = K
(
1− 3 cos2 θ12

)
, (3.19)

F1 = −3

4
Keiϕ12 sin (2 θ12) , (3.20)

F2 = −3

4
Ke2iϕ12 sin2 θ12. (3.21)

onde os termos A e B representam operadores de ordem zero, C e D representam op-

eradores de primeira ordem, E e F representam operadores de segunda ordem [64]. O

hamiltoniano Hint é um resultado geral de interação dipolar mas existem alguns casos

particulares deste. Por exemplo, no caso da aproximação de altos campos para um sis-

tema de dois spin nucleares acoplados via interação dipolar homonuclear o hamiltoniano

de interação pode ser considerado como a contribuição somente dos termos A e B [65] e

outros resultados [66]. O Hamiltoniano do sistema nuclear para este exemplo será expresso

como:

H = −h̄
∑

i=1,2

ωLi
Iz
i +

∑

i=1,2

h̄γiB1

(
Ix
i cos

(
ωi

rf t
)

+ Iy
i sin

(
ωi

rf t
))

+

1

4
K
(
1− 3 cos2 θ12

)
(3Iz

1I
z
2 − I1 · I2) , (3.22)

este Hamiltoniano também é utilizado em implementações experimentais para estudos de

processamento de informação quântica em sistemas homonucleares de RMN em estado

solido [67].

3.1.2 Sistema de dois núcleos de spins 1/2 com acoplamento

escalar

Este tipo de acoplamento é conhecido como acoplamento dipolar indireto ou acopla-

mento J , que tem origem eletrônica, devido aos elétrons de ligação2 ou elétrons orbitais

compartilhados pelas ligações qúımicas entre os respectivos átomos. Este tipo de in-

teração tem caracteŕısticas como as apresentadas com o acoplamento dipolar, porém de

intensidades muito menores. O Hamiltoniano que descreve esta interação é representado

da forma:

Hint = I1 · h̄J12 · I2, (3.23)

sendo J12 é o tensor que carrega a informação da interação entre os átomos, descrito

como:

J12 =
h̄γ1γ2

2 (1 + ∆2) ∆E
{T1 · T2} , (3.24)

2Do inglês “bonding electrons”
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onde T1(2) é o tensor que descreve a estrutura hiperfina do átomo 1(2), {T1 · T2} é um

produto tensorial simetrizado e ∆E = h̄ν0 é a diferença de energia entre os estados fun-

damental e excitado dos átomos. O tensor J12 pode ser decomposto em duas contribuições

uma isotrópica (J ′
12 = 1

3
Tr {J12}) e a outra anisotrópica (J ′′

12 = J12 − J ′
12), estas duas

contribuições permitem estudar sistemas f́ısicos en regimens liquidos e sólidos. Por exem-

plo, em amostras ĺıquidas, devido às condições de rotações muito rápidas dos movimentos

das moléculas, a contribuição anisotrópica do tensor J12 é promediada, predominando a

contribuição isotrópica. Por esta razão o Hamiltoniano de interação será escrito como:

I1 · h̄J ′
12 · I2. Além disso, na aproximação de campos magnéticos estáticos intensos o

Hamiltoniano de interação contribui com uma única componente, que corresponde geral-

mente com a direção do campo magnético estático aplicado [60]. Assim, o Hamiltoniano

de interação é expresso da forma h̄J12I
z
1I

z
2, sabendo que J ′

12 = J12. Então, escrevemos o

Hamiltoniano H no referencial duplamente girante3 como segue:

H′ = −h̄
(
ωL1
− ω1

rf

)
Iz
1 − h̄

(
ωL2
− ω2

rf

)
Iz
2 + h̄γ1B1I

x
1 + h̄γ2B1I

x
2 + h̄J12I

z
1I

z
2, (3.25)

a partir de agora utilizaremos ∆ω = (ωL − ωrf ). Os autoestados são soluções do Hamil-

toniano H, e seus autovalores geram os posśıveis valores dos ńıveis de energia. O número

de ńıveis de energia de n espécies de núcleos acoplados é 2n, para n = 2 temos quatro

posśıveis ńıveis de energia. Na figura 3.2A, mostramos os ńıveis de energia e as posśıveis

transições. Na figura 3.2B, mostramos o espectro caracteŕıstico definido pela freqüência

de ressonância e o acoplamento J12. Cada operador Iz
1, I

x
2 pode ser representado utilizando

a definição tensorial da seção 2.1.7. Portanto, teremos então:

Iz
1 = Iz ⊗ 1 =

1

2




1 0

0 −1


⊗




1 0

0 1


 =

1

2




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



,

Ix
2 = 1⊗ Ix =




1 0

0 1


⊗ 1

2




0 1

1 0


 =

1

2




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



.

O mesmo procedimento pode ser adotado para os outros operadores: Ix
1 , Iy

1, Iy
2 e Iz

2, do

nosso sistema. Podemos agora definir a forma dos nossos propagadores, segundo o sexto

3Referencial duplamente girante significa que se satisfaz as condições de exitação ω
1(2)
rf = ωL1(2)

para

as especies nucleares 1 (2).
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postulado (seção 2.1.1).

O propagador será chamado de pulso quando o Hamiltoniano do sistema tiver a forma

da equação (3.25). Significando que estamos aplicando um pulso no sistema de spin 1 e o

outro pulso no spin 2. Logo, supondo que estamos no sistema duplamente girante, onde

as condições ω1
rf = ωL1

e ω2
rf = ωL2

são satisfeitas, e portanto nosso propagador pode ser

definido como:

U (t) = e−
iHt
h̄ = e−iω1I

x
1
t−iω2I

x
2
t−i2πJ12I

z
1
Iz
2
t . (3.26)

O propagador será chamado de evolução livre quando o Hamiltoniano do sistema

não apresenta ou contiver informação do termo que representa a perturbação de ra-

diofreqüência (Hrf ). Neste caso, o Hamiltoniano dependerá somente dos termos com

operadores do tipo Iz
1 e Iz

2, como por exemplo:

H = −h̄
(
ωL1
− ω1

)
Iz
1 − h̄

(
ωL2
− ω2

)
Iz
2 + 2h̄πJ12I

z
1I

z
2 ,

onde ω1,2 representa o valor da freqüência de detecção das espécies nucleares 1 e 2, esta

configuração experimental é chamada de referencial duplamente girante. Um exemplo

bem conhecido é quando os valores de ω1,2 são escolhidos com os valores da freqüência de

Larmor ωL1
e ωL2

de cada espécie nuclear, somente aparecerá o termo do acoplamento:

e−iHt/h̄ = e−i2πJ12I
z
1
Iz
2
t . (3.27)

Ao aplicarmos um pulso de π
2

no sistema quando este se encontra no equiĺıbrio, elemen-

tos de primeira ordem são criados na matriz densidade (olhando a equação (3.15)). Estes

elementos da matriz densidade de primeira ordem são: ρ01, ρ02, ρ13, ρ23 e seus rećıprocos

transpostos. Esta classificação depende da ordem dos tensores irredut́ıveis para este tipo

de sistema. Por exemplo: elementos de ordem zero são: ρ00, ρ11, ρ22, ρ33, ρ12 e ρ†12 e

elementos de segunda ordem ρ03 e ρ30 (ver tabela 1 da ref [68] e também [47]).

Usando a definição de valor médio (seção 2.1.3) com a matriz densidade e o operador

que representa o observável, geramos o FID (Free Induction Decay), para núcleos das

especies 1 e 2:

FID1,2 = Tr
{(
Ix
1,2 + iIy

1,2

)
U (t) ρ0U

† (t)
}
. (3.28)

A equação acima descreve a quantidade obtida após uma medida, que é também

chamado de sinal de RMN. Em um experimento t́ıpico o FID é uma grandeza f́ısica que

contem o valor das amplitudes espectrais deste sinal em função do tempo. A transformada

de Fourier desta grandeza gera o espectro caracteŕıstico de RMN, apresentado na figura

3.2B.
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Figura 3.2: (A) Esquema de ńıveis de energia para o sistema de núcleos de spin 1/2. (B) Es-

pectro caracteŕıstico de um sistema de núcleos de spin 1/2 submetido num campo estático. Lado

esquerdo do espectro corresponde ao núcleo de Hidrogênio e o lado direito corresponde ao núcleo

de Carbono. A intensidade das linhas do espectro apresentado nesta figura está normalizada

com a maior intensidade da linha espectral de cada espécie nuclear.

3.1.3 Sistema contendo núcleos quadrupolares

Os processos quadrupolares resultam da interação de uma distribuição espacial de

densidade de carga com um potencial V (r) devido a fontes externas [69]. Do calculo da

energia deste fenômeno f́ısico resulta a energia de interação do momento de quadrupolo

nuclear com um gradiente de campo elétrico. Esta descrição é conseguida fazendo uma

aproximação em series de Taylor do potencial V (r) até segunda ordem próximo ao origem

de um sistema coordenado definido. Considerando que o potencial na origem é constante

e o que a derivada espacial em primeira ordem da aproximação corresponde com um

mı́nimo do potencial V (r), se mostra que o termo da derivada espacial em segunda ordem

da aproximação é relevante. Então a energia resultante da contribuição deste termo é
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representada por:

Hint =
1

6

∑

α,β

Vα,βQα,β, (3.29)

sendo α, β = X,Y, Z; Qα,β = e
∑

k (3xαkxβk − δαβr
2
k) é o operador do momento de

quadrupolo. A representação de espaço utilizada para descrever o processo f́ısico deste

fenômeno pode ser mudada para a representação de momento angular. Para isto, é

necessário aplicar os conceitos de coeficientes de Clebsch-Gordan, representação de oper-

ador tensor irredut́ıvel e o teorema de Wigner-Eckart.

Os coeficientes de Clebsch-Gordan são úteis quando se estuda um sistema de duas

partes como se tratara de uma parte, por exemplo, para um sistema que possui momento

angular J e MJ para uma parte e J ′ e MJ ′ para a outra, o coeficiente de Clebsch-Gordan

permite estudar o sistema com momento angular L e M resultado da composição das

duas partes (C (J ′, L, J ;MJ ′ ,M,MJ)).

A B

B0

Figura 3.3: Distribuição da densidade de carga nuclear (em

cor preto) e da densidade de carga elétrica (em cor vermelho).

(A) O valor do momento de quadrupolo é negativo Q < 0,

a distribuição de carga nuclear possui arranjo ”Oblate”. (B)

O valor do momento de quadrupolo é positivo Q > 0, a dis-

tribuição de carga nuclear possui arranjo “Prolate”.

A representação de opera-

dor tensor irredut́ıvel é im-

portante porque é posśıvel

representar rotações, por e-

xemplo, um operador TL,M

pode ser transformado uti-

lizando rotações de eixos co-

ordenados como combinações

lineares de TL,M ′ , de forma

análoga como acontece quando

harmônicos esféricos YL,M

é transformado em com-

binações lineares de YL,M ′ .

O teorema de Wigner-

Eckart permite relacionar coe-

ficientes de Clebsch-Gordan

(CJ ′,L,J
MJ′ ,M,MJ

) e elementos ma-

triciais do operador tensor ir-

redut́ıvel (TL,M). Estes três conceitos podem ser resumidos na seguinte expressão:

(J,MJ , η|TL,M |J ′,MJ ′ , η′) = C (J ′, L, J ;MJ ′ ,M,MJ) (J, η| |TL| |J ′, η′) ,

onde η, η′ representam números quânticos. Com estes conceitos teóricos consegue-se
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demonstrar que o Hamiltoniano (3.29) pode ser expresso como segue:

Hint =
eQ

6I (2I − 1)

∑

α,β

Vα,β

[
3

2
(IαIβ + IβIα)− δα,βI

2
]
, (3.30)

sendo que o tensor Vα,β para um sistema de eixos principais relativos os termos não

simétricos são nulos, isto é Vα,β = 0 para α 6= β. Além disso, usando a equação de

Laplace
∑

α Vα,α = 0 escrevemos o Hamiltoniano Hint como:

Hint =
eQ VZZ

4I (2I − 1)

[(
3I2

Z − I2
)

+
(VXX − VY Y )

VZZ

(
I2
X − I2

Y

)]
.

A propriedade mais importante nesta expressão é o valor do momento de quadrupolo

nuclear que é representado por Q . O valor de Q permite caracterizar a distribuição de

carga nuclear em função ao eixo formado pela direção do campo magnético estático como

se apresenta na figura 3.3. Para valores de Q < 0 se diz que a distribuição de carga possui

um arranjo tipo “Oblate”(figura 3.3A) e para valores de Q > 0 se diz que a distribuição

de carga possui um arranjo tipo “Prolate”(figura 3.3B).

Considerando um sistema de eixos coordenados com o eixo z paralelo ao eixo definido

pela direção do campo estático aplicado. Seja θ o ângulo formado entre o eixo z e o eixo

Z do sistema de eixos principais relativos, contido no plano XOZ. A expressão que leva

a esta transformação é:

IZ = Iz cos (θ) + Ix sin (θ) ,

IX = −Iz sin (θ) + Ix cos (θ) ,

I2
Z = I2

z cos2 (θ) + I2
x sin2 (θ) + (IzIx + IxIz) cos (θ) sin (θ) ,

I2
X = I2

z sin2 (θ) + I2
x cos2 (θ)− (IzIx + IxIz) sin (θ) cos (θ) ,

substituindo no hamiltoniano Hint e considerando que o gradiente de campo elétrico tem

simetria ciĺındrica, isto é η = (VXX−VY Y )
VZZ

≈ 0, onde η é o parâmetro de assimetria, encon-

tramos:

Hint =
eQ VZZ

4I (2I − 1)

[
3I2

z cos2 (θ) + 3I2
x sin2 (θ) + 3 (IzIx + IxIz) cos (θ) sin (θ)− I2

]
,

(3.31)

utilizando as expressões:

Ix =
1

2
(I+′ + I−′) ,

I2
x =

1

4

(
I2
+′ + I2

−′ + I+′I−′ + I−′I+′

)
,

I2
y =

1

4

(
I2
+′ + I2

−′ − I+′I−′ − I−′I+′

)
,
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encontramos:

Hint =
eQ VZZ

4I (2I − 1)

[
3I2

z cos2 (θ) +
3 sin2 (θ)

4
(I+′I−′ + I−′I+′)− I2+

3 cos (θ) sin (θ)

2
(Iz (I+′ + I−′) + (I+′ + I−′) Iz) +

3 sin2 (θ)

4

(
I2
+′ + I2

−′

)]
,

usando as expressões: I2
x + I2

y = 1
2
(I+′I−′ + I−′I+′) e I2

x + I2
y + I2

z = I2, arrumando e

associando adecuadamente conseguimos demonstrar:

Hint =
eQ VZZ

4I (2I − 1)

[
(3 cos2 (θ)− 1)

2

(
3I2

z − I2
)

+

3 cos (θ) sin (θ)

2
(Iz (I+′ + I−′) + (I+′ + I−′) Iz) +

3 sin2 (θ)

4

(
I2
+′ + I2

−′

)]
,

se representamos o valor da freqüência quadrupolar como ωQ = 3eQ VZZ

4h̄I(2I−1)
(3 cos2 (θ)− 1),

e lembrando que a interação quadrupolar é muito menor do que a interação Zeeman, isto

é o regime de campos magnéticos estacionarios muito intensos, considera-se relevante o

primeiro termo:

Hint =
1

6
h̄ωQ

(
3I2

z − I2
)
, (3.32)

sendo que a expressão da freqüência quadrupolar para espécies nucleares de spin I = 3/2

é:

ωQ =
3

2I (2I − 1)

eQ VZZ

h̄

1

2

(
3 cos2 (θ)− 1

)
= cQ χQ P2 (θ) , (3.33)

onde cQ = 3
2I(2I−1)

fator numérico que depende do valor de spin nuclear I, χQ = eQ VZZ

h̄

valor do acoplamento quadrupolar residual, P2 (θ) = 1
2
(3 cos2 (θ)− 1) é o polinômio de

Legendre de segunda ordem. O Hamiltoniano que representa este sistema de spins4 é a

equação (3.7), com:

H = −h̄ωLIz + h̄ω1(Ix cos (ωrf t) + Iy sin (ωrf t)) +
h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
. (3.34)

Sendo que, o primeiro termo da direita representa a interação do momento magnético nu-

clear com o campo magnético estático o segundo termo representa a interação do momento

magnético nuclear com o campo magnético dependente do tempo, o terceiro termo repre-

senta a interação do momento quadrupolar com o gradiente de campo elétrico, ωL = γB0 é

a freqüência de Larmor, γ é o fator giromagnético, B0 é a intensidade de campo magnético

externo, ωQ é a freqüência quadrupolar que depende de propriedades f́ısicas do sistema,

4Para operadores de spin I > 1/2 a notação adotada é Ia → Ia onde a = x, y, z pois se trata de

somente uma espécie nuclear.
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como eQ (momento de quadrupolo nuclear) e eq = VZZ (tensor de gradiente de campo

elétrico) sabendo que e representa a carga do elétron. Em seções posteriores aproveitare-

mos estas definições sendo a mais importante é o valor da freqüência quadrupolar. Esse

conceito será utilizada para calcular propriedades cristalinas do sistema nuclear [70], e

mais detalhado na expressão (3.40).

A equação (3.34) descreve o sistema de spins no referencial do laboratório. Ao reali-

zarmos a transformação de mudança de referencial, equação (3.9), podemos encontrar a

seguinte expressão para o Hamiltoniano H independente do tempo.

H′ = −h̄ (ωL − ωrf ) Iz +
h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
− h̄ω1Ix ,

H = −h̄∆ωIz +
h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
− h̄ω1Ix . (3.35)

Novamente para simplificar a notação, omitimos o śımbolo ′ que significa o referencial

girante. O número de ńıveis de energia é dado por 2I + 1, ou seja, depende do valor do

spin nuclear e para I = 3/2 temos 2I + 1 = 2(3/2) + 1 = 4, como mostrado na figura

3.4A. Assumiremos como notação para descrever as transições entre ńıveis de energia

os números inteiros 0, 1, 2, 3. Além disso, a representação simbólica dos autoestados que

geralmente são usados com o número quântico de spin será substitúıda pela notação

binária da representação da base computacional de q-bits:
∣∣∣+3

2

〉
= |00〉,

∣∣∣+1
2

〉
= |01〉,

∣∣∣−1
2

〉
= |10〉 e

∣∣∣−3
2

〉
= |11〉, significa que o sistema é uma representação do estado de

2 q-bits proposto pela primeira vez por Kessel e Ermakov [71], e também aplicado nas

referências [72, 73]. Na figura 3.4B mostramos o espectro experimental caracteŕıstico

obtido aplicando um pulso de leitura (será descrito na seção 3.4).

O propagador U (t− t0) será chamado de evolução livre quando o Hamiltoniano não

contiver a contribuição da radiofreqüência:

H = −h̄∆ωIz +
h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
,

como apresentado na seguinte expressão matemática:

U (t− t0) = e−i(−∆ωIz+
ωQ
6

(3I2z−I2))(t−t0),

sendo que o propagador que representa o pulso está dado pela seguinte expressão:

U (t− t0) = e−i(−∆ωIz+
ωQ
6

(3I2z−I2)−ω1Ix)(t−t0),

Quando o pulso de radiofreqüência é aplicado na freqüência de ressonância, então ∆ω = 0.

Logo:

U (t− t0) = e−i(
ωQ
6

(3I2z−I2)−ω1Ix)(t−t0).
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Figura 3.4: (A) Esquema de ńıveis de energia para o sistema quadrupolar de spin I = 3/2. (B)

Espectro caracteŕıstico (experimental) de um sistema de núcleos quadrupolares de spin I = 3/2

submetido num campo estático. (C) Esquema de ńıveis de energia para o sistema quadrupolar de

spin I = 7/2. (D) Espectro caracteŕıstico (experimental) de um sistema de núcleos quadrupolares

de spin I = 7/2 submetido num campo estático.
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Outra forma de representar o propagador é utilizando a representação matricial. Des-

creveremos a seguir a representação matricial dos pulsos não seletivos, pulsos seletivos e

evolução livre para um sistema de spins I = 3/2. Sabendo que os operadores I2
z, I2 e Ix

são operadores escritos em função das matrizes dos operadores de momento de spin [74],

podemos escrever para pulsos não seletivos5:

H =
h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
− h̄ω1Ix,

H =
h̄ωQ
6




3 0 0 0

0 −3 0 0

0 0 −3 0

0 0 0 3



− h̄ω1

2




0
√

3 0 0
√

3 0 2 0

0 2 0
√

3

0 0
√

3 0



,

H =
−h̄
2




−ωQ
√

3ω1 0 0
√

3ω1 ωQ 2ω1 0

0 2ω1 ωQ
√

3ω1

0 0
√

3ω1 −ωQ



. (3.36)

Para um pulso seletivo6, consideramos o ∆ω sendo um múltiplo da freqüência quadrupo-

lar ∆ω = ωQ , 0,−ωQ . Isto significa que o pulso será aplicado em ressonância com o valor

de freqüência de alguma transição.

Assumindo que ∆ω = ωQ :

H = −h̄ωQ Iz +
h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
− h̄ω1Ix,

H =
h̄ωQ
6




−6 0 0 0

0 −6 0 0

0 0 0 0

0 0 0 12



− h̄ω1

2




0
√

3 0 0
√

3 0 2 0

0 2 0
√

3

0 0
√

3 0



,

H = − h̄
2




2ωQ
√

3ω1 0 0
√

3ω1 2ωQ 2ω1 0

0 2ω1 0
√

3ω1

0 0
√

3ω1 −4ωQ



, (3.37)

5Na literatura cientifica estes pulsos são conhecidos como “pulsos hard”. Uma caracteŕıstica de pulsos

não seletivos é que são pulsos de radiofreqüência de curta duração e de alta intensidade que satisfaz a

seguinte desigualdade ω1 >> ωQ .
6A caracteŕıstica de pulsos seletivos é que são pulsos de radiofreqüência de longa duração e de baixa

intensidade que satisfaz a seguinte desigualdade ω1 << ωQ .
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Para uma evolução livre, podemos utilizar simplesmente o Hamiltoniano:

H = −h̄∆ωIz +
h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
. (3.38)

Na condição de ressonância teremos:

HQ =
h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
,

HQ =
h̄

2




ωQ 0 0 0

0 −ωQ 0 0

0 0 −ωQ 0

0 0 0 ωQ



. (3.39)

As expressões para o Hamiltoniano do sistema quadrupolar que utilizaremos freqüen-

temente são as equações (3.36), (3.37) e (3.39). Posteriormente construiremos seqüências

de pulsos para implementação de estados quânticos, como será discutido na seção 3.8.

Outro comentário importante é o que se refere à classificação dos elementos da matriz

densidade (ver equação (3.15)). Seguiremos a ordem do tensor irredut́ıvel que corresponde

a cada coerência em questão. Por exemplo, elementos de ordem zero são os elementos

da matriz densidade que se encontram na diagonal; elementos de primeira ordem (ou de

single quantum) são os elementos ρ01, ρ12, ρ23 e seus rećıprocos transpostos; elementos de

segunda ordem (ou duplo quantum) são os elementos ρ02, ρ13 e seus rećıprocos transpostos;

elemento de terceira ordem (ou triplo quantum) é o ρ03 e ρ30 [27].

3.2 Aspectos Experimentais

Nesta seção faremos uma breve descrição dos materiais e métodos experimentais uti-

lizados neste trabalho. Descreveremos o sistema f́ısico (amostra), o espectrômetro (equipa-

mento) e os métodos experimentais. Na descrição do sistema f́ısico serão apresentadas as

principais caracteristicas estruturais das amostras utilizadas.

3.2.1 Descrição dos sistemas f́ısicos Clorofórmio, SDS e Cs-PFO

Sistema de spins I = 1/2

Sistemas de RMN contendo spins I = 1/2 têm sido muito utilizados na implementação

de portas lógicas [61, 75] e algoritmos quânticos [48, 49, 50, 52, 53]. Alguns exemplos destes
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sistemas que podemos citar são: clorofórmio, alanina, 2,3-dibromotiopeno, trifluorobro-

motileno, tricloroetileno [2]. Por exemplo, a amostra de Clorofórmio tem uma estrutura

molecular relativamente simples, mas que no seu estudo é necessário utilizar diversos

conceitos f́ısicos.

Moléculas polares têm momento dipolar permanente, portanto, quando se aproximam

umas das outras, se orientam na mesma direção, como é o caso dos sistemas quadrupolares

que discutiremos mais adiante. No Clorofórmio, devido à contribuição eletronegativa

dos cloros a molécula fica altamente polarizada criando uma atração dipolo-dipolo entre

uma molécula e sua vizinhança7. Na tabela 3.18 apresentamos alguns parâmetros de

propriedades f́ısico-qúımicas do Clorofórmio e na figura 3.6A apresentamos sua estrutura

molecular.

Densidade relativa (agua = 1) 1,48

Formula Molecular CHCl3

Aparência Ĺıquido Transparente

Ponto de fusão -64 ◦C

Ponto de ebulição 62 ◦C

Soluvilidade na agua g/100 ml a 20 ◦C 0,8

Sinônimos Tri-cloruro de metano, triclorometano.

Tabela 3.1: Tabela de parâmetros f́ısico-qúımicos do Clorofórmio.

Sistema de spins I > 1/2

Em algumas implementações experimentais de Computação Quântica tem sido uti-

lizados sistemas quadrupolares em cristais ĺıquidos. Inicialmente o interesse neste tipo

de sistemas tinha objetivos tecnológicos e industriais. Pesquisadores classificam o es-

tudo dos cristais ĺıquidos em Termotrópicos (TLC = Thermotropic Liquid Crystal) e

Liotrópicos (LLC=Lyotropic Liquid Crystal). Considerando a conformação e distribuição

das moléculas no volume que ocupa o cristal ĺıquido, este pode ser classificado de acordo

com a fase que se encontra, por exemplo:

- Fase ciĺındrica empacotada hexagonalmente anisotrópica;

7http://www.chemguide.co.uk/atoms/bonding/vdw.html
8Outros dados no site: http://www.mtas.es/insht/ipcsnspn/nspn0027.htm
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- Fase micelar isotrópica;

- Fase vesicular isotrópica e

- Fase lamelar isotrópica,

Estas são as mais importantes e são mostradas na figura 3.5, e maiores detalhes podem

ser encontrados nas referências [76, 77, 78]. Uma vez que o nosso objetivo é de realizar

A

B C D

Figura 3.5: (A) Fase ciĺındrica anisotrópica (Hexagonally packed). (B) Fase micellar

isotrópica. (C) Fase vesicular isotrópica. (D) Fase lamellar isotrópica. O inicio da seta

representa um corte transversal da formação do cristal ĺıquido.

estudos em CQ utilizando sistemas quadrupolares, elegemos o sistema f́ısico considerando

a principal caracteŕıstica:

- O sistema tem que apresentar alto grau de orientação espacial para evitar presença

de distribuição de acoplamentos quadrupolares. Como conseqüência o sistema possui um

espectro com linhas bem definidas, que são caracteŕısticas de transições entre estados de

um sistema quadrupolar.

O sistema utilizado que reúne a qualidade acima citada é o Dodecil Sulfato de Sódio

(SDS-Sodium Dodecyl Sulfate) e o Césio Pentadecafluorooctanoato (Cs-PFO Cesium Pen-

tadecafluorooctanoate) na fase nemática. Na figura 3.6 apresentamos aproximadamente a

disposição dos núcleos na estrutura molecular, considerando o Sódio 23Na e o Césio 133Cs

como o objeto dos nossos testes. Outra vantagem deste material é a preparação simples,
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Figura 3.6: (A) Clorofórmio. (B) Dodecil Sulfato de Sódio. (C) Cesium Pentadecafluorooc-

tanoato.

além de ser bem econômica comparada com outros materiais e de outros estudos com

objetivos similares.

3.2.2 Preparação da amostra de SDS

As fases cristalinas que possuem as amostras de cristal ĺıquido lyotrópico dependem

do solvente e de concentrações do soluto. Para a amostra de SDS temos utilizados as

seguintes concentrações e procedimentos:

A.- Dodecyl Sulfato de Sódio: A amostra de SDS foi sintetizada e cristalizada no

Laboratório de Poĺımeros do Instituto de F́ısica de São Carlos - USP, sobre a supervisão

da Professora Dra. Debora Balogh.

B.- Água Deuterada 9: Dados de propriedades f́ısico-qúımicos da Água Deuterada

são apresentados na tabela 3.2.

C.- Decanol (Decyl Alcohol 99+%) 10 : Dados de propriedades f́ısico-qúımicos

do Decanol são apresentados na tabela 3.3.

Instrumentos utilizados na preparação:

- Agitador de tubos (Shaker), Modelo AP 56, Phoenix

- Centŕıfuga Excelsa II, Modelo 206 MP, FANEM. Giro de 3000rpm.

- Pipeta controlada, Micropipeta de volume variável. Capacidade de 20 até 200 µl.

9Outros dados no site: http://physchem.ox.ac.uk/MSDS/DE/deuterium-oxide.html
10 Outros dados no site: http://physchem.ox.ac.uk/MSDS/DE/decyl-alcohol.html
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Densidade (*)
(
gramas

cm3

)
1,1

Formula Molecular D2O

Aparência Ĺıquido Transparente

Ponto de fusão 4 ◦C

Ponto de ebulição 101,4 ◦C

Sinônimos Água pesada, oxido dideuterado, água-d2, D2O, água deuterada.

Tabela 3.2: Parâmetros de propriedades f́ısico-qúımicos da Água Deuterada. (*) dados forneci-

dos pelo Cambridge Isotope Laboratories Inc (CIL)

Densidade
(
gramas

cm3

)
(∗) 0,829

Formula Molecular C10H22O ou CH3(CH2)9OH

Aparência Ĺıquido Transparente

Ponto de fusão 7 ◦C

Ponto de ebulição 231 ◦C

Sinônimos agent 504, alcohol C10, antak, capric alcohol, n-decanol, 1-decanol,

lorol 22, sipol L10, T 148, royaltac-85, n-decyl alcohol, epal 10.

Tabela 3.3: Parâmetros de propriedades f́ısico-qúımicos do Decanol. (*) Dados fornecidos pelo

Aldrich Chemical Company Inc.

- Balança de precisão, Modelo AE 240, Mettler.

- Porta amostras (tubos).

Concentrações:

Na literatura pode se encontrar diversos valores de concentrações para poder preparar

a amostra de cristal ĺıquido [79] e diagramas de fases.

Na preparação da amostra escolhemos os seguintes valores de concentração, que fa-

vorecem a obtenção da amostra de cristal ĺıquido lyotrópico na fase nemática.

- SDS 21, 28 % .

- DeOH 3, 56 % .

- D2O 75, 16 % .
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Preparação:

Foi pesado uma quantidade apropriada do SDS para a preparação da amostra, este

valor foi de (291.0± 0.5) mg.

Realizamos um cálculo para encontrar as proporções para a massa de cada elemento:

MDeOH = 291,0×3,56%
21,28%

= 48, 74 mg

MD2O = 291,0×75,16%
21,28%

= 953, 02 mg

seguidamente fazemos uma conversão para unidades de volume e utilizamos a Micropipeta.

VDeOH = MDeOH

ρDeOH
= 48,74 mg

0.829 gr

cm3

= 0,04874 cm3

0.829
= 0, 0587901 ml = 58, 79 µl

VD2O =
MD2O

ρD2O
= 953,02 mg

1,1 gr

cm3

= 0,95302 cm3

1,1
= 0, 934335098 ml = 934, 34 µl

Uma vez que os compósitos tenham sido medidos, misturamos o SDS e a água deuterada

em tubo de cristal. Os elementos da amostra são misturados utilizando a Centŕıfuga. Em

seguida, retiramos o porta amostra da Centŕıfuga e agregamos o decanol e novamente

colocamos na Centŕıfuga, para finalizar a mistura.

Eventualmente a Centŕıfuga não consegue misturar completamente os elementos que

compõem a amostra. Então, utilizamos um agitador. Este processo é repetido até achar a

consistência desejada da amostra. Para saber a fase que se encontra a amostra; testamos

olhando através de um par de polarizadores com as direções de polarização perpendi-

culares, colocando a amostra entre as duas placas. Este processo é realizado porque a

amostra, quando na fase desejada, muda a direção de polarização da luz. Precisamos

que a amostra possua qualidades aproximadas aos da fase lamelar (figura 3.5D), que é

favorável para ter um sinal intenso e bem definido do núcleo Sódio 23Na. Esta fase gera

um espectro caracteŕıstico de um sistema de spin I = 3/2 sem manifestação de outro tipo

de interação efetiva entre núcleos vizinhos [79].

Outras fases cristalinas apresentam um alargamento da linha central e diminuição

ou atenuação total da intensidade das linhas satélites, decorrente da presença de dis-

tribuição de acoplamentos quadrupolares. Este tipo de fase não é interessante para nossos

propósitos.

3.2.3 Preparação da amostra de Cs-PFO

A amostra é composta pelos seguintes elementos:

A.- Césio Pentadecafluorooctanoato: Esta amostra foi sintetizada no Institut de

Chimie Moléculaire et des Materiaux d’Orsay, pelo Prof. Dr. Judeinstein Patrick.

B.- Água Deuterada: Descrito na sub-seção anterior.
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Concentrações:

Similarmente como acontece com a amostra de SDS, é posśıvel encontrar diagramas de

fase para a amostra de Cs-PFO, para auxiliar na preparação, utilizamos como referência

o trabalho publicado pelo grupo do Prof. Boden [80].

As concentrações para a preparação da amostra foram:

- Cs-PFO 37, 5 % .

- D2O 72, 5 % .

Preparação:

Procedemos similarmente como no caso da amostra SDS. Depois de ter utilizado o

agitador, que serve para misturar os componentes, alguma bolhas de ar são formadas. O

ar contido nas bolhas é liberado quando deixamos a amostra em repouso por algumas

horas. Para acelerar este processo é posśıvel submeter a amostra ao ultrasom durante

alguns minutos, assim diminuindo o tempo de espera. A amostra é testada utilizando os

polarizadores, como descrito anteriormente.

3.3 Parâmetros e Propriedades Quadrupolares de um

Cristal Ĺıquido

O nosso interesse neste cristal ĺıquido está focalizado na classificação do tipo liotrópico.

O cristal ĺıquido liotrópico possui uma classificação que é a fase nemática11. Nesta tese,

as moléculas se alinham ou se orientam segundo alguma ação de forças12 e as posições

de seus centros de massa são distribúıdos aleatoriamente como em um ĺıquido, mas todos

eles têm a mesma direção de orientação e apontam no mesmo sentido (no interior de cada

domı́nio).

A maioria dos cristais ĺıquidos na fase nemática são uniaxiais: eles têm um eixo de

orientação preferencial que é mais longo, comparado com os outros dois, sendo estes dois

equivalentes entre eles (pode ser aproximado como cilindros [82], como podem ser vistos

nas figuras 3.7 e 3.8). Alguns cristais ĺıquidos nemáticos têm a classificação Biaxial (NB),

11A palavra nemática vem do grego νηµα, o que significa “fio ou linha de fio”. Esse termo provém

de defeitos topológicos do que poderia ser um encadeamento, observados nestes cristais ĺıquidos na fase

nemática, são formalmente chamados ’linhas de disclinação’ (traduzido do ingles disclinations lines) [81].
12As forças que agem sobe as moléculas são similares as sofridas pelas moléculas num fluido [78].
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o que significa que além de se orientarem preferencialmente na direção do eixo maior,

também se orientam ao longo de um eixo secundário.

A orientação ou o alinhamento nos cristais ĺıquidos está estreitamente ligado com o

sinal do tensor de susceptibilidade diamagnética uniaxial de anisotropia13 ∆χ = χ||−χ⊥,

onde χ|| e χ⊥ são as susceptibilidades elétricas ou magnéticas paralelas e perpendiculares

ao eixo de simetria definido pelo Vetor Diretor (n) e o eixo formado por um campo

magnético estático aplicado externamente [70, 81, 83]. As susceptibilidades χ|| e χ⊥ são

negativas (em materiais diamagnéticos), então relações de ordem entre
∣∣∣χ||

∣∣∣ e |χ⊥| poderão

alterar a orientação do Vetor Diretor; por exemplo, quando ∆χ é positivo n está alinhado

paralelamente com o campo aplicado. Uma classificação feita dentro da fase nemática

uniaxial é a seguinte: Calamı́tica (NC) e Discótica (ND) (ver figura 3.7). O nosso estudo

permitirá fazer uma análise de alguns parâmetros do sistema f́ısico e tirar informação para

poder classificá-lo de acordo com as convenções mais utilizadas comumente.

Obter informação do cristal ĺıquido em alguma fase caracteŕıstica deste tipo de materi-

ais é uma tarefa dif́ıcil, pois, deve-se possuir um bom controle de alguns parâmetros expe-

rimentais. Alguns desses parâmetros são: temperatura, intensidade de campo magnético,

concentração do material estudado na amostra, etc. Neste tipo de materiais (cristais

ĺıquidos) muitas propriedades f́ısicas estão estreitamente ligadas com a geometria cole-

tiva molecular e/ou nuclear que assumem como um conjunto organizado de part́ıculas.

O comportamento coletivo14 pode se manifestar em algum parâmetro f́ısico do sistema.

Neste caso o parâmetro f́ısico é o acoplamento quadrupolar e o alargamento das linhas

do espectro. Uma expressão muito importante é o valor do acoplamento quadrupolar

representado por [60, 70]:

2π νQ = cQ P2 (cos θDM)SDM χ̄Q , (3.40)

onde cQ é um fator numérico que depende do valor de spin (para spin I = 3/2, cQ =

1/2), P2 é o polinômio de Legendre de segunda ordem, θMD é o ângulo entre o campo

magnético estático e o Vetor Diretor, SMD é o parâmetro de ordem que depende da

forma e ordem das micelas e χ̄Q é a constante de acoplamento quadrupolar residual

(seção 3.1.3 e referência [70]). Esta expressão será utilizada para poder calcular alguns

parâmetros f́ısicos e constantes de proporcionalidade que resultam do tratamento teórico

13Do inglês: “Anisotropy of the uniaxial diamagnetic susceptibility tensor” [70].
14Este comportamento é devido a forças peculiares intermoleculares responsáveis pelo estado mesomór-

fico do cristal ĺıquido [78] pag 5.
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Figura 3.7: Formas t́ıpicas de moléculas de cristais ĺıquidos na fase nemática: (A) Calamı́tica

(rod-like). O Vetor Diretor está disposto ao longo do eixo principal da figura cilindrica utilizada

como ajuda visual. (B) Discótica (disk-like). O Vetor Diretor está contido na superficie da

figura circular utilizada como ajuda visual. As setas verdes representam o Vetor Diretor e a seta

azul representa a direção do campo magnético estático aplicado.

da Relaxação, que será apresentado no Caṕıtulo 4.

A separação das linhas do espectro quadrupolar nos indica a intensidade da interação

quadrupolar a que está submetido o núcleo. Por outro lado, a forma e o alargamento

das linhas espectrais se relacionam com os efeitos da interação com o banho térmico,

pois as expressões das formas de linha do espectro dependem das densidades espectrais15

sendo que estas trazem informação de processos que destroim o estado quântico que pos-

sui o núcleo, estes processos podem ser flutuações de campos magnéticos como também

processos térmicos. Uma outra opção para obter informação sobre o sistema, mais es-

pecificamente, conhecer os valores das densidades espectrais é fazendo experimentos de

relaxação. Este tipo de estudo foi proposto pela primeira vez no trabalho do grupo do

Prof. Wong [84]. Assim, este procedimento de obter informação do sistema também foi

utilizado no trabalho reportado pelo grupo do Prof. Quist [70], onde um estudo em sis-

15Este conceito será definido no Caṕıtulo 4 e apêndice A.
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Figura 3.8: (A) Sistema de eixos coordenados, o subindice D representa o referencial do Ve-

tor Diretor e o subindice M representa o referencial da orientação da molécula, sendo que a

orientação da molécula coincide com a orientação da direção do campo magnético estático apli-

cado. Os quadros (B) e (C) representam moléculas na fase Discotica e os quadros (D) e (E)

representam moléculas na fase Calamı́tica. Analogamente, os quadros (B) e (D) representam

um sistema de arranjo anisotrópico na mesofase nemática e os quadros (C) e (E) representa

um arranjo isotrópico na mesofase nemática.

temas quadrupolares muito similar ao nosso é apresentado. Então, aproveitaremos alguns

métodos utilizados nos trabalhos das referências [70, 84] e aplicaremos aos nossos resul-

tados experimentais, para obter informação sobre a relaxação no sistema quadrupolar.

O procedimento para poder classificar a fase ĺıquido cristalina da nossa amostra, segue

o mesmo critério utilizado na referência [70]. Nossa amostra, na ausência de um campo

magnético estático intenso, não tem um alinhamento coletivo ordenado. Isto significa que,

o ângulo ΘDM , formado pelo eixo de direção do Vetor Diretor do sistema f́ısico com o eixo

do sistema coordenado na direção do campo magnético estático, muda constantemente

(ver figura 3.8).

Uma das vantagens dos cristais ĺıquidos liotrópicos na fase nemática é possuir fluidez

semelhante a dos ĺıquidos ordinários (isotrópicos). No entanto, estes podem ser facilmente

alinhados por um campo elétrico ou magnético, aplicados. Uma outra caracteŕıstica tem

a ver com propriedades óticas de um cristal uniaxial, e isso os torna extremamente útil,

como, por exemplo, para construir telas de monitores (LCD).

No Caṕıtulo 4, apresentaremos uma descrição mais elaborada de conceitos f́ısicos neste
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assunto como densidade espectral e outros, pois, precisamos ter mais definições e ferra-

mentas teóricas para poder descrever o modelo de relaxação que utilizamos nos trabalhos

desta tese.

3.4 Espectrômetro de RMN

Neste tópico, descreveremos as caracteŕısticas e componentes principais do espectrô-

metro de RMN, utilizado nos trabalhos desta tese. Os principais experimentos foram

realizados utilizando um espectrômetro para sólidos VARIAN Inova de 9,39 Tesla, lo-

calizado no grupo de RMN do Instituto de F́ısica de São Carlos - Universidade de São

Paulo. Também utilizamos o espectrômetro de ĺıquidos VARIAN Inova de 11,74 Tesla,

localizado no laboratório de Ressonância Magnética Nuclear do Laboratório Nacional de

Luz Śıncrotron, Campinas - São Paulo.

O espectrômetro de RMN é formado por várias partes (ver figura 3.9) eletrônicas.

Cada uma dessas partes é responsável por uma tarefa espećıfica. Existe uma variedade

de subdivisões destes blocos, entretanto, apresentaremos uma versão simplificada. Nesta

versão as principais partes são:

- Transmissor,

- Duplexador,

- Sonda e

- Receptor.

Transmissor.- A tarefa do transmissor é de gerar e enviar uma seqüência de sinais de

radiofreqüência para serem aplicadas na amostra. O módulo de transmissão é composto

de outros módulos menores, como: sintetizador, que é responsável por gerar sinais de

radiofreqüência continuamente; um programador de pulsos; um amplificador de potência,

que eleva a intensidade do sinal aplicado na amostra; o atenuador, que permite controlar

a intensidade sinal enviada para a amostra.

Duplexador.- O duplexador tem uma função elétrica de uma chave de pólo único

de duas posições. Interliga os módulos de transmissão, recepção e a bobina que envolve a

amostra. A bobina esta ligada ao transmissor durante a aplicação dos pulsos, é ligada ao

receptor durante a aquisição do sinal. O sinal gerado pela amostra é recebido pela mesma

bobina e conduzido para o receptor.

Sonda.- A sonda é o dispositivo de aplicação e aquisição de sinais, basicamente

composta pela bobina, capacitores variáveis, resistores e dependendo do tipo de medida
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que se deseja fazer, pode conter: circuitos de controle de temperatura; sensores ópticos

para medir rotações de porta amostras, entre outros.

Receptor.- Uma vez que a bobina capta o sinal, este é enviado para o receptor.

O receptor contém módulos de amplificadores de sinais (amplificam sinais da ordem de

microvolts), demoduladores, defasadores e processos de digitalização de sinais.

       Bobina
Supercondutora

Bobina r.f.

Ampl. Poten.

Pre-Ampl.

Bo
Osciloscopio
     Digital.

Figura 3.9: Diagrama de Blocos do Espectrômetro.

Com o espectrômetro podemos manipular os momentos magnéticos de diferentes núcleos

de uma amostra que desejemos estudar. Podemos dividir este estudo em duas partes:

A primeira está relacionada à aplicação de pulsos, que significa gerar corrente, sin-

tonizada em alguma freqüência, que pode ser inclusive a de Larmor, que caracteriza cada

tipo de núcleo do sistema. Esta corrente imediatamente induz um campo magnético da

ordem de Gauss. Assim conseguimos perturbar o sistema levando-o ao estado quântico

desejado, e também realizando as operações necessárias, como discutiremos nos caṕıtulos

finais.

A aquisição do sinal é a segunda etapa deste processo. Depois de termos perturbado

o sistema, os momentos magnéticos geram um sinal que é captado pela bobina chamado

de Decaimento de Indução Livre (FID), dado pela expressão definida na equação (3.28).

Seguidamente se faz um tratamento no sinal que é amplificação e digitalização. Nesta

etapa de resposta a bobina capta sinais que não são somente do material. Alguns exem-

plos são: rúıdo; erro de fase no sinal; os dispositivos eletrônicos (capacitores, resistências,

diodos,...) também contribuem com sinais espúrios acrescentados ao sinal detectado, entre
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outros. Estas contribuições alheias ao sinal são conhecidos como artefatos virtuais, sendo

posśıvel corrigir estes problemas. Uma melhor discussão e estudo sobre estes temas pode

ser encontrado na referência [85].

Após a aplicação da seqüência de pulsos desejada, o sistema se encontrará num estado

que pode ser representado pela matriz densidade ρ0. Neste estado aplicamos um pulso

de leitura (duração de menos de 1 µs), também denominado de pulso de π
20

que é uma

pequena perturbação, necessária para realizar a medida. Em sistemas de spins 1/2, este

pulso de leitura tem um ângulo de rotação de π
2
, sendo que este conceito depende do

sistema e tipo de informação que se deseja conhecer. As vezes estes pulsos podem não ser

necessários.

3.5 Calibração dos Pulsos

Nesta seção descreveremos alguns procedimentos experimentais e técnicos para o

processo de calibração dos pulsos.

Estado de equiĺıbrio térmico

A primeira coisa a fazer é medir o sistema no estado de equiĺıbrio. Nesta primeira

etapa podemos obter informações importantes como tempo de pulso, valores de offset

para cada linha do espectro, valor do acoplamento escalar e/ou quadrupolar, amplitudes

linha, conhecimento sobre o estado da amostra e também se esta possui as caracteŕısticas

desejadas.

A primeira informação importante é o valor do acoplamento. Ele é obtido através

da separação entre qualquer uma das linhas consecutivas de cada multipleto do espectro.

Por exemplo, para a amostra de Clorofórmio, é possivel calcular o valor do acoplamento

no sistema de spins aproximadamente de J = 215 Hz (ver figura 3.2). Um procedimento

similar pode ser feito no sistema quadrupolar do Sódio encontrando o valor do acoplamento

de aproximadamente νQ = 16700 Hz. Deste valor é obtido o tempo ótimo dos pulsos

seletivos [86], por exemplo para o sistema quadrupolar do Sódio:

tp ∼=
6

νQ
=

6

16700 Hz
= 359, 28 µs . (3.41)

No sistema quadrupolar do Césio o valor do acoplamento aproximadamente é νQ =

6200 Hz.
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Pulsos não seletivos de 180◦

Para calibrar pulsos não seletivos de 180◦ ou π, podemos fixar o valor da potência e

criar um vetor de valores de tempo de pulso ou fixar o tempo de pulso e criar o vetor

de valores de potência, o valor inicial em ambos tipos de vetores é zero. O procedimento

é considerar o valor do vetor daquele que consegue representar a inversão da população

segundo as intensidades das linhas do espectro. Isto é, a linha em observação muda de

intensidade positiva para negativa. Esta calibração também servira para pulso de 90◦ ou

π
2

que estaria entre o valor inicial e o valor que atingiu a inversão de amplitude. Este tipo

de calibração foi utilizado em todos os experimentos descritos nesta tese, e é de extrema

importância, tanto para produzir os estados inicias, como para realizar as medidas dos

estados quânticos do sistema (tomografia de estado quântico - ver seção 3.7), após a

aplicação das chaves lógicas e implementações dos algoritmos quânticos.

Pulsos seletivos de 180◦

O procedimento é similar aos de pulsos não seletivos, mas com uma diferença. O tempo

é definido pelo resultado mostrado na equação 3.41. Criamos um vetor com valores de

potência. Quando se satisfaz a condição de inversão de intensidade da linha o valor de

potência serve para programar o pulso e 180◦. Este procedimento é repetido para as

outras linhas do espectro. É comum que para cada linha do espectro tenha um valor

pouco diferente de potência.

3.6 Pulsos Fortemente Modulados (SMP)

Para realizar uma operação lógica, ou mesmo preparar um estado, podemos, ou deve-

mos, utilizar seqüências de pulsos de radiofreqüência. Uma outra ferramenta interessante

são os Pulsos Fortemente Modulados, que chamamos de SMP (SMP-Strongly Modulated

Pulse), esta seqüência de pulsos consiste em uma mistura da técnica de pulsos não sele-

tivos e a técnica de pulsos modulados [87, 88]. Na figura 3.10 apresentamos um diagrama

pictórico de como podem ser implementados estes tipos de pulsos. Primeiro apresentemos

o problema: Supondo que desejamos realizar uma perturbação espećıfica no sistema, com

o propósito de levar o sistema para um estado bem definido e que é conhecido. Sendo que

pulsos não seletivos, seletivos ou evoluções livres não conseguem. Por outro lado conhece-

mos o propagador, o estado inicial, o estado final e temos parâmetros f́ısicos que podem



3.6. Pulsos Fortemente Modulados (SMP) 52

ser manipulados, como tempo de duração do pulso (tp), número de pulsos, potências

do pulso (B1), etc. Com toda essa informação e com ajuda de processos numéricos

t1

W1

tof1

t2

W2

tof2

tj

Wj

tofj
  Pulso
Seletivo

Pulsos
 Hard

SMP

t

Figura 3.10: Representação de pulsos forte-

mente modulados (Strongly Modulated Pulse,

SMP). Os posśıveis tipos de parâmetros que po-

dem ser manipulados neste esquema de pulso

são: tempo, intensidade de potencia, fase.

é posśıvel encontrar uma seqüência de pul-

sos que leve o sistema f́ısico ao estado

quântico que precisamos. Vemos que de-

pendendo do número de pulsos consid-

erados para cumplir a tarefa, o número

de variáveis aumenta. Por exemplo, con-

siderando tres parâmetros tp, B1 e ϕ e se

desejamos aplicar N = 4 pulsos, o espaço

Real para esta tarefa terá dimensão 3N =

12. Assim, para implementar este tipo de

seqüência precisamos de uma rotina com-

putacional, para otimizar os parâmetros

necessários (ver ref [89]). Esta rotina en-

contrará muitas opções de pulsos SMP. Estas posśıveis opções são avaliadas usando a

definição de fidelidade [2]. Poderemos encontrar alguns conjuntos de pulsos que realizem

o trabalho desejado em tempos menores, atingindo o estado procurado e com valores

ótimos de fidelidade.

Para descrever melhor o conteúdo acima apresentado, consideremos o propagador U

que pode ser decomposto em produtos de N outros propagadores Uk, tais que o produto

deles tenha o mesmo efeito de U:

U =
N∑

k

Uk =
N∑

k

∏

u

Uu
k ,

sendo que o somatorio em k representa a média temporal para a implementação dos

estados quânticos e o produtorio em “u” representa o número de propagadores utilizados

em cada etapa da implementação da seqüência SMP. Cada propagador Uu
k depende de

um Hamiltoniano que tem a forma:

Hu
k = −h̄ωLIz + h̄γB1

u
k(Ix cos (ωrf t

u
k + ϕu

k) + Iy sin (ωrf t
u
k + ϕu

k)) +
h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
,

Quando aplicamos o pulso na freqüência de ressonância (no referencial girante), o Hamil-

toniano Hu
k é simplificado, e pode ser descrito da seguinte forma:

Hu
k = h̄γB1

u
k(Ix cos (ϕu

k) + Iy sin (ϕu
k)) +

h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
,

Uu
k = U (tuk , B1

u
k , ϕ

u
k) = e−iHu

k
tu
k
/h̄ . (3.42)
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Simplificando parâmetros, o propagador pode ser ainda resumido em:

U (tuk , B1
u
k , ϕ

u
k) = e

−i

(
γ B1

u
k

tu
k (Ix cos(ϕu

k)+Iy sin(ϕu
k))+

ωQ tu
k

2
I2z

)

, (3.43)

onde novos termos são definidos:

βu
k =

ωQ t
u
k

2
,

θu
k = γ B1

u
k t

u
k ,

Assim, é posśıvel calcular os valores βu
k , θu

k e ϕu
k utilizando processos numéricos dentro

dos quais tem-se escolhido o “Algoritmo Simplex Nelder-Mead” [89, 90].

Para nossas aplicações, esta ferramenta computacional esta definida num espaço Real

(ℜ) com dimensão 3N definido pelas variáveis β, θ e ϕ para k = 1, ..., N . O resultado

desta busca é um ponto V ∈ ℜ3N , caracterizado por uma definição de função fidelidade.

A função fidelidade é uma aplicação f : ℜ3N → [0, 1] que o algoritmo de busca utiliza

para encontrar pontos V apropriados que consiga reproduzir o estado quântico desejado.

O resultado de minimizar a função f com valores próximos de zero indicam que o ponto

V possui valores de parâmetros que reproduz o propagador que se deseja.

Neste trabalho de tese foi considerado definições de fidelidade apresentadas nas re-

ferências [87, 90], consiste em comparar o operador teórico (Uteo) que se deseja implemen-

tar com o resultado do operador (Unum) gerado de rodar o processo numérico apresentado.

A definição da fidelidade Q é a seguinte:

Q (Uteo,Unum) =

∣∣∣∣∣∣

Tr
{
U†

teoUnum

}

N

∣∣∣∣∣∣

2

, (3.44)

onde N representa a dimensão do espaço de Hilbert que está definido o operador Uteo.

Esta definição possui uma caracteŕıstica peculiar, pois os operadores que são definidos em

espaços de Hilbert são unitários, então o valor de Q (Uteo,Unum) vai se aproximando ao

valor 1 quanto mais o operador Unum se aproxima ao Uteo. Esta definição de fidelidade é

contra-intuitiva pois o que se precisa dos valores de fidelidade sejam mı́nimos, pois esta

vinculado com a idéia de minimizar erros e/ou rúıdos dos processos estudados. Assim,

para salvar estes conceitos a aplicação f considerada para a fidelidade é definida como

f = 1−
√
Q (Uteo,Unum) acertando a definição padrão de fidelidade.

Para aplicar o algoritmo simplex é preciso definir três pontos no espaço de busca (ℜ3N)

como um hiper-triangulo com vértices M,I e P esta representação esta identificada com o

valor resultante de avaliar o procedimento de fidelidade para cada um dos pontos M, I e P
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resultado acrônimo das palavras Melhor, Intermediário e Pior respectivamente (ver figura

11 da referência [90]).

O passo inicial do algoritmo consiste em calcular um ponto R que corresponde com

uma Reflexão do ponto P com relação à mediaNa N. Se o valor da fidelidade do ponto R

é melhor que a fidelidade do ponto P então se determina o ponto E como uma Extensão

do segmento NR no sentido oposto a P. Calcula-se a fidelidade do ponto E, e compara-se

com a fidelidade calculada para o ponto R, se a fidelidade de E é melhor que a de R se

define os pontos M, I e E como os pontos iniciais. Caso contrario se define os pontos M,

I e R como os pontos iniciais. Se o valor da fidelidade de R for ainda pior que a de P é

necessário definir pontos de Contração C1 e C2 adotando os pontos médios dos segmentos

PN e NR respectivamente. Calculam-se os valores da fidelidade para C1 e C2 escolhendo

o melhor valor de fidelidade e redefinindo os pontos inicias do algoritmo seja com M, I e

C1 ou M, I e C2; caso o valor de P continue sendo melhor em comparação da fidelidade de

C1 e C2, é necessário redefinir um ponto D acrônimo de Diminuição calculado do ponto

médio do segmento PM, assim iniciando novamente o algoritmo com os pontos M, N e D.

O procedimento acima descrito é repetido iterativamente até que valores apropriados de

fidelidade sejam satisfeitos.

Por exemplo, o resultado deste procedimento é apresentado na tabela 3.7. Utilizando

as expressões anteriores é calculado o valor dos parâmetros tuk e B1
u
k , que são parâmetros

experimentais controlados no console do Espectrômetro. Nas seções 3.8.1 e 3.8.2 daremos

mais detalhes e exemplos deste tipo de pulsos. Nos primeiros testes dos nossos experi-

mentos foram encontrados conjuntos de pulsos com u = 2, 3 e até 4 (que chamaremos de

blocos), com uma duração média aproximada 20 µs cada bloco, resultando em um tempo

médio para cada conjunto de aproximadamente 100 µs.

3.7 Tomografia de Estado Quântico

Na seção 3.4 falamos de pulsos de leitura e como adquirir o FID. Para núcleos

quadrupolares, este tipo de aquisição permite obter informação limitada do sistema, pois

a base de medida é incompleta (este tipo de medida funciona para um único núcleo de

spin I = 1/2. A matriz densidade tem uma única coerência que é de primeira ordem16).

Considerando a matriz densidade ρ conseguimos obter a informação sobre os elementos ρk,k

e ρk,k+1 da matriz densidade (k = 0, 1, 2, 3) com e sem pulso de leitura, respectivamente.

16Em inglês “single quantum”.
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Uma forma de conseguir a informação que falta do sistema é observar outros elementos

de coerência com ordem maiores ρk,k+2 e ρk,k+3.

O nosso trabalho está basicamente focalizado em dois tipos de sistemas de spin: Sis-

tema acoplado de dois spins I = 1/2 e sistema quadrupolar de spin I = 3/2 e I = 7/2.

A Tomografia é definida como uma das formas de se caracterizar completamente o

estado quântico de um sistema de spins, que é através da determinação completa de todos

os elementos da matriz densidade [91]. Uma das primeiras definições de tomografia que

se encontra na literatura apresentada por Vogel e Risken, foi a seguinte: A técnica que

possibilita reconstruir completamente uma matriz ρ [92], chama-se de tomografia de estado

quântico [43].

Núcleo Fósforo Hidrogênio

1◦ 1̂ 1̂

2◦ 1̂ X

3◦ 1̂ Y

4◦ X 1̂

Pulsos 5◦ X X

6◦ X Y

7◦ Y 1̂

8◦ Y X

9◦ Y Y

Tabela 3.4: Tabela da seqüência de pulsos

para tomografar a matriz densidade de um

sistema de dois núcleos com spin I = 1/2

acoplados.

A técnica de tomografia de estado quântico

desenvolvida pelo grupo do Long [93] é aplicada

para tomografar sistemas de spin I = 1/2, o

método implementado utiliza propriedades de

rotações da matriz densidade de desvio. Con-

siderando que a matriz densidade de desvio

4×4 pode ser representada usando 16 variáveis,

sendo 4 para os elementos diagonais e 12 da

parte real e imaginária para os elementos não

diagonais. As rotações são pulsos de π
2

em

cada especie nuclear (são dois tipos 1H e 31P

no trabalho do Long) com fases positivas X e

Y gerando um sistema de equações e 1̂ repre-

senta o operador identidade (como apresentado

na tabela 3.4). A sistemática deste processo

envolve 9 experimentos de onde conseguimos

18 conjuntos de dados, isto porque temos 2

núcleos. Cada núcleo responde com 2 linhas no

espectro, conseguindo 36 valores de amplitudes, além disso cada espectro tem uma parte

real (espectro de absorção) e uma parte imaginária (espectro de dispersão) encontrando

finalmente 72 valores. Estes 72 valores correspondem com 72 equações que dependem

dos elementos da matriz densidade de desvio. Além destas 72 equações, temos mais uma

equação adicional que é o fato do traço da matriz densidade de desvio ser igual a zero.

Este sistema apresenta um número maior de equações do que variáveis. Então, para poder
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resolver este sistema de equações é utilizado um método numérico modificado de mı́nimos

quadrados. Sendo que o resultado de resolver este sistema de equações permite identificar

os valores dos elementos da matriz densidade.

A técnica de tomografia adaptada por Teles et. al [90, 94] será aplicada no sistema de

spin I = 3/2. O método utiliza propriedades de rotações da matriz densidade de desvio

que apresentaremos a seguir.

Pulsos não-seletivos representam rotações aproximadamente ideais em sistemas de

spins, por outro lado os estados quânticos do sistema de spins são descritos usando o

conceito de matriz densidade. Uma representação de operadores que pode ser utilizada

para descrever as rotações e a matriz densidade é conhecida como a representação de oper-

adores tensores irredut́ıveis. Na referência [90] este estudo está apresentado para diversos

sistemas f́ısicos de núcleos. Discutiremos o caso da tomografia da matriz densidade de

um unico sistema nuclear, que é o nucleo quadrupolar isolado, também desenvolvido na

referência [90].

No espaço gerado pela representação de operadores tensores irredut́ıveis {Tlm} estão

definidas as propriedades de ortogonalidade, completitude e regras de comutação, onde

l = 0, 1, . . . , 2I e m = −l,−l+1, . . . , l−1, l . Assim, é posśıvel encontrar uma combinação

lineal que permite descrever a matriz densidade na representação de operador tensor

irredut́ıvel:

ρ =
∑

l,m

almTlm, (3.45)

sendo que os valores de alm serão calculados pelo processo de tomografia que discutiremos

em seguida.

Como vimos antes, os pulsos não seletivos produzem rotações dos operadores da base

{Tlm}. Se aplicamos o propagador UR sob a matriz densidade ρ, esta resultará modificada

segundo a seguinte expressão:

ρ̃ = UR ρ U†
R, (3.46)

onde UR = eiθI·ûφ representa uma rotação de um ângulo θ na direção φ. Este tipo de

rotação pode ser expressa em forma geral utilizando o operadorD (α, β, γ) = e−iαIze−iβIye−iγIz

que esta escrito em função dos ângulos de Euler. Se |l,m〉 são autoestados do operador

de momento angular de número quântico l e projeção m, podemos encontrar os valores

dos elementos do operador D (α, β, γ) usando a expressão:

〈l′,m′|D |l,m〉 = δl′,lD
l
m′,m , (3.47)
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onde Dl
m′,m são as funções de Wigner, além disso, é posśıvel definir a função de Wigner

reduzida na seguinte forma: 〈l,m′| e−iβIy |l,m〉 = dl
m′,m (β) e reescrevendo a função de

Wigner como Dl
m′,m (α, β, γ) = e−im′α dl

m′,m (β) e−imγ.

Por outro lado, os ângulos de Euler (α, β, γ) estão relacionados com os ângulos das

rotações (geradas pelos pulsos) (θ, φ) usando as expressões:

α = −γ = φ− π

2
,

β = −θ.

Assim utilizando todos estes argumentos é possivel reescrever a matriz densidade ρ̃ (equação

(3.46)) resultado da rotação UR aplicada em ρ, como:

ρ̃ =
∑

l,m

alm

∑

m′

ei(m−m′)(φ−π
2
)dl

m′,m (−θ)Tl,m′ . (3.48)

Seguidamente, calculamos a magnetização após a rotação usando a definição de FID
definido na equação (3.28), sendo expressa da seguinte forma:

FID (t) = Tr
{
(Ix + iIy)Uevol (t) ρ̃ U†

evol (t)
}
eiϕ. (3.49)

onde Uevol (t) = e−iHt/h̄ sendo H o hamiltoniano da equação (3.38), ϕ indica a fase que

se encontra o receptor. Utilizando as propriedades de traço e substituindo a definição de

ρ̃ se demonstra que é posśıvel escrever a expressão anterior, como segue:

FID (t) =
∑

l,m

alm

∑

m′

ei(m−m′)(φ−π
2
)dl

m′,m (−θ) Tr
{
Tl,m′ U†

evol (t) (Ix + iIy)Uevol (t)
}
eiϕ.

A expressão Ix + iIy pode ser escrita em função dos tensores irredut́ıveis Tl,m′′ de ordem

m′′ = 1 então o valor de m′ = −1 com esta informação a expressão entre chaves junto à

definição de traço, encontramos:

Tr
{
Tl,m′ U†

evol (t) (Ix + iIy)Uevol (t)
}

=
∑

p

〈p|U†
evol (t) (Ix + iIy)Uevol (t) Tl,m′ |p〉 ,

Tr
{
Tl,−1 U†

evol (t) (Ix + iIy)Uevol (t)
}

=
∑

p q

ei(ωp−ωQ )t 〈p| (Ix + iIy) |q〉 〈q|Tl,−1 |p〉 .

Com isto substituimos na expressão de FID (t) e ordenando adecuadamente, encon-

tramos:

FID (t) =
∑

p q

ei(ωp−ωQ )t
∑

l,m

alme
i(m+1)(φ−π

2
)dl

−1,m (−θ) 〈p| (Ix + iIy) |q〉 〈q|Tl,−1 |p〉 eiϕ,

nesta expressão é posśıvel distinguir duas informações relevantes, a primeira é ei(ωp−ωQ )t =

fpq (t) representa as oscilações das respectivas freqüências de transição entre ńıveis de
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energia, a segunda é
∑

l,m alme
i(m+1)(φ−π

2
)dl

−1,m (−θ) 〈p| (Ix + iIy) |q〉 〈q|Tl,−1 |p〉 eiϕ = Spq

representa as respectivas amplitudes espectrais. Assim podemos reescrever em forma

simplificada:

FID (t) =
∑

p q

fpq (t) Spq.

A informação f́ısica do sistema nuclear está contida no espectro que resulta de processos

experimentais. Assim vemos que as amplitudes espectrais dependem principalmente das

variáveis φ, θ, ϕ. Para concretizar o procedimento de tomografia dividimos em duas etapas

este análise final. A primeira etapa consiste em calcular os valores apropriados da variável

θ e a segunda etapa consiste em calcular os valores das variáveis φ, ϕ.
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Figura 3.11: Grafico das funções de Wigner reduzidas

dI
M ′,M (−θ) para M ′ = −1

2 e M ′ = 1
2 quando I = 3

2 e

M = 3
2 . Śımbolos cheios reprentam o valor máximo da

função. Estas curvas simuladas foram resultado de con-

siderar valor de momento angular I = 3/2.

Para a primeira etapa é

posśıvel fazer uma análise das

funções de Wigner reduzidas

dl
m′,m (−θ) em função ao valor do

ângulo θ, para os diferentes va-

lores de m′. Por outro lado é

sabido que para valores positivos

de m′ o valor máximo das funções

dl
m′,m (−θ) é atingido quando os

ângulos de nutação θ são menores

em comparação daquelas funções

dl
m′,m (−θ) para valores negativos

dem′, como se apresenta na figura

3.11. Esta caracteŕıstica pode

ser vinculada para calcular valo-

res ótimos de ângulos de nutação

relacionada com o pulso de ra-

diofreqüência aplicado. Obser-

vando a expressão Spq das amplitudes espectrais, destacamos a dependência da ex-

pressão al,me
i(m+1)(φ−π

2
)dl

−1,m (−θ). Considerando a propriedade dl
1,m = (−1)1−m dl

−1,−m

das funções de Wigner reduzidas e isolando o termo da esquerda (−1)m−1 dl
1,m =

dl
−1,−m, podemos reescrever a expressão destacada como al,−me

i(1−m)(φ−π
2
)dl

−1,−m (−θ) =

(−1)m−1 (al,m)∗ ei(1−m)(φ−π
2
)dl

1,m (−θ). A expressão das amplitudes espectrais estará ex-
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pressa da seguinte forma:

Spq =
∑

l,m

(−1)m−1 (al,m)∗ ei(1−m)(φ−π
2
)dl

1,m (−θ) 〈p| (Ix + iIy) |q〉 〈q|Tl,−1 |p〉 eiϕ.

Este procedimento foi feito para considerar valores positivos de m′ na expressão

dl
m′,m (−θ). É posśıvel calcular os valores de ângulos de nutação θ ótimos, estes são

apresentados na tabela 3.5 para os diferentes valores de l e m compat́ıvel para o sistema

de núcleos quadrupolares isolados com spin I = 3/2.

Agora procederemos com a segunda etapa, sendo que utilizaremos o conceito de Seleção

de Coerências via Média Temporal [90], este procedimento consiste na repetição de um

processo experimental N vezes e considerando mudanças de fases adecuadas dos pulsos

de radiofreqüência e do receptor.

l m = 0 m = 1 m = 2 m = 3

1 π
2

0

2 π
4

0 π
3

3 0, 54 0 1, 160 0, 60 1, 23

Tabela 3.5: Valores de ângulos de nutação que

maximizam a amplitude espectral de ranks l es-

pećıficos da matriz densidade do sistema.

Estas idéias são representadas pela

expressão matemática que depende dos

ângulos φn e ϕn em N diferentes eventos:

Spq =
1

N

N−1∑

n=0

Spq (φn, ϕn) , (3.50)

o propósito de fazer este procedimento

consiste em eliminar contribuições de

coerências diferentes de m̃. Assim foram

calculadas as seguintes expressões (vide

equações (3.40) da referência [90]):

φn =
2πn

N
+
π

2
,

ϕn =
2πn (m̃− 1)

N
, (3.51)

N ≥ 1 + m̃+ 2I.

Utilizando os valores das fases apresentadas na tabela 3.6 e substituindo na expressão

3.50, é posśıvel demonstrar:

Spq =
1

N

∑

l,m

(−1)m−1 (al,m)∗ dl
1,m (−θ) 〈p| (Ix + iIy) |q〉 〈q|Tl,−1 |p〉

N−1∑

n=0

ei(1−m)(φn−π
2
)eiϕn ,

Spq =
∑

l,m

(−1)m−1 (al,m)∗ dl
1,m (−θ) 〈p| (Ix + iIy) |q〉 〈q|Tl,−1 |p〉

1

N

N−1∑

n=0

ei2πn(m̃−m)/N ,
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Elementos de ρ N n 0 1 2 3 4 5 6

Diagonal 4 φn
π
2

π 3π
2

π
2

ϕn 0 3π
2

π 0

1◦ coerência 5 φn
π
2

9π
10

13π
10

17π
10

21π
10

ϕn 0 0 0 0 0

2◦ coerência 6 φn
π
2

5π
6

7π
6

9π
6

11π
6

13π
6

ϕn 0 2π
6

4π
6

π 8π
6

10π
6

3◦ coerência 7 φn
π
2

11π
14

15π
14

19π
14

23π
14

27π
14

31π
14

ϕn 0 8π
14

16π
14

24π
14

32π
14

40π
14

48π
14

Tabela 3.6: Valores de ângulos de fase do Transmisor (φn) e Receptor (ϕn) do Espectrômetro

para eliminar contribuições alheias da coerência m̃ observada.

usando a definição da função delta δm̃,m = 1
N

∑N−1
n=0 e

i2πn(m̃−m)/N , e considerando também

Tl,−1 = −T †
l,1, podemos reescrer a expressão da amplitude espectral como segue:

Spq =
∑

l,m

(−1)m (al,m)∗ dl
1,m (−θ) 〈p| (Ix + iIy) |q〉 〈q|T †

l,1 |p〉 δm̃,m,

então consegue-se informação da amplitude espectral da contribuição de coerências de

ordem m̃, assim:

Spq (m̃) =
∑

l

(
al,m̃

)∗
dl

1,m̃ (−θ) (−1)m̃ 〈p| (Ix + iIy) |q〉 〈q|T †
l,1 |p〉 ,

além disso, é posśıvel encontrar a relação entre os sub-́ındices p e q, usando a definição

de que o tenso irredut́ıvel T †
l,1 e o operador Ix + iIy possuem elementos não nulos para

quando q = p+ 1, então vemos:

Sp,p+1 (m̃) =
∑

l

(
al,m̃

)∗
dl

1,m̃ (−θ) (−1)m̃ 〈p| (Ix + iIy) |p+ 1〉 〈p+ 1|T †
l,1 |p〉 ,

Agora, calculemos os valores para os quais l está definido. Devido ao fato que a matriz

densidade de desvio não depende da componente T0,0 da base dos tensores irredut́ıveis,

o valor de l pode assumir os valores l′′ = max {1, m̃}, então a expressão da amplitude

espectral é:

Sp,p+1 (m̃) =
2I∑

l=l′′

(
al,m̃

)∗
d l

1,m̃ (−θ) (−1)m̃ 〈p| (Ix + iIy) |p+ 1〉 〈p+ 1|T †
l,1 |p〉 .
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A interpretação desta expressão consiste num sistema de equações na representação ma-

tricial da forma A · x = b, onde pode ser identificada a seguinte correspondencia:

[A]p,l−l′′+1 = 〈p| (Ix + iIy) |p+ 1〉 〈p+ 1|T †
l,1 |p〉 ,

[x]l−l′′+1 =
(
al,m̃

)∗
d l

1,m̃ (−θ) (−1)m̃ , (3.52)

[b]p = Sp,p+1 (m̃) .

Assim resolvendo este sistema de equações consegue-se calcular os elementos da matriz

densidade e assim reconstrui-la. Nesta seção apresentamos um resumo do conceito e da

tecnica de tomografia de estado quantico para sistemas de dois nucleos de spin I = 1/2

acoplados e para o sistema quadrupolar isolado de spin nuclear I = 3/2. Independente das

técnicas citadas, o sucesso de processos de tomografia será satisfatório quando se consegue

calibrar o pulso de π. Isto é, inverter perfeitamente a magnetização da amostra, e quando

o tempo de pulso de π for o menor posśıvel. Se estas duas condições são satisfeitas, um

bom caminho para que a tomografia produza bons resultados foi encontrado. Na seguinte

seção apresentaremos a implementação de estados quânticos conhecidos como estados

pseudo puros.

3.8 Preparação de Estados Quânticos

3.8.1 Base computacional

Na seção 2.1.5 apresentamos a definição teórica do que é um estado puro. Pela definição

de estado puro a matriz densidade tem traço um (Caṕıtulo 2). Em RMN, a matriz

densidade também satisfaz esta propriedade, a dificuldade é que a dinâmica do sistema

está contida na matriz densidade de desvio, que possui traço zero. É por esta razão

que procedimentos de implementação de estados quânticos usando a matriz densidade de

desvio são chamados estados pseudo puros (seção 3.1).

Na literatura cient́ıfica, as principais formas de implementar estados pseudo puros

são as seguintes [95]: Rotular os estados com estados adicionais de spins de teste [16],

média espacial [96] e média temporal [97]. O método para implementar nossos estados

pseudo puros será o método da média temporal. Este consiste principalmente na idéia

de transferir população entre autoestados do sistema e somar resultados realizados em

diferentes experimentos.
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A implementação de estados pseudo puros foram realizadas em sistemas de spin I =

1/2 e de spin I = 3/2. Considerando que o estado de equiĺıbrio termodinâmico como

ponto de partida para ambos os sistemas é dado pela expressão (3.13).

Sistema com núcleos acoplados de spin I = 1/2

O sistema f́ısico utilizado para implementar experimentalmente os estados quânticos

de um sistema de spins I = 1/2 acoplado é a molécula de Cloroformio, sendo que os

núcleos de Carbono (13C) e Hidrogênio (1H) servirão como o sistema de dois q-bits. A

representação simbólica dos pulsos, para criar um estado pseudo puro, é a seguinte: YC

significa que estamos aplicando um pulso não seletivo de π
2

com fase positiva na direção

do eixo Y no núcleo de Carbono17; Y
2
H significa a aplicação de um pulso não seletivo

de π com fase negativa na direção do eixo Y no núcleo de Hidrogênio; Evol (τ) significa

a evolução livre do sistema durante um tempo τ . A ordem de aplicação dos pulsos é

caracterizada pela seta entre os pulsos, por exemplo, Y 2
C −→ YH significa que o primeiro

pulso é Y 2
C e seguidamente será aplicado o pulso YH .

A seqüência de pulsos para implementar o estado pseudo puro no sistema de spins

I = 1/2 acoplados 1H e 13C é a seguinte:

U1 : I,

U2 : YC −→ Evol(
1

2J
) −→ XC −→ YH −→ Evol(

1

2J
) −→ XH ,

U3 : YH −→ Evol(
1

2J
) −→ XH −→ YC −→ Evol(

1

2J
) −→ XC .

Os propagadores U1, U2 e U3 são compostos por vários pulsos. Estes propagadores são

aplicados na matriz densidade de estado de equiĺıbrio térmico, que representamos por ρ0

(equação (3.13)), como mostramos em seguida:

ρ1 = U1 ρ0 U†
1 , (3.53)

ρ2 = U2 ρ0 U†
2 , (3.54)

ρ3 = U3 ρ0 U†
3 . (3.55)

O estado pseudo puro, considerando a média temporal, pode ser representado pela matriz

densidade:

ρ =
ρ1 + ρ2 + ρ3

3
. (3.56)

17O propagador da expressão (3.26) é representado como YC ,isto é, quando ω1 = 0 e ω2 6= 0 represen-

tando a potência de radiofreqüência aplicado aos núcleos de Hidrogênio e Carbono respectivamente.
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Na figura 3.12A é apresentada a matriz densidade de desvio (experimental) e o espectro

(simulado) caracteŕıstico do estado pseudo puro |00〉 usando a expressão matemática

(3.56). Apresentamos dois espectros simulados de um total de 18 espectros, os espectros

correspondem a duas seqüências de pulsos das nove necessárias para tomografar a matriz

densidade. A primeiro espectro resulta da 2◦ seqüência de pulso18 da tabela 3.4, isto é

aplicar um pulso π
2

na direção X no núcleo de Hidrogênio, sem aplicação de pulsos no

núcleo de Carbono. Logo se liga o canal do receptor correspondente ao Hidrogênio para

adquirir o FID e seguidamente gerar o espectro. Este procedimento é repetido para o

núcleo de Carbono. A segundo espectro resulta da 4◦ seqüência de pulso, isto é aplicar

um pulso π
2

na direção X no núcleo de Carbono, e nenhum pulso é aplicado no núcleo

de Hidrogênio. Logo se liga o canal do receptor correspondente ao núcleo de Hidrogênio

para adquirir o FID e seguidamente gerar o espectro, este procedimento é repetido para

o núcleo de Carbono. As outras seqüências são detalhadas na tabela 3.4 e na referência

[93], conseguindo assim tomografar a matriz densidade.

J
AB

J
AB

Freqüência (Hz)

050 -50 -100100 050 -50 -100100 -2.5-2-1.5-1-0.500.511.522.5
Freqüência (10 kHz)

A B

ν
Q

H
1

C
13

Na
23

A
m

p
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d
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A
m

p
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d
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.)

Figura 3.12: Matriz densidade de desvio experimental para a implementação de estados pseudo

puro |00〉. A componente complexa da matriz densidade tem valores despreźıveis. (A) Sistema

de dois núcleos acoplados de spin I = 1/2. Os dois espectros são resultado de processos de

simulação. (B) Sistema de núcleos quadrupolares de spin I = 3/2. O espectro é experimental e

foi gerado para os elementos diagonais da matriz densidade.

18Neste caso o núcleo de Fósforo discutido na referência [93] foi substituido para estudar nosso sistema

nuclear pelo núcleo de Carbono.
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Sistema com spin quadrupolar I = 3/2.

Um procedimento similar ao da seção anterior é utilizado para implementar a seqüência

de pulsos [72, 73] para o sistema com spins I = 3/2, como é o caso do núcleo de Sódio

(23Na) na amostra de DSD:

U1 : X2
12 −→ X23,

U2 : X2
12 −→ X23,

similarmente; X2
12, representa um pulso seletivo π positivo na direção do eixo X na

transição 12; Y 23, representa um pulso seletivo π
2

negativo na direção do eixo Y na

transição 23.

Consideramos os dois resultados ρ1 e ρ2 das duas seqüências e somamos:

ρ1 = U1 ρ0 U†
1 ,

ρ2 = U2 ρ0 U†
2 ,

encontrando:

ρ =
ρ1 + ρ2

2
. (3.57)

Na figura 3.12B é apresentada a matriz densidade de desvio e o espectro caracteŕıstico do

estado pseudo-puro |00〉, simulando seqüência de pulsos e usando a expressão matemática

(3.57). Para outros estados pseudo puros outras seqüências de pulsos equivalentes são

utilizadas [72, 73].

Outra forma de implementar o estado pseudo puro é utilizando uma seqüência SMP,

e este foi o procedimento utilizado nos nossos experimentos vinculados a processos de

relaxação. A razão é porque a maioria dos pulsos seletivos possui tempos muito longos,

o que prejudica a qualidade dos experimentos. Utilizando uma seqüência de SMP o

ganho em tempo é consideravel, por exemplo, uma porta Hadamard no q-bit A usando

pulsos seletivos demora na ordem de 1 ms até 1,5 ms, comparado com pulsos de duração

aproximada de 100 µs até 300 µs usando SMP.

Adotamos o seguinte esquema na criação dos estados pseudo puros: Consideramos

quatro conjuntos, cada um composto com um par de pulsos com diferentes parâmetros

f́ısicos (tempo,potência,fase)=
(
tk, Bk

1 , ϕ
k
)
, como descrevemos a seguir:

Ua,b : U (ta, Ba
1 , ϕ

a) −→ U
(
tb, Bb

1, ϕ
b
)
, (3.58)
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Uc,d : U (tc, Bc
1, ϕ

c) −→ U
(
td, Bd

1 , ϕ
d
)
, (3.59)

Ue,f : U (te, Be
1, ϕ

e) −→ U
(
tf , Bf

1 , ϕ
f
)
, (3.60)

Ug,h : U (tg, Bg
1 , ϕ

g) −→ U
(
th, Bh

1 , ϕ
h
)
, (3.61)

sendo que cada Uk,k′ é o resultado ordenado do produto de operadores U
(
tk, Bk

1 , ϕ
k
)

e

U
(
tk

′

, Bk′

1 , ϕ
k′
)
. Aplicando primeiro o operador com superindice k e logo o operador com

superindice k′, consideramos as quatro etapas com pares de parâmetros (ta, Ba
1 , ϕ

a), . .

. ,
(
th, Bh

1 , ϕ
h
)
. No referencial de laboratório o pulso U pode ser descrito segundo o

Hamiltoniano (ver equação (3.34)):

Ha = −h̄ωLIz + h̄γBa
1(Ix cos (ωr.f t

a + ϕa) + Iy sin (ωr.f.t
a + ϕa)) +

h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
,

Ao aplicarmos o pulso na freqüência de ressonância (no referencial girante), o Hamiltoni-

ano Ha é simplificado, podendo ser então descrito da seguinte forma:

Ha = h̄γBa
1 (Ix cos (ϕa) + Iy sin (ϕa)) +

h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
,

U (ta, Ba
1 , ϕ

a) = e−iHata/h̄.

Podemos compor a seqüência de pulsos que representará o propagador Uk,k′ que é

aplicado no sistema, e portanto a matriz densidade de desvio do estado de equiĺıbrio

térmico se transforma como descrito abaixo, após a aplicação de cada seqüência de pulsos.

ρ1 = Ua,b ρ0 U †
a,b ,

ρ2 = Uc,d ρ0 U †
c,d ,

ρ3 = Ue,f ρ0 U †
e,f ,

ρ4 = Ug,h ρ0 U †
g,h ,

Utilizando a média temporal [97], obtemos então o estado desejado:

ρ =
ρ1 + ρ2 + ρ3 + ρ4

4
. (3.62)

Experimentalmente isto funciona assim:

i) Conhecemos o estado que desejamos implementar, também conhecemos o propa-

gador(es) que permitem criar o estado pseudo puro |01〉. Utilizando um algoritmo com-

putacional é posśıvel encontrar seqüências de pulsos otimizadas19, como podemos ver das

equações (3.58 - 3.61). Assim, este algoritmo computacional fornecerá os valores da tabela

3.7:
19Um exemplo de seqüências de pulsos usando processo computacional é a seqüência de Pulsos GARP

(Globally optimized Alternating-phase Rectangular Pulses) [98].
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k Pulso SMP (βk) (θk) Fase (ϕk)

a U (ta, Ba
1 , ϕ

a) 0,732291 1,072522 32,585115

b U
(
tb, Bb

1, ϕ
b
)

1,449554 0,308641 246,830912

c U (tc, Bc
1, ϕ

c) 0,792024 0,991634 218,439758

d U
(
td, Bd

1 , ϕ
d
)

1,420484 0,304970 69,737966

e U (te, Be
1, ϕ

e) 0,585797 1,340733 123,676884

f U
(
tf , Bf

1 , ϕ
f
)

1,514499 0,321109 347,357939

g U (tg, Bg
1 , ϕ

g) 0,855309 0,795777 287,300454

h U
(
th, Bh

1 , ϕ
h
)

1,055498 0,489697 168,734117

Tabela 3.7: Parâmetros dos pulsos U para criar o estado pseudo puro |01〉.

ii) Os valores de cada parâmetro contido na tabela 3.7 devem ser ligeiramente corrigi-

dos. Isto se deve ao fato de que o acoplamento quadrupolar muda com a temperatura e

também com o modo de preparação da amostra, etc. Estas variações são pequenas, mas

causam erros sistemáticos que se somam, a cada pulso aplicado, sendo posśıvel acertar

estas pequenas mudanzas no processo de ajuste e calibração das seqüências de pulsos.

iii) Estes novos dados são colocados num arquivo “nome.rf” na ordem de fase, potência

e tempo e guardado na pasta “export/home/...../vnmrsys/shapelib/”. O modulador de

pulsos do console lê estes valores e os utiliza para construir cada pulso, que deve ser

aplicado ao sistema. Uma vez contrúıda, a seqüência é então enviada ao transmissor para

sua implementação.

iv) O valor dos desvios experimentais dos parâmetros para cada segmento do pulso

modulado são: 0, 3 µs para o tempo, 0.05B1 para a potência, 2◦ para a fase. Estes valores

foram obtidos dos manuais do espectrômetro da VARIAN.

Este procedimento é repetido para os demais estados, mudando os valores dos parâmetros

para cada caso.

3.8.2 Superposição uniforme

Nesta seção vamos discutir a implementação experimental de uma superposição uni-

forme de estados, conforme as propriedades e definições apresentadas na seção 2.1.5. Para

atingir este propósito vamos utilizar os resultados da seção anterior.
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Sistema com núcleos acoplados de spin I = 1/2

Neste caso, de dois spins I = 1/2, acoplados podemos criar uma superposição uniforme

com a seguinte seqüência:

Usup : YC −→ YH ,

fazendo então as médias temporais e utilizando os resultados das equações (3.53), (3.54)

e (3.55), teremos:

ρ′1 = Usup ρ1 U†
sup , (3.63)

ρ′2 = Usup ρ2 U†
sup , (3.64)

ρ′3 = Usup ρ3 U†
sup , (3.65)

ρ′ =
ρ′1 + ρ′2 + ρ′3

3
. (3.66)

A B

Figura 3.13: Matriz densidade de desvio experimentais para a implementação da superposição

de estados. (A) Sistema de dois núcleos acoplados de spin I = 1/2. Núcleos de Hidrogênio e

Carbono na amostra de Clorofórmio. (B) Sistema de núcleos quadrupolares de spin I = 3/2.

Núcleos de Sódio na amostra de SDS.

O resultado experimental deste procedimento é apresentado na figura 3.13A.
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Sistema com spin quadrupolar I = 3/2

Para construir uma superposição uniforme neste sistema, utilizamos uma média tem-

poral de quatro estados, implementados com as seguintes seqüências SMP mostradas

abaixo.

U sup
a,b : U ′ (ta, Ba

1 , ϕ
a) −→ U ′

(
tb, Bb

1, ϕ
b
)
,

U sup
c,d : U ′ (tc, Bc

1, ϕ
c) −→ U ′

(
td, Bd

1 , ϕ
d
)
,

U sup
e,f : U ′ (te, Be

1, ϕ
e) −→ U ′

(
tf , Bf

1 , ϕ
f
)
,

U sup
g,h : U ′ (tg, Bg

1 , ϕ
g) −→ U ′

(
th, Bh

1 , ϕ
h
)
.

Cada seqüência foi aplicada no sistema, no estado de equiĺıbrio térmico:

ρ′1 = U sup
a,b ρ0 U sup†

a,b , (3.67)

ρ′2 = U sup
c,d ρ0 U sup†

c,d , (3.68)

ρ′3 = U sup
e,f ρ0 U sup†

e,f , (3.69)

ρ′4 = U sup
g,h ρ0 U sup†

g,h , (3.70)

Realizando então a média temporal [97], temos:

ρ′sup =
ρ′1 + ρ′2 + ρ′3 + ρ′4

4
. (3.71)

Na figura 3.13B apresentamos resultados experimentais utilizando a seqüência das ex-

pressões (3.67 - 3.70). Numa outra alternativa, podeŕıamos aproveitar a implementação

dos estados pseudo puros da base computacional, e implementar pulsos SMP que gerem

a porta de Hadamard, assim também conseguimos criar um estado de superposição uni-

forme. Omitimos este procedimento por duas razões: a primeira é quanto mais pulsos

utilizemos, o estado quântico será mais influenciado por processos de relaxação; a se-

gunda é a propagação de erros sistemáticos, isto é, calibração dos pulsos, fases e outros

prejudicando, a qualidade do estado quântico implementado.

Neste caṕıtulo apresentamos apenas um resumo da teoria de RMN e também de alguns

de seus aspectos experimentais. Para discussões mais completas ver [60, 76, 87, 90, 99].

Os assuntos abordados neste caṕıtulo são apenas os necessários para explicar os trabalhos

apresentados nesta tese.



Caṕıtulo 4

Teoria da Relaxação em RMN - A

Equação Mestra de Redfield

No caṕıtulo anterior, em que discutimos o fenômeno da RMN, deixamos de lado os

efeitos de relaxação que acontecem quando os sistemas não se encontram perfeitamente

isolados. Esta imposição de que um sistema seja isolado é de fato uma aproximação. Na

realidade, assumimos que o sistema interage de maneira muito fraca com os demais graus

de liberdade, de modo que a dinâmica do sistema seja muito próxima ao comportamento

de um sistema isolado. Este esquema de aproximação é bem sucedido em alguns casos,

mas quando consideramos o efeito do ambiente sobre o sistema, precisamos abandonar a

idéia de evolução unitária dos estados.

Neste caṕıtulo apresentamos outras formas de evoluções temporais1 que podem ser

utilizadas em MQ, como por exemplo as evoluções estocásticas2. Conceitos como processos

aleatórios, densidade espectral e alguns outros, nos ajudaram a demonstrar a expressão de

uma equação mestra, que ao ser resolvida, explica e quantifica os fenômenos de relaxação

que sofrem os sistemas.

No Caṕıtulo 2, apresentamos os estados e os observáveis da MQ, definindo a evolução

temporal. Na representação de Schrödinger, os estados evoluem pela ação do propagador

(operador) U (t, t0) de modo que:

U (t, t0) |ψ (t0)〉 = |ψ (t)〉 , (4.1)

agora, multiplicando adequadamente por seu conjugado e lembrando que ρ (t′) = |ψ (t′)〉 〈ψ (t′)|
1Isto tem v́ınculo com o sexto postulado e operadores unitários enunciados no Caṕıtulo 2.
2Um processo estocástico é uma função que depende de variáveis aleatórias.
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temos que:

|ψ (t)〉 〈ψ (t)| = U (t, t0) |ψ (t0)〉 〈ψ (t0)|U† (t, t0) ,

ρ (t) = U (t, t0) ρ (t0)U
† (t, t0) . (4.2)

As equações acima descrevem o efeito de evolução temporal do sistema utilizando o con-

ceito de matriz densidade. O sistema descrito pela equação (4.2) permite acompanhar a

dinâmica deste estado ao longo do tempo, sempre que conheçamos precisamente quais são

as interações que o sistema está sujeito. Em geral, esta é uma situação dif́ıcil de analisar,

devido ao grande número de graus de liberdade do sistema completo. Porém, podemos

adequar a teoria a uma incapacidade natural de conhecer os estados com precisão, mas

ainda supomos ser posśıvel descrever sua evolução com algum detalhe. Para corrigir esta

deficiência, lembramos que o operador de evolução contém informação de todos os graus

de liberdade do sistema descrito. Sendo assim, denotamos Uξ (t), onde ξ caracteriza todos

os graus de liberdade inclusive do ambiente do sistema estudado3. O que podemos fazer

então é considerar ξ como uma variável aleatória com uma distribuição caracterizada pela

interação do sistema com o ambiente. Isso nos leva a considerar como melhor descrição

para o estado do sistema após um tempo t:

ρ (t) = 〈ρξ (t)〉ξ =
〈
Uξ (t) ρ (0)U†

ξ (t)
〉

ξ
, (4.3)

onde 〈〉ξ denota o valor médio com respeito a ξ. A evolução pode ser entendida como a

ação de um novo operador Λ (t) que age sobre o estado inicial.

ρ (t) = Λ (t) ρ (0) Λ† (t) . (4.4)

Exemplos mais conhecidos deste operador são o operador de Lindblad e da teoria de

Redfield, que discutiremos a seguir.

4.1 Equações Mestras

A dinâmica de um sistema pode ser descrita por operadores de evolução para inter-

valos de tempo bem definidos. Em geral, a MQ permite obter o operador que descreve a

dinâmica do sistema para todo o intervalo de tempo, desde que tenhamos conhecimento

3O ambiente é conhecido também como banho térmico.
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das interações. Para isto, precisamos obter Λ (t), ou, equivalentemente, ρ (t). Basica-

mente, temos que encontrar as equações diferenciais que descrevem o sistema e resolvê-

las. As primeiras propostas no estudo de Equações Mestras foi reportado pelo grupo do

E.C.G. Sudarshan e colaboradores [100, 101, 102], por outro lado, independentemente

G. Lindblad apresentou resultados de estudos que representam processos de relaxação

usando o conceito de transformações completamente positivas [103], assim como também

K. Kraus reportou estudos similares usando o conceito de Operador Soma [104].

Pois bem, a equação diferencial que descreve a evolução temporal do operador densi-

dade ρ (t) é normalmente chamada de “Equação Mestra”. Se for uma equação autônoma4,

tomará a forma:
d

dt
ρ (t) = (L) ρ (t) , (4.5)

com L sendo conhecido como Liovilleano [103] ou chamado de superoperador Liouvil-

leano5. A idéia que combinações convexas6 devem ser preservadas exige que o superoper-

ador L atue linearmente sobre ρ (t), além disso, L é um operador completamente positivo

([106] pag. 118). Tal equação tem solução formal, e esta é dada por [103, 107, 108]:

ρ (t) = exp {Lt} ρ (0) = Ξ (t) ρ (0) . (4.6)

A principal dificuldade está em construir o superoperador Liouvilleano, e a pergunta

importante é: Como obter a equação mestra para um dado sistema? Podemos dizer que

não existem regras gerais, mas para isso podemos citar algumas alternativas principais,

sendo posśıvel até mesmo o uso de combinações entre elas.

4.1.1 Primeira alternativa

A primeira alternativa é estabelecer as condições que L deve satisfazer de modo a

garantir que a solução (4.6) seja de fato um operador. Esta forma de análise foi apresen-

tada por Lindblad [103], que estabelece a forma que L deve ter para que Ξ (t) ≡ eLt seja

4Equação diferencial é autônoma se não depende explicitamente da variável diferencial. No caso da

Equação Mestra tem que ser explicitamente independente do tempo.
5É chamado de superoperador porque L representa um operador que age sobre um operador ρ (0) e o

resultado é outro operador ρ (t).
6Seja um conjunto X ∈ E sendo E espaço vetorial e seja {vi} uma base com vi ∈ X se diz que

∑
i aivi

é uma combinação convexa quando [105]:

⋄ ai ≥ 0

⋄ ∑
i ai = 1

⋄ ∑
i aivi ∈ X .
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um mapa positivo para todo t, isto é, para todo operador positivo ρ , Ξ (t) ρ também é

um operador positivo.

A chamada forma de Lindblad pode ser assim representada:

L =
1

ih̄
[H, •] +

∑

j

{
2Lj • L†

j − L†
jLj • − • L†

jLj

}
, (4.7)

na equação acima, o śımbolo • é utilizado para indicar o operador sobre o qual L está

agindo. Os operadores Lj, comumente chamados de operadores de Lindblad, descrevem

os efeitos causados pelo ambiente no sistema, sendo responsáveis pelo desvio da evolução

temporal daquela que seria uma evolução unitária. Por exemplo, para o operador densi-

dade ρ temos:

L (ρ) =
1

ih̄
[H, ρ] +

∑

j

{
2LjρL

†
j − L†

jLjρ− ρL†
jLj

}
. (4.8)

Para um sistema isolado, a equação de movimento do operador densidade é descrita

como:
d

dt
ρ =

1

ih̄
[H, ρ] , (4.9)

ou seja, a equação (4.5), com L na forma (4.7), onde todos os Lj são nulos, vemos que

é recuperada a expressão (2.13) significando que processos não unitarios são eliminados

da evolução do sistema. De fato, H é o hamiltoniano do sistema e identificado com

processos unitarios, enquanto que os operadores de Lindblad cuidarão do fato de Ξ (t)

não ser unitário.

Podemos citar entre os casos mais estudados, osciladores harmônicos e sistemas de

dois ńıveis em contato com reservatórios térmicos. Como exemplos, apresentamos as

expressões de Liouvilianos para alguns casos mais estudados:

Para o oscilador harmônico em T = 0, temos:

L = −iω
[
b†b, •

]
+ κ

{
2b • b† − b†b • − • b†b

}
, (4.10)

onde κ representa a interação com a vizinhança. E para o oscilador harmônico em T > 0;

teremos:

L = −iω
[
b†b, •

]
+κ (n+ 1)

{
2b • b† − b†b • − • b†b

}
+κn

{
2b† • b− bb† • − • bb†

}
,

(4.11)

onde n traz informação da vizinhança. No caso de um resevatorio puramente difusivo7,

7Que é um caso particular da equação (4.11) para as condições n → ∞, κ → 0 e κn → γ, sendo γ

uma constante positiva
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temos:

L = −iω
[
b†b, •

]
+ γ

{
2b • b† − b†b • − • b†b

}
+ γ

{
2b† • b− bb† • − • bb†

}
. (4.12)

Estes três exemplos mostram como podem mudar a forma das equações mestras,

mesmo quando elas tomam a forma de Lindblad [107].

4.1.2 Segunda alternativa

Se desejamos conhecer a dinâmica de um sistema quântico S, devemos levar em con-

sideração que S não está isolado. Podemos então considerar uma descrição onde, além

do sistema S, todo ambiente (E) ao qual S está em contato é considerado. Então, o

sistema completo é S ⊗ E , e podemos supor agora que o sistema completo esteja isolado.

A evolução temporal deste sistema completo obedecerá aos postulados da MQ. Devemos

considerar também que somente teremos acesso experimental ao sistema S (ou ainda que

S inclui todos os chamados graus de liberdade relevantes do problema). Isto é, mesmo

que consigamos descrever o estado do sistema completo, as medidas experimentais serão

feitas em ρS = TrE ρ. Então, nosso objetivo é apenas descrever a evolução de ρS e é isso

que as equações mestras se propõem a fazer.

O propósito do sistema E é de influenciar na evolução de S, e portanto de alguma

forma deve constar na equação mestra. Na equação do nosso segundo exemplo anterior

(equação (4.11)), a interação com a vizinhança é representada pela constante κ, e o estado

de E é representado por n e também pela forma do operador Liouvilleano que descreve a

ação do banho térmico. Devemos levar em consideração que nesta descrição, n traz toda

a informação que precisamos do sistema completo.

Para encontrar a equação mestra desejada podemos utilizar diversas considerações.

Isso consiste em assumir algumas aproximações, com significado f́ısico claro e direto.

A) Uma aproximação bastante comum é que a vizinhança é um sistema com muitos

graus de liberdade, o que leva ao conceito de reservatório térmico. Este reservatório é

normalmente considerado em equiĺıbrio térmico [109], portanto o sistema é modelado por

um hamiltoniano HE . Então temos a seguinte matriz densidade:

ρE (0) =
1

Z
e−βHE , (4.13)

onde Z = Tr
{
e−βHE

}
é a função de partição, que serve como um fator de normalização,

β = (kBT )−1, kB a constante de Boltzmann e T a temperatura do sistema. O processo
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mais viável é modelar o reservatório por uma quantidade imensa de osciladores harmônicos

independentes (i.e. os modos normais de vibração do reservatório), onde cada oscilador in-

terage fracamente com S. Novamente, de maneira condizente com a noção termodinâmica

de reservatório, faz-se a hipótese de o reservatório não ser afetado pelo sistema, o que se

traduz em supor ρE (t) ≈ ρE (0).

B) Outra aproximação é sobre o estado inicial. É posśıvel expressar o estado inicial

de S e do ambiente E como o produto tensorial representado por:

ρ (0) = ρS (0)⊗ ρE (0) . (4.14)

C) Finalmente a dedução da equação mestra passa por uma “expansão de Born” em

segunda ordem do operador densidade, esta aproximação assume que o acoplamento entre

o sistema (S) e o ambiente (E) é fraco, por isto pode ser escrito:

ρ (t) = ρ (0)− i

h̄

t∫

0

dt′ [H (t′) , ρ (0)]− 1

h̄2

t∫

0

dt′
t′∫

0

dt′′ [H (t′′) , [H (t′) , ρ (0)]]− . . . . , (4.15)

Por derivação, a equação (4.15) pode ser levada a uma equação integral - diferencial, e no

termo da integral é feita a chamada aproximação de Born-Markov, assim, encontrando a

equação mestra.

4.1.3 Terceira alternativa

Uma outra estratégia, comumente utilizada é escrever o propagador do sistema com-

pleto em termos de integrais de trajetória8, e utilizando aproximações semelhantes às

anteriormente comentadas, é posśıvel calcular o propagador do sistema de interesse.

Resumindo, apresentamos várias considerações f́ısicas, e onde algumas aproximações

foram feitas, e é dif́ıcil imaginar que todas elas sejam válidas simultaneamente. Mas

visualizamos que estes procedimentos dependem da forma como definimos a equação que

governa a dinâmica do subsistema, o que vai ser importante para resolver o nosso pro-

blema. Em seguida, apresentaremos conceitos de processos aleatórios e aqueles que estão

vinculados com processos estat́ısticos para aplicar a segunda estratégia e demonstrar a

equação mestra da teoria de Redfield.

8Da tradução do inglês “path integral”
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4.2 Processos Aleatórios

O fenômeno da relaxação em RMN ocorre devido à presença de pequenos campos,

não estáticos, que são originados devido ao movimento térmico de dipolos, moléculas ou

part́ıculas vizinhas [110]. Estes campos perturbativos conduzem o sistema ao seu estado

de equiĺıbrio térmico, em que todos os estados são populados segundo a distribuição de

Boltzmann [109].

O fenômeno da relaxação pode ser estudado utilizando diferentes métodos como, por

exemplo:

a) Estudar processos de relaxação usando o método dos momentos [110, 111], pois

a informação sobre a relaxação está contida no espectro, mais precisamente nas densi-

dades espectrais que dependem da posição e orientação (conhecidos como intensidades do

espectro de Fourier).

b) O método apresentado por Kubo et al. [112] utiliza o método quântico estat́ıstico

baseado na teoria linear de processos irreverśıveis (a teoria linear assume que a perturbação

externa é muito menor, e que a resposta do sistema é linear), entre outros métodos

[26, 109, 113, 114].

Como foi comentado anteriormente, a principal fonte que contribui para a relaxação

é o movimento térmico, que é aleatório, e a dinâmica das moléculas, que também é um

processo estocástico [63]. Entre os exemplos mais estudados estão o Movimento Browniano

e os Caminhos Aleatórios. No movimento Browniano, uma part́ıcula em suspensão no

meio ambiente sofre pequenas colisões aleatórias com outras durante todo o tempo e em

várias direções. Essas interações discretas são então tratadas como cont́ınuas, e uma

equação pode então ser derivada (conhecida como equação de Langevin), e esta pode ser

utilizada para explicar o fenômeno.

4.2.1 Definição de processo aleatório

Um processo aleatório y (t) é um processo em que a variável y não depende de uma

forma completamente definida da variável independente, t, como num processo causal. O

processo aleatório y (t) é completamente descrito pelo seguinte conjunto de distribuições

de probabilidade:

p1 (y, t) dy : Probabilidade de encontrar y na faixa y, y + dy no tempo t.

p2 (y1, t1; y2, t2) dy1dy2 : Probabilidade conjunta de encontrar dois valores de y entre

y1 , y1 + dy1, no tempo t1, e entre y2 entre y2 + dy2, no tempo t2.
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p3 (y1, t1; y2, t2; y3, t3) dy1dy2dy3 : Probabilidade conjunta de encontrar um conjunto de

três valores de y entre y1 e y1 + dy1, y2 e y2 + dy2 e y3 e y3 + dy3, nos tempos t1, t2 e t3,

respectivamente.

Estas probabilidades têm que satisfazer as seguintes condições:

a) pn ≥ 0.

b) pn (y1, t1; y2, t2; · · · · · · ; yn, tn) é função simétrica nas variaveis y1, t1; y2, t2; .........; yn, tn.

c) pk (y1, t1; y2, t2; · · · · · · ; yk, tk) =
∫ · · · ∫ dyk+1 · · · · · · dynpn (y1, t1; · · · · · · ; yn, tn).

Destas propriedades, podemos classificar os processos aleatórios como:

- Processos puramente aleatórios: Quando valores sucessivos de y não estão correla-

cionados:

p2 (y1, t1; y2, t2) = p1 (y1, t1) p1 (y2, t2) (4.16)

- Processos de Markoff: Este processo utiliza o conceito de probabilidade condicional,

P2 (y1|y2, t) dy2. Esta é a probabilidade de encontrar y no intervalo y2, y2 + dy2 em um

tempo t, conhecendo y1.

p2 (y1, y2, t) = p1 (y1)P2 (y1|y2, t) (4.17)

E P2 também satisfaz as condições a) , b) e c). Usando estas definições podemos ver

que para processos aleatórios estacionários num tempo T o valor médio de y (t) é zero,

sendo que fora do intervalo T definimos y (t) = 0.

Para demonstrar teoricamente a origem das densidades espectrais começaremos usando

as definições dos parágrafos anteriores. Diremos que uma função y é aleatória em cada

instante t se depende de uma lei de probabilidades p (y, t) que, por sua vez, dependem do

parâmetro t.

O valor médio da função aleatória num instante t é representado pela expressão:

〈y (t)〉 =
∫
y p (y, t) dy. (4.18)

Se f (y) é uma função de y, f será também uma função aleatória de t e teremos:

〈f (t)〉 =
∫
f (y) p (y, t) dy. (4.19)

Os diferentes valores y (t) da função aleatória correspondem aos diferentes tempos de t.

Em geral, as variáveis aleatórias não são independentes, mas possuem uma correlação.

Definiremos a função de correlação p (y1, t1; y2, t2) como a probabilidade de y assumir o

valor y1 no instante t1 e y2 no instante t2.



4.2. Processos Aleatórios 77

Uma probabilidade que precisamos é a P (y1, t1; y2, t2), que é a probabilidade de que y

seja y2 no tempo t2 quando conhecemos o valor de y que foi y1 no tempo t1. Temos então

a relação:

p (y1, t1; y2, t2) = P (y1, t1; y2, t2) p (y1, t1) . (4.20)

Chamaremos a função G de autocorrelação da função f (y) relativamente aos tempos t1

e t2.

G (t1, t2) = f (t1) f ∗ (t2), (4.21)

G (t1, t2) =
∫ ∫

p (y1, t1; y2, t2) f (y1) f
∗ (y2) dy1dy2, (4.22)

G (t1, t2) =
∫ ∫

P (y1, t1; y2, t2) p (y1, t1) f (y1) f
∗ (y2) dy1dy2. (4.23)

onde a função aleatória estacionária é aquela que é invariante à mudança da origem do

tempo. Então, podemos reescrever a equação acima em função da diferença dos tempos

t1 e t2 (t2 − t1 = τ):

p (y1, y2, τ) = P (y1, y2, τ) p (y1) , (4.24)

G (τ) =
∫ ∫

P (y1, y2, τ) p (y1) f (y1) f
∗ (y2) dy1dy2. (4.25)

Pela definição de probabilidade, p (y1, y2, τ), temos que:

p (y1, y2, τ) = p (y1, y2,−τ) . (4.26)

Então teremos para G (τ):

G (−τ) = G∗ (τ) . (4.27)

Pela simetria de eventos entre o passado e o futuro, sabemos que:

p (y1, y2,−τ) = p (y1, y2, τ) , (4.28)

O que resulta em:

G (−τ) = G∗ (τ) = G (τ) . (4.29)

A função de autocorrelação é uma função par, e também real que depende de τ .

Definiremos a densidade espectral, ou também conhecida como transformada de Fourier:

j (ω) =

∞∫

0

G (τ) e−iωτdτ, (4.30)

J (ω) = 2

∞∫

0

G (τ) cos (ωτ) dτ =

∞∫

−∞
G (τ) e−iωτdτ, (4.31)

k (ω) =

∞∫

0

G (τ) sin (ωτ) dτ, (4.32)
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onde j (ω) = 1
2
J (ω)− ik (ω). Reciprocamente temos que G (τ):

G (τ) =
1

2π

∞∫

−∞
J (ω) eiωτdω. (4.33)

Para τ = 0, temos:

G (0) = |f |2 =
1

2π

∞∫

−∞
J (ω) dω. (4.34)

Este é um breve resumo dos principais conceitos de estat́ıstica, que serão utilizados no

estudo de processos de relaxação, a ser discutido na seguinte seção e mais detalhadamente

no Apendice A, para obtermos a equação mestra de Redfield (na seção 4.3). Existem na

literatura estudos mais completos envolvendo processos estocásticos [115] e movimento

browniano [116, 117], que são aplicados em sistemas semi-clássicos e quânticos utilizando

o operador densidade para descrever o processo de relaxação [118].

4.3 Teoria de Redfield

Com a descoberta da Ressonância Magnética, foi aberta a porta para novas áreas de

pesquisa em estudo de materiais, medicina, etc. Além disso, surgiram novas dúvidas que

precisavam ser respondidas, uma delas foi a seguinte pergunta: “Como o estado quântico

criado em RMN voltava ao equiĺıbrio térmico?”. A resposta envolveu a contribuição de

vários pesquisadores em diferentes laboratórios [62, 110, 112, 119, 120, 121]. Redfield

em 1957, publicou um trabalho propondo um método que consolidaria a resposta desta

pergunta [26].

Foi visto que os processos de relaxação dependem do tipo de interação que existe entre

os vizinhos. Estas interações induzem perturbações minúsculas no sistema. Por exemplo,

a proposta das equações de Bloch [122] é baseada no seguinte pressuposto: as interações

do spin com a rede9 e do spin com outros spins podem ser consideradas de maneira

independente da interação do spin com o campo magnético externo aplicado. Assim, os

efeitos de interação de spin-rede e spin-spin são descritos por termos de relaxação simples

(pag 1791 ref [124]).

Na literatura encontramos algumas alternativas para o estudo da teoria de relaxação

[110, 112, 122]. Neste trabalho faremos uso da formulação adotada nas seguintes re-

ferências [60, 63, 116].

9Banho térmico [123].
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No Caṕıtulo 2 apresentamos a equação (2.13), que é outra forma da equação de movi-

mento em função do operador A. Na teoria de relaxação em RMN, este operador é a

matriz densidade. Então, a equação (2.13) será escrita da seguinte forma:

∂

∂t
(ρ (t)) = − i

h̄
[H (t) , ρ (t)] ,

A equação definida acima é conhecida como equação de Liouville - Von Neumann:

ih̄
∂ρ (t)

∂t
= [H (t) , ρ (t)] . (4.35)

Na RMN, o Hamiltoniano H (t) é a soma de duas contribuições; H0 que representa

a dinâmica do sistema em estado estacionário independente do tempo, e Hint (t) que

representa a dinâmica do sistema quando atua uma perturbação dependente do tempo.

O Hamiltoniano tem a forma:

H (t) = H0 +Hint (t) , (4.36)

e a equação de Liouville - Von Neumann será então dada por:

ih̄
∂ρ (t)

∂t
= [H0 +Hint (t) , ρ (t)] .

Utilizando a representação descrita em [36], ao aplicarmos uma transformação canônica,

teremos:

H̃int (t) = eiH0t/h̄Hint (t) e−iH0t/h̄ , (4.37)

ρ̃ (t) = eiH0t/h̄ρ (t) e−iH0t/h̄, (4.38)

ρ̃ (0) = ρ (0) . (4.39)

Podemos então encontrar as seguintes expressões:

〈n| H̃int (t) |m〉 = 〈n| eiH0t/h̄Hint (t) e−iH0t/h̄ |m〉 = eiωnte−iωmt 〈n|Hint (t) |m〉 ,

〈n| ρ̃ (t) |m〉 = 〈n| eiH0t/h̄ρ (t) e−iH0t/h̄ |m〉 = eiωnte−iωmt 〈n| ρ (t) |m〉 ,

〈n| ρ̃ (0) |m〉 = 〈n| ρ (0) |m〉 ,

onde |m〉 e |n〉 são autoestados de H0. Usando as equações (4.37 - 4.39), é posśıvel

demonstrar que:

ih̄
∂ρ̃ (t)

∂t
=
[
H̃int (t) , ρ̃ (t)

]
. (4.40)

Esta última equação é a equação de Liouville - Von Neumann na representação de in-

teração. A solução desta equação não é trivial, e somente em casos simples existem
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soluções exatas. Para aqueles casos não-triviais, é posśıvel encontrar algumas soluções

aproximadas usando um processo de recursividade. Nesse caso, integrando a equação

(4.40), encontramos:

ρ̃ (t) = ρ̃ (t0) +
1

ih̄

t∫

t0

[
H̃int (t′) , ρ̃ (t′)

]
dt′ .

Ao realizamos o mesmo procedimento para ρ̃ (t′), teremos então:

ρ̃ (t′) = ρ̃ (t0) +
1

ih̄

t′∫

t0

[
H̃int (t′′) , ρ̃ (t′′)

]
dt′′ .

Podemos repetir este procedimento para ρ̃ (t′′) e também para outros valores de ρ̃ (tn)

(recursivamente). No entanto, para encontrar uma solução, é necessário definir o grau de

aproximação que desejamos ter em nossos resultados. Aqui utilizaremos o segundo grau

de aproximação, encontrando:

ρ̃ (t) = ρ̃ (t0) +
1

ih̄

t∫

t0

[
H̃int (t′) , ρ̃ (t0)

]
dt′

+
(

1

ih̄

)2 t∫

t0

t′∫

t0

[
H̃int (t′) ,

[
H̃int (t′′) , ρ̃ (t0)

]
dt′′
]
dt′. (4.41)

A equação acima é uma solução da equação de Liouville Von Neumann. Se derivamos

a equação (4.41) em função do tempo temos:

∂ρ̃ (t)

∂t
=

1

ih̄

[
H̃int (t) , ρ̃ (t0)

]
− 1

h̄2

t∫

t0

[
H̃int (t) ,

[
H̃int (t′) , ρ̃ (t0)

]
dt′
]
. (4.42)

Ao calcularmos a solução da equação (4.42) para o elemento 〈α| ρ̃ (t) |α′〉, considerando

as definições de processos aleatórios, funções de correlação, densidade espectral, transfor-

mada de Fourier e outras definições apresentadas, é posśıvel demonstrar a equação de

Redfield (a demostração mais detalhada esta no Apêndice A, equação (A.33)), também

conhecida como equação mestra para a matriz densidade [60].

∂ρ̃αα′ (t)

∂t
=
∑

ββ′

Rαα′ββ′ei(ωα−ωβ+ωβ′−ωα′)tρ̃ββ′ (t) , (4.43)

onde o termo da esquerda representa a variação temporal do elemento ρ̃αα′ (t) da matriz

densidade; Rαα′ββ′ representa o operador de relaxação de Redfield, este operador possui

a informação f́ısica dos processos que dão origem à relaxação dos elementos da matriz
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densidade; ωn com n = α, α′, β, β′ são múltiplos da freqüência de Larmor do sistema

f́ısico.

A expressão acima será utilizada no estudo do sistema quadrupolar. Entretanto, de-

vemos lembrar que esta expressão foi obtida utilizando a segunda alternativa do estudo

de sistemas abertos [26, 108]. Uma caracteŕıstica deste procedimento é que a equação

mestra de Redfield descreve apropriadamente processos de relaxação em RMN, pois con-

sidera densidades espectrais do tipo ≈ 1
ω

classificado como um caso patológico segundo

Leggett [125].

Os conceitos discutidos neste caṕıtulo serão utilizados no próximo, onde descreveremos

um estudo de perda de coerência e dissipação de um sistema quântico.



Caṕıtulo 5

Processos de relaxação em sistemas

quadrupolares (I = 3/2)

Um dos primeiros trabalhos reportados sobre relaxação em sistemas quadrupolares,

utilizando a técnica de RMN, foi com núcleos de spin I = 1 [126]. O objetivo daquele

trabalho foi entender como a interação quadrupolar influencia no alargamento dos mul-

tipletos do espectro dos núcleos de spin I = 1/2, que também presentes no sistema. O

acoplamento quadrupolar foi considerado como a fonte do alargamento dos multipletos,

e alguns testes experimentais foram realizados no sistema 14NH3. Posteriormente, foram

desenvolvidos outros trabalhos reportando resultados teóricos para amostras ĺıquidas e

gasosas [127], em moléculas não esféricas [128] e sistemas onde flutuações magnéticas e

quadrupolares estão presentes [129]. Outros estudos para spins I > 1 foram publica-

dos, como por exemplo, em sistemas anisotrópicos utilizando espectroscopia quadrupolar

bidimensional [130] e o estudo de espectroscopia de múltiplo quantum [131].

Foram realizados também estudos de relaxação para acompanhar efeitos de estrutura,

ordem e dinâmica de sistemas heterogêneos aquosos como gels bio-poliméricos e tecidos

biológicos [132]. Estudos sobre relaxação térmica e perda de coerência influenciada pelas

interações quadrupolares estáticas e flutuantes também foram publicados. Estes estudos

foram abordados utilizando as equações das formas das linhas dos espectros, que estão

vinculadas ao movimento molecular em meios anisotrópicos [133]. Continuando nesta

direção de pesquisa, alguns estudos considerando a interação quadrupolar e dipolar como

fonte de alargamento das linhas do espectro, têm sido apresentados pelo grupo do Prof.

Eliav [134, 135, 136, 137].

Exemplos de núcleos mais estudados de spin 3/2 são: 7Li, 23Na, 87Rb, 35Cl e 81Br,

82
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onde o mecanismo de relaxação é dominado pela interação quadrupolar. Os experimentos

de relaxação são senśıveis as densidades espectrais que contém a informação do tempo

caracteŕıstico das flutuações do gradiente de campo elétrico em ordens de 0, ωL e 2ωL

(sendo ωL a freqüência de Larmor) [138].

Os estudos de relaxação em sistemas quadrupolares de 23Na, podem ser classificados

de acordo com o tipo de interação: devido à interação quadrupolar [27], devido à in-

teração quadrupolar mais uma perturbação de radiofreqüência [138], devido à interação

quadrupolar mais a interação dipolar [134, 135, 136] e algumas outras combinações.

O nosso interesse de estudar sistemas quadrupolares surgiu com o avanço da teoria de

CQ. Em 1999, foi publicado um trabalho teórico, prevendo a possibilidade de manipular a

informação quântica, em sistemas de spins nucleares I = 3/2, como acontece com sistemas

de dois spins nucleares I = 1/2 acoplados [71]. Uma analogia com a base computacional

nos mesmos padrões dos bits clássicos de zeros e uns foi encontrada. Logo, foram propostos

métodos para produzir estados pseudo puros [73], assim como também implementar portas

lógicas [72] e alguns algoritmos quânticos [139].

Neste caṕıtulo detalharemos o procedimento que utilizamos para estudar a relaxação

do sistema quadrupolar a partir dos elementos da matriz densidade de desvio. Dividimos

este estudo em duas partes, uma para os elementos não diagonais (relaxação transversal)

e outra para os elementos diagonais (relaxação longitudinal). Com isto, construiremos

alguns tipos de matriz densidade que representam diferentes estados quânticos, como

os utilizados em Computação e Informação Quântica. Explicaremos como aproveitar a

superposição de estados para obter informação de propriedades estat́ısticas do sistema

f́ısico. Finalmente, comparamos o estudo de processos de relaxação no nosso sistema

quadrupolar com um sistema de spins 1/2 acoplados [47].

5.1 Fundamentos Teóricos de Relaxação no Sistema

Quadrupolar

O desenvolvimento teórico para estudar relaxação em sistemas quadrupolares por

RMN tem como ponto de partida a equação mestra de Redfield (equação (4.43)). Como

anteriormente comentamos, dividiremos esta análise em duas partes:

- Estudo dos elementos não diagonais da matriz densidade de desvio.

- Estudo dos elementos diagonais da matriz densidade de desvio.
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5.1.1 Elementos não diagonais: Relaxação transversal

Em sistemas quadrupolares, a relaxação transversal de transições degeneradas não

podem em geral ser descritas por um único tempo simples de relaxação (T2), como acontece

em sistemas de dois ńıveis [127]. Em sistemas de dois ńıveis surgem simplificações que

ajudam no cálculo, que é um pouco mais complicado no caso de spins maiores, I >

1/2. Para visualizar melhor o processo, escolhemos um elemento da matriz densidade

e mostraremos o procedimento para encontrar a equação que descreve sua dinâmica no

contexto da relaxação. Por exemplo, consideremos os elementos de primeira ordem1. Estes

elementos satisfazem a condição ∆m = ±1, lembrando que os valores m são autovalores

do Hamiltoniano do termo de Zeeman e o termo secular da interação quadrupolar H0 =

−h̄ωLIz + h̄ωQ
6

(3I2
z − I2) (equação (3.1) e (3.4)). Portanto, na equação (4.43) os valores

dos sub́ındices são α = q e α′ = q+1. Considerando sub-́ındices utilizados na figura 3.4A,

onde q é 0, 1 e 2, e calculando o elemento ρ̃01 (t), isto é α = 0 e α′ = 1, temos:

∂ρ̃01 (t)

∂t
=
∑

ββ′

R01ββ′ei(ω0−ωβ+ωβ′−ω1)tρ̃ββ′ (t) , (5.1)

onde a interpretação dos coeficientes R01ββ′ é dada pela equação (A.32). Em prinćıpio os

ı́ndices β e β′ também podem tomar quaisquer valores assim β, β′ = 0, 1, 2, 3; mas pela

condição ∆m = ±1, somente assumem valores β = q e β′ = q + 1, logo β = {0, 1, 2} e

β′ = {1, 2, 3} isto se cumple para q = 0, 1, 2, assim encontramos a expressão:

∂ρ̃01 (t)

∂t
=

∑

β

R01β1e
i(ω0−ωβ+ω1−ω1)tρ̃β1 (t)

+
∑

β

R01β2e
i(ω0−ωβ+ω2−ω1)tρ̃β2 (t)

+
∑

β

R01β3e
i(ω0−ωβ+ω3−ω1)tρ̃β3 (t) ,

∂ρ̃01 (t)

∂t
= R0101e

i(ω0−ω0+ω1−ω1)tρ̃01 (t) +R0111e
i(ω0−ω1+ω1−ω1)tρ̃11 (t) +R0121e

i(ω0−ω2+ω1−ω1)tρ̃21 (t)

+R0102e
i(ω0−ω0+ω2−ω1)tρ̃02 (t) +R0112e

i(ω0−ω1+ω2−ω1)tρ̃12 (t) +R0122e
i(ω0−ω2+ω2−ω1)tρ̃22 (t)

+R0103e
i(ω0−ω0+ω3−ω1)tρ̃03 (t) +R0113e

i(ω0−ω1+ω3−ω1)tρ̃13 (t) +R0123e
i(ω0−ω2+ω3−ω1)tρ̃23 (t) .

Como ωi são autovalores do HamiltonianoH0 temos que os seguintes valores: ω0, ω1, ω2, ω3

estão vinculados com os valores de m = 3
2
, 1

2
, −1

2
, −3

2
respectivamente. Assim é posśıvel

1Do termo em inglês “single quantum”
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calcular os valores dos argumentos das exponenciais de cada um dos termos:

− (ω2 − ω1) , ω0 − ω1 , − (2ω1 − ω0 − ω3) , (5.2)

− (ω3 − ω1) , ω0 − ω2, (5.3)

e calculando os argumentos das exponenciais, encontramos:

∂ρ̃01 (t)

∂t
= R0101e

i(0)tρ̃01 (t) +R0111e
i(ω0−ω1)tρ̃11 (t) +R0121e

i(ω0−ω2)tρ̃21 (t)

+R0102e
i(ω2−ω1)tρ̃02 (t) +R0112e

i(0)tρ̃12 (t) +R0122e
i(ω0−ω1)tρ̃22 (t)

+R0103e
i(ω3−ω1)tρ̃03 (t) +R0113e

i(ω0−ω1+ω3−ω1)tρ̃13 (t) +R0123e
i(0)tρ̃23 (t) .

Substituindo ei(0)t = 1 e reordenando:

∂ρ̃01 (t)

∂t
= R0101ρ̃01 (t) +R0112ρ̃12 (t) +R0123ρ̃23 (t) +R0102e

i(ω2−ω1)tρ̃02 (t) +

R0111e
i(ω0−ω1)tρ̃11 (t) +R0122e

i(ω0−ω1)tρ̃22 (t) +R0103e
i(ω3−ω1)tρ̃03 (t) +

R0113e
i(ω0+ω3−2ω1)tρ̃13 (t) +R0121e

i(ω0−ω2)tρ̃21 (t) . (5.4)

Os argumentos das exponenciais dos seis últimos termos da equação (5.4), indicam

as oscilações destes termos são muito rápidas, comparadas com os três primeiros termos,

isto é |ω3 − ω1| > |ω0 − ω1| > |ω0 − ω1 + ω3 − ω1| = |ωα − ωβ + ωβ′ − ωα′ | ≫ 0. Por esta

razão estes termos não contribuem [68], isto acontece porque escolhemos as coerências

de primeira ordem, e estas não oscilam, significando que estamos em ressonância com

as coerências de primeira ordem2. Vejamos que há elementos oscilando com freqüências

diferentes, por exemplo, ρ̃11 (t) oscila com freqüência ω0−ω1 em relação aos elementos de

primeira ordem, e o elemento ρ̃03 (t) oscila com freqüência ω3−ω1 em relação aos elementos

de primeira ordem. Este tipo de efeito também acontece para os outros elementos que são

parte da equação (5.4), quando esses termos não estão em ressonância com as coerências

de primeira ordem. Com estas considerações, encontramos a expressão que descreve a

componente ρ̃01 (t):

∂ρ̃01 (t)

∂t
= R0101ρ̃01 (t) +R0112ρ̃12 (t) +R0123ρ̃23 (t) , (5.5)

De maneira análoga, para os elementos ρ̃12 (t) e ρ̃23 (t) dos elementos de primeira ordem,

temos então um sistema de equações diferenciais acopladas:

∂ρ̃01 (t)

∂t
= R0101ρ̃01 (t) +R0112ρ̃12 (t) +R0123ρ̃23 (t) , (5.6)

2Esta situação também é conhecida como aproximação de onda girante muito aplicada em sistemas

de óptica quântica ([106] pag. 135).
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∂ρ̃12 (t)

∂t
= R1201ρ̃01 (t) +R1212ρ̃12 (t) +R1223ρ̃23 (t) , (5.7)

∂ρ̃23 (t)

∂t
= R2301ρ̃01 (t) +R2312ρ̃12 (t) +R2323ρ̃23 (t) , (5.8)

Estas tres últimas expressões podem ser escritas na forma matricial [26]:




˙̃ρ01 (t)

˙̃ρ12 (t)

˙̃ρ23 (t)




=




R
(1)
0101 R

(1)
0112 R

(1)
0123

R
(1)
1201 R

(1)
1212 R

(1)
1223

R
(1)
2301 R

(1)
2312 R

(1)
2323







ρ̃01 (t)

ρ̃12 (t)

ρ̃23 (t)



, (5.9)

onde o superindice (1) nos elementos R
(1)
αα′ββ′ indica que se trata do operador de relaxação

da teoria de Redfield dos elementos de primeira ordem. Esta expressão é equivalente da

equação (2) da ref [27] e com a equação (4.22) da ref [121]. A seguir, faremos um breve

análise, para descrever o significado f́ısico aos elementos R
(1)
αα′ββ′ e sua interpretação f́ısica.

5.1.2 Densidades espectrais no sistema quadrupolar

No caṕıtulo anterior apresentamos o desenvolvimento teórico da equação mestra, para

poder descrever a dinâmica de sistemas f́ısicos interagindo com um banho térmico ou

vizinhança, apresentando definições e expressões matemáticas que permitem descrever a

dinâmica do sistema.

Dentro dos muitos conceitos definidos e deduzidos nas seções anteriores, temos que

destacar a densidade espectral (Caṕıtulo 4 e apêndice A). Em geral, usando o conceito de

densidade espectral é posśıvel encontrar uma relação entre a variedade de tipos de per-

turbações e as interações que contribuem para a perda de coerência dos estados quânticos

do sistema. Particularmente, no sistema que estamos estudando, consideramos a in-

teração quadrupolar (≈ 17kHz) como a principal causa da perda de coerência dos estados

quânticos. Também é verdade que existe uma parcela de interação dipolar (menor do que

100 Hz) no sistema f́ısico, mas a relação entre ambos os tipos de contribuições faz com

que a interação quadrupolar seja predominante no sistema estudado.

Para visualizar estas idéias, consideremos a equação (4.36), no referencial de labo-

ratório:

H (t) = H0 +Hint (t) , (5.10)

Em sistemas quadrupolares temos:

H0 = −h̄ωLIz +
h̄ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
, (5.11)
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Neste caṕıtulo, o termoHint (t) representa a interação com o banho térmico ou reservatório

[60, 140]:

Hint (t) =
2∑

m=−2

(−1)m F−mQm, (5.12)

onde os F−m são funções que dependem das componentes do tensor de gradiente elétrico

Vij (t) = Vij (α (t) , β (t) , γ (t)) com i, j = x, y, z que estão em função dos ângulos de Euler

α (t) , β (t) e γ (t). Estes ângulos definem a orientação do eixo que forma o Vetor Diretor

do núcleo ou molécula com referência ao eixo z do sistema de laboratório, que é paralelo

ao campo magnético estático:

F0 (α (t) , β (t) , γ (t)) =
1

2
Vzz (t) ,

F±1 (α (t) , β (t) , γ (t)) = ∓ 1√
6

(Vzx (t)± iVzy (t)) ,

F±2 (α (t) , β (t) , γ (t)) =
1

2
√

6
(Vxx (t)− Vyy (t)± i2Vxy (t)) ,

Por sua vez, os termos Qm são definidos como:

Q0 =
eQ

2I (2I − 1)

[
3I2

z − I2
]
,

Q±1 = ∓
√

6

2

eQ

2I (2I − 1)
[IzI± + I±Iz] ,

Q±2 =

√
6

2

eQ

2I (2I − 1)
I2
±.

Podemos relacionar as quantidades F−m e Qm utilizando uma constante de proporcio-

nalidade, pois do resultado do segundo termo da equação (4.41), é preciso multiplicar

duas vezes o termo de interação para dois tempos, t′ e t′′, distintos. Assim os coeficientes

dos F−m
′s e Qm

′s também serão multiplicados duas vezes. A expressão da constante de

proporcionalidade é dada por:

C =
1

40
(χQ )

2

(
1 +

η2
Q

3

)
, (5.13)

χQ =
e2qQ

h̄
,

onde χQ contém a informação do acoplamento quadrupolar e ηQ simboliza o parâmetro

de assimetria.

Analisaremos o valor de χQ em conjunto com a expressão (3.40). O fato de considerar

correlações para tempos diferentes, t′ e t′′, produz os resultados das densidades espectrais

que estão associados com a ordem do tensor irredut́ıvel correspondente aos ı́ndices m das

quantidades F−m e Qm (como demonstrado no Apêndice A e também em [60, 63]).
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A expressão da densidade espectral depende da simetria ou assimetria do movimento

das moléculas e/ou núcleos no sistema. Estes movimentos dependem do tipo da interação

com o banho térmico ou com os vizinhos. Por exemplo, as densidades espectrais podem

depender da viscosidade do solvente. Outras representações de densidades espectrais,

como, por exemplo, para movimentos anisotrópicos, podem ser encontrados em [136]. O

caso mais simples é a densidade espectral para movimentos isotrópicos, que é representada

por:

Jn =
2τc

1 + (nωLτc)
2 , (5.14)

onde τc é o tempo de correlação e ωL a freqüencia de Larmor do sistema. Na seção

deste caṕıtulo onde os resultados experimentais são apresentados, explicaremos as razões

de escolher um modelo de relaxação espećıfico, também explicaremos como encontrar os

valores dos parâmetros f́ısicos apresentados e as densidades espectrais. Por enquanto,

continuaremos com o desenvolvimento teórico necessário para completar a nossa análise

dos elementos não diagonais.

A partir da equação mestra de Redfield (4.43) e das equações (4.42) (5.12) é posśıvel

mostrar a expressão [63]:

d 〈Ir〉
dt

= J (0) 〈[Q0, [Ir, Q0]]〉+ J (ω) 〈[Q−1, [Q1, Ir]] + [Q1, [Q−1, Ir]]〉

+J (2ω) 〈[Q−2, [Q2, Ir]] + [Q2, [Q−2, Ir]]〉 . (5.15)

Com este resultado e com os procedimentos descritos no Apêndice A podemos visualizar

a origem das densidades espectrais (J (0) = J0, J (ω) = J1, J (2ω) = J2), e calcularmos os

operadores de Redfield para cada ordem de coerência [27, 121]. Para o caso do operador

de Redfield dos elementos da matriz densidade de primeira ordem temos:

R(1) = C




− (J0 + J1 + J2) 0 J2

0 − (J1 + J2) 0

J2 0 − (J0 + J1 + J2)



.

Por tanto:



˙̃ρ01 (t)

˙̃ρ12 (t)

˙̃ρ23 (t)




= C




− (J0 + J1 + J2) 0 J2

0 − (J1 + J2) 0

J2 0 − (J0 + J1 + J2)







ρ̃01 (t)

ρ̃12 (t)

ρ̃23 (t)



.
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Para resolver este sistema de equações, diagonalizamos o operadorR(1) utilizando a matriz:

U =
1√
2




1 0 1

0
√

2 0

1 0 −1



,

e encontramos a solução do nosso sistema de equações de primeira ordem:

ρ̃01 (t) =
1

2

[(
ρ̃0

01 + ρ̃0
23

)
e−C(J0+J1)t +

(
ρ̃0

01 − ρ̃0
23

)
e−C(J0+J1+2J2)t

]
, (5.16)

ρ̃12 (t) = ρ̃0
12e

−C(J1+J2)t, (5.17)

ρ̃23 (t) =
1

2

[(
ρ̃0

01 + ρ̃0
23

)
e−C(J0+J1)t −

(
ρ̃0

01 − ρ̃0
23

)
e−C(J0+J1+2J2)t

]
. (5.18)

Realizando uma operação análoga para elementos de segunda ordem3, ∆m = ±2,

encontrando:



˙̃ρ02 (t)

˙̃ρ13 (t)


 =



R

(2)
0202 R

(2)
0213

R
(2)
1302 R

(2)
1313






ρ̃02 (t)

ρ̃13 (t)


 ,

onde a matriz de relaxação é dada por:

R(2) = C



− (J0 + J1 + J2) J1

J1 − (J0 + J1 + J2)


 .

Resolvendo então o sistema de equações, temos:

ρ̃02 (t) =
1

2

[(
ρ̃0

02 + ρ̃0
13

)
e−C(J0+J2)t +

(
ρ̃0

02 − ρ̃0
13

)
e−C(J0+2J1+J2)t

]
, (5.19)

ρ̃13 (t) =
1

2

[(
ρ̃0

02 + ρ̃0
13

)
e−C(J0+J2)t −

(
ρ̃0

02 − ρ̃0
13

)
e−C(J0+2J1+J2)t

]
. (5.20)

Similarmente, para os elementos terceira ordem4 ∆m = ±3, temos:

˙̃ρ03 (t) = R
(3)
0303ρ̃03 (t) ,

R(3) = −C (J1 + J2) ,

sendo a solução desta equação diferencial:

ρ̃03 (t) = ρ̃0
03e

−C(J1+J2)t. (5.21)

3Ou em inglês “double quantum”
4Do inglês “triple quantum”
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Resumindo, o conjunto completo de elementos transversais, ou coerências, da matriz

densidade é descrito nas seguintes equações:

ρ̃01 (t) =
1

2

[(
ρ̃0

01 + ρ̃0
23

)
e−C(J0+J1)t +

(
ρ̃0

01 − ρ̃0
23

)
e−C(J0+J1+2J2)t

]
, (5.22)

ρ̃12 (t) = ρ̃0
12e

−C(J1+J2)t, (5.23)

ρ̃23 (t) =
1

2

[(
ρ̃0

01 + ρ̃0
23

)
e−C(J0+J1)t −

(
ρ̃0

01 − ρ̃0
23

)
e−C(J0+J1+2J2)t

]
, (5.24)

ρ̃02 (t) =
1

2

[(
ρ̃0

02 + ρ̃0
13

)
e−C(J0+J2)t +

(
ρ̃0

02 − ρ̃0
13

)
e−C(J0+2J1+J2)t

]
, (5.25)

ρ̃13 (t) =
1

2

[(
ρ̃0

02 + ρ̃0
13

)
e−C(J0+J2)t −

(
ρ̃0

02 − ρ̃0
13

)
e−C(J0+2J1+J2)t

]
, (5.26)

ρ̃03 (t) = ρ̃0
03e

−C(J1+J2)t. (5.27)

Estas expressões serão úteis para calcular as densidades espectrais que mostraremos em

seções seguintes.

5.1.3 Elementos diagonais: Relaxação longitudinal

Assim como acontece para os elementos não diagonais, a relaxação longitudinal não

pode ser expressa por um único decaimento exponencial, e, sim pela soma de duas ou mais

funções exponenciais (que chamaremos de multiexponencial). Como na seção anterior,

vamos escolher um elemento diagonal da matriz densidade ρ̃00 (t) e que satisfaça à condição

∆m = ±0, os valores de α = α′, por exemplo, α = 0 e α′ = 0 na equação (4.43). Portanto,

temos:

∂ρ̃00 (t)

∂t
=

∑

ββ′

R00ββ′ei(ω0−ωβ+ωβ′−ω0)tρ̃ββ′ (t) , (5.28)

∂ρ̃00 (t)

∂t
=

∑

ββ′

R00ββ′ei(ωβ′−ωβ)tρ̃ββ′ (t) . (5.29)

Os ı́ndices β e β′, da equação acima, podem tomar os valores β, β′ = {0, 1, 2, 3}. Logo,

simplificando alguns argumentos das exponenciais, temos:

∂ρ̃00 (t)

∂t
= R0000e

i(0)tρ̃00 (t) +R0010e
i(ω0−ω1)tρ̃10 (t) +R0020e

i(ω0−ω2)tρ̃20 (t) +R0030e
i(ω0−ω3)tρ̃30 (t)

+R0001e
i(ω1−ω0)tρ̃01 (t) +R0011e

i(0)tρ̃11 (t) +R0021e
i(ω1−ω2)tρ̃21 (t) +R0031e

i(ω1−ω3)tρ̃31 (t)

+R0002e
i(ω2−ω0)tρ̃02 (t) +R0012e

i(ω2−ω1)tρ̃12 (t) +R0022e
i(0)tρ̃22 (t) +R0032e

i(ω2−ω3)tρ̃32 (t)

+R0003e
i(ω3−ω0)tρ̃03 (t) +R0013e

i(ω3−ω1)tρ̃13 (t) +R0023e
i(ω3−ω2)tρ̃23 (t) +R0033e

i(0)tρ̃33 (t) .

Como fizemos anteriormente, nas equações (5.2) e (5.3), podemos tirar algumas con-

clusões dos argumentos das exponenciais:

− (ω1 − ω0) , − (ω2 − ω1) , − (ω3 − ω2) , ω0 − ω1 , ω1 − ω2 , ω2 − ω3,
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− (ω2 − ω0) , − (ω3 − ω1) , ω0 − ω2 , ω1 − ω3,

− (ω3 − ω0) , ω0 − ω3,

É posśıvel encontrar as seguintes desigualdades: |ω3 − ω0| > |ω2 − ω0| > |ω1 − ω0| =
|ωα − ωβ + ωβ′ − ωα′ | ≫ 0. Logo, temos:

∂ρ̃00 (t)

∂t
= R0000ρ̃00 (t) +R0011ρ̃11 (t) +R0022ρ̃22 (t) +R0033ρ̃33 (t) .

Adotando um procedimento similar para os elementos ρ̃11 (t), ρ̃22 (t) e ρ̃33 (t), encon-

tramos:

∂ρ̃00 (t)

∂t
= R0000ρ̃00 (t) +R0011ρ̃11 (t) +R0022ρ̃22 (t) +R0033ρ̃33 (t) , (5.30)

∂ρ̃11 (t)

∂t
= R1100ρ̃00 (t) +R1111ρ̃11 (t) +R1122ρ̃22 (t) +R1133ρ̃33 (t) , (5.31)

∂ρ̃22 (t)

∂t
= R2200ρ̃00 (t) +R2211ρ̃11 (t) +R2222ρ̃22 (t) +R2233ρ̃33 (t) , (5.32)

∂ρ̃33 (t)

∂t
= R3300ρ̃00 (t) +R3311ρ̃11 (t) +R3322ρ̃22 (t) +R3333ρ̃33 (t) . (5.33)

Escrevendo na forma matricial, temos [27]:



˙̃ρ00 (t)

˙̃ρ11 (t)

˙̃ρ22 (t)

˙̃ρ33 (t)




= C




R
(0)
0000 R

(0)
0011 R

(0)
0022 R

(0)
0033

R
(0)
1100 R

(0)
1111 R

(0)
1122 R

(0)
1133

R
(0)
2200 R

(0)
2211 R

(0)
2222 R

(0)
2233

R
(0)
3300 R

(0)
3311 R

(0)
3322 R

(0)
3333







ρ̃00 (t)

ρ̃11 (t)

ρ̃22 (t)

ρ̃33 (t)



. (5.34)

A matriz de relaxação, para elementos de ordem zero, pode ser então representada como:



˙̃ρ00 (t)

˙̃ρ11 (t)

˙̃ρ22 (t)

˙̃ρ33 (t)




= C




− (J1 + J2) J1 J2 0

J1 − (J1 + J2) 0 J2

J2 0 − (J1 + J2) J1

0 J2 J1 − (J1 + J2)







ρ̃00 (t)− ρ̃eq
00

ρ̃11 (t)− ρ̃eq
11

ρ̃22 (t)− ρ̃eq
22

ρ̃33 (t)− ρ̃eq
33



.

Sendo ρ̃eq
ii , os elementos da matriz densidade no estado de equiĺıbrio térmico, que é a

condição inicial para resolver o sistema de equações diferenciais. No caso dos elementos

não diagonais, os termos ρ̃eq
jk com j 6= k não foram considerados porque são nulos, mas

neste caso estes devem ser levados em conta. Mudando de variável podemos utilizar:

ρ̃ii (t)− ρ̃eq
ii = ∆ρii = Pi, e diferenciando temos que ˙̃ρii (t) = Ṗi, logo:




Ṗ1 (t)

Ṗ2 (t)

Ṗ3 (t)

Ṗ4 (t)




= C




− (J1 + J2) J1 J2 0

J1 − (J1 + J2) 0 J2

J2 0 − (J1 + J2) J1

0 J2 0 − (J1 + J2)







P1 (t)

P2 (t)

P3 (t)

P4 (t)



,
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Para resolver este sistema de equações utilizamos a matriz U ; que permite diagonalizar o

operador de Redfield R(0):

U =
1

2




1 1 1 1

−1 1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1



,

Assim:



P1 = 1
4

(
R0

1 −R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) +R0
3e

−2CJ2(t−t0) +R0
4e

−2CJ1(t−t0)
)

P2 = 1
4

(
R0

1 +R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) +R0
3e

−2CJ2(t−t0) −R0
4e

−2CJ1(t−t0)
)

P3 = 1
4

(
R0

1 +R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) −R0
3e

−2CJ2(t−t0) +R0
4e

−2CJ1(t−t0)
)

P4 = 1
4

(
R0

1 −R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) −R0
3e

−2CJ2(t−t0) −R0
4e

−2CJ1(t−t0)
)



,

Reescrevendo em funçao dos elementos ρ̃ii (t), temos:



ρ̃00 (t) = ρ̃eq
00 + 1

4

(
R0

1 −R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) +R0
3e

−2CJ2(t−t0) +R0
4e

−2CJ1(t−t0)
)

ρ̃11 (t) = ρ̃eq
11 + 1

4

(
R0

1 +R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) +R0
3e

−2CJ2(t−t0) −R0
4e

−2CJ1(t−t0)
)

ρ̃22 (t) = ρ̃eq
22 + 1

4

(
R0

1 +R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) −R0
3e

−2CJ2(t−t0) +R0
4e

−2CJ1(t−t0)
)

ρ̃33 (t) = ρ̃eq
33 + 1

4

(
R0

1 −R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) −R0
3e

−2CJ2(t−t0) −R0
4e

−2CJ1(t−t0)
)



.

(5.35)

Sendo os R0
i valores constantes encontrados a partir das condições iniciais. O termo

ρ̃00 (t0) é o valor dos elementos da matriz densidade do estado em t = t0, assim temos:



R0
1 = (ρ̃00 (t0)− ρ̃eq

00) + (ρ̃11 (t0)− ρ̃eq
11) + (ρ̃22 (t0)− ρ̃eq

22) + (ρ̃33 (t0)− ρ̃eq
33)

R0
2 = − (ρ̃00 (t0)− ρ̃eq

00) + (ρ̃11 (t0)− ρ̃eq
11) + (ρ̃22 (t0)− ρ̃eq

22)− (ρ̃33 (t0)− ρ̃eq
33)

R0
3 = (ρ̃00 (t0)− ρ̃eq

00) + (ρ̃11 (t0)− ρ̃eq
11)− (ρ̃22 (t0)− ρ̃eq

22)− (ρ̃33 (t0)− ρ̃eq
33)

R0
4 = (ρ̃00 (t0)− ρ̃eq

00)− (ρ̃11 (t0)− ρ̃eq
11) + (ρ̃22 (t0)− ρ̃eq

22)− (ρ̃33 (t0)− ρ̃eq
33)



,

(5.36)

ρ̃00 (t) = ρ̃eq
00 +

1

4

[
R0

1 −R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) +R0
3e

−2CJ2(t−t0) +R0
4e

−2CJ1(t−t0)
]
(5.37)

ρ̃11 (t) = ρ̃eq
11 +

1

4

[
R0

1 +R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) +R0
3e

−2CJ2(t−t0) −R0
4e

−2CJ1(t−t0)
]
(5.38)

ρ̃22 (t) = ρ̃eq
22 +

1

4

[
R0

1 +R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) −R0
3e

−2CJ2(t−t0) +R0
4e

−2CJ1(t−t0)
]
(5.39)

ρ̃33 (t) = ρ̃eq
33 +

1

4

[
R0

1 −R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) −R0
3e

−2CJ2(t−t0) −R0
4e

−2CJ1(t−t0)
]
(5.40)

Conseguimos, portanto, encontrar as expressões teóricas dos elementos da matriz den-

sidade em função do tempo e das densidades espectrais (Jn). Na seção seguinte, discu-

tiremos como obter informação utilizando estas equações, a partir de ajustes dos dados
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experimentais, obtidos para o sistema estudado. A equação mestra de Redfield é demon-

strada fazendo uma transformação no referencial de interação, este procedimento é equiv-

alente no caso de RMN de fazer a transformação de referencial, do sistema coordenado de

referencial de laboratorio para o sistema coordenado de referencial girante. Por isto que

ρ̃ij será equivalente com ρij para o nosso estudo, de este modo simplificamos notação.

5.2 Análise dos Elementos da Matriz Densidade de

Desvio

5.2.1 Componentes não diagonais

Para poder extrair os valores das densidades espectrais podemos realizar operações

entre as equações (5.22 - 5.27). Por exemplo, somando as equações (5.22) e (5.24) obtemos:

ρ01 (t) + ρ23 (t) =
(
ρ0

01 + ρ0
23

)
e−C(J0+J1)t, (5.41)

e somando as equações (5.25) e (5.26), também temos:

ρ02 (t) + ρ13 (t) =
(
ρ0

02 + ρ0
13

)
e−C(J0+J2)t. (5.42)

Considerando a equação (5.23) ou (5.27), podemos escolher qualquer uma, porque esta-

mos interessados apenas no argumento da exponencial, e aplicando o logaritmo natural

encontramos então:

ln (ρ01 (t) + ρ23 (t)) = ln
(
ρ0

01 + ρ0
23

)
− C (J0 + J1) t, (5.43)

ln (ρ02 (t) + ρ13 (t)) = ln
(
ρ0

02 + ρ0
13

)
− C (J0 + J2) t, (5.44)

ln (ρ03 (t)) = ln
(
ρ0

03

)
− C (J1 + J2) t, (5.45)

Analisando o sistema de equações descrito acima, vemos que se os elementos da ma-

triz densidade forem determinados experimentalmente, podemos encontrar os valores das

densidades espectrais, Jn, apenas ajustando retas, pois estas são os coeficientes angulares:

a1 = −C (J0 + J1) , (5.46)

a2 = −C (J0 + J2) , (5.47)

a3 = −C (J1 + J2) . (5.48)
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Estas equações são suficientes para encontrar os valores J0, J1 e J2. Reescrevendo em

forma matricial: 


a1

a2

a3




= C




−1 −1 0

−1 0 −1

0 −1 −1







J0

J1

J2



. (5.49)

5.2.2 Componentes diagonais

Analogamente como na seção anterior, podemos fazer operações entre as equações (5.37

- 5.40) para obter os valores das densidades espectrais. Realizando as seguintes operações

com os elementos diagonais da matriz densidade para encontrar J1 e J2, respectivamente:

R0
4e

−2CJ1(t−t0) = ρ00 (t)− ρ11 (t) + ρ22 (t)− ρ33 (t) , (5.50)

R0
3e

−2CJ2(t−t0) = ρ00 (t) + ρ11 (t)− ρ22 (t)− ρ33 (t) , (5.51)

Em alguns casos eventuais, também é posśıvel usar a expressão para calcular J1 + J2:

R0
2e

−2C(J1+J2)(t−t0) = −ρ00 (t) + ρ11 (t) + ρ22 (t)− ρ33 (t) (5.52)

5.3 Aspectos Experimentais

Até este ponto discutimos apenas processos teóricos. Experimentalmente este proce-

dimento tem um grau de dificuldade que envolve um conhecimento do sistema f́ısico, e

também do aparelho de medida.

5.3.1 Sistema f́ısico: Cristal ĺıquido lyotrópico

Na seção 3.2.1 encontra-se detalhada a informação padrão e geral do sistema f́ısico

Cristal Ĺıquido Lyotrópico. Este sistema possui algumas vantagens, a mais importante

delas, é que na presença de um campo magnético estático intenso o sistema sofre um

rearranjo das moléculas. As moléculas formam arranjos como se fossem camadas (ou

superf́ıcies) de SDS, como foi mostrado na figura 3.5D. Assim, todas as moléculas de

Dodecil Sulfato de Sódio possuem a mesma vizinhança. Este fato é confirmado pelo es-

pectro de equiĺıbrio (figura 3.4B), que apresenta linhas finas caracteŕısticas de um sistema

homogêneo e bem ordenado.

Por outro lado, manipular este sistema requer um pouco de cuidado. São dois os

principais cuidados e limitações deste sistema.
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Primeiro, a fase cristalina deste sistema tem uma dependência com a temperatura, que

influencia no acoplamento quadrupolar. Medidas à temperatura ambiente como é nosso

caso, são prejudicadas por esta propriedade, devido a pequenas variações de temperatura

a que está sujeita a amostra. Portanto, utilizamos um controlador de temperatura, e

realizamos os experimentos um pouco acima, 1 ou 2 graus, da temperatura da sala.

Mudanças de temperaturas maiores que a temperatura ambiente ou menores influenciam

a fase da amostra fazendo com que esta perca a fase desejada [141].

O segundo cuidado, que devemos ter presente é com o porta amostra e a caracteŕıstica

de configuração da bobina de transmissão e recepção. Como a bobina tem forma espiral

o melhor ganho em sinal-rúıdo acontece quando a amostra está contida completamente

dentro do espaço ocupado pelas espiras da bobina. Por este motivo, o melhor porta

amostra teria a forma de uma esfera, centrada no eixo da bobina a meia altura desta

(esfera vermelha na figura 3.9). A configuração perfeita é dificilmente atingido, mas este

deve ficar bem próximo do ideal.

5.3.2 Caracterização do cristal ĺıquido lyotrópico

Podemos classificar a fase nemática uniaxial de entre duas: Calamı́tica ou Discó-

tica, devido à composição molecular da nossa amostra. Um critério para classificar a

amostra é utilizar o diagrama de fase apresentado nos trabalhos [70, 141, 142]. No en-

tanto, a diferença da composição da nossa amostra comparada com a apresentada nessas

referências varia com o solvente utilizado. O solvente utilizado na preparação da nossa

amostra foi Água Deuterada (D2O) e o solvente utilizado naquelas referências foi Água

(H2O) comum.

Quando a amostra de cristal ĺıquido é submetida a um campo magnético estático

intenso se induz um arranjo das moléculas, que depende da orientação do ângulo formado

entre o eixo definido pelo Vetor Diretor e o eixo definido pela direção do campo magnético

estático (θMD). Este comportamento vai influenciar na forma das linhas do espectro

caracteŕıstico do 23Na. Nos minutos iniciais é posśıvel adquirir o espectro com linhas

satélites semelhantes ao que seria alguma porção muito pequena de amostra já orientada

segundo o campo magnético estático como se apresenta na figura 5.1A 5. Depois de

5Este espectro é uma mera ilustração, somente para caracterizar inicialmente a linha satelite e com-

parar com a linha central. A principal caracteristica radica na mudança do acoplamento quadrupolar que

será discutido mais adiante.
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Figura 5.1: (A) Espectro de 23Na minutos depois de ter colocado a amostra na sonda e

montado o sistema de aquisição do espectrômetro. (B) Espectro de 23Na aproximadamente

uma hora depois de ter colocado a amostra na sonda e montado o sistema de aquisição do

espectrômetro.

aproximadamente uma hora as moléculas, sob a ação do campo magnético estático, estão

melhor orientadas, e o espectro muda definindo as linhas satélites caracteŕısticas do nosso

sistema quadrupolar como mostrado na figura 5.1B.

Este comportamento de ordem coletivo corresponde à informação do ângulo θMD. Na

fase Calamı́tica, inicialmente as moléculas estão orientadas de forma aleatória, mas ao

serem submetidas à presença do campo, estas começam a se orientar na direção do campo

magnético estático. Isto significa que a orientação do Vetor Diretor é aproximadamente

paralela com a direção do campo magnético estático, assim, o valor do ângulo θMD pode

ser considerado pequeno ou muito próximo de zero e além disso o valor do acoplamento

quadrupolar muda ligeramente durante o processo de rearranjo. Por outro lado, quando

se trata de uma amostra na fase Discótica, as moléculas têm também um eixo uniaxial

de orientação, mas o eixo de simetria está contido no plano perpendicular da direção do

campo magnético estático (então o ângulo θMD = 90◦). Contudo, na fase Discótica o

acoplamento quadrupolar não varia durante o tempo de rearranjo.

Um outro parâmetro f́ısico para identificar é o “parâmetro de ordem” SMD [70], uti-

lizado na equação (3.40). Para encontrar o valor deste parâmetro é preciso fazer uma

série de experimentos variando a temperatura. Assim, como nossos experimentos foram

implementados para o valor da temperatura de 24 ◦C, segundo a figura 4 da referência

[70] para a amostra na fase Calamı́tica foi posśıvel encontrar um valor aproximado de
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−2SMD = 0, 6±0, 04. Para o fator numérico dependente do spin cQ , encontramos no caso

de spin I = 3/2 o valor de cQ = 1/2. Conhecendo o acoplamento quadrupolar da nossa

amostra, que é νQ = (16700± 70) Hz. O valor do ângulo θLD para o cristal ĺıquido na fase

Calamı́tica é muito próximo de zero. Na equação (3.40) trabalhamos com a expressão:

2πνQ = cQ P2 (cos (θLD))SDNχQ (5.53)

Para o sistema estudado o valor do parâmetro χQ é:

χQ = (−699, 47± 46, 72) kHz. (5.54)

Logo, considerando o parâmetro de assimetria ηQ < 0.5, teremos que a contribuição

desse termo seria da ordem
η2

Q

3
< 0.08333, valor que é muito pequeno comparado com

a unidade, e pode ser desprezado. Assim, o valor da constante C pode ser estimado

(segundo a equação (5.13)), encontrando:

C =
1

40
χ2
Q = (1, 22± 0, 12)× 1010Hz2 (5.55)

Encontramos e calculamos parâmetros importantes do nosso sistema, e vamos utilizar

estes parâmetros para determinar as densidades espectrais, a partir dos resultados expe-

rimentais. Nas próximas seções apresentaremos os resultados experimetais e discutiremos

como as densidades espectrais foram obtidas.

5.3.3 Espectrômetro de RMN

Na seção 3.4 foi descrito de uma forma bem geral como é um espectrômetro de RMN.

Aqui seremos um pouco mais espećıficos e apresentaremos os detalhes do sistema es-

pectrômetro VARIAN INOVA de 9,4 Tesla, onde os experimentos foram realizados.

Provavelmente o cuidado mais importante seja a implementação de pulsos de π. Im-

perfeições na implementação de pulsos é muito comum e dif́ıcil de evitar. Pulsos expe-

rimentais de π próximos aos ideais acontecem quando são muito curtos (tempos aproxi-

madamente de 1µs) e com alta potência de radiofreqüência. A duração dos pulsos de π em

nossos experimentos são de aproximadamente 8 µs na amostra de SDS e de 14-16 µs na

amostra de Cs-PFO. Como t́ınhamos comentado anteriormente estes pulsos poderiam ter

menor duração, mas a dificuldade apresentada nesta situação é que para diminuir o tempo

de pulso teŕıamos que aumentar a potência da radiofreqüência. Isto causa um efeito de

saturação do sinal (o FID) que o receptor detecta. A molécula de SDS no cristal ĺıquido
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está polarizada pelo campo; além disso, com aplicação de pulsos de alta intensidade da

radiofreqüência, entra-se no regime de condução iônica (os ı́ons de Na+ dissociam-se tor-

nando portadores). Isto gera uma corrente na superf́ıcie da amostra gerando uma espécie

de blindagem, prejudicando a inversão da magnetização nuclear.

Outro parâmetro que influencia nos experimentos é a inomogeneidade do campo

estático. Este é um problema que pode ser driblado utilizando bobinas auxiliares (bobinas

de ”shimming”). Estas bobinas corrigem a intensidade do campo estático a qual está sub-

metida a amostra. A homogeneidade do campo aplicado pode ser caracterizada olhando

a forma do FID (Free Induction Decay) ou da resolução das linhas do espectro.

5.4 Resultados Experimentais

O objetivo principal deste caṕıtulo é estudar como estados quânticos perdem coerência

ao longo do tempo, quando estão retornando ao estado de equiĺıbrio térmico. Os estados

quânticos estudados foram:

- Estados pseudo puros da base computacional |00〉, |01〉, |10〉 e |11〉.
- Superposição de estados: 1

2
(|00〉+ |11〉+ |00〉+ |11〉).

- Um estado da base de Bell: 1√
2
(|00〉+ |11〉).

Estados pseudo puros foram implementados utilizando a técnica SMP (ver seção 3.6).

Usando esta metodologia podemos encontrar muitas possibilidades de seqüências de pulsos

para realizar uma determinada tarefa. Consideramos quatro conjuntos de pulsos, sendo

que cada conjunto consiste de dois pares de valores para cada um dos seguintes parâmetros:

potência, fase, tempo (ver seção 3.8.1). Cada conjunto de pulsos é aplicado no sistema no

estado de equiĺıbrio térmico, um de cada vez. Os resultados de cada experimento foram

somados (média temporal [97]) para finalmente obter o resultado como se estivéssemos

medindo o estado pseudo puro desejado. Para a leitura do estado foi utilizado a tomografia

de estado quântico [94], e os resultados experimentais da leitura são apresentados na figura

5.2 e na figura 5.3).

Os experimentos foram ralizados como se encontra ilustrado na figura 5.4. Como

podemos constatar observando a figura 5.4, cada experimento pode ser dividido em quatro

etapas: A primeira etapa corresponde à aplicação da seqüência de pulsos para implementar

o estado quântico; a segunda etapa corresponde à evolução livre do sistema durante um

tempo τ , em que o sistema interage com o meio ambiente; a terceira etapa consite na

aplicação dos pulsos para realizar a tomografia e a quarta etapa é o processo de adquisição
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Figura 5.2: Tomografia da implementação de estados pseudo puros da base computacional para

o sistema quadrupolar. Na primeira coluna temos os resultados experimentais. Segunda coluna

correspondem as simulações. A parte imaginaria é despreźıvel.
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Figura 5.4: Seqüência de pulsos utilizada para o estudo de perda de coerência dos elementos

da matriz densidade de desvio.
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do sinal (FID). Ainda na segunda etapa é aplicado um pulso de π na direção Y para

eliminar efeitos de inomogeneidade do campo B0 nos elementos não diagonais da matriz

densidade de desvio. Para elementos diagonais este pulso foi omitido.

5.4.1 Análise de dados

Vamos dividir em duas partes a análise dos dados experimentais:

- Dados com informação dos elementos não diagonais: Por exemplo, o estado de su-

perposição uniforme.

- Dados com informação dos elementos diagonais: Por exemplo, algum estado da base

computacional.

Informação dos elementos não diagonais

Experimentalmente, conseguimos obter a informação de cada elemento da matriz den-

sidade de desvio com a ajuda da Tomografia de Estado Quântico [94]. Considerando que

os dados experimentais satisfazem as equações (5.22 - 5.27), então estes também podem

ser combinados6 da mesma forma como foi feito com as equações na seção 5.2.1. Vamos

somar os resultados experimentais do elemento ρ01 e ρ23 (resultados na parte superior da

figura 5.5) e por outro lado somaremos também os resultados experimentais do elemento

ρ02 e ρ13 (resultado na parte central da figura 5.5), e também utilizaremos o elemento ρ12

(resultados na parte inferior da figura 5.5).

Após a manipulação dos dados, como descrito acima, ajustamos os novos dados com

exponenciais simples, pois estes satisfazem as equações (5.41) e (5.42), obtidas teorica-

mente, encontrando as seguintes relações:

ρ01 + ρ23 = A1e
a1t, (5.56)

ρ02 + ρ13 = A2e
a2t, (5.57)

ρ12 = A3e
a3t. (5.58)

Os valores obtidos dos parâmetros Ak e ak estão apresentados na tabela 5.1. Dos

valores ak encontrados, apresentamos uma relação de ordem, assim −223 s−1 = a1 <

a3 = −92, 5s−1 e pode ser comparado com outro resultado da literatura como −314 s−1 =

R
(1)
1 < R

(1)
2 = −81, 7 s−1 [27]7. Por outro lado utilizando a equação (5.13), foi calculado o

6Combinar: utilizaremos esta palavra no sentido que os dados experimentais também podem ser

considerados como equações ou expressões matemáticas.
7Os valores R

(1)
1 e R

(1)
2 tem a mesma informação f́ısica do que os nossos parâmetros a1 e a3.
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Figura 5.5: Resultados da soma de dados experimentais ρ01 + ρ23 (superior), soma de da-

dos experimentais ρ02 + ρ13 (central) e dados experimentais do elemento ρ12 (inferior). Os

śımbolos representam os dados experimentais. A linha continua é um ajuste usando procedimen-

tos numéricos.
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valor de C = (1, 22± 0, 12)×1010 Hz2. Substituindo a1, a2, a3 e C em (5.49), encontramos

então:




− 1
0,00448 s

− 1
0,00467 s

− 1
0,01081 s




= C




−1 −1 0

−1 0 −1

0 −1 −1







J0

J1

J2



, (5.59)




(182, 5± 17, 3)× 10−10 s

(175, 1± 16, 6)× 10−10 s

(75, 6± 7, 2)× 10−10 s




=




1 1 0

1 0 1

0 1 1







J0

J1

J2



. (5.60)

Resolvendo este sistema de equações, encontramos:



J0

J1

J2




=




(14, 1± 1, 3)× 10−9 s

(4, 2± 1, 3)× 10−9 s

(3, 4± 1, 3)× 10−9 s



. (5.61)

Utilizando as densidades espectrais é posśıvel construir relações, utilizando os valores

dos parâmetros encontrados no proceso do ajuste dos dados experimentais. Por enquanto

somente trataremos dos elementos não diagonais da matriz densidade. Encontramos os

valores dos coeficientes e argumentos das equações (5.22 - 5.27); que ajustam os dados

experimentais. Os parâmetros Ak, Bk, ak e bk estão apresentados na tabela 5.1.

ρ01 (t) = A01e
a1t −B01e

b1t , (5.62)

ρ12 (t) = A3e
a3t , (5.63)

ρ23 (t) = A23e
a1t +B23e

b1t , (5.64)

ρ02 (t) = A02e
a2t −B02e

b2t , (5.65)

ρ13 (t) = A13e
a2t +B13e

b2t , (5.66)

ρ03 (t) = A03e
a3t . (5.67)

Os resultados do modelo são apresentados na figura 5.6, os śımbolos representam os

dados experimentais e as linhas cont́ınuas representam as equações (5.62 - 5.67) obtidas

a partir do modelo teórico.

Informação dos elementos diagonais da matriz densidade

Assim como acontece no caso com dados dos elementos não diagonais, ou coerências,

podemos combinar os dados experimentais dos elementos diagonais. Considerando nova-

mente que os dados experimentais satisfazem as equações do modelo teórico: (5.37 - 5.40).
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Argumentos Exponenciais Coeficientes

a−1
1 −(4, 48± 0, 02) ms A1 13, 37± 0, 04

a−1
2 −(4, 67± 0, 03) ms A2 14, 95± 0, 07

a−1
3 −(10, 81± 0, 09) ms A3 8, 19± 0, 05

b−1
1 −(3, 26± 0, 19) ms A01 8, 64± 0, 18

b−1
2 −(3, 17± 0, 18) ms A23 4, 77± 0, 14

A02 8, 26± 0, 22

A13 6, 69± 0, 22

A03 6, 80± 0, 09

B01 1, 38± 0, 22

B23 1, 31± 0, 17

B02 0, 68± 0, 27

B13 0, 68± 0, 27

Tabela 5.1: Valores dos parâmetros das equações (5.56 - 5.58) e equações (5.62 - 5.67),

calculados a partir dos dados experimentais utilizando ajuste de exponenciais e procedimentos

numéricos.

Segundo estas equações os dados experimentais que representam os elementos diagonais

da matriz densidade satisfazem funções multiexponenciais. Estes dados também podem

ser manipulados de acordo com as equações obtidas teoricamente na seção 5.2.2.

Como exemplo, analisamos os dados experimentais para o estado pseudo puro |00〉.
Nossos dados experimentais satisfazem as equações (5.50), (5.51) e (5.52), e são mostrados

na figura 5.7. Consideramos para G1 (t) o valor nulo e o ajuste com uma única exponencial

para G2 (t), G3 (t) e G4 (t), conforme as equações apresentadas (5.68 - 5.71), os parâmetros

Ak, Bk e dk estão detalhados na tabela 5.2.

G1 (t) = 0 = ρ11 (t) + ρ22 (t) + ρ33 (t) + ρ44 (t) , (5.68)

G2 (t) = Aα −Bαe
dαt = ρ11 (t) + ρ22 (t)− ρ33 (t)− ρ44 (t) , (5.69)

G3 (t) = Aβ −Bβe
dβt = −ρ̃11 (t) + ρ22 (t) + ρ33 (t)− ρ44 (t) , (5.70)

G4 (t) = Aǫ +Bǫe
dǫt = ρ11 (t)− ρ22 (t) + ρ33 (t)− ρ44 (t) . (5.71)

Os valores das densidades espectrais que se encontram nos argumentos das exponenciais

foram obtidos diretamente dos ajustes. Utilizando o valor de C calculado na equação
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Figura 5.6: Resultados experimentais (śımbolos) e o ajuste usando o modelo teórico (linha

continua) da perda de coerência dos elementos não diagonais da matriz densidade de uma su-

perposição de estados.

(5.13), assim podemos calcular as densidades espectrais:

J1 + J2 = − dβ

2C
= (7, 41± 0, 70)× 10−9 s, (5.72)

J2 = − dα

2C
= (3, 58± 0, 34)× 10−9 s. (5.73)

Calculando J1, obtemos:

J1 = (3, 83± 0, 78)× 10−9 s. (5.74)

Não usamos a equação G4 (t) para o cálculo de J1, devido à dispersão dos dados experi-

mentais, manifestado no valor de erro do parâmetro dǫ (mostrado na tabela 5.2).

Agora, com ajuda dos parâmetros calculados, podemos construir as expressões do

modelo que satisfazem as curvas experimentais das equações (5.37 - 5.40). Estes valores

são resumidos na tabela 5.3. Os resultados experimentais são mostrados na figura 5.8,

onde os śımbolos representam as medidas experimentais e as linhas cont́ınuas representam

o ajuste do modelo.
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Figura 5.7: Manipulação dos resultados experimentais (śımbolos) e ajuste do modelo (linha

continua) segundo as equações (5.68 - 5.71).

Este procedimento foi aplicado para os outros estados da base computacional |01〉,
|10〉 e |11〉, o estado da base Bell e a superposição uniforme, que mostramos também na

tabela 5.3.

Os valores das densidades espectrais para estes resultados estão mostrados na tabela

5.4. Os resultados experimentais (śımbolos) e o ajuste do modelo (linhas cont́ınuas) estão

apresentados na figura 5.8.

Utilizamos as expressões (5.36), onde Sk = 1
4
R0

k com k = 1, 2, 3, 4, para encontrar os

coeficientes das exponenciais. Os valores Sk, apresentados na tabela 5.4 foram multipli-

cados por um fator de normalização 4
3
.

Nas equações que descrevem os resultados da relaxação omitimos o termo S1, porque

estes são constantes e próximos de zero, que é da ordem dos erros para cada Sk.

Portanto, nesta seção calculamos e estimamos os valores das densidades espectrais a

partir dos dados experimentais. Dos resultados obtidos, observamos a relação de ordem

entre valores das densidades espectrais calculadas podem satisfazer: J0 > J1 ≈ J2. Esta

observação será útil para obter mais propriedades do sistema f́ısico, como será discutido



5.5. O Modelo para Relaxação do Sistema Quadrupolar 107

Argumentos exponenciais Coeficientes

d−1
α −11, 43± 0, 08ms Aα 117, 8± 0, 2

d−1
β −5, 52± 0, 04ms Aβ 0, 39± 0, 05

d−1
ǫ −11, 43± 3, 10ms Aǫ 59, 6± 0, 2

Bα 61, 5± 0, 2

Bβ 53, 3± 0, 2

Bǫ 2, 3± 0, 2

Tabela 5.2: Valores experimentais dos parâmetros das equações (5.68 - 5.71).

na próxima seção.

5.5 O Modelo para Relaxação do Sistema Quadrupo-

lar

Na seção anterior, 5.4, estimamos os valores das densidades espectrais. Utilizamos esta

informação para encontrar um modelo de relaxação que justifica os valores das densidades

espectrais encontradas.

Por outro lado, também identificamos a fase do nosso cristal ĺıquido, com ajuda de

alguns trabalhos da literatura que relataram estudos de sistemas similares [70, 83, 141,

142, 143].

Para encontrar um modelo de relaxação consideramos dois aspectos: primeiro a relação

de ordem que existem entre os valores das densidades espectrais e segundo a classificação

do cristal ĺıquido, isto é a fase nemática em que o mesmo se encontra. Dentro deste

conjunto de alternativas, na literatura é posśıvel encontrar uma diversidade de trabalhos

[70, 136, 143, 144, 145, 146, 147, 148, 149], mais especificamente na referência [136] en-

contramos um resumo de vários modelos de relaxação para diferentes configurações de

movimentos moleculares.

Para nosso sistema, adotamos o “modelo de dois passos”, traduzido do inglês “two-step

model”, tendo em mente as considerações anteriores e os trabalhos [70, 143, 144]. Neste

modelo, temos duas contribuições de movimentos que acontecem em diferentes escalas

de tempo que causam a perda de coerência no sistema f́ısico [150]. Assim, na literatura

cientifica é reportado a contribuição de dois tipos de movimentos ou superposição de
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Estado Matriz Coeficientes

Elemento

ρjk (t) ρeq
kk e−2C(J1+J2)t e−2CJ2t e−2CJ1t

|00〉 ρ00 (t) 44,33 13,51 -15,99 0,87

ρ11 (t) 14,74 -13,01 -15,56 - 0,94

ρ22 (t) -14,41 -13,40 15,56 0,21

ρ33 (t) -44,44 13,19 15,59 - 0,88

|01〉 ρ00 (t) 44,87 -16,07 -2,69 -35,86

ρ11 (t) 14,48 15,58 -22,29 34,58

ρ22 (t) -13,98 14,93 18,95 -34,57

ρ33 (t) -45,32 -14,91 6,38 35,56

|10〉 ρ00 (t) 44,93 -13,94 -42,32 -0,55

ρ11 (t) 14,83 17,51 -43,99 0,84

ρ22 (t) -14,27 12,52 42,99 -0,95

ρ33 (t) -45,25 -14,03 41,30 0,56

|11〉 ρ00 (t) 45,99 18,59 -48,54 -30,71

ρ11 (t) 14,02 -14,59 -49,54 37,31

ρ22 (t) -13,95 -16,88 52,57 -36,51

ρ33 (t) -45,60 14,06 50,29 23,70

|Bell〉 ρ00 (t) 45,19 32,73 -33,06 -12,07

ρ11 (t) 14,64 -29,07 -31,25 16,89

ρ22 (t) -14,08 -30,67 31,74 -17,05

ρ33 (t) -45,52 30,91 32,01 10,59

|Super〉 ρ00 (t) 43,28 0,50 -29,98 -14,64

ρ11 (t) 14,54 -0,72 -30,10 15,17

ρ22 (t) -14,63 -0,68 30,10 -14,92

ρ33 (t) -43,19 0,63 30,10 14,43

Tabela 5.3: Valores experimentais dos parâmetros das equações (5.37 - 5.40). Apresentamos

valores numéricos obtidos do processo de ajuste dos dados experimentais. Na primeira coluna

está contida a representação do estado quântico implementado, na segunda coluna apresentamos

os elementos da matriz densidade, na terceira coluna o valor numérico dos elementos diagonais

da matriz densidade em equiĺıbrio térmico, na quarta coluna apresentamos os valores numéricos

dos coeficientes das funções exponenciais. A margem de erro para cada coeficiente esta detalhado

na tabela 5.4
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Estados Pseudo Puros

Parâmetros |00〉 |01〉 |10〉 |11〉
J1 (×10−9s) 3, 8± 0, 8 3, 2± 0, 3 3, 5± 0, 8 3, 1± 0, 3

J2 (×10−9s) 3, 6± 0, 3 3, 7± 0, 4 3, 7± 0, 4 3, 7± 0, 4

4
3
S1 −0, 2655 −0, 53 −0, 4355 −0, 192

4
3
S2 e

−2CJ1t 0, 73± 0, 52 −35, 14± 3, 20 −0, 73± 0, 22 −32, 06± 8, 36

4
3
S3 e

−2CJ2t −15, 68± 0, 31 −12, 58± 9, 88 −42, 65± 1, 35 −50, 23± 2, 34

4
3
S4 e

−2C(J1+J2)t 13, 28± 0, 27 −15, 37± 0, 70 −14, 50± 3, 02 16, 03± 2, 56

Pseudo Bell Superposição

Parâmetros |00〉+ |11〉 |00〉+ |01〉+ |10〉+ |11〉
J1 (×10−9s) 3, 3± 0, 3 3, 8± 0, 5

J2 (×10−9s) 3, 7± 0, 4 3, 6± 0, 3

4
3
S1 0,4 0,0038

4
3
S2 e

−2CJ1t −14, 15± 3, 56 −14, 79± 0, 38

4
3
S3 e

−2CJ2t −32, 02± 1, 05 −30, 07± 0, 09

4
3
S4 e

−2C(J1+J2)t 30, 83± 1, 89 0, 63± 0, 13

Tabela 5.4: Densidades espectrais resultantes depois de manipular os dados experimentais.

Foram analisados dados dos elementos diagonais da matriz densidade de estados pseudopuros,

estado pseudo Bell e a superposição uniforme.
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movimentos que levam à perda de coerência dos estado quânticos do sistema. Estes

passos de movimento são conhecidos como etapa de movimento rápido (caracteŕıstico

de movimentos anisotrópicos) e etapa de movimento lento (caracteŕıstico de movimentos

isotrópicos) [150, 151]. No modelo, Jf (ω) é a função densidade espectral reduzida para

o movimento local rápido da molécula que sofre dentro da micela, e Js (ω) é a função

densidade espectral reduzida para o movimento lento atribúıda ao movimento de toda a

micela [144], adotado no modelo de relaxação para nosso sistema [144, 150, 151]. Assim,

para este tipo de movimento a densidade espectral é definida como [144]:

J (ω) =
(
1− S2

)
Jf (ω) + S2Js (ω) , (5.75)

onde S é o parâmetro de ordem. Processos com dinâmica rápida acontecem no “regime

de estreitamento extremo”8. Por outro lado, os processos com dinâmica lenta têm mais

liberdade de movimento, e podem ser descritos com funções de correlação exponencial.

Portanto, podemos escrever a densidade espectral como:

J (ω) =
(
1− S2

)
2τ f

c + S2 2τ s
c

1 + (ωτ s
c )2 , (5.76)

sendo τ f
c o tempo de correlação efetivo para o movimento rápido e τ s

c o tempo de correlação

para o movimento lento.

Agora, o passo seguinte é calcular os valores dos tempos de correlação. Temos os

valores das densidades espectrais J0 = J (0), J1 = J (ωL) e J2 = J (2ωL), em função da

freqüência de Larmor do sistema. Então, considerando a expressão (5.75), encontraremos

o seguinte conjunto de equações para as densidades espectrais:

J (0) = J0 =
(
1− S2

)
2τ f

c + S22τ s
c , (5.77)

J (ωL) = J1 =
(
1− S2

)
2τ f

c + S2 2τ s
c

1 + (ωLτ s
c )2 , (5.78)

J (2ωL) = J2 =
(
1− S2

)
2τ f

c + S2 2τ s
c

1 + (2ωLτ s
c )2 . (5.79)

Logo, destas expressões podemos fazer operações para eliminar a dependência do

tempo de correlação τ f
c , e assim conseguir expressões que dependem somente do tempo

de correlação τ s
c , resultando em:

J (0)− J (ωL) = J0 − J1 = S22τ s
c − S2 2τ s

c

1 + (ωLτ s
c )2 ,

J (0)− J (2ωL) = J0 − J2 = S22τ s
c ,−S2 2τ s

c

1 + (2ωLτ s
c )2 .

8Traduzido do inglês “extreme narrowing regime”, significa que a taxa de movimento é muito maior

do que a freqüência de Larmor



5.5. O Modelo para Relaxação do Sistema Quadrupolar 111

Considerando somente a primeira das duas equações, podemos encontrar:

J0 − J1 = S22τ s
c − S2 2τ s

c

1 + (ωLτ s
c )2 , (5.80)

J0 − J1 = 2S2τ s
c

(
1− 1

1 + (ωLτ s
c )2

)
,

(J0 − J1)
(
1 + (ωLτ

s
c )2
)

= 2S2τ s
c (ωLτ

s
c )2 ,

0 = 2S2ω2
L (τ s

c )3 − (J0 − J1)ω
2
L (τ s

c )2 − (J0 − J1) ,

0 = (τ s
c )3 − (J0 − J1)

2S2
(τ s

c )2 − (J0 − J1)

2S2ω2
L

, (5.81)

portanto, temos um polinômio de terceira ordem na variável τ s
c . Para calcular as ráızes

do polinômio utilizamos os valores encontrados de J0, J1 das equações (5.61) e da tabela

5.4, o valor de parâmetro de ordem S = SMD = −0, 3 ± 0, 02 discutido e calculado na

seção 5.3.2, e a freqüência de Larmor ωL = 2πνL = 2π105, 76 MHz = 664, 51 MHz calculado

para campo magnético B0 = 9, 39 Tesla. Assim, utilizando estes valores, encontramos as

ráızes do polinômio em τ s
c , estes são:

(τ s
c )a = 58, 612× 10−9 s,

(τ s
c )b = (−0, 019 + 1, 504i)× 10−9 s,

(τ s
c )c = (−0, 019− 1, 504i)× 10−9 s.

O valor para o tempo de correlação no regime lento é o valor real (τ s
c )a do conjunto de

tres soluções. Assim, o tempo de correlação τ f
c , será encontrado substituindo na equação

(5.77), ou seja:

J (0) = J0 =
(
1− S2

)
2τ f

c + S22τ s
c ,

τ f
c =

(J0 − S22τ s
c )

2 (1− S2)
,

τ f
c = (1, 95± 0, 88)× 10−9 s. (5.82)

Utilizando o mesmo procedimento, considerando a segunda opção J0 − J2, obtemos os

tempos de correlação:

τ s
c = (58, 18± 7, 27)× 10−9 s,

τ f
c = (1, 99± 0, 88)× 10−9 s.

Logo, os tempos de correlação das contribuições do movimento rápido e lento que

contribuem com processos de relaxação no sistema quadrupolar foram determinados.
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O procedimento apresentado nesta seção para calcular as densidades espectrais usando

o processo de Tomografia de estado quântico é totalmente novo e este é um dos trabalhos

relevantes desta tese. Além disso, também foi posśıvel justificar os valores das densidades

espectrais utilizando um modelo de relaxação, compat́ıvel com a literatura de RMN. Nas

seguintes seções faremos mais algumas análises com o objetivo de estudar o fenômeno da

relaxação sob a ótica da computação quântica, em nosso sistema quadrupolar.

5.6 Perda de Coerência de um Sistema de Dois Q-

bits

Nas seções anteriores, mostramos como conseguimos construir as equações para des-

crever a evolução do sistema quadrupolar depois de criar o estado quântico desejado, e

monitoramos o processo de relaxação dos estados quânticos ao longo do tempo, e de como

o sistema f́ısico volta ao estado de equiĺıbrio térmico.

T́ınhamos comentado anteriormente, num sistema quadrupolar pode-se manipular a

informação como acontece num sistema de núcleos acoplados de spin I = 1/2. Utilizando a

definição de traço parcial (seção 2.1.7) aplicada à matriz densidade do sistema quadrupolar

(equação (3.15)) obtemos duas matrizes densidade que são análogas às matrizes densidade

de dois núcleos acoplados de spin 1/2, apresentado nas equações (5.83) e (5.84):

ρA (t) =



ρ00 (t) + ρ11 (t) ρ02 (t) + ρ13 (t)

ρ∗02 (t) + ρ∗13 (t) ρ22 (t) + ρ33 (t)


 , (5.83)

ρB (t) =



ρ00 (t) + ρ22 (t) ρ01 (t) + ρ23 (t)

ρ∗01 (t) + ρ∗23 (t) ρ11 (t) + ρ33 (t)


 , (5.84)

Como podemos observar, os elementos das coerências da matriz densidade do q-bit A

(ρA (t)) apresenta uma dependência somente dos elementos de segunda ordem de elemen-

tos da matriz quadrupolar original. Analogamente, para o q-bit B, vemos que ρB (t)

apresenta uma dependência somente dos elementos de primeira ordem e são somas de

elementos da matriz densidade do sistema quadrupolar.

Da análise dos dados experimentais (seção 5.4), vimos que somas adequadas entre ele-

mentos de coerências da mesma ordem, como no presente caso, seguem a uma exponencial

simples. Podemos afirmar que o elemento da coerência do q-bit A é exatamente a ex-

pressão matemática (5.42), e equivalentemente para o q-bit B, a coerência é descrita pela
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equação (5.41). Ambas as equações são o resultado do estudo de relaxação de elementos

das coerências da matriz densidade original do sistema quadrupolar.

Realizando as somas nos elementos diagonais da matriz densidade do q-bit A, en-

contramos somente o comportamento exponencial, dependendo do tempo e da densidade

espectral J2. Analogamente, com os elementos diagonais da matriz densidade do q-bit

B, encontramos o comportamento exponencial e a dependência do tempo e da densidade

espectral J1. Reescrevendo as equações (5.83) e (5.84), temos então:

ρA (t) =



ρ0

00 + ρ0
11 + 1

2

(
R0

1 +R0
3e

−2CJ2t
)

(ρ0
02 + ρ0

13) e
−C(J0+J2)t

(ρ0
02 + ρ0

13)
∗
e−C(J0+J2)t ρ0

22 + ρ0
33 + 1

2

(
R0

1 −R0
3e

−2CJ2t
)


 , (5.85)

ρB (t) =



ρ0

00 + ρ0
22 + 1

2

(
R0

1 +R0
4e

−2CJ1t
)

(ρ0
01 + ρ0

23) e
−C(J0+J1)t

(ρ0
01 + ρ0

23)
∗
e−C(J0+J1)t ρ0

11 + ρ0
33 + 1

2

(
R0

1 −R0
4e

−2CJ1t
)


 . (5.86)

Utilizando a definição da magnetização [60] com k = x, y, z, para ambos os q-bits A e B,

sendo Ik a componente k do operador de momento angular de spin 1/2, temos:

MA,B
k (t) = 〈Ik〉 =

∑

i

{ρA,B (t) Ik}ii = Tr {ρA,B (t) Ik} ,

observamos que as componentes da magnetização são dadas pelas seguintes expressões:

MA
x (t) = Tr







ρ0

00 + ρ0
11 + 1

2

(
R0

1 +R0
3e

−2CJ2t
)

(ρ0
02 + ρ0

13) e
−C(J0+J2)t

(ρ0
02 + ρ0

13)
∗
e−C(J0+J2)t ρ0

22 + ρ0
33 + 1

2

(
R0

1 −R0
3e

−2CJ2t
)







0 1
2

1
2

0







,

MA
x (t) =

1

2

(
ρ0

02 + ρ0
13 +

(
ρ0

02 + ρ0
13

)∗)
e−C(J0+J2)t,

MA
x (t) = Re

(
ρ0

02 + ρ0
13

)
e−C(J0+J2)t. (5.87)

MA
y (t) = Tr







ρ0

00 + ρ0
11 + 1

2

(
R0

1 +R0
3e

−2CJ2t
)

(ρ0
02 + ρ0

13) e
−C(J0+J2)t

(ρ0
02 + ρ0

13)
∗
e−C(J0+J2)t ρ0

22 + ρ0
33 + 1

2

(
R0

1 −R0
3e

−2CJ2t
)







0 − i
2

i
2

0







,

MA
y (t) =

1

2
i
(
ρ0

02 + ρ0
13 −

(
ρ0

02 + ρ0
13

)∗)
e−C(J0+J2)t,

MA
y (t) = Im

(
ρ0

02 + ρ0
13

)
e−C(J0+J2)t. (5.88)

MA
z (t) = Tr







ρ0

00 + ρ0
11 + 1

2

(
R0

1 +R0
3e

−2CJ2t
)

(ρ0
02 + ρ0

13) e
−C(J0+J2)t

(ρ0
02 + ρ0

13)
∗
e−C(J0+J2)t ρ0

22 + ρ0
33 + 1

2

(
R0

1 −R0
3e

−2CJ2t
)







1
2

0

0 −1
2







,

MA
z (t) = ρ0

00 + ρ0
11 − ρ0

22 − ρ0
33 +R0

3e
−2CJ2t. (5.89)

Utilizando um procedimento similar para o q-bit B. As componentes das magnetizações

dos q-bits A e B utilizando o sistema quadrupolar serão:

MA
x (t) = Re

(
ρ0

02 + ρ0
13

)
e−C(J0+J2)t, (5.90)
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Sistema σ Sistema A

Taxa Perda Coeren. 2 (u1 + u2) C (J0 + J2)

Amplit. Transversal (Real)
(
σ0

12 + (σ0
12)

∗) (
ρ0

02 + ρ0
13 + (ρ0

02 + ρ0
13)

∗)

Amplit. Transversal (Imag)
(
σ0

12 − (σ0
12)

∗) (
ρ0

02 + ρ0
13 − (ρ0

02 + ρ0
13)

∗)

Taxa de Relaxação λ1, λ2 2CJ2

Amplit. Longitudinal Aσe
λ1(t−t0) +Bσe

λ2(t−t0) R0
3e

−2CJ2(t−t0)

Estado de equilibrio (σeq
11 − σeq

22) (ρeq
00 + ρeq

11 − ρeq
22 − ρeq

33)

Tabela 5.5: Expressões teóricas dos elementos da matriz densidade para os sistemas σ (sistema

real), sistema A (sistema simulado).

MA
y (t) = Im

(
ρ0

02 + ρ0
13

)
e−C(J0+J2)t, (5.91)

MA
z (t) = ρ0

00 + ρ0
11 − ρ0

22 − ρ0
33 +R0

3e
−2CJ2t. (5.92)

MB
x (t) = Re

(
ρ0

01 + ρ0
23

)
e−C(J0+J1)t, (5.93)

MB
y (t) = Im

(
ρ0

01 + ρ0
23

)
e−C(J0+J1)t, (5.94)

MB
z (t) = ρ0

00 + ρ0
22 − ρ0

11 − ρ0
33 +R0

4e
−2CJ1t. (5.95)

Analisando as expressões teóricas, podemos constatar que:

- As taxas de relaxação dos elementos não diagonais (coerências) para o q-bit A en-

contramos o valor (C (J0 + J2))
−1 = (4, 65± 0, 17) ms e para o q-bit B encontramos

(C (J0 + J1))
−1 = (4, 52± 0, 17) ms, mas ambos têm valores muito próximos.

- Equivalentemente para os elementos diagonais, para o q-bitA encontramos (2CJ2)
−1 =

(11, 70± 0, 71) ms e para o q-bit B (2CJ1)
−1 = (10, 24± 0, 70) ms.

Vemos que as componentes da magnetização dos q-bit A e B (equações (5.90 - 5.95)) re-

laxam em forma exponencial e teoricamente com diferentes taxas. Estas duas observações

podem ser comparadas com resultados teóricos de estudos de relaxação de um sistema

dipolar acoplado de spin 1/2 [62]. No sistema dipolar, dois tipos de núcleos interagem me-

diante o acoplamento dipolar (Caṕıtulo 3 e Apêndice C). Rotulando cada espécie nuclear

pelas letras gregas σ e η, mostramos as grandezas f́ısicas deste sistema nas tabelas 5.5 e

5.6. As grandezas f́ısicas do sistema A e B são geradas com elementos da matriz densidade

quadrupolar. Observamos que os elementos transversais do sistema A, B, σ e η perdem

coerência da forma exponencial. Por outro lado, os elementos longitudinais dos sistemas

σ e η relaxam com funções biexponenciais, porém os sistemas A e B relaxam com funções
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Sistema η Sistema B

Taxa Perda Coeren. 2 (u′1 + u2) C (J0 + J1)

Amplit. Transversal (Real)
(
η0

12 + (η0
12)

∗)
(ρ0

01 + ρ0
23 + (ρ0

01 + ρ0
23))

Amplit. Transversal (Imag)
(
η0

12 − (η0
12)

∗) (
ρ0

01 + ρ0
23 − (ρ0

01 + ρ0
23)

∗)

Taxa de Relaxação λ1, λ2 2CJ1

Amplit. Longitudinal Aηe
λ1(t−t0) +Bηe

λ2(t−t0) R0
4e

−2CJ1(t−t0)

Estado de equilibrio (ηeq
11 − ηeq

22) (ρeq
00 + ρeq

22 − ρeq
11 − ρeq

33)

Tabela 5.6: Expressões teóricas dos elementos da matriz densidade para os sistemas η (sistema

real), sistema B (sistema simulado).

de forma exponencial. Esta discrepância entre estas grandezas f́ısicas acontece porque

os sistemas σ e η relaxam como um sistema acoplado, mas se o valor do acoplamento é

eliminado, as expressões teóricas obedecem uma função exponencial simples.

Estes resultados permitem analisar as observações do trabalho publicado pelo grupo

de Tseng, pois um dos spins perde coerência mais rapidamente do que o outro [47]. Este

comportamento também foi encontrado no sistema quadrupolar, e foram comparados com

as soluções teóricas das expressões (9) e (10) da referência [62], apresentadas nas tabelas

5.5 e 5.6. Isto pode ser confirmado comparando as taxas de perda de coerência para os

sistemas σ e A, encontrando uma proporção entre 2 (u0 + u1) e C (J0 + J2). De forma

análoga podemos realizar a comparação para os sistemas η e B.

Nosso sistema quadrupolar seguiria o comentário citado por Tseng e colaboradores,

quando a condição J0 > J1 > J2 for cumprida, mas pelos valores encontrados das den-

sidades espectrais em nossos experimentos podemos considerar esta relação de ordem

J0 > J1 ≈ J2. É verdade que as densidades J1 e J2 têm valores diferentes, mas não são

suficientemente diferentes, para estarem de acordo com Tseng.

5.7 Considerações Finais

Neste caṕıtulo, apresentamos um estudo de relaxação e perda de coerência, de um

sistema de RMN contendo núcleos quadrupolares. Neste estudo, utilizamos a técnica de

Tomografia de Estado Quântico, que torna posśıvel a determinação de cada elemento da

matriz densidade do sistema. Assim, foi posśıvel estudar a evolução de cada elemento da
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matriz densidade, à medida que o sistema retornava ao equiĺıbrio. Utilizamos os dados

experimentais e também um modelo para a relaxação do sistema, desenvolvido a partir

da equação mestra de Redfield [26, 27, 60, 63, 121] foi posśıvel determinar as densidades

espectrais do sistema. Também realizamos um estudo da perda de coerência em um sis-

tema de dois q-bits, a partir dos dados obtidos dos resultados experimentais. Em resumo,

apresentamos estudos de relaxação de estados quânticos em sistemas quadrupolares de

spin I=3/2 implementados experimentalmente em cristiais ĺıquidos lyotrópicos na fase

nemática calamı́tica.
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Figura 5.8: Resultados experimentais (śımbolos) e ajuste do modelo (linhas solidas) dos ele-

mentos diagonais da matriz densidade. (A) |00〉. (B) |01〉. (C) |10〉. (D) |11〉. (E) Pseudo

Bell. (F) Pseudo superposição uniforme.



Caṕıtulo 6

Simulando a Dinâmica temporal de

Condensados de Bose-Einstein via

RMN.

Em 1982, Feynman discutiu a possibilidade de realizar computação, como por exemplo

a simulação de sistemas f́ısicos, utilizando sistemas com propriedades quânticas, onde as

leis da MQ dominam. Naquela proposta, ele concluiu que sistemas quânticos podem ser

eficientemente simulados por outros sistemas quânticos, ou por um computador quântico,

que seria um dispositivo que utiliza as propriedades da MQ para computar [10]. Nascia

então uma área de pesquisa chamada de CQ. Alguns anos mais tarde, a pesquisa nesta área

começou a ganhar interesse devido aos trabalhos publicados que mostravam as vantagens

de utilizar as propriedades quânticas dos sistemas para realizar computação [11, 14, 15, 45].

A RMN é uma técnica que foi altamente desenvolvida, no último século, e possui uma

grande gama de aplicações. RMN, foi uma das primeiras técnicas experimentais utilizada

para testar os algoritmos e processos de CQ. Várias implementações foram realizadas com

o propósito de simular sistemas quânticos, como: oscilador harmônico [29], simulação da

propagação de uma excitação numa cadeia de átomos unidimensional [30], simulação do

modelo XY de Heisenberg [55] além de outras mais recentes implementações [58, 152, 153,

154].

No contexto dessas implementações o trabalho do grupo de Laflamme [29], foi a mo-

tivação principal para a nossa pesquisa. Eles realizaram a simulação de um oscilador

harmônico usando um computador quântico de RMN com dois núcleos de spin I = 1/2.

Tomando como ponto inicial a simulação do oscilador harmônico, no presente trabalho
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propomos utilizar os conceitos de RMN em núcleos quadrupolares [60] na simulação do

Condensado de Bose-Einstein (BEC)1. Assim encontramos uma expressão para o Hamilto-

niano do sistema quadrupolar em função do Operador Número (N), utilizando a notação

de segunda quantização. Percebendo que o Hamiltoniano quadrupolar poderia ser ex-

presso com um termo quadrático do Operador Número e resolvemos estudar as part́ıculas

de um BEC.

A seguir apresentaremos um resumo da teoria de muitos corpos em segunda quan-

tização e de Condensados de Bose-Einstein. Utilizaremos também a teoria desenvolvida

do Caṕıtulo 3 que descreve nosso sistema de RMN que será utilizado neste estudo.

6.1 A equação de Schrödinger e Segunda Quantização

Os sistemas f́ısicos são compostos por muitas part́ıculas sempre interagindo umas com

as outras. Um estudo completo e preciso destes sistemas seria posśıvel se incluirmos as

energias potenciais de interação entre as part́ıculas na equação de Schrödinger (Caṕıtulo

2). Em prinćıpio, a função de onda contém toda a informação necessária, mas uma

solução completa e direta da equação de Schrödinger para um sistema contendo muitas

part́ıculas é impraticável, pois o espaço de Hilbert cresce exponencialmente com o número

de part́ıculas. Existem algumas alternativas para estudar este tipo de sistemas, como por

exemplo, a teoria de segunda quantização, teoria quântica de campos, funções de Green

ou integrais de caminho [155, 156, 157]. Dentro destas alternativas, focalizaremos o estudo

na teoria de segunda quantização, que simplifica extremamente a discussão da interação

de muitas part́ıculas idênticas. Esta aproximação muda ligeiramente a equação original de

Schrödinger. Entretanto, com esta aproximação, diversas vantagens podem ser obtidas,

uma delas é que os operadores no formalismo da segunda quantização incorporam as

estat́ısticas (de Bose e de Fermi).

Para reformular a equação de Schrödinger no formalismo da segunda quantização,

podemos então descrever o Hamiltoniano como:

H =
N∑

k=1

(
T̂ (xk) + V̂ (xk)

)
+

1

2

∑

k 6=l=1

V̂ (xk, xl) , (6.1)

sendo T̂ (xk) a energia cinética da part́ıcula k, V̂ (xk) a energia potencial externa que

atua na part́ıcula k (este potencial muitas vezes é um potencial periódico, constante ou

1BEC das iniciais em inglês “Bose-Einstein Condensate”
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nulo) e V̂ (xk, xl) a energia potencial de interação entre as part́ıculas k e l. A quantidade

xk ≡ (xk, σ) denota a coordenada da part́ıcula k, incluindo a coordenada espacial xk e uma

variável discreta como σ, que representa a componente de spin da part́ıcula. O primeiro

somatório representa a energia de part́ıculas independentes, que não interagem. O segundo

somatório (energia potencial de interação) representa a colisão entre os posśıveis pares de

part́ıculas, contadas uma de cada vez, por isso o fator de 1/2. Portanto, o somatório é

realizado sobre os ı́ndices k e l, excluindo o valor k = l.

Definido o Hamiltoniano, a equação de Schrödinger dependente do tempo é dada pela

expressão:

ih̄
∂

∂t
Ψ (x1, ..., xk, .., xN , t) = HΨ (x1, ..., xk, ..., xN , t) . (6.2)

Expandimos a função de onda de muitas part́ıculas num conjunto completo de funções de

onda de muitas part́ıculas independentes do tempo que satisfazem algumas condições de

contorno (segundo o tipo de problema e sistema). Utilizando a notação geral para função

de onda de cada part́ıcula:

ψEk
(xk) , (6.3)

onde Ek representa uma caracteŕıstica da part́ıcula como por exemplo: o conjunto com-

pleto de números quânticos de cada part́ıcula. Ek também pode ser igual à p (momentum)

para um sistema de bósons sem spin numa caixa, ou E (energias), J (momento angular),

e também projeções do mesmo como: M = −J,−J + 1...., J − 1, J , para um conjunto de

part́ıculas sem spin num campo central.

Na MQ o conceito de trajetória, proveniente da mecânica clássica, não pode ser apli-

cado por causa do prinćıpio da incerteza de Heisenberg. Como conseqüência, as part́ıculas

microscópicas que interagem são completamente indistingúıveis, e elas não podem ser iden-

tificadas por algum tipo de medida. Isto pode ser interpretado considerando a colisão de

duas bolas de sinuca idênticas, onde podemos acompanhar a trajetória de cada uma inde-

pendentemente e assim diferenciá-las. Entretanto, na f́ısica de micropart́ıculas onde a MQ

deve ser utilizada, a situação é completamente diferente. Podemos distinguir part́ıculas

idênticas que estão muito afastadas uma da outra; por exemplo, um elétron na lua pode

ser distingúıvel de um que se encontra na terra. Por outro lado, quando as part́ıculas

idênticas interagem umas com as outras, como acontece no experimento de espalhamento,

não é posśıvel distinguir uma da outra.

Uma forma de saber o que está acontecendo com as part́ıculas do sistema é medir

alguma informação delas. Assim, as quantidades mensuráveis do sistema quântico em um
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estado estacionário são os valores médios de operadores que representam os observáveis

do sistema (Caṕıtulo 2), sendo que estes valores médios não devem mudar quando as

coordenadas das duas part́ıculas são trocadas na função de onda [155].

Este processo, de trocar as coordenadas na função de onda para duas part́ıculas,

incorpora uma estat́ıstica. Esta informação da estat́ıstica está contida na função de onda

do sistema, que tem a seguinte propriedade:

Ψ (x1, ..., xi, ..., xj, ..., xN , t) = ±Ψ (x1, ..., xj, ..., xi, ..., xN , t) . (6.4)

Esta última equação mostra que a função de onda deve ser simétrica ou anti-simétrica em

função da troca de coordenadas de alguma de duas part́ıculas. O sistema de part́ıculas que

estamos interessados satisfaz a propriedade de simetria que é caracteŕıstica de part́ıculas

bosônicas que discutiremos na próxima seção.

6.1.1 Propriedades e caracteŕısticas de part́ıculas bosônicas

A classificação de bósons é atribúıda às part́ıculas que possuem spin inteiro e obedecem

à estat́ıstica de Bose-Einstein, que é assim chamada em homenagem ao f́ısico Satyendra

Nath Bose, que desenvolveu o método estat́ıstico e que posteriormente Einstein utilizou

para descrever o comportamento de fótons e átomos. Bósons representam uma classe

de part́ıculas descritas por funções de onda que respondem a soluções da equação de

movimento. Essas funções de onda possuem propriedades de simetria, isto é, a condição

de troca de coordenadas como mostrado na equação (6.4). Alguns exemplos de part́ıculas

bosônicas são: fótons, gluons, bósons W+, W− e Z0, gráviton e também o bóson de Higgs

(como o próprio nome já diz).

Para descrever a f́ısica de todos estes sistemas de part́ıculas foi proposta uma descrição

que obedece a equação (6.4). Assim, a função de onda original pode ser reescrita num

arranjo das posśıveis combinações das funções de cada part́ıcula (equação (6.3)), como

pode ser visto na seguinte equação:

Ψ (x1, ..., xi, ..., xj, ..., xN , t) =
∑

E1......EN

C (E1......EN , t)ψE1
(x1) ......ψEN

(xN) ,

Se gerarmos um novo arranjo das funções de onda, de modo que estas dependam das

diferentes posśıveis formas de serem contabilizadas, podemos redefinir uma nova função
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de onda na forma:

Φn1,n2,......,n∞
(x1, x2, ......, xN ) ≡

(
n1!n2!......n∞!

N !

) 1

2 ∑

E1......EN (n1,n2,......,n∞)

ψE1
(x1) ......ψEN

(xN) .

(6.5)

Deste modo, a função de onda original não muda, podendo ser reescrita da seguinte forma:

Ψ (x1, ..., xi, ..., xj, ..., xN , t) =
∑

n1,n2,......,n∞

f (n1, n2, ......, n∞, t) Φn1,n2,......,n∞
(x1, x2, ......, xN ) ,

sendo que as funções f dependem dos coeficientes C (E1......EN , t). Além disso, a pro-

priedade de permutação das variáveis xi e xj é preservada, de modo que as funções Φ

satisfazem a propriedade de simetria:

Φn1,n2,......,n∞
(......, xi, ...., xj , ......) ≡ Φn1,n2,......,n∞

(......, xj, ...., xi, ......) , (6.6)

e a condição de normalização:
∫
dx1......dxNΦ†

n′
1
,n′

2
,......,n′

∞
(x1, ...., xN ) Φn1,n2,......,n∞

(x1, ...., xN ) = δn′
1
,n1
......δn′

∞,n∞
. (6.7)

Para simplificar notação é prefeŕıvel procurar uma representação da base de estados

do sistema quântico. Esta representação descreve o número de part́ıculas que ocupam

cada estado, em função de um conjunto completo de estados de uma única part́ıcula. Por

esta razão se define o vetor de estado como:

|n1, n2, ......, n∞〉 ←− Φn1,n2,......,n∞
(......, xj, ...., xi, ......) . (6.8)

A notação utilizada acima significa que tem n1 part́ıculas no autoestado 1, n2 part́ıculas

no autoestado 2, e assim por diante para todos os outros autoestados. Esta base deve ser

completa e ortonormal, de modo que os autovetores desta devem obedecer as seguintes

condições:

〈n′
1, n

′
2, ......, n

′
∞|n1, n2, ......, n∞〉 = δn′

1
,n1
......δn′

∞,n∞
, (6.9)

∑

n1,n2,......,n∞

|n1, n2, ......, n∞〉 〈n1, n2, ......, n∞| = 1. (6.10)

A somatória de completeza é sobre todos os números de ocupação, sem restrição. Para

fazer com que esta base de estados seja completa, são definidos operadores independentes

do tempo bk e b†
k e estes satisfazem as seguintes regras de comutação:

[
bk,b

†
k′

]
= δk,k′ , (6.11)

[bk,bk′ ] = 0, (6.12)
[
b†

k,b
†
k′

]
= 0. (6.13)
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São justamente as mesmas regras de comutação dos operadores de construção (ou

criação) e destruição (ou aniquilação) do oscilador harmônico quântico. Todas as pro-

priedades destes operadores seguem diretamente das regras de comutação, como por

exemplo:

b†
kbk |nk〉 = nk |nk〉 , (6.14)

bk |nk〉 =
√
nk |nk − 1〉 , (6.15)

b†
k |nk〉 =

√
nk + 1 |nk + 1〉 , (6.16)

sendo que:

- b†
kbk é o operador número de ocupação k, e o subindice k contém informação sobre

as autoenergias vinculadas com o autoestado |nk〉, e possui um espectro de autovalores

que inclui todo os inteiros posśıveis. Este operador também é hermitiano.

- bk é o operador de destruição (aniquilação), ou seja, diminui o número de ocupação

em 1 unidade e multiplica o estado por
√
nk. Este operador não é hermitiano.

- b†
k é o operador de construção (criação), isto é, incrementa o número de ocupação

em uma unidade e multiplica o estado por
√
nk + 1. Este operador não é hermitiano.

Os autovalores do operador número de ocupação, são maiores que ou iguais à zero:

nk = 〈nk|b†
kbk |nk〉 ,

= 〈nk|b†
k

∑

mk

|mk〉 〈mk|bk |nk〉 =
∑

mk

〈nk|b†
k |mk〉 〈mk|bk |nk〉 ,

=
∑

mk

|〈nk|bk |mk〉|2 ≥ 0. (6.17)

Os operadores definidos acima também seguem as seguintes relações de comutação:

[
b†

kbk,b
†
k

]
= b†

k, (6.18)
[
b†

kbk,bk

]
= −bk. (6.19)

Assim, o Hamiltoniano pode ser escrito em função da nova base de autoestados, na

seguinte forma:

H =
∑

k,l

b†
k 〈k| T̂ (xk) + V̂ (xk) |l〉bl +

1

2

∑

i,j,k,l

b†
ib

†
j 〈ij| V̂ (xk, xl) |lk〉blbk. (6.20)

Por exemplo, o estado fundamental de N part́ıculas bosônicas é representado por:

|Φ0 (N)〉 = |N, 0, 0, 0, 0, .....〉 , (6.21)
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onde todas as part́ıculas estão no modo de mais baixa energia. Consideramos aqui uma

caixa de volume V com condições de contorno periódicas, onde este estado preferido

tem momentum zero (ocupação macroscópica similar acontece em outras situações com

momento diferente de zero). Se o operador de criação e destruição b†
0 e b0 para o modo

de momento zero forem aplicados ao estado fundamental teremos então:

b0 |Φ0 (N)〉 =
√
N |N − 1, 0, 0, 0, 0, .....〉 , (6.22)

b†
0 |Φ0 (N)〉 =

√
N + 1 |N + 1, 0, 0, 0, 0, .....〉 . (6.23)

Por esta razão, nem b0 nem b†
0 aniquilam o estado fundamental, por outro lado, o o-

perador b†
0 e b0 para o sistema Bosônico modificam a amplitude do estado fundamental

pelos valores
√
N e
√
N + 1, que são evidentemente maiores que zero. Como é prefeŕıvel

manipular variáveis intensivas, introduzimos os operadores:

ξ̂0 =
1√
V

b0, (6.24)

ξ̂0
†

=
1√
V

b†
0, (6.25)

com as seguintes propriedades:

[
ξ̂0, ξ̂

†
0

]
=

1

V
, (6.26)

ξ̂0 |Φ0 (N)〉 =

√
N

V
|Φ0 (N − 1)〉 , (6.27)

ξ̂†0 |Φ0 (N)〉 =

√
N + 1

V
|Φ0 (N + 1)〉 . (6.28)

É posśıvel tratar os operadores ξ̂0 e ξ̂†0 como operadores comutáveis2, contanto que somente

os estados de uma fração finita das part́ıculas que ocupa o modo k = 0 sejam considerados.

Neste processo aproximado as flutuações no número de ocupação do estado fundamental

são desprezados.

Na discussão anterior estamos assumindo implicitamente que o sistema é um gás

bosônico perfeito, onde todas as part́ıculas estão no estado de momentum zero. Este

gás bosônico perfeito é um sistema onde as part́ıculas que pertencem ao gás interagem, e

o potencial de interação entre part́ıculas reduz a ocupação do modo preferencial, então o

valor médio de ocupação do estado fundamental é dado por:

〈Ψ0| ξ̂†0ξ̂0 |Ψ0〉 =
N0

V
= n0, (6.29)

2Do conceito em inglês “c-numbers”
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que é menor do que a densidade total N

V
= n. No entanto, idealmente n ∼= n0 que depende

da intensidade de interação entre as part́ıculas que compõem o sistema. Não obstante, a

substituição de Bogoliubov3 de ξ̂0 e ξ̂†0, que descrevem o estado fundamental de interação

sempre que o número de part́ıculas no estado zero-momentum permanece em fração finita

de N . Nós somos induzidos conseqüentemente a escrever o operador do campo de bósons

como:

ψ̂ (xl) = ξ̂0 +
∑′

k

1

V
eikxlbk = ξ̂0 + ϕ̂ (xl) =

√
n0 + ϕ̂ (xl) , (6.30)

onde a linha no somatório significa que omitimos o termo k = 0. O operador ϕ̂ (xl) não

tem componentes de momentum zero, e ξ̂0 é um operador comutável (operador número c

constante).

A separação de ψ̂ em duas partes modifica o Hamiltoniano (6.1) de forma fundamental.

Consideremos a energia potencial de interação como:

V (k, l) =
1

2

∫
dxkdxlψ̂

† (xk) ψ̂
† (xl) V̂ (xk − xl) ψ̂ (xk) ψ̂ (xl) . (6.31)

Se a equação da expressão ψ̂ (xk) for substitúıda no potencial V (k, l), teremos então:

V0 (k, l) =
1

2
n2

0

∫
dxkdxlV̂ (xk − xl) (6.32)

V1 (k, l) =
1

2
n0

∫
dxkdxlV̂ (xk − xl) ϕ̂ (xl) ϕ̂ (xk) , (6.33)

V2 (k, l) =
1

2
n0

∫
dxkdxlϕ̂

† (xk) ϕ̂
† (xl) V̂ (xk − xl) , (6.34)

V3 (k, l) = 2
1

2
n0

∫
dxkdxlϕ̂

† (xk) V̂ (xk − xl) ϕ̂ (xl) , (6.35)

V4 (k, l) = 2
1

2
n0

∫
dxkdxlϕ̂

† (xk) V̂ (xk − xl) ϕ̂ (xk) , (6.36)

V5 (k, l) = 2
1

2

√
n0

∫
dxkdxlϕ̂

† (xk) ϕ̂
† (xl) V̂ (xk − xl) ϕ̂ (xk) , (6.37)

V6 (k, l) = 2
1

2

√
n0

∫
dxkdxlϕ̂

† (xk) V̂ (xk − xl) ϕ̂ (xl) ϕ̂ (xk) , (6.38)

V7 (k, l) =
1

2

∫
dxkdxlϕ̂

† (xk) ϕ̂
† (xl) V̂ (xk − xl) ϕ̂ (xl) ϕ̂ (xk) . (6.39)

Na figura 6.1 indicamos os diferentes processos de interação, esta figura ilustra a

contribuição de cada termo do segundo membro do Hamiltoniano (6.20) e equações (6.32

- 6.39). Na figura a linha sólida denota a part́ıcula num estado excitado
(
ϕ̂†, ϕ̂

)
, a linha

ondulada denota a interação do potencial V̂ (xkl) = V̂ (xk − xl). A linha tracejada denota

a part́ıcula no estado fundamental
(
ξ̂†0ξ̂0

)
.

3Esta substituição é uma transformação conhecida como transformação de Bogoliubov que é explicada

no Apêndice B e aplicada na seguinte seção.
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ϕ(x )l

ϕ(x )k ϕ(x )l
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kl
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ϕ(x )k
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kl

ϕ(x )l

ξ (x )k ξ (x )l

ϕ(x )k

V(x  )
V1

kl

ϕ(x )l

ϕ(x )k ξ (x )l

ξ (x )k

V(x  )
V3

kl

ξ (x )l

ξ (x )k ξ (x )l

ξ (x )k

V(x  )
V0

kl

ξ (x )l

ϕ(x )k ϕ(x )l
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Figura 6.1: Diagramas de interação de duas part́ıculas. Posśıveis situações de interação entre

part́ıculas que se encontram no estado fundamental e de part́ıculas que se encontram no seu

estado excitado. Os Vk representam cada um dos termos que resultam das equações (6.32 -

6.39).

Por exemplo, analisemos o termo V5 (k, l), a interpretação f́ısica deste termo sim-

boliza o processo de aniquilação entre uma part́ıcula que se encontra no estado funda-

mental representada pela função de onda ξ̂0 (xl) e outra part́ıcula que se encontra num

estado excitado representada pela função de onda ϕ̂ (xk) dando como resultado o poten-
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cial de interação V̂ (xkl). Devido ao resultado de da interação V̂ (xkl) é posśıvel criar duas

part́ıculas em estados excitados diferentes uma representada com a função de onda ϕ̂† (xl)

e a outra ϕ̂† (xk). Um procedimento análogo é feito para os outros termos do potencial de

interação. Esta interpretação dos termos que contribuem na interação entre part́ıculas vai

permitir considerar termos do Hamiltoniano de muitas part́ıculas que são relevantes para

a demonstrar o Hamiltoniano do Condensado de Bose-Einstein, desenvolvido na seguinte

seção e apresentado com mais detalhe no Apêndice B.

6.2 Condensados de Bose-Einstein.

A condensação de Bose-Einstein [158, 159, 160] é um fenômeno que ocorre em muitas

áreas da f́ısica, que vão desde a matéria condensada até a astrof́ısica, passando inclusive

pela f́ısica de part́ıculas elementares. Um condensado é constitúıdo de um número grande

de part́ıculas bosônicas, dilúıdas num volume V, que colapsam ao estado de mais baixa

energia, atingindo uma temperatura muito baixa, próxima do zero absoluto. Este estado

da matéria é comumente chamado de superfluido. As interações entre as part́ıculas do

condensado ocorrem através de colisões com transferência muito pequena de momento.

Estas colisões acontecem mais frequentemente entre duas part́ıculas, pois interações por

colisões de dois corpos são mais prováveis de acontecerem do que três ou mais, e podem

ser caracterizadas utilizando o parâmetro “a”, do comprimento de espalhamento de ondas

“s” [157]. Com um sistema nesta configuração, é posśıvel estudar efeitos quânticos em

escala macroscópica.

Alguns sistemas têm sido criados em laboratórios, contendo bósons como uma extensão

de part́ıculas fermiônicas, como acontece no caso do 3He em ĺıquidos e de elétrons em

metais. Durante muitos anos os f́ısicos acreditaram que seria imposśıvel formar um BEC

porque o sistema congelaria antes de atingir o estado gasoso. Em 1959, foi iniciado um

estudo sobre a possibilidade de se criar BEC utilizando átomos de Hidrogênio [161]. Estes

foram resfriados e capturados numa armadilha magnética e posteriormente um condensado

foi criado experimentalmente com um certo grau de sucesso [162, 163]. Estas experiências

foram limitadas pela recombinação de átomos individuais para formar moléculas [164],

o que prejudicava a formação do condensado. Tentativas posteriores foram realizadas

utilizando vapor de metais alcalinos, como Césio [165] e Ĺıtio [166]. Finalmente, em 1995

foi posśıvel criar BEC utilizando átomos de Rub́ıdio [167] e Sódio [168] em armadilhas

magneto-ópticas.
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Nosso propósito neste trabalho é reproduzir a dinâmica do condensando bosônico

utilizando um sistema de RMN contendo núcleos quadrupolares.

Reescrevendo o Hamiltoniano do sistema de N part́ıculas (equação (6.1)) na repre-

sentação de segunda quantização (equação (6.20)), sendo que 〈k| T̂ (xk) + V̂ (xk) |l〉 =

h̄ωkk
δkk,kl

= h̄ωkk
e 〈ij| V̂ (xk,xl) |lk〉 = 〈12| V̂ (xk,xl) |34〉 = Vk1,k2,k3,k4

, temos:

H =
∑

k

h̄ωkb
†
kbk +

1

2

∑

k1,k2,k3,k4

Vk1,k2,k3,k4
b†

k1
b†

k2
bk3

bk4
, (6.40)

onde o primeiro termo representa o Hamiltoniano de uma part́ıcula e o segundo termo

representa a interação entre duas part́ıculas, com momento inicial k3 e k4 e momento final

k1 e k2, obviamente após o espalhamento.

Consideramos que a colisão preserva a conservação de momento e que a interação é

de curto alcance, temos:

k1 + k2 = k3 + k4. (6.41)

Podemos então descrever o potencial de interação da seguinte forma: Vk1,k2,k3,k4
≃

g
2vδk1+k2,k3+k4

H =
∑

k

h̄ωkb
†
kbk +

g

2V

∑

k1,k2,k3,k4

b†
k1

b†
k2

bk3
bk4

δk1+k2,k3+k4
. (6.42)

Onde os potenciais V (k1,k2,k3,k4) foram substitúıdos pelo pseudopotencial g. O ele-

mento de matriz constante g pode ser determinado contanto que H reproduza correta-

mente as propriedades de espalhamento de dois corpos no vácuo. É posśıvel mostrar que

a amplitude de espalhamento está relacionada ao potencial de interação de dois corpos

[169], e considerando aproximações de primeira ordem temos:

g =
4πh̄2a

m
, (6.43)

lembrando que a é o parâmetro do comprimento de espalhamento de ondas s e m a massa

das part́ıculas. Assumindo que o condensado é macroscopicamente ocupado, isto é, um

número maior de part́ıculas está no estado com k = 0, podemos determinar o espectro

de excitação do condensado. A teoria de Bogoliubov assume que os operadores b0 e b†
0

podem ser tratados como operadores comutáveis de magnitude N
1/2
0 , onde N0 representa

o número de part́ıculas no estado fundamental. Outra consideração importante é que

termos de até segunda ordem de b0 e b†
0 são considerados importantes no Hamiltoniano.

Também temos que ter presente a condição de Depleção4, e isto significa que o número de

4Tradução do inglês “Depletion”
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part́ıculas no estado fundamental N0 é muito próximo ao número de part́ıculas total N ,

satisfazendo a desigualdade N − N0 << N (ou N ≈ N0). Além das duas considerações

acima comentadas, tem uma que é considerada a mais importante, que é a transformação

dos operadores bk e b†
k em função de novos operadores α̂k e α̂†

k, que também satisfazem

as propriedades de comutação (equações (6.11), (6.12) e (6.13)).

Utilizando a teoria de Bogoliubov, é posśıvel demonstrar que o Hamiltoniano do sis-

tema de part́ıculas pode ser expresso como:

H =
g

2V

(
N2 −N +M

)
, (6.44)

ondeM representa o termo de interação entre part́ıculas do estado fundamental e part́ıculas

em estados excitados (simplifição do termo do hamiltoniano Hint expresso na equação

(B.35)) pode ser representado como:

M = −V

g

∑

k 6=0

[(
h̄ωk +

g

V
N
)
− Ek

]
1 +

V

g

∑

k 6=0

Ek

(
α̂†

kα̂k + α̂†
−kα̂−k

)
. (6.45)

O Hamiltoniano da equação (6.44) continua sendo muito estudado, e existe uma bibli-

ografia muito extensa e bem detalhada [155, 157, 170, 171, 172, 173]. No Apêndice B

apresentamos um resumo da demonstração deste Hamiltoniano.

6.3 RMN em Sistemas Quadrupolares

No Caṕıtulo 3 apresentamos a teoria de um sistema de RMN contendo núcleos quadrupo-

lares, que agora utilizaremos para descrever a nossa segunda aplicação. Vamos considerar

o Hamiltoniano do sistema no referencial girante5 (equação (3.34)) com freqüência ω:

HRMN = − (ωL − ω) Iz +
ωQ
6

(
3I2

z − I2
)
. (6.46)

Como pretendemos simular a evolução de BEC, utilizando um sistema de RMN contendo

núcleos quadrupolares, é conveniente expressar o Hamiltoniano acima em termos do op-

erador Número. Para realizar este objetivo vamos descrever algumas das propriedades do

operador de momento Iz:

Para spin I = 1/2:

Iz =
1

2




1 0

0 −1


 =

1

2




1 + 0 0

0 1− 2


 =

1

2




1 0

0 1


+

1

2




0 0

0 −2


 ,

5Por simplicidade estamos ignorando a constante de Planck h̄.
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Iz =
1

2




1 0

0 1


−




0 0

0 1


 ,

Iz =
1

2
1− b†b,

Iz =
1

2
1−N. (6.47)

Para spin I = 1, temos que:

Iz =




1 0 0

0 0 0

0 0 −1




=




1 + 0 0 0

0 1− 1 0

0 0 1− 2




=




1 0 0

0 1 0

0 0 1



−




0 0 0

0 1 0

0 0 2



,

Iz = 1− b†b,

Iz = 1−N. (6.48)

Para spin I = 3/2, temos que:

Iz =
1

2




3 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −3




=
1

2




3 + 0 0 0 0

0 3− 2 0 0

0 0 3− 4 0

0 0 0 3− 6



,

Iz =
1

2




3 0 0 0

0 3 0 0

0 0 3 0

0 0 0 3




+
1

2




0 0 0 0

0 −2 0 0

0 0 −4 0

0 0 0 −6



,

Iz =
3

2




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



−




0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3



,

Iz =
3

2
1− b†b,

Iz =
3

2
1−N. (6.49)

Como pode ser deduzido das expressões acima, podemos geralizar para qualquer valor

de spin I:

Iz = I 1−N. (6.50)

Substituindo esta expressão no Hamiltoniano quadrupolar, temos que:

HRMN = − (ωL − ω) (I 1−N) +
ωQ
6

(
3 (I 1−N) (I 1−N)− I2

)
.
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Logo, utilizando a definição I2 = I (I + 1)1, podemos deduzir que:

HRMN = − (ωL − ω) (I 1−N) +
ωQ
6

(
3
(
I2 1− 2IN + N2

)
− I (I + 1) 1

)
,

HRMN = +
ωQ
2

N2 + (ωL − ω)N− ωQ IN− (ωL − ω) I 1 +
ωQ
2
I2 1− ωQ

I (I + 1)

6
1.

Assim, para qualquer valor de spin quadrupolar temos:

HRMN =
ωQ
2

N2 + (ωL − ω − ωQ I)N +

(
ωQ
2
I2 − (ωL − ω) I − ωQ

I (I + 1)

6

)
1. (6.51)

A expressão acima pode ser simplificada na forma (6.44):

HRMN =
ωQ
2



N2 +

2 (ωL − ω − ωQ I)
ωQ

N +
2
(

ωQ
2
I2 − (ωL − ω) I − ωQ I(I+1)

6

)

ωQ
1



 .

(6.52)

Como pode ser constatado da expressão acima, conseguimos obter o Hamiltoniano

quadrupolar em termos de operador Número. Embora o número de ńıveis de energia no

nosso sistema quadrupolar seja limitado, pelo valor de spin nuclear I considerado como

um parâmetro no processo de simulação quântica. Neste caso podemos chamar o nosso

operador Número como operador Número truncado [29].

6.3.1 Conseqüências da comparação de sistemas quânticos

A equação (6.52) descreve um Hamiltoniano geral em função do spin nuclear, que pode

ser de qualquer valor, desde que seja I > 1/2. Neste trabalho, estudamos dois sistemas

distintos, um com spin I = 3/2 e outro com spin I = 7/2. Os resultados experimentais

das simulações, bem como comparações com as previsões teóricas são apresentados na

próxima seção.

Caso do spin nuclear I = 3/2

Analisando o Hamiltoniano (6.44), chegamos a conclusão de que é necessário sintonizar

o transmissor e o receptor do espectrômetro em determinados valores de freqüências.

Comparando os segundos termos de ambos os Hamiltonianos, equação (6.44) e (6.52),

encontramos a seguinte condição:

− 1 =
2 (ωL − ω − ωQ I)

ωQ
,

−ωQ = 2ωL − 2ω − ωQ 2I,

2ω = 2ωL + ωQ − ωQ 2I, (6.53)

2 (ωL − ω)

ωQ
= 2I − 1, (6.54)
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Esta última expressão é valida para qualquer valor de spin quadrupolar. Neste primeiro

caso analisaremos os experimentos num sistema do núcleo quadrupolar I = 3/2, logo

temos que:

2ω = 2ωL + ωQ − 3ωQ , (6.55)

ω = ωL − ωQ , (6.56)

o valor de ω, encontrado acima, é o que deve ser utilizado para simular um BEC, como

podemos constatar utilizando este valor no Hamiltoniano quadrupolar (6.52), como apre-

sentamos a seguir:

HRMN =
ωQ
2

(
N2 −N− 2 1

)
. (6.57)

Comparando com a equação (6.44) podemos encontrar uma relação entre duas grandezas

f́ısicas:

ωQ
2
∝ g

2V
, (6.58)

−2 1 ∝ Hint. (6.59)

Como pode ser observado, existem duas conseqüências desta simulação quântica:

Primeiro: O valor do potencial de interação entre part́ıculas que formam parte do

condensado é diretamente proporcional ao acoplamento quadrupolar do sistema de RMN,

isto é: ωQ ∝ g

V
.

Segundo: Os bósons que não formam parte do condensado e além disso que intera-

gem com o condensado, contribuem com uma energia constante para a energia total do

condensado, criando assim um valor mı́nimo de energia.

Caso do spin nuclear I = 7/2

Para spin I = 7/2, encontramos a seguinte condição:

− 1 =
2 (ωL − ω − ωQ I)

ωQ
,

−ωQ = 2ωL − 2ω − ωQ 7,

ω = ωL − 3ωQ . (6.60)

Utilizando o resultado acima podemos encontrar o Hamiltoniano quadrupolar como um

procedimento análogo ao do primeiro caso:

HRMN =
ωQ
2

(
N2 −N− 14 1

)
. (6.61)
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Se consideramos o terceiro termo do hamiltoniano da equação (6.52) e utilizando a

equação (6.54) encontramos que podemos simplificar o hamiltoniano de (6.52) na forma:

HRMN =
ωQ
2

{
N2 −N− 4I2 − 2I

3
1

}
, (6.62)

esta é uma forma mais compacta que depedende somente do valor de spin do sistema

quadrupolar de RMN e junto com as expressões (6.53) e (6.54) facilita a sua interpretação

e outras futuras aplicações.

Por outro lado, para que a expressão (6.58) represente uma igualdade, tem que existir

uma constante de proporcionalidade, pois ambos termos estão vinculados com a energia.

No caso de um condensado bosônico utilizando atomos de Césio, consideramos a massa

m = 2.21× 10−25 kg, o valor a = 1200a0 do parâmetro de comprimento de espalhamento

de ondas, s [174], sendo a0 = 0.0529 nm o valor do Radio de Bohr. Temos então que o

valor do Pseudopotencial é:

g =
4πh̄2a

m
= 0, 3345× 10−52 (Joules-seg)2

m

kg
, (6.63)

sendo que, para um número de densidade (n) aproximado de 1011 cm−3, e supondo 2×106

átomos, e o volume V = 2× 10−11 m3 encontramos:

g

2V
=

0, 3345× 10−52 (Joules m3)

2 (2× 10−11m3)
,

g

2V
= 0, 8363× 10−42 Joules. (6.64)

Por outro lado, calculamos o termo que fornece a informação sobre o sistema de RMN.

Considerando a constante de Planck, o acoplamento quadrupolar do sistema de RMN no

sistema de 23Na, é dado por:

h̄ωQ
2

=
h̄ 2π 16, 9× 103 Hz

2
= 5, 599× 10−30Joules . (6.65)

Portanto, das equações (6.64) e (6.65) podemos encontrar a expressão Cte g
2v ≡

h̄ωQ
2

,

logo a constante é dada por:

Cte = 6, 6949× 1012 . (6.66)

Similarmente, considerando o sistema quadrupolar de RMN contendo 133Cs temos:

h̄ωQ
2

=
h̄ 2π 6, 2× 103

2
Hz = 2.0541× 10−30Joules . (6.67)

Logo, o valor da constante Cte é dado por:

Cte = 2, 4561× 1012 . (6.68)
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Usando a expressão (6.58), vemos que é posśıvel calcular quantitativamente a constante

de proporcionalidade para cada tipo de atomos de um Condensado de Bose-Einstein e

para cada especie de sistema de núcleos quadrupolares de RMN.

Na próxima seção discutiremos a realização experimental da simulação de dois con-

densados bosônicos, através dos dois sistemas de RMN, contando núcleos quadrupolares,

onde os parâmetros calculados nesta seção serão utilizados.

6.4 Procedimento Experimental

6.4.1 Sistema f́ısico: Núcleos de Sódio em SDS e de Césio em

Cs-PFO

Para desenvolver nossos experimentos foram utilizados cristais ĺıquidos liotrópicos de

Dodecil Sulfato de Sódio (núcleo com spin I = 3/2) e o Césio Pentadecanofluorooctanoato

(núcleo com spin I = 7/2). As duas amostras possuem aproximadamente as mesmas ca-

racteŕısticas. O espectrômetro Varian INOVA de 400 MHz foi utilizado e os experimentos

foram realizados a temperatura ambiente. No Caṕıtulo 3 estes tópicos foram mais explici-

tamente discutidos.

6.4.2 Implementação de estados quânticos

O núcleo quadrupolar possui momento angular de spin bem definido. Quando um

núcleo é submetido a um campo magnético intenso e constante, os estados de momento

angular de spin perdem a degenereçência. Uma forma de expressar o estado quântico do

sistema quadrupolar é utilizando a representação de matriz densidade.

ρ =
e−βH0

Tr (e−βH0)
, (6.69)

ρ ≈ 1

Tr (e−βH0)
(1− βH0) , (6.70)

onde o segundo termo6, βH0 = ρ0, é a matriz densidade de desvio [60], que pode ser

descrita como:

ρ0 = a
∣∣∣∣
3

2

〉〈
3

2

∣∣∣∣+ b
∣∣∣∣
1

2

〉〈
1

2

∣∣∣∣+ c
∣∣∣∣
−1

2

〉〈−1

2

∣∣∣∣+ d
∣∣∣∣
−3

2

〉〈−3

2

∣∣∣∣ , (6.71)

6O limite de validade desta aproximação foi discutido junto à equação (3.13).
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ρ0 =

−3

2∑

m= 3

2

Pm |m〉 〈m| , (6.72)

Utilizando as técnicas atuais não é posśıvel detectar diretamente este estado, sendo

Pulso

não seletivo

Evol. Livre

t

ω = ω
             L

τ

ω = ω − ω
             L       Q

ω = ω − ω
             L       Q

ω = ω − 3ω
             L          Q

ω = ω − 3ω
             L          Q

Na
23

Cs
133

Na
23

Cs
133

Figura 6.2: Seqüência de pulso usada para implementar a simulação do condensado de Bose-

Einstein com a técnica experimental de RMN de núcleos quadrupolares.

necessário a aplicação de pulsos de leitura. Uma outra possibilidade é criar superposições

dos autoestados. Em RMN, também é posśıvel tomografar a matriz densidade, apli-

cando rotações apropriadas e realizando medidas, conseguindo assim determinar o estado

quântico do sistema [94, 175, 176].

Aplicando um pulso de π
2

no sistema (figura 6.2) é posśıvel criar uma superposição de

estados que pode ser representado matematicamente na forma:

ρ0

(
π

2

)
= a′

∣∣∣∣
3

2

〉〈
3

2

∣∣∣∣+ a′
∣∣∣∣
1

2

〉〈
1

2

∣∣∣∣+ a′
∣∣∣∣
−1

2

〉〈−1

2

∣∣∣∣+ a′
∣∣∣∣
−3

2

〉〈−3

2

∣∣∣∣+

b′
∣∣∣∣
3

2

〉〈
1

2

∣∣∣∣+ c′
∣∣∣∣
1

2

〉〈−1

2

∣∣∣∣+ d′
∣∣∣∣
−1

2

〉〈−3

2

∣∣∣∣+

b′∗
∣∣∣∣
1

2

〉〈
3

2

∣∣∣∣+ c′∗
∣∣∣∣
−1

2

〉〈
1

2

∣∣∣∣+ d′∗
∣∣∣∣
−3

2

〉〈−1

2

∣∣∣∣ . (6.73)

Os termos do tipo |m〉 〈m− 1| e |m− 1〉 〈m| são medidos diretamente sem precisar ne-

nhum tipo de rotação da matriz densidade (este caso é especial, nos demais é necessário

aplicar rotações, pulsos de radiofreqüência). Podemos ainda construir uma mistura es-

tat́ıstica de estados superpostos, mas este tipo de superposição é diferente com uma

superposição uniforme de estados. O estado criado com apenas um pulso de π
2

não possui

os elementos do tipo
∣∣∣−3

2

〉 〈
1
2

∣∣∣ ou
∣∣∣−3

2

〉 〈
3
2

∣∣∣ e seus rećıprocos complexos.

Para realizar a simulação de um BEC, precisamos expressar a matriz densidade de

RMN em função do operador Número, como discutido anteriormente. Sabemos que a
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matriz densidade de desvio depende do operador de momento angular de spin Iz, como

pode ser observado da equação (6.70). Lembrando que nossos sistemas f́ısicos quadrupo-

lares satisfazem a condição |ωL| >> |ωQ |, e é por isto que podemos expressar a matriz

densidade na forma (ver seção 3.1):

ρ ≈ 1

Tr (e−βH0)

(
1 +

h̄γB0

kBT
Iz

)
, (6.74)

Assim, utilizando a equação (6.50), podemos reescrever a matriz densidade:

ρ ≈ 1

Tr (e−βH0)

(
1 +

h̄γB0

kBT
(I 1−N)

)
,

ρ ≈ 1

Tr (e−βH0)

(
1 +

h̄γB0

kBT
I

)
1− 1

Tr (e−βH0)

h̄γB0

kBT
N. (6.75)

Desta expressão matemática podemos escrever a matriz densidade de desvio em função

dos autoestados do operador Número:

ρ0 ∝ N, (6.76)

ρ0 ∝ a |0〉 〈0|+ b |1〉 〈1|+ c |2〉 〈2|+ d |3〉 〈3| . (6.77)

Após a aplicação do pulso de π
2

(representamos por U
(

π
2

)
) o sistema evolui para o

estado descrito por:

ρ′ ≈ 1

Tr (e−βH0)

(
1 +

h̄γB0

kBT
I

)
1−U

(
π

2

)
ρ0U

†
(
π

2

)
. (6.78)

Logo, o estado quântico do sistema é representado pela matriz densidade de desvio:

U
(
π

2

)
ρ0U

†
(
π

2

)
∝ a′ |0〉 〈0|+ a′ |1〉 〈1|+ a′ |2〉 〈2|+ a′ |3〉 〈3|+

f |0〉 〈1|+ g |1〉 〈2|+ h |2〉 〈3|+

f ∗ |1〉 〈0|+ g∗ |2〉 〈1|+ h∗ |3〉 〈2| , (6.79)

Esta matriz densidade será utilizada para descrever, com ajuda de processos numéricos,

a evolução livre do condensado bosonico, que discutiremos nas seguintes seções.

6.4.3 Utilizando a RMN para simular condensados de Bose-

Einstein

As condições f́ısicas para a evolução do estado quântico durante um tempo τ , são

descritas pelas equações (6.56) para o Sódio e a equação (6.60) para o Césio, como pode



6.4. Procedimento Experimental 137

ser observado da seqüência de pulsos (figura 6.2). Logo, para avaliar a evolução da

simulação do BEC em função do tempo, consideramos mudança das intensidades de cada

uma das linhas dos espectros em cada tempo τ , para cada espécie nuclear. Na figura

3.4 apresentamos a rotulagem das linhas espectrais e estas serão utilizadas nos nossos

resultados experimentais.

A simulação do BEC realizada experimentalmente segundo o Hamiltoniano de RMN

quadrupolar:

UExp (t) = e−iHRMN t =⇒ UExp (t) ρ′ U†
Exp (t) . (6.80)

Dos resultados experimentais e simulação numérica (figura 6.3 e 6.5), vemos um incre-

mento do número de oscilações (que corresponde à diferença de energia entre as transições

dos autoestados envolvidos) das respectivas intensidades das linhas do espectro. A partir

dos resultados, podemos observar que a principal informação da simulação do conden-

sado se encontra na fase do elemento da matriz densidade que envolve os autoestados

da transição observada, que são os coeficientes f , g e h e seus conjugados complexos da

equação (6.79).

Podemos entender isto lembrando que a RMN detecta os elementos da matriz densi-

dade de primeira ordem sem utilizar pulsos de leitura [94]. Logo, a variação da intensidade

das linhas do espectro num intervalo fixo de tempo contém a informação das energias que

estão vinculadas com a transição observada. Para visualizar melhor este ponto vejamos

o seguinte procedimento que descreveremos em seguida. Considerando o autoestado |N〉
e o autoestado |N + 1〉 calculamos a energia média para o Hamiltoniano do BEC (??), e

podemos escrever os valores EN e EN+1 como sendo:

〈N |H |N〉 ∝ N2 −N + 〈N |M |N〉 ,

〈N + 1|H |N + 1〉 ∝ (N + 1)2 − (N + 1) + 〈N + 1|M |N + 1〉 ,

além do coeficiente g
2v , calculando a diferença entre estas energias, encontramos que:

〈N + 1|H |N + 1〉 − 〈N |H |N〉 ∝ (N + 1)2 − (N + 1) + 〈N + 1|M |N + 1〉

−
(
N2 −N + 〈N |M |N〉

)
,

〈N + 1|H |N + 1〉 − 〈N |H |N〉 ∝ N. (6.81)

O resultado acima indica o número de oscilações7 das transições vinculadas aos autoes-

tados envolvidos em um dado intervalo de tempo. Outra observação, que vale a pena

7Esta relacionada com a energia quantizada entre autoestados.
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comentar, é que o simples processo de submeter o núcleo ao campo estático gera os

posśıveis autoestados que teriam uma “analogia” com os autoestados de Fock8. Mas estes

autoestados representam uma mistura estat́ıstica de autoestados do operador Número,

truncado pelo valor do spin nuclear I [29]. Esta mistura estat́ıstica de estados à tempe-

ratura ambiente é inerente do sistema de RMN.

Os resultados experimentais das simulações do Condensado de Bose-Einstein foram

comparados com as previsões teóricas, calculadas utilizando métodos numéricos. Para

calcular a previsão teórica, utilizamos o operador que representa a evolução temporal

do sistema de acordo com o hamiltoniano do BEC (UBEC (t)). O operador de evolução

é aplicado no operador da matriz densidade, ρ′ equação (6.78), resultando na seguinte

expressão:

UBEC (t) = e−i(N2−N+Hint)t =⇒ UBEC (t) ρ′ U†
BEC (t) . (6.82)

onde o termoHint é o valor constante da demonstração no Apêndice B e a condição (6.59).

6.5 Discussões e Conclusões

A partir do trabalho anaĺıtico mostrado nas primeiras seções deste caṕıtulo e no

Apêndice B, foi posśıvel mostrar que a dinâmica de um sistema de RMN, contendo

núcleos quadrupolares pode ser descrito como um caso especial de BEC (ver equação

(6.52)). Utilizando os resultados teóricos descritos nas primeiras seções, foi posśıvel sim-

ular dois tipos de condensados bosônicos. Dois sistemas de RMN foram usados, núcleos

de 23Na (I = 3/2) e núcleos de 133Cs (I = 7/2), estes sistemas representam dois sistemas

com diferentes números de quase-part́ıculas na descrição do condensado bosônico.

Na figura 6.3 apresentamos resultados experimentais (śımbolos) da simulação do BEC

usando núcleos de Sódio e a simulação numérica (linha cont́ınua) considerando o Hamil-

toniano do BEC. Um procedimento experimental semelhante foi feito para o núcleo de

Césio (figura 6.5). Foi considerada a notação utilizada no Caṕıtulo 3 da figura 3.4 para

rotular cada linha do espectro do núcleo de Sódio e do núcleo de Césio (figuras 6.3A e

6.5A respectivamente). O dado experimental de cada linha do espectro foi normalizado

segundo o seu máximo valor de amplitude para cada especie nuclear (apresentado na

figura 6.3B para o núcleo de Sódio e na figura 6.5B para o núcleo de Césio).

Na figura 6.5B, dos resultados do núcleo de Césio, podemos perceber uma pequena

8Os estados de Fock são autoestados do Operador Número (N) [177].
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Figura 6.3: Resultados experimentais (śımbolos) e ajuste usando processos numéricos (linha

cont́ınua) do sistema quadrupolar de spin I = 3/2, para o núcleo de Sódio na amostra de SDS.

(A) Espectro experimental, os śımbolos indicam o resultado que corresponde a cada linha do

espectro segundo ao valor da transição apresentada na figura 3.4. O śımbolo ω representa o

valor da freqüência segundo a equação (6.56). (B) Resultados experimentais no intervalo de

tempo τ segundo a condição calculada para o núcleo de Sódio.

perda de fase entre os dados experimentais e o ajuste do resultado numérico. Podemos

perceber que os resultados experimentais que correspondem com as transições ω01 e ω12,

isto é, da primeira e segunda curvas estão ligeiramente adiantadas em fase quando com-



6.5. Discussões e Conclusões 140

paradas com a curva do resultado numérico. Analogamente, para os resultados experimen-

tais que correspondem com as transições ω56 e ω67, isto é, das duas últimas curvas estão

ligeiramente atrasadas em fase quando comparadas com a previsão do resultado numérico.

Esta defasagem está vinculada à separação entre as linhas espectrais, e temos ind́ıcios que

esta separação é influenciada pela mudança do valor do acoplamento quadrupolar no

tempo, devido à natureza da fase cristalina da amostra que aparentemente é um cristal

ĺıquido na fase nemática, como pode ser visto na figura 6.4. Este fenômeno é uma carac-

teŕıstica deste tipo de cristal ĺıquido como similarmente acontece com a amostra de SDS.

Assim, a evolução livre dos elementos da matriz densidade são afetadas por estas ligeiras

diferenças de freqüências, pois dependem do acoplamento quadrupolar.

Analisando qualitativamente da discussão acima, e utilizando o resultado apresentado

nas figuras 6.4 e 6.5, podemos calcular o tempo que completaria o peŕıodo de evolução e

este é dado por: τ34 = 161, 6 µs, onde consideramos a transição ω34 sendo νQ = 6186 Hz.

Podemos conferir na figura 6.5B para esta transição que aproximadamente é esse valor

que demora em completar o peŕıodo de evolução livre. Agora consideremos a transição

ω67 com uma freqüência de aproximadamente de menos 150 Hz em relação ao valor da

transição ω34, isto é νQ = 6036 Hz. Similarmente calculamos o tempo que completaria o

peŕıodo de evolução e encontramos τ67 = 165, 5 µs. Conferimos na figura 6.5B para a

transição ω67 e vemos que o tempo de evolução esta alguns µs depois do valor de τ34. No

outro extremo, para a transição ω12 acrescentamos um valor de freqüência de mais 120 Hz,

isto dá νQ = 6306 Hz. Calculamos o tempo do peŕıodo de evolução sendo τ67 = 158, 56 µs,

e como podemos verificar da figura 6.5B que o valor do tempo para completar a evolução

é menor do que o valor de τ34. Esta análise qualitativa ilustra a razão a defasagem das

linhas espectrais em relação ao ajuste do resultado numérico.

Um fato que precisa ser ressaltado, é que este procedimento teórico e experimen-

tal foi desenvolvido na representação de tempo-energia, isto é, considerando a equação

de Schrödinger (equação (2.3)), tendo em mente que o hamiltoniano (equação (6.44))

evoluindo no tempo é o do BEC. Na literatura geralmente o estudo do condensado acon-

tece na representação de espaço e momentum [167, 168].

Observando a figura 6.2 podemos imaginar um outro esquema de simulação, e esta

pode ser realizada aplicando um pulso de π
2

seletivo em alguma das transições, em vez

de um pulso não seletivo (pulso hard) como foi feito experimentalmente. Isto permi-

tirá observar uma linha do espectro que vincula a transição de dois ńıveis de energia do

hamiltoniano do condensado que é o equivalente de se encontrar numa transição entre
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Figura 6.4: Variação da freqüência quadrupolar das linhas espectrais do núcleo de Césio da

amostra de Cs-PFO em função ao tempo τ . (A) Aparente valor constante da freqüência

quadrupolar. (B) Valor da freqüência quadrupolar deslocando ao origem e ampliando a escala

em freqüência.

dois autoestados do operador número. Segundo esta situação, o condensado (ou a quase

part́ıcula) estaria mudando de um autoestado |N〉 para outro |N + 1〉 indefinidamente

(sem considerar processos de relaxação), como se fosse uma superposição de dois autoes-

tados do operador Número. A taxa desta mudança depende diretamente do valor do

acoplamento quadrupolar e da separação da transição com o valor teórico calculado da

freqüência do receptor, definida de acordo com as condições experimentais para o Sódio

(6.56) e para o Césio (6.60).

Neste caṕıtulo, descrevemos os resultados da utilização de sistemas quadrupolares de

RMN para simular sistemas condensados de part́ıculas bosônicas. Um ponto interessante,

é que não precisamos fazer mudanças ou considerações drásticas, para atingir o que seria

o Hamiltoniano do BEC. Este é o segundo trabalho, que completa esta tese.

Em resumo, conseguimos demonstrar que o valor do acoplamento quadrupolar pode

representar ou é análogo ao pseudopotencial de interação de duas part́ıculas que se en-

contram no seu estado fundamental. Resultados experimentais foram comparados com

previsões teóricas, calculadas numericamente a partir da dinâmica do condensado. Como

pode ser observado da figura 6.3 e da figura 6.5 as previsões teóricas estão de acordo

às simulações experimentais dos quânticos utilizados como computadores quânticos. A
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Figura 6.5: Resultados experimentais (śımbolos) e ajuste usando processos numéricos (linha

cont́ınua), para o sistema de núcleos de Césio com spin I = 7/2 na amostra de Cs-PFO. (A)

Espectro experimental, os śımbolos indicam o resultado que corresponde a cada linha do espectro

segundo a notação apresentada na figura 3.4. O śımbolo ω representa o valor da freqüência

segundo a equação (6.60). (B) Resultados experimentais no intervalo de tempo τ segundo a

condição calculada para o núcleo de Césio.
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presente proposta é uma nova forma de estudar sistemas quânticos de RMN aos trabalhos

bem sucedidos da literatura de Condensados Bosônicos em Exciton-Polaritons [178, 179],

Magnons [180, 181, 182, 183] e condensados de spins9 [55, 184, 185]. Para finalizar este

caṕıtulo, apresentamos uma outra proposta de trabalho experimental futuro que é a simu-

lação do que seria a interação de dois condensados, devido à possibilidade de manipular

vários parâmetros no processo experimental que podem ser precisamente controlados.

No próximo caṕıtulo, faremos uma discussão sobre as principais conclusões obtidas

nos dois trabalhos desta tese.

9Traduzido do inglês “Spinor Condensate”



Caṕıtulo 7

Conclusões

Nesta tese, relatamos os dois trabalhos realizados durante o meu programa de doutora-

do, ambos relacionados com o estudo do Processamento da Informação Quântica através

da RMN. O primeiro trabalho reporta um estudo sobre a dinâmica de relaxação em um

sistema quadrupolar de RMN, utilizando a tomografia de estado quântico (QST)1, que

permite determinar o valor de todos os elementos da matriz densidade. O segundo estudo

é sobre simulações de Condensados de Bose-Einstein em sistemas de RMN implementadas

em núcleos quadrupolares.

No primeiro trabalho, o estudo da perda de coerência foi realizado em um sistema

de cristal ĺıquido liotrópico, que é uma amostra de Dodecil Sulfato de Sódio (SDS) que

contém núcleos de Sódio (23Na) com spin I = 3/2. Nesta análise utilizamos a QST que

permitiu determinar a evolução temporal dos elementos da matriz densidade a partir de

estados quânticos iniciais. Os estados quânticos estudados foram a base computacional, o

estado do pseudo emaranhado 1√
2
(|00〉+ |11〉) e uma superposição uniforme, estes estados

foram implementados experimentalmente com a técnica de Pulsos Fortemente Modulados

(SMP).

A teoria utilizada para descrever a perda de coerência de estados quânticos implemen-

tados num sistema quadrupolar foi a teoria de relaxação e equação mestra de Redfield

[26] (Caṕıtulo 4). Segundo esta teoria é posśıvel calcular grandezas f́ısicas que estão vin-

culadas com a relaxação de cada elemento da matriz densidade [27]. Assim, conseguimos

determinar experimentalmente o valor das densidades espectrais que são constantes car-

acteŕısticas de cada sistema. Assumindo somente efeitos quadrupolares para o estudo da

relaxação, conseguimos ajustar os dados experimentais com o modelo teórico resultado da

1traduzido do inglês Quantum State Tomography
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aplicação da equação mestra de Redfield (o desenvolvimento experimental e análises de

dados foram apresentados no Caṕıtulo 5, os resultados mais importantes estão resumidos

nas tabelas 5.1, 5.4 e figura 5.7).

Do conjunto de resultados, foi posśıvel concluir que os elementos ρ12, ρ34, ρ13 , e ρ24

relaxam de acordo com uma soma de duas exponenciais, com argumentos que dependem de

J0, J1 e J2, enquanto que os elementos ρ23 e ρ14 relaxam seguindo somente uma exponencial

com dependência de J1 e J2. Elementos cuja relaxação dependem da densidade espectral

J0 perdem intensidade mais rápido em relação àqueles que não dependem deste parâmetro.

A relaxação de cada elemento da diagonal depende de combinações de somas de ex-

ponenciais com argumentos contendo as densidades espectrais J1 e J2.

As equações diferenciais que regem o comportamento de cada um dos elementos da

matriz densidade em relação ao tempo são desacopladas. No entanto, todos os elementos

estão relacionados ao tempo de correlação caracteŕıstico do sistema. No sistema estudado

consideramos dois tempos de correlação τ s
c e τ f

c caracteŕısticos.

Dos resultados obtidos, foi posśıvel observar que as densidades espectrais calculadas

satisfazem uma relação de ordem:

J0 > J1 ≈ J2 (7.1)

A partir desta relação, pudemos inferir um modelo de relaxação, para o nosso sistema.

Segundo este modelo, conseguimos identificar dois tipos de movimentos (lento e rápido)

para as moléculas contendo o núcleo estudado (23Na). Este foi um dos pontos importantes

deste trabalho.

Devemos ressaltar que, caracterizar e identificar a fase do cristal ĺıquido foi extrema-

mente importante, possibilitando a determinação de parâmetros f́ısicos, intŕınsecos do

nosso sistema. Classificamos nossa amostra como um “cristal liquido liotrópico na fase

nemática calamı́tica”.

Os dados foram também analisados no contexto de Processamento de Informação

Quântica, considerando que um sistema quadrupolar pode representar um sistema de

dois q-bits. Assim, a perda de coerência de cada q-bit do sistema foi estudada utilizando

a operação de traço parcial, aplicada sobre a matriz densidade de desvio. A análise do

comportamento de cada q-bit indica que um sistema quadrupolar I = 3/2 perde coerência

como um modelo para a relaxação de um sistema de duas part́ıculas de spin I = 1/2.

Comparamos os nossos resultados, no contexto da informação quântica, com o trabalho

publicado por Tseng e colaboradores, eles verificaram que um dos spins perde coerência
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mais rapidamente do que o outro [47]. Conclúımos que nosso sistema não tem o compor-

tamento antes citado, pelo fato que as densidades espectrais satisfazem esta relação de

ordem J1 ≈ J2.

Neste trabalho, exploramos as vantagens de usar a técnica de tomografia do estado

quântico, para estudar os processos de relaxação do sistema, o que tornou este estudo

ainda mais interessante.

Uma continuação deste trabalho será estudar a perda de coerência no espaço de fase,

e também determinar os operadores de Krauss [2], que modelam este fenômeno. Este

trabalho já se encontra em andamento e fará parte da tese de doutorado do aluno André

Gavini Viana.

O segundo trabalho discutido nesta tese reporta um processo de simulação quântica de

Condensados de Bose-Einstein, implementado experimentalmente em sistemas quadrupo-

lares, através da RMN. O Hamiltoniano que descreve o Condensado de Bose-Einstein foi

mapeado sobre o Hamiltoniano que descreve nossos sistemas quadrupolares, utilizando

processos de evolução livre e freqüências de deteção, que são as ferramentas básicas da

RMN. Neste trabalho foram utilizados núcleos quadrupolares de 23Na com spin nuclear

I = 3/2 e núcleos de 133Cs com spin nuclear I = 7/2. Um sistema quadrupolar com

spin I pode simular um condensado com no máximo 2I part́ıculas. Os sistemas f́ısicos

são amostras de cristal ĺıquido liotrópico. Os resultados experimentais se encontram de

acordo com as previsões teóricas obtidas da MQ. Nestas simulações o valor do spin do

núcleo quadrupolar define o posśıvel número de part́ıculas que podem estar contidas no

condensado. A razão por trás deste fato é que os ńıveis de energia são ordenados como

no caso de um oscilador harmônico truncado, ou seja, o estado de mais baixa energia é

|0〉, o que se interpretaria como o estado fundamental de um sistema de quase-part́ıculas.

Na simulação de condensados, o valor do acoplamento quadrupolar é diretamente

proporcional à intensidade do pseudopotencial de interação g que contém a informação

do parâmetro do comprimento de espalhamento de ondas s, portanto é posśıvel simular

e estudar o comportamento de vários tipos de condensado, pois os parâmetros de RMN

podem ser controlados.

Dentro deste trabalho temos mais algumas alternativas para explorar. Uma delas

seria a simulação da interação de dois condensados utilizando dois núcleos quadrupo-

lares, e também utilizar os métodos desenvolvidos no primeiro trabalho desta tese para

simular a perda de coerência do estado quântico do condensado. O alvo do método desen-



147

volvido neste trabalho é realizar simulações da dinâmica de condensados de Bose-Einstein,

considerando que o número de part́ıculas no sistema simulado proposto é muito menor

comparado com o número de part́ıculas de um Condensado de Bose-Einstein. Além disso,

o número de part́ıculas no sistema simulado é fixo, já no Condensado de Bose-Einstein

o número de part́ıculas não é constante, pois estudos de propriedades estat́ısticas são

abordados no Ensemble Grão-Canónico. Estas caracteŕısticas não foram obstáculos para

testar os recursos experimentais e tecnológicos em sistemas de RMN que são relativamente

mais simples e viáveis.

Em resumo, esta tese é composta de dois trabalhos que abordam o tema central

que é o Processamento da Informação Quântica através da RMN. O primeiro trata da

perda de coerência de estados quânticos, estudada através do fenômeno de relaxação de

um sistema quadrupolar. Os pontos importantes deste trabalho foram que as densidades

espectrais foram obtidas experimentalmente, e a técnica de tomografia de estado quântico

foi fundamental, onde todos os elementos da matriz densidade puderam ser medidos em

função do tempo utilizado para o sistema relaxar. O fenômeno da relaxação também foi

estudado no contexto da Informação Quântica, onde a perda de coerência foi investigada

para cada q-bit do sistema. No segundo trabalho, um método para simular um condensado

de Bose-Einstein, utilizando núcleos quadrupolares, foi desenvolvido e também testado

experimentalmente. Os resultados experimentais foram comparados com as previsões

teóricas da MQ e estão de bom acordo. Consideramos que ambos estudos apresentados

nesta tese serão boas contribuições para a área de Computação Quântica e Processamento

da Informação Quântica através da RMN.



Apêndice A

Demonstração da equação de

Redfield

Este apêndice é uma extensão do Caṕıtulo 4, que nos permitirá visualizar a manipu-

lação das aproximações e considerações validas na demostração e aplicação da equação

mestra de Redfield. Considerando a expressão (4.42) estudaremos os dois termos do lado

direito desta equação. Para o termo
[
H̃1 (t) , ρ̃ (t0)

]
, usando a definição da média do

ensemble1, teremos:

〈[
H̃int (t) , ρ̃ (t0)

]〉
=
〈
H̃int (t) ρ̃ (t0)

〉
−
〈
ρ̃ (t0) H̃int (t)

〉
, (A.1)

como ρ̃ (t0) é uma constante, não influencia na média do ensemble; então:

〈[
H̃int (t) , ρ̃ (t0)

]〉
=

〈
H̃int (t)

〉
ρ̃ (t0)− ρ̃ (t0)

〈
H̃int (t)

〉
,

〈[
H̃int (t) , ρ̃ (t0)

]〉
= ρ̃ (t0)

〈
H̃int (t)

〉
− ρ̃ (t0)

〈
H̃int (t)

〉
,

〈[
H̃int (t) , ρ̃ (t0)

]〉
= 0, (A.2)

reescrevedo a equação (4.42), temos:

〈
∂ρ̃ (t)

∂t

〉
=

〈
− 1

h̄2

t∫

t0

[
H̃int (t) ,

[
H̃int (t′) , ρ̃ (t0)

]
dt′
]〉
, (A.3)

e, manipulando similarmente esta última equação, podem ser demonstradas as equações

de Redfield [26], (ver também [63] pag 43).

∂ρ̃ (t)mn

∂t
=
∑

m′n′

Rmm′nn′ei(ωm−ωm′−ωn+ωn′ )ρ̃ (t0)m′n′ , (A.4)

1Tradução do inglês “ensemble averages”, aqui lembramos que estamos considerando o sistema S ⊗ E
e cada componente deste sistema completo tem uma equação (4.42) e fazemos o traço em todos os graus

de liberdade de E , simplemente ficando ρS = ρ como acontece na equação (4.3).
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com Rmm′nn′ independente do tempo. Esta última expressão será demonstrada seguida-

mente. A média do ensemble é independente dos operadores ∂
∂t

e de
∫
dt′, então encon-

tramos na equação (A.3):

〈
∂ρ̃ (t)

∂t

〉
= − 1

h̄2

〈 t∫

t0

[
H̃int (t) ,

[
H̃int (t′) , ρ̃ (t0)

]
dt′
]〉
,

∂ 〈ρ̃ (t)〉
∂t

= − 1

h̄2

t∫

t0

〈[
H̃int (t) ,

[
H̃int (t′) , ρ̃ (t0)

]
dt′
]〉
.

Sabemos que t0 < t′ < t e, se considerarmos t0 = 0, a relação de ordem 0 < t′ <

t continuará satisfeita. Além disso, se conhecemos o tempo t′ transcorrido, também

conhecemos o tempo que falta para o tempo final t, que seria τ = t − t′. Podemos

expressar t′ em função de τ e t, assim t′ = t− τ e, também, dt′ = −dτ . Aqui, utilizando

os argumentos similares das definições das equações (4.20), (4.21) e (4.24), encontramos:

∂ 〈ρ̃ (t)〉
∂t

=
1

h̄2

t∫

0

〈[
H̃int (t) ,

[
H̃int (t− τ) , ρ̃ (0)

]
dτ
]〉
,

∂ 〈ρ̃ (t)〉
∂t

=
1

h̄2

t∫

0

dτ
〈[
H̃int (t) ,

[
H̃int (t− τ) , ρ̃ (0)

]]〉
,

por enquanto, esqueceremos a operação da integral e manipularemos os elementos da

média do ensemble e os comutadores. Primeiramente, no lado direito da equação encon-

traremos quatro termos:

[
H̃int (t) ,

[
H̃int (t− τ) , ρ̃ (0)

]]
=
[
H̃int (t) , H̃int (t− τ) ρ̃ (0)− ρ̃ (0) H̃int (t− τ)

]
, (A.5)

[
H̃int (t) ,

[
H̃int (t− τ) , ρ̃ (0)

]]
= H̃int (t) H̃int (t− τ) ρ̃ (0)− H̃int (t) ρ̃ (0) H̃int (t− τ)

−H̃int (t− τ) ρ̃ (0) H̃int (t) + ρ̃ (0) H̃int (t− τ) H̃int (t) ,

logo voltando com a integral, temos a nossa equação:

∂ 〈ρ̃ (t)〉
∂t

=
1

h̄2

t∫

0

dτ
〈
H̃int (t) H̃int (t− τ) ρ̃ (0)

〉
−
〈
H̃int (t) ρ̃ (0) H̃int (t− τ)

〉

−
〈
H̃int (t− τ) ρ̃ (0) H̃int (t)

〉
+
〈
ρ̃ (0) H̃int (t− τ) H̃int (t)

〉
,

todos os termos no lado direito são influenciados pelo śımbolo da integral, mas essa ex-

pressão ainda é bem geral. Estudemos um elemento da matriz densidade, ρ̃αα′ (t) =
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〈α| ρ̃ (t) |α′〉, calculando seu valor.

∂ 〈ρ̃αα′ (t)〉
∂t

=
1

h̄2

t∫

0

dτ
〈
〈α| H̃int (t) H̃int (t− τ) ρ̃ (0) |α′〉

〉

−
〈
〈α| H̃int (t) ρ̃ (0) H̃int (t− τ) |α′〉

〉

−
〈
〈α| H̃int (t− τ) ρ̃ (0) H̃int (t) |α′〉

〉

+
〈
〈α| ρ̃ (0) H̃int (t− τ) H̃int (t) |α′〉

〉
. (A.6)

Considerando que entre os operadores H̃int (t) H̃int (t− τ) podemos introduzir o op-

erador unidade, então, pela propriedade de completeza [36]: 1 =
∑
β
|β〉 〈β|, o resultando

é:

∂ 〈ρ̃αα′ (t)〉
∂t

=
1

h̄2

∑

ββ′

t∫

0

dτ
〈
〈α| H̃int (t) |β〉 〈β| H̃int (t− τ) |β′〉 〈β′| ρ̃ (0) |α′〉

〉

−
〈
〈α| H̃int (t) |β〉 〈β| ρ̃ (0) |β′〉 〈β′| H̃int (t− τ) |α′〉

〉

−
〈
〈α| H̃int (t− τ) |β〉 〈β| ρ̃ (0) |β′〉 〈β′| H̃int (t) |α′〉

〉

+
〈
〈α| ρ̃ (0) |β〉 〈β| H̃int (t− τ) |β′〉 〈β′| H̃int (t) |α′〉

〉
, (A.7)

manipularemos o primeiro termo do lado direito da equação (A.7). Com ajuda das

equações (4.37), (4.38) e (4.39), realizaremos o processo de voltar do referencial de in-

teração, encontrando a expressão:

〈
eiωαte−iωβt 〈α|Hint (t) |β〉 eiωβ(t−τ)e−iωβ′ (t−τ) 〈β|Hint (t− τ) |β′〉 〈β′| ρ (0) |α′〉

〉
,

como os fatores são escalares, então, temos a liberdade de poder comutar e associando

termos adecuadamente, temos:

〈
eiωαt−iωβt+iωβt−iωβ′ teiωβ′τ−iωβτ 〈α|Hint (t) |β〉 〈β|Hint (t− τ) |β′〉 〈β′| ρ (0) |α′〉

〉
,

simplificando os termos comuns:

ei(ωβ′−ωβ)τ
〈
ei(ωα−ωβ′)t 〈α|Hint (t) |β〉 〈β|Hint (t− τ) |β′〉 〈β′| ρ (0) |α′〉

〉
. (A.8)

Repetimos este procedimento para os outros termos da equação (A.7) que mostramos

seguidamente. Para o segundo termo:

〈
〈α| H̃int (t) |β〉 〈β| ρ̃ (0) |β′〉 〈β′| H̃int (t− τ) |α′〉

〉

↓
ei(ωα′−ωβ′)τ

〈
ei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)t 〈α|Hint (t) |β〉 〈β| ρ (0) |β′〉 〈β′|Hint (t− τ) |α′〉

〉
.

(A.9)
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Para o terceiro termo:
〈
〈α| H̃int (t− τ) |β〉 〈β| ρ̃ (0) |β′〉 〈β′| H̃int (t) |α′〉

〉

↓
ei(ωβ−ωα)τ

〈
ei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)t 〈α|Hint (t− τ) |β〉 〈β| ρ (0) |β′〉 〈β′|Hint (t) |α′〉

〉
.

(A.10)

Para o quarto termo:
〈
〈α| ρ̃ (0) |β〉 〈β| H̃int (t− τ) |β′〉 〈β′| H̃int (t) |α′〉

〉

↓
ei(ωβ′−ωβ)τ

〈
ei(ωβ−ωα′)t 〈α| ρ (0) |β〉 〈β|Hint (t− τ) |β′〉 〈β′|Hint (t) |α′〉

〉
.

(A.11)

Reescrevendo novamente a equação (A.7) do elemento ρ̃αα′ (t) da matriz densidade:

∂ 〈ρ̃αα′ (t)〉
∂t

=
1

h̄2

∑

ββ′

t∫

0

dτei(ωβ′−ωβ)τ
〈
ei(ωα−ωβ′)t 〈α|Hint (t) |β〉 〈β|Hint (t− τ) |β′〉 〈β′| ρ (0) |α′〉

〉

−ei(ωα′−ωβ′)τ
〈
ei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)t 〈α|Hint (t) |β〉 〈β| ρ (0) |β′〉 〈β′|Hint (t− τ) |α′〉

〉

−ei(ωβ−ωα)τ
〈
ei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)t 〈α|Hint (t− τ) |β〉 〈β| ρ (0) |β′〉 〈β′|Hint (t) |α′〉

〉

+ei(ωβ′−ωβ)τ
〈
ei(ωβ−ωα′)t 〈α| ρ (0) |β〉 〈β|Hint (t− τ) |β′〉 〈β′|Hint (t) |α′〉

〉
,

por simplicidade, expressemos 〈α|Hint (t) |β〉 = Hint
αβ (t) também para os outros fatores e

nos quatro termos:

∂ 〈ρ̃αα′ (t)〉
∂t

=
1

h̄2

∑

ββ′

t∫

0

dτei(ωβ′−ωβ)τei(ωα−ωβ′)t
〈
Hint

αβ (t)Hint
ββ′ (t− τ) ρβ′α′ (0)

〉

−ei(ωα′−ωβ′)τei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)t
〈
Hint

αβ (t) ρββ′ (0)Hint
β′α′ (t− τ)

〉

−ei(ωβ−ωα)τei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)t
〈
Hint

αβ (t− τ) ρββ′ (0)Hint
β′α′ (t)

〉

+ei(ωβ′−ωβ)τei(ωβ−ωα′)t
〈
ραβ (0)Hint

ββ′ (t− τ)Hint
β′α′ (t)

〉
, (A.12)

como agora os elementos que se encontram dentro de
〈
Hint

αβ (t) ρββ′ (0)Hint
β′α′ (t− τ)

〉
perderam

sentido matricial, virando escalares, estes podem comutar. Logo, utilizamos a propriedade

associativa e encontramos
〈
Hint

αβ (t) ρββ′ (0)
〉

=
〈
Hint

αβ (t)
〉
ρββ′ (0) que foi manipulada para

encontrar a equação (A.2), agora temos:

∂ 〈ρ̃αα′ (t)〉
∂t

=
1

h̄2

∑

ββ′

t∫

0

dτei(ωβ′−ωβ)τei(ωα−ωβ′)t
〈
Hint

αβ (t)Hint
ββ′ (t− τ)

〉
ρβ′α′ (0)

−ei(ωα′−ωβ′)τei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)t
〈
Hint

αβ (t)Hint
β′α′ (t− τ)

〉
ρββ′ (0)

−ei(ωβ−ωα)τei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)t
〈
Hint

αβ (t− τ)Hint
β′α′ (t)

〉
ρββ′ (0)

+ei(ωβ′−ωβ)τei(ωβ−ωα′)t
〈
Hint

ββ′ (t− τ)Hint
β′α′ (t)

〉
ραβ (0) , (A.13)
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analisando o termo
〈
Hint

αβ (t− τ)Hint
β′α′ (t)

〉
, sendo:

Gαβα′β′ (τ) =
1

h̄2

〈
Hint

αβ (t− τ)Hint
β′α′ (t)

〉
, (A.14)

devido ao movimento em estado estacionario, não depende do tempo inicial e final mas

sim, da diferença, como acontece nas expressoes (4.24) e (4.25):

Gαβα′β′ (τ) =
1

h̄2

〈
Hint

αβ (0)Hint
β′α′ (τ)

〉
, (A.15)

então, pela definição de matriz hermı́tica, H é matriz hermitiana:

Gαβα′β′ (τ) =
1

h̄2

〈
Hint

βα

†
(0)Hint

β′α′ (τ)
〉
,

Gαβα′β′ (τ) = Gβαβ′α′ (τ) . (A.16)

Essa é a função de correlação cruzada de Hint
βα e Hint

β′α′ . Similarmente para os outros

termos:

1

h̄2

〈
Hint

αβ (t)Hint
β′α′ (t− τ)

〉
=

1

h̄2

〈
Hint

αβ (τ)Hint
β′α′ (0)

〉
,

1

h̄2

〈
Hint

αβ (t)Hint
β′α′ (t− τ)

〉
=

1

h̄2

〈
Hint

β′α′ (0)Hint
αβ (τ)

〉
,

1

h̄2

〈
Hint

αβ (t)Hint
β′α′ (t− τ)

〉
=

1

h̄2

〈
Hint

α′β′

†
(0)Hint

αβ (τ)
〉
,

1

h̄2

〈
Hint

αβ (t)Hint
β′α′ (t− τ)

〉
= Gα′β′αβ (τ) . (A.17)

1

h̄2

〈
Hint

αβ (t)Hint
ββ′ (t− τ)

〉
=

1

h̄2

〈
Hint

αβ (τ)Hint
ββ′ (0)

〉
,

1

h̄2

〈
Hint

αβ (t)Hint
ββ′ (t− τ)

〉
=

1

h̄2

〈
Hint

ββ′ (0)Hint
αβ (τ)

〉
,

1

h̄2

〈
Hint

αβ (t)Hint
ββ′ (t− τ)

〉
=

1

h̄2

〈
Hint

β′β

†
(0)Hint

αβ (τ)
〉
,

1

h̄2

〈
Hint

αβ (t)Hint
ββ′ (t− τ)

〉
= Gβ′βαβ (τ) . (A.18)

1

h̄2

〈
Hint

ββ′ (t− τ)Hint
β′α′ (t)

〉
=

1

h̄2

〈
Hint

ββ′ (0)Hint
β′α′ (τ)

〉
,

1

h̄2

〈
Hint

ββ′ (t− τ)Hint
β′α′ (t)

〉
=

1

h̄2

〈
Hint

β′β

†
(0)Hint

β′α′ (τ)
〉
,

1

h̄2

〈
Hint

ββ′ (t− τ)Hint
β′α′ (t)

〉
= Gβ′ββ′α′ (τ) . (A.19)

Substituindo as equações (A.16), (A.17), (A.18) e (A.19) na equação (A.13). A média

do ensemble no termo do lado esquerdo não é influenciada, assumindo o valor 〈ρ̃αα′ (t)〉 =
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ρ̃αα′ (t). Logo:

∂ρ̃αα′ (t)

∂t
=

∑

ββ′

t∫

0

dτei(ωβ′−ωβ)τei(ωα−ωβ′)tGβ′βαβ (τ) ρβ′α′ (0)

−ei(ωα′−ωβ′)τei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)tGα′β′αβ (τ) ρββ′ (0)

−ei(ωβ−ωα)τei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)tGβαβ′α′ (τ) ρββ′ (0)

+ei(ωβ′−ωβ)τei(ωβ−ωα′)tGβ′ββ′α′ (τ) ραβ (0) , (A.20)

associando os fatores que dependem de τ , entre parenteses, é obtida a expressão:

∂ρ̃αα′ (t)

∂t
=

∑

ββ′




t∫

0

e−i(ωβ−ωβ′)τGβ′βαβ (τ) dτ


 ei(ωα−ωβ′)tρβ′α′ (0)

−
∑

ββ′




t∫

0

dτe−i(ωβ′−ωα′)τGα′β′αβ (τ) dτ


 ei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)tρββ′ (0)

−
∑

ββ′




t∫

0

dτe−i(ωα−ωβ)τGβαβ′α′ (τ) dτ


 ei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)tρββ′ (0)

+
∑

ββ′




t∫

0

e−i(ωβ−ωβ′)τGβ′ββ′α′ (τ) dτ


 ei(ωβ−ωα′)tραβ (0) , (A.21)

o seguinte passo, é analizar as integrais
t∫
0
dτe−i(ωα−ωβ)τGβαβ′α′ (τ) dτ . Se considerarmos

que τ < τc, sendo τc o tempo de correlação, e assumindo que t ≫ τc, podemos dizer que

a integral:
∞∫

t

dτe−i(ωα−ωβ)τGβαβ′α′ (τ) dτ, (A.22)

tem um valor despreźıvel. Agora, podemos realizar a seguinte operação:

t∫

0

dτe−i(ωα−ωβ)τGβαβ′α′ (τ) dτ +

∞∫

t

dτe−i(ωα−ωβ)τGβαβ′α′ (τ) dτ =

∞∫

0

dτe−i(ωα−ωβ)τGβαβ′α′ (τ) dτ,

Jβαβ′α′ (ωα − ωβ) =

∞∫

0

dτe−i(ωα−ωβ)τGβαβ′α′ (τ) dτ,

e, para utilizar a definição de transformada de Fourier (equação (4.31)):

Jβαβ′α′ (ωα − ωβ) =
1

2

∞∫

−∞
dτe−i(ωα−ωβ)τGβαβ′α′ (τ) dτ, (A.23)

assim, a densidade espectral tem uma parte real e uma parte complexa:

Jβαβ′α′ (ωβα) = Re (Jβαβ′α′ (ωα − ωβ)) =
1

2

∞∫

−∞
dτ cos ((ωα − ωβ) τ)Gβαβ′α′ (τ) dτ, (A.24)
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J ′
βαβ′α′ (ωβα) = Im (Jβαβ′α′ (ωα − ωβ)) = −1

2

∞∫

−∞
dτ sin ((ωα − ωβ) τ)Gβαβ′α′ (τ) dτ,

(A.25)

e a densidade espectral será:

Jβαβ′α′ (ωα − ωβ) = Jβαβ′α′ (ωβα) + iJ ′
βαβ′α′ (ωβα) . (A.26)

Este procedimento acontece para todos os outros termos. Substituindo a equação

(A.23) na expressão do elemento ρ̃αα′ (t) da matriz densidade, equação (A.21):

∂ρ̃αα′ (t)

∂t
=

∑

ββ′

Jβ′βαβ (ωβ − ωβ′) ei(ωα−ωβ′)tρβ′α′ (0)

−
∑

ββ′

Jα′β′αβ (ωβ′ − ωα′) ei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)tρββ′ (0)

−
∑

ββ′

Jβαβ′α′ (ωα − ωβ) ei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)tρββ′ (0)

+
∑

ββ′

Jβ′ββ′α′ (ωβ − ωβ′) ei(ωβ−ωα′)tραβ (0) , (A.27)

∂ρ̃αα′ (t)

∂t
=

∑

ββ′

Jβ′βαβ (ωβ − ωβ′) ei(ωα−ωβ′)tρβ′α′ (0) +
∑

ββ′

Jβ′ββ′α′ (ωβ − ωβ′) ei(ωβ−ωα′)tραβ (0)

−
∑

ββ′

(Jα′β′αβ (ωβ′ − ωα′) + Jβαβ′α′ (ωα − ωβ)) ei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)tρββ′ (0) , (A.28)

e, se ao termo com ραβ (0) mudamos os indices de ββ′ para σβ′ com a seguinte regra:

β′ → σ e β → β′:

∑

ββ′

Jβ′ββ′α′ (ωβ − ωβ′) ei(ωβ−ωα′)tραβ (0) ,

∑

β′σ

Jσβ′σα′ (ωβ′ − ωσ) ei(ωβ′−ωα′)tραβ′ (0) , (A.29)

esta última equação é equivalente a expressão:

∑

ββ′σ

Jσβ′σα′ (ωβ′ − ωσ) ei(ωα−ωβ+ωβ′−ωα′)tδαβρββ′ (0) , (A.30)

o procedimento de troca de ı́ndices também é repetido para o termo com ρβ′α′ (0), β → σ

e β′ → β:

∑

ββ′

Jβ′βαβ (ωβ − ωβ′) ei(ωα−ωβ′)tρβ′α′ (0) ,

∑

σβ

Jβσασ (ωσ − ωβ) ei(ωα−ωβ)tρβα′ (0) ,
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sendo equivalente:

∑

ββ′σ

Jβσασ (ωσ − ωβ) ei(ωα−ωβ+ωβ′−ωα′)tδα′β′ρββ′ (0) , (A.31)

substituindo a (A.30) e (A.31) na equação (A.28):

∂ρ̃αα′ (t)

∂t
=

∑

ββ′σ

Jβσασ (ωσ − ωβ) ei(ωα−ωβ+ωβ′−ωα′)tδα′β′ρββ′ (0)

+
∑

ββ′σ

Jσβ′σα′ (ωβ′ − ωσ) ei(ωα−ωβ+ωβ′−ωα′)tδαβρββ′ (0)

−
∑

ββ′

(Jα′β′αβ (ωβ′ − ωα′) + Jβαβ′α′ (ωα − ωβ)) ei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)tρββ′ (0) ,

arrumando os termos e agrupando convenientemente encontramos:

∂ρ̃αα′ (t)

∂t
=

∑

ββ′

∑

σ

(δα′β′Jβσασ (ωσ − ωβ) + δαβJσβ′σα′ (ωβ′ − ωσ)) ei(ωα−ωβ+ωβ′−ωα′)tρββ′ (0)

−
∑

ββ′

(Jα′β′αβ (ωβ′ − ωα′) + Jβαβ′α′ (ωα − ωβ)) ei(ωα−ωα′+ωβ′−ωβ)tρββ′ (0) .

Considerando que:

Rαα′ββ′ =
∑

σ

(δα′β′Jβσασ (ωσ − ωβ) + δαβJσβ′σα′ (ωβ′ − ωσ))

−Jα′β′αβ (ωβ′ − ωα′)− Jβαβ′α′ (ωα − ωβ) , (A.32)

a expressão do nosso elemento ρ̃αα′ (t) da matriz densidade é:

∂ρ̃αα′ (t)

∂t
=
∑

ββ′

Rαα′ββ′ei(ωα−ωβ+ωβ′−ωα′)tρββ′ (0) ,

utilizando a condição b pag 276 da ref. [60], reconsideramos o termo ρ̃ββ′ (t) isto significa

voltar na representação de interação:

∂ρ̃αα′ (t)

∂t
=
∑

ββ′

Rαα′ββ′ei(ωα−ωβ+ωβ′−ωα′)tρ̃ββ′ (t) . (A.33)

Demostramos a expressão de relaxação da Teoria de Redfield. Esta expressão será

aplicada no estudo do sistema quadrupolar. Lembrando que esta expressão foi obtida

utilizando a segunda alternativa do estudo de sistemas abertos [26, 108].



Apêndice B

Hamiltoniano do Condensado de

Bose-Einstein

No presente apêndice demonstramos o Hamiltoniano do BEC, utilizamos a teoria de

Bogoliubov para um sistema de part́ıculas interagindo fracamente. Para isto consideramos

a equação (6.42) e analisemos o termo de interação:

Hint =
g

2V

∑

k1,k2,k3,k4

b†
k1

b†
k2

bk3
bk4

δk1+k2,k3+k4
, (B.1)

da equação de conservação de momentum:

k1 − k3 = − (k2 − k4) , (B.2)

e da função delta encontramos:

k1 + k2 = 0 =⇒ −k1 = k2, (B.3)

= 0 =⇒ k1 = k. (B.4)

O Hamiltoniano de interação ficará assim:

Hint =
g

2V

∑

k

b†
kb

†
−kbkb−k, (B.5)

então para diferentes valores de k1, k2, k3 e k4 teremos varias possibilidades de onde

podemos encontrar as seguintes:

Hint =
g

2V

∑

k

(
b†

0b
†
kb0bk + b†

kb
†
0bkb0 + b†

0b
†
0b−kbk + b†

kb
†
−kb0b0 + b†

0b
†
−kb−kb0 + b†

kb
†
0b0bk

)
.

(B.6)
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Em vista do novo propósito do estado de momento zero, realizamos a operação de b†
0

e b0 pelo operador comutável (c-number):

b†
0,b0 −→ N

1/2
0 . (B.7)

Os termos do Hamiltoniano de interação podem ser classificados de acordo ao número

de vezes que b†
0 e b0 aparecem e ficaremos somente com termos da ordem N2

0 e N0:

Hint ≈
g

2V



b†

0b
†
0b0b0 +

∑

k 6=0

[
2
(
b†

kbkb
†
0b0 + b†

−kb−kb
†
0b0

)
+ b†

kb
†
−kb0b0 + b†

0b
†
0bkb−k

]


 ,

(B.8)

este Hamiltoniano truncado claramente despreza a interação de part́ıculas fora do con-

densado, porque ignoramos termos do tipo b†
kb

†
kb−kb−k, isto terá que produzir uma boa

aproximação tais que N −N0 ≪ N . Os termos omitidos podem somente contribuir como

a energia em terceira ordem ou maiores ordens. Escrevendo o Hamiltoniano completo:

H =
∑

k

h̄ωkb
†
kbk +

g

2V
b†

0b
†
0b0b0 +

g

2V

∑

k 6=0

[
2
(
b†

kbkb
†
0b0 + b†

−kb−kb
†
0b0

)
+ b†

kb
†
−kb0b0 + b†

0b
†
0bkb−k

]
,

usando a expressão do operador número:

N =
∑

k

b†
kbk, (B.9)

podemos separar em dois termos; o primeiro para as part́ıculas que possuem momentum

k = 0 e o segundo termo para part́ıculas que possuem momentum k 6= 0:

N = b†
0b0 +

1

2

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
, (B.10)

N = N0 +
1

2

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
. (B.11)

Analisamos o primeiro termo do Hamiltoniano completo:

∑

k

h̄ωkb
†
kbk = h̄ω0b

†
0b0 +

1

2

∑

k 6=0

(
h̄ωkb

†
kbk + h̄ω−kb

†
−kb−k

)
, (B.12)

substituindo no Hamiltoniano:

H = h̄ω0b
†
0b0 +

1

2

∑

k 6=0

(
h̄ωkb

†
kbk + h̄ω−kb

†
−kb−k

)
+

g

2V



b†

0b
†
0b0b0 +

∑

k 6=0

[
2
(
b†

kbkb
†
0b0 + b†

−kb−kb
†
0b0

)
+ b†

kb
†
−kb0b0 + b†

0b
†
0bkb−k

]


 ,
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sabendo que h̄ωk = h̄ω−k, e reordenando:

H = h̄ω0b
†
0b0 +

g

2V
b†

0b
†
0b0b0 +

1

2

∑

k 6=0

h̄ωk

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+

g

2V

∑

k 6=0

[
2
(
b†

kbkb
†
0b0 + b†

−kb−kb
†
0b0

)
+ b†

kb
†
−kb0b0 + b†

0b
†
0bkb−k

]
, (B.13)

a combinação da equaçao (B.7) da:

H = h̄ω0b
†
0b0 +

g

2V
b†

0b
†
0b0b0 +

1

2

∑

k 6=0

h̄ωk

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+

∑

k 6=0

2
g

2V
N0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+
∑

k 6=0

g

2V
N0

(
b†

kb
†
−k + bkb−k

)
, (B.14)

agrupando termos comuns, reordenando e fatorando o coeficiente g
2v para todos os termos:

H =
g

2V

(
b†

0b
†
0b0b0 +

2Vh̄ω0

g
b†

0b0

)
+

g

2V

1

2

∑

k 6=0

(
2Vh̄ωk

g
+ 4N0

)(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+

g

2V

1

2

∑

k 6=0

2N0

(
b†

kb
†
−k + bkb−k

)
. (B.15)

Por outro lado, considerando a definição do operador número (B.11):

N = b†
0b0 +

1

2

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
,

multiplicando o operador número por ele mesmo, encontramos:

NN =


b†

0b0 +
1

2

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)



b†

0b0 +
1

2

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)

 ,

N2 = b†
0b0b

†
0b0 + b†

0b0
1

2

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+ b†

0b0
1

2

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+

1

4

∑

k′,k 6=0

(
b†

kbkb
†
k′bk′ + b†

−kb−kb
†
k′bk′ + b†

kbkb
†
−k′b−k′ + b†

−kb−kb
†
−k′b−k′

)
,

N2 = b†
0b0b

†
0b0 + b†

0b0

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
, (B.16)

o último passo foi feito considerando que
[
b†

kbk + b†
−kb−k,b

†
0b0

]
=
[
b†

kbk + b†
−kb−k,N0

]
=

0 e que o termo b†
kbkb

†
k′bk′ e similares são despreziveis ou tem probabilidade quase nula de

que aconteça. Usando propriedades de comutação
[
b0,b

†
0

]
= 1, sendo que b0b

†
0−b†

0b0 = 1

encontrando b0b
†
0 = b†

0b0 + 1 e substituindo na equação anterior, temos:

N2 = b†
0b

†
0b0b0 + b†

0b0 + b†
0b0

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
,

b†
0b

†
0b0b0 = N2 − b†

0b0 − b†
0b0

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
, (B.17)
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ista última expressão substitúımos no Hamiltoniano (B.15) e associando apropriadamente,

considerando que o coeficiente g
2v foi trocado para o lado esquerdo da expressão encon-

traremos:

2V

g
H = N2 +

(
2Vh̄ω0

g
− 1

)
b†

0b0 − b†
0b0

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+

1

2

∑

k 6=0

[(
2Vh̄ωk

g
+ 4N0

)(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+ 2N0

(
b†

kb
†
−k + bkb−k

)]
,

reagrupando novamente e considerando que b†
0b0 = N0:

2V

g
H = N2 +

(
2Vh̄ω0

g
− 1

)
N0 +

1

2

∑

k 6=0

[(
2Vh̄ωk

g
+ 2N0

)(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+ 2N0

(
b†

kb
†
−k + bkb−k

)]
,

devido ao fato que ωk = h̄k2

2m
, para k = 0 encontramos ω0 = 0, o Hamiltoniano ficara:

2V

g
H = N2 −N0 +

1

2

∑

k 6=0

(
2Vh̄ωk

g
+ 2N0

)(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+

1

2

∑

k 6=0

2N0

(
b†

kb
†
−k + bkb−k

)
. (B.18)

Considerando a expressão do operador Número (equação (B.11)):

N0 = N− 1

2

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
,

e substituimos no Hamiltoniano da equação (B.18):

2V

g
H = N2 −N +

1

2

∑

k 6=0

(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+

1

2

∑

k 6=0




2Vh̄ωk

g
+ 2


N−

∑

k′ 6=0

(
b†

k′bk′ + b†
−k′b−k′

)




(
b†

kbk + b†
−kb−k

)

+

1

2

∑

k 6=0


2


N−

∑

k′ 6=0

(
b†

k′bk′ + b†
−k′b−k′

)


(
b†

kb
†
−k + bkb−k

)

 , (B.19)

arrumando e associando termos, além disso desprezando termos de segunda ordem nos

operadores de criação e destuição (termos como
∑
k 6=0

(
b†

kbk

)2
), encontramos:

2V

g
H = N2 −N +

1

2

∑

k 6=0

(
2Vh̄ωk

g
+ 2N + 1

)(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+

1

2

∑

k 6=0

2N
(
b†

kb
†
−k + bkb−k

)
. (B.20)
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Este Hamiltoniano será importante para nossas aplicações e nas nossas implementações,

por enquanto continuemos fazendo o processo anaĺıtico acerca deste Hamiltoniano. Por

outro lado é posśıvel utilizar as transformações de Bogoliubov para calcular as respectivas

energias do sistema bosonico. Reescrevendo nosso Hamiltoniano temos:

H =
g

2V

(
N2 −N +Hint

)
. (B.21)

Chamaremos o terceiro termo da direita do Hamiltoniano como Hamiltoniano de in-

teração entre as part́ıculas que estão em estados excitados (fora do condensado) e com

aquelas part́ıculas que se encontram no estado fundamental (dentro do condensado)1:

Hint =
V

g

∑

k 6=0

[(
h̄ωk +

g

V
N +

g

2V
1
)(

b†
kbk + b†

−kb−k

)
+
g

V
N
(
b†

kb
†
−k + bkb−k

)]

(B.22)

O Hamiltoniano (B.22) tem uma importância especial que pode ser resolvida por causa

da forma quadrática nos operadores, pode ser diagonalizavel com uma transformação

canônica.

A diagonalização de H é muitas vezes posśıvel pela definição de uma novo conjunto

de operadores de criação e destruição.

bk = ukα̂k − vkα̂†
−k, (B.23)

b†
k = ukα̂

†
k − vkα̂−k, (B.24)

sendo que os coeficientes uk e vk são assumidos reais e simétricos esfericamente. A trans-

formação é canônica se os novos operadores também obedecem as relações de comutação

canônicas:

[
α̂k, α̂

†
k′

]
= δk,k′ , (B.25)

[α̂k, α̂k′ ] =
[
α̂†

k, α̂
†
k′

]
= 0, (B.26)

e esta condição poderá ser satisfeita pela restrição:

uk − vk = 1, (B.27)

para cada k. Equações (B.23) e (B.24) podem ser substitúıdas na equação no Hamiltoni-

ano Hint diretamente e encontrando, além de um fator v
g
:

Hint ∝
∑

k 6=0

[(
h̄ωk1 +

g

V
N +

g

2V
1
)(

2V2
k

)
+
g

V
N (−2V−kuk)

]
δk,k + (B.28)

1As palavras “fora” e “dentro” é uma expressão simplificada para a interpretação do conceito do BEC.
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∑

k 6=0

[(
h̄ωk1 +

g

V
N +

g

2V
1
)(

u2
k + v2

−k

)
− g

V
N (ukv−k + ukv−k)

] (
α̂†

kα̂k + α̂†
−kα̂−k

)
−

∑

k 6=0

[(
h̄ωk1 +

g

V
N +

g

2V
1
)

(vkuk + v−ku−k)−
g

V
N (vkv−k + uku−k)

] (
α̂†

kα̂
†
−k + α̂kα̂−k

)

Ainda assim os parâmetros uk e vk satisfaçam a restrição da equação (B.27) e pode ser

utilizado para simplificar a equação (B.28). Em particular, escolhemos eliminar a última

linha de Hint. (
h̄ωk1 +

g

V
N +

g

2V
1
)

2vkuk =
g

V
N
(
v2
k + u2

k

)
, (B.29)

sendo que a restrição (B.27) pode ser incorporada com a representação parametrizada:

uk = coshϕk, (B.30)

vk = sinhϕk, (B.31)

que (B.29) é reducida para:

tanh 2ϕk =
g
vN(

h̄ωk1 + g
vN + g

2v1
) , (B.32)

desde que o lado esquerdo fica entre -1 e 1, esta equação pode ser resolvida para todo

k somente se o potêncial é repulsivo (g > 0). O uso de identidades hiperbólicas encon-

traremos:

v2
k = u2

k − 1 =
1

2

[
h̄ωk1 + g

vN + g
2v1

Ek

− 1

]
, (B.33)

sendo:

Ek =

√(
h̄ωk1 +

g

V
N +

g

2V
1
)2

−
(
g

V
N
)2

. (B.34)

Desta forma uma combinação adequada das equações (B.27) e (B.34) produz:

Hint =
V

g

∑

k 6=0

[
Ek −

(
h̄ωk1 +

g

V
N +

g

2V
1
)]

+
V

g

∑

k 6=0

Ek

(
α̂†

kα̂k + α̂†
−kα̂−k

)
, (B.35)

então o Hamiltoniano completo será da forma:

H =
g

2V

(
N2 −N

)
+

1

2

∑

k 6=0

[
Ek −

(
h̄ωk1 +

g

V
N +

g

2V
1
)]

+
1

2

∑

k 6=0

Ek

(
α̂†

kα̂k + α̂†
−kα̂−k

)
,

(B.36)

esta expressão pode ser interpretada como o Hamiltoniano de uma quase part́ıcula. Assim

considerando o estado fundamental |O〉 do Hamiltoniano H, que é determinado pela

condição:

α̂k |O〉 = 0, (B.37)
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que pode ser interpretado como o vácuo de uma quase part́ıcula. Note que |O〉 é uma

combinação complicada dos autoestados não perturbados, sendo que nem bk nem b†
k

poderá aniquilar este estado. A energia do estado fundamental é então dada por:

E = 〈O|H |O〉 =
g

2V

(
N2 −N

)
+

1

2

∑

k 6=0

[
Ek −

(
h̄ωk +

g

V
N +

g

2V

)]
. (B.38)

Resumindo: encontramos o Hamiltoniano de um sistema de part́ıculas, cada uma no

seu estado de energia fundamental. Analisemos os Hamiltonianos das equações (B.20) e

(B.36).

A primeira expressão (equação (B.20)) representa o Hamiltoniano do sistema de part́ıculas

antes de aplicar a transformação de Bogoliubov. Vemos que os dois primeiros termos do

Hamiltoniano basicamente descrevem as part́ıculas que se encontram no condensado:

2V

g
H = N2 −N +

1

2

∑

k 6=0

[(
2Vh̄ωk

g
1 + 2N + 1

)(
b†

kbk + b†
−kb−k

)
+ 2N

(
b†

kb
†
−k + bkb−k

)]
.

A segunda expressão (equação B.36) representa o Hamiltoniano do sistema de part́ıculas

depois de aplicar a transformação de Bogoliubov e considerando as aproximações apresen-

tadas no seu cálculo. Apreciamos que a diagonalização não influenciou o valor da energia

das part́ıculas que formam parte do condensado.

H =
g

2V

(
N2 −N

)
− 1

2

∑

k 6=0

[(
h̄ωk1 +

g

V
N +

g

2V
1
)
− Ek1

]
+

1

2

∑

k 6=0

Ek

(
α̂†

kα̂k + α̂†
−kα̂−k

)
.

Esta última expressão é posśıvel expressar como a equação (A.13) da referência [170],

quando fazemos a aproximação 2N+1 ≈ 2N. Isto aconteceu porque ainda nao tinhamos

considerado a propriedade de depleção diretamente na demostração do hamiltoniano.

Logo o hamiltoniano sera:

H =
g

2V

(
N2 −N

)
−1

2

∑

k 6=0

[(
h̄ωk +

g

V
N
)
− Ek

]
1+

1

2

∑

k 6=0

Ek

(
α̂†

kα̂k + α̂†
−kα̂−k

)
. (B.39)

Esta expressão contem a informação da dinâmica das part́ıculas no estado de mais

baixa energia, isto é, das part́ıculas que pertencem ao condensado, assim obtendo a ex-

pressão mais familiar no estudo desta teoria [155, 157, 170]. Os resultados deste apêndice

como as equações (B.35), (B.38) e (B.39) são utilizadas no Caṕıtulo 6 no estudo da simu-

lação do BEC usando sistemas de RMN quadrupolares.



Apêndice C

Relaxação de um sistema dois

núcleos de spin 1/2 acoplados.

Logo após a descoberta da indução magnética nuclear por Purcell [186] e Bloch [187],

surgiu a necessidade de explicar os processos que levam à perda do sinal de RMN. Sendo

assim, os primeiros estudos de relaxação em sistemas acoplados de spin I = 1/2 foram

realizados em sistemas de núcleos de 1H e de 19F acoplados. Estes estudos consideram

a interação dos spins com a rede como a razão de que o sistema volte ao equiĺıbrio (a

causa é o efeito de movimentos térmicos no sistema de spins nucleares [110]). Além destes

estudos, foram reportados estudos de processos de relaxação considerando acoplamento

escalar [188]. Também foram apresentados cálculos teóricos de taxas de relaxação 1
T1

e

1
T2

(equação 5.40 ref [114]) utilizando a equação fenomenológica de Bloch [114, 122]. O

continuo trabalho nesta área levou a considerar interações como fonte de relaxação, assim

por citar uma dentro das primeiras propostas na literatura a interação dipolar entre dois

spins nucleares [62]. Alguns anos depois, trabalhos realizados por Hubbard [149, 189],

foram os primeiros passos para estudar sistemas com acoplamento fraco em moléculas na

relaxação de sistemas de três spins.

Os trabalhos antes citados foram desenvolvidos para medir transições de ordem zero e

de primeira ordem. Com o desenvolvimento de novas técnicas experimentais de seqüências

de pulsos, foram reportados resultados experimentais para medir transições maiores do que

coerências de primeira ordem. Nestas medidas foi utilizada detecção seletiva de transições

de múltiplo quantum com espectroscopia 2D [68, 190, 191, 192]. Recentemente foram

reportados estudos de relaxação transversal de movimento molecular, no regime rápido

em sistemas biológicos. Estes estudos de relaxação transversal foram detectados núcleos
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de 1H, 15N e 13C, observando a influência da interação dipolo-dipolo e da anisotropia do

deslocamento qúımico [193].

O estudo de relaxação envolve vários tipos de fenômenos. Um desses fenômenos é a in-

teração com o campo de radiação térmica (ou ruido térmico que iremos desprezar). Outro

fenômeno que contribui com o processo de relaxação é a emissão espontânea (pag 693 da

ref [110]). Outras contribuições são as forças elétricas que agem devido às distribuições

eletrônicas de carga ou nuvem eletrônica que perturbam o spin nuclear. Esta perturbação

manifesta uma variação do gradiente de campo elétrico no núcleo e a existência do seu

momento de quadrupolo elétrico. Esta contribuição é ausente quando o núcleo tem spin

I = 1/2, como estudado nos Caṕıtulos 3 e 5.

Dentro dos processos de relaxação mais estudados nestes tipos de sistemas são as

interações magnéticas que acontecem entre o momento magnético nuclear e momentos

magnéticos associados com estados eletrônicos. Outra forma de interação entre os mo-

mentos magnéticos nucleares vizinhos como acontece na interação nuclear dipolo-dipolo

que é a responsável mais comum nos processos de relaxação, sendo este último o motivo

do nosso presente estudo.

Neste apêndice apresentaremos um resumo da interação dipolo-dipolo que será uti-

lizada como fonte de relaxação de um sistema acoplado de doi núcleos com spin I = 1/2.

Demonstraremos as expressões matemáticas que simbolizam as taxas de relaxação. Estas

taxas de relaxação serão comparadas com os resultados teóricos do Caṕıtulo 5 de sistemas

quadrupolares. Basicamente o objetivo deste apêndice é encontrar as equações que de-

screve a perda de coerência e dissipação do estado quântico num sistema de dois núcleos

acoplados de diferentes espécies nucleares.

C.1 O Hamiltoniano do sistema de spin I = 1/2

Consideremos uma rede de N spins submetido na presença de um campo estático B0.

O Hamiltoniano do sistema é representado pela equação (C.1) (a equação (3.16) é um

caso particular para 2 núcleos), assim:

H = −
∑

i

γih̄Ii ·B0 +
∑

i

γih̄Ii ·
∑

j>i

(
γjh̄Ij

r3
ij

− 3γjh̄rij (rij · Ij)

r5
ij

)
, (C.1)

onde γi representa o fator giromagnético da especie nuclear i, h̄ é a constante de Planck, rij

é a distancia que separa a especie nuclear i da especie nuclear j, sendo que o segundo termo

da equação (C.1) representa a interação dipolo-dipolo. Nesta equação a somatória dos
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j-esimos termos é chamada de campo local Bloc. Na ausência de interação dipolo-dipolo, o

sistema mostra 2NI+1 ńıveis discretos sendom = −NI,−NI+1,−NI+2, ...., NI+1, NI

separados pela energia h̄γB0. O estado não perturbado do sistema é especificado pelo

número quântico mIi, que em notação simplificada pode ser escrito como mi e representa

a componente z do spin. Assumindo que estes números quânticos magnéticos ainda car-

acterizam o estado depois da introdução da perturbação V =
∑
i

∑
j>i

V̂ij, podemos escrever

a equação (C.1) da seguinte forma:

H = −
∑

i

γih̄Ii ·B0 +
∑

i

∑

j>i

V̂ij, (C.2)

onde o termo de perturbação será:

∑

i

∑

j>i

V̂ij =
∑

i

γih̄Ii ·
∑

j

(
γjh̄Ij

r3
ij

− 3γjh̄rij (rij · Ij)

r5
ij

)
. (C.3)

Agora reduzimos o sistema a dois núcleos i, j = 1, 2, então, nosso Hamiltoniano é

expresso da seguinte forma:

H = −γ1h̄I1 ·B0 − γ2h̄I2 ·B0 + V̂12, (C.4)

o termo de interação será:

V̂12 = γ1h̄I1 ·
(
γ2h̄I2

r3
12

− 3γ2h̄r12 (r12 · I2)

r5
12

)
,

V̂12 = −γ1γ2h̄
2

r3
12

(
3 (I1 · r12) (I2 · r12)

r2
12

− I1 · I2

)
, (C.5)

para simplificar a notação dos ı́ndices, mudaremos a notação do momento angular de spin

para I1 = I, I2 = S, sendo r12 = r o vetor que separa os dois núcleos (ou seus respectivos

momentos magnéticos). Além disso, considerando que r
r

= û, û é o vetor unitário paralelo

ao vetor r:

V = V̂12 = −γIγSh̄
2

r3
(3 (I · û) (S · û)− I · S) , (C.6)

que é a equação 2 da ref [62]. Nosso Hamiltoniano completo terá a forma:

H = −γIh̄I ·B0 − γSh̄S ·B0 −
γIγSh̄

2

r3
(3 (I · û) (S · û)− I · S) , (C.7)

se o par de núcleos com momento angular de spin interagem com um campo magnético

estático de intensidade B0 ao longo da direção z, é posśıvel escrever:

H = −γIh̄B0Iz − γSh̄B0Sz −
γIγSh̄

2

r3
(3 (I · û) (S · û)− I · S) , (C.8)



C.2. Estudo de relaxação do sistema acoplado de spins nucleares de I = 1/2 166

na literatura [62], geralmente o Hamiltoniano (C.8) é representado como:

H = −γIh̄B0Iz − γSh̄B0Sz + V, (C.9)

sendo que a perturbação é representada pelo termo V = −γIγS h̄2

r3 (3 (I · û) (S · û)− I · S).

Esta expressão será utilizada para calcular as expressões matemáticas que descrevem

processos de relaxação no sistema de spins.

C.2 Estudo de relaxação do sistema acoplado de spins

nucleares de I = 1/2

No Caṕıtulo 3 na equação (3.1) apresentamos a expressão do Hamiltoniano para um

ou três núcleos na presença de campo. Aqui utilizaremos a expressão (C.8), que descreve

o sistema composto por um núcleo, representado com operador de momento angular de

spin I, interagindo com outro núcleo representado com operador de momento angular de

spin S. Este estudo será dividido em duas partes: estudo de relaxação das componentes

longitudinais e das componentes transversais.

C.2.1 Teoria de relaxação longitudinal

Seja o Hamiltoniano não perturbado do sistema de dois núcleos de spin I e S:

H0 = −h̄γIB0Iz − h̄γSB0Sz,

H0 = −h̄ωIIz − h̄ωSSz, (C.10)

e sejam |mi〉 e |mj〉 dois autoestados do Hamiltoniano H0 com autovalores εi e εj re-

spectivamente. A probabilidade de transição por unidade de tempo (wij) entre estes dois

autoestados, em primeira ordem é [38, 194]:

wij =
1

t

1

h̄2

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

〈mj |V (t′)|mi〉 e−iωijt′dt′

∣∣∣∣∣∣

2

. (C.11)

sendo ωij a diferença de energia entre o estado |mi〉 e o estado |mj〉. Agora precisamos

encontrar uma forma de vincular as transições de probabilidade com uma quantidade

observável, que descreveremos a seguir.
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Cálculo das equações de movimento da magnetização longitudinal

Esta análise é dividida em duas partes:

- Primeiro: definimos um conjunto de autoestados.

- Segundo: definimos a grandeza f́ısica mensurável, e isto considerará duas posśıveis

hipóteses.

Primeiro: Para spin I = 1/2, definimos os autoestados pelas seguintes expressões:

Iz |+〉 = 1
2
|+〉 Sz |+) = 1

2
|+) ,

Iz |−〉 = −1
2
|−〉 Sz |−) = −1

2
|−) .

(C.12)

Quatro autoestados não perturbados em pares e os números de ocupação respectivamente,

são:

|+〉 |+) ←→ N++

|+〉 |−) ←→ N+−

|−〉 |+) ←→ N−+

|−〉 |−) ←→ N−−

(C.13)

A ocupação destes estados possuem uma probabilidade de transição por unidade de

w0

w2

w
1

w
1

w' 1

w' 1

)

)

)

) u0

u2

u
1

u
1

u' 1

u' 1

)α β

)α α

)ββ

)β α

Figura C.1: (A) Probabilidades de transição entre autoestados de componentes longitudinais

dos operadores de spin. (B) Probabilidades de transição entre autoestados de componentes

transversais dos operadores de spin.

tempo w0, w1, w
′
1, w2, entre cada par dos quatro autoestados como se indica na figura

C.1A (ver também [62]).

Segundo: As hipóteses sobre a grandeza f́ısica para resolver o problema são [62]:

Primeira hipotese: A variação do número de ocupação (número de part́ıculas) que se

encontra no estado |+〉 |+) durante um intervalo de tempo ∆t é igual com a variação da
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diferença do número de ocupação entre outros ńıveis e o número de ocupação do estado

|+〉 |+) vezes a probabilidade de transição:

∆N++

∆t
= w1 (N−+ −N++) + w′

1 (N+− −N++) + w2 (N−− −N++) + cte,

similarmente acontece para os outros auto estados:

∆N−+

∆t
= w′

1 (N−− −N−+) + w0 (N+− −N−+) + w1 (N++ −N−+) + cte,

∆N−−
∆t

= w1 (N+− −N−−) + w2 (N++ −N−−) + w′
1 (N−+ −N−−) + cte,

∆N+−
∆t

= w′
1 (N++ −N+−) + w0 (N−+ −N+−) + w1 (N−− −N+−) + cte,

se consideramos tempos infinitesimais (∆t→ 0) e reescrevendo as expressões para cada

∆Nnm

∆t
, temos:

dN++

dt
= − (w1 + w′

1 + w2)N++ + w1N−+ + w′
1N+− + w2N−− + cte, (C.14)

dN−+

dt
= w1N++ − (w1 + w′

1 + w0)N−+ + w0N+− + w′
1N−− + cte, (C.15)

dN−−
dt

= w2N++ + w′
1N−+ + w1N+− − (w2 + w′

1 + w1)N−− + cte, (C.16)

dN+−
dt

= w′
1N++ + w0N−+ − (w′

1 + w0 + w1)N+− + w1N−− + cte. (C.17)

Segunda hipótese: As quantidades experimentalmente observáveis são os momentos

magnéticos (magnetização). A magnetização longitudinal é representada pelo valor médio

do operador de momento angular 〈Iz〉 e 〈Sz〉. Para cada sistema precisamos encontrar

um v́ınculo entre o número de ocupação dos estados e os momentos magnéticos. Para

isto, fazemos a diferença entre o número de part́ıculas com menor energia e o número de

part́ıculas com maior energia da mesma espécie nuclear. Então, somaremos o número

de ocupação dos estados |+〉 |+) com |+〉 |−) e por outro lado |−〉 |+) com |−〉 |−).

A diferença destes resultados é diretamente proporcional ao valor médio do momento

magnético:

(N++ +N+−)− (N−+ +N−−) ∝ 〈Iz〉 ,

similarmente acontece para a componente da magnetização da outra especie de núcleo.

Somamos o número de ocupação dos estados |+〉 |+) com |−〉 |+) e por outro lado |+〉 |−)

com |−〉 |−). Encontramos a diferença:

(N++ +N−+)− (N+− +N−−) ∝ 〈Sz〉 .
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Considerando uma constante de proporcionalidade teremos:

(N++ +N+−)− (N−+ +N−−) = K 〈Iz〉 , (C.18)

(N++ +N−+)− (N+− +N−−) = K 〈Sz〉 . (C.19)

Estas duas considerações são o ponto de partida para implementar nossos cálculos.

Realizando subtrações entre as equações (C.14) e (C.16) e entre (C.17) e (C.15), encon-

tramos:

d (N++ −N−−)

dt
= (w1 − w′

1) (N−+ −N+−) + (2w2 + w′
1 + w1) (N−− −N++) , (C.20)

d (N+− −N−+)

dt
= (w1 + w′

1 + 2w0) (N−+ −N+−) + (w1 − w′
1) (N−− −N++) , (C.21)

manipulando as equações (C.18) e (C.19), que relacionam as magnetizações com os números

de ocupação, encontramos uma expressão somando (C.18) e (C.19), e para a outra ex-

pressão realizamos uma subtração de (C.18) com (C.19):

2 (N++ −N−−) = K (〈Iz〉+ 〈Sz〉) , (C.22)

2 (N+− −N−+) = K (〈Iz〉 − 〈Sz〉) , (C.23)

substituindo as equações (C.22) e (C.23) nas expressões (C.20) e (C.21):

d (〈Iz〉+ 〈Sz〉)
dt

= − (w1 − w′
1) (〈Iz〉 − 〈Sz〉)− (2w2 + w′

1 + w1) (〈Iz〉+ 〈Sz〉) ,(C.24)

d (〈Iz〉 − 〈Sz〉)
dt

= − (w1 + w′
1 + 2w0) (〈Iz〉 − 〈Sz〉)− (w1 − w′

1) (〈Iz〉+ 〈Sz〉) ,(C.25)

somando as equações (C.24) e (C.25):

d 〈Iz〉
dt

= − (w0 + 2w1 + w2) 〈Iz〉+ (w0 − w2) 〈Sz〉 , (C.26)

substraindo as equações (C.24) e (C.25):

d 〈Sz〉
dt

= (w0 − w2) 〈Iz〉 − (w0 + 2w′
1 + w2) 〈Sz〉 , (C.27)

são as expressões 9 da referência [62], reescrevendo:

d 〈Iz〉
dt

= − (w0 + 2w1 + w2) (〈Iz〉 − Ieq)− (w2 − w0) (〈Sz〉 − Seq) , (C.28)

d 〈Sz〉
dt

= − (w2 − w0) (〈Iz〉 − Ieq)− (w0 + 2w′
1 + w2) (〈Sz〉 − Seq) . (C.29)

Resolver este sistema de equações diferenciais nos dará como solução os valores medios

de 〈Iz〉 e 〈Sz〉 que serão processados na última seção deste apêndice.
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C.2.2 Teoria de relaxação transversal

Equações de movimento da magnetização transversal

As equações de movimento das componentes transversais do momento magnético en-

volvem os operadores Ix (Iy) e Sx (Sy). Tais que em forma similar definimos quatro estados

de spins pelas expressões:

Ix |α〉 = 1
2
|α〉 , Sz |α) = 1

2
|α) ,

Ix |β〉 = −1
2
|β〉 , Sz |β) = −1

2
|β) ,

(C.30)

os quatro posśıveis estados |α〉 |α), |α〉 |β), |β〉 |α) e |β〉 |β) não são autoestados do Hamil-

toniano H0 (equação (C.10)). Estes quatro estados são ortogonais, tais que é util man-

ifestar que os números de população são Nαα, Nαβ, Nβα e Nββ e as probabilidades de

transição por unidade de tempo u0, u1, u
′
1 e u2 entre esses estados como indicado na

figura C.1B. Representamos os estados |α〉 e |β〉:

|α〉 =
1√
2

(|+〉+ |−〉) , (C.31)

|β) =
1√
2

(|+)− |−)) , (C.32)

fazendo uma análise equivalente como na seção C.2.1 (cálculo das equações de movimento)

encontramos as equações:

d 〈Ix〉
dt

= − (u0 + 2u1 + u2) 〈Ix〉 − (u2 − u0) 〈Sx〉 , (C.33)

d 〈Sx〉
dt

= − (u2 − u0) 〈Ix〉 − (u0 + 2u′1 + u2) 〈Sx〉 . (C.34)

Com estes resultados, resolveremos as equações para encontrar as componentes da

magnetização nos dois sistemas. As componentes transversais dependem diretamente dos

valores de u0, u1, u
′
1, e u2; assim as componentes longitudinais dependem de w0, w1, w

′
1

e w2.

C.3 Componentes diagonais ou longitudinais

Resolvemos o sistema de equações (C.28) e (C.29), serão reescritas por conveniência

assim:
d〈Iz〉

dt
= −a (〈Iz〉 − Ieq)− b (〈Sz〉 − Seq) ,

d〈Sz〉
dt

= −b (〈Iz〉 − Ieq)− c (〈Sz〉 − Seq) ,
(C.35)
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sabendo que:

a = w0 + 2w1 + w2,

b = w2 − w0,

c = w0 + 2w′
1 + w2.

Reescrevemos o sistema de equações (C.35) considerando:



〈
İz

〉

〈
Ṡz

〉


 =



−a −b
−b −c






〈Iz〉 − Ieq

〈Sz〉 − Seq


 , (C.36)

sabendo que Ieq e Seq são valores das magnetizações em estado de equiĺıbrio térmico para

cada tipo de núcleo. Diagonalizamos a matriz de probabilidades de transição, utilizando

o operador U da equação (C.38) e sua inversa (C.39):

D = U



−a −b
−b −c


U−1 =



λ1 0

0 λ2


 , (C.37)

U =




−2b

−c+a+
√

(a−c)2+4b2
1

1 −2b

c−a−
√

(a−c)2+4b2


 , (C.38)

U−1 =
1

∆




2b

−c+a+
√

(a−c)2+4b2
−1

−1 2b

c−a−
√

(a−c)2+4b2


 , (C.39)

∆ =
−2
√

(a− c)2 + 4b2

−c+ a+
√

(a− c)2 + 4b2
. (C.40)

A matriz diagonal D será:

D =



λ1 0

0 λ2


 =




−c
√

4b2+(a−c)2+(c(c−a)+2b2)√
4b2+(a−c)2+(a−c)

0

0
−a
√

4b2+(a−c)2+(a(c−a)−2b2)√
(a−c)2+4b2+(a−c)


 , (C.41)

Escrevendo os autovalores da matriz D como λ1 e λ2 em função dos w0, w1, w
′
1, w2,

− λ1 = (w0 + 2w′
1 + w2)−

(w2 − w0)
2

√
(w1 − w′

1)
2 + (w2 − w0)

2 + (w1 − w′
1)
,

−λ2 = (w0 + 2w1 + w2) +
(w2 − w0)

2

√
(w1 − w′

1)
2 + (w2 − w0)

2 + (w1 − w′
1)
,

U




〈
İz

〉

〈
Ṡz

〉


 =



J̇ (t)

K̇ (t)


 . (C.42)
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Resolvemos a equação (C.36) sendo:

U




〈
İz

〉

〈
Ṡz

〉


 = U



−a −b
−b −c


U−1U



〈Iz〉 − Ieq

〈Sz〉 − Seq


 ,



J̇ (t)

K̇ (t)


 =



λ1 0

0 λ2






J (t)

K (t)


 . (C.43)

A solução é:

J (t) = eλ1(t−t0)Jo,

K (t) = eλ2(t−t0)Ko.

Reescrevendo temos:

J (t) = eλ1(t−t0)Jo =
−2b

−c+ a+
√

(a− c)2 + 4b2
(〈Iz〉 − Ieq) + (〈Sz〉 − Seq) , (C.44)

K (t) = eλ2(t−t0)Ko = (〈Iz〉 − Ieq) +
−2b

c− a−
√

(a− c)2 + 4b2
(〈Sz〉 − Seq) , (C.45)

expressando em função de J (t) e K (t):

〈Iz〉 − Ieq =
1

1 + Λ2

{
Λ eλ1(t−t0)Jo + eλ2(t−t0)Ko

}
,

〈Sz〉 − Seq =
1

1 + (−Λ)2

{
eλ1(t−t0)Jo + Λ eλ2(t−t0)Ko

}
,

Λ =
2b

c− a−
√

(a− c)2 + 4b2
,

devido ao fato que Λ2 = (−Λ)2 e para t0 = 0 podemos escrever:

〈Iz〉 − Ieq =
1

1 + Λ2

{
Λ eλ1tJo + eλ2tKo

}
, (C.46)

〈Sz〉 − Seq =
1

1 + Λ2

{
eλ1tJo + Λ eλ2tKo

}
, (C.47)

Λ =
(w2 − w0)

(w′
1 − w1)−

√
(w′

1 − w1)
2 + (w2 − w0)

2
(C.48)

nas equações (C.44) e (C.45) para quando t = t0:

J (t0) = Jo =
−2b

−c+ a+
√

(a− c)2 + 4b2
(〈Iz〉0 − Ieq) + (〈Sz〉0 − Seq) , (C.49)

K (t0) = Ko = (〈Iz〉0 − Ieq) +
−2b

c− a−
√

(a− c)2 + 4b2
(〈Sz〉0 − Seq) , (C.50)

〈Iz〉0 e 〈Sz〉0 representa o valor inicial de componente 〈Iz〉 e 〈Sz〉.
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C.4 Componentes transversais da matriz densidade

de desvio.

Usando procedimentos de probabilidade de transição entre os estados |ββ〉 e |αα〉 e

entre |αβ〉 e |βα〉 é posśıvel mostrar que u2 = u0 (ver figura C.1B e referencia [62]).

Essas considerações substitúımos nas expressões matemáticas dos elementos transversais,

equações (C.33) e (C.34) (equação (10) da referência [62]):

d〈Ix〉
dt

= −2 (u0 + u1) 〈Ix〉 ,
d〈Sx〉

dt
= −2 (u0 + u′1) 〈Sx〉 ,

(C.51)

conseguimos um sistema de equações desacopladas, encontrando uma solução bem con-

hecida:

〈Ix〉 = e−2(u0+u1)(t−t0) 〈Ix〉0 ,
〈Sx〉 = e−2(u0+u′

1)(t−t0) 〈Sx〉0 .
(C.52)

Expressões similares se encontram para as componentes 〈Iy〉 e 〈Sy〉:

〈Iy〉 = e−2(u0+u1)(t−t0) 〈Iy〉0 ,
〈Sy〉 = e−2(u0+u′

1)(t−t0) 〈Sy〉0 .
(C.53)

Resumindo, apresentamos as equações (C.46), (C.47), (C.52) e (C.53) que são o con-

junto de equações que permitem acompanhar a evolução do sistema de dois nucleos acopla-

dos e descrever a dinâmica quando o sistema volta ao estado de equiĺıbrio térmico depois

de ter sido perturbado ou levado para algum estado excitado. Estes resultados são utiliza-

dos para serem comparados com o processo de relaxação do sistema quadrupolar discutido

no Caṕıtulo 5.



Apêndice D

Traço parcial

Para um sistema de duas part́ıculas de spin 1
2

, podemos definir duas bases:

{|0〉A , |1〉A} =








1

0


 ,




0

1







, (D.1)

{|0〉B , |1〉B} =








1

0


 ,




0

1







, (D.2)

quando escrevemos o sistema completo, o conjunto completo de elementos da base para

os dois sistemas será:

{|0〉A ⊗ |0〉B , |1〉A ⊗ |0〉B , |0〉A ⊗ |1〉B , |1〉A ⊗ |1〉B} ,






1

0


⊗




1

0


 ,




0

1


⊗




1

0


 ,




1

0


⊗




0

1


 ,




0

1


⊗




0

1







,








1

0

0

0



,




0

0

1

0



,




0

1

0

0



,




0

0

0

1








,

|0A0B〉 , |1A0B〉 , |0A1B〉 , |1A1B〉 ,

por exemplo se queremos fazer o traço parcial no sistema B, utilizaremos a seguinte base:

{IA ⊗ |0〉B , IA ⊗ |1〉B} =








1 0

0 1


⊗




1

0


 ,




1 0

0 1


⊗




0

1







,
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{IA ⊗ |0〉B , IA ⊗ |1〉B} =








1




1

0


 0




1

0




0




1

0


 1




1

0







,




1




0

1


 0




0

1




0




0

1


 1




0

1











,

{IA ⊗ |0〉B , IA ⊗ |1〉B} =








1 0

0 0

0 1

0 0



,




0 0

1 0

0 0

0 1








, (D.3)

a base dual é:

{〈0|B ⊗ IA, 〈1|B ⊗ IA} =








1 0 0 0

0 0 1 0


 ,




0 1 0 0

0 0 0 1







. (D.4)

Em geral os elementos da matriz densidade podem ser escritos explicitamente como

na equação (3.15); se fazemos o traço parcial utilizando a base para a part́ıcula B

{IA ⊗ |0〉B , IA ⊗ |1〉B}, temos:

ρA = (〈0|B ⊗ IA) ρ (IA ⊗ |0〉B) + (〈1|B ⊗ IA) ρ (IA ⊗ |1〉B) ,

ρA =




1 0 0 0

0 0 1 0







ρ00 ρ01 ρ02 ρ03

ρ10 ρ11 ρ12 ρ13

ρ20 ρ21 ρ22 ρ23

ρ30 ρ31 ρ32 ρ33







1 0

0 0

0 1

0 0




+




0 1 0 0

0 0 0 1







ρ00 ρ01 ρ02 ρ03

ρ10 ρ11 ρ12 ρ13

ρ20 ρ21 ρ22 ρ23

ρ30 ρ31 ρ32 ρ33







0 0

1 0

0 0

0 1



,

ρA =




1 0 0 0

0 0 1 0







ρ00 ρ02

ρ10 ρ12

ρ20 ρ22

ρ30 ρ32




+




0 1 0 0

0 0 0 1







ρ01 ρ03

ρ11 ρ13

ρ21 ρ23

ρ31 ρ33



,

ρA =



ρ00 ρ02

ρ20 ρ22


+



ρ11 ρ13

ρ31 ρ33


 ,

ρA =



ρ00 + ρ11 ρ02 + ρ13

ρ20 + ρ31 ρ22 + ρ33


 . (D.5)



176

Similarmente se fizermos o traço parcial sobe os elementos da base do sistema A:

{|0〉A ⊗ IB, |1〉A ⊗ IB} =








1

0


⊗




1 0

0 1


 ,




0

1


⊗




1 0

0 1







,

{|0〉A ⊗ IB, |1〉A ⊗ IB} =








1 0

0 1

0 0

0 0



,




0 0

0 0

1 0

0 1








, (D.6)

a base dual é:

{IB ⊗ 〈0|A , IB ⊗ 〈1|A} ,








1 0 0 0

0 1 0 0


 ,




0 0 1 0

0 0 0 1







, (D.7)

se aplicarmos a definição do traço parcial na matriz densidade (3.15) usando os elemen-

tos da base {|0〉A ⊗ IB, |1〉A ⊗ IB}, e com procedimento análogo aplicado anteriormente,

temos:

ρB = (IB ⊗ 〈0|A) ρ (|0〉A ⊗ IB) + (IB ⊗ 〈1|A) ρ (|1〉A ⊗ IB) ,

ρB =



ρ00 ρ01

ρ10 ρ11


+



ρ22 ρ23

ρ32 ρ33


 ,

ρB =



ρ00 + ρ22 ρ01 + ρ23

ρ10 + ρ32 ρ11 + ρ33


 (D.8)

Resumindo: Considerando a matriz densidade da equação (3.15) e utilizando as dife-

rentes bases de autoestados para cada sistema, conseguimdos cálcular o traço parcial:

{IA ⊗ |0〉B , IA ⊗ |1〉B} =⇒ ρA =



ρ00 + ρ11 ρ02 + ρ13

ρ20 + ρ31 ρ22 + ρ33


 (D.9)

{|0〉A ⊗ IB, |1〉A ⊗ IB} =⇒ ρB =



ρ00 + ρ22 ρ01 + ρ23

ρ10 + ρ32 ρ11 + ρ33


 (D.10)
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[7] Igor Žutić, Jaroslav Fabian, and S. Das Sarma. Spintronics: Fundamentals and

applications. Reviews of Modern Physics, 76(2):323–410, April 2004.

[8] Paul Benioff. The computer as a physical system: A microscopic quantum mecha-

nical hamiltonian model of computers as represented by turing machines. Journal

of Statistical Physics, 22(5):563–591, May 1980.

[9] Charles H. Bennett. Logical reversibility of computation. IBM Journal of Research

and Development, 17(6):525–532, 1973.

177
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quadrupolares com spin 3/2: Uma aplicação da Ressonância Magnética Nuclear
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state tomography for quadrupole nuclei and its application on a two-qubit system.

Physical Review A, 69(4):042322, April 2004.

[177] Leonard Mandel and Emil Wolf. Optical coherence and quantum optics. Cambridge

University Press, First edition, 1995.

[178] J. Kasprzak, M. Richard, S. Kundermann, A. Baas, P. Jeambrun, J. M. J. Keeling,

F. M. Marchetti, M. H. Szymanska, R. Andre, J. L. Staehli, V. Savona, P. B.

Littlewood, B. Deveaud, and Le Si Dang. Bose-Einstein Condensation of exciton

polaritons. Nature, 443(7110):409–414, September 2006.

[179] C. W. Lai, N. Y. Kim, S. Utsunomiya, G. Roumpos, H. Deng, M. D. Fraser,

T. Byrnes, P. Recher, N. Kumada, T. Fujisawa, and Y. Yamamoto. Coherent zero-

state and π-state in an exciton-polariton condensate array. Nature, 450(7169):529–

532, November 2007.

[180] R. Coldea, D. A. Tennant, K. Habicht, P. Smeibidl, C. Wolters, and Z. Tylczynski.

Direct measurement of the spin hamiltonian and observation of condensation of

magnons in the 2D frustrated quantum magnet Cs2CuCl4. Physical Review Letters,

88(13):137203, March 2002.

[181] T. Radu, H. Wilhelm, V. Yushankhai, D. Kovrizhin, R. Coldea, Z. Tylczyn-

ski, T. Luhmann, and F. Steglich. Bose-Einstein Condensation of magnons in

Cs2CuCl4. Physical Review Letters, 95(12):127202, 2005.

[182] S. O. Demokritov, V. E. Demidov, O. Dzyapko, G. A. Melkov, A. A. Serga,

B. Hillebrands, and A. N. Slavin. Bose-Einstein Condensation of quasi-equilibrium

magnons at room temperature under pumping. Nature, 443(7110):430–433, Sep-

tember 2006.
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macromolecules in solution. Proceedings of the National Academy of Sciences of the

United States of America, 94(23):12366–12371, November 1997.

[194] Jun Jhon Sakurai and San Fu Tuan. Modern Quantum Mechanics. Ben-

jamin/Cummings Publishing Company, Inc., 1985.


