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Resumo

Neste trabalho, retomamos a discussao de métodos para a obtencao dos
propagadores e para a identificacao do espectro de excitagoes associados ao
campo de gravitagdo em (1+2)-D em presenca de torgao, adotando, porém,
o formalismo de primeira-ordem, sendo, assim, as excitagoes associadas aos
campos de "vielbein" e a conexao de spin. Algumas peculiaridades sao apon-
tadas quando o termo de Chern-Simons ¢é levado em considerac¢ao, junto com
os possiveis termos bilineares na tor¢ao. Apresentamos um procedimento
para derivar o conjunto completo de propagadores, baseado num conjunto
de operadores do tipo operadores de spin, e discutimos sob que condigoes o
polo destas funcoes de 2-pontos, ao nivel cldssico correspondem as excitacoes

fisicas.
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Abstract

In this work, we reassess the issue of working out the propagators and
identifying the spectrum of excitations associated to the vielbein and spin
connection of (14-2)-D gravity in the presence of torsion, by adopting the
first-order formulation. A number of peculiarities is pointed out whenever
the Chern-Simons term is taken into account along with the possible bilinear
terms in the torsion tensor. We present a procedure to derive the full set
of propagators, based on a set of spin-type operators, and we discuss under
which conditions the pole of these tree-level 2-point functions correspond to

physical excitations.
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Capitulo 1

Introducao e Contextualizacao

1.1 Gravitacao e Relatividade Geral

A gravitacao é certamente a mais antiga das interagoes elementares ja conhe-
cida pela espécie humana. Apesar de seu efeito basico ser muito bem conhe-
cido por todos, a primeira teoria consistente a descrevé-la matematicamente
foi elaborada somente no séc. XVII por Sir Isaac Newton, em sua famosa lei
do inverso do quadrado da distancia. A lei de Newton descreveu com sucesso
os fendmenos da queda dos corpos e dos movimentos planetarios. Durante
muito tempo sua teoria foi inquestiondvel em termos experimentais. Com o
aprimoramento dos aparelhos e métodos de medidas pequenas discrepancias
comecaram a surgir como, por exemplo, a pequena, mas inexplicavél a época,

diferenca na precessao do periélio de Merciirio.



Por volta da época da consolidacao destes resultados, foi apresentada
a comunidade cientifica a Teoria da Relatividade Geral (R. G.), de Albert
Finstein, para a gravitacao. Motivada por questoes tedricas como a inde-
pendéncia das leis fisicas do observador e de seu estado dinamico, a R. G.
dava o valor correto para a precessao do periélio de Mercirio, bem como
previa fendbmenos como o do desvio da luz por grandes massas, entre outros.
Intimeras previsoes da R. G. foram verificadas experimentalmente. A teoria
também deu inicio & investigacao, e obteve contundente sucesso na descricao,
de fendmenos gravitacionais em escala cosmoldégica.

Matematicamente formulada em "linguagem geométrica", ou seja, usando
geometria diferencial, a R. G. de Einstein modela o fenémeno da gravitagao
como sendo devido & curvatura do espago-tempo gerada por uma dada dis-
tribuicao de energia. A equacao que descreve esta dependéncia da curvatura
com a energia, equagao de Einstein, na R. G. fixa a métrica do espago-tempo,
que fornece a nogao de distdncia entre dois pontos préximos e fisicamente
pode ser pensada como uma espécie de potencial gravitacional. Uma vez
conhecida a métrica encontra-se a conexao de Christoffel que aparece di-
retamente nas equacoes de movimento de particulas sujeitas a um campo
gravitacional.

A equacao de Einstein pode ser obtida por um principio variacional,

variando-se a acao de Einstein em relacao & métrica do espago-tempo. Suben-



tendido nesse processo estd a consideracao de que os graus de liberdade
dindmicos da gravitacao estao todos contidos na métrica. Declaracao redun-
dante esta em se tratando da R. G. de Einstein e da forma como a mesma

foi construida [1],[2].

1.2 Graus de Liberdade Independentes e
Torcao

1.2.1 Graus de Liberdade

A conexao de Christoffel, obtida através da métrica e usada na R. G., é um
caso particular de conexao afim. Geometricamente as conexoes fornecem a
nocao de afinidade, ou seja, de propriedades que permanecem invariantes
sob translagoes, ou transformacoes afins, tais como paralelismo. A nocao de
conexao, apesar de em certa instancia poder ser dada pela métrica, nao esté
logicamente associada as nogoes de medidas de comprimento, érea, etc [3].
Eddington, em 1921, foi o primeiro a sugerir uma conexao nao-simétrica
[4],[5] desassociando de vez a conexiio da no¢io métrica. Elie Cartan, entre
1922-25, desenvolveu toda uma nova abordagem para lidar com conexoes,
introduzindo a sua parte anti-simétrica na geometria diferencial [6],[7].

Entre 1929 e 1932 Cartan e Einstein trocaram uma série de cartas onde



Cartan insistia na separacao dos conceitos de metricidade e paralelismo
[3],[8], 0 que se reflete no principio variacional da teoria fisica de gravitacao,
onde ao invés de variarmos a acao em relacao a métrica devemos varia-la em
relacao a conexao afim, obtendo deste modo novos graus dindmicos de liber-
dade. Uma teoria de gravitacao neste molde é a teoria de Einstein-Cartan a

ser discutida mais a frente.

1.2.2 Torcgao

Como mencionado acima, Cartan introduziu a parte anti-simétrica da conexao
afim como um novo e independente objeto. Ele provou que esta parte
da conexao tem as propriedades de um tensor e se transforma como tal,
denominando-o de tensor de tor¢ao. Chegou inclusive a sugerir que o mesmo
deveria estar associado a algum tipo de momentum angular intrinseco da
matéria, mas nao seguiu adiante.

Anos ap6s a introdugao do conceito de spin na Mecanica Quéntica [9],
que representa o momentum angular intrinseco da matéria, o trabalho de
Cartan foi retomado [10],[11],[12]. Mostrou-se entdo que a tor¢ao do espago-
tempo poderia ser gerada pela distribuicao da densidade de spin. Nesta
visao a torcao sé poderia interagir por contato, através de interagoes do

tipo spin-spin [13]. Estas interagoes contribuiriam para o tensor de energia-



momentum e, por sua vez, o mesmo afetaria o campo gravitacional [14]-
[17]. Poderiamos entéo notar a presenga da torgao pelo seu efeito no campo
gravitacional. Entretanto os efeitos associados a torgao, se existirem, sao tao
fracos que nenhuma evidéncia pdde ser achada com os recursos tecnolégicos
hoje conhecidos [18],[19].

Tendo em mente a idéia de uma teoria quéntica da gravitagao, onde
corregoes de vdrios tipos e ordem ocorrem a agao, percebemos a limitacao da
nogao de uma interacao de contato para a torcao. Varios tipos de genera-
lizagoes sao feitas de forma a permitimos um campo de torcao dinamico.
Tais teorias, como em [2],[18],[19], permitem que férmions possam interagir
a distancia pelo efeito da torcao.

Ao estudarmos a dinamica de particulas fermionicas na gravitacao somos
levados naturalmente a uma formulagao local, de vierbeine! (ou tetradas),
para descrever estes objetos, o que indica um outro aspecto das teorias gravi-
tacionais.

Recentemente, no trabalho de [20], dentro da perspectiva de que uma
componente fundamental da torcao seja descrita pela intensidade de campo
de uma 2-forma de calibre (o campo de Kalb-Ramond), calculamos e anali-
samos a forca de Casimir deste campo, onde observamos que a energia de

Casimir por unidade de drea é atrativa e menor do que a do campo escalar de

!Termo que significa "quatro pernas"



Klein-Gordon, apesar de ambos estarem descrevendo uma particula de spin
zero. O resultado a que se chegou pode ser aplicado para se compreender o
papel da torcao na mediacao da interacao gravitacional. Para uma revisao

de vérios aspectos de espagos-tempos com torgao veja [21].

1.3 Teorias de Calibre e Gavitacao

As teorias de calibre descrevem trés das quatro forcas conhecidas na na-
tureza. Surgida primeiramente no eletromagnetismo, aperfeicoada por C. N.
Yang e R. Mills e levadas ao status atual por inimeros pesquisadores, ilustres
ou desconhecidos, elas permitem, baseadas na suposicao de a natureza ser
localmente invariante sob certo conjunto de transformacoes, fixar quase uni-
vocamente os tipos de acoplamento entre os campos de matéria e os campos
mediadores de interacoes. Além disso, as tnicas teorias fisicas consistentes
que se conhecem, ou seja, que sao renormalizdveis e tem anomalias cance-
ladas, sao teorias de calibre.

Devido ao sucesso das teorias de calibre na modelagem das outras trés in-
teragoes fundamentais conhecidas e ao desejo de unificarmos todas elas numa
unica teoria que possa descrever tanto o "mundo cldssico" como o "mundo
quantico", buscou-se uma formulagao da gravitacao que fosse invariante de

calibre, no sentido das outras interacoes. Um indicio que isso poderia ser



feito vem da percepcao de que a derivada covariante, definida pela conexao
afim, é localmente invariante sob difeomorfismos. Contudo, sob a acao de
difeomorfismos os campos mudam tanto em componentes como em seus ar-
gumentos, o que nao ocorre sob as transformagoes de calibre usuais, onde sé
as componentes do campo mudam. Deste modo a conexao afim nao é uma
conexao no sentido dos fibrados tangente, como acontece com as teorias de
calibre usuais, onde a transformacao atua sé sob as fungoes e nao sob seus
argumentos, o que implica num movimento ao longo do fibrado num ponto
fixo sobre a variedade base.

O problema da variacao dos argumentos, entretanto, pode ser contornado
usando a representacao do espago tangente, onde uma combinagao correta de
campos nao altera os argumentos (coordenadas). O formalismo de primeira
ordem, onde usamos vierbeine e a conexao de spin, ¢ o mais indicado para
isso. Deste modo, R. Utiyama, cerca de um ano apés C. N. Yang e R. Mills
introduzirem suas idéias, mostrou que a R. G. pode ser escrita como uma
teoria de calibre para o grupo de Lorentz [3],[22].

Apesar disso ja ser um grande avanco os problemas continuam. Para ser-
mos mais realisticos devemos usar o grupo padrao de simetria para a fisica de
particulas que é o grupo de Poincaré, acrescentando assim as transformacoes
de Lorentz as translagoes. Para isso devemos identificar a invaridncia de
difeomorfismo com as translacoes locais de modo a levar o grupo de Lorentz
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ao grupo de Poincaré, do qual o grupo de Lorentz é um subgrupo. Contudo
nao se conseguiu provar para nenhuma acao gravitacional que a mesma seja
invariante sob o grupo de translagoes locais, que é a representacao da invari-
ancia de difeomorfismo no espaco tangente. Isto ocorre porque as constantes
de estrutura das teorias de calibre sao substituidas nas teorias gravitacionais
por "fungoes de estrutura" que dependem dos campos métricos dindmicos,
fazendo que em cada ponto elas se alterem, o que implica no grupo de simetria
nao ser uniformemente definido através do espago-tempo e consequentemente
nao podermos interpretar a gravitacao em termos de fibrados tangentes.

Podemos também dizer que o problema estd no fato de que apesar das
vierbeine e da conexao de spin coincidirem com os geradores do grupo G,
nao existe uma 4-forma invariante de Poincaré que seja construida com a
conexao da dlgebra de Lie de G. Deste modo a afirmativa de que a gravitacao
é uma teoria de calibre para o grupo de translacao fica prejudicada pelas
profundas diferencas entre uma teoria de calibre com estrutura de fibrado
tangente e outra com &lgebra aberta, como ¢ a gravitacao. Modernamente
tem se tentado usar grupos mais gerais que o de Poincaré que tenha Lorentz
como subgrupo e que contenha simetrias andlogas as translagoes em certas
aproximagoes [3].

O problema descrito acima, contudo, nao ocorre na teoria teleparalela

da gravitacao, onde o tnico campo "gravitacional"presente é o campo de
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torcao. Na teoria teleparalela pode-se construir uma agao gravitacional que

¢ invariante sob o grupo de translagoes locais.

1.4 Fisica Planar

1.4.1 Gravitagao em (1+42)-D

No passado pouco interesse houve em se desenvolver teorias de gravitacao
em dimensoes mais baixas; ao contrario do que ocorria em outras areas da
fisica, desde a Mecanica Quéntica (onde modelos unidimensionais sao usados
para se introduzir conceitos de quantizagao de energia e tunelamento) até
a Teoria de Campos (onde teorias bidimensionais sdo usadas para descre-
ver efeitos como quebra espontanea de simetria e sélitons), passando pela
Mecénica Estatistica (onde o modelo de Ising bidimensional é um sistema
completamente solivel, apresentando transigao de fase) e outras dreas. Isso
talvez tenha se dado devido ao fato da teoria de Einstein nao apresentar
graus de liberdade dindmicos nesses casos.

Entretanto, mais recentemente, o interesse em tais teorias vem se consoli-
dando, principalmente apds se notar que a falta de um verdadeiro contetido
dindmico nao impossibilita o aparecimento de aplicagoes interessantes, como

se mostra no caso das teorias de Yang-Mills em 2-D. Ao contrario, gravitagao



em 3-D contém caracteristicas em comum com gravitagao em 4-D, tais como
efeitos topolégicos globais nao-triviais. Além do mais, mostrou-se que a
dinamica pode aparecer se acrescentarmos termos tipo Chern-Simons [23],
ou de ordem superior na curvatura (tipo escalar de curvatura ao quadrado ou
Ricci ao quadrado) [24]. Ap6s a descoberta de que a gravitagao de Einstein-
Chern-Simons em 3-D ¢é renormalizdvel [25],[26],]27] e que em 3-D a gravi-
tacao também é uma teoria de calibre completa, grande interesse surgiu
nesses modelos, principalmente apés a teoria de cordas abrir a possibilidade
de muitas dimensoes, onde termos de Chern-Simons podem ocorrer e muitos
outros, com grande complexidade, fazendo com que a gravitagao em 3-D seja
um grande laboratério tedrico para melhor se compreender certos aspectos
dificeis das mesmas.

Além disso, a gravitacao planar pode se revelar presente na natureza
caso observe-se os objetos denominados de cordas-césmicas, pois as segoes
perpendiculares ao seu eixo sao descritas unicamente por modelos de gravi-
tacao planar. Se existirem tais objetos a gravitacao planar serd muito mais

que um laboratéri tedrico, serd parte integrante do mundo.
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1.4.2 Formalismo de Primeira Ordem e Torcgao.

O formalismo de primeira ordem, baseado nas vielbeine? e na conexao de
spin, em uma teoria do tipo Einstein-Cartan, em principio deveria repro-
duzir equivalentemente todos os resultados obtidos usando-se o formalismo
tradicional da conexao afim, onde definimos a curvatura e a tor¢ao por meio
dela. Na verdade existe um grande ntiimero de resultados que aparentemente
confirmam isto. Ao nivel cldssico, esta equivaléncia é completa. Contudo,
quando enveredamos para uma versao tipo teoria quantica de campo, dife-
rencas podem aparecer e devemos adotar as vielbeine e a conexao de spin
como os graus de liberdade independentes e fundamentais.

A possibilidade da gravitacao ser formulada em termos de um forma-
lismo de primeira ou de segunda ordem torna-se significante quando dese-
jamos quantizar a gravidade. Em um trabalho anterior [24] preparamos o
caminho para a quantizacao da gravitacao em 3-D considerando a torgao
propriamente dita (através de suas componentes irredutiveis) como sendo o
campo fundamental e independente. Procedendo desta forma o espectro de
exitagoes pode ser lido e identificado o carater fisico dos diversos polos dos
propagadores.

No presente trabalho [28], e esta é sua principal motivagao fisica, nés

2Termo que significa "muitas pernas"
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adotamos os campos de "vielbein" e de conexao de spin como sendo os ver-
dadeiros campos fundamentais que descrevem a propagacao do campo gravi-
tacional. O resultado relevante disto foi o fato de obtermos um espectro de
excitagoes diferente, o que prova, no que diz respeito a quantizacao, que a
torcao nao deve ser pensada como um campo fundamental. Este ponto de
vista funcionando melhor como uma espécie de formulacao efetiva de campo.
Os graus de liberdade verdadeiros e fundamentais associados a gravidade
sendo portando as "vielbein" e a conexao de spin. Em nosso presente tra-
balho, fazemos um esforco em descrever os modos de excitagoes que estes

campos carregam. Este é o principal proposito fisico de nosso esforco.

1.5 Organizacao da Tese

Para investigarmos isto comegaremos com uma andlise, usando o formalismo
de primeira ordem, de um modelo tradicional de gravitacao em (1+2)-D [24],
onde estudamos a inclusao da tor¢cao numa teoria de Einstein-Chern-Simons
com termos de derivadas de ordem superior, tudo no formalismo de conexao
afim. Nesta andlise, devido a problemas de inversibilibade que aparecem na
teoria devido ao uso do formalismo local, somos for¢cados a mudar para uma
acao mais simples, onde consideraremos somente o Lagrangeano de Einstein-

Chern-Simons com termos algébricos na torcao.
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Deste modo, organizamos o trabalho de acordo com as seguintes fases:
no Capitulo 2, apresentamos uma revisao da teoria de Einstein-Cartan com
o propésito béasico de fixar a notacao e mostrar as nossas convengoes. Em
seguida, no Capitulo 3, o modelo geral é apresentado e a decomposicao da
acao em termos dos operadores de spin é realizada, onde apontamos um
sério problema relacionado a excitacao no setor de spin-2. Isto nos motiva
a introduzir e analisar um nimero de termos de torcao na agao de Einstein-
Chern-Simons, abandonando os termos de ordem superior anteriormente in-
troduzidos. Isto é feito no Capitulo 4. No Capitulo 5, enfrentamos o desafio
de computar os propagadores a "tree-level" e analizar seus polos com os
correspondentes residuos, de modo a localizar regioes fisicamente relevantes
no espaco de parametros. Para terminar, apresentamos nossas Conclusoes e
Perspectivas Futuras com uma descricao critica dos resultados principais e

possiveis questoes de pesquisa para projetos futuros.
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Capitulo 2

Elementos da Teoria de

Einstein-Cartan

2.1 Motivacao

A Teoria de Einstein-Cartan é motivada principalmente por razoes tedricas.
Tenta-se com ela compatibilizar os principios geométricos da Relatividade
Geral com os parametros que descrevem o dominio microscépico da matéria,
de forma a tentar estabelecer uma comparacao direta entre a gravitagao e as
outras interagoes (forte, fraca e eletromagnética) da natureza. Essa tentativa
de compatibilizagao surge através da percepc¢ao que as particulas elementares,
descritas pelas leis da Relatividade Restrita e da Mecanica Quéntica, sao

caracterizadas por sua massa e pelo seu spin, entre outras quantidades.
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Deste modo, para descrever a dindmica das particulas elementares pre-
cisamos, além do tensor de energia-momentum, conhecer o tensor de densi-
dade de spin. Como na Relatividade Geral s6 o tensor de energia-momentum
entra em cena, surge o desejo de extendé-la para que possa também descrever
o tensor de densidade de spin.

Como a energia estd geometricamente associada a curvatura do espaco-
tempo, o spin deve ser associado a alguma outra propriedade geométrica do
espaco-tempo de forma a se manter o espirito de uma teoria geométrica da
gravidade. A torcao do espaco-tempo, definida pela parte anti-simétrica da

conexao afim,

Top"(x) = Tap" () = L’ (2) = 2l1ag” (7) (2.1)

tem essa propriedade e representa uma generalizacao natural da Relatividade
Geral que pode dar uma descricao geométrica da matéria mesmo na sua
aproximacao microscépica.

Deste modo, a Teoria de Einstein-Cartan que introduz a torcao, muda
ligeiramente a geometria do espago-tempo que passa a ser denominada de

geometria de Riemann-Cartan.
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2.2 Um Pouco de Geometria

Em uma variedade do tipo Riemann-Cartan a conexao afim é dada pela

expressao:

Lo = {0} + Kus”, 22)

onde {013} = %g”*(@ag,\ﬁ + 039ar — Orgap), simétrico em «a e /3, é o simbolo
(ou conexao) de Chritoffel, expresso em termos da métrica g.s(z), € Ko7 =
275" + T "a5 — T3",), anti-simétrico nos tltimos dois indices, é o tensor
de contorsao, expresso em termos da tor¢ao 7,57 (x) (lembre-se que a torgao
¢ anti-simétrica nos seus dois primeiros indices).

Por meio desta conex@o a derivada covariante de um vetor, V7(z), é

expressa por:

Vo V7 =0,V + TV, (2.3)

=0V + {5} VP + Kog? V7.

Esta variedade respeita a condi¢ao de metricidade e por isso,

Vi9as(x) = 0. (2.4)

Com a introdugao da conexado em (2.2) a curva que autoparalelamente
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transporta seu vetor tangente,

d?x dz® dxP dz® dxP
YV T LKoY —
do? + {O‘ﬂ} da do +

P B 2.
@8) o o (2.5)
A2z dz® dxP dz® dxP

yy WAy O AT
da? +{“B} da do + P lo do ’

difere da curva que extremiza o comprimento, ou seja, da curva geodésica,
dada por:

d?x o dz® dxP
=0 2.6
do? +{°‘5} da do (2:6)

ambas sé coincidirao se a tor¢ao for completamente anti-simétrica ou nula.

Dada a definigao do tensor de curvatura (ou de Riemann),
Ruaﬁy = auraﬁy - aaruﬁy + Fupyraﬁp - Fapyruﬁpv (2-7)

e sendo a conexao dada por (2.2), podemos reescrevé-lo como:

Ruaﬁy = Ruaﬂy + DuKaBV - QaKuBV + KWVKaBW - KOWVKM 7, (2-8)

sendo R,.g" o tensor de curvatura puramente Riemanneano e

D,Kop" = 0,Kop" — {,L} K.5" — {M}}} K.." + {;7} K.g". (2.9)
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O tensor de Ricci e o escalar de curvatura — bem como véarias outras
relagoes, que podem ser vistas em [2],[29] — também sao alterados pela

presenca da torcao, assumindo a forma:

Rap = Rop + D, Kop" +Datsg — 1, Kopg" — Koy Kup” (2.10)
e
a o 17 T Yom 17 T Yom
onde t, = 7,5” ¢ o trago da torgao. Cabe salientar que na presenca de torgao
Rap # Rpa-

2.3 Equacoes de Campo e Equacoes de Movi-

mento

Na teoria de Einstein-Cartan as equagoes de campo podem ser obtidas por
meio de um principio variacional, semelhantemente a R. G., com a diferenca
de serem as derivadas covariantes dadas por (2.3) e a variagao ser realizada
nao s6 em relagao a métrica, mas também em relagao ao tensor de contorsao.
As equacoes de campo obtidas assim s@o equagoes que relacionam o tensor

de energia momentum com a curvatura e a torcao com o tensor de densidade
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de spin.

Ja as equacoes de movimento de uma particula, em geral, nao coincidem
com as equagoes das geodésicas, nem com as equagoes das curvas autoparale-
las, pois no primeiro caso a trajetéria das particulas-teste nao seriam influ-
enciadas pela torcao, e no segundo todas as particulas seriam igualmente
afetadas, de tal forma que mesmo particulas sem spin seguiriam trajetorias
que se desviariam de uma geodésica.

Pode-se mostrar, seguindo-se o procedimento de Papapetrou,[30], usado
na Relatividade Geral, que as equagoes de movimento para uma particula
tém a forma:

dp®

? + {/Oj,/}p'uuy +F*=0, (2.12)

onde p* é o quadrimomentum da particula, u” sua quadrivelocidade e F'* um
termo de for¢a que aparece da interacao do spin da particula com a geometria
da variedade, sendo nulo se a particula for escalar [2].

No caso de considerarmos particulas fermionicas é necessario usar o for-
malismo das vierbeine (ou tetradas), além de se introduzir a conexao de
spin, para se obter as equacoes de movimento. Elementos estes inerentes ao
formalismo de primeira ordem.

Preparando o caminho entao, vejamos como escrevemos os objetos ge-

ométricos definidos acima usando-se as vierbeine e a conexao de spin
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2.4 Geometria em Termos da Vierbein e da

Conexao de Spin

As vierbein realizam a ligagao entre as coordenadas gerais da variedade com
as coordenadas locais do espago-tempo tangente. Representadas por e,?(x),

se relacionam com a métrica pela relacao:

9as(w) = €a®(x)es” () ab, (2.13)

onde 7,p ¢ a métrica do espago-tempo tangente. Realizando-se uma transfor-
macao local de Lorentz a variacao da vierbein se transforma como um tensor

se definirmos a derivada covariante,

D.e,® = 0.ea” + wyites), (2.14)

onde w,;® & a conexao de spin, relacionada com os geradores da transformacao
infinitesimal de Lorentz w,p, por wap = wyapdx”, sendo portando uma matrix
1-forma.

Em relagao a uma transformacao geral de coordenadas a derivada covari-

ante fica:

V,e? = Dye,® — Fm)‘e,\a, (2.15)

20



que por defini¢ao ¢ igual a zero, V.,e,* = 0. Esta definicao garante que a
metricidade é preservada, V,g.3 = 0, e estabelece a relagao entre a conexao

afim e a de spin:

Fag’y = eﬂDaeﬁj = €j’y (8aegj + wa;jeﬁi) = ej78aegj + wa;jegieﬂ (2.16)

Desta relacao podemos facilmente escrever a torgcao e a curvatura do

espaco-tempo em termos da conexao de spin, ficando:

7;57 = 2F[a5]7 = eﬂ((‘?aegj - (%eaj + waijeﬁi - wgijeai) (217)

e
Ruas” = egiej”(ﬁuwa;j — Gawuij + wukjwa;k — wakjwmk). (2.18)
Lembrando que o tensor de Ricci e o escalar de curvatura sao dados por:
Rap = Ruag" = 00" — Ol " + 10 Tap” — Loyt T s” (2.19)

e
R = g*"Rap. (2.20)
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Temos:

Rap = egiej“(ﬁuwaij — aw#;j + wukjwaik — wakjwmk) (2.21)

R = naieao‘ej“(ﬁﬂwa;j — awuij + wﬂkjwaik — wakjwmk). (2.22)

Para finalizar podemos salientar que a conexao de spin pode ser decom-
posta, usando-se combinagoes de (2.15), numa parte puramente Riemanni-
ana, Vapc, envolvendo somente produtos das vierbeine com suas derivadas, e

numa parte dependente da contorsao, K,p.. Assim:

Wabe = VYabe — Kabc- (223)
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Capitulo 3

Um Problema Relacionado a

Excitacao de Spin-2

3.1 A Acao

Como ponto de partida & nossa andlise consideraremos a acao:
S = / PPz e (a1R+a;R* + a3RasR™ + asLes)

onde

2
ACCS = EQ’BVFWSA (8QFA56 + grapél—‘ﬁ)\p) s
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é o termo topoldgico de Chern-Simons, sendo

P = , (3.3)

o tensor completamente anti-simétrico de uma variedade curva em (1+42)-D.
€*#7 ¢ a densidade tensorial de Levi-Civita para uma variedade plana com
a mesma dimensao anterior e e = /g, onde g = det(gas) = ne?. Para uma
clara e detalhada discussao sobre teorias com o termo de Chern-Simons veja
[3], [31]. Para teorias quadréticas de gravitagao em (14-2)-D com o termo de
Chern-Simons veja também [32], [33].

Termos quadréticos na curvatura sao usualmente introduzidos em (1+4-3)-
D para tentar controlar a renormalizacao da teoria. Deste modo retomamos
esse tipo de discussao, agora em (14-2)-D, ao considerarmos a agao (3.1). Na
mesma os coeficientes aj, as, ag e a4 sao parametros livres a serem ajustados
de forma a garantir o controle da unitaridade da teoria.

Como o tensor de Riemann, R,.z", tem o mesmo nimero de graus de
liberdade que o tensor de Ricci, Rz, em trés dimensoes, um termo quadrético
em R " Nao é necessdrio na agao.

Em [24], [29] nés estudamos a ac@o (3.1) usando a conexao afim definida
em (2.2). Naquele estudo fizemos a decomposi¢do do tensor de tor¢ao em

suas componentes irredutiveis sob o grupo SO(1,2), a saber: um escalar, ¢,
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vindo de sua parte completamente anti-simétrica, um trivetor, proveniente
do trago, t* = TH",*, e um tensor simétrico, X*”, de ordem(rank)-2 e trago
nulo. Com este procedimento encontramos um espectro de particulas onde
somente excitacoes massivas de puro spin-2, associadas aos campo gravita-
cional linearizado, h*”, e ao tensor X*”, tinham dindmica que preservava a
unitaridade, para certo intervalo de valores dos parametros livres da acao.
Em vista dos resultados obtidos e do mostrado em [34], [35], vemos que
podemos construir uma teoria de gravidade (livre) em 3-D, sem particulas
fantasmas uma vez que certas imposicoes sao colocadas sobre os pardmetros
do Lagrangeano. Assim, de nossa prévia discussao, obtemos o resultado da
possibilidade de se construir um modelo de gravidade de derivadas superiores
em 3-D com a unitaridade sob controle (para a teoria livre). Veja também
[36].

Reconsideraremos agora a agao (3.1), mas contrario ao que foi feito an-
teriormente, proporemos a adocao do formalismo de primeira ordem, onde
devemos abandonar a visao da tor¢ao como sendo um campo fundamental
da natureza e elegendo os campos associados as "dreibein"!, e,?, e a conexao

b

de spin, w,"¢, como sendo os campos quanticos fundamentais, o que revela a

completa estrutura de gauge da gravidade.

!Termo que significa "trés pernas"
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3.1.1 Aproximacoes e Decomposicoes para a Acao

Iniciaremos nosso estudo observando que a expansao para campo gravita-

cional fraco em termo das "dreibein"deve ser escrita como:

k 1
eaa = 6aa + iHaa <:> Jap = Nap + khag, hag = §(H043 + Hﬁa)> , (34)

onde o campo H,3 pode ser decomposto em uma parte simétrica e outra

anti-simétrica, que na base local é expressa por:
Hap = hap + Hap , hap = Hapy € Hap = Hjp).- (3.5)
A parte anti-simétrica ainda pode ser descrita por:
Hap = €apch® = ha = leabCHbC. (3.6)

2

Sendo e = /g a expressdo (3.4) permite-nos escrever:

onde H = H,* = H,* = tr(H,?).

Contudo h = h2 = tr(hag) = 3tr(Hap + Hpa) = tr(Has) = H e podemos
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escrever (3.7) na forma:

k
e=1+zh. (3.8)

Usando essa aproximagao os termos da acao tomam a forma:

k

‘C’l = 31€R =ai (R+§hR) y (39)

2 2 k 2
£2 = ageR = ay (R +§hR ) N (310)

L= o8 _ op K o
3 = ageRa@R — a3 RQB’R, +§hRa5R (311)
€

2

£4 = a4€£cs = a4eaﬂVF,75A <(9ar)\/35 + gFap‘sFmp> . (3.12)

Usando agora as defini¢oes (2.16), (2.21) e (2.22) que expressam a conexao
afim, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura em termos das "dreibein" e
da conexao de spin, conjuntamente com (3.4) e retendo somente os termos
da agao que contribuem no méaximo quadraticamente nos campos, podemos

escrever, para cada termo:

L, =a [QGawbba + Wac W — Wapwe® + k(hDawp® — hSOwp™ + h:@bwcba)] ,

(3.13)
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e como 20,wp? é uma divergéncia total que pode ser retirada da acao, ficando,
Ly =a [wacawbbc — Wab W™ 4 k(hOywp™ — hS0wp + h;@bwcba)} , (3.14)

LQ = 43283wbbaﬁcwdd°, (315)

£3 = as (aau)bca@dwbccI - 8aWbcaadeCd + ab(f‘)aca@d('dbccI - 8b‘*}acaadeCd)

(3.16)

k
L, =ay (§eab°aaaehgwcde + €Pwey® awebd) ) (3.17)

Cabe ressaltar aqui, como pode ser visto nos termos acima, que delibera-
damente omitimos o campo gravitacional anti-simétrico, h,, proveniente da
decomposicao (3.6). Adiantamos que a omissao desses trés graus de liberdade
nessa secao em nada alterard as nossas conclusoes, pois nao chegaremos a cal-
cular propagadores nesta parte e o resultado que queremos frisar nessa secao
independe desses graus estarem presentes ou nao. Deste modo, por econo-
mia na escrita das férmulas, simplificando sua aparéncia, descartamos esses

termos. Na préxima secao eles serao devidamente levados em consideragao.
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3.1.2 Acao Quadratica

A agado (3.1) reescrita até segunda ordem nos campos fica entao:

S= /de{ a; [nce (waeawbbc — wbeawabc) + k(hO,wp® — hSOewp™ + h:@bwcba)}
— 425w 0, 00wy — agncenbf(wbeaaaadwad — w20, 0pwy (3.18)

+ W20 O™ — wa*20,0kwy ™) +ayngenpre™ (ghdkaaaewcfe + wcfeaawekd> } .
Em (142)-D a conexao de spin pode ser decomposta em:
W, = Y, (3.19)
onde Y,, pode ser expresso da seguinte maneira,
Yab = Yab + Vab » Yab = Yab) € Vab = Yab)- (3.20)
A parte anti-simétrica ainda pode ser descrita por:

1
Vab = Eabcyc = Ya = §Eabcybc- (3'21)
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Substituindo as expressoes (3.19), (3.20) e (3.21) na acao (3.18), obtemos:

S= /dsﬂf{ a1 {7 [ (i + canty) (s + enptr) — (o + evny)') (Yaj + €ait)]
+he™ [hda (yoi + eviry') — h30c (yoi + eony') + h59h (v + ean')] }
— 42,6 (g + epity)) 0a0k (yaj + €at/) (3.22)
- aaUceﬁbeeaiGCdj[(ybi + eb“yl) 9204 (yfj + 6fjkyk) - (?Jbi + 6bilyl) a0k (ydj + 6djkl/k)
+ (vai + €airy') 060a (v + ert/’) — (vai + €airy) D0k (v + €as)]

‘{’a477d1’’r]bkeabcéfeI §hdkaa8e (yci + Ecilyl) + Ede (yci + Ecilyl) aa (yej + Eejkyk):| } :

3.2 Operadores de Spin

3.2.1 A Acgao Simetrizada e em Termos dos Operadores

Procurando uma forma mais conveniente para expressar a agao (3.22), usa-
remos o formalismo de Barnes-Rivers de operadores de projecao de spin,
introduzido em [37], [38]. Na verdade, usaremos uma extensao desse formal-
ismo para (142)-D, como em [24], [29].

Para identificarmos esses operadores devemos primeiramente completa-
mente simetrizar e anti-simetrizar a agao (3.22), escrevendo o Lagrangeano
associado na forma £ Z%(,DO(,D, onde ¢ representa os campos da teoria e O os

operadores que atuam nesses campos. Executando tal procedimento, o que
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envolve uma longa édlgeba, podemos escrever a agao (3.22) na forma:

1 a 2 1im Os Osw OQws c
S= /d3$§{ a1 (y i [2Pe(1b),cd + 2Pe(:b,c21 - 2Pgb,zd - 2\/§(Pgb,cd) + P;(ab,cd))i| y<

k a 2 a c
—y [S(b(,lgd + Rgtgd} he

k a a
— 2 [A(Bac + wae)] Y + ~h® [5(2 )+ Riﬁd] yed + 1 ¢

4 ab,c
k

k
— §hab [2(03[, + wab)ac - Bc,ab] yc + §ya [2<9bc + wbc)aa — Ba,bc] hbc>

+ as(y? [320w,.c] ) + a3 (4™ [—D(QP(Q)

ab,c

im Os c
¢t Pgb,cc)i + 2Pgb,2d)] Y (3.23)
+y° [_D(20a,c + 12wa,C)] Y — yab[Dc,ab]yc - ya[Da,bC]ybc)
a 1 a a C a C a C a C
+ ay (y ° {i(sﬁ,ﬁd + Rii,ﬁd)l Y+ 5 [Aacl ¥ + 17 [Beably® — 4 [Babely”

a kO S C a kO s c
e [0 Pl 4 e | SR - P 1) .

onde,

1 1
Pgi),cd = §(Qacebd + Gadebc) - §Habecd,

—m 1
Pa(j),cd ) = 5(9acwbd + eadwbc + ebcwad + ebcwad)a
PO — Lg .0 3.24
ab,ed — 5 abVcd) ( . )

(O—w) _
Pab}cd - wabwcda

—sw 1
« ) = = eabwcd

ab,cd \/§
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1
0—ws
:E:b,cd ) = Ewabecda

sao os operadores usuais de Barnes-Rivers em (1+42)-D, sendo 6., = 72 — wap

e wap = 5%, 0s projetores transverso e longitudinal, respectivamente, que
atuam em campos vetoriais para separar suas componentes de spin-1 e spin-
0. Supomos aqui que todos os operadores diferenciais que aparecem nos
operadores de spin sao devidamente substituidos por trivetores de momen-
tum no espago de Fourier. Além dos operadores usuais de Barnes-Rivers

encontramos também:

Sgiilgd = (eaceebd + 6adeebc + 6bce‘gad + 6bceead>aey

Rgggd = <€acewbd + €adeWbc  €EbceWad 6bceWad)ae; (325)

c
Aab = Eabc8

Ba,bc — nabac + nacabv

sao quatro operadores que extendem a dlgebra usual dos operadores de spin,
ja conhecidos de [24], [29], mas oriundos da tor¢ao e do termo de Chern-

Simons e nao dos efeitos de anti-simetrizacao das partes anti-simétricas dos

32



campos como aqui. O operador:

Da,bc = Aabac + Aacaba (326)

é um novo operador que aparece associado a essa a¢ao, proveniente do acopla-
mento da parte simétrica do campo com sua parte anti-simétrica.

Neste trabalho estamos usando a notacao de [38] para os operadores de
spin, referindo-se ao tensor de energia-momentum no referencial de repouso,
onde o superescrito (2) refere-se ao setor de spin-2 puro do campo, (1 —m) a
parte relacionada ao vetor de momentum de spin-1, (0—s) estd relacionado ao
escalar de "stress"de spin-0 e (0 —w) ao escalar de energia; (0—sw) e (0—ws)
indicam os operadores que mapeiam espacos com o mesmo spin. Os outros
dois superescritos, (2a) e (la), indicam que esses operadores s6 apresentam

relacao de comutacao com o operador de spin-2 e de spin-1, respectivamente.

3.2.2 Algebra dos Operadores

Relembramos aqui que os operadores usuais de Barnes-Rivers obedecem a
dlgebra:

PP W = R

Pg;ﬁb)P(j—cd) Ky = 5ij560pg{);z)7 (3.27)
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Pgi;lj)P(j_bC) kl,cd — 5ij5abPi{,:ZC)

i—ab i i j—ac
Pgb,kl Pl kl,cd = 5]6bcpgjb,cd )=

bem como satisfazem a identidade tensorial,

m S w 1
Pgi),cd + Pgi),cr)i + ng,gd + Pii’,,cL =3 (Nachbd + Nadbe) - (3.28)

Os outros cinco operadores, com sua prépria tabela multiplicativa, tém,

entre outros, os seguintes produtos:
2 2
Sgb?gfs(za)ef,cd = _16DPa(wb),cd7

RiperR1 ca = —40PL,
pgi)’efs(%)ef&d = Sfbﬁfp@)ef,cd = S:Er2b(,lc)d7
PLoar RV oo = RGP oo = R, (3.29)
AseA%y = —bap,
Ba.efBe.* = 20(ac + 2wac),

Be.avB% e = 20(PL™) + 2P0,
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Da,ech,e]c = 2|:|20ac

De.apDC cq = ZDQP(K%.

a

Para uma lista completa de todos os produtos veja o apéndice A.

3.2.3 Acgao Quadratica (In)completa

Podemos reparar, na primeira linha da acdo (3.23), que nao existe um termo

Pgﬂ“gj para satisfazer a identidade (3.28), o que por sua vez nao nos permite

inverter o operador associado. Defeito maior aparece no setor do campo
h?® como veremos. Sabemos que o primeiro problema pode ser contornado
pela introducao de um termo de fixagao de calibre, assim, introduzindo os

Lagrangeanos de fixacao:

Lor—rp =& (0"w0,*°0" wyap) =

1 m w C a C
Lor-Lr = i(yab [—25D(PS),C31 + 2Pa(1(l;,c)d) y + o7 [—4060, ] y (3.30)

+ y*°[26Deaby® + ¥ [26Da b y™)
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Lor_girf = MNLF? | Fy, = 0, (hb — §5§’h§> (3.31)

(1m Os Ow) \/§ Osw) (Ows) c
)‘D(Pab CZ + Pib,ﬂd + 5 P( _(Pgb o T Pab cd )) hed.

1 ab
EGF—diff - §h 2 ab,cd 2

Obtemos a "agao completa:

S= /d3 { 231 — 233D)Pab cd + (231 — 33[] — 2£D) ab cd
— (22, + 2a30)P) — 4§DPa(l))u::d —2v/2a,(P a(l))sgc)i) + Pi‘&?é?)
a4 (2a) cd a
+= 92 (Sab ,cd + Rab cd)i| Yy +y [(_431 - 233|:] - 45[])08@

+ (—4a1 — 3232|:| — 1233'])(,&]3’(: + 234Aa7c]yc

+ yab[a4Bc,ab + (25 - 33>Dc,ab]yc

- ya [a4Ba,bc - (26 - aS)Da,bc]ybc (332)
[ m S w 2 sw ws
+ hab _)\D (Pai) czi + Pa(l?) gd QP:E\?) cd %—(ng cd + Pa?) ,cd ))] th
[ kO s k . . .
b | P — P + (i + R | 1
ab [ KO 9, k .
10 | Py = P + (S5 + R

k
- ya [ialBa,bc - kal(ebc + wbc)aa:| hbc

k
+hP [§alBa,bc — kay(fpe + wbc)aa] yc} )
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Mais convenientemente podemos escrever a acao (3.32) na forma:

ycd
1
S= / o ®TMe, &= | e |, (3.33)
th
onde,
h
Mggcd Mayl?,c be,cd
M=1 wm», My M2 | (3.34)
h h
Malsy,cd Mal;y,c Mah&Cd
com,
+ (2a; —azd — 2§D)Pgt7zc), — (2a; + 2a35)P§ff2d

Mayby,cd = (231 - 2a3D)Pg§),cd

Ow Osw Ows d4 2a la
- 4€DP;(ab,c)d - Qﬁal(Pgb,cd) + Pgb,cd)) + E(S(b,c)d + Rgb,gd)7

Mgg,c = a4BC73b + (25 - a3)Dc,ab>
kO k
h (2) (0s) 2a 1
My g = 734(Pab7cd — Poped) + Zal(sgb,c)d + Rgb(,lc)d)a

MY, = —a4Ba,bc + (25 — 33>Da,bca

a,cd
MY = —(da; +2a300+4E00)0,  — (4a; + 322,00+ 12a300)w, c +2a4A, ¢, (3.35)

k
yh —galBa,bc + ]{Jal(ebc + Wbc>aaa

a,cd T
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0Os (2a la
ab,ed = 734(Pab,cd - Pgb,c):d) + Zal(sab,gd + gb,gd)v

k
:lzc = §alBa,bc - kal((gbc + wbc)aa
€
1m 0s 1 Ow \/§ Osw Ows
M= -2 (Pl Pl oI - e P ).

Podemos observar que a introdugao do termo de fixagao de calibre re-
solveu o problema no setor Pg?fé)d do campo 3. Contudo, observemos que
o setor M;ﬁfcd sofre de um sério defeito. Nao existe um setor puramente
transverso associado ao campo gravitacional, em outras palavras, falta o
operador Pffb%cd associado ao campo h?®, o que nao nos permite inverter a
matriz (3.34) para encontrar os propagadores da teoria, dados genericamente

por:

(O| T[F(x)F(y)] 0) = iM '@ (2 — ), (3.36)

onde M~! ¢ a matriz inversa associada ao operado M da acdo.

Neste ponto cabe a seguinte informacao: o problema de invertibilidade
que aparece aqui do operador de onda, M, é compreensivel, e na verdade
deve ser esperado, uma vez que adotando-se o formalismo de primeira ordem
algumas componentes do campo gravitacional nao sao dinamicas e portanto
devem ser descritas em termos das componentes independentes por meio das

equacoes cldssicas de movimento, que atualmente desempenham o papel de
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vinculos de movimento. Isto ¢ uma particularidade de campos auxiliares
aparecendo em agoes com simetria local. Este é, na verdade, o caso da
gravidade.

Podemos ver, deste modo, que uma teoria completamente invertivel quando
decomposta em termos de um campo de calibre e das componentes do ten-
sor de torcao apresenta dificuldades quando adotamos uma versao onde a
torcao nao é considerada como sendo um campo fundamental, sendo este pa-
pel dado ao campo de calibre de Lorentz associado a transformacoes locais,
que incorpora a informacdo da torgao em si (por exemplo, na teoria usual
de Einstein-Cartan wape = Yabe — Kabe, onde Yape € a parte "puramente Rie-
manniana", sem torgao, e K,,c ¢ 0 termo de contorsao). O termo de spin-2
do campo de calibre gravitacional é incorporado na parte Riemanniana da
conexao de spin no formalismo de primeira ordem.

Uma outra observagao que cabe aqui diz respeito ao fato de: se estiver-
mos apenas preocupados com o espectro de excitagoes associado ao modelo
sobre consideracao e sua unitaridade, poderiamos simplesmente decompor os
campos em suas componentes irredutiveis e diagonalizar a parte bilinear na
agao (isto iria separar as componentes fisicas das de compensacao de calibre),
lendo entao o espectro. Contudo, as componentes dos campos assim obtidas
seriam nao locais, uma vez que [J~! aparece nos projetores que atuam nos
campos para separar as suas componentes fisicas. Como, além de desejarmos
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obter os propagadores para os campos locais, temos em mente realizarmos,
mais tarde, computacoes pertubativas a um lago, somos levados a adotar a
escolha dos campos completos e portanto somos obrigados a fixar um cali-
bre na agao, de forma a dar propagacgao as componentes de compensacao e
inverter o operador de onda.

Dadas as dificuldades associadas a essa acao especifica, e para tentar
entender melhor o papel da tor¢ao no formalismo de primeira ordem, op-
tamos por descartar a acdo (3.1) e comegarmos novamente, com uma agao
sem termos quadraticos na curvatura e com os termos de torcao expostos

explicitamente. E o que faremos no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Introduzindo Termos de Torcao

4.1 A Nova Acao

Como mencionado no final do capitulo anterior, para tentar obter uma teoria
simples de calibre para a gravitacao planar e ainda entender o papel da
torcao, mudaremos nosso estudo para uma acao onde a torcao é colocada
explicitamente. Usando a expressao (2.17) escreveremos a tor¢ao em termos
dos campos de calibre fundamentais.

Assim, nossa nova agao é expressa por:

S :/d?’x 6(31R+32%577a57+33%37757a—.—347—0[557—&77—|—a56a577—a57+36£05),
(4.1)

onde L é o Lagrangeano de Chern-Simons dado em (3.2) e os coeficientes
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aj, as, as, a4, a5 € ag sao parametros livres a serem ajustados de forma a
garantir o controle da unitaridade da teoria. Como pode ser visto em [34], a
motivagao para esta forma da agao em relacao aos termos de torcao, as, az e
a4 € que estes sao os termos quadréticos mais gerais na tor¢ao que podem ser
introduzidos preservando a unitaridade da teoria. Para o termo a5ea57’];57,

veja a referéncia [3].

4.1.1 Expansao em Campo Fraco

Seguindo o procedimento anterior, consideraremos a expansao em campo

gravitacional fraco (3.4),

k
¢a® = 0% + S Ho?. (4.2)

Lembrando que podemos escrever e como em (3.7),
k
e=1+ §H , (4.3)

onde manteremos o H para frizar que nesta parte estaremos considerando os

trés graus de liberdade provenientes de sua parte anti-simétrica, temos que
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os termos da acao tomam a forma:
k
£1 = ale”R =a R+§HR y

Lo = aeTop, TP = a3 Top, T + o(f3),
Ly = a3eTop, T = a3T,5, 77" + o(f7), (4.4)
£4 = 346%/6570477 = 347;/3670[77 + 0(f3),

£5 = 35606577—0[,37

2
EG = aﬁeﬁcs = a6ea’371“75A <8QFA55 + grap(ngAp> .

Usando agora as defini¢oes (2.16), (2.17) e (2.22) que expressam a conexao
afim, a torcao e o escalar de curvatura em termos das "dreibein"e da conexao
de spin, conjuntamente com (3.4) e retendo somente os termos da ac¢ao que
contribuem no méximo quadraticamente nos campos, podemos escrever, para

cada termo:

Ly=a [QOawbba + Wac? Wb — Wapwe® + k(HOawp™® 4+ H,POpw — Habﬁcwbac)} ,
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e sendo 20,w,?* uma divergencia total,

El = a3 [wacawbbc — wabcwcab + k(H@awbba + Hab(?bwcac — Habacwbac)] y

k2
Lo = az[—?(HbcDHbc — Hpc020° H?®) + 2k (0, Hpew?® — 03 Hypew™)

+ Q(Wabc('uabc - Wabcwbac)]a

k,2
L3 = ;113[1(1{[,@1{6b + Hpe0,0°HP — 2Hp, 0,0° H®)

+ K (20, Hyew®™® — 0, Hpew® + 0, Hpew™)

abc bac]
’

b
+ WabcW + (/‘-}abcc‘-)ca - 2Wabcw

]{2
Ly= a4[—Z(beDHc° + H,°0,0.H* — 2H,°0,0.H*) (4.5)

- k(aabeWcac - 8a]——,abwcbc) + Wabawcbc]7

k k2

£5 = aB[Eabc[§(aaHbc - ab]¥ac) - E(Hadadec - HadabHdc)

- k(Hadebc) + 2Wabc]a
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e sendo também eabcg(aaHbc — OpH,.) = €°k0, Hpe uma divergéncia total,

]{32
£5 = a5{2€akmwabc - ?Eabc(Hadadec - HadabHdc) — keabcHadwdbc}

k
Lo = 36[§eab°030eHbdwcde + eabcwcdeﬁawebd].

Deste modo a agao (4.1) reescrita até segunda ordem nos campos fica:

S= /d%{ a [wacawbbc — Wab“we®® + k(HO,wp™ + H,POpw™ — Hab(?cwbac)}

/{32
+ a2[—?(HbcDHb° — Hp0,0° H?®) + 2k(03 Hpew™® — 0, Hpew™)
/{?2
+ Q(wabcwabc — wabcwbac)] + ag[Z(HbCDHCb + Hy, 0,0 H®? (4.6)

— 2Hp 0,0° H?) + (20, Hpew™® — 03 Hyew™ + 0, Hycw™™) + wWapew®©
2

cab bac
+ WabcW - 2Wabcw ] + 34[_ 4

(H,"OHE + H,°0,0.H>* — 2H,°0,0.H*)
k‘2
_ k(aabewcac o aaHachbc> + Wabawcbc] + 35[2€abcwabc . ?Eabc(Hadadec

k
- HadabHdc) - keabcHadwdbc] +a6[§€abcaaaeHbdwcde + eabcche awebd]} .

4.1.2 Decomposicao em Campos Componentes

Usando agora as decomposigoes (3.5) e (3.6) que expressam o campo gravita-

cional, H,p, em termos de ha, € ha, bem como (3.19) (3.20) e (3.21) que
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explicitam o campo de calibre da transformacdo de Lorentz local, w,®, em

termos de y.p € ya, podemos reescrever a agao (4.6) na forma:

S= / dPr{ar{(yab + €abi¥') (v*° + €™ u) — 422y + ke hOe (yed + €cay)

- Eaed (hac + 6aclhl) ae (ycd + 6cdkyk) + eacd (hae + €aelhl) ae (ycd + Ecdkyk)]}

2

+ ag{—%[(hab +eaph') O (h*° + ) — (hap + €apih') 00 (B + ey )]
+ 2K[€° (yab + €apy)') O (hbe + ebckh) — € (yab + €aniyy') Oe (ha + €4*hi)]

+ 2[<yab + €ab|y|) (yab + eabkyk) — 1255}
2
+ 33{%[(%1} + eaph') O (AP + €24hy) + (hab + €anih') 020 (R4 + €% hy.)
— 2 (hap + €anih') 0a0 (W™ + ¥ hi)] + k126 (yap + €anit)') e (he” + ecuh¥)

— € (yab + €apiy') 0e (h2a + ahi) + € (Yab + €apiy') O (hea + carh)]

abk

— (yab + €ant)') (1™ + ™) + 325"} (4.7)

2
+ a4{—%[haaDhc° + (h*° 4+ €'hy) 0,04 (ha® + €2%h*) — 202004 (R + by )]

- k[ﬁeab (yab + eablyl> aehcc - ecab (yab + 6ablyl) ad (hcd + 6cdkhk)]
+ (yab + Eablyl) (yab + Eabkyk) — (yab + Eablyl) (?Jba + Ebakyk)}

2
+ 35{4yaa - %[eacd (hab + Eab|h|) 8b (th + GCdkhk)
— Eaed (hab —+ Eab|h|) ae (hbd + Ebdkhk)]

k
— k (hab + €anth') (™ + ™y ) } + a(;{E[(?Jab + eay') O (B% + € hy)
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— (yab + eab'y|) 0,04 (hbd + ebdkhk) — (yab + eab'y|) OpOkc (hca + ecakhk)
_ yaaDhcc +yaaacad (hcd + ECdkhk) + (yab + eab'y|) aaabhcc]

— [€2°° (yab + €ab1y') eye” — € (Yab + €ay') eycc]}}-

4.2 Projetores

4.2.1 A Acao em Termo dos Projetores

Novamente, para expressar a a¢ao (4.7) numa forma mais conveniente, usare-
mos o formalismo de Barnes-Rivers de operadores de projecao de spin. Como
dito anteriormente para identificarmos esses operadores devemos primeira-
mente completamente simetrizar e anti-simetrizar a agao (4.7), escrevendo o
Lagrangeano associado na forma £ :%go(’)go.

Deste modo, apds longas expressoes algébricas, nossa agao fica, em termos

dos operadores de spin:

1 k2 k? m
S= / d3$§{hab[§[|(a3 - 232>Pgi),cd + ZD<33 —2a; — a4)PSa,cc)i

k2 S k2 a a
+ 55(33 —2ay — 234)P§%,2d - 535(5;%@)(1 + Rg),c)d”h(:d

k2 k2
+ hab[_(?aE))Bc,ab + Z(a3 — 2ay — a4)Dc ap) A€
a k2 k2 o
+ h [(?aS)Ba,cd + Z(a3 - 232 - a4)Da,cd]h
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k,2
+ h?[—

B D(ag — 232 — a4)6’a7c — (k)QD)(Zag —+ ag)wa7c — (k2a5)Aa7c]hc

+ yab[2(a1 + 232 — a3)Pgi)’cd + 2(31 + 232 — a;;)PiﬂZ)j
+2(6ay + 5ay — a1)Plyrly +4(2a; + a3)P Y,
+ 2v2(2a, + 325 — an) (Pl + Pl + () (St + Ry
+ 4 agBc.ab)y” + ¥ [—a6Ba cd]y™ (4.8)
+ y?[4(2a2 + 2a4 — a; — a3)0.c + 4(2a2 + 2a4 — a1 — a3)wac + (236)Aac]y”
abrk @) m) F (0)
+ 8asya" + h [ (Oag — 235)Pab od (ka5)Pab cd T g ~(0ag + 235)Pab,cd
w k a a c
— (kas Pyl + (@ + 220 — 2a3)(S3 0 + Ripla)ly™
bk (2) (m) K (0s)
Ty [ (Oag — 2a5)P, cq — (kas)Ppcq — (Da + 2a5>Pab cd

a; + 2ag — 233)(5(2a)d + Rab cd)]th

ab,c

k

— (kas)Pycy + 5
k

- hab[ (a; — 2ag — 2a4)Beap — k(a1 — 2ay — 2a4)(fap + wWab) Oy

k
§(a1 — 23y — 2a4)B,pe + k(a1 — 232 — 2a4) (Ope + wbc)é?a]th

+ 47—
ab k c
+ Yy [5(31 + Qag)Bqab — ]{7(31 — 232 — 233)(6313 + wab)(?c]h
k
+ ha[_5(31 + 232)Ba,bc + k:(a1 — 232 — 233)(013(: + wbc)ﬁa]y‘:d
+ ha[(2k5a5)037c + k(235 — Daﬁ)wa@ + /{:(al — 232 — 234)Aa’c]yc

+ ya[(2ka5)937c + k(235 — Dag)wa,c + k‘(a1 — 232 — 234)Aa7c]hc}.
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Devemos observar que estd agao introduz dois novos operadores:
Habac (§ wabﬁc, (49)
cuja dlgebra pode ser vista no apéndice A.

4.2.2 Fixacao de Calibre

Podemos observar das duas primeiras linhas da agao (4.8) que falta o termo

0 . . . . .
Pgbugj no setor gravitacional, o que pode ser resolvido introduzindo-se o termo

de fixacao de calibre:

1
Lop_aifp = AL F? | Fy, = ko® (Hba - 577bchc) =

1m Os 1 Ow \/§ Osw Ows
_kQAD(P:Eb,C()'J + P:Eb,zd + ipgb,czi - T(Pgb,cd) + Pgb,cd))) th

1
Lar—dgiff = §hab
(4.10)

+ R?[—2k*A0I0, A + h*®[E*ADc.ap]h€ + R?[K*AD, ) A0

Também notamos o fato das transformacoes locais nao precisarem de um

termo de fixacao para essa acao.
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4.2.3 A Acao Completa

Assim, nossa acao completa tem a forma:

1 k? k? m
S:/deE{hab[ED(ag _ 232>P( ) 4t 1 —[(ag — 2ay —ag — 4)\)P§i d

ab,c

k2 S k: sw ws
+ 5 O(as — 22y — 22, — 20)PL — (GONPL, <fk:2m><P§?, d + Pibed)

k2 (2a) (1a) cd ab k2 k2 4)\ D hc
— 535(Sabea T Rapea) 1Y + h[=(525)Beab + (23 — 223 — a4 + 44)Dea)

k2 k2
+ ha[<?a5)Ba’cd + Z(ag — 232 — a4 + 4/\) Da,cd]th
k2

+ h?[—0(az — 2ay — a4 — 4\)0, . — (K°0)(2a + a3)wa . — (k*as)A, Jh°

2

+y?[2(ar + 22, — a3)Ple g + 2(a1 + 225 — a3 — TEPL™) + 2(6az + 5ay — ar)PL)

+ 4(23, + 3 — PR, +2v/2(2a, + 3ag — an) (P + PRI + (5 (S, + Ry Iy
+ y*°[a6Bc.ab + 26D ab]yC + ¥ [—a6Bacd + 26D ca)y™ (4.11)
+ y?[4(2ag + 234 — a3 — a3 — [0E)0ac + 4(2a3 + 224 — a1 — a3)wac + (2a6)As Jy° + 8a5y,°
4P (Clag — 225)P ey — (as) P — - (Tag + 25)PLyy — (has)P)

(1a)

k
+ Z(al + 2as — 233)(Sgb c)d + Rop.ea) Y o

k m k S w
(Oag — 2a5)Pt)cy — (kas)Pyieq — 5 (Clag + 2a5)PLyy — (kas)Piby

+[2

k R
+ Z(al +2a; — 233)(S§.bcd + Rgt L) R

k
+ hab[5(31 — 2ay — 2a4)Bcap — k(a1 — 2as — 2a4) (0ap + Wab)Oc]y*

k
+ ya[—5(31 — 232 — 234)Ba,bc + k:(a1 — 232 — 234)<9bc + (A)bc)aa]th
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k
+ yab[§ (31 —+ 232)Bc,ab — k(a1 — 232 — 233)(9ab + wab)éc]hc

k
—+ ha[—§(a1 + 232)Ba,bc + ]{7(31 — 232 — 2a3><9bc + wbc>8a]yCd

+ ha[(2ka5)93,c + k(235 — DaG)wa,c + /{:(al — 232 — 234>Aa7c]yc

+ y?[(2ka5)0ac + k(2a5 — Oag)wa c + k(a; — 2a2 — 2a4)A, A}

De modo muito mais comveniente a agao (4.11) deve ser escrita na forma:

1
S:/d3x§<1>TM<I> , b=

onde o operador de onda M toma a forma,

hh hh hy
Mab,cd M, Mab,cd

ab,c

M MR MY

a,cd a,cd
M =
yh yh Yy
Mab,cd Mab,c Mab,cd
yh yh Yy
Ma,cd Ma,c Ma,cd

o1

hcd
he

cd

M

ab,c

My

a,c

Myy

ab,c

MY

, (4.12)

: (4.13)




sendo,

k2 k? m
MR, = 0@ — 2a,)P oy + (a3 — 22, — ;- ANPLT
k? (0s) k? (0w)
+ 7|:|<33 — 232 — 234 — 2)\)Pab,cd — (?D)\)Pab,cd
\/§ Osw OQws k2 2a la
— (55 KON P + Pied) — Sas(Sia + Riyea).
) k2 2
Mg = —(5725)Beab + (a3 — 225 — a4 + 4\)Dea,
k m K s
MY 4= 5(536 - 235)P§i),cd - (ka5)PS),c<):l - §(Da6 + 235)Pg[t)>,2d
w k a a
— (kas)Plhes + (a1 + 222 — 223) (S0 + Riyy).

k
Mhy = 5(31 — 232 — 234)Bc,ab — k(31 — 232 — 234)(03b + wab)ac,

ab,c

hh k2 k2
Ma,cd = (?aS)Ba,cd + Z(aS —2a; —ag + 4)\) Da,cda
k2
Mah;? - 3['(33 - 232 — a4 — 4)\)03,c - (k2D>(232 + a3)wa,c — (k2a5)Aayc,

k
MM, = _5(31 + 222)Ba b + k(a1 — 222 — 2a3)(bbe + woc) s,

a,cd

MY = (2kas)0ac + k(2as — Dag)wac + k(ag — 222 — 2ag)A, (4.14)
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k k
h 2 im 0s
Mayb,cd = 5(536 - 235)Pgb),cd - (ka5)Pgb,c<)i - 5(536 + 235)Pgb,2d
k
Ow 2a la
— (kas)Ploh + (a1 + 225 — 2a3) (Sl + RY),

4

k
Ms’fc = §(a1 + 2a9)Bcab — k(ar — 2a3 — 2a3)(0ap + wab) O,

Mayg,cd = 2(31 + 282 — ag)Pngzcd + 2(31 + 232 — 33>PS)7Z()1

+2(6ay + Hag — a;)PL)

a

Ow
d + 4(232 + ag)Pgb7cL

Osw OQws a6 2a la
+2V/2(2ay + 323 — a1) (Pyed + Pobed) + (5)(Siea + Rityla).

Mggc = aGBc,abv
k
Mayfcld = _E(al — 23y — 2a4)Ba,pe + k(a1 — 232 — 2a4) (Obe + Whe)0a,

Mg’ﬁ = (2kas)fsc + k(235 — Oag)wac + k(ay — 22z — 2a4)A, .,

vy
M —agBa,cd

a,ed

MY = 4(2ay 4 2a4 — a; — a3)f,c +4(2a3 + 234 — a3 — a3)wa c

a,c

-+ (236>Aa,c~
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Onde o termo linear 8asy,* foi descartado, pois, como se sabe, termos

lineares podem sempre ser eliminados por uma translagao no campo:

/(aqzﬁQ + Bp)d>x bod e /(aq§'2 + 20’ + ac® + B¢ + Bo)dPr = /a¢2d3x,
(4.15)
escolhendo ¢ = —%, abandonando o sinal ’ e lembrando que termos cons-
tantes na acao podem ser descartados.
Por esta razao, 8asy,* nao aparece na acao quadratica acima.
Uma vez que todos os operadores foram identificados e explicitados, pas-
saremos agora ao problema de computar a matriz inversa, M !, para encon-

trar os propagadores dos graus de liberdade fisicos.
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Capitulo 5

Propagadores e Modos de

Excitacao

5.1 Propagadores

Para encontrarmos os propagadores e levantarmos o espectro fisico dos mes-
mos devemos, como dito no final do capitulo anterior, computar a matriz
inversa de M. Uma vez que os elementos da matriz sao operadores tensori-
ais relacionados aos operadores do tipo de operadores de spin, nao podemos
usar os métodos usuais de inversao matricial. Devido a esta pequena tecni-
cidade apresentaremos, a seguir, o método usado para a inversao de matriz
quando temos elementos que sao operadores. Apds descrevermos o procedi-

mento usado iniciaremos a andlise do espectro saturando os propagadores
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com as correntes conservadas que os saturam, obtendo assim a amplitude de

transicao e as condigoes de unitaridade sobre os graus de liberdade fisicos.

5.1.1 Procedimento de Inversao Matricial

De modo a calcular os propagadores, eq.(3.36), nés usamos um procedimento
direto, mas bastante longo e algebricamente pesado, onde primeiramente nés

dividimos a matriz do operador de onda,

56

hh hh hy hy
Mab,cd Mab,c Mab,cd Mab,c
hh hh hy hy
Ma,cd Ma,c Ma,cd Ma,c
M= , (5.1)
yh yh vy vy
Mab,cd Mab,c Mab,cd Mab7c
yh yh Yy Yy
Ma,cd Ma,c Ma,cd Ma,c
em quatro setores (sub-blocos) distintos:
MM M
M = : (5.2)
Muh vy
Ml ME: MY ML
ab,cd ab,c h ab,cd ab,c
MM = , (5.3)
hh hh hy hy
Ma,cd Ma,c Ma,cd Ma,c



yh yh
Mab,cd Mab,c

MY = e MY =
yh yh vy Yy
M MY M, MY

a,cd a,cd

yy vy
Mypea M

ab,c

Deste modo escrevemos a matriz inversa como sendo:

N VA T
M= : (5.4)
MYH MY
onde,
HH ab,cd ab,c HY Mab,cd Mab,c
MHE — . MY = (5.5)
Ma,cd Ma,c Ma,cd Ma,c
YH YH YY YY
YH Mab,cd Mab,c vy Mab,cd Mab,c
M7 = e M'' =
YH YH YY YY
a,cd Ma c Ma,cd Ma,c

Os Elementos da matriz inversa podem ser encontrados pela relagao de-

duzida da expressao MM~ = I. Sendo:

MHH — [Mhh . Mhy(Myy)flMyh]fl.
MHY — _(Mhh)fthyMYY. (56)
MYH — _(Myy)—lMthHH'

MYY — [Myy _ Myh(Mhh)—thy]—l.
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Os setores M" e MY bem como as matrizes 2x2 corrigidas M" —
MM (M) MY e MYY — MY (M)~ M"  sao invertidas de forma andloga,

genéricamente:

Mif:d = [M:fb]jcd - M!b%k(Mfﬁ)flM(ﬁm,c]fl-

a

My% = — (M) Mg areemn (5.7)

ab,c

M¢F :_<M;;j<pk)—1M90f MFan,cd-

a,cd k,mn

M — [Mtpsa _ M@fkl(Mff

kl,mn

)—legpmn c]_l‘

Onde, para invertermos M/ e M, /e as matrizes corrigidas, pre-

kl,mn>

cisamos usar as identidades operatoriais:

eab + Wap = Tab (58)
e
2 1m 0s Ow 1
Pa(wb),cd + Pib,ci + Pa(xb,gd + Pib,cﬁ =3 (NacTlbd + MadMbe) » (5.9)

bem como a édlgebra dada no apéndice A. Pois dado um operador do tipo

xlga,c + ToaWj c + m3Aa,c> (510)

o seu inverso deve obedecer a:
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([lea,c + I2Wa,c + [3Aa,c)<x19a,c + ToWa,c + x3Aa,c) = Tab,

ou seja,

([lea,c + [2wa,c + ISAa,c)<x1‘93,c + ToWa,c + x3Aa,c) = eab + Wab-

Esta expressao fornece um sistema de equacgoes cuja solugao é:

T 1 T3

L= L= S -
z? + O3’ T x} + Ox3

Analogamente para os operadores P, teremos:

(2) (1m) (0s) (Ow) (0sw)
(Il I:)ab,cd + IQPab,cd + ]3Pab,cd + I4Pab,cd + I5Pab,cd

(0s)

+ T6P§%7féﬁ) + [7S£i?2d + ISRgt(Qd> X (Ilpgi),cd + T2 PS:Z& + 3P e
+ PG + Pl + woP R + 7S5y + 2R
2 1m Os Ow
= Pgb),cd + Pgb,czi + Pgb,gd + Pgb,c)d'
Cuja solucao dé:
T X2
L =— "t =2
YT 22416022 7 22+ 4022
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(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)



T4 xs3
Ii=——— L=— (5.15)
XT3T4 — T5Tg X34 — Ts5Te

X5 Te
I5 = - ) IG = - )
T3Ty4 — T5T T3Ty4 — T5Tg
i s
I7Z_ﬁ e ISZ_ﬁ'
x] + 160027 x5 + 40zg

Usando esta rotina repetidas vezes, uma para cada matriz, encontramos
todas as inversas elementares dos operadores bdsicos e assim podemos calcu-

lar M1,

5.1.2 Calculo da Matriz Inversa e Propagadores

Devido ao tamanho da ac@o (4.11) e da rotina de inversao descrita acima, nao
é vidvel o cdlculo manual dos termos da matriz inversa. Deste modo usamos

um programa de computagao algébrica, o Maple g™

, para realizarmos estes
cédlculos. Mesmo assim as expressoes resultantes foram enormes, de analise
muito dificil. No caso mais geral possivel o programa falhou de encontrar
resultados, travando continuamente, mesmo rodando num computador com
. (TNI) L.

procesador Pentium 4 de 3,2MHz e com 1Gb de memoéria RAM.

Como quando contraimos os propagadores com as correntes saturadas so-
mente os polos fisicos sobrevivem, que no nosso caso, como veremos adiante,

sao bem poucos, optamos por nao fazer listagens dos propagadores, apre-

sentando somente aqueles realmente utilizados quando do levantamento do
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espectro de excitagoes, e s6 nesse momento. Contudo uma descricao deta-

lhada dos casos computados serd dada mais a frente.

5.2 Espectro de Excitacoes

5.2.1 Correntes Conservadas.

Uma vez encontrado os propagadores, nés devemos checar a unitaridade a
"tree-level"da teoria. Para isso devemos analisar os residuos da amplitude
de transicao de corrente no espago dos momenta, dados pelos propagadores
saturados apds uma transformada de Fourier. As fontes (genericamente re-
presentadas por S, aqui) que saturam os propagadores podem ser expandi-

dos em termos de uma base completa no espago dos momenta como segue:

Sy = APy + EPuGy + EpucL + E1qupy + 5quq (5.16)

+ Csquey + Creupy + GGy + CoE ey,

onde p, = (po, =P ), ¢ = (po, P) e €, = (0, =€), sdo trivetores de momen-
tum linearmente independentes que servem de base para o espaco e satisfazem

as relagoes,
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Pt = qug" = m’.

pud" =pa+ D2 #0. (5.17)
pue" = que" = 0.

b=
guet = —1L

Estas relacoes e os requerimentos de simetria da teoria dividem as fontes

em uma parte simétrica, Sg,,, € em uma parte anti-simétrica, Ag,,:

SS,ul/ = S(,Lw) = QPuPv + 02(p,uqy + q,upl/> + C3(p,u€l’ + 8Mpl/) (518)

+ €4q,qy + ¢5(quer + €4q0) + CEpEL

AS;U/ = S[,uy} =d, (pqu - quV) + d2<pu51/ - Eupu) (519)

+ d3(Qu5V - gMQV)7

TR, g = ST, o =5, 05 = BFB, ¢ = ¢y dy = 25,

2 2 0

onde ¢; = ¢, ¢3 =

__ d3—¢ __ Ce—Cs
d2 = %Z, and d3 = jQJ
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5.2.2 Amplitude de Transicao

A amplitude de transicao de corrente é dada por:

MHH MHY T

MYH MYY p

A=7" MM e 4 7MY p 4 p* MY 7+ p* MY p,

onde 7 ¢é a fonte de corrente para os campos h e p é a fonte de corrente para

OS Campos Y.

A amplitude de corrente, A, feito o produto matricial acima, toma a

forma:

A — b M ged 4ab” Mabctc+ta M Hycd | 4a* M
MY 2 M T M T MY e (5.21)
AU Al e VAR A A VAR VA A VAR

i Mbcdr + 72 M?: C4r? MY}ngd + r? M;;Yrc

a

onde t¢ = 7(«9 ¢ a parte simétrica e ¢ = 1e%Ty,, com Tye = Tge], € @
parte anti-simétrica da fonte associada aos campos h,p, € h,, respectivamente.

Analogamente r°¢ = p(Cd) ¢é a parte simétrica e r© = %ECdeRde, com Rye = pde],

¢é a parte anti-simétrica da fonte associada aos campos yap € Y.
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Devido aos vinculos de simetria das fontes (elas sdo quantidades conser-

vadas e de simetria bem definida), obtemos as relagoes:

d9=0, pT9=0, pr9=0 e pRI=0. 5.22
P p p p

P(OS) S(2a)

~ (2)
Estas relacoes fazem com que somente os operadores P/ 4, P i t4s Sip cas

0,50 € w,, contidos nas expressoes da matriz inversa que aparecem em
(5.21) produzam contribuigoes diferentes de zero a amplitude de transigao de
corrente.

Considerando ainda que para particulas massivas em seu referencial de

repouso, os vetores de momenta que formam a base tem a forma:

pu = (m,0).
qu = (m, 0) (523)

e, = (0,-7%).

Podemos, nos restringindo a esses referenciais, ver que somente os pro-

. 2 0 . . .

jetores Pgb)cd e Pgbszd sobrevivem e contribuem para a amplitude. Temos de

resaltar também que para particulas sem massa também é verdade que so-
(2) (0s) . . . )

mente P 4 e P, ¢y sobrevivem e contribuem para a amplitude, sendo isso

facilmente visto pela forma dos projetores.
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Com as restricoes acima temos que a amplitude apresenta a forma:

A=< H2H25) > ¥ P 1+ < H2H2(o, > £ P 1
+ < H2Y20) > 1™ Pgi),chCd+ < H2Y2() > £ P;(a(tjjszCd (5.24)
+ < Y2H2(5) > 1 PY) 194 < Y2H2( > 12 Pt

ab,cd

+<Y2Y20) > Pgi),chCde <Y2Y2(5 > 1 ngfszCd,

onde < H2H23 > é o propagador para o campo gravitacional simétrico
de ordem(rank)-2 (H2 em H2H24)) associado ao operador Png),cd ((2) em

H2H2 ). Os outros coeficientes dos operadores tendo significado analogo.

Explicitamente escrevendo as fontes obtemos:

1
A= (< H2H2() > + < H2H20) >) |eadl
1
+§( < H2Y 29 > + < H2Y2(9) >)CgiCor (5.25)
1
+5( < Y2H2) > + < Y2H2(05) >)C3,Con

1
+5(<Y2V20) > + < V2V2(,) >) |cgr|?

onde t e r em ¢ representam as fontes ao qual o coeficiente ¢ estd associado.
Devemos agora substituir explicitamenta os propagadores em (5.25) pe-
los seus valores calculados usando-se o procedimento descrito na secao an-

terior. Antes, contudo, de explicitamente substituirmos essas expressoes, 0s
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seguintes comentdrios devem ser feitos:

1. Com todo o conjunto de pardmetros da acao, a;, as, as, a4, as € ag
mais A, diferentes de zero, nossas facilidades computacionais algébricas
falharam em obter um resultado devido a extensao das expressoes re-
sultantes. O mesmo se deu para (i) a5 ou ag igual a zero e para (ii) a;
e ag iguais a zero. Com a; e a5 iguais a zero conseguimos obter nosso

primeiro resultado, como descrito abaixo.

2. Considerando o termo de Chern-Simons, ag, nés obtivemos o seguinte

comportamento no denominador para os propagadores em (5.25):

e Com a; = 0, encontramos termos proporcionais & p?2.

e A poténcia mais baixa, p®, ocorreu com a; = a; = a, = 0, ou seja,

somente az € ag foram considerados.

e Com a3 = 0, a matriz nao é invertivel para nenhum caso. Ou seja,

este termo é fundamental para a presente teoria.

3. Sem o termo de Chern-Simons, ag = 0, nds obtivemos, em todos os casos
invertiveis, uma potencia p? no denominador. Este nao ¢ um resultado
trivial. Nés podemos justifica-lo apontando para o fato de que o termo
de Chern-Simons contribui com um termo quadrédtico na conexao de
spin com uma derivada espago-temporal, enquanto que o escalar de
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curvatura contribui com um termo que mixa H com w. Colocando ag
igual a zero, nés suprimimos termos do tipo w — w com uma derivada,
e assim, inevitavelmente, nés reduzimos as poténcias do momentum

aparecendo nos propagadores.

Portanto, visto o que foi dito acima, consideraremos em (5.25) somente os
casos em que a5 = ag = 0. De qualquer modo, nés temos um procedimento
que funciona para todas as possibilidades no espaco de parametros (uma vez
que colocamos a5 = ag = 0). Simplesmente iremos reportar aqui os casos
com as, e aj e as, diferentes de zero para termos uma ilustragao de como o
nosso procedimento geral funciona.

O caso mais simples invertivel ocorre quando consideramos somente as

diferente de zero na acao. Neste caso os propagadores relevantes tém a forma:

2
2
H2H2(Os) = —ml.
H2Y 233y = H2Y 2 = Y2H2(3) = Y2H2(g5) = 0. (5.26)
Iy
3
Y2Y2(s = 0.
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E a amplitude saturada tem a aparéncia dada abaixo:

2 9 1 2\ .
./4 = (—3]{;2—]92213 |06|tt -+ Tas |66’r7*) 1. (527)

Devemos notar nessa expressao que o polo nao massivo tem por origem
o setor gravitacional h e tem contribuigoes vinda dos setores de spin-0 e de
spin-2.

Calculando a parte imagindria do residuo da amplitude no polo nao mas-

sivo obtemos:

2
2 |61y

—. 5.28
3k‘233 ( )

Im(resA) = Im (lim [p? ,4]) =

p*—0

Do requerimento de ter um residuo positivo-definido no polo para garantir
a unitaridade a "tree-level"da teoria nés devemos ter az < 0.
Considerando agora a adi¢ao do termo do escalar de curvatura a;, obte-

1mMos:

2(33 — a1)
H2H25) = .
@ k2p?(3a2 + a2 — Bagal)Z
2
H2H2(,) = (2 + 21)

— i
k?p?(a% — a2 + asa;)
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H2Y 25 = H2Y 200 = Y2H2(5) = Y2H2(g5) = 0. (5.29)

a3 .
i
2(3a3 + a2 — 3aza;)

Y2Y 2 =

Y2Y 20y = 0.

E a amplitude assume a forma:

2 a3 as 2
A — — X 3 C 2 + C Z
< k?p? " 3al — ba2a? + 4aza; — at ol 2(3a3 + af — 3azay) el
(5.30)

Podemos ver que a estrutura béasica da amplitude nao muda, com o polo
tendo contribui¢oes dos mesmos setores de spin e permanecendo nao massivo.

A relagao entre os parametros agora fica:

3
Im(resA) = Im (lim [pQA]) _ 2 % 1 lcsl7, . (5.31)

T2 3
p2—0 k? 3a4 — 5a%a? + 4asza; — af

O denominador da expressao acima pode ser escrito como:

(a3 + aza; — a7)(3a3 — 3aza; + a). (5.32)

O binémio 3a3 — 3aza; + a3 tem raizes complexas e é sempre maior que
zero. Deste modo o requerimento de ter um residuo positivo-definido no polo

implica em (com a3z < 0) a3 — aza; — a3 < 0.

69



E o termo do escalar de curvatura deve satisfazer a:

1—+/5
a3 =~ 1.618a3 < a; <T\/_a3 ~ —0.618a3. (5.33)

1++/5

—

O caso em que todos os parametros sao diferente de zero (excluindo-se

as e ag, € claro) contribui somente com novas corregdes algébricas para a
amplitude, sem alterar a estrutura do polo que continua nao massivo e com
a mesma contribuicao de spin. A relacao entre os parametros torna-se muito
emaranhada, devido ao considerdavel nimero de parametros envolvidos, de
modo que varias hipéteses precisam ser feitas para definir os seus intervalos
no espaco de parametros. Devido a isso, e a falta de qualquer novidade

estrutural, nao apresentaremos as expressoes associadas.
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Conclusoes e Perspectivas

Futuras

No decurso dos célculos que apresentamos aqui, vimos que o termo da
agéo (41)7 a5€'uy)\7;1ua€/\b77ab = aSEHV)\/];AVaeaaG)\bnab = aSEMV/\ZLV)\v [3]7 nos leva
a um problema devido aos limites dos recursos computacionais a nossa dis-
posicao para lidar com expressoes algébricas, o que nos obriga a abandoné-lo
para manter o maior conjunto de parametros livres possiveis. Assim, embora
0 nosso procedimento de introduzir operadores de spin funcione, os propa-
gadores nao puderam ser achados em sua maior generalidade (com todos os
seis coeficientes a;). Dos cinco pardmetros que restam, ainda permanecemos
com o problema, mas uma vez que qualquer um deles, a excessao de as, é
colocado igual a zero, somos capazes de achar os propagadores, mesmo com
eles apresentando poténcias elevadas no momentum.

E interessante mencionar que, se considerarmos o termo linear na torgao
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(com outros trés termos zerados) concomitantemente com o termo de Chern-
Simons, ou qualquer outra combinag¢ao envolvendo o termo de Chern-Simons,
os propagadores apresentam uma rica estrutura de polos. A situagao no
entanto melhora quando descobrimos que abandonando o termo de Chern-
Simons nés obtemos somente polos simples para os termos que contribuem
para amplitude de transicao. Nesse regime ficou transparente os diferentes
papeis que os termos de torcao associados a a; e ag desempenham na acao
(4.1), sendo az fundamental para se inverter a matriz e encontrar os propa-
gadores.

Um comentério interessante é notar que, no trabalho anterior, [24], obtive-
mos somente polos fisicos massivos, enquanto que neste trabalho obtivemos
somente polos fisicos nao massivos, e que a condicao de unitaridade para
estes polos demanda que as < 0, o que implica, para o parametro que go-
verna o escalar de curvatura o vinculo, %‘?’% < ap <%ga3. Da literatura,
sabemos que para a teoria da gravitacao planar sem tor¢ao a; > 0. Do nosso
trabalho anterior, obtivemos que a; < 0, na presenca de tor¢ao, se nao quiser-
mos que o modo massivo obtido nao se torne uma excitagao fantasma. Com
o formalismo de primeira ordem adotado aqui o parametro esta confinado ao
intervalo acima, varrendo valores tanto positivos quanto negativos.

Para préximos trabalhos, podemos apresentar duas perspectivas: uma
de execucao mais imediata, e outra realizdvel mais a médio prazo. Imedi-
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atamente, podemos voltar a agao (3.22), derivada da agao (3.1), resolver as
equacoes de campo cldssicas e eliminar os campos auxiliares, para buscar
uma estrita comparacao com o trabalho anterior, e tentar entender melhor
as reais diferencas numa mesma situacao. Mais a médio prazo, a perspectiva
estd relacionada com outro trabalho em andamento, que trata do levanta-
mento do espectro gravitacional quando da quebra da simetria de Lorentz na
gravitacao em (143)-D. Nossa intengao é introduzir termos de tor¢ao nesta
teoria e, usando o procedimento do formalismo de primeira ordem estudar
como a torcao afeta e é afetada pela quebra da simetria de Lorentz. Estes
termos estarao sob controle neste formalismo, mesmo com a tor¢ao nao apare-
cendo como campo fundamental, através dos parametros que os regulam na
acao, como foi o caso na segunda metade do presente trabalho.

A idéia de se adotar o formalismo de primeira ordem no caso da gravitagao
com torgao, e em presenca de termos com violacao da simetria de Lorentz,
deve ser de bastante interesse por poder revelar alguns aspectos nao-triviais
da relacao entre as formulagoes de primeira e segunda ordem num cendrio

em que ha violacao da simetria de Lorentz.
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Apéndice A

Operadores, Algebra e

Identidades Tensoriais

A.1 Operadores

020b
O

Wab =

Hab = Tab — Wab

c
Aab = eabca

Ba,bc - nabac + nacab

Da,bc = Aabac + Aacab
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(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A4)

(A.5)



1 1
Pgi),cd = é(eacebd + 0aqbOpc) — §Hab9cd

m 1
Pgi,cc)j = é(gacwbd + Qadwbc + ebcwad + ebcwad)

s 1
Pi([))gd = 5 Habecd

(Ow) _
Pab,cd = WabWcd

(0sw 1
Pab,cd) = Eeabwcd

ws 1
g(l)),cd) = Ewabecd

1
Pgﬁ?:d = §(eac‘9bd - ead‘gbc)

e 1
Pgt}gd = §(eacwbd - Qadwbc - chwad + Hbcwad)

me 1
P:(i),cd) = é(eacwbd — Oadwbe + Opcwad — ebcwad)

(1em) 1
Pab,cd = §<9acwbd + eadwbc - ebcwad - Hbcwad)

Sgi?gd = (Eaceebd + €adelbe + €bcellad + Ebceead)ae

b
Sgizd = (Eaceebd — €adelbc — €bcellad + ‘Ebceead)ae

Sgii);d - (eaceebd - 6adeebc + €bceead - 6bceead)ae

d
Sgizd = (Eaceebd + €adelbc — €bcellad — ebceead)ae
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(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)



Ri?c)d - (Eacewbd + €adeWbe + €bceWad T (':bceWad)a‘e (A20)

(1) _ e

Rab@d - <€acewbd — €adeWbc — €bceWad -+ Gbcewad)a (A21)
(1c) e

Rab,cd - <€acewbd — €adeWhe t EpcelWad — Ebcewad)a (A22)

R = ( + - - )o° (A.23)
ab,ed — €aceWhd €adeWhc €bceWad €bceWad .

Eab,cd = 6cdaab + 6cdbaa (A24)

A.2 Algebra

Nesta secao, os nimeros nos titulos das subsecoes indicam a estrutura de
indice dos operadores, e como eles estao contraidos ao outro operador. Assim
o titulo 2,1-1,2 indica que o operador da esquerda tem trés indices, na forma
Osb.c, € 0 operador da direita também apresenta trés indices, s6 que na forma
O, cd, estando contraidos da maneira Oab,kOk@d (1-1), e dando origem a um
operador Oap 4 (2,2). Deste modo podemos facilmente localizar qualquer tipo
de relacao algébrica. Algumas relagoes envolvendo os operadores ,c, wae €
A, envolvem a contracao de seus dois indices, devido a isso eles estao sob

um titulo especial dnico 2. Um sinal de = significa que a expressao comuta.
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A.21 1-1

0.0°

I
O

A.2.2 1,1-1=1-1,1

020° =0

Wae0 = 0,

A0 =0

A.2.3 2,1-1=1-1,2

Be,ab8e = 2|:’Wab

Deabd® =0

A24 1,1-1,1 e 2-2

eaeeeb = eab

0,0 = 0,° =2

e __
WaeW b = Wab

Waew™ = w,? =1

7

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)



A% = —00,, (A.35)

AA® = A7 = —20] (A.36)
0,00 = 0 (A.37)
fo™ = 0 (A.38)

OaeA%s = Aab (A.39)
0,.A% = 0 (A.40)
oAy = 0 (A.41)
wa A% = (A.42)

A.2.5 1,1-1,2=2,1-1,1 e 2-2,1=1,2-2

02eB® cd = 02c0q + 02d0c = B, cd — 2wWeq0s (A.43)
0B, =0 (A.44)

02eD® ca = Dacd (A.45)

0D, =0 (A.46)

WaeB® cd = 2weq s (A.47)
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werB, & = 20, (A.48)

WaeD g =0 (A.49)
werD, 5 =0 (A.50)
AzeB® cd = Dacd (A.51)
AB. =0 (A.52)
A,eD® y = —00(02c04 + 0240c) = —0(Bacd — 2wed0a) (A.53)
AsD, ¥ =0 (A.54)
A.2.6 2-2,2 e 2,2-2
0P g =0 (A.55)
P e = 0 (A.56)
0esPU™f 4 =0 (A.57)
P 0 = 0 (A.58)
0PI g = Ocq (A.59)
POV 0t = O (A.60)
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eef P(Ow) Ef,cd -0

(Ow
PO Gt = 0

Osw
eefP( )ef,cd = \/§wcd

(Osw) e
P s = 0

Hef P(OWS)ef,cd -0

P (Ows) efe \/_Wab

eefs(Za)ef7cd =0
S(2a)ef0
ab, ef — 0
eefR(la)ef@d -0
(la e
R{LV 0 = 0
WefP(Q)ef,cd =0
(2
P e = 0
WefP(lm)ef,cd =0

(1m
Pab, )efwef =0
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(A.61)

(A.62)

(A.63)

(A.64)

(A.65)

(A.66)

(A.67)

(A.68)

(A.69)

(A.70)

(A.71)

(A.72)

(A.73)

(A.74)



Wer P(Os) Ef,cd -0

(0s)ef
Pab, Wef = 0
(Ow)ef
WefP ) ,cd = Wed
(Ow)ef
Pab, Wef = Wab

Wef P(Osw) ef,cd -0

(0sw)ef 1
Pab, “Wef = ﬁeab
1
wefP(Ows)ef ol = 9
) \/§ cd

Ows
Pgb, )efwef =0
Wefs(Qa)ef,cd -0

Sl s = 0

wefR(la)ef,cd =0
R:gt(,l)efwef =0

AefP(2)Ef,cd =0

P Ay =0
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(A.75)

(A.76)

(A.77)

(A.78)

(A.79)

(A.80)

(A.81)

(A.82)

(A.83)

(A.84)

(A.85)

(A.86)

(A.87)

(A.88)



AefP(lm)ef,cd =0
(A.89)

(1m e
P A = 0
(A.90)
AefP(OS)ef,cd =0
(A.91)
(0s)e
PO AG =0
(A.92)
AefP(Ow)ef,cd -0
(A.93)
(Ow e
PO A =0
(A.94)
AefP(Osw)Ef,cd -0
(A.95)
Osw)e
P A =0
(A.96)
AefP(Ows)ef,cd =0
(A.97)
(Ows)e
PR A = 0
(A.98)
Aefs(za)ef,cd =0
(A.99)
(2a e
SEV At =0
(A.100)
AefR(la)ef@d =0
(A.101)
(1@ e
RV A = 0
(A.102)
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A2.7 1,221 e 2,1-1,2

Ba7ech,ef - 2|j(eac + 2Wac)

Be,abB® ca = 20(PLL™) + 2P

Ow)
ab )

cd
BaefDe, S = —20A,c
BeabDcd = DRi(,lc)d
Baer 050, = 0
Be.ab Ocad® = 2v/20P ")
Baef w*0c = 20w,
Be,ab WedO° = 2DP;(3?31,21
D.«B.* = 20A,.
DeabB€ cd = —DRi?c)d
DaerDc.* = 200%0,

De 26D o = 202P4,7)

Daef 050, =0
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(A.103)

(A.104)

(A.105)

(A.106)

(A.107)

(A.108)

(A.109)

(A.110)

(A.111)

(A.112)

(A.113)

(A.114)

(A.115)



De,ab ecdae =0

Da,ef Wefac =0

De,ab wcdae = 0

eefﬁa Bc7ef =0

Oape B g = 2v20P )

eefaa Dc’ef —= 0
eabae De’cd e 0
Ocr 0y 0°F0. = 20w,

0s)
b,cd

Oab0e Ocad® = 200P,

es 0y w0, =0

e lt = VP2
WefJa quf = 200w,e

wape B cq = 20PE)

Wer@a D& =0
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(A.116)

(A.117)

(A.118)

(A.119)

(A.120)

(A.121)

(A.122)

(A.123)

(A.124)

(A.125)

(A.126)

(A.127)

(A.128)

(A.129)



WapOe D€ cq = 0
WetDa 050, =0
WapOe Oq0° = ﬁmpgﬁ)
Wef Oy w0 = Dwac

wabJe wWegd® = DPE(,?)I;L

A.2.8 1,2-2,2 e 2,2-2,1

Bo.otP? g = 0
P Beer = 0
Ba,efP(lm)ef,cd = (02c04 + 02d0.) = (Bacd — 2wed0a)
Po " Beer = (0cal + Oepda) = (Beab — 2wande)
B.orPVf 4 =0
P;(;(t)j)ech,ef —0
Ba,efP(Ow)Ef,cd = 2Weq0;

P:Eu?:)) of Bc,ef = 2wab8c
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(A.130)

(A.131)

(A.132)

(A.133)

(A.134)

(A.135)

(A.136)

(A.137)

(A.138)

(A.139)

(A.140)

(A.141)

(A.142)



Ba,efp(osw)ef,cd =0

Pg(l)jw)ef Bc,ef = ﬁgabac

Ba,efP(Ows)ef,cd = \/iecdaa

P Beer =
B.rS®Vf 4 =0
Sgi?)ech,ef -0
Ba,efR(la)ef,cd = 2D, 4
R, Beer = —2Dcab
D, PP 4 = 0
PYD.er = 0
D, fPU™ 4 =D,
P De ot = De.ab
Da,efP(Os)ef,cd =0

Pg?j) of Dc,ef =0
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(A.143)

(A.144)

(A.145)

(A.146)

(A.147)

(A.148)

(A.149)

(A.150)

(A.151)

(A.152)

(A.153)

(A.154)

(A.155)

(A.156)



Da,efP(Ow)ef,cd =0
Pg(t):})ech,ef =0
Da,efP(Osw)ef,cd -0

P;E\[l)jw)ef Dc,ef =0

Da,efP(OwS)ef,cd =0
P:(a(t))q:US)ech,ef =0
Da,efS(2a)8f,cd =0

Sgi?)ef Dc,ef =0

Da,efR(la)ef,cd = _QD(eacad + eadac> = _2D<Ba,cd - 2ch83>

Rgt:)ech,ef - 2|j<9ca6’b + ecbaa) — 2|:|(Bc,ab - 2<"}abac)

Hefaa P(Q)ef,cd =0
P00 = 0
eefaa P(lm)ef,cd =0

P:E})T,n)efeefac =0
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(A.157)

(A.158)

(A.159)

(A.160)

(A.161)

(A.162)

(A.163)

(A.164)

(A.165)

(A.166)

(A.167)

(A.168)

(A.169)

(A.170)



eefaa P(OS)Ef,cd - ecdaa
OS efeefa — Haba
OcsO, P(Ow)ef,cd =0

Pa(w(t):v)efeefac =0

OcfOs P(Osw)ef,cd = V2ueads

PLb" et = 0
Oerda PO g =0
P 00 = V2w
Oes0s SPVF 4 =0
Sa2ba erc = 0
OO, R(la)ef,cd =0
R 0ec0 = 0
WefOs P(2)ef,cd =0

Pgi)’efwefac =0
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(A.171)

(A.172)

(A.173)

(A.174)

(A.175)

(A.176)

(A.177)

(A.178)

(A.179)

(A.180)

(A.181)

(A.182)

(A.183)

(A.184)



wer0y PU™M 4 =0
Pgttn) efOc = 0
werDa POV 4 =0
P werde = 0
wer0y PO 4 = w40,
p(0w)ef

ab, Wefac = Wabac

Wefaa P(Osw)ef’cd —0

SW ) e 1
Pg(t)), ) fWefﬁc = Eeabﬁc
Wefaa P(Ows)ef cd — ! Hcdaa
; \/§

P e = 0
wer0, SPVE 4 =0
SEV e = 0
werDs RV 1 =0

Rgt?) efwef 8c =0
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(A.185)

(A.186)

(A.187)

(A.188)

(A.189)

(A.190)

(A.191)

(A.192)

(A.193)

(A.194)

(A.195)

(A.196)

(A.197)

(A.198)



A.2.9 2,2-2,2
PP s = Pl
Pgi),efp(lm)ef,cd =0
Pﬁ),efp(os)e{,cd =0
PP =0

SR

SRR

P S o = S

SR CE

PloetP@ s =0

1im m)ef 1m
Pa(lb,elzp(l )e od = Pgb,cr)i

PP~

Pgtzzp(OW)ef,cd -0

Pgifzzp(OSw)ef7cd -0

90

(A.199)

(A.200)

(A.201)

(A.202)

(A.203)

(A.204)

(A.205)

(A.206)

(A.207)

(A.208)

(A.209)

(A.210)

(A.211)



PP, —

PimIsaef =0
PRI = R
PP =0
PR o
ngfgfp(os)efﬁcd - Pg?fzd
PP =

. P(Osw)

(0s) p(0sw)ef
PabeP sed = Pab,cd

PP =0
PS4 =0
PR =0
PP =0
PP =0

PP, — g
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(A.212)

(A.213)

(A.214)

(A.215)

(A.216)

(A.217)

(A.218)

(A.219)

(A.220)

(A.221)

(A.222)

(A.223)

(A.224)

(A.225)



Ow w w
P:E\b,e%P(O )efaCd = P:E\?),c)d

Ow sw)e
Pgb,e)fp(o ) f,Cd =0

(0w) ws)e ws
Pab,eFP(0 ) f»Cd = Pg(l)a7cd)

Ow a
Pi\b,ezcs(2 )ef7Cd =0

Ow a)e
Pgb,e)fR(1 ) f:Cd =0

Osw
Pgb,ef)P(2)ef,cd — 0
P Osw p(im 0
:(ab,ef) " )efﬂd

(Osw s)e
Pab,ef)P(0 ) f,Cd =0

(0sw w sw
Pab,ef)P(0 )efaCd - Pg(l)),cd)

PRI 4 =

(OS’U) ws)e S
Pab,ef)P(O ) f,cd = Pif,,ﬂd

(0sw a
Pab,ef)S(2 )ef7cd =0
Pg(t)j:;)R(la)ef,cd -0

Qws e
P;(ab,ef)P(2) f,cd =0
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(A.226)

(A.227)

(A.228)

(A.229)

(A.230)

(A.231)

(A.232)

(A.233)

(A.234)

(A.235)

(A.236)

(A.237)

(A.238)

(A.239)



Ows m
Pgb,ef)P(l ) =0

(Ows s ws
Pab,ef)P(0 )efvcd = Pg[l)),cd)

(Ows w ) e
I:)ab,ef)l:)(0 ) f:Cd =0

Qws Sw w
Pgb,ef)P(O )ef7Cd = P:E?),c)d

(Ows ws)e
Pab,ef)P(0 ) f,cd =0

(Ows a
Pab,ef)s(2 )efﬁd =0

ngﬁ)Rua)efﬁd ~0

(2a e a
Sab,e)fp(2) f,cd - Sgigd

(2@ m
Sab,e)fP(1 )ef,cd =0
S =0

2a w)e
Sgb,gfp(o : f,cd =0

(2& Sw
Sab,ezl“P(0 )ef7Cd =0

2a ws
Sgb,e)fp(o )ef,cd =0

2a a)e
Sgb,ng(Q ) f,cd = _mljpgi),cd
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(A.240)

(A.241)

(A.242)

(A.243)

(A.244)

(A.245)

(A.246)

(A.247)

(A.248)

(A.249)

(A.250)

(A.251)

(A.252)

(A.253)



SGURIVE =0 (A.254)

RGP g =0 (A.255)
Rgt?gfp(lm)ef,cd = Rgtagd (A«256)
R{poeP O 4 =0 (A.257)
RGP 4 =0 (A.258)
RG2PO =0 (A.259)
R{poePw)ef 4 =0 (A.260)
RG2S g =0 (A.261)
RAROVE = 40P (A.262)

A.3 Identidades Tensoriais

Nab = Bab + Wap (A.263)
2 1m 0s Ow
NacTlbd 1 TadTlbe = 2(Pgb),cd + Pe(wb,cc)i + Pib,zd + Pe(lb,c)d) (A.264)
Os Osw Ows Ow
TabTled = 2P§b,zd + \/§(Pgb,cd) + Pgb,cd)) + Pib,cii (A.265)

TacT o+ lacoe—labTled = 2Pgt g 2P e+ Py = V2(P el +PLLY) (A.266)
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MacTlbd + TadTlbe — 2abled = 2PL8)  + 2PL™) — 2P — 20/2(PI) + PYY)

(A.267)

NacTlbd — TadTlbec = 2(Pgtl,)<):d + Pgtizd) (A268)
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