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• A minha faḿılia por seu apoio e confiança.

• Ao professor Ivan dos Santos Oliveira Jr., pela orientação da tese.

• Aos professores e/ou pesquisadores de universidades e/ou centros de pesquisa, em ordem

alfab́etica: E. M. F. Curado, E. K. Lenzi, R. Mathieu, J. Naudts, G. Raggio, A. K. Rajagopal,

J. F. Rivadulla Ferńandez, R. Salazar, F. Sattin, H. Suyari e H. Yoshizawa; pela gentileza ao
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Resumo

Ao longo dośultimos cinco anos, a Mecânica Estatı́stica Ñao-Extensiva tem sido aplicada

aos sistemas magnéticos conhecidos comomanganitas. Tratam-se déoxidos de mangan̂es,

que apresentam uma série de peculiaridades , tais como a magnetoresistência colossal, mis-

turas de fases magnéticas, val̂encia mista, ordenamento de cargas e orbitais etc. Normalmente,

os modelos tradicionais de Matéria Condensada não d̃ao conta de explicar toda a gama de

fenômenos presentes nesses materiais. Por outro lado, as manganitas apresentam uma série

de caracterı́sticas que as tornam candidatas naturais a uma abordagem pela estatı́stica ñao-

extensiva de Tsallis: apresentam fractalidade, interações de longo alcance e inomogeneidades

magńeticas. Trabalhos recentes demonstraram que o parâmetro entŕopico,q, é uma medida do

grau de inomogeneidade magnética do sistema [M. S. Reis, V. S. Amaral, R. S. Sarthour e I.S.

Oliveira, Phys. Rev. B73, 092401 (2006)]. A presença de duas espécies magńeticas nas man-

ganitas,Mn3+ e Mn4+, leva naturalmentèa pergunta de como abordar sistemas compostos no

contexto da meĉanica estatı́stica ñao-extensiva. Nenhum dos trabalhos anteriores em sistemas

magńeticos ñao-extensivos considerou um tratamento formal de tais sistemas. Estaé a proposta

desta tese. Estudamos sistemas compostos não-extensivos de duas componentes,A+B, e com-

paramos os valores ḿedios das magnetizações calculados nos subespaços de Hilbert dos subsis-

temasA eB, com aqueles obtidos no espaço de Hilbert completo. Verificamos que o formalismo

que seria natural leva a uma inconsistência nos resultados, a qual pode ser corrigida se adotar-

mos novas matrizes densidade parciais para os subsistemas. Concluı́mos que as distribuiç̃oes

escort devem ser somente utilizadas no espaço de Hilbert completo. Consideramos também

um sistema composto de três componentes,A+B+C, e comparamos resultados de simulações

numéricas com medidas experimentais realizadas na série de manganitasPr1−xCaxMnO3, obti-

das num magnetômetro do tipo SQUID. Na análise dos resultados, fizemos uma abordagem de

campo ḿedio, utilizando o modelo de Oguchi, identificandoA= Mn3+, B= Mn4+ eC = Pr3+.

Neste caso, os efeitos do campo cristalino sobre oı́on Pr3+ foram considerados. Verificamos

que os resultados podem ser reproduzidos qualitativamente se relaxarmos o chamadocut-off de

Tsallis (o que leva a distribuições de quase-probalidades). Aqui também s̃ao introduzidas no-

vas matrizes densidade parciais, que tornam igual o cálculo das magnetizações nos respectivos

subespaços de Hilbert com aquele feito no espaço de Hilbert completo.
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Abstract

Along the five years, the Nonextensive Statistical Mechanics has been applied to the study

of magnetic systems known asmanganites. These are manganese oxides which present various

interesting properties, such as colossal magnetoresistance, coexistence of different magnetic

phases, mixed valence, charge and orbital ordering etc. Current models of Condensed Matter

have not been capable of explaining such a broad range of physical properties of these mate-

rials. On another hand, manganites present just the correct aspects which entitle them to be

approached from the nonextensive Tsallis formalism: they present fractality, long-range in-

teractions and magnetic inhomogeneities. Recent publications have shown that the entropic

parameter,q, can be interpreted as a measure of the degree of inhomogeneity in the system [M.

S. Reis, V. S. Amaral, R. S. Sarthour e I.S. Oliveira,Phys. Rev. B73, 092401 (2006)]. The

presence of two magnetic species in a manganite sampleMn3+ andMn4+ rise the question of

how composites must be approached in the context of nonextensive statistical mechanics. None

of the past works on nonextensive magnetic systems attempted to put this question in a formal

framework. This is the proposal of this thesis. We studied nonextensive compositesA+ B,

and compared the temperature and field dependence of the magnetization of each subsystem

calculated in the respective Hilbert subspaces, with that obtained from the complete Hilbert

space. We found that the apparently natural formalism lead to inconsistencies between the two

ways of calculation, which can be removed if we introduce new partial density matrices for

the subsystems. We conclude that the escort distributions can only be considered in the full

Hilbert space. We also considered a nonextensive composite with three componentsA+B+C.

We compared the results of numerical simulations with experimental results obtained in the

manganite seriesPr1−xCaxMnO3, made in a SQUID magnetometer. We approach the problem

using the Oguchi mean-field model, identifyingA = Mn3+, B = Mn4+ andC = Pr3+. In this

case, the effects of the crystal-field over thePr3+ ion is taken into account. we found that the

experimental results are qualitatively reproduced if we relax the so-called Tsalliscut-off (which

leads to quasi-probability distributions). Here, we also introduce new partial density matrices

for the calculation in the Hilbert subspaces.
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Epı́grafe

All truths are easy to understand once they are discovered; the point is to discover

them.

Galileo Galilei

I believe there is no source of deception in the investigation of nature which can com-

pare with a fixed belief that certain kinds of phenomena are impossible.

William James

Physics is not difficult, it is just weird.

Vincent Icke

The scientist is not a person who gives the right answers, he’s one who asks the right

questions.

Claude Lévi-Strauss
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4.1.4 Ćalculos Anaĺıticos paraq = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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4.3 MA(B) vs. T. 3a. Vers̃ao e as MatrizesE ’s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.4 Aditividade deMtot vs. T eUtot vs. T. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

O objetivo deste trabalhóe o estudo sobre a aplicabilidade da 3a. vers̃ao da meĉanica

estat́ıstica ñao-extensiva em sistemas compostos. Em especial, estamos interessados no magne-

tismo [1]1 e nas manganitas, porquanto estes materiais possuem várias caracterı́sticas impor-

tantes que possibilitam a aplicação da mencionada teoria. Na literatura cientı́fica [2, 3, 4, 5],

existem fortes evid̂encias de que com a mecânica estatı́stica ñao-extensiva se pode tratar o com-

plexo problema das manganitas de forma fenomenológica. Nesta tese se empregam sistemas

magńeticos compostosA+ B, sendo a motivaç̃ao para isto o fato de que, nas manganitas, o

Mn magńetico se apresenta com duas valências:Mn3+ e Mn+4, ou seja, formando duas sub-

redes magńeticas. S̃ao mostradas, também, distribuiç̃oes de quase-probabilidade não-extensiva

que surgem da relaxação docut-off de Tsallis. Estas distribuições descrevem bem a queda da

magnetizaç̃ao da śerie de manganitasPr1−xCaxMnO3, comx = 0,30−0,50 a baixas tempera-

turas, na fase ferromagnética. Do mesmo modo se apresenta um problema, e a sua solução, no

referente ao ćalculo de valores ḿedios de sistemas compostos, em espaços de Hilbert diferentes.

Atualmente, existem fortes evidências experimentais, assim como excelentes aproximações,

1A refer̂encia [1] fornece trabalhos pioneiros, no magnetismo, usando a mecânica estatı́stica ñao-extensiva.
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Cap. 1: Introdução 5

[6, 7, 8, 9], em v́arios ramos da ciência (como Cosmologia e Gravitação, Processamento Digi-

tal de Imagens, Magnetismo, Ciências da Complexidade etc.) de que uma teoria estatı́stica

não-extensiva, com uma distribuição do tipo lei de pot̂encia, fornece a solução de v́arios pro-

blemas an̂omalos em que a mecânica estatı́stica de Boltzmann-Gibbs falha [10]. O número de

publicaç̃oes referentèa meĉanica estatı́stica ñao-extensiváe enorme [6]. At́e agora, a formulaç̃ao

mais śolida daquela teoriáe a chamada 3a. vers̃ao [11].

No Cap. 2 se elabora uma introdução geral̀a f́ısica das manganitas, e em especialà śerie

Pr1−xCaxMnO3. Igualmente se resumem as principais teorias que tentam explicar o exótico

comportamento desteśoxidos de mangan̂es, como o modelo de dupla troca, e o cenário de

separaç̃ao de fases num processo percolativo.

No Cap. 3 se apresentam as noções b́asicas da mecânica estatı́stica ñao-extensiva. Mostram-

se as f́ormulas de pseudo-aditividade, entropia escort, valores médios generalizados, assim

como tr̂es definiç̃oes para a temperatura na dita teoria estatı́stica. No Cap. 4 – no contexto

do modelo téorico apresentado no Cap. 3, assim como numa teoria de campo médio no modelo

de Heisenberg – se introduz um novo método para calcular os valores médios qûanticos para

um sistema compostoA+ B. Os trabalhos de M. S. Reiset al. [2, 3, 4] mostram que o uso

da teoria de campo ḿedio produzótimos resultados para a abordagem das manganitas. Neste

caṕıtulo se estuda um sistema de dois spins 1/2 (śo por raz̃oes did́aticas; igual estudo pode ser

feito para spins 2 e 3/2, spins doMn3+ e Mn+4). Dois ḿetodos s̃ao usados para o cálculo dos

valores ḿedios do sistema de dois spins 1/2: o método das matrizes parciaisρ
q
A e ρ

q
B, e um

novo ḿetodo, em concord̂ancia com o conceito de traço parcial, que usa as novas matrizesEA

e EB. Do mesmo modo, encontramos que as distribuições escort śo se aplicariam no espaço de
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Hilbert completo. Nos subespaços de Hilbert, estas fórmulas devem ser melhor estudadas.

No Cap. 5 se usa umansatz– a relaxaç̃ao do chamadocut-off de Tsallis – na formulaç̃ao

de um modelo, fenomenológico e espećıfico, na aproximaç̃ao de campo ḿedio, para a śerie

Pr1−xCaxMnO3 com as concentraçõesx = 0,30−0,50. Como produto desseansatzaparecem

as distribuiç̃oes de quase-probabilidade não-extensiva (na literatura cientı́fica existem prece-

dentes do uso de quase-probabilidades, como se verá na Seç̃ao 5.3, e, inclusive, h́a artigos de

divulgaç̃ao cient́ıfica aceitando este tema como uma questão em aberto na estatı́stica). O dito

modelo foi contrastado com curvas experimentais da magnetização, obtidas num magnetômetro

SQUID2, que disponibiliza o CBPF. Igualmente, surgem evidências de que estas distribuições

causam a queda anômala da magnetização a baixas temperaturas. Esse modelo constitui uma

aproximaç̃ao adequada para as curvas experimentais da magnetização. No Hamiltoniano se

consideram os termos de Oguchi, assim como a contribuição do campo cristalino com simetria

cúbica.

No Cap. 6 se t̂em as conclus̃oes e perspectivas referentes a esta tese. Adicionalmente se

apresentam quatro apêndices. No Ap̂endice A, fazemos um resumo do fenômeno de magne-

toresist̂encia, assim como das manganitas com estrutura cristalina tipo pirocloro. No Apêndice

B, realiza-se um resumo histórico de alguns avanços de conceitos-chave na Estatı́stica, como

entropia e otimizaç̃ao da entropia. Algumas das principais entropias, usadas e/ou aceitas na

literatura cient́ıfica, s̃ao mostradas; bem como resumos de destacadas teorias, como a super-

estat́ıstica de C. Beck e E. G. D. Cohen [12]. No Apêndice C, discutem-se alguns tópicos

mateḿaticos da meĉanica estatı́stica ñao-extensiva, por exemplo, oq-produto. Tamb́em se

vêem algumas fórmulas de funç̃oes deformadas, no contexto de a teoria desenvolvida por G.

2Superconducting Quantum Interference Device, ou seja, Dispositivo Supercondutor de Interferência Qûantica.
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Kaniadakis [13]. Do mesmo modo se discutem possı́veis conseq̈uências das matrizesE ’s. Fi-

nalmente, no ap̂endice D encontram-se cópias dos trabalhos (1 publicado e outro submetido)

derivados desta tese.



Caṕıtulo 2

Manganitas

2.1 Introdução à Fı́sica das Manganitas

Os óxidos de mangan̂es, mais conhecidos como manganitas, são materiais que, atual-

mente, est̃ao sendo intensamente pesquisados por uma grande parte da comunidade de

Matéria Condensada. O interesse especial são as manganitas perovskitas com fórmula geral

R1−xMxMnO3, na qualR representa um metal terra rara, trivalente, eM constitui um metal

alcalino-terroso, bivalente, podendo serCa, Sr, Ba ou Pb (a fórmula geral anterior se usa

quando tivermos dopagem de buracos eletrônicos. Como exemplo, temos oLaMnO3, com-

posto pai das manganitas, o qual tem dopagem nulax = 0 e 100% deMn3+. A dopagem de

cálcio, La1−xCaxMnO3, produz o aparecimento deı́onsMn4+. Ou seja,x est́a associado aos

cátions bivalentes. No entanto, se fizermos uma dopagem eletrônica1 se usaŕa RxM1−xMnO3.

Como exemplo, temosCaMnO3, que tem dopagem nulax = 0 e 100% deMn4+. A dopagem

de lant̂anio,LaxCa1−xMnO3, produz o aparecimento deı́onsMn3+. Ou seja,x agora est́a as-

sociado aos ćations trivalentes. Uma notação alternativa, para a fórmula geral, com dopagem

1B. Vengaliset al. argumentam que se pode realizar uma dopagem eletrônica sobre oLaMnO3, usando ćations
tetravalentescomoCe, Sne outros [14]. Com isto quer se viabilizar a construção de estruturas tipo diodos
p−La2/3Ca1/3MnO3

/
n−La2/3Ce1/3MnO3, os quais s̃ao promissores na spintrônica.

8
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de buracos,́e R1−xMxMn3+
1−xMn4+

x O3). A f ı́sica das manganitasé muito rica, do mesmo modo

que complexa, devidòas interaç̃oes eĺetron-rede e elétron-eĺetron, assim comòa val̂encia mista

dos ı́ons deMn: Mn3+ e Mn4+. Estas caracterı́sticas permitem que as propriedades estru-

turais, magńeticas e de transporte estejam intrinsecamente relacionadas umas com as outras.

Uma outra caracterı́stica, importante e ñao usual, destes materiaisé que eles apresentam val-

ores negativos muito grandes de magnetoresistência, chamada de Magnetoresistência Colossal,

MRC2 [16], na vizinhança de uma transição metal-isolante para certas composições. Aĺem da

MRC, as manganitas possuem fases metálicas com uma banda de condução com spin polar-

izado, comportamento semimetálico. Esteúltimo fato é promissor para potenciais aplicações

tecnoĺogicas.

Historicamente, as manganitas perovskitasLa1−xMxMnO3 (M = Ca,Sr,Ba) foram estu-

dadas pela primeira vez nos anos 50. Por seus trabalhos experimentais, usando amostras poli-

cristalinas, destacam-se G. H. Jonker e J. H. Van Santen, E. O. Wollan e W. C. Koehler [17, 18].

No campo téorico relevantes foram as pesquisas de C. Zener, P. W. Anderson e H. Hasegawa,

assim como de P. G. de Gennes [19, 20, 21]. Estesúltimos pesquisadores desenvolveram o

modelo de dupla troca, para explicar os estados Isolante Antiferromagnético e Met́alico Ferro-

magńetico, em certas concentrações dex. No entanto, somente a partir de meados da década dos

70 as pesquisas nas manganitas começaram a proliferar, com a descoberta da MRC. Em 1994,

S. Jinet al., usando o parâmetroMR=
(

R(0)−R(H)

)/
R(H), reportaram valores de magne-

toresist̂encia de 127 000%, a 77 K (esse trabalho, assim como outros, relacionadosàs primeiras

2E. Dagotto, no seúultimo livro [15], argumenta que as nanoestruturas estão no coraç̃ao da MRC. Esta re-
ferência, tamb́em, estuda compostos nos quais nanoestruturas similares não t̂em sido completamente entendidas,
por exemplo, supercondutores de alta temperatura e semicondutores baseados emEu.
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publicaç̃oes dando a conhecer a MRC, podem ser encontrados na referência [16]). No entanto,

expressado com o parâmetro alternativomr =
(

R(0)−R(H)

)/
R(0), a magnetoresistênciaé

aproximadamente 99%. Em 1995, Xionget al., estudando filmes finos deNd0.7Sr0.3MnOδ ,

notificaram valores de 106% [22]. A seguir, elaboramos um resumo de algumas propriedades

relevantes das manganitas [23]: a estrutura cristalina das manganitas se assemelhaà perovskita

cúbica. Estas perovskitas são óxidos mistos com estequiometriaABO3. A perovskita ćubica

ideal possui uma fórmula por ćelula3 unitária (5átomos). Uma caracterı́stica destes materiais

consiste na grande variedade de substituições que aceita sua estrutura cristalina. O sı́tio A pode

ser ocupado por quase 25 elementos quı́micos, e o śıtio B, por quase 50 (ainda, nem todas as

perovskitas s̃ao óxidos. OF,Cl, ou Br tamb́em podem ocupar o sı́tio do O na estrutura [24]).

A Fig. 2.1 mostra a estrutura perovskita cúbica ideal. Com respeito aoO, o ćationA apresenta

Figura 2.1: Estrutura Perovskita Cúbica.

uma coordenaç̃ao dodecáedrica, enquanto o cátionB uma coordenaç̃ao octáedrica. Nessa estru-

tura, os ćationsB se encontram rodeados de 6ânions deO, formando octaedros regularesBO6,

3Ou cela unit́aria, segundo a recomendação da Sociedade Brasileira de Cristalografia.
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de tal maneira que ôangulo de ligaç̃aoB−O−B é 180o. A Fig. 2.2 mostra que o desvio do

ângulo de ligaç̃aoB−O−B, para o caso doMn, resulta numa inclinaç̃ao dos octaedros, assim

como numa menor superposição entre os orbitais. Este fato provoca que o sistema perca suas

caracteŕısticas met́alicas. Os compostosABO3, abaixo de uma dada temperatura, têm transiç̃oes

Figura 2.2: A mudança dôangulo de ligaç̃aoMn−O−Mn produz a inclinaç̃ao dos octaedros
MnO6, e conseq̈uentemente uma menor superposição entre os orbitais.

estruturais que reduzem sua simetria. Em geral, as perovskitasABO3 apresentam três tipos de

distorç̃oes fundamentais [24, 25]:

1. Deslocamentos dos cátions das suas posições de equilı́brio;

2. Distorç̃ao dos octaedrosBO6 devido, por exemplo,̀a presença de uḿıon Jahn-Teller,

como oMn+3. Isto se deve ao efeito Jahn-Teller4, o qual pode ser estático ou din̂amico.

O efeito Jahn-Teller estático acontece quando a distorção for grande, e afeta permanente-

mente a geometria molecular. No efeito Jahn-Teller dinâmico as distorç̃oes, geralmente,

4Em homenagem a Emil Jahn e Edward Teller pelo teorema de 1937 [26]: “Qualquer sistema molecular não-
linear num estado eletrônico degenerado será inst́avel, e distorceŕa para um sistema de menor simetria e menor
energia, com a conseqüente remoç̃ao da degenerescência”.
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são pequenas. Duas possı́veis distorç̃oes s̃ao associadas ao efeito Jahn-Teller:Q2 é uma

distorç̃ao ortorr̂ombica eQ3, tetragonal. A mudança das distâncias das ligaç̃oesMn−O

consta como o principal resultado das ditas distorções;

3. Giro cooperativo dos octaedrosBO6, por conseq̈uência de um tamanho reduzido do cátion

A. A rotaç̃ao dos octaedrosBO6 se conhece como rotação GdFeO3, e produz o grupo

espacialPnma.

Na formaç̃ao da perovskita, um requisito indispensável é que tanto o ćation A como B

apresentem as coordenações j́a mencionadas. Nośoxidos, isto estabelece limites inferiores para

os raios dos ćationsA (0,90 Å) e B (0,51 Å). Assim se pode definir um parâmetro, o qual

governe a cristalografia das manganitas. Em 1926, o grupo de V. M. Goldschmidt expressou as

suas observações experimentais na famosa fórmula do fator de tolerânciat [23]:

t =
1√
2

rA + rO

rB + rO
, (2.1)

onderA, rB erO são os raios îonicos dos respectivos elementos.t = 1 corresponde a uma perfeita

estrutura ćubica de empacotamento máximo. Comt 6= 1, a baixa temperatura, as manganitas

apresentam uma simetria romboédrica (com grupo espacialD6
3d), ou talvez ortorr̂ombica (com

grupo espacialD6
2h).

No que diz respeitòa estrutura eletrônica, temos que para um metal de transição 3d isolado,

cinco estados orbitais degenerados estão dispońıveis para os elétrons 3d com l = 2. A presença

de um octaedro deO remove esta degenerescência. Os cinco orbitaisd são desdobrados em

dois grupos degenerados: os orbitaist2g, triplamente degenerados (dxy, dyz e dzx) e os orbitais

eg, duplamente degenerados (dx2−y2 e d3z2−r2). Mas na realidade temos que oı́on deMn se
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encontra num campo cristalino, o qual remove a degenerescência dos orbitaist2g e eg. Os

elétronst2g possuem um caráter localizado e os elétronseg, caŕater itinerante. Aṕos a explicaç̃ao

do fen̂omeno de dupla troca, isto ficará claro. Os ńıveis enerǵeticos dos orbitais doMn3+ são

mostrados na Fig. 2.3. Para osı́ons deMn3+ e Mn4+, as correlaç̃oes at̂omicas garantem um

alinhamento paralelo dos spins, 1a. regra de Hund. OMn3+ apresenta a configuração eletr̂onica

3d4, t3↑
2g e↑g com S= 2. De acordòa regra de Hund, este cátion poderia ter o quarto elétron

antiparalelo, aos outros três eĺetronst3↑
2g. Mas pelo fato de a energia de troca ser ao redor de

2,5 eV, sendo este valor maior que o desdobramento de campo cristalino∆∼ 1,5 eV, o quarto

elétron se alinha paralelamente aos elétronst3↑
2g, no orbitaleg

5. O Mn4+ apresenta 3d3, t3↑
2g

tendoS= 3/2.

Figura 2.3: Ńıveis enerǵeticos para óıon Mn3+: a) o caso dóıon livre; b) na presença de um
octaedro deO; e c) na presença de um campo cristalino tetragonal.

Existe uma śerie de teorias procurando explicar as propriedades fı́sicas das manganitas.

Em seguida, faremos um resumo das mais conhecidas: o modelo original de dupla troca, o

5Na cobaltita de lantânioLaCoO3, oCo3+ tem seus seis elétrons 3d no orbitalt3↑,3↓
2g .
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modelo atual de dupla troca, o modelo de pólarons, e o modelo de localização de Anderson

(na pŕoxima seç̃ao, apresentaremos o modelo dominante na literatura, ou seja, o cenário de

separaç̃ao de fases). Começaremos com uma introdução ao modelo original de dupla troca.

Figura 2.4: Diagrama da dupla troca. (a) mostra a troca de estados iônicosMn4+ por Mn+3 e
viceversa. (b) exibe o salto do elétron no orbitaleg, doMn3+, para o orbitaleg, vazio, doMn3+.

Neste modelo temos que as propriedades magnéticas s̃ao dominadas pelas interações de troca

(curto alcance) entre os spins doMn6. Tais propriedades são relevantes entre dois spins deMn

separados por uḿatomo deO, e s̃ao controladas pela superposição entre orbitaisd do Mn, e

orbitais p do O. Um caso interessante constitui o deMn3+−O−Mn4+, no qual ośıons de

Mn podem trocar sua valência, atrav́es de um salto do elétroneg do Mn3+ sobre o orbitalp do

O e, simultaneamente, um outro salto de um elétron doO para o orbitaleg, vazio, doMn4+.

A Fig. 2.4 exibe estes dois saltos simultâneos. Este mecanismo, chamado de dupla troca, foi

6A teoria de E. L. Nagaev́e completamente diferente. Segundo este cientista os portadores de carga são os
buracos na bandap do oxiĝenio [27].
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proposto pela primeira vez em 1951 por C. Zener [19], e garante uma forte interação tipo ferro-

magńetica. Posteriormente, em 1955, P. W. Anderson e H. Hasegawa melhoraram as idéias de

C. Zener, introduzindo a probabilidade de o elétroneg ser transferido doMn3+ para o vizinho

Mn4+ [20]. Assim, temos a f́ormula da mobilidade eletrônica: T = T0cos(θ/2), ondeT0 sim-

boliza a integral de transferência, eθ representa ôangulo entre os spins dos elétrons localizados

t2g. Nota-se queθ = 0 corresponde a um arranjo ferromagnético, sendo neste caso a mobilidade

eletr̂onica ḿaxima. Em outras palavras, a probabilidade dos saltosé máxima emθ = 0. Obt́em-

se, portanto, um comportamento metálico ferromagńetico. Por outro lado,θ = π corresponde

a um arranjo antiferromagnético, neste caso a mobilidade dos elétrons de conduçãoeg se anula.

Ou seja, temos um comportamento isolante antiferromagnético. O modelo qûantico ańalogo a

essa vis̃ao semicĺassica foi apresentado em 1972, por K. Kubo e N. Ohata [28]. A competição

entre o ferromagnetismo dupla troca e o antiferromagnetismo supertroca – interação de troca

indireta, na qual a separação entre ośıonsé maior que, por exemplo, a dupla troca – origina

os complexos diagramas de fases magnéticos. Um diagrama de fases doPr1−xCaxMnO3 seŕa

mostrado na Fig. 2.8. Este modelo de dupla troca tem sido empregado para tentar explicar o

fenômeno de magnetoresistência colossal (porém, A. S. Alexandrov e A. M. Bratkovsky afir-

mam que alguns materiais – como manganitas pirocloro e espinélios de cromo – apresentam

a MRC, mas ñao a dupla troca [29]). Por exemplo, J. Furukawa, usando a dupla troca, tem

mostrado que existe uma relação entre resistividade,ρ e magnetizaç̃ao,M, com pequenos valo-

res deM/Msat. [30]:

ρ

ρ0
= 1−C(

M
Msat.

)2, (2.2)

ρ0 é a resistividade sem a aplicação do campo magnético, C é uma constante eMsat. é a
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magnetizaç̃ao de saturaç̃ao.

Na literatura cientı́fica, existem os chamados modelos modernos de dupla troca. O signifi-

cado original do termo ‘dupla troca’ tem sido, de certa maneira, desvirtuado, porquanto muitos

trabalhos cientı́ficos ñao consideram os graus de liberdade doO, o qual exerce a ligação entre

os ı́ons deMn; e somente consideram Hamiltonianos doMn, os quais podem produzir fases

ferromagńeticas. Modelos similares que também desconsideram oO igualmente s̃ao chamados

de dupla troca. Na literatura das manganitas, geralmente se menciona este modelo como um

único saltodo eĺetroneg do Mn+3 para oMn+4 com o extraordińario fato de que o elétron

“memoriza” quaĺe seu valor de spin. A transferência do eĺetroneg, desde oMn3+ para oMn4+

por dupla troca,́e o mecanismo b́asico da condutividade elétrica. Naquelas manganitas com

forte dupla troca, os elétronseg se encomtram na fase ferromagnética, sendox ∼ 1/3. No

entanto, sabe-se que o modelo de dupla troca se revela incompleto, para explicar o complexo

comportamento que apresentam osóxidos de mangan̂es. Ñao obstante este fato, A. Satou e M.

Yamanaka conseguiram mostrar que o estado fundamental de manganitas, usando o modelo de

dupla troca em simulações computacionais, exibe espontaneamente uma auto-semelhança, ou

seja, uma forma fractal. Especificamente eles encontraram o conjunto de Cantor [31].

O modelo de ṕolarons constitui um outro modelo muito estudado. O grupo de C. S.

Fadley e N. Mannella argumenta ter encontrado evidências da existência de ṕolarons, na śerie

La1−xSrxMnO3 comx = 0,3 ex = 0,4 [32]. Este grupo de pesquisadores manifesta que obser-

varam uma mudança, forte e reversı́vel, da estrutura eletrônica ao ultrapassar a temperatura de

Curie,TC. A localizaç̃ao da carga e um acréscimo do momento magnético doMn, bem como

distorç̃oes Jahn-Teller, seriam evidências da formaç̃ao dos chamados pólarons Jahn-Teller. Este
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fenômenosomenteaparece quando a amostra for aquecida acima daTC. Ainda mais, asseveram

que seus resultados estão em concord̂ancia com um ceńario de separação de fases. Contudo, se-

gundo a linha de pensamento de outros pesquisadores, o fato dos modelos teóricos com ṕolarons

serem v́alidos para altas temperaturas, fora do intervalo de temperaturas em que acontece o

fenômeno de magnetoresistência colossal [33], limita grandemente os ditos modelos. Inclusive,

os complexos e pequenos cluster com fasesCE (fases com ordenamento de cargas, e misturas

dos tipos antiferromagnéticosC e E no estado isolante), não poderiam ser interpretados como

um ǵas de ṕolarons.

E por fim, temos o modelo de localização de Anderson [34], o qual foi usado para ex-

plicar o estado isolante acima deTC. No entanto, a enorme desordem, necessária para obter a

localizaç̃ao nas densidades importantes,é um obst́aculo para o sucesso da teoria. Inclusive, este

modelo ñao considera competição de fases, mecanismo aparentemente necessário para explicar

a MRC. Ainda assim, com fins ilustrativos, podemos mencionar que o modelo de Anderson

surgiu em 1961 para estudar uma impureza magnética imersa num hospedeiro metálico [34].

Cinco anos depois, J. R. Schrieffer e P. A. Wolff mostraram que o Hamiltoniano de Kondo po-

dia ser derivado do modelo de Anderson dentro de um limite apropriado [35] (o chamado efeito

Kondo, que pode ser considerado como a blindagem do momento magnético da impureza pelos

elétrons de condução, surge da competição entre a hibridizaç̃ao impureza-metal e a repulsão

colombiana). Umáotima refer̂encia, a respeito do modelo criado por P. W. Anderson, constitui

a tese de doutorado de A. M. J. Chaves Neto [36].
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2.2 Ceńario de Separaç̃ao de Fases

Na conjuntura atual das pesquisas, o cenário de separação de fases para explicar o com-

plexo comportamento dośoxidos de mangan̂es7 predomina na literatura cientı́fica. Existem

dúzias de experimentos apoiando este cenário (usando t́ecnicas de microscopia eletrônica,

transporte, ressonância magńetica nuclear, difraç̃ao de n̂eutrons, difraç̃ao de raios X com luz

śıncroton etc. [15]). T̂em-se observado algumas misturas das seguintes fases: metálica e

isolante (eletr̂onicas); ferromagńetica, antiferromagńetica e paramagnética (magńeticas). Adi-

cionalmente se têm reportado os respectivos ordenamentos de cargas e orbital. Entretanto,

alguns pesquisadores, como E. Dagotto, são cautelosos enquanto ao sucesso definitivo deste

ceńario, e sugerem mais investigações a respeito [33]. Essa prudência se deve ao fato de que

atualmente ñao se conhecem todas as caracterı́sticas b́asicas da separação de fase, por exem-

plo, o comportamento dinâmico. Neste sentido, existem várias vers̃oes a respeito de qual seja a

origem desta separação de fases. Assim, por exemplo, temos: a) separação de fases induzida por

desordem [39], quer dizer, num processo percolativo concomitante; b) induzida por deformação

[40]; e c) devidoà coexist̂encia de novas fases termodinâmicas. Estáultima vers̃ao emprega o

modelo fenomenológico de Ginzburg-Landau [41].

O La5/8−yPryCa3/8MnO3 é considerado um material protótipo para o estudo da separação

de fases. Paray = 0, temosLa5/8Ca3/8MnO3, o qual tem um estado metálico ferromagńetico

a baixa temperatura. Paray = 5/8, temos oPr5/8Ca3/8MnO3, o qual apresenta um estado

isolante com ordenamento de cargas. Uma caracterı́stica, muito pesquisada, que apresentam

7A competiç̃ao e coexist̂encia de fases se apresenta, também, nos cupratos supercondutores [37]. J. M. Tran-
quadaet al. mostraram evid̂encias da competição entre uma fase supercondutora e um mistura de ordenamento de
cargas-tiras,charge-stripe, emLa1.6−xNd0.4SrxCuO4 [38].
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os óxidos de mangan̂esé a natureza tipo vidro de spin [42]. Caracterı́sticas t́ıpicas destes sis-

temas t̂em sido encontrados nas manganitas com separação de fases [43] (porém, R. Mathieu

et al. reportaram, no monocristalEu0.5Ba0.5MnO3 [44], um estado vidro de spin com orde-

namento orbital, mas sem separação de fases). F. Rivadulla, M. A. López-Quintela e J. Rivas

estudaram a cerâmica(La0.25Nd0.75)0.7Ca0.3MnO3 [45]. De acordo com esses pesquisadores,

a origem da frustraç̃ao magńetica, bem como o comportamento vidro de spin na separação de

fases,é mais complexo do que uma simples competição entre a dupla troca ferromagnética

e a supertroca antiferromagnética. Acreditam que o acoplamento de um conjunto de clusters

magńeticos interagentes seja suficiente para explicar o comportamento vidro de spin. R. Sá de

Freitaset al. tamb́em atribuem este comportamentoà interaç̃ao dos cluster dentro do estado

de fase separada [46]. Ainda, D. N. H. Namet al. – a partir de medidas de suscetibilidade

ac, dependentes da freqüência – t̂em encontrado que desordem e frustração magńetica podem

acontecer na fase ferromagnética doNd0.7Sr0.3MnO3 [47]. A magnetoresistência colossal se

interpreta como o resultado da competição entre fases cristalinas com diferentes ordenamentos

eletr̂onico, magńetico e estrutural. Essa competição pode ser o suficientemente forte para causar

a separaç̃ao de fases entre os estados ferromagnético-met́alico e isolante com ordenamento de

cargas (poŕem, existem diagramas de fases nos quais se observam fases complexas com uma

coexist̂encia de clusters nos mencionados estados).

No referente ao cenário de separação de fases, existem dois modelos: 1) cenário de

separaç̃ao de fases eletrônica, e 2) ceńario de separação de fases devidàa influência da des-

ordem na transiç̃ao metal-isolante. A respeito do primeiro modelo, existem trabalhos teóricos

mostrando a existência de uma separação de fases, entre regiões ricas e pobres no conteúdo de
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portadores de carga, ou seja, com diferentes densidades eletrônicas. Por exemplo, neste con-

texto, A. Moreo, S. Yunoki e E. Dagotto estudaram o modelo de um orbital, assim como no

modelo de dois orbitais [48]. O cálculo da densidade eletrônicaeg, em funç̃ao do potencial

qúımico, resulta em descontinuidades na densidade eletrônica para alguns valores do potencial

Figura 2.5: Esquema da separação de fases num processo percolativo. Gráfico modificado de
[49], p. 138. Ler texto abaixo.

qúımico. Este fato se interpreta como a existência de estados fundamentais não homoĝeneos,

separados em regiões com diferentes densidades de carga (no entanto, também existe um outro

ceńario de separação de fases, no qual as densidades eletrônicas s̃ao iguais [50]). No que diz

respeito ao segundo modelo, a Fig. 2.5é ilustrativa. Vemos que, numa transição de primeira

ordem, na auŝencia de desordem, segundo E. Dagotto [49], p. 137, o sistema está confuso(sic)

e ñao sabe se ser metálico ou isolante. Porém, quando a desordem for dominante, formam-se

finos clusters das duas fases. Na parte inferior da Fig. 2.5, notamos que a competição das duas

fases, na presência de desordem, resulta em clusters maiores com igual densidade. Uehara e S.

W. Cheong verificaram experimentalmente a coexistência de cluster metálicos e clusters com

ordenamento de cargas [51]. O valor do campo magnético aplicado determina o tamanho e a
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estrutura dos mencionados clusters. Neste cenário, a transiç̃ao metal-isolante e MRC associada

acontecem num processo percolativo, concomitante, dos domı́nios ferromagńeticos met́alicos.

A explicaç̃ao do efeito de MRC se baseia sobre transições de primeira ordem, as quais sepa-

ram fases metálicas e isolantes na ausência de desordem. Este caráter de primeira ordem da

transiç̃aoé causada pelos diferentes ordenamentos magnéticos, assim como de cargas das fases

em competiç̃ao.

Na situaç̃ao atual das manganitas, existem evidências de que a separação de fases constitui

um processo intrı́nsecoà f́ısica desteśoxidos. Defeitos inerentes ao processo de fabricação das

amostras, tais como variações no contéudo deO, assim como maclado (twinning), poderiam

estar por tŕas deste fen̂omeno de separação de fases microscópicas. E neste cenário, talvez seja

conveniente descrever o modelo que considera a MRC como uma singularidade Griffiths. S.

Salamonet al. argumentam que uma transição magńetica d́a origemà MRC. Esta transiç̃ao

pode ser considerada algum tipo de percolação, mas estas idéias t̂em que ser vistas no contexto

da fase de Griffiths [52]. Esta faseé um fen̂omeno peculiar dos sistemas desordenados, nos

quais acontecem interações aleat́orias. Na meĉanica estatı́stica cĺassica, as singularidades Grif-

fiths s̃ao consideradas singularidades essenciais, e assim não t̂em efeito sobre as propriedades

est́aticas do sistema. S. Salamon usou-as na explicação de aspectos anômalos de susceptibili-

dade e calor especı́fico no monocristalLa0.7Ca0.3MnO3.

Finalmente, de acordo a E. Dagotto [33], há trabalhos cientı́ficos que fornecem indı́cios

de que existem dois tipos de MRC, em diferentes intervalos de temperaturas. A respeito

deste tema, muito interessanteé a publicaç̃ao de H. Aliagaet al., em que teoricamente,

usando simulaç̃oes Monte Carlo, estudaram manganitas comx = 1/2. O grupo manifesta
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que s̃ao fortes as evid̂encias de que existe, além da MRC standard próxima aTC, uma outra

MRC a baixas temperaturas. Também se destacam os trabalhos de Y. Tokuraet al. com

(Nd1−ySmy)0.5Sr0.5MnO3 [53], e de J. A. Fernandez-Bacaet al. comPr0.70Ca0.30MnO3. Este

último grupo de pesquisadores usou a técnica de difraç̃ao de n̂eutrons, com espalhamento

inelástico, para mostrar o caráter descontı́nuo da transiç̃ao metal-isolante induzida por um

campo externo [54]. Argumentam que o processo de percolação é insuficiente para explicar

a transiç̃ao metal-isolante e deveria se considerar uma transformação de primeira ordem.

2.3 Ordenamento de Cargas

O ordenamento de cargasé conhecido desde 1939, quando E. J. W. Verwey descreveu,

na ferritaFe3O4 (estrutura espińelio), a transiç̃ao do estado com ordenamento de cargas para o

estado desordenado [55]. O investigador assumiu que os cátionsFe2+ e Fe3+ est̃ao ordenados

alternadamente. Na literatura, a dita transição se conhece como a transição Verwey.

Em algunsóxidos de metais de transição, este ordenamento também tem sido reportado,

mas nas manganitasé que tem chamado a atenção dos pesquisadores. O ordenamento de cargas

nas manganitas foi observado pela primeira vez em 1955, por E. O. Wollan e W. C. Koehler,

quem usaram difração de n̂eutrons noLa1−xCaxMnO3 com 0< x< 1 [18]. Há poucos anos, em

1989, o dito ordenamento de cargas também foi estudado por Z. Jiraket al. Usaram difraç̃ao de

nêutrons noPr1−xCaxMnO3 com 0< x < 1 [56].

Segundo Y. Tomiokaet al. [57], o ordenamento de cargas nas manganitas se deveà

interaç̃ao colombiana, a qual prevalece sobre a energia cinética. No entanto, também existem

evidências da inflûencia da interaç̃ao eĺetron-f̂onon. A explicaç̃ao do ordenamento de cargas
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aindaé um problema em aberto. De acordo a S. Mori, C. H. Chen e S. W. Cheong, o es-

tado isolante antiferromagnético apresenta tiras (stripes) de cargas estáticas [58]. Pesquisando

o sistemaLa1−xCaxMnO3, x = 1/2, 2/3, 3/4 e 4/5, descobriram pares de tiras de octaedros

Mn3+O6 separados por tiras de octaedrosMn4+O6.

Daremos um exemplo didático com oLa0.5Ca0.5MnO3 em queé posśıvel obter um or-

denamento de cargas doMn3+ e doMn4+, abaixo da temperatura de ordenamento,TOC (em

Figura 2.6: Esquema exibindo como o ordenamento de cargas afeta o tamanho dos octaedros
MnO6 no compostoLa0.5Ca0.5MnO3.

conseq̈uência se tem um ordenamento cristalino com duas classes de octaedrosMnO6). Existe

uma transiç̃ao de fase acima deTOC. Essa transiç̃ao de fase se conhece como Cristalização de

Wigner ou a Transiç̃ao Verweij. O diagrama did́atico da Fig. 2.6 mostra que acima deTOC os

tamanhos dos octaedrosMnO6 são iguais, tendo o manganês uma valencia proḿedio deMn3.5+.

Abaixo deTOC, o eĺetron extra doMn3+ se ordena sobréıons deMn alternadamente (formando

um arranjo tipo sal-gema). Os octaedros maiores correspondem aoMn3+ e os pequenos ao

Mn4+. De acordo a C. N. R. Raoet al. [59], o Nd0.5Sr0.5MnO3 e oPr0.6Ca0.4MnO3, tamb́em,
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Figura 2.7: Ordenamentos orbital e de cargas paraLa1−xCaxMnO3, com diferentes
concentraç̃oes. Ćırculos brancos representam oMn4+ e ćırculos pretos, oMn3+. Os ĺobulos
representam os elétronseg doMn3+.

podem ser considerados materiais representativos das manganitas no estudo do ordenamento de

cargas. Este ordenamento causa nas manganitas uma extraordinária gama de propriedades como

sensibilidade: ao raio ḿedio iônico8 dos ćationsA, à press̃ao, aos campos elétrico e magńetico,

assim comòas substituiç̃oes qúımicas e isot́opicas.

Por outro lado, algumas manganitas exibem um ordenamento dos orbitaiseg. Conhece-se

como ordenamento orbital. Atribui-se este ordenamento ao fortı́ssimo acoplamento do elétron

com o f̂onon Jahn-Teller. Deve-se mencionar que o dito ordenamento pode favorecer, ou des-

favorecer, a dupla troca assim como a interação de super troca de uma maneira dependente da

direç̃ao do orbital. A Fig. 2.7 mostra o ordenamento de cargas, do mesmo modo que o or-

denamento orbital, para a série La1−xCaxMnO3 com x = 0, 1/2 e 2/3. O trabalho de J. van

den Brink, G. Khaliullin e D. Khomskii [60] constitui um excelente artigo de revisão dedicado,

8Usando este parâmetro,< rA >, pode-se elaborar uma outra variável: o grau de desordem do sı́tio A:
σ2 =< r2

A >−< rA >2.
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exclusivamente, ao ordenamento orbital nas manganitas.

2.4 Pr1−xCaxMnO3

Na Fig. 2.8 vemos que este composto parax = 0,3−0,5 apresenta uma transição de uma

fase Isolante Paramagnética (PI) para uma fase Isolante com Ordenamento de Cargas (COI ), a T

da ordem de 220 K. A proporção 1 : 1 deMn+3 e Mn+4 acontece naTOC≈ 230 K. A mudança

para o estado com ordenamento de cargasé acompanhada por uma alteração nos par̂ametros

de rede(∼ 0,6− 2,4%). Abaixo deTOC encontramos as fases isolante antiferromagnética

(AFI ), e isolante antiferromagnética canted (CAFI ). Para 0,2 < x < 0,3 a baixas temperaturas

encontramos aex́otica fase isolante ferromagnética (FI ).

Na presença de um campo magnético externo, a baixas temperaturas, observa-se uma re-

pentina transiç̃ao da faseAFI , com alta resistividade, para uma fase ferromagnética met́alica

(FMM ), a qual mostra uma forte mudança da resistividade [61]. Tal mudança pode atingir 1011

de acordòas dopagens que sejam feitas [62]. Segundo A. M. Haghiri-Gosnet e J. P. Renard [23],

esta transiç̃ao metal-isolante se considera como um abrupto salto da resistividade sem singular-

idade na magnetização, dependendo da temperatura, o qual seria uma prova (sic) da natureza

percolativa da dita transição. Segundo Y. Tokura e Y. Tomioka, junto com esta transição de

primeira ordem acontecem fortes mudanças nos parâmetros de rede, bem como notórios efeitos

de histerese [63]. Uma caracterı́stica not́avel destes compostosé a irreversibilidadeque ap-

resenta a faseFMM , ou seja, esta fase ainda se observa após eliminar o campo magnético

externo. Ñaoé posśıvel recuperar a faseAFI . Como exemplo, temos oPr0.7Ca0.3MnO3. Tal

sistemáe interessante, pois o estado isolante metaestável se pode converter em estado metálico
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Figura 2.8: Diagrama de fases da série Pr1−xCaxMnO3. Temperatura vs. Dopagem de Ca.
Interessantes são as fases entre 0,3−0,5. Neste intervalo, no Cap. 5, será aplicado um modelo
fenomenoĺogico, a partir da relaxação docut-off de Tsallis, p. 34.

devido a v́arios agentes externos (além do campo magnético): campos elétricos, altas pressões,

exposiç̃aoà luz viśıvel, ou raios X. Ver as referências contidas em M. Royet al. [65]. A série

(Pr,Ca) apresenta baixa largura de banda. A Fig. 2.9, tomada de R. Kajimotoet al. [66], exibe

este fato. Existe uma diferença importante nas curvas de magnetização, dependendo de se a

amostra for resfriada a campo zero ou com a aplicação de um campo magnético externo. Este

caracteŕıstica depende de vários fatores, entre eles o valor do campo magnético aplicado. Por

exemplo, segundo M. Royet al. [65], noPr0,7Ca0,3MnO3 as duas curvas de magnetização s̃ao

quase id̂enticas com campos magnéticos aplicados acima de 0,5 T.
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Figura 2.9: Diagrama de fases da manganitaR1−xAxMnO3. A parte inferior do gŕafico mostra
a baixa largura de banda da série (Pr,Ca). F significa estado ferromagnético. A, C e G de-
notam os respectivos estados antiferromagnéticos tipos A, C e G. CE representa um estado
antiferromagńetico com ordenamento de cargas, ver p. 17.CxE1−x representa ordenamentos
carga/orbital incomensuŕaveis. Acerca de sistemas incomensuráveis ver [64].

2.5 Algumas Abordagens para as Manganitas a Partir de
Primeiros Princı́pios

A diferença dos modelos a serem apresentados em seguida, com relação aos j́a apresen-

tados, consiste em que são abordagens a partir de um Hamiltoniano de primeiros princı́pios, o

qual cont́em todos os termos relevantes de interação:

H = K kin +H Hund+H AFM +H el-fo+H el-el, (2.3)

onde:

1. K kin é o termo cińetico;

2. H Hundrepresenta a interação de Hund;

3. H AFM constitui a contribuiç̃ao antiferromagńetica;
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4. H el-fo manifesta a interação eĺetron-f̂onon; e

5. H el-el é a interaç̃ao eĺetron-eĺetron.

Detalhes dos Hamiltonianos aparecem, explicitamente, num artigo de revisão publicado por

E.Dagotto e A. Moreo [49]. As abordagens para osóxidos de mangan̂es surgem ao se considerar

algumas aproximaç̃oes:

Gás de eĺetrons Ret́em śo o termo cińetico. É um modeloútil na regĩao ferromagńetica, na

qual a distorç̃ao Jahn-Teller estática ñao acontece.̀A maneira de ilustraç̃ao, mostraremos

o dito termo cińetico. Comoé sabido os elétronst2g têm caŕater localizado, porém os

elétronseg podem se deslocar através do orbital 2p do O. Este deslocamento eletrônico

pode ser expresso na equação:

Hcin =− ∑
i~aγγ ′σ

t~a
γγ ′d

†
i+~a,γσ

diγ ′σ . (2.4)

~a é vetor que conecta os spinst2g primeiros vizinhos,t~a
γγ ′ é a amplitude de salto entre

os orbitaisγ e γ ′. Os d’s são os operadores da segunda quantização: o operador de

aniquilaç̃ao,diγ ′σ , destŕoi um eĺetroneg no śıtio i. O operador de criação,d†
i+~a,γσ

, provoca

o surgimento de um elétroneg no śıtio i +~a.

Modelo de um Orbital Este modelo ilustra a MRC. Abandona os termosH el-fo e H el-el.

Se adicionalmente desconsiderarmos os graus de liberdade orbitais, ter-se-á um modelo

de Kondo FM (ou modelo de dupla troca de um orbital [67, 68]). Este modelo tem o

Hamiltoniano:

H =−t ∑
<i j>σ

a†
iσ a jσ −JH ∑

i
~si .~Si +JAF ∑

<i j>

~Si .~Sj , (2.5)
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ondeJH é a constante do acoplamento de Hund entre os elétronseg e t2g; JAF é o acopla-

mento entre os spins primeiros vizinhost2g. t é a amplitude de salto,diσ (d†
iσ ) é o operador

de aniquilaç̃ao (criaç̃ao) para os elétronseg no śıtio i com spinσ . ~Si é o spin total dos

elétrons localizadost2g. si = ∑αβγ d†
iγα

σαβ diγβ é o spin do eĺetroneg, σ representa as

matrizes de Pauli. Óultimo termo na Eq. (2.5) se deve a que noCaMnO3 não existem

elétronseg, se apresentando um ordenamento antiferromagnético tipoG. Para explicar

isto se leva em conta o termo de Heisenberg entre os elétrons localizadost2g. Eviden-

temente o ordenamento orbital (dos elétronseg) das manganitas não pode ser explicado

com este modelo.

Modelo J H = ∞ Este limite do acoplamento de Hund,J H é posśıvel sem perda da

interpretaç̃ao f́ısica. Neste ceńario, o spin do eĺetroneg se alinha, perfeitamente, com

a direç̃ao do spint2g, reduzindo o ńumero de graus de liberdade. Ver a publicação de S.

Yunoki et al. [69].

Modelo Jahn-Teller Fotônico Esta aproximaç̃ao despreza o termoH el-el. Entretanto,

mant́em H Hund finito. Obt́em-se um modelo com ativos graus de liberdade de spins.

O Hamiltonianóe dado por:

H JT = K kin +H Hund+H AFM +H el-fo. (2.6)

Para encontrar a solução doH JT têm sido empregados métodos nuḿericos, como o

método de Monte Carlo e o ḿetodo de Relaxação.

O surgimento de modelos aproximados, para o Hamiltoniano de primeiros princı́pios,

deve-seà complexidade e dificuldade de considerar todos os termos. As complicações s̃ao
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tantas que o usualé abordar̀as manganitas somente a partir de modelos aproximados.

2.6 Perspectivas para as Aplicaç̃oes das Manganitas

As multicamadas magnéticas com manganitas têm potenciais aplicações na ind́ustria de

spintr̂onica, devido a sua capacidade para injetar corrente de spin polarizado [70, 71]. A bica-

mada deFe3O4 e La0.7Ca0.3MnO3 é interessante devidòas fascinantes propriedades elétricas

e magńeticas do espińelio e da perovskita. O efeito magnetocalórico das manganitas, também,

pode ser usado na construção de refrigeradores magnéticos [72].

Em se tratando do crescimento das amostras de manganitas, segundo A. M. Haghiri-Gosnet

e J. P. Renard [23], não existem muitas dificuldades a respeito de, por exemplo, cristalinidade,

efeitos de deformação sobre a anisotropia magnética, magnetoresistência etc. Assim, alguns

objetivos que os cientistas estão priorizando s̃ao:

1. Construir instrumentos para a indústria, tais como elementos de Sensores de Memórias

de Acesso Aleatório Magnetoresistivos ñao Voĺateis9 , Sensores de Posicionamento, Po-

tencîometros de Contacto Ḿınimo e Bol̂ometros (esteśultimos s̃ao detectores térmicos

não-coerentes, nos quais a luz incidente origina mudanças na temperatura num material

absorvedor);

2. Estender o conhecimento da fı́sica destes materiais em geometrias como heteroestruturas

artificiais, para as quais novas funcionalidades podem ser alcançadas. Trabalhos como o

9Neste sentido, odry etching– em tecnologia de semicondutores, um processo que emprega corrosão qúımica,
atrav́es de um ǵas ionizado, na remoção de porç̃oes desprotegidas na camada de um dado material –é um pro-
cedimento t́ecnico muito importante para a nanofabricação, pois permite a transferência donanopatterncom alta
anisotropia, seletividade e uniformidade. Assim, onanopatterńe pouco danificado.
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de H. Yamadaet al. indicam um avanço nessa direção [73].

Finalmente, as pesquisas têm sido ampliadas a outrosóxidos com MRC, como a man-

ganita multicamadaLa2−2xSr1+2xMn2O7 [74] – que consiste de bicamadas deMn separadas

por camadas ñao magńeticas – e, tamb́em, Sr2MoFeO6 [75]. Estaúltima dupla perovskitáe

inst́avel na presença de umidade, precisa de uma temperatura de deposição alta,T ∼ 900oC.

Esta perovskita seria candidata no uso de instrumentos de tunelamento, ou seja, o tunelamento

de eĺetrons entre eletrodos ferromagnéticos. Tamb́em se podem citar os pirocloros frustrados

geometricamente, tal comoNd2Mo2O7 [76]. No entanto, o otimismo com respeito aos piro-

cloros e duplas perovskitas tem diminuı́do. De acordo com A. M. Haghiri-Gosnet e J. P. Renard,

a śerieLa1−xSrxMnO3 é importante quando o processo de crescimento seja fácil de controlar,

graças a sua estabilidade, e também porque esse material pode ser facilmente nanopadronizado

(nanopatterned). Filtros de spins usando filmes finos com essa série poderiam acrescentar sua

polarizaç̃ao de spin. No entanto, na conjuntura atual, as superestruturas artificiais são conside-

rados os mais promissores materiais [73].

Este caṕıtulo mostrou que as manganitas possuem uma série de caracterı́sticas, as quais são

interessantes desde o ponto de vista da fı́sica b́asica, assim como da fı́sica aplicada. Ñao existe

umúnico modelo téorico capaz de explicar o complexı́ssimo comportamento destesóxidos. Os

diversos graus de liberdade (spin, orbital, carga e rede) interagem de forma sinergética, con-

duzindo para uma complexidade intrı́nseca aośoxidos de mangan̂es. Assim sendo, a mecânica

estat́ıstica ñao-extensiva pode ser uma guia para o estudo destes materiais. No cap. 5 se estu-

daŕa a śeriePr1−xCaxMnO3 comx = 0,35−0,50. Usaremos um modelo fenomenológico, no

qual surgem as distribuições de quase-probabilidade não-extensivas. Mas antes disso, no Cap.
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3, apresentaremos o marco teórico da Meĉanica Estatı́stica Ñao-Extensiva, junto com alguns

resultados para sistemas magnéticos compostosA+B, no Cap. 4.



Caṕıtulo 3

Mecânica Estat́ıstica Não-Extensiva

A meĉanica estatı́stica ñao-extensiváe uma teoria que tem sido amplamente aprimorada

desde sua proposta inicial em 1988 [77], como resultado de sua aplicação a diversos sistemas.

No momento, existem mais de 1500 trabalhos cientı́ficos a respeito desta teoria [6]. Essa quan-

tidade de publicaç̃oes sugere que esta teoria estatı́stica, baseada numa distribuição do tipo lei de

pot̂encia, seja capaz de ajudar a entender alguns dos fenômenos an̂omalos da f́ısica estatı́stica.

3.1 Conceitos B́asicos da3a. versão da Meĉanica Estat́ıstica
Não-Extensiva

Em 1988, C. Tsallis, independentemente1, repostulou a entropia Havrda & Charvat -

Daróczy - Tsallis [77] com uma constante diferente, e num contexto diferente do apresentado

pelos primeiros cientistas que usaram este tipo de entropia. Assim, para um sistema discreto,

temos a entropia ñao-extensiva2 Sq [78]:

Sq = k
1−Tr(ρq)

q−1
, (3.1)

1C. Tsallis em [10] referencia os trabalhos pioneiros que usaram esta entropia.
2q emSq denota um sub́ındice, poŕem,q emρq simboliza o expoente de uma potência.

33
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ondeρ é o operador matriz densidade não-extensiva,q o ı́ndice entŕopico ek uma constante.

Tr(ρq) simboliza o traço deρq. Maximizando-seSq com a consideração dos respectivos

vı́nculos de norma unitária e energia interna não-extensiva (H é o operador Hamiltoniano):

Tr(ρ) = 1 e Uq =
Tr(Hρq)
Tr(ρq)

, (3.2)

obt́em-se a conhecida distribuição:

ρ =
[1̂− (1−q)β ′H]

1
1−q
+

Zq
. (3.3)

Aqui deve ser salientado que o sı́mbolo [...]+ representa o chamadocut-off de Tsallis, ou seja,

a imposiç̃ao de que:

[1̂− (1−q)β ′H]+ =
{

1̂− (1−q)β ′H, se 1̂− (1−q)β ′H ≥ 0
0, se 1̂− (1−q)β ′H < 0

(3.4)

evidentemente, com esta condição se garante que as populações ser̃ao positivas. Na Eq. (3.3),

1̂ é o operador identidade, eZq, a funç̃ao de partiç̃ao generalizada:

Zq = Tr

{
[1̂− (1−q)β ′H]

1
1−q
+

}
, (3.5)

ondeβ ′ é o par̂ametro enerǵetico (que embute o multiplicador de Lagrangeβ ):

β
′ =

β

Tr(ρq)+(1−q)βUq
. (3.6)

Com q = 1, caso extensivo, recupera-se a entropia de Boltzmann-Gibbs3. Para um sistema

composto de duas partesA eB, temos que a entropia total do sistemaA+B é:

SA+B = k
1−Tr(A,B)(ρq)

q−1
. (3.7)

3Chamada, tamb́em, de entropia Boltzmann-Gibbs-Shannon, ou entropia de von Neumann. Ver o Apêndice B.
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Similarmente, as entropias dos subsistemas são postuladas como:

SA = k
1−TrA(ρq

A)
q−1

e SB = k
1−TrB(ρq

B)
q−1

, (3.8)

onde as matrizes parciais são definidas como:

ρA = TrB(ρ) e ρB = TrA(ρ). (3.9)

Portanto, tamb́em, temos:

ρ
q
A =

{
TrB(ρ)

}q

e ρ
q
B =

{
TrA(ρ)

}q

. (3.10)

Por outro lado, visto que alguns especialistas objetam o uso da Eq. (3.1), deve ser salien-

tado que no processo de maximização da entropia se usa a fórmula:

Sq = k
1−∑N

i=1(pq
i )

q−1
, (3.11)

sendoN o número de estados discretos do sistema. Como resultado da maximização da entropia

se obt́em uma expressão paraρi (elemento da matriz densidade). Mas isto está impĺıcito no

modelo de matriz densidade apresentado por A. R. Plastino e A. Plastino [79]. Na literatura,

geralmente se usa a Eq. (3.11), deixando de lado o formalismo de matriz densidade. Igualmente

se deve mencionar, também, que no ḿaximo da entropia,Sq satisfaz as propriedades usuais de

positividade, equiprobabilidade, concavidade e irreversibilidade. No entanto, não satisfaz a

propriedade de aditividade para um sistema composto [80].

A respeito da matriz densidadeρ, P. H. Chavanis e C. Sire argumentam em [81] que

distribuiç̃oes do tipo da Eq. (3.3), mas com variáveis cont́ınuas, s̃ao um tipo especial de

poĺıtropos estelares. Em astronomia, os polı́tropos representam uma classe de soluções às
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equaç̃oes de estrutura estelar. Especificamente, as mencionadas distribuições s̃ao soluç̃oes esta-

cionárias da equação de Vlasov. As ditas distribuições foram introduzidas por H. C. Plummer

em 1911 [82] e A. S. Eddington em 1916 [83]. A. R. Plastino e A. Plastino, também, estudaram

os poĺıtropos estelares no contexto da mecânica estatı́stica ñao-extensiva [84]. Adicionalmente,

na refer̂encia [8] se podem encontrar vários escopos para a matriz densidade do tipo da Eq.

(3.3).

3.1.1 Pseudo-Aditividade

Dado um sistema compostoA+ B, supondo a existência de independência estatı́stica para os

subsistemasA eB, ou seja:

ρ
q = ρ

q
A⊗ρ

q
B ou Tr(A,B)(ρ

q) = TrA

[
ρ

q
A

]
TrB

[
ρ

q
B

]
, (3.12)

onde⊗ é o produto tensorial, temos a fórmula entŕopica de pseudo-aditividade :

SA+B
q = SA

q +SB
q +

1
k
(1−q)SA

qSB
q , (3.13)

ondeSA+B
q é a entropia do sistema completoA+ B, SA

q e SB
q são as respectivas entropias dos

subsistemasA e B. Mostraremos, rapidamente, como se obtém a dita pseudo-aditividade. Da

Eq. (3.7) temos:

q−1
k

SA+B
q = 1−Tr(A,B)(ρ

q) = 1−xy = 1− (x+1−1)(y+1−1), (3.14)

onde introduzimos os parâmetros:

x = TrA

[
ρ

q
A

]
e y = TrB

[
ρ

q
B

]
. (3.15)
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Realizando as operações alǵebricas da Eq. (3.14), obtemos a Eq. (3.13). Também existe uma

pseudo-aditividade para a seguinte entropia:

SN
q = SA+B

N = k
1−Tr(ρq)

(q−1)Tr(ρq)
, (3.16)

SN
q é aSq normalizada [85], proposta por A. K. Rajagopal e S. Abe. Esta entropia foi usada no

artigo publicado relativo a esta tese [91]. Assim sendo, a dita pseudo-aditividade se expressa

como:

SA+B
N = SA

N +SB
N +

1
k
(q−1)SA

NSB
N. (3.17)

De maneira ańaloga, apresentamos a fórmula de pseudo-aditividade deSq para sistemasA, B e

C estatisticamente independentes:

SA+B+C
q = SA

q +SB
q +SC

q +
1
k
(1−q)(SA

qSB
q +SA

qSC
q +SB

qSC
q)+

1
k2(1−q)2(SA

qSB
qSC

q). (3.18)

Para a entropiaSN, esta f́ormulaé:

SA+B+C
N = SA

N +SB
N +SC

N +
1
k
(q−1)(SA

NSB
N +SA

NSC
N +SB

NSC
N)+

1
k2(q−1)2(SA

NSB
NSC

N). (3.19)

Neste contexto, óındice entŕopicoq se interpreta como uma medida do grau de extensividade

do sistema. Uma série de trabalhos cientı́ficos, referentes̀a obtenç̃ao deq a partir de primeiros

prinćıpios – como a determinação deste parâmetro a partir das dinâmicas microsćopica e mesosćopica

– pode ser encontrada no artigo de revisão [8] de C. Tsallis (C. Beck e E. G. D. Cohen mostraram

que oı́ndice entŕopicoq fornece uma medida das flutuações de temperatura num dado sistema

[12]: q =< β 2 > / < β >2, < β > é o valor ḿedio deβ . A respeito deste parâmetro, que pode

ser diferente da temperatura, ver a seção B.2, no Ap̂endice B. Contudo, os autores alegam que
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isto é valido para muitas estatı́sticas, aĺem da meĉanica estatı́stica ñao-extensiva. Se não acon-

tecem flutuaç̃oes, recupera-se a mecânica estatı́stica de Boltzmann-Gibbs). A entropia totalSq

do sistema pode ser subextensiva, extensiva ou superextensiva, dependendo seq > 1, q = 1 ou

q < 1, respectivamente.

O aparecimento do fatork na pseudo-aditividadée tema de debate. Alguns pesquisadores

consideram-no relevante para as interpretações f́ısicas. No entanto, outros, como S. Abe, ob-

servam que sendo a pseudo-aditividade uma relação de grandezas termodinâmicas,k não deve

figurar na dita pseudo-aditividade [86]. De maneira análogaà constante de Boltzmann, a qual

nunca aparece em relações termodin̂amicas, sendo uma caracterı́stica intŕınseca da mecânica

estat́ıstica.

3.1.2 Definiç̃ao de Temperatura

Na meĉanica estatı́stica ñao-extensiva, temos várias definiç̃oes posśıveis de temperatura. Vamos

analisar aqui tr̂es destas definições:

1. A primeira definiç̃ao se origina do multiplicador de Lagrangeβ . S. Abe, em 2005, con-

sidera este parâmetro como a temperatura do sistema [86]. A proposta de S. Abeé que

em sistemas fora do equilı́brio, a entropia Havrda & Charvat - Daróczy - Tsallis seja a

entropia termodin̂amica de Clausius, se o multiplicador de Lagrangeβ for o inverso da

temperatura (argumentos diferentes aos dados em 2001). Assim, temos:

T =
1

kβ
. (3.20)

No entanto, em 2001, R. Salazar e R. Toral já consideravam este parâmetro como o de

interesse f́ısico [87];



Cap. 3: Mecânica Estatı́stica Não-Extensiva. 39

2. Uma segunda definição de temperatura, devida a S. Abeet al., em 2001, introduz a tem-

peraturaT∗, usualmente chamada de temperatura “fı́sica” [88]. Eles consideraram que

este par̂ametro seja de fato a temperatura do sistema:

T∗ =
1

kβ ∗
= Tfis. =

[
1+

1−q
k

Sq

]{
∂Sq

∂Uq

}−1

. (3.21)

R. Toral mostrou que, paraq = 1, T∗ se converte na temperaturaT da estat́ıstica de

Boltzmann-Gibbs [89]. Esse resultado se aplica a todas as definições de temperatura

desta subseção;

3. Finalmente, temos a definição:

T ′ =
1

kβ ′
, (3.22)

ondeβ ′ foi definido na Eq. (3.6).β ′ é um par̂ametro auxiliar, normalmente usado na li-

teratura. Nesse sentido, nas simulações computacionais desta tese, usamos esta definição

de temperatura comk = kB, sendokB a constante de Boltzmann. O uso desta definição

não afeta em nada os resultados obtidos nesta tese. Na Subseção 4.1.5 isto se mostrará

evidente. Por outro lado, uma relação mateḿatica alternativàa Eq. (3.6), supondo que o

par̂ametro de Lagrange seja a temperaturaT, é:

T ′ = T

[
1+(1−q)Sq

]
+(1−q)Uq, (3.23)

ondeUq, a energia interna não-extensiva, já foi definida na Eq. (3.2).
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3.1.3 Valores Ḿedios Qûanticos Não-Extensivos

Para um sistema fı́sico, no formalismo da 3a. vers̃ao, o valor ḿedio t́ermico de um observável,

representado pelo operadorÔ, é [3]:

< Ô >=
Tr(ρqÔ)
Tr(ρq)

, (3.24)

ondeρ já foi definida na Eq. (3.3). Da mesma maneira, seria natural definir os valores médios

para sistema compostoA+ B. Assim para um observável de um sistemaA, o valor ḿedio,

associado a uma medida no subsistemaA, no espaço de Hilbert completoA+B, é:

< ÔA >=
Tr(ρqÔA)

Tr(ρq)
, (3.25)

de maneira ańaloga, temos para um observável de um sistema fı́sicoB:

< ÔB >=
Tr(ρqÔB)

Tr(ρq)
. (3.26)

ondeÔA e ÔB são operadores que representam, respectivamente, observáveis dos subsistemas

A eB, ou seja:

ÔA = OA⊗ 1̂B e ÔB = 1̂A⊗OB, (3.27)

ondeOA e OB são os operadores de cada observável nos subespaços de Hilbert,1̂A e 1̂B são

operadores identidade em cada subespaço de Hilbert. Igualmente, temos o método alternativo,

a partir do conceito de traço parcial, nos subespaços de Hilbert dos subsistemas [91, 90]:

< OA >=
TrA(ρq

AOA)
TrA(ρq

A)
(3.28)

e

< OB >=
TrB(ρq

BOB)
Tr(ρq

B)
, (3.29)
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ρ
q
A eρ

q
B foram definidas na Eq. (3.10).OB eOA são operadores que representam os observáveis,

nos respectivos subespaços de Hilbert. A Eq. (3.25) deve equivalerà Eq. (3.28), visto que se

um operador representa a propriedade de um subsistema, a sua média no sistema composto deve

ser igual a sua ḿedia no subsistema4 [92]:

< ÔA >EHC≡< OA >SEH e < ÔB >EHC≡< OB >SEH, (3.30)

onde EHC e SEH significam, respectivamente, espaço de Hilbert completo e subespaço de

Hilbert.

A seguir, temos, como exemplo, as fórmulas da magnetização e da energia interna não-

extensivas. Estes parâmetros s̃ao escolhidos pelo fato de serem grandezas termodinâmicas que

podem ser verificadas experimentalmente. A magnetização pode ser medida, por exemplo, num

magnet̂ometro SQUID comercial como o que disponibiliza o CBPF (ver nota de rodapé na p.

6). A respeito da energia interna, ainda que, usualmente, valores absolutos do dito parâmetro

não possam ser determinados, usando técnicas de calorimetriáe posśıvel medir variaç̃oes de

energia interna num processo a volume constante.

Ent̃ao, a magnetização ñao-extensiva se define como:

Mz =
< µz >

m
=

Tr(ρqµz)
Tr(ρq)m

, (3.31)

ondeµz representa o operador momento dipolar magnético ema massa do sistema, enquantoρq

é o operador densidade da Eq. (3.3). O dito momento dipolar se define como:µz = gJZµB, onde

g é o fator giromagńetico, tamb́em chamado de fator de Landé, Jz é o operador de momento

angular, arbitŕario e adimensional, eµB é o magneton de Bohr (µB = 9,274x10−24JT−1, no

4O conceito de traço parcial garante isto. A desconsideração dessa noção causaria a indefinição das entropias
dos subsistemas.
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sistema internacional eµB = 9,274x10−21emu em unidades eletromagnéticas, emu≡ 10−3JT−1.

No caso de um sistema compostoA+B, no espaço de Hilbert completo, temos as fórmulas das

magnetizaç̃oes para cada subsistema:

MA =
Tr(gAρqJz

A)
Tr(ρq)

µB

mA
(3.32)

e

MB =
Tr(gBρq)
Tr(ρq)

µB

mB
, (3.33)

ondeJz
A e Jz

B são os operadores de momento angular no espaço de Hilbert completo, ou seja,

Jz
A = J z

A⊗ 1̂B eJz
B = 1̂A⊗J z

B, sendoJ z
A eJ z

B os operadores de momento angular nos respec-

tivos subespaços de Hilbert. Todos estes operadores são adimensionais. Nos ditos subespaços,

temos:

MA =
TrA(gAρ

q
AJ z

A)
TrA(ρq

A)
µB

mA
(3.34)

e

MB =
TrB(gBρ

q
BJ z

B)
TrB(ρq

B)
µB

mB
, (3.35)

gA e gB são os ditos fatores de Landé para cada subsistema,ρ
q
A e ρ

q
B são as matrizes definidas

na Eq. (3.10).

De igual maneira, definimos as energias internas não-extensivas. No espaço de Hilbert

completo, temos:

UA =
Tr(ρqHA)

Tr(ρq)
(3.36)
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e

UB =
Tr(ρqHB)

Tr(ρq)
. (3.37)

HA e HB são os operadores hamiltonianos no espaço de Hilbert completo, mas só atuando nos

subespaçosA ouB. E, finalmente, nos subespaços de Hilbert, deverı́amos ter:

UA =
TrA(ρq

AHA)
TrA(ρq

A)
(3.38)

e

UB =
TrB(ρq

BHB)
TrB(ρq

B)
, (3.39)

sendoHA eHB os operadores hamiltonianos nos respectivos subespaços de Hilbert.

3.1.4 Conex̃ao entre a Entropia de Ŕenyi e a Entropia Havrda & Char-
vat - Daróczy - Tsallis. Aditividade para Sistemas Compostos Ñao-
Extensivos

A entropia de Ŕenyi possui igual distribuiç̃ao de probabilidade da entropiaSq. A sua

definiç̃aoé:

SR = k
Ln

(
∑N

i=1 pq
i

)
1−q

; (3.40)

para um sistemaA+B, comA eB estatisticamente independentes, temos:

SR
A+B = SR

A +SR
B. (3.41)

A entropia de Ŕenyi apresenta a seguinte relação com a entropia Havrda & Charvat - Daróczy -

Tsallis,Sq:

SR = k
Ln[1+ (1−q)

k Sq]
q−1

ou (q−1)Sq +exp
[
− (q−1)SR]

= 1, (3.42)
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“exp” representa a função exponencial. A partir da entropia de Rényi, E. K. Lenzi, R. S. Mendes

e L. R. da Silva construı́ram um formalismo termodin̂amico [93].

3.2 Distribuições Escort

Um formalismo alternativo, na 3a. vers̃ao, para os valores ḿedios, Eq. (3.24), constitui o

uso das distribuiç̃oes escort [94, 87]. Assim, o valor médio de um observ́avelO, representado

pelo operador̂O, é:

< Ô >= Tr(ÔP), (3.43)

ondeP é a distribuiç̃ao escort5 deρ [95], com ordemq:

P =
ρq

Tr(ρq)
, (3.44)

do mesmo modo,ρ é a distribuiç̃ao escort deP, com ordem1
q:

ρ =
P

1
q

Tr(P
1
q)

. (3.45)

Para os valores ḿedios num sistema compostoA+B, temos:

< OA >= TrA(PAOA) e < OB >= TrB(PBOB), (3.46)

ondeOA e OB são os operadores que representam observáveis em cada subsistema de Hilbert.

PA ePB são as matrizes parciais:

PA = TrB(P) e PB = TrA(P). (3.47)

5Estas distribuiç̃oes foram criadas fora do contexto da mecânica estatı́stica ñao-extensiva.
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3.2.1 Entropia Escort

Em 1998, C. Tsallis, R. S. Mendes e A. R. Plastino sugeriram, como uma proposta secundária

[11], que, na construção de um formalismo termodinâmico, pode-se partir da chamada entropia

escort:

SE
q ≡ SE = k

1−
[
Tr

(
P

1
q
)]−q

q−1
, (3.48)

a qual se obt́em deSq por uma mudança de variáveis empregando as distribuições escort.

Seguindo esta id́eia, para um sistema compostoA+B, podemos postular as entropias dos sub-

sistemas como:

SE
A = k

1−
[
TrA

(
P

1
q

A

)]−q

q−1
e SE

B = k
1−

[
TrB

(
P

1
q

B

)]−q

q−1
, (3.49)

as matrizes parciaisPA e PB já foram definidas na Eq. (3.47). Maximiza-se a Eq. (3.48), com a

consideraç̃ao dos v́ınculos de norma unitária, Tr(P) = 1, e energia interna não-extensiva,Uq =

Tr(PH). A distribuiç̃ao de probabilidade obtida se representa pelo operador matriz densidade:

P =

[
1̂− (1−q)β̄ ′H

] q
1−q
+

Z̄q
, (3.50)

sendoZ̄q a funç̃ao de partiç̃ao:

Z̄q = Tr

{
[1̂− (1−q)β̄ ′H]

q
1−q
+

}
, (3.51)

com o par̂ametro enerǵeticoβ̄ ′:

β̄ ′ =
β̄{

Tr(P
1
q)

}−q

+(1−q)β̄Uq

, (3.52)
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sendoβ̄ o usual par̂ametro de Lagrange.

Nos subespaços de Hilbert, as magnetizações ñao-extensivas são definidas como:

MA = TrA(gAPAJ z
A)

µB

mA
e MB = TrB(gBPBJ z

B)
µB

mB
, (3.53)

De igual maneira, definimos as energias internas:

UA = TrA(PAHA) e UB = TrB(PBHB). (3.54)

JA, JB, µB, mA, mB, HA eHB já foram identificados na subseção 3.1.3.

Neste caṕıtulo, delineamos os conceitos básicos da meĉanica estatı́stica ñao-extensiva. No

contexto desta teoria, no Cap. 4 forneceremos um novo procedimento, consistente com o con-

ceito de traço parcial, para calcular os valores médios de sistemas compostosA+B.



Caṕıtulo 4

Resultados

O cálculo das magnetizações em manganitas exige o cálculo da magnetização para sis-

temas compostos correlacionadosA+B, pois oMn, nesses materiais, apresenta valência mista,

ou seja,Mn3+ e Mn4+. Assim temos duas subredes magnéticas interagentes, com spinsSA = 2

e SB = 3/2, spins doMn3+ e Mn4+, respectivamente. Encontramos um problema inesperado

nesses ćalculos: como calcular os valores médios dos subsistemas? Contudo, ainda que, inicial-

mente, possam ser considerados os ditos valores de spins, apresentaremos cálculos analı́ticos

para um sistema correlacionado de dois spins 1/2, pelo fato de os ćalculos serem muito did́aticos

e ilustrativos, ou seja, os estados quânticos destéultimo sistema podem ser representados num

espaço de Hilbert de dimensão 4x4, enquanto aqueles doMn3+ e doMn4+ requerem um espaço

de Hilbert 20x20. Assim sendo, na Seção 4.1 se mostrarão ańalises para o dito sistema correla-

cionado de dois spins 1/2, no que diz respeito ao cálculo de valores ḿedios t́ermicos, no espaço

de Hilbert completo, EHC, e os mesmos cálculos nos subespaços de Hilbert, SEH. Igualmente

se apresenta uma nota sobre o uso das distribuições escort na mecânica estatı́stica ñao-extensiva.

47
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4.1 Cálculo dos Valores Ḿedios de um Sistema Composto
Não-ExtensivoA+B

Por motivos j́a mencionados, estudaremos o sistema composto correlacionado mais sim-

ples: um sistema de dois spins 1/2. Todos os ćalculos desta seção se derivam de um artigo

publicado no Physica A [91], no qual se usou a entropia normalizadaSN, definida na Eq. (3.16).

No entanto, aqui usamos médias t́ermicas com densidades de probabilidade originadas deSq,

Eq. (3.1). Nesse artigo as matrizesEA eEB, que ser̃ao definidas na Eq. (4.22), foram chamadas

deρA,q e ρB,q. Por motivos did́aticos, nesta tese modificamos essa notação. O modelo téorico

que empregaremosé o modelo de Heisenberg na aproximação de campo ḿedio (historicamente,

em 1907, na sua tese de doutorado, P. Weiss propôs a aproximaç̃ao de campo molecular para

o ferromagnetismo; mas foi W. Heisenberg quem explicou, usando a mecânica qûantica, o fer-

romagnetismo e a origem do campo de Weiss, com a famosa interação de trocaJtrSiSj , onde

Jtr é a integral de troca, este fator está embutido nas constantes de acoplamentoλ ). Nesta

aproximaç̃ao, substitúımos todas as interações de troca das subredes cristalinas por dois campos

efetivos. Evidentemente que isto provoca a perda de algumas propriedades do Hamiltoniano de

Heisenberg1 como a ordem de curto-alcance, em temperaturas acima da temperatura de Curie,

TC. Na literaturáe conhecido que a aproximação de campo ḿedio prediz temperaturas crı́ticas

mais altas do que os valores reais, porém uma justificativa para o uso de uma teoria de campo

se deve a que num sólido temosátomos da ordem do número de Avogadro, podendo, assim,

se considerar infinitos graus de liberdade. Embora o uso da aproximação de campo ḿedio sig-

nifique a desconsideração de flutuaç̃oes magńeticas, usamos a dita teoria como umaguiapara a

1Neste modelo os spins são qûanticos, a diferença, por exemplo, do modelo de Ising onde os spins são cĺassicos.
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abordagem a manganitas. E. Dagotto salienta que teorias de campo médio s̃aoúteis na pesquisa

das manganitas [49]. Ainda que ditos compostos pertençam a sistemas fortemente correlaciona-

dos, como salientado no Cap. 2, os trabalhos pioneiros, e recentes, de M. S. Reiset al. têm

– adicionalmente – mostrado que o uso do modelo de campo médio produz bons resultados

na pesquisa dośoxidos de mangan̂es [2, 3, 4, 5]. O mencionado autor contrasta sempre seus

modelos com curvas experimentais2.

Assim sendo, temos o Hamiltoniano magnético (g = 2 para dois spins 1/2):

H =−2µBSz
ABA−2µBSz

BBB. (4.1)

sendoBA eBB os campos magnéticos efetivos que agem sobre os respectivos sistemasA eB, isto

é, as subredes magnéticasA eB. Sz
A eSz

B são os operadores de spin dos respectivos subsistemas.

Na aproximaç̃ao de campo ḿedio, os ditos campos magnéticos s̃ao dados por:

BA(B) = B0 +λA(B)MA(B) +λABMB(A). (4.2)

λA(B) representa o respectivo acoplamento intra-rede, enquantoλAB simboliza o acoplamento

inter-rede

(
λAB

〉
0 significa um acoplamento ferromagnético eλAB

〈
0, um acoplamento antifer-

romagńetico

)
. Os operadores de spinSz

A eSz
B são adimensionais, pois̄h est́a embutida no mag-

neton de BohrµB. A Fig. 4.1 mostra as ḿedias qûanticas para um sistema antiferromagnético

de dois spins 1/2. K simboliza a escala Kelvin de temperatura e u.a., unidades arbitrárias. Nota-

se que as ḿedias calculadas no espaço de Hilbert 4x4 s̃ao diferentes̀as ḿedias calculadas no

espaço de Hilbert 2x2. Esperava-se que fossem iguais, de acordoà Eq. (3.30). Adicionalmente,

vemos que, paraq = 0,1; 0,3; 0,5 e 0,7, as curvas apresentam saltos (kinks), em determi-

2Para maiores detalhes acerca do trabalho de M. S. Reis ver a Seção 5.1.
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nadas temperaturas crı́ticas. M. S. Reiset al. interpretaram esse tipo de saltos como indicativos

da formaç̃ao de clusters magnéticos, os quais mudam a magnetização total dośıons deMn

(no contexto estudado pelo citado autor). A respeito disto, ver o segundo artigo em [2]. Nas

Figura 4.1:MA(B) vs. T para um sistema de dois spins 1/2, antiferromagńetico, na 3a. vers̃ao da
meĉanica estatı́stica ñao-extensiva. Linha Śolida: espaço de Hilbert 4x4. Linha com ćırculos:
espaço de Hilbert 2x2. EHC significa espaço de Hilbert completo e SEH, subespaço de Hilbert.
Cada valor deq corresponde a uma curva em cada espaço de Hilbert, e os ditos valores au-
mentam conforme a magnetização de saturaç̃ao. Observa-se que não acontece a esperada
superposiç̃ao das ḿedias em diferentes espaços de Hilbert.

seguintes subseções, faremos duas análises que explicam por que as curvas de magnetização

não-extensiva ñao se superp̃oem.

4.1.1 Valores Ḿedios de um Sistem de Dois Spins1/2 na 3a. Versão da
Mecânica Estat́ıstica Não-Extensiva

Para um observ́avel de um sistema compostoA+ B, mostraremos que a 3a. vers̃ao d́a

valores ḿedios diferentes, em distintos espaços de Hilbert. Usando o formalismo de matriz

densidade, realizaremos os cálculos para o Hamiltoniano magnético da Eq. (4.1). Assim, o
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operador matriz densidade desse sistemaé:

ρ =
{

1̂+(1−q)
2µB

KBT
(Sz

ABA +Sz
BBB)

} 1
1−q

/
Zq, (4.3)

onde1̂ é o operador identidade no espaço de Hilbert 4x4 assim comoZq é a funç̃ao partiç̃ao:

Zq = Tr

{[
1̂+(1−q)

2µB

KBT
(Sz

ABA +Sz
BBB)

] 1
1−q

}
. (4.4)

Para encontrar os operadores de spin no espaço de Hilbert completo 4x4, Sz
A(B), precisamos dos

operadores de spin nos subespaços de Hilbert 2x2, S z
A(B), pois para um sistema de dois spins

1/2 temos:

Sz
A =

1

TrB(1̂B)
S z

A⊗ 1̂B e Sz
B =

1

TrA(1̂A)
1̂A⊗S z

B, (4.5)

onde1̂A e 1̂B são os operadores identidade nos subespaços de Hilbert 2x2. TrA(1̂A) e TrB(1̂B)

são fatores de normalização, de modo que: TrA(Sz
B) = S z

B e TrB(Sz
A) = S z

A. Aqui devemos

mencionar que, em mecânica qûantica, o estado de um sistema fı́sico é identificado por um

vetor num espaço de Hilbert complexo:|u >. Cada vetoŕe chamado de ket, e associado a

ele um vetor dual ou bra:< v|; define-se tamb́em o chamado produto externo do|u > e o< v|:

|u>< v|. Para cada subsistema|u>= |±> e< v|=<±|, onde|+ > representa um estado com

spin up, e|−> um estado com spin down. Assim, os operadores identidade, e seus respectivos

traços, no subespaço de Hilbert 2x2 são:

1̂A(B) = |+ >< +|+ |−><−| e TrA(B)(1̂A(B)) = 2. (4.6)

Considerando que os operadores de spin, nos subespaços de Hilbert 2x2, s̃ao:

S z
A(B) =

1
2

{
(|+ >< +| − |−><−|

}
, (4.7)
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assim como a Eq. (4.5), obtemos os operadores de spin no espaço de Hilbert completo 4x4:

Sz
A =

1
4

{
|++ >< ++ | + |+−>< +−| − |−+ ><−+ | −

|−−><−−|
}

(4.8)

e

Sz
B =

1
4

{
|++ >< ++ | − |+−>< +−| + |−+ ><−+ | −

|−−><−−|
}

, (4.9)

onde | ±± > representam estados do sistema completo, por exemplo,|+− > representa o

subsistemaA com spin up e o subsistemaB com spin down. Num arranjo matricial, temos para

os spins nos subespaços de Hilbert 2x2:

S z
A(B) =

1
2

 1 0
0 −1

 . (4.10)

e no espaço de Hilbert completo 4x4:

Sz
A =

1
4


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 e Sz
B =

1
4


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 (4.11)

Portanto, usando a Eq. (4.3), os elementos matriciais deρ são:

ρ++ = α1/Zq, ρ+− = α2/Zq,

ρ−+ = α3/Zq e ρ−− = α4/Zq, (4.12)
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onde introduzimos os seguintes parâmetros (ou seja,q−exponenciais. A respeito destas funções

mateḿaticas, ver [9].):

α1 =
[
1+(1−q)

µB(BA +BB)
2KBT

] 1
1−q

, α2 =
[
1+(1−q)

µB(BA−BB)
2KBT

] 1
1−q

α3 =
[
1+(1−q)

µB(−BA +BB)
2KBT

] 1
1−q

e α4 =
[
1− (1−q)

2µB(BA +BB)
KBT

] 1
1−q

,(4.13)

como conseq̈uência, a matrizρ torna-se:

ρ =
{

α1|++ >< ++ | + α2|+−>< +−| +

α3|−+ ><−+ | + α4|−−><−−|
}/

Zq. (4.14)

De igual maneira, elevandòa pot̂enciaq, temos:

ρ
q =

{
α

q
1|++ >< ++ | + α

q
2|+−>< +−| +

α
q
3|−+ ><−+ | + α

q
4|−−><−−|

}/
Zq

q. (4.15)

Num arranjo matricial, temos:

ρ
q =

1
Zq

q


α

q
1 0 0 0

0 α
q
2 0 0

0 0 α
q
3 0

0 0 0 α
q
4

 (4.16)

Ent̃ao, usando as Eqs. (3.32), (4.8) e (4.15), o valor médio da magnetização ñao-extensiva do

subsistemaA, no espaço de Hilbert 4x4, é:

Mz
A =

α
q
1 +α

q
2−α

q
3−α

q
4

α
q
1 +α

q
2 +α

q
3 +α

q
4

µB

mA
. (4.17)

Os ćalculos para o sistemaB são similares.
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Agora, calcularemos a magnetização ñao-extensiva nos subespaços de Hilbert 2x2. Para

usar as f́ormulas da 3a. vers̃ao, tomamos, a partir da Eq. (4.14), o traço parcial sobre os estados

do sistemaB, calculamos a matriz parcialρA:

ρA =
{(

α1 +α2

)
|+ >< +| +

(
α3 +α4

)
|−><−|

}/
Zq. (4.18)

e depois elevamos̀a pot̂enciaq:

ρ
q
A =

{(
α1 +α2

)q

|+ >< +| +
(

α3 +α4

)q

|−><−|
}/

Zq
q. (4.19)

Na forma matricialρq
A é:

ρ
q
A =

1
Zq

q

 (α1+α2)q 0
0 (α3+α4)q

 (4.20)

Portanto, usando as Eqs. (3.34), (4.7) e (4.19), o valor médio da magnetização ñao-extensiva

do subsistemaA, no subespaço de Hilbert 2x2, segundo este ḿetodoé:

Mz
A =

(α1 +α2)q− (α3 +α4)q

(α1 +α2)q +(α3 +α4)q

µB

mA
. (4.21)

Esta equaç̃aoé diferente da Eq. (4.17).

4.1.2 Método Alternativo para Calcular Valores Médios de Sistemas Com-
postos

Por outro lado, usamos um método alternativo para calcular os valores médios. Este ḿetodo

surge ao considerar a equivalência (3.30). Aparecem novas matrizes, as quais se obtém ao tomar

os traços parciais deρq. Ou seja, tomamos otraço parcial de uma pot̂encia (o método usual

consiste em usar apot̂encia de um traço). Na pŕoxima subseç̃ao, mostraremos um exemplo

geral a respeito desta passagem. As novas matrizes parciais serão chamadas de matrizesE ’s.
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As matrizesEA eEB, respectivamente, são:

EA = TrB(ρq) e EB = TrA(ρq). (4.22)

Por conseguinte, nos respectivos subespaços de Hilbert, os valores médios de observ́aveis para

os subsistemas são definidos como:

< OA >=
TrA(EAOA)

TrA(EA)
(4.23)

e

< OB >=
TrB(EBOB)

TrB(EB)
, (4.24)

ondeOA e OB são operadores que atuam nos subespaçosA e B, respectivamente. Aplicando

este novo ḿetodo ao sistema representado pela Eq. (4.3), obtém-seEA. Assim, tomando o traço

parcial sobre os estados do sistemaB, na Eq. (4.15):

EA =
{

(αq
1 +α

q
2)|+ >< +| + (αq

3 +α
q
4)|−><−|

}/
Zq

q. (4.25)

Na forma matricial, temos:

EA =
1
Zq

q

 α
q
1 +α

q
2 0

0 α
q
3 +α

q
4

 . (4.26)

Usando as Eqs. (4.7), (4.23) e (4.25), obtemos o valor médio da magnetização ñao-extensiva do

subsistemaA, no subespaço de Hilbert 2x2:

Mz
A =

α
q
1 +α

q
2−α

q
3−α

q
4

α
q
1 +α

q
2 +α

q
3 +α

q
4

µB

mA
. (4.27)

Este resultado está conforme com a Eq. (4.17).
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4.1.3 Ćalculo Adicional para um Sistema CompostoA+B com Interação

Adicionalmente, consideremos dois sistemas interagentes,A e B, de spin 1/2, com o seguinte

Hamiltoniano:

H =−2µB(Sz
A +Sz

B)B0−ξSz
ASz

B, (4.28)

ondeξ representa um parâmetro de acoplamento dos sistemas interagentes, sendoB0 o campo

magńetico externo. Usando a mecânica estatı́stica ñao-extensiva, o operador matriz densidade

ρ é:

ρ =
{

1̂+(1−q)
2µB(Sz

A +Sz
B)B0 +ξSz

ASz
B

KBT

} 1
1−q

/
Zq. (4.29)

Logo, usandoSZ
A eSZ

B das Eqs. (4.8) e (4.9),ρ é dado por:

ρ =
{

α1|++ >< ++ | + β1|+−>< +−| + β1|−+ ><−+ | +

γ1|−−><−−|
}/

Zq, (4.30)

com os seguintes parâmetros:

α1 =
[
1+(1−q)

µBBo +ξ/8
KBT

] 1
1−q

, β1 =
[
1+(1−q)

−ξ/8
KBT

] 1
1−q

e

γ1 =
[
1+(1−q)

−µBBo +ξ/8
KBT

] 1
1−q

. (4.31)

Assim, a matrizρq é:

ρ
q =

{
α

q
1|++ >< ++ | + β

q
1 |+−>< +−| + β

q
1 |−+ ><−+ | +

γ
q
1|−−><−−|

}/
Zq

q. (4.32)
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Em forma matricial, os elementos da matrizρq são:

ρ
q =

1
Zq

q


α

q
1 0 0 0

0 β
q
1 0 0

0 0 β
q
1 0

0 0 0 γ
q
1

 . (4.33)

Usando as Eqs. (3.32), (4.8) e (4.32), o valor médio da magnetização ñao-extensiva do subsis-

temaA, no espaço de Hilbert 4x4, torna-se:

Mz
A =

α
q
1− γ

q
1

α
q
1 +2β

q
1 + γ

q
1

µB

mA
. (4.34)

Entretanto, com o objetivo de usar as fómulas no espaço de HIlbert 2x2, na 3a. vers̃ao da

meĉanica estatı́stica ñao-extensiva, a partir da Eq. (4.30), obtemosρA:

ρA =
{(

α1 +β1

)
|+ >< +| +

(
β1 + γ1

)
|−><−|

}/
Zq, (4.35)

e depois elevamos̀a pot̂enciaq:

ρ
q
A =

{(
α1 +β1

)q

|+ >< +| +
(

β1 + γ1

)q

|−><−|
}/

Zq. (4.36)

Na forma matricialρq
A é:

ρ
q
A =

1
Zq

q

 (α1+β1)q 0
0 (β1+ γ1)q

 (4.37)

Portanto, usando as Eqs. (3.34), (4.7), e (4.36), o valor médio da magnetização ñao-extensiva

do subsistemaA, no subespaço de Hilbert 2x2, segundo este ḿetodoé:

Mz
A =

(α1 +β1)q− (β1 + γ1)q

(α1 +β1)q +(β1 + γ1)q

µB

mA
. (4.38)

Encontramos que esta equaçãoé diferente da Eq. (4.34).
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Por outro lado, usamos o método das matrizesE . Aplicando, este procedimento ao sistema

representado pela Eq. (4.29), tomamos o traço parcial sobre os estados do sistemaB, na Eq.

(4.32):

EA =
{

(αq
1 +β

q
1 )|+ >< +| + (β q

1 + γ
q
1)|−><−|

}/
Zq

q, (4.39)

ou, num arranjo matricial:

EA =
1
Zq

q

 α
q
1 +β

q
1 0

0 β
q
1 + γ

q
1

 . (4.40)

Assim, usando as Eqs. (4.7), (4.23) e (4.39), a magnetização ñao-extensiva do subsistemaA, no

subespaço de Hilbert 2x2, expressa-se como:

Mz
A =

α
q
1−β

q
1

α
q
1 +2β

q
1 + γ

q
1

µB

mA
. (4.41)

Este resultado está conforme com a Eq. (4.34).

4.1.4 Ćalculos Anaĺıticos paraq = 2

Finalmente, com fins did́aticos, mostraremos os cálculos espećıficos para o sistema da Eq.

(4.29), no caso subextensivo comq = 2. A matrizρ é:

ρ =
{

1̂−
2µB(Sz

A +Sz
B)B0 +ξSz

ASz
B

KBT

}−1/
Z2. (4.42)

Z2 é a funç̃ao partiç̃ao avaliada emq = 2:

Z2 = Tr

[{
1̂−

2µB(Sz
A +Sz

B)B0 +ξSz
ASz

B

KBT

}−1]
. (4.43)

Logo, usando as Eqs. (4.8) e (4.9), a matrizρ é dada por:

ρ =
{

α1|++ >< ++ | + β1|+−>< +−| + β1|−+ ><−+ | +

γ1|−−><−−|
}/

Z2, (4.44)
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onde temos os parâmetros:

α1 =
[
1− µBBo +ξ/8

KBT

]−1

, β1 =
[
1+

ξ/8
KBT

]−1

e

γ1 =
[
1− −µBBo +ξ/8

KBT

]−1

. (4.45)

Assim, a matrizρ2 é:

ρ
2 =

{
α

2
1|++ >< ++ | + β

2
1 |+−>< +−| + β

2
1 |−+ ><−+ | +

γ
2
1|−−><−−|

}/
Z2

2. (4.46)

em forma matricial, os elementos da matrizρ2 são:

ρ
2 =

1

Z2
2


α2

1 0 0 0
0 β 2

1 0 0
0 0 β 2

1 0
0 0 0 γ2

1

 . (4.47)

Usando as Eqs. (3.32), (4.8) e (4.46), o valor médio da magnetização ñao-extensiva do subsis-

temaA, no espaço de Hilbert 4x4, pode ser escrita como:

Mz
A =

α2
1− γ2

1

α2
1 +2β 2

1 + γ2
1

µB

mA
. (4.48)

Entretanto, para usar as fórmulas da 3a. vers̃ao, a partir da Eq. (4.44), obtemosρA:

ρA =
{(

α1 +β1

)
|+ >< +| +

(
β1 + γ1

)
|−><−|

}/
Zq, (4.49)

e depois elevamos ao quadrado:

ρ
2
A =

{(
α1 +β1

)2

|+ >< +| +
(

β1 + γ1

)2

|−><−|
}/

Z2. (4.50)

Na forma matricialρ2
A é:

ρ
2
A =

1

Z2
2

 (α1+β1)2 0
0 (β1+ γ1)2

 (4.51)
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Portanto, usando as Eqs. (3.34, (4.7) e (4.50), o valor médio da magnetização ñao-extensiva do

subsistemaA, no subespaço de Hilbert 2x2, segundo este ḿetodoé:

Mz
A =

(α1 +β1)2− (β1 + γ1)2

(α1 +β1)2 +(β1 + γ1)2

µB

mA
. (4.52)

Encontramos que esta equaçãoé diferente da Eq. (4.48).

Por outro lado, usamos o método das matrizesE . Aplicamos este procedimento ao sistema

representado pela Eq. (4.29). Assim, tomamos o traço parcial sobre os estadosB na Eq. (4.46):

EA =
{

(α2
1 +β

2
1 )|+ >< +| + (β 2

1 + γ
2
1)|−><−|

}/
Z2

2, (4.53)

ou, num arranjo matricial:

EA =
1

Z2
2

 α2
1 +β 2

1 0
0 β 2

1 + γ2
1

 . (4.54)

Assim, usando as Eqs. (4.7), (4.23) e (4.53), a magnetização ñao-extensiva do subsistemaA, no

subespaço de Hilbert 2x2, expressa-se como:

Mz
A =

α2
1−β 2

1

α2
1 +2β 2

1 + γ2
1

µB

mA
. (4.55)

Este resultado está conforme com a Eq. (4.48).

4.1.5 Ańalise da Passagem Formal

Usa-se o traço parcial para passar das fórmulas de valores ḿedios no espaço de Hilbert

completoàs f́ormulas dos valores ḿedios nos subespaços de Hilbert. A passagem a ser mostrada

constitui uma simplificaç̃ao da passagem rigorosa encontrada no livro de C. Cohen-Tannoudji,

B. Diu e F.Lalöe [92]. O procedimento que será mostrado independe do sistema fı́sico, da
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definiç̃ao de temperatura [86, 87, 88] e dos valores deq 3. Ainda, a f́ormula expĺıcita que tiver a

matriz densidade ñaoé de relev̂ancia. Esse critério se pode aplicar, portanto, a qualquer matriz

densidade de qualquer mecânica estatı́stica, a qual defina os valores médios de forma similar

à 3a. vers̃ao. Em seguida, mostramos quatro passos para ir das fórmulas do espaço de Hilbert

completo (EHC) para as fórmulas nos subespaços de Hilbert (SEH):

1 2 3 4

ρ
q = ρ

q
A⊗ρ

q
B

↓
Tr(A,B)(ρqÔA)
Tr(A,B)(ρq)

=⇒ TrA(EAOA)
TrA(EA)

=⇒ TrB(ρq
B)TrA(ρq

AOA)
TrB(ρq

B)TrA(ρq
A)

=⇒ TrA(ρq
AOA)

TrA(ρq
A)

e

Tr(A,B)(ρqÔB)
Tr(A,B)(ρq)

=⇒ TrB(EBOB)
TrB(EB)

=⇒ TrA(ρq
A)TrB(ρq

BOB)
TrA(ρq

A)TrB(ρq
B)

=⇒ TrB(ρq
BOB)

TrB(ρq
B)

,

(4.56)

com as matrizesEA e EB definidas na Eq. (4.22).̂OA e ÔB são os operadores que representam

os observ́aveis no EHC. Do mesmo modo,OA e OB são os operadores que representam os

observ́aveis nos SEH. De fato,̂OA ≡ OA⊗ 1̂B e ÔB ≡ 1̂A⊗OB, onde1̂A e 1̂B são os operadores

identidade dos subespaçosA e B. O passo1 representa o valor ḿedio de um observ́avel para

o subsistemaA (ou B) no EHC. O passo2 se obt́em ao tomar o respectivo traço parcial. O

passo3 se consegue do passo2, se assumirmos aq-independ̂encia estatı́stica,ρq = ρ
q
A⊗ ρ

q
B.

A respeito desta propriedade, para um sistema ferromagnético compostoA+ B, a Fig. 4.2é

ilustrativa. Os valores de spin são:SA = 2 eSB = 3/2, spins doMn3+ eMn4+ respectivamente.

O modelo usado foi o de campo médio dado pelas Eqs. (4.1) e (4.2). Na figura, caso o sistema

3Em [91], usando a entropiaSN
q , p. 37, mostra-se que ḿedias t́ermicas comq≥ 0,7, calculadas em diferentes

espaços de Hilbert, não apresentam grandes diferenças. Esse resultado também se observa com a entropiaSq não
normalizada, usada nesta tese.
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satisfaça a f́ormulaρq = ρ
q
A⊗ρ

q
B, deveria se observar uma superposição das curvas. Mas isto

não acontece. Adicionalmente, temos os habituais saltos com baixos valores deq, neste caso

q = 0,1 eq = 0,4. O passo4 cont́em as f́ormulas simplificadas nos SEH. A Fig. 4.3 mostra

Figura 4.2: Gŕaficos para esclarecer a fórmula: ρq = ρ
q
A⊗ρ

q
B. Linha śolida: Tr

{
ρq

}
vs. T.

Linha tracejada: Tr

{
ρ

q
A⊗ρ

q
B

}
vs. T. Observa-se que paraq próximo de 1, a f́ormulaé uma

boa aproximaç̃ao.

gráficos de magnetização para sistemas ferromagnéticosA+B, com spins:SA = 2 eSB = 3/2.

Na dita Fig. 4.3, o gŕafico do quadro(A) mostraMA vs. T, e o gŕafico do quadro(B) MB vs.

T. No modelo das matrizesE ’s, o ćalculo dos valores ḿedios ñao apresenta problemas. No

entanto, com as fórmulas da 3a. vers̃ao ñao acontece a superposição das ḿedias calculadas em

diferentes espaços de Hilbert. Adicionalmente, paraq = 0,1; 0,3; 0,5 e 0,7, observamos as

formaç̃oes de clusters magnéticos, como j́a indicado na p. 50. A Fig. 4.4 – para igual sistema

fı́sico da Fig. 4.3 – mostra que magnetizações (e energias internas) não-extensivas chegam a ser

aditivas somente com o modelo das referidas matrizes. As simulações computacionais foram

feitas paraq = 0,3 e q = 0,7. Paraq = 0,3 observamos os saltos indicando a formação de
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clusters ferromagńeticos, de acordòas interpretaçoes de M. S. Reis, segundo artigo de [2]. Por

outro lado, analisemos seEA eEB são as matrizes parciais. As entropias dos subsistemas seriam

definidas como:

SA = k
1−TrA(EA)

q−1
e SB = k

1−TrB(EB)
q−1

. (4.57)

Poŕem, sabemos que:

TrA(EA) = TrA

{
TrB(ρq)

}
= Tr(A,B)(ρ

q) e TrB(EB) = TrB

{
TrA(ρq)

}
= Tr(A,B)(ρ

q).(4.58)

Assim encontramos que as duas expressões s̃ao iguais, e podem ser escritas como:

SA+B = k
1−Tr(A,B)(ρq)

q−1
, (4.59)

ou seja,

SA≡ SB≡ SA+B. (4.60)

Assim, as matrizesE ’s são matrizes parciais somente no contexto dos valores médios ñao-

extensivos.

4.1.6 Nota sobre o Uso das Distribuiç̃oes Escort na Meĉanica Estat́ıstica
Não-Extensiva

Quando as distribuiç̃oes escort, apresentadas na Seção 3.2, s̃ao usadas em sistemas sim-

ples ñao aparecem problemas no cálculo dos valores ḿedios qûanticos. Mas quando se estudam

sistemas compostos, o panorama muda. Em seguida, elaboramos a passagem formal dos va-

lores ḿedios no EHC para os valores médios nos SEH. Porém, nesta oportunidade, usando as

mencionadas distribuições. Para o subsistemaB, os ćalculos s̃ao ańalogos.
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I II III IV

Tr(A,B){PÔA}=⇒ TrA(PAOA) =⇒ =⇒ TrA(PAOA)

ρ
q = ρ

q
A⊗ρ

q
B

↓
Tr(A,B)(ρqÔA)
Tr(A,B)(ρq)

=⇒ TrA(EAOA)
TrA(EA)

=⇒ TrB(ρq
B)TrA(ρq

AOA)
TrB(ρq

B)TrA(ρq
A)

=⇒ TrA(ρq
AOA)

TrA(ρq
A)

,

(4.61)

onde as distribuiç̃oes escortP e PA foram definidas na seção 3.2. ÔA é o operador no espaço

completo que age no subsistemaA, assim comoOA é o operador no subespaço de Hilbert. O

passoI representa as ḿedias t́ermicas qûanticas, no espaço de Hilbert completo do sistema

fı́sicoA+B, do observ́avelÔA. Na primeira linha, temos a definição da ḿedia t́ermica segundo

a formulaç̃ao das distribuiç̃oes escort. Na segunda linha, temos a definição da ḿedia t́ermica de

acordoà 3a. vers̃ao. As distribuiç̃oes escort garantem que ambas as fórmulas deste passo são

equivalentes. Os passosII , III e IV – na definiç̃ao da 3a. vers̃ao, segunda linha – são iguais aos

passos2, 3 e4, no quadro da Eq. (4.56). Deve se notar que para ir do passoII ao passoIII deve

se considerar a independência estatı́stica dos sistemasA e B. Portanto, as duas fórmulas finais

do passoIV deveriam ser iguais, ou seja:

PA = ρ
q
A

TrA(ρq
A)

e

PB = ρ
q
B

TrB(ρq
B)

.

(4.62)



Cap. 4: Resultados. 66

A Fig. 4.5 mostra que essa fórmula tem que ser melhor entendida. A simulação foi feita

Figura 4.5: Linha śolida: Tr[P2
A]. Linha Tracejada: Tr

{[
ρ

q
A/Tr(ρq

A)
]2}

. Os elementos matri-

ciais est̃ao elevados ao quadrado. As distribuições escort ñao se aplicariam a sistemas compos-
tos. Paraq próximo de 1, a diferença entre as duas curvasé menor.

para um sistema ferromagnético A+ B, de spinsSA = 1/2 e SB = 1/2. Usou-se o modelo de

Heisenberg, na aproximação de campo ḿedio. Finalmente, temos as relações que s̃ao uma

conseq̈uência do ḿetodo das matrizesE ’s:

PA = EA
TrA(EA)

e

PB = EB
TrB(EB)

.

(4.63)

As ańalises apresentadas esclarecem um tema importante na mecânica estatı́stica ñao-extensiva,

visando as aplicaç̃oes experimentais.
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Neste caṕıtulo, analisamos o ćalculo dos valores ḿedios qûanticos para um sistema de

dois spins 1/2. O procedimento pode ser generalizado para sistemas compostos arbitrários.

Evidentemente, o interesse são os spins doMn3+ e doMn4+, SA = 2 e SB = 3/2, respectiva-

mente. Mostramos um novo método, em conformidade com o traço parcial, o das matrizesE ’s,

o qual permite que os cálculos desses parâmetros, tanto no espaço de Hilbert completo como

nos subespaços de Hilbert, sejam equivalentes.



Caṕıtulo 5

Um Modelo para a Śerie Pr1−xCaxMnO3

comx = 0,30−0,50na Presença de
Campos Magńeticos Fracos

Na literatura das manganitas, existe uma ampla diversidade de modelos fenomenológicos,

os quais procuram explicar as variadas caracterı́sticas ex́oticas destes compostos. Ainda que, até

agora, ñao exista um modelo que possa englobar todas as propriedades destes materiais, muitas

teorias t̂em surgido. Como exemplo, temos os seguintes modelos, já mostrados no Cap. 2:

dupla troca, efeito polarônico, separaç̃ao de fases num processo percolativo e singularidade de

Griffiths. Contudo, v́arios aspectos das manganitas são um problema em aberto. Neste sentido,

a meĉanica estatı́stica ñao-extensiva surge como alternativa para tratá-las. Esta teoria tem-se

mostrado uma guia no estudo destesóxidos de mangan̂es.

5.1 Evidências do Magnetismo Ñao-Extensivo nas Manga-
nitas

Existem alguns ingredientes essenciais que um sistema deve satisfazer para usar a

meĉanica estatı́stica ñao-extensiva. Estes requisitos indicativos são: a) Geometria fractal;

68
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b) Memória ou interaç̃ao de longo alcance; c) Inomogeneidades; e d) Dissipação. Existem

evidências que as manganitas possuem estes requisitos. Apenas para citar um exemplo, A.

Satou e M. Yamanaka mostraram que as manganitas possuem clusters magnéticos de forma

fractal [31], especificamente os ditos pesquisadores encontraram um conjunto de Cantor. Por

outro lado, os trabalhos de M. S. Reis fornecem evidências de que as manganitas são objetos

não-extensivos [2, 3, 4, 5]. Na Tese de Doutorado do citado autor, usa-se um modelo mecânico

quântico – um sistema simples com spin 1/2 submetido a um campo magnético uniforme – e se

obt́em funç̃oes de Brillouin generalizadas. Assim, M. S. Reis conseguiu mostrar que o compor-

tamento experimental doLa2/3Ca1/3MnO3 e doPr0.5Ca0.5Mn0.95Ga0.05O3 pode ser entendido

por meio da meĉanica estatı́stica ñao-extensiva. No primeiro composto, mostrou que a anomalia

apresentada na curva 1/M vs. T corresponde a efeitos não-extensivos paraq = 0,1 e spin 5/2.

No que diz respeito ao segundo composto, mostrou que a curvaM vs. H pode ser explicada

qualitativamente com as funções de Brillouin generalizadasBq
Sat., estando o valor deq entre

0,1−0,3. Na referida tese também se estuda oLa0.60Y0.07Ca0.33MnO3 atrav́es de um modelo

clássico com funç̃oes de Langevin generalizadas. Como informação adicional, cabe mencionar

que, no seu Cap. 4, M. S. Reis mostra resultados experimentais, e modelos teóricos, com re-

speitoà śeriePr1−xCaxMnO3 comx= 0,20−0,45, poŕem, fora do contexto ñao-extensivo (por

exemplo, estudam-se a influência do ordenamento de cargas no efeito magnetocalórico; o efeito

túnel em interfaces metal-manganita, comoAu0.9Pd0.1/Pr1−xCaxMnO3, Al/Pr1−xCaxMnO3 e

tinta prata/Pr1−xCaxMnO3).

Finalmente, numa publicação em 2 de março de 2006 [4], M. S. Reiset al. determinaram o

ı́ndice entŕopicoq, a partir de dados coletados com microscopia de tunelamento, usando como
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Pr1−xCaxMnO3 Massa (g) Temperatura (K) Campo Externo (T)
x = 0,35 0,0046 4−300 0−5

Tabela 5.1: Dados usados nas medições no magnetômetro SQUID. Aqui T simboliza o tesla, e
não a temperatura.

amostraLa0.7Sr0.3MnO3. A conclus̃ao deste importante trabalhoé que este parâmetro repre-

senta o grau de não-homogeneidade magnética. Esse resultado, no contexto das manganitas,é

analogo aos resultados de E. G. D. Cohen e C. Beck [12, 96].

5.2 Curvas Experimentais

Realizamos mediç̃oes com o compostoPr0.65Ca0.35MnO3 num magnet̂ometro SQUID1

comercial (modelo MPMS2), dispońıvel no CBPF. A tabela 5.1 mostra os valores de massa,

temperatura e campo externo usados na medição. Na obtenç̃ao dos dados experimentais, o

SQUID, devidamente programado, utilizou o processo de resfriamento sem campo aplicado,

ZFC (Zero Field Cooling), ou seja, o magnetômetro SQUID, de forma automatizada, resfriou a

amostra sem a presença de campo magnético externo. Subseqüentemente, para a obtenção de

dados experimentais, o dito magnetômetro, esquentou a amostra, bem como aplicou um campo

magńetico externo3. O comportamento experimental da mencionada série apresenta anomalias

na magnetizaç̃ao. Uma queda ñao usual se observa a baixas temperaturasnas concentraç̃oes

x= 0,30−0,50 [5, 97, 98, 99]. Na Fig. 5.1, temos a curva da magnetização vs. temperatura,M

vs. T, para oPr1−xCaxMnO3 comx = 0,35; emué a unidade magnética que utiliza o SQUID,

1ver a nota de rodapé na p. 6.
2Magnetic Property Measurement System.
3O SQUID aplica e coleta dados da intensidade de campo magnético,h (Oe, oersteds).h é gerado por uma

corrente produzida por bobinas supercondutoras. Porém, seguindo o procedimento padrão da literatura [57], uti-
lizamos a induç̃ao magńetica, ou densidade do fluxo magnético,B = µ0h (T, teslas).
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Figura 5.1: Curvas experimentaisM vs. T medidas no SQUID para oPr1−xCaxMnO3, com
x = 0,35, sob a aplicaç̃ao de campos magnéticos entre 0 teslas, curva inferior, e 5 teslas, curva
superior. Tr̂es picos indicam as temperaturas crı́ticas das transiç̃oes de fases. Ver texto para
maiores detalhes, p. 71.

aṕos dividir pela massa temos emu/g. Visto que emu≡ 10−3 JT−1 e o magneton de Bohr,

µB = 9,274x10−24JT−1, obtemosµB = 9,274x10−21emu, ou seja, 1 emu= 1,0783x1020µB.

Antes de apresentar o modelo baseado na mecânica estatı́stica ñao-extensiva, veremos

como este tipo de gráfico é analisado na literatura. Por exemplo, V. Hardyet al. – que fize-

ram mediç̃oes similares parax = 0,37 [98]– interpretam que esses compostos apresentam uma

transiç̃ao metamagńetica, sob a aplicação de campos magnéticos ñao muito intensos (ver as

refer̂encias contidas em [98]). Para a dopagemx = 0,35, na presença de campos magnéticos

entre 0− 5 T, existem tr̂es picos. O primeiro pico, ḿaximo, est́a ao redor deT∗ = 22 K.

Abaixo desta temperatura temos uma fase metaestável, a quaĺe ferromagńetica met́alica. Tal

fase foi produto de uma transição de fase de primeira ordem a partir de uma fase inomogênea

(clusters ferromagńeticos isolantes embutidos numa matriz antiferromagnética isolante), aṕos
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a aplicaç̃ao do campo magnético externo. Mediç̃oes com o procedimento de resfriamento com

campo, FC (Field Cooling), mostram que, neste caso, a quedaé muita menos pronunciada (esta

diferença com os dois procedimentos usualmente se encontra nos vidros de spin; em curvas

de magnetizaç̃ao, bem como de suscetibilidade magnética). Segundo V. Hardyet al. este fato

sugere a existência de frustraç̃ao magńetica, nesse intervalo de baixas temperaturas. O segundo

pico se encontra emTN = 149 K (temperatura de Neel). Abaixo deste valor de temperatura,

encontramos um ordenamento de spins, especificamente uma estrutura antiferromagnética (os

trabalhos de H. Yoshizawaet al. e D. E. Coxet al. mostram que este arranjo cooperativo anti-

ferromagńeticoé um pseudotipoCE [100], a faseCE já foi descrita na p. 17). O terceiro pico

est́a aproximadamente emTOC = 221 K, abaixo desta temperatura, e acima deTN existe um

ordenamento de cargas. Acima deTOC temos a fase isolante paramagnética.Quando o campo

magńetico aplicadóe baixo, da ordem de0,2−0,5 T, observamos o desaparecimento da fase

antiferromagńetica, assim como a eliminação da fase com ordenamento de cargas.

Do mesmo modo, temos que na Fig. 5.2 se vê a curva da magnetização vs. induç̃ao

magńetica, M vs. B. Observamos que abaixo deT∗ = 22 K o coeficiente angular inicial

é constante, e determinado pelo fator demagnetizante. Acima desta temperatura vemos uma

mudança no coeficiente angular. Istoé sinal de uma transição de fase, ou seja, passamos da

fase ferromagńeticaà antiferromagńetica. Acima deTN = 149 K passamos ao estado com or-

denamento de cargas. E ultrapassandoTOC = 221 K observamos o estado paramagnético. Da

mesma maneira, na Fig. 5.3 se mostra∆S∆B0
m vs. T, ∆S∆B0

m é a variaç̃ao de entropia magnética,

numa variaç̃ao de campo magnético∆B0 = 5teslas. Observam-se as temperaturas crı́ticas, que,

logicamente, confirmam as observações feitas nos gráficos das magnetizações. Para calcular
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Figura 5.2: Curvas experimentais deM vs. B0 medidas no magnetômetro SQUID, para o
Pr1−xCaxMnO3 com x = 0,35. As curvas assinaladas correspondemàs temperaturas crı́ticas
das transiç̃oes de fases.

esta entropia magnética usamos a seguinte relação de Maxwell para sistemas magnéticos:

(
∂Sm(T,B0)

∂B0

)
T

=
(

∂M(T,B0)
∂T

)
B0

, (5.1)

ondeSm(T,B0) é a entropia magńetica a temperaturaT e campo magńetico B0. Integrando

ambos lados desta equação obtemos:

∆S∆B0
m =

∫ Bf
0

Bi
0

dSm(T,B0)T =
∫ Bf

0

Bi
0

(
∂M(T,B0)

∂T

)
B0

dB0. (5.2)

Sendo a magnetização e campo magnético dados experimentais, obtido no SQUID, integramos

numericamente a equação anterior usando o ḿetodo do Traṕezio. O trabalho de V. K. Pecharsky

e K. A. Gschneidner Jr. [101], estudando o efeito magnetocalórico, fornece detalhes acerca

dessa integração nuḿerica.

Por outro lado, L. Ghivelderet al. reportaram um comportamento similarà magnetizaç̃ao

da śerie Pr1−xCaxMnO3. Este efeito foi observado na manganitaLa0.225Ca0.375Pr0.40MnO3
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Figura 5.3: Curva da entropia magnética,∆S∆B0
m vs. T para oPr1−xCaxMnO3 com x = 0,35.

Observam-se as temperaturas crı́ticas. No ćalculo da entropia usamos a Eq. (5.2).

[102]. Este grupo identificou as fases magnéticas atrav́es da depend̂encia t́ermica da

magnetizaç̃ao; usaramB0 = 1 tesla. T∗ é denominado deTb, a temperatura de bloqueio. O

estado magńetico abaixo deTb depende da aplicação do campo magnético, assim como do

resfriamento. A relaxaç̃ao magńetica abaixo desta temperatura se reduz consideravelmente.

Tamb́em a śerieCa1−xSmxMnO3, com valores dex: 0,15; 0,16 e 0,2, apresenta um comporta-

mento parecido, porém a temperaturas mais altas do que na sériePr1−xCaxMnO3 [103].

Nascobaltitasperovskitas,́oxidos de cobalto, M. Itohet al. usando a śerieLa1−xSrxCoO3

[104], com valores dex: 0,2; 0,3 e 0,5, a 20 Oe, observaram um comportamento similar da

magnetizaç̃ao, com respeitòa śerie Pr1−xCaxMnO3 com x = 0,35− 0,50. Na literatura se

manifesta que, além desta semelhança, existem muitas caracterı́sticas comuns entre manganitas

e cobaltitas, porquanto ambos osóxidos possuem propriedades magnéticas e de transporte muito

peculiares. Estas propriedades são determinadas por uma competição entre v́arias interaç̃oes
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como a dupla troca, a supertroca e o efeito Jahn-Teller (todas elas já mostradas no Cap. 2. O

ordenamento de carga, a transição metal-isolante, altos valores de magnetoresistência, assim

como o estado vidro de spin, são exemplos de tais propriedades [105].

J. A. De Toroet al. pesquisando a ligaAl49Fe30Cu21 [106], com campos magnéticos de

50 e 500 Oe, tamb́em encontraram irreversibilidade das curvas ZFC e FC da magnetização.

Isto, como j́a mencionado,́e sinal de um possı́vel comportamento vidro de spin. No entanto, os

autores manifestam que esta caracterı́stica, tamb́em, poderia ser explicada no contexto da teoria

do superparamagnetismo.

Finalmente, na abordagem a problemas magnéticos, gŕaficos experimentais standard – por

exemplo, suscetibilidade vs. temperatura e resistividade vs. temperatura, assim como diagramas

de fases – podem ser encontrados no, já mencionado, Cap. 4 da tese de M. S. Reis [5].

5.3 Distribuições de Quase-Probabilidade Negativas

A relaxaç̃ao docut-off4 de Tsallis d́a lugar a “probabilidades negativas”. Assim sendo,

mencionaremos alguns precedentes a respeito deste tema. As primeiras distribuições de quase-

probabilidade foram propostas, em 1932, por E. Wigner [107]. Essas distribuições surgiram

de a impossibilidade de representar os estados quânticos de uma partı́cula num espaço de

fases, sendo isto uma conseqüência do prinćıpio de incerteza de Heisenberg. Sabe-se que as

distribuiç̃oes de Wigner ñao satisfazem todas as propriedades de uma distribuição de probabili-

dade, podendo tomar, inclusive, valores negativos. Em 1948, J. Ville introduziu essa idéia em

ańalise de sinais; atualmente se reconhece sua importância, pois essa distribuição fornece uma

4Acerca deste conceito, ver a p. 34.
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potente base teórica para a ańalise em tempo-freq̈uência, assim como pelo fato de que sua forma

de tempo discreto constituir uma ferramenta eminentemente prática para a ańalise de sinais.

Na literatura cientı́fica, funç̃oes de quase-probabilidade são amplamente usadas no estudo

de sistemas qûanticos [108]. Nesse contexto, a principal utilização é na ańalise das conex̃oes

entre as descriç̃oes cĺassica e qûantica. Por exemplo, temos o trabalho de M. O. Scully, H.

Walther e W. Schleich, no qual analisam a proposta de R. Feymann de introduzir “probabili-

dades negativas”para estudar a experiência da dupla fenda de Young [109]. Os trabalhos citados

são uma amostra de que na literatura cientı́fica h́a antecedentes, acerca do uso de “probabili-

dades negativas”, as quais podem aparecer ao relaxar ocut-off de Tsallis.

5.3.1 Distribuições de Quase-Probabilidade Ñao-Extensiva

Havendo evid̂encias de que as manganitas satisfazem os requisitos para a utilização da

meĉanica estatı́stica ñao-extensiva, apresentar-se-á um modelo fenomenológico, o qual surge da

proposta de relaxar ocut-off de Tsallis. Este modelo se pode aplicar em curvas de magnetização,

na presença de campos magnéticos fracos, por exemplo 0,2 e 0,4 teslas, o qual se verá nas Fig.

5.4 e Fig. 5.5).O trabalho de I. G. Deac, J. F. Mitchell e P. Schiffer com oPr0.7Ca0.3MnO3 sob

a aplicaç̃ao de baix́ıssimos campos magnéticos [99] fornece mais evid̂encias experimentais

a respeitocomo se veŕa na Fig. 5.6. Em seguida delineamos a ferramenta matemática a ser

usada. A relaxaç̃ao docut-off de Tsallis d́a lugar ao que chamaremos de “distribuições de

quase-probabilidade não-extensivas”. Considerando que, na Seção 3.1, p. 34, ocut-off de

Tsallis se definiu como a condição:

[1̂− (1−q)β ′H]+ =
{

1̂− (1−q)β ′H, se 1̂− (1−q)β ′H ≥ 0
0, se 1̂− (1−q)β ′H < 0

, (5.3)
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vemos que a relaxação desta condiç̃ao implica que tamb́em sejam consideradas as contribuições

de [1̂− (1−q)β ′H] < 0. Assim sendo, definimos a matriz densidade de quase-probabilidade

não-extensivaE R como uma quantidadereal:

E R = Re
{[

1̂− (1−q)β ′RH
] 1

1−q

ZR
q

}
, (5.4)

as f́ormulas paraZR
q e β ′R são semelhantes̀as Eqs. (3.3) e (3.5). Entretanto, agora estes

par̂ametros podem ter valores complexos. O conceito tradicional de populações se mantém

paraq = 1 (Boltzmann-Gibbs), pois nesse caso não se considera o mencionadocut-off.

A seguir, mostramos algumas fórmulas para um sistema compostoA + B + C, pois,

nosso composto de manganitas apresenta 3 constituintes:Mn3+, Mn4+ e Pr3+. Portanto, as

magnetizaç̃oes ñao-extensivas no espaço de Hilbert completo são definidas como:

MA =
Tr(gAE RJz

A)
Tr(E R)

µB

mA
, MB =

Tr(gBE RJz
B)

TrB(E R)
µB

mB
e MC =

Tr(gCE RJz
C)

TrC(E R)
µB

mC
, (5.5)

como é usual:gA, gB e gC são os fatores de Landé; µB é o magneton de Bohr;Jz
A, Jz

B e Jz
C

são os operadores de spin, no espaço de Hilbert completo. Nos subespaços de Hilbert, as

magnetizaç̃oes ñao-extensivas se definem como:

MA =
TrA(gAE R

A J z
A)

TrA(E R
A )

µB

mA
, MB =

TrB(gBE R
B J z

B)
TrB(E R

B )
µB

mB
e MC =

TrC(gCE R
C J z

C)
TrC(E R

C )
µB

mC
, (5.6)

ondeJ z
A, J z

B e J z
C são os operadores de spin, nos respectivos subespaços de Hilbert. Estes

operadores estão relacionados aos operadores no espaço completo através de:

Jz
A = J z

A⊗ 1̂B⊗ 1̂C Jz
B = 1̂A⊗J z

B⊗ 1̂C e Jz
C = 1̂A⊗ 1̂B⊗J z

C, (5.7)

onde1̂A, 1̂B e 1̂C são os operadores identidade nos respectivos subespaços de Hilbert; na Eq.
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(5.6),E R
A , E R

B eE R
C são as matrizes parciais de quase-probabilidade não-extensivas:

E R
A = Tr(B,C)(E

R), E R
B = Tr(A,C)(E

R) e E R
C = Tr(A,B)(E

R). (5.8)

As energias internas não-extensivas são definidas de maneira análoga, no espaço de Hilbert

completo, como:

UA =
Tr(E RHA)

Tr(E R)
, UB =

Tr(E RHB)
Tr(E R)

e UC =
Tr(E RHC)

Tr(E R)
, (5.9)

ondeHA, HB e HC são os operadores hamiltonianos de cada subsistema agindo no espaço de

Hilbert completo. Nos subespaços de Hilbert, as energias internas se definem como:

UA =
TrA(E R

A HA)
TrA(E R

A )
, UB =

TrB(E R
B HB)

TrA(E R
B )

e UC =
TrC(E R

C HC)
TrA(E R

C )
, (5.10)

ondeHA, HB e HC são os operadores hamiltonianos agindo em cada subespaço de Hilbert.

Estes operadores se relacionam aos operadores no espaço de Hilbert completo, através de:

HA = HA⊗ 1̂B⊗ 1̂C, HB = 1̂A⊗HB⊗ 1̂C e HC = 1̂A⊗ 1̂B⊗HC, (5.11)

O marco téorico delineado, junto com o modelo de campo médio, pode ser aplicado numa

abordagem̀as manganitas, visto que os resultados obtidos por M. S. Reiset al. são uma

evidência de a teoria seŕutil na compreens̃ao dosóxidos de mangan̂es [2, 3, 4, 5]. No nosso

modelo, consideraremos o modelo de Oguchi na aproximação de campo ḿedio, assim como a

contribuiç̃ao do campo cristalino, devido ao praseodı́mio. O modelo de Oguchi considera dois

spins interagindo exatamente, e a interação destes dois spins com um campo médio; o modelo

de Heisenberg na aproximação de campo ḿedio que usamos no Cap. 4 considera cada spin inde-

pendente, interagindo com um campo efetivo. A respeito do campo cristalino, este ente fı́sico,
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originado por interaç̃oes eletrost́aticas num cristal, causa o levantamento da degenerescência

dos orbitaist2g eeg, nosı́ons 3d. Isto foi mostrado, ilustrativamente, na Fig. 2.3, Cap. 2. Assim

sendo, como uma guia no estudo da manganitaPr1−xCaxMnO3, usaremos um campo cristalino

de simetria ćubica, modelos mais sofisticados podem considerar um desdobramento de campo

cristalino de simetria tetragonal. Para a magnetização, consideraremos a contribuição do man-

gan̂es magńetico, o qual apresenta duas valências:Mn+3 com concentraç̃ao x, e Mn+4 com

concentraç̃ao 1−x, mais a contribuiç̃ao doPr3+. Assim sendo, temos o seguinte Hamiltoniano:

Hmag= HOgu.+Hcc, (5.12)

ondeHOgu.é o termo de Oguchi [110]:

HOgu.=−2J~SMn3+.~SMn4+ − gµB

(
Sz

Mn3+ +Sz
Mn4+

)(
BMn3+ +BMn4+

)
, (5.13)

sendoBMn3+ o campo que age sobre oı́on deMn3+:

BMn3+ = B0 + λMn3+MMn3+ + λMn3+−Mn4+MMn4+, (5.14)

de igual maneira para oMn4+:

BMn4+ = B0 + λMn4+MMn4+ + λMn3+−Mn4+MMn3+, (5.15)

ondeλMn3+ e λMn4+ representam os acoplamentos intra-redes, ou seja, interação no interior

de cadasubrede deMn; λMn3+−Mn4+ simboliza o acoplamento inter-redes, ou seja, interação

entre as respectivas subredes deMn3+ e Mn4+
(

λMn3+−Mn4+
〉
0 significa um acoplamento fer-

romagńetico eλMn3+−Mn4+
〈
0, um acoplamento antiferromagnético

)
. Hcc é a contribuiç̃ao do

campo cristalino com simetria cúbica doı́on Pr3+. A forma deHcc depende da escolha dos



Cap. 5 Um Modelo para a Série Pr1−xCaxMnO3 ... 80

eixos. Se consideramos que o eixozcoincide com a direç̃ao cristalina(100) (ı́ndices de Miller)

temos [111]:

Hcc = W

{
(

X
F4

)(Oo
4 +5O4

4)+(
1−|X|

F6
)(Oo

6 +21O4
6)

}
, (5.16)

ondeO0
4, O4

4, O0
6 e O4

6 são os operadores de Stevens para uma simetria cúbica [112], e s̃ao

mostrados na tabela 5.3. Os ditos operadores se utilizam para quantificar o efeito do campo

cristalino sobre a magnetização, pois como conseqüência do campo cristalino surge oquench-

ing, ou seja, atenuação do momento angular, e da magnetização.W, X, F4 e F6 são par̂ametros

que t̂em as seguinte relações:

Bo
4F4 = WX e Bo

6F6 = W(1−|X|) (5.17)

ou

X
1−|X|

=
F4Bo

4

F6Bo
6
, (5.18)

com−1 < X < 1, Bo
4 e Bo

6 são par̂ametros que aparecem numa notação alternativa para a Eq.

(5.16):

Hcc = Bo
4(O

o
4 +5O4

4)+Bo
6(O

o
6 +21O4

6), (5.19)

poŕem, os ćalculos dos fatoresBo
4 e Bo

6 envolvem um alto grau de imprecisão – pois estes

par̂ametros cont̂em termos com< rn >, raio iônico den−ésima ordem, assim como fatores

de blindagem eletrônica– se utilizando na literatura a relação (5.18), visto que a razão deBo
4 e

Bo
6 não tem igual dificuldade [111]. Os cálculos realizados por K. R. Lea, M. J. M. Leask e W. P.

Wolf constituem umáotima ref̂erencia para os valores destes parâmetros [113]. Para o número
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Figura 5.4: Curvas experimentais deM vs. T, para oPr0.65Ca0.35MnO3, na presença de campos
magńeticos fracos. Observamos o desaparecimento da fase antiferromagnética e da fase com
ordenamento de cargas, as quais são evidentes com campos magnéticos superiores a 0,2 e 0,4
teslas, como foi mostrado na Fig. 5.1.

quântico de momento angular totalJ = 4, doPr3+, a dita refer̂encia indicaF4 = 60 eF6 = 1260.

Ent̃ao, tendo oPr3+ o dito ńumero qûanticoJ = 4 (de orbitalL = 5 e de spinS= 1), o sistema

composto deMn3+, Mn4+ e Pr3+ deve ser representado num espaço de Hilbert completo de

dimens̃ao 180x180, como se mostra na tabela 5.2: Para simplicar os cálculos, as simulaç̃oes

foram feitas com um hipotéticoJPr3+ = 3/2, dando um espaço de Hilbert completo 80x80. O ob-

Pr1−xCaxMnO3

Mn3+ Mn4+ Pr3+

S= 2 S= 3/2 J = 4
2S+1 = 5 2S+1 = 4 2J+1 = 9
SEH: 5x5 SEH: 4x4 SEH: 9x9

EHC: 180x180

Tabela 5.2: Spins doPr1−xCaxMnO3, com x = 0,35. O Mn apresenta valência mista. SEH
significa subespaço de Hilbert e EHC, espaço de Hilbert completo.
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Figura 5.5: Linha śolida: curva experimental paraPr1−xCaxMnO3 com x=0,35. Linha trace-
jada: simulaç̃ao computacional usando as matrizesE ’s, apresentadas no Cap. 4 e considerando
a relaxaç̃ao docut−o f f de Tsallis, ou seja, as matrizesE R’s. O valor deq é 0,55.

jetivo do modelo apresentadoé mostrar como a relaxação docut-off de Tsallis d́a origem a uma

queda da magnetização a baixas temperaturas. Então, a Fig. 5.4 mostra curvas experimentais da

magnetizaç̃ao na presença de campos magnéticos fracos, ou seja,B0 = 0,4 e 0,2 teslas. Nota-se

o desaparecimento dos picos que assinalam a fase antiferromagnética, assim como a fase com

ordenamento de cargas, este comportamento só se manifesta com fracos campos magnéticos

aplicados. A Fig. 5.5 mostra a comparação experimental e computacional usando o modelo

das matrizes densidade de quase-probabilidade não-extensivaE R’s. Cada curva tem valores

de campo magńeticoB0 = 0,4; 0,2 e 0 teslas respectivamente. Adicionalmente, mostraremos

que este modelo tambem pode ser aplicado nas curvas experimentais obtida por I. G. Deac, J.

F. Mitchell e P. Schiffer com oPr0.7Ca0.3MnO3. Na Fig. 5.6 temos uma curva experimental

de M vs. T, sob a aplicaç̃ao de 0,07 teslas reproduzida de [99]. Na Fig. 5.7 temos o gráfico

de M vs. T para igual modelo téorico da Fig. 5.5. Esse gráfico nos sugere, mais uma vez,
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X ≡ J(J+1) eJ± ≡ Jx± iJy

O0
4 = 35J4

z − (30X−25)J2
z +3X2−6X

O4
4 = 1

2(J4
+ +J4

−)

O0
6 = 231J6

z − (315X−735)J4
z +(105X2−525X +294)J2

z −5X3 +40X2−60X

O4
6 = 1

4(11J2
z − (X +38))(J4

+ +J4
−)+(J4

+ +J4
−)(11J2

z − (X +38))

Tabela 5.3: Operadores de Stevens para uma Simetria Cúbica. J é o numero qûantico de mo-
mento angular total,Jx, Jy e Jz são as componentes do operador momento angular total,J± são
os operadores de criação (+) e aniquilaç̃ao (-), respectivamente.

que a relaxaç̃ao docut-off dá origemà queda da magnetização a baixas temperaturas, para o

Pr0.70Ca0.30MnO3. O modelo das matrizesE R’s sugere que a mecânica estatı́stica ñao-extensiva

pode nortear o estudo das manganitas (istoé de vital import̂ancia pois existe um consenso na

comunidade cientı́fica de que entender as manganitas permitirá uma melhor compreensão das

perovskitas supercondutoras de altaTC, temperatura de transição do ferromagnetismo ao para-

magnetismo).

Este caṕıtulo mostrou um modelo fenomenológico que explica a anomalia da magnetização

na śeriePr1−xCaxMnO3 comx= 0,30−0,50 na presença de baixos campos magnéticos aplica-

dos, atrav́es de quase-probabilidades não-extensivas. S̃ao as probabilidades adicionais obtidas

a partir da relaxaç̃ao docut-off de Tsallis, que formam a fase metaestável irreverśıvel ferro-

magńetica, aṕos a aplicaç̃ao de um campo magnético externo. A concord̂ancia qualitativa entre

a simulaç̃ao computacional e a curva experimental sugere, além dos muitos ind́ıcios que existem

na literatura cientı́fica, de que as manganitas apresentariam não-extensividade magnética.
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Figura 5.6: Curva experimental medida por I. G. Deac, J. F. Mitchell e P. Schiffer [99].M vs.
T para oPr0.70Ca0.30MnO3, usando ZFC.
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Figura 5.7: Simulaç̃ao deM vs. T para valores deq igual a 0,59 e 0,61. Nota-se semelhança
com oPr0.70Ca0.30MnO3, da Fig. 5.6.



Caṕıtulo 6

Conclus̃oes e Perspectivas

Nesta tese se estudaram osóxidos de mangan̂es, mais conhecidos como manganitas, da

série Pr1−xCaxMnO3, com x = 0,30− 0,50. O uso da meĉanica estatı́stica ñao-extensiva se

mostra adequado para uma descrição qualitativa destes materiais. Após a pesquisa destes com-

postos, apresentamos duas contribuições para o estudo destes compostos. Em primeiro lugar,

encontramos um novo ḿetodo para calcular os valores médios qûanticos de sistemas compos-

tos. E, por outro lado, fornecemos um procedimento fenomenológico que explica de maneira

qualitativa o comportamento experimental da magnetização na śerie Pr1−xCaxMnO3, com as

ditas concentraç̃oes acima mencionadas.

Os ćalculos dos valores ḿedios qûanticos, para um sistema compostoA+B, nos subespaços

de Hilbert, com o ḿetodo das matrizesE ’s, concordam com os cálculos no espaço de Hilbert

completo do dito sistema fı́sico. Este ḿetodoé diferente ao procedimento que seria natural na

meĉanica estatı́stica ñao-extensiva. A ańalise da passagem formal, um cálculo anaĺıtico no caso

geral, e ańalise mateḿatica, dois ćalculos analı́ticos em casos especı́ficos, mostram que as ma-

trizesE ’s são, de fato, objetos fı́sicos importantes para encontrar as médias qûanticas quando se

estudam sistemas compostos. Como conseqüência das matrizesE ’s, temos que as distribuições

85
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escort śo podem ser usadas no espaço de Hilbert completo, mas não nos subespaços de Hilbert.

A respeito do modelo fenomenológico, esta tese mostrou – através da relaxaç̃ao docut-off

de Tsallis, e o conseguinte surgimento das distribuições de quase-probabilidade não-extensiva

– que a meĉanica estatı́stica ñao-extensiváe uma guia para o estudo dosóxidos de man-

gan̂es. Neste sentido, esta tese reforça as evidências que assinalam um comportamento não-

extensivo nas manganitas [2, 3, 4]. O dito modelo fenomenológico, usado para estudar a série

Pr1−xCaxMnO3, com x = 0,30− 0,50 (e outros compostos, Cap. 5, p. 73), tem boa con-

cord̂ancia experimental.

A respeito das perspectivas dos temas abordados neste trabalho, podemos dizer que a

enorme quantidade de trabalhos cientı́ficos, referentes̀a meĉanica estatı́stica ñao-extensiva,

sugere que esta teoria possa serútil no controle e explicaç̃ao de alguns fen̂omenos an̂omalos.

Futuros trabalhos podem considerar um desdobramento de campo cristalino de simetria tetra-

gonal, assim como outras contribuições adicionais. O modelo de Oguchi pode ser substituı́do

por teorias como a aproximação de acoplamento constante ou a aproximação de campo ḿedio

Bethe-Peierls-Weiss. O uso do modelo de Potts, que generaliza o modelo Ising, também seria

uma interessante extensão deste trabalho. Espera-se que esses modelos mais sofisticados, junto

com a meĉanica estatı́stica ñao-extensiva, consigam explicar, por exemplo, as fases antiferro-

magńetica e com ordenamento de cargas da série de manganitas estudada nesta tese. Final-

mente, ośoxidos de mangan̂es – possivelmente formando parte de heteroestruturas artificiais –

desempenharão um papel fundamental na atual mudança tecnológica, ou seja, a nanotecnolo-

gia. Além do grande interesse dos pesquisadores, existe um forte apoio econômico das aĝencias

financiadoras de pesquisa [114].



Apêndice A

Magnetoresist̂encia e Pirocloros

Neste ap̂endice, com fins ilustrativos, se expõem algumas das caracterı́sticas do fen̂omeno

de magnetoresistência. Igualmente se mostra a estrutura cristalina tipo pirocloro que

apresentam algumas manganitas.

A.1 Magnetoresist̂encia Normal

A magnetoresistêncianormal – termo usado por J. Ĺopezet al. [115] – consiste na

mudança nos valores da resistência eĺetrica de um material, ao se aplicar um campo magnético

externo. O exemplo mais elementar de magnetoresistênciaé a magnetoresistência transversal

associada ao efeito Hall clássico, descoberto pelo próprio E. Hall, em 1879. As aplicações si-

multâneas num condutor de um campo elétrico (a trav́es de uma correnteI ) na direç̃aox, e um

campo magńetico na direç̃aoz provocam o surgimento de um outro campo elétrico na direç̃ao

y. Isto se devèa forca de Lorentz, a qual age sobre os elétrons que se movimentam ao longo do

eixox. Este novo campo elétrico da origem̀a voltagem Hall. A respeito deste efeito, a Fig. A.1

é ilustrativa. A mediç̃ao desse parâmetro permite realizar, por exemplo, o mapeamento da su-

perf́ıcie de Fermi. A realizaç̃ao da experîenciaé feita a temperatura ambiente, e aplicação de
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campo magńeticos menores de 1 T.

Figura A.1: Arranjo experimental para o efeito Hall clássico. O volt́ımetro VH detecta a volta-
gem Hall.

Por outro lado, em 1980, Klaus von Klitzing – ao estudar materiais que possuem elétrons

altamente ḿoveis ao longo de uma superfı́cie, e usando baixı́ssimas temperaturas, mais campos

magńeticos potentı́ssimos (∼30 T) – descobriu o efeito Hall quântico, no qual a resistência Hall

não varia de forma linear, senãoem saltos, segundo o campo magnético aplicado. Os valores de

resist̂encia ñao dependem do material, mas sim de constantes fı́sicas fundamentais divididas por

um inteiro. O material torna-se uma espécie de supercondutor. Assim surgiu um novo padrão de

resist̂encia internacional: 1 klitzing, definida como a freqüência Hall no quarto salto(h/4e2).

Por outro lado, tamb́em, existe o efeito Hall an̂omalo encontrado em materiais magnéticos.

A voltagemé proporcional̀a magnetizaç̃ao. Esta t́ecnicaé útil, por exemplo, na medição da

histerese magńetica. Enfim, foi anunciada em março de 2005 a descoberta do efeito spin-

Hall [116]. Entretanto, esse fenômeno ñao pode ser considerado magnetoresistência, pois ñao

produz o aparecimento de uma voltagem transversal, e tampouco precisa de campos magnéticos

externos.
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A.2 Magnetoresist̂encia Gigante

Em 1988, Ḿario Baibichet al. descobriram o efeito de magnetoresistência gigante, MRG.

O trabalho foi publicado no periódico Physical Review Letters[117]. Usaram as super-redes

(001)Fe/(001)Cr preparadas com epitaxia por feixe molecular. A magnetoresistência que

mediram era diminúıda por um fator 2. O trabalho do grupo de G. Binash foi o primeiro a con-

firmar a importante descoberta [118]. Coincidentemente, os dois grupos usaram camadas deFe

e Cr. Didaticamente, podemos dizer que se empregaram estruturas formadas por sanduı́ches

de Fe recheadosde uma camada de três átomos deCr. Foram aplicados diferentes cam-

pos magńeticos, e medidos os valores de resistência eĺetrica. Quando as camadas de fora do

sandúıche estiverem com alinhamento magnético contŕario um ao outro, a estrutura tem alta re-

sist̂encia eĺetrica. Caso o alinhamento seja paralelo, a resistência seŕa menor, aproximadamente

a metade da configuração anterior. A Fig. A.2 exibe as camadas deFeeCr.

O experimento de MRǴe ańalogo ao experimento de polarização, pois a primeira camada

magńetica permite o f́acil passo de elétrons em estado de spinsomente sea segunda camada

magńetica estiver alinhada. Assim, esse canal de spins atravessa facilmente a estrutura e a

resist̂enciaé baixa. Poŕem, se a segunda camada magnética ñao estiver alinhada, o canal de

spin ñao atravessará a estrutura, e a resistência seŕa alta.

Por outro lado, além da MRG detectada em multicamadas, existe a chamada MRG granu-

lar, a qual se apresenta em sólidos granulares1 Geralmente, a MRG se observa em matrizes

deCu contendo gr̃aos deCo (sabe-se que os ditos elementos são imisćıveis, é dizer ñao po-

1Sistemas artificiais nos quais os grãos s̃ao constitúıdos por elementos magnéticos (Fe, Ni ou Co), e est̃ao
embutidos numa matriz metálica ñao magńetica (Cu, AgouAu ).
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dem formar ligas metálicas. No entanto os sólidos granulares ñao atingem os valores de forte

mudança que experimentam as multicamadas que apresentam a MRG. A Tese de Doutorado de

Júlio Criginski Cezar fornece maiores detalhes em torno deste assunto [119].

A magnetoresistência gigante começou a ser aplicada em 1994, na indústria automo-

bilı́stica como sensor para sistemas de freios. Hoje em dia, a MRG se utiliza na maioria dos

cabeçotes de leitura nos discos rı́gidos dos computadores. A spintrônica, ou eletr̂onica de spin,

tem se desenvolvido a partir da descoberta da MRG. As válvulas de spin s̃ao estruturas em

que uma camada se movimenta num campo, enquanto outra não. Existem v́arios esquemas

de v́alvulas de spin, baseados principalmente no fenômeno deexchange bias(o qual consiste

num deslocamento do ciclo de histerese que acontece nainterfaceentre filmes ferromagńeticos

e antiferromagńeticos. Isto se deveriàa interaç̃ao de troca na dita interface). O interesse em

filmes que apresentam este fenômenoé que o deslocamento pode ser interessante para controlar

a magnetizaç̃ao em instrumentos tecnológicos.

Figura A.2: Esquema usual para mostrar a MRG: o chamadosandúıchedeFe recheado deCr.



Ap. A: Magnetoresistência e Pirocloros 91

A.3 Magnetoresist̂encia Colossal

Como j́a mencionado no Cap.2, a MRC representa uma caracterı́stica importante das

manganitas perovskitas, a qual impulsionou as pesquisas destes materiais, após a descoberta

experimental, em 1993, por S. Jinet al. em filmes finos. Na situação atual das pesquisas,

parece que estesóxidos apresentam a MRC na vizinhança de uma transição metal-isolante. Em

tal vizinhança, os elétrons de condução s̃ao espalhados por flutuações magńeticas. A aplicaç̃ao

de um campo magnético externo elimina as flutuações. Isto provoca a redução do espalhamento

e, portanto, a redução da resistividade elétrica. A Fig. A.3 exibe um esquema em torno deste

assunto (nota-se que, em altas temperaturas, a resistividade diminui, sendo este um comporta-

mento caracterı́stico dos semicondutores ). No entanto, segundo C. N. R. Rao [59], o conjunto

Figura A.3: Esquema da MRC. Na ausência de um campo magnético temos as flutuações de
spin. A aplicaç̃ao de um campo externo cancela tais flutuações, em conseqüência temos a
diminuição da resistividade elétrica.

de propriedades que traz consigo o ordenamento de cargas nas manganitas tem desviado a

atenç̃ao dos pesquisadores do fenômeno de MRC.
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A.4 Manganitas Pirocloros

As manganitas mais estudadas, na atualidade, são as manganitas que apresentam a es-

trutura perovskita. Entretanto, existem outras estruturas cristalinas para as manganitas. Um

exemplo muito conhecido são as manganitas de fórmula geralX2Mn2O7 (X = T l, In, Y). Elas

têm uma estrutura cristalina do tipo pirocloro (com grupo espacialO7
h,Fd3m). Ver a Fig. A.4,

tomada de [120]. Este tipo de arranjo consiste de duas subredes. A subredeMnO(1)6/2 –

Existem dois tipos de oxiĝenios cristalograficamente diferentes [121]. O sı́mboloO(1) indica

o oxigênio na subrede (1),idemparaO(2). – forma octaedros de oxigênio, com o manganês

no centro, igual como nas perovskitas, conectados entre si sob a forma de anéis. A subrede de

X2O(2) passa entre os anéis formados pela subrede deMnO(1)6/2. A simetria globaĺe ćubica.

O par̂ametro de rede aproximadamenteé 10Å.

A manganitaT l2Mn2O7 é importante, pois apresenta MRC em torno da temperatura de

transiç̃ao FM-PM, TC ∼ 120 K. Ver o trabalho de Y. Shimakawaet al. [122]. E por fim,

uma caracterı́stica muito conhecida na literatura: muitas manganitas pirocloros apresentam alta

frustraç̃ao magńetica geoḿetrica.
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Figura A.4: Manganita do tipo pirocloro. Nota-se o anel de octaedros da subredeMnO(1)6/2
atravessando a subredeX2O(2)



Apêndice B

Algumas Entropias Usuais na Literatura
Cientı́fica

Hoje em diáe consenso na comunidade cientı́fica que existem v́arios problemas anômalos,

os quais a estatı́stica de Boltzmann-Gibbs não consegue explicar [10]. Neste capı́tulo,

mostra-se uma evolução hist́orica de algumas id́eias que levaram̀a construç̃ao de conceitos im-

portantes na estatı́stica, por exemplo, o de entropia. Importantes referências, nesse sentido, são

os trabalhos de A. Isihara [123] e D. Flamm [125]. Se mostram, também, v́arias entropias que

têm tido sucesso nas respectivasáreas nas quais são aplicadas. Então, a seguir temos, crono-

logicamente, v́arias id́eias que s̃ao de relev̂ancia na estatı́stica:

• Em 1763, d́a-se a conhecer o trabalho de Tomas Bayes, um caso especial do agora

chamado teorema de Bayes, que inicia a teoria de probabilidade bayesiana, usualmente

conhecida como probabilidadea posteriori.

• Em 1738, Daniel Bernoulli apresentou uma derivação das Leis dos gases a partir de um

modelo de bolas de sinuca. Considerou que o gás estava formado por um grande número

de pequenas particulas, se movimentando rapidamente.

94
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• Em 1814, Pierre Simon Laplace publica “Essai philosophique sur les probabilités”, livro

importante que deu a conhecer o cálculo de probabilidades. A probabilidadea priori se

conhece como probabilidade de Laplace.

• Em 1860, James Clerk Maxwell publicou o importante artigoIllustration of the Dynami-

cal Theory of Gases, na revistaThe Philosophical Magazine. A inovaç̃ao, que introduziu

Maxwell, foi considerar um movimento aleatório para as moleculas de um gás. Antes

desse trabalho o usual era considerar velocidades uniformes para as moleculas de um gás.

• Em 1865, R. Clausius deu a conhecer a entropia termodinâmica.

• Em 1876, Josiah Willard Gibbs publicou um importante artigo [124], o qual o levou a ser

considerado um dos fundadores da termodinâmica. Tamb́emé conhecido como o pai da

fı́sico-qúımica, e pioneiro do princı́pio de ḿaxima entropia.

• Em 1877, Ludwig Boltzmann apresentou uma expressão probabiĺıstica para a entropia.

• Entre 1901-1903, independentemente de L. Boltzmann e J. W. Gibbs, Albert Einstein for-

mulou uma meĉanica estatı́stica cĺassica, obtendo os mesmos resultados dos mencionados

autores. Suas idéias de obter a mecânica estatı́stica a partir da din̂amica, e algumas dis-

cord̂ancias com a estatı́stica de Boltzmann, têm inspirado cientistas, ao longo de décadas

at́e hoje [12], na busca de uma mecânica estatı́stica generalizada, na qual a estatı́stica

Boltzmann-Gibbs seja um caso particular.

• Em 1902, Josiah W. Willard Gibbs revisou as relações entre as leis da termodinâmica e a

teoria estatı́stica de movimento molecular.
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• Em 1920, Wilhem Lenz prop̂os o chamado modelo de Ising. Em 1925, Ernst Ising dis-

cutiu os pormenores do modelo para uma cadeia linear. E em 1942, Lars Onsanger apre-

sentou a soluç̃ao exata para o modelo de Ising bidimensional. Ler o excelente artigo de

revis̃ao hist́orico de S. G. Brush [126].

• Em 1925, Ronald Aylmer Fisher criou uma medida de informação alternativa, dentro da

teoria de infer̂encia estatı́stica, para medir incerteza sobre um espaço ordenado.

• Em 1937, Paul Ĺevy introduziu as distribuiç̃oes de Ĺevy [129], as quais s̃ao comuns

na natureza. Alguns especialistas consideram que os probabilistas clássicos conheciam,

há mais de 60 anos, a distribuição da meĉanica estatı́stica ñao-extensiva, na forma de

distribuiç̃oes infinitamente diviśıveis, ou seja, distribuiç̃oes de Ĺevy.

• Em 1946, Nikolai Nikolaevich Bogolyubov apresentaProblems of Dynamical Theory

in Statistical Physics, onde generaliza a equação de Boltzmann, através da equaç̃ao de

Liouvillethe, invariante de tempo reverso. Este trabalho teria esclarecido a estructura

interna da meĉanica estatı́stica.

• Em 1948, Claude Elwood Shannon criou a entropia informacional, a qual passou a ser

considerada como uma medida da informação contida numa mensagem.

• Em 1951, Solomon Kullback e Richard Leibler deram a conhecer a entropia Kullback-

Leibler.

• Em 1957, Edwin Thompson Jaynes publicou seus primeiros artigos na teoria da informação

[131]. A import̂ancia deles vem do fato que Jaynesreformulou a meĉanica estat́ıstica
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em funç̃ao de distribuiç̃oes de probabilidade, as quais são derivadas da utilizaç̃ao do

Prinćıpio de Ḿaxima Entropia. Isto simplificou a mateḿatica usada, e permitiu extensões

fundamentais da teoria.

• Em 1957, Aleksandr Yakovlevich Khinchin propôs 4 axiomas que toda entropia deveria

satisfazer [132].

• Em 1958, Andrei Nikolaevich Kolmogorov formulou o trabalho original, e em 1959

Yakov G. Sinai melhorou o que seria conhecido como a entropia Kolmogorov - Sinai.

• Em 1960, Herbert B. Callen publicou seu famoso livro [133], acerca de um ponto de

partida na base depostuladospara a construç̃ao da termodin̂amica.

• Em 1961, Alfred Ŕenyi - na palestra “On measures of entropy and information” [134] -

apresentou a sua entropia, hoje em dia amplamente usada pela comunidade matemática.

• Em 1967, Leo P. Kadanoff dá a conhecer as idéias b́asicas da teoria de escala. A dita

teoria fornece a base conceitual do Grupo de Renormalização, ferramenta muitóutil para

descrever os fen̂omenos cŕıticos. O Grupo de Renormalização tem por objeto a análise de

uma transformaç̃ao de escala, a qual se obtém pela eliminaç̃ao de graus de liberdade do

sistema. Ver o artigo de revisão, em 2005, de U. Schollẅock [135].

• Em 1974, Kenneth Wilson, com a sua solução ao problema de Kondo, consolidou as

idéias de Grupo de Renormalização.

• Em 1988, Constantino Tsallis propôs a meĉanica estatı́stica ñao-extensiva [77], como

posśıvel generalizaç̃aoà estat́ıstica de Boltzmann-Gibbs. Mas, com o decorrer dos anos,
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essa vers̃ao foi modificada, surgindo a 2a. e 3a. vers̃oes [11].

• Em 1992, Steven R. White e R. M. Noack desenvolveram o algoritmo do Grupo de

Renormalizaç̃ao da Matriz Densidade, o qual permite calcular as propriedades fı́sicas

de sistemas qûanticos com um espaço de Hilbert dimensionalmente grande. Considera-se

como o mais potente ḿetodo nuḿerico para a abordagem de sistemas de muitos corpos.

• Em 2003, Christian Beck e E. G. D. Cohen lançaram a teoria super estatı́stica [12]. Neste

modelo se mostra que a estatı́stica de Tsalliśe recuperada a partir da distribuiçãoχ2.

B.1 Entropias Aplicadas com Sucesso em DiferenteśAreas
da Ciência

Na atualidade, o termo entropia tem diferentes significados e aplicações em v́arias disci-

plinas cient́ıficas como: Termodin̂amica, Meĉanica Estatı́stica, Teoria da Informação, Rob́otica,

Mateḿatica Pura (Fractais) etc. A seguir se mostra um resumo de algumas importantes en-

tropias (a entropia Havrda & Charvat - Daróczy - Tsallis seŕa apresentada na próxima seç̃ao).

B.1.1 Entropia Termodinâmica

O termo entropia foi introduzido em 1865, pela primeira vez, por R. Clausius, quem

definiu a variaç̃ao da entropia de um sistema termodinâmico (durante um processo reversı́vel

no qual uma quantidade de calor,∆Q, é aplicada a temperatura absoluta) como:

∆S=
∆Q
T

. (B.1)

R. Clausius deu este nome de entropia a causa de sua origem grega “transformação”. Contudo,

a contribuiç̃ao de R. Clausius foi empı́rica. O teorema de inacessibilidade de C. Caratheodory
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é o que justifica, a rigor, a existência da entropia na termodinâmica [136].

B.1.2 Entropia Boltzmann-Gibbs

Em 1877, L. Boltzmann publicou o paperOn the relation between the second law of

the mechanical theory of heat and the probability calculus with respect to the theorems on

thermal equilibrium. Neste artigo, L. Boltzmann apresentou uma expressão probabiĺıstica para

a entropia. Ver, a este respeito, a revisão hist́orica da f́ısica estatı́stica elaborada por D. Flamm

[125]. Atualmente, a entropia de Boltzmanné escrita como:

S= kBLnΩ, (B.2)

ondekB é a constante de Boltzmann, eΩ é o numero de microestados que são consistentes com

o estadomacrosćopico. Um macroestadóe determinado por um número pequeno de variáveis

macrosćopicas, por exemplo, volume, pressão e temperatura. Um microestado, por outro lado,

especifica-se pelas cooordenadas de posição e momento linear de todas as moleculas do sis-

tema. Historicamente, Boltzmann com o objetivo de obter um número finito de microestados,

introduziu celulas no espaço de fases. O dito cientista pode ser considerado como o fundador

da meĉanica estatı́stica, a qual descreve sistemas termodinâmicos usando o comportamento es-

tat́ıstico de seus constituintes. A fórmula (B.2) relaciona a propriedade microscópica do sistema

Ω a uma de suas propriedades termodinâmicas, a entropiaS. Sob a definiç̃ao estat́ıstica de en-

tropia, a 2a. Lei da Termodin̂amica estabelece que a desordem num sistema isolado tende a

crescer. As contribuiç̃oes de J. W. Gibbs – esclarecendo o conceito de entropia, na base de

diagramas de fase, nos quais a entropia e temperatura são considerados como coordenadas –

fizeram com que a seguinte entropia fosse chamada, merecidamente, entropia de Boltzmann-
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Gibbs:

S=−kBTr(ρLnρ). (B.3)

J. von Neumann desenvolveu o formalismo quântico para esta entropia. Por tal motivo, também

se a conhece como entropia de von Neumann.

B.1.3 Entropia de Shannon

Em 1948, C. E. Shannon, conhecido como “o pai da teoria da informação”, definiu uma

medida da informaç̃ao [130], chamada de entropia:

H =−
N

∑
i=1

piLog2pi , (B.4)

a qual determina o grau de caoticidade de uma distribuição de probabilidadepi . Este par̂ametro

se emprega na determinação da capacidade necessária de um canal para transmitir uma dada

informaç̃ao. Em outras palavras, mede a média de bits necessária para representar um conjunto

de valores, com probabilidades distintas. Na literatura,às vezes, esta entropia junto com a da

subseç̃ao anterior se engloba com o nome de entropia Boltzmann-Gibbs-Shannon. Isto se deve

à conex̃ao entre a entropia termodinâmica e a entropia informacional, como será argumentado

no final desta seção.

B.1.4 Entropia de Grupo Quântico

Em 1997, S.Abe apresentou a chamada entropia de grupo quântico [137]. Este autor usou o

chamadoq-cálculo, sendo importante oq-diferencial:

d f(α)

d(α;q)
≡

f(qα)− f(q−1α)

qα−q−1α
(B.5)
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ondeα é uma varíavel. A equaç̃ao anterioré de vital import̂ancia para se obter a seguinte

fórmula da entropia:

S=−
N

∑
i=1

pq
i − p−q

i

q−q−1 (B.6)

a qual possui invariânciaq↔ q−1. O nome de grupo quântico se deve a que no estudo de grupos

quânticos se usa comumente a fórmula:

[
A
]
q≡

qA−q−A

q−q−1 , (B.7)

onde
[
A
]
q é uma quantidade fı́sicaq−deformada, eA é uma grandeza fı́sica paraq = 1. Por

outro lado, existe uma conexão entre a entropia Havrda & Charvat - Daróczy - Tsallis,Sq, e a

entropia de grupo qûantico,S(ver na Seç̃ao 3.1 a definiç̃ao deSq):

S≡
(q−1)Sq− (q−1−1)Sq−1

q−q−1 . (B.8)

B.1.5 κ−Entropia

Em 2001, G. Kaniadakis propôs aκ−entropia [138], a qual, em variáveis discretas, pode

ser expressa como:

Sκ(p) =−kB

N

∑
i=1

piLnκ(pi), (B.9)

ondepi é uma distribuiç̃ao de probabilidade. Oκ−logaritmo se define como:

Lnκ(x) =
xκ −x−κ

2κ
. (B.10)

No limite κ → 0 se recupera a entropia Boltzmann-Gibbs. Aκ−entropia est́a relacionadàa

entropia Havrda & Charvat - Daróczy - Tsallis da seguinte forma (entenda-seSq como sendo
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Sq):

Sκ =
1
2

ακ

1+κ
Sq

1+κ
+

1
2

α−κ

1−κ
Sq

1−κ
+cte. (B.11)

B.1.6 Otimizaç̃ao da Entropia: Maximização e Minimização

Seguindo formulaç̃oes distintas [131, 139], Jaynes e Kullback propuseram princı́pios de

otimizaç̃ao da entropia. Para exemplos de aplicação em v́ariasáreas, ver o livro de J. N. Kapur

e H. K. Kesavan, assim como a publicação de S. C. Fang, J. R. Rajasekera e H. S. J. Tsao

[140, 141]. Como o prinćıpio de Jaynes já foi mencionado, diremos que o princı́pio de Kullback

envolve a busca pela distribuição de probabilidade mais próxima de uma outra distribuição a

priori , atrav́es daminimizaç̃ao de uma medida de divergência entre ambas. Tanto a medida

de Shannon como a de Kullback são funç̃oes de probabilidade intrinsecamente não-lineares.

Assim, os prinćıpios de Jaynes e Kullback se reduzem a problemas de programação ñao-linear

cuja soluç̃ao demanda um algoritmo de busca iterativa.

Finalizando esta seção,é importante mencionar que existe uma relação entre entropia nos

sentidos termodin̂amico e informacional. Essa relação se ilustra, geralmente, com o célebre

experimentogedankende J. C. Maxwell. Nessa experiência do pensamento, o demônio de

Maxwell (um ser imagińario) precisa de informações para diminuir a entropia termodinâmica.

O descarte dessas informações, ou seja, o apagamento da memória, para que novas observações

sejam feitas, dissipa energia. A aquisição das informaç̃oes aparentemente não provoca tal

dissipaç̃ao (no entanto, isto aindáe tema de debate). Então, o gasto energético equilibra exata-

mente o ganho termodinâmico, que o dem̂onio alcançaria de outro modo. Essa explicação, do-

minante na literatura, foi proposta por C. Bennet em 1987. Exemplos de demônios de Maxwell
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reais acontecem em sistemas biológicos, tais como bombas iônicas que permitem funcionar

nosso sistema nervoso.

B.2 Superestat́ıstica

Os pioneiros desta teoria são G. Wilk e Z. Włodarczyk, que no ano 2000, pesquisando o

significado dóındice entŕopicoq, encontraram que as flutuações dos par̂ametros na exponencial

de Boltzmann (T por exemplo), paraq > 1, têm relaç̃ao com o mencionadóındice [142]. A

teoria superestatı́stica, proposta formalmente por C. Beck e E. G. D. Cohen em 2003 [12],é

uma superposiç̃ao de duas ou mais estatı́sticas diferentes. Uma, dada pelo fator de Boltzmann

ordinário, e outra dada por flutuações de grande escala de um ou vários par̂ametros intensivos.

Estes par̂ametros s̃ao indicados pela variávelβ , a qual pode representar: a inversa da tempera-

tura; um potencial qúımico, num sistema com contrações inomoĝeneas; um atrito efetivo con-

stante; a amplitude de um ruı́do perturbador; ou a energia de dissipação local, como no caso de

fluxos turbulentos. As correspondentes distribuições de probabilidades estacionárias se formam

como uma convoluç̃ao das v́arias estatı́sticas. Segundo E. G. Cohen todas as superestatı́sticas,

geralmente, possuem entropias não-aditivas e ñao-extensiva [143].

Um caso especial da superestatı́stica constitui a meĉanica estatı́stica ñao-extensiva, a

qual se forma para uma distribuição χ2; poŕem outras estatı́sticas generalizadas, também, s̃ao

posśıveis. Para entender as idéias de C. Beck e E. G. D. Cohen consideremos as distribuições

f(β ) e Hamiltonianos efetivos para sistemas dinâmicos complexos. SeE é a energia de um

microestado, pode-se definirB(E) como um fator de Boltzmann generalizado, para um sistema
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fora do equiĺıbrio:

B(E) =
∫ ∞

0
dβ f(β )e

−βE, (B.12)

este par̂ametro difere do fator de Boltzmann usual, o qual se recupera comf(β ) = δ(β−β0). Ime-

diatamente se reconhece queB(E) é a Transformada de Laplace da densidade de probabilidade

f(β ). Outros autores, que também trabalham com a mecânica estatı́stica ñao-extensiva, interpre-

tamB(E) como uma convoluç̃ao do fator de Boltzmann usual comf(β ) [144]. Por outro lado,

alguns crit́erios devem ser usados, para obter os casos fisicamente importantes:

1. f(β ) não pode ser qualquer função, tem que ser uma densidade de probabilidade normali-

zada. Como exemplo temos as distribuições Gaussiana, Uniforme,χ2, Log Normal etc.

Poŕem, tamb́em pode ser alguma densidade, por enquanto, desconhecida;

2. A nova estat́ıstica deve ser normalizada, ou seja, a integral
∫ ∞

0 B(E)dE deve existir. Isto

equivale a dizer, em geral, que a integral
∫ ∞

0 ρ(E)B(E)dE deve ser convergente.ρ(E) re-

presenta a densidade de estados; e

3. Qualquer nova estatı́stica deve se reduzir̀a estat́ıstica de Boltzmann-Gibbsse ñao tiver

flutuaç̃oes de quantidades intensivas.

Uma śerie de ćalculos analı́ticos para diferentes superestatı́sticas - assim como duas pro-

priedades relevantes, a média e a varîancia - podem ser encontrados no, já citado, artigo de

C. Beck e E. G. D. Cohen. Por outro lado, C. Tsallis e A. M. C. Souza argumentam que a

superestatı́stica necessita de princı́pios fundamentais [145], e fornecem uma derivação para a

teoria de Beck e Cohen. Uma relação das aplicaç̃oes com respeitòa superestatı́stica podem ser
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encontradas em [146]. Só para citar um exemplo, S. Rizzo e A. Rapisarda encontraram que a

superestatı́sticaχ2 descreve o comportamento das velocidades do fluxo de vento, no aeroporto

de Florença, Italia. Finalmente se deve mencionar o trabalho de Y. Ohtaki e H. Hasegawa, os

quais aplicam a superestatı́stica no estudo da econofı́sica [147].

Este ap̂endice mostrou as principais entropias, dentre uma pletora (aproximadamente 20

[7]) que atualmente existem. A conclusão evidentée que ñao h́a umaúnica entropia generali-

zada capaz de ser usada em todas asáreas da ciência (talvez ñao exista a universalidade da

entropia [143]). Cada entropia está restrita a certos ramos da ciência.



Apêndice C

Quest̃oes Abertas na Meĉanica Estat́ıstica
Não-extensiva

C.1 Matemática na Meĉanica Estat́ıstica Não-extensiva

A tualmente, existe uma linha de pesquisa criando uma matemática a ser usada, especial-

mente, na meĉanica estatı́stica ñao-extensiva. Por exemplo, E. P. Borges elaborou uma

q-álgebra a partir das seguintes equações [148, 149]:

eX
q eY

q = eX+Y+(1−q)XY
q e (C.1)

Lnq(XY) = LnqX +LnqY +(1−q)LnqXLnqY (C.2)

Assim, o mencionado autor generaliza a operação soma, propondo aq-soma:

X⊕qY ≡ X +Y +(1−q)XY. (C.3)

para q = 1,
⊕

1, recuperamos a usual operação de adiç̃ao. Do mesmo modo, temos aq-

subtraç̃ao:

X	qY ≡ X−Y
1+(1−q)Y

, (C.4)

106
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o q-produto:

X⊗qY =
{

Xq−1 +Yq−1−1

} 1
q−1

, (C.5)

e aq-divisão

X�qY ≡
[
X1−q−Y1−q +1

] 1
1−q

+
. (C.6)

O simbolo[...]+ indica que a expressão contida tem que ser positiva. No que segue, analisamos

a operaç̃aoq-produto, a qual se afirma que seja idônea para ńumeros, por exemplo elementos

matriciais. E que esta operação poderia ser aplicada no estudo de sistemas dinamicamente

independentes,H = HA + HB. Uma ŕapida ańalise mostra que a Eq. (C.5) foi inspirada na

seguinte equação:

Γi =
{

1− (1−q)β ′Hi

} 1
q−1

=
{(

[1− (1−q)β ′HA
i ]

1
q−1

)q−1

+(
[1− (1−q)β ′HB

i ]
1

q−1

)q−1

−1

} 1
q−1

, (C.7)

sendo aplićavel inclusive para operadores. Mas esta equação ñao cont́em as matrizes densi-

dades, pois faltam os fatores denormalizaç̃ao. Com o objetivo de expressá-la em funç̃ao de

matrizes densidade, esta equação torna-se:

Γi/Zq =
{[

1− (1−q)β ′Hi

] 1
q−1

}/
Zq =

{[
(ΓA

i )q−1 +(ΓB
i )q−1−1

] 1
q−1

}/
Zq, (C.8)

onde, aĺem da funç̃ao partiç̃ao, introduzimos os parâmetros:

ΓA
i =

{
1− (1−q)β ′HA

i

} 1
q−1

e ΓB
i =

{
1− (1−q)β ′HB

i

} 1
q−1

. (C.9)

Assim sendo, elaboramos a fórmula final:

ρ
(A,B)
i =

{
(ρA

i )q−1Zq−1
A +(ρB

i )q−1Zq−1
B −1

} 1
q−1

. (C.10)
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Uma daśultimas publicaç̃oes, a respeito da linha de pesquisa já mencionada,́e o trabalho

de Nikos Kalogeropoulos [150, 151], em que se apresentamÁlgebra e Ćalculo generalizados.

Contudo, este autor se inspira muito nas teorias de G. Kaniadakis, quem vem desenvolvendo

uma meĉanica estatı́stica com operaç̃oes mateḿaticas deformadas [13]. Assim, por exemplo,

temos a funç̃ao exponencial deformada:

expk(x) =
{√

1−x2κ2 +κx

} 1
κ

, (C.11)

e, da mesma maneira, o logaritmo deformado:

Lnk(x) =
xκ −x−κ

2κ
, (C.12)

quando o par̂ametro de deformação se aproxima de zero, recuperam-se as funções exponencial

e logaŕıtmica standard.

Os autores de estas operações mateḿaticas argumentam que essa teoria se aplica com

sucesso na Teoria da Relatividade Restrita [13]. G. Kaniadakis e A. M. Scarfone teriam

mostrado que aκ-entropia,Sκ(p) = −kB∑N
i=1 piLnκ(pi), satisfaria o crit́erio de Lesche, ou

seja, a robustez experimental [152].

C.2 A Mecânica Estat́ıstica Não-Extensiva sem Distribuiç̃oes
Escort, MENESDE

Se mantivermos a entropia Havrda & Charvat - Daróczy - Tsallis para um sistema com-

posto com duas componentes, então teŕıamos f́ormulas com quatro matrizes parciais1: as ma-

trizes parciaisρA e ρB (Eqs. (3.9)), assim como as matrizesEA e EB (eqs. (4.22)). Como

1É bom esclarecer que alguns especialistas consideram que 4 matrizes parcias não s̃ao nenhum problema, pois
se t̂em 2 matrizes no espaço completo,ρ e ρq.
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exemplo, temos as seguintes fórmulas:

SA = k
1−Tr(ρ

q
A)

q−1 e SB = k
1−TrB(ρq

B)
q−1 ,

< OA >= TrA(EAOA)
TrA(EA)

e < OB >= TrB(EBOB)
TrB(EB)

.
(C.13)

Como posśıvel soluç̃ao, para esta probleḿatica se apresenta a MENESDE. Na literatura, am-

plamente aceita-se que as distribuições escort s̃ao uma alternativa para a 3a. vers̃ao da meĉanica

estat́ıstica ñao-extensiva. Porém, usualmente se pensa nas conexões mostradas na seção 3.2. A

propostaé interpretarP (distribuiç̃aoo escort deρ de ordemq, ver a Eq. (3.44) como sendo

originada de a entropia sugerida por C. Tsallis, R. S. Mendes e A. R. Plastino em 1998 [11] (ver

a Eq. (3.48). Essa entropiaé conhecida na literatura como a entropia escort.

Não obstante, uma diferença existe com o modelo da entropia escort: no nosso modelo

não existe uma conexão f́ısica – atrav́es de matrizes densidade parciais – entre as distribuições

escort e a 3a. vers̃ao. Assim sendo, daqui em diante será mudada a notação. UsaremosP em

vez deP. A MENESDE postula a entropia do sistema completo como:

SM
q = SM = k

1−
[
Tr

(
P

1
q
)]−q

q−1
. (C.14)

Assim como tamb́em as entropias dos subsistemas:

SM
A = k

1−
[
TrA

(
P

1
q
A

)]−q

q−1
e SM

B = k
1−

[
TrB

(
P

1
q
B

)]−q

q−1
, (C.15)

com as matrizes parciais:

PA = TrB(P) e PB = TrA(P). (C.16)
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Portanto, considerando os respectivos vı́nculos de norma unitária e energia interna não-

extensiva:

Tr(P) = 1 e Uq = Tr(PH), (C.17)

maximiza-se a Eq. (C.14), produzindo a seguinte matriz densidade:

P =

[
1̂− (1−q)β ′H

] q
1−q

Zq
. (C.18)

Zq é a funç̃ao de partiç̃ao:

Zq = Tr

{
[1̂− (1−q)β ′H]

q
1−q

}
, (C.19)

e β ′ o par̂ametro enerǵetico:

β
′ =

β{
Tr(P

1
q)

}−q

+(1−q)βUq

. (C.20)

G. Kaniadakis menciona em [152] que a entropia escort (e conseqüentemente a entropia da

MENESDE) ñao pode ser expressa como o traço de algum logaritmo deformado. A entropia

de Ŕenyi e a entropia Landsberg-Vedral tampouco podem ser expressas como traços. Como

contra-exemplo temos a entropia Havrda & Charvat - Daróczy - Tsallis e a entropia de grupo

quântico (ver Eq. B.6).

Positividade e Concavidade na MENESDE

Toda entropia tem que cumprir as propriedades de Positividade e Concavidade. No que diz

respeitoà primeira propriedade, a entropia da MENESDE confirmam-na, até porque, em

prinćıpio, trata-se apenas de uma mudança de variáveis da entropia Havrda & Charvat - Daróczy
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- Tsallis. No que diz respeitòa segunda propriedade, temos que S. Abe – no contexto de

distribuiç̃oes escort – afirma que a entropia escort não satisfaz a concavidade [153]. Conside-

ramos que se ñao existem distribuiç̃oes escort – sendo esta uma possı́vel conseq̈uência desta tese

– os estudos com distribuições escort deveriam ser aprofundados. Assim sendo, a concavidade

na MENESDE torna-se um problema em aberto.

Didaticamente, temos que concavidade significa que a entropia deve satisfazer a seguinte

relaç̃ao:

SM
(ρ) ≥ µSM

(ρ ′) +(1−µ)SM
(ρ ′′), com ρ = µρ

′+(1−µ)ρ ′′ e 0≤ µ ≤ 1. (C.21)

Sabe-se que a estabilidade termodinâmica – quer dizer estabilidade diante de perturbações en-

erǵeticas –́e resultado da concavidade da entropia. A transcendência da concavidade para a Lei

Zero e a 2a Lei da Termodin̂amicaé salientada por C. Tsallis em [8].

Cálculo dos Valores Ḿedios Qûanticos na MENESDE

Na MENESDE, as f́ormulas dos valores ḿedios se definem de maneira padrão, assim como são

definidos na estatı́stica de Boltzmann-Gibbs. Este simples fato permite uma concordância com

o conceito de traço parcial. Assim, os valores médios para um sistema compostoA+ B, no

espaço de Hilbert completo (EHC), são dadas por:

< ÔA >= Tr(A,B)(PÔA) e < ÔB >= Tr(A,B)(PÔB), (C.22)

e nos respectivos subespaços de Hilbert (SEH):

< OA >= TrA(PAOA) e < OB >= TrB(PBOB). (C.23)
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ÔA e ÔB, como é usual, s̃ao operadores que representam observáveis no espaço de Hilbert

completo. OA e OB representam os observáveis nos subespaços de Hilbert. Por ser de inte-

resse experimental mostramos valores médios ñao-extensivos para um sistema composto de

três componentes2. Logo, as f́ormulas para as magnetizações s̃ao:

MA = TrA(gAPAJ z
A)

µB

mA
, MB = TrB(gBPBJ z

B)
µB

mB
e MC = TrC(gCPBJ z

C)
µB

mC
,(C.24)

e para as energias internas:

UA = TrA(PAHA), UB = TrB(PBHB) e UC = TrC(PCHC), (C.25)

onde, desta vez, temos que as matrizes parciais são:

PA = Tr(B,C)(P), PB = Tr(A,C)(P) e PC = Tr(A,B)(P). (C.26)

Rever o final da subseção 3.2.1, a respeito dos parâmetros que aparecem nas fórmulas das

magnetizaç̃oes e energias internas não-extensivas.

Na MENESDE, a Aditividade da Energia Interna é Postulada

ou Obtida Teoricamente?

Caso o Hamiltoniano seja aditivo, então a energia interna tem que ser, necessariamente, aditiva,

sem considerar se os sistemas são dinamicamente independentes ou correlacionados. Assim,

dado o Hamiltoniano de um sistema compostoH = HA +HB, temos o valor ḿedio no EHC:

U(A,B) = Tr(A,B)(PH) = Tr(A,B)(PHA)+Tr(A,B)(PHB) = UA +UB. (C.27)

Nos subespaços de Hilbert, temos:

U(A,B) = TrA(PAHA)+TrB(PBHB) = UA +UB. (C.28)

2A generalizaç̃ao para N componentesé imediata.



Ap. C: Questões Abertas na Mecânica Estatı́stica Não-extensiva 113

A aditividade da energia interna surge, além da aditividade do Hamiltoniano, da propriedade de

linearidade do traço parcial, ou seja, Tr

(
αX +βY

)
= αTr

(
X

)
+βTr

(
Y

)
. O trabalho de C.

Ou e J. Chen tem uma outra visão téorica em que a energia interna não é aditiva [154]. Estes

autores consideram que a aditividade da energia interna, na mecânica estatı́stica ñao-extensiva,

quebra o prinćıpio de conservaç̃ao da energia; assim como entra em contradição com a Lei

Zero da Termodin̂amica. Na mesma linha de pesquisa, Q. A. Wanget al. propuseram uma

pseudo-aditividade para a energia[155].

Independência Estat́ıstica na MENESDE

Na MENESDE ñao existe independência estatı́stica para sistemas dinamicamente indepen-

dentes. A matriz densidade determina uma correlação intŕınseca, devido a ser uma distribuição

do tipo lei de pot̂encia. Contudo, quando assumirmos a independência estatı́stica, atrav́es de

P
1
q

(A,B) = P
1
q
A⊗P

1
q
B , ter-se-́a uma f́ormula de pseudo-aditividade. A seguir, de maneira análoga

à Eq. (3.14), mostramos comoé feito este ćalculo:

q−1
k

SM
(A,B) = 1−

[
Tr(A,B)

(
P

1
q
)]−q

= 1−xy = 1− (x+1−1)(y+1−1) (C.29)

onde introduzimos os parâmetros:

x =
[
TrA

(
P

1
q
A

)]−q

e y =
[
TrB

(
P

1
q
B

)]−q

. (C.30)

Assim temos a f́ormula de pseudo-aditividade:

SM
(A,B) = SM

A +SM
B +

(1−q)
k

SM
A SM

B , (C.31)
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Neste sentido, deve ser mencionado que S. Abe argumenta uma pseudo-aditividade para sis-

temas correlacionados [156]:

S(A,B) = SA +S[B|A] +
(1−q)

k
SAS[B|A], (C.32)

S[B|A] é a entropia condicional deB dadoA.

Calor Espećıfico e1a. Lei da Termodinâmica na MENESDE

Esteé um tema importante, e ainda um problema em aberto, porque a 1a. Lei da Termodin̂amica

se ergue como um dos pilares fundamentais da fı́sica. Trabalhos como os de S. Abe e A.K.

Rajagopal, R. S. Mendes e outros têm tentado explicar o tema [157, 88]. Primeiro, analisaremos

o calor espećıfico à luz da estatı́stica de Boltzmann-Gibbs, e depois no contexto da MENESDE

(ou na meĉanica estatı́stica ñao-extensiva).

Na estat́ıstica de Boltzmann-Gibbs, existem duas fórmulas b́asicas para o calor especı́fico.

Umaé a definiç̃ao de R. Clausius:

C(A,B) = T
∂S(A,B)

∂T
, (C.33)

daqui podemos dizer que o calor especı́fico, para um sistema composto com HamiltonianoH =

HA +HB, é aditivo, pois a entropia possui aditividade. A outra fórmula para o calor especı́fico

surge da 1a. Lei da Termodin̂amica (dU = TdS, comdV = 0):

C(A,B) =
∂U(A,B)

∂T
. (C.34)

Como conseq̈uência destáultima fórmula, o calor especı́fico tamb́emé aditivo:

C(A,B) = CA +CB. (C.35)
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Por outro lado, na MENESDE, assim como na mecânica estatı́stica ñao-extensiva, temos que

a entropia ñao é aditiva. Ent̃ao, a definiç̃ao de Clausius ñao produziŕa a aditividade do calor

espećıfico. O uso da Eq. (C.34) produz a aditividade do calor especı́fico, pois a energia interna

é aditiva. Mas esta equação se originou da 1a. Lei da Termodin̂amica. Essa equação ñao pode

ser usada na MENESDE (ou mecânica estatı́stica ñao extensiva). Assim, a seguinte equivalência

não funciona:

C = T
∂Sq

∂T
=

∂Uq

∂T
. (C.36)

O argumento de que exista uma 1a. Lei da Termodin̂amica ñao-extensiva leva a uma incon-

sist̂encia: por um lado, temos um calor especı́fico não aditivo, segundo a definição b́asica de

Clausius; e por outro lado, um calor especı́fico aditivo, pois a energia interna não-extensiváe

aditiva. Enfim, utilizar uma entropia não aditiva junto com uma energia interna aditiva traz

problemas̀a teoria ñao-extensiva. Segundo vários pesquisadores, a solução dos problemas nas

leis termodin̂amicas pode significar o sucesso definitivo da mencionada teoria.

Contudo,à maneira de ilustração, podemos mencionar que S. Abeet al., em 2001[88],

analisando as relações termodin̂amicas ñao-extensivas, definiram a chamada temperatura fı́sica:

Tf is =
(

1+
1−q

k
Sq

)
1

kβ
, (C.37)

assim como a pressão f́ısica:

Pf is =
Tf is

1+ 1−q
k Sq

∂ .Sq

∂V
(C.38)

Eles argumentaram que estas duas definições conduziriam a uma modificação da definiç̃ao de
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Clausius da entropia termodinâmica.

dQq

Tf is
=

k
1−q

dLn

[
1+

1−q
k

Sq

]
. (C.39)

Naturalmente que propuseram a 1a. Lei da Termodin̂amica ñao-extensiva:

dQq = dUq +Pf isdV. (C.40)

Finalmente, S. Abe estuda, nume-print de 2005, a mencionada lei termodinâmica junto com o

problema do conceito de temperatura na mecânica estatı́stica ñao-extensiva [86].

Estabilidade de Lesche ou Robustez Experimental

Em 1982, B. Lesche propôs o conhecido critério de estabilidade para conhecer se um parâmetro

pode ser observado (no contexto da teoria do controle) [158]. Devido ao fato de já existir um

conceito hom̂onimo em termodin̂amica, geralmente este critério é chamado de robustez experi-

mental (a estabilidade termodinâmica est́a associadàa concavidade da entropia). Consideremos

que a dist̂ancia variacional ou normal1 (o sub́ındice 1 se deve a que esta relação tem posśıveis

generalizaç̃oes paraq 6= 1.: ||p− p′|| = ∑n
i=1 |pi − p′| esteja relacionadàas mediç̃oes experi-

mentais que diferenciam duas distribuiçõesp ep′. Sep′ for um deslocamento infinitesimal de

p, e uma quantidadeI(p) não muda bruscamente seu valor, podemos dizer que este parâmetroé

est́avel ou observ́avel. Isto se pode expressar como:

∀ε ∃δε de modo que : |p− p′|1≤ δε ⇒ |I(p)|< εImax (C.41)

B. Lesche argumenta que a entropia Boltzmann-Gibbsé est́avel, mas ñao a entropia de

Rényi paraq 6= 1. De igual maneira, S. Abe argumenta queSq é est́avel paraq > 0 [159],
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enquanto aSN
q e a entropia de Ŕenyi, paraq 6= 1, ñao s̃ao est́aveis, segundo o mencionado

pesquisador.

No entanto, P. Jizba e T. Arimitsu, em 2004 e em outubro deste ano, mostraram que a

proposta de B. Leschée um conceito ainda por esclarecer. Argumentam que se o critério de

observabilidade de Lesche for usado arbitrariamente, surgiram muitos problemas. Os autores

contestam as conseqüências da robustez experimental para a entropia de Rényi. Consideram

que sistemas com um numero finito de microestados, ou sistemas fractais, são exemplos nos

quais a entropia de Ŕenyi satisfaz a observabilidade. Deve-se isto a que as distribuições de

probabilidade dos sistemas proı́bem as situaç̃oes cŕıticas consideradas por Lesche. O trabalho

de T. Yamano reforça essas idéias [160]. Depois de analisar a estabilidade de Lesche aplicada a

várias entropias generalizadas, este autor sugere que não exista uma razão para que esse critério

seja decisivo quando se quer conhecer a validez de uma entropia generalizada. Inclusive, A.

G. Bashkirov, contastando os argumentos de S. Abe [159], elaborou uma defesa, ainda bastante

acirrada, da entropia de Rényi [161]. No entanto, usando esse critério, junto com deformaç̃oes

espećıficas para os valores de entropia, C. Tsallis e E. Brigatti argumentam que a entropia escort

(entropia da MENESDE, salvo a diferente interpretação j́a mencionada), assim como a entropia

de Ŕenyi e a entropiaSN
q não satisfariam a propriedade de robustez experimental .

Atualmente, na meĉanica estatı́stica ñao-extensiva, muitos conceitos, que já ñao se uti-

lizam, est̃ao sendo revalorizados. Como exemplos temos que, em [162], G. L. Ferri, S. Martı́nez

e A. Plastino sugerem revalorizar a 1a vers̃ao, assim como o trabalho de S. Abe em que inter-

preta o par̂ametro de Lagrangeβ como definiç̃ao de temperatura [86]. Acreditamos que isto

esteja acontecendo porquanto muitos temas estão sendo esclarecidos. Esta tese visa a colaborar
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nesse sentido.

Finalmente, para usar este modelo os sistemas teriam que ter ingredientes idênticos aos

exigidos pela 3a. vers̃ao: a) Geometria fractal; b) Meḿoria ou interaç̃ao de longo alcance; c)

Inomogeneidades; e d) Dissipação.



Apêndice D

Artigos Referentes a Esta Tese

Nasúltimas folhas desta tese,após o Indice, anexamos uma cópia do artigo publicado no

Physica A, assim como uma cópia de um outro artigo submetido no dito periódico. Deve ser

salientado que as notações iniciais deρA,q e ρB,q, no artigo publicado, assim como as notações

FA e FB,no artigo submetido, foram modificadas nesta tese pelo fato de queno contéudo desta

teseutilizamos a usual entropiaSq, não normalizada. No artigo publicado, assim como no

submetido, usamos a entropia de Abe-Rajagopal:SN
q normalizada.
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Abstract

We investigate the magnetic properties of a composed nonextensive system. The work is
motivated by recent proposals that manganites are magnetically nonextensive objects, according
to Tsallis statistics. We consider a two-parts composed system, A−B (both spins 1

2 ), and calculate
self-consistently the partial magnetizations in the mean 8eld approximation, MA and MB, for the
cases the coupling between the subsystems is either ferro or anti-ferromagnetic. This involves
the notion of partial trace in the nonextensive statistics. For temperatures below the magnetic
ordering temperatures, and q �= 1, we found strong disagreement between the M vs. T curves
calculated from the total 4×4 Hilbert space, through �q, when compared to the calculation made
from the 2 × 2 subspaces, if we use the usual de8nition �A(B) ≡ TrB(A)(�), and then elevates
the matrices to the qth power, as adopted in other contexts in the literature of the nonextensive
statistics. On another hand, full agreement is found if we take �A(B); q ≡ TrB(A)(�q), remaining q
an implicit parameter.
c© 2004 Elsevier B.V. All rights reserved.

PACS: 75.47.Lx; 05.90.+m

Keywords: Manganites; Non-extensive statistics; Partial trace

Manganese oxides, also named manganites, have recently been suggested as examples
of systems where Tsallis nonextensivity is manifest [1–3]. In the context of mean 8eld
approximation, it was found a linear dependence between TC and the entropic parameter
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q in La-based ferromagnetic manganites [1]; the anomalous behavior of the magnetic
susceptibility was correctly described in the paramagnetic phase of La2=3Ca1=3MnO3 [2]
and the paramagnetic-ferromagnetic phase diagram of La0:60Y0:07Ca0:33MnO3 correctly
reproduced using the nonextensive approach [3]. In this latter work it is analytically
shown that the entropic parameter q is associated to the magnetic susceptibility of the
material. Manganites exhibit the correct features for presenting nonextensivity: they
are strong correlated long-range interaction systems [4], they present fractality [4] and
they are magnetically inhomogeneous objects [5,6], with various properties dominated
by intrinsic inhomogeneities [7,8]. It is therefore interesting to further investigate the
magnetic properties of nonextensive systems. Moreover, the nonextensive statistics of-
fers an alternative and simple approach to describe such an important class of magnetic
materials, the manganites, which can be subject of experimental tests in a straightfor-
ward way, and therefore is a guide for 8rst-principle models of magnetism.
In this paper we consider a composed A− B spin 1

2 system coupled either ferro or
anti-ferromagnetically, in the mean 8eld approximation. Here the concern is to inves-
tigate the calculation of marginal density matrices in the nonextensive context. This is
important in a variety of situations: for classical information theory [9], for the study
of criteria of separability in quantum mechanics [10,11], and for the foundations of
the nonextensive statistics itself [12,13]. Although the concept of marginal density ma-
trices appears in many works, no concrete example of application to magnetism has
been presented to date. For this purpose magnetic systems are ideal because of their
experimental connections to manganites.
We take a self-consistent mean 8eld approximation, where the Hamiltonian is given

by [14]:

HM = −2SAz BA − 2SBz BB ; (1)

where the mean 8eld acting on each subsystem is:

BA = B0 + 
AMA + 
ABMB; and BB = B0 + 
BMB + 
ABMA : (2)

B0 is the external 8eld. The intra-lattice couplings satisfy: 
A, 
B ¿ 0, and the inter-
lattices couplings satisfy : 
AB ¿ 0 for ferromagnetic and 
AB ¡ 0 for antiferromagnetic
ordering.
Now, the subsystems magnetizations can be obtained in two diIerent ways. Either

we use the total density matrix, �q:

MA = 2
Tr(SAz �

q)
Tr(�q)

and MB = 2
Tr(SBz �

q)
Tr(�q)

; (3)

where �q = [1 − (1 − q)�′HM ]q=1−q=Z
q
q , Zq is the generalized partition function, and

�′ = �=(1=Tr(�q) + (1 − q)�Uq) or we use marginal matrices, obtained from partial
tracing the total density matrix.
Before starting the calculations, it is interesting to note that the above distribution

of probabilities is obtained from the maximization of the (normalized) nonextensive
entropy (Tsallis entropy) [15]:

Sq =
1 − Tr(�q)
(q− 1)Tr�q

(4)
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subject to the norm and energy constraints:

Tr(�) = 1; Uq =
Tr(H�q)
Tr(�q)

: (5)

So we have the averaged value

Oq =
Tr(O�q)
Tr(�q)

: (6)

Notice that the averaged value in the nonextensive formalism of an observable O is
diIerent from the usual one, and can be formally related to the usual form by using
the escort distributions, i.e., P=�q=Tr(�q), with the inverse relation being given by �=
P1=q=Tr(P1=q). In particular, the nonextensive statistical mechanics has been applied in
several situations such as anomalous diIusion [16], evolution of stellar self-gravitating
systems away from thermal equilibrium [17], anomalous relaxation through electron–
phonon interaction [18], ferroJuid-like systems [19], dynamic systems [20] and to study
the microscopic dynamics of the metastable quasi-stationary states in the Hamiltonian
mean 8eld model [21].
Eqs. (2) and (3) must be solved self-consistently. In the case of a two spin 1

2
system, the calculation involves summing in either a 4× 4 Hilbert space or two 2× 2
subspaces. Of course, since the magnetization is a thermodynamic observable, both
approaches must yield the same result. Our goal is to compare two ways of partial
tracing, and show that full agreement occurs only for one of them. In the 8rst one,
which we will call method I, the marginal densities are obtained from:

�A = TrB(�) and �B = TrA(�) (7)

after convergence is achieved, and then subsequently powered to q; to obtain MA and
MB, we simply replace the 4×4 matrix �q in Eq. (3) by the 2×2 matrices �qA and �qB.
This is the approach used, for instance, in Refs. [9,10] in the context of separability
of quantum systems.
In method II, we set �′ ≡ �q and partial trace �′, remaining the entropic index

implicit:

�A;q = TrB(�q) and �B;q = TrA(�q) : (8)

It is shown below that only method II reaches full agreement with the calculation
made with the total density matrix. Therefore, at least in the context of nonextensive
magnetism, the relevant statistical quantity seems to be �′, instead of �.
Fig. 1(a) exhibits MA vs. T curves obtained self-consistently with method I, for

various values of q, and B0 = 0. Full circles are calculations made with the marginal
density matrix, �qA, and continuous lines are calculations using the complete 4 × 4
density matrix. The disagreement for q below 0.9 is evident. Fig. 1(b) shows the same
calculations made with method II. We see that in this case there is plain agreement
for the full range of temperature and all values of q. Figs. 2(a) and (b) show the
corresponding curves for the anti-ferromagnetic case. We see that for B0 = 0 the total
magnetization is always equal to zero in both cases, but the disagreement in method I
for q¡ 0:9 is again evident.
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Fig. 1. (a) Comparison of M vs. T curves calculated with method I (see text) for sublattice A in the
ferromagnetic case (
AB ¿ 0). Continuous lines are calculations from the full 4 × 4 density matrices, and
dots are calculations with the reduced �qA. Sublattice B shows the same behavior. The values of q from left
to right curves are q = 0:1; 0:3; 0:5; 0:7; 0:9; 1:0. (b) Same curves calculated with method II.

This paper focused in the concept of partial tracing and marginal densities of com-
posed systems in the nonextensive statistics. This is important in a variety of situations,
and manganites oIer an access door to experimentally testing these ideas. From mea-
suring M vs. T curves for various values of the external 8eld, B0, the speci8c heat can
be derived [22,23]. In more realistic models of manganites, diIerent ionic species and
the eIects of crystal-8eld, including the Jean–Teller eIect must be taken into account
[4,24,25].
On the nonextensive statistics side, it is very important to come up with a clear

concept of partial tracing. The famous formula of the pseudo-additivity for the entropies
of nonextensive systems [12]

Sq(A+ B) = Sq(A) + Sq(B) + (1 − q)Sq(A)Sq(B)
relies on the assumption that for statistically independent systems, the relation �q =
�qA ⊗ �qB holds, and therefore it is important to know how to obtain �A and �B for
composed systems. The quantities �A;q and �B;q used in this paper to calculate the sub-
lattice magnetizations cannot be connected in a simple way to the de8nition adopted
in other works, for instance in Ref. [10]. Very recent developments [26] show that
nonextensive entropies can become additive for particular values of q. Since the mag-
netization of a sample must be proportional to the number of magnetic moments (a
natural consequence of the additivity of entropies), there may be important connections
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Fig. 2. (a) Comparison of M vs. T curves calculated with method I (see text) for sublattices A and B in
the antiferromagnetic case (
AB ¡ 0). Continuous lines are calculations from the full 4× 4 density matrices,
and dots are calculations with the reduced matrices �qA and �qB. The values of q from left to right curves are
q = 0:1; 0:3; 0:5; 0:7; 0:9; 1:0. (b) Same curves calculated with method II.

between such particular values of q and the physical parameters of the system, such
as TC , as suggested in the present paper and in Ref. [1].

F.A.R.N. and M.S.R. acknowledge the Brazilian Agencies CAPES and CNPq,
respectively, for 8nancial support.
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