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Resumo

Deduzimos as identidades de Ward-Takahashi para a Eletrodinamica Quantica quiral
em d dimensoes. Mostramos que essas identidades sao modificadas em relagao a suas
analogas, no caso vetorial. No entanto, a principal consequéncia delas continua sendo
a mesma: existe uma relacdo entre a fungao de vértice (com o momentum do féton
nulo) e a derivada da autoenergia fermionica. Tal relagdo sugere que as constantes de
renormalizacao de funcao de onda fermionica e de carga devem se relacionar de modo
similar, caso seja possivel, no futuro, definir um procedimento consistente de célculo

perturbativo.
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Abstract

We derive the Ward-Takahashi identities for chiral Quantum FElectrodynamics in d
dimensions. We show that they are modified with respect to their vectorial counterparts.
However, their main implication is the same: the existence of a relation between the
vertex function (with zero photon momentum) and the derivative of the fermion self
energy. Such relation suggests that the fermion wave function and charge renormalization
constants must relate to each other in a similar fashion, if it would be possible, in the

future, to define a consistent perturbative approach.
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Introducao

No cenario atual, a renormalizabilidade se tornou um critério fundamental para modelos
baseados em teorias quanticas de campos que buscam descrever as interagoes fundamen-
tais. A renormalizacdo é um procedimento geral para o cancelamento de infinitos que
aparecem na obtencao das quantidades fisicas [1, 2, 3]. Podemos citar o exemplo pioneiro
da Eletrodinamica Quéantica (QED, do inglés Quantum FElectrodynamics) onde muito cedo
foi percebido que os infinitos que apareciam no calculo tedrico para explicar o desloca-
mento Lamb, por exemplo, podiam ser cancelados para fornecer resultados finitos e de
acordo com os dados experimentais [4]. Os métodos matematicos envolvidos no processo
de renormalizacao da QED redefinem os parametros fisicos, como a carga e a massa,
usando os seu valores iniciais (considerados infinitos) para absorver as divergéncias do
modelo, deixando parametros e quantidades fisicas finitos ao final.

Desde a década de 1970, as interacoes fundamentais entre as particulas elementares
sao descritas em termos de teorias quanticas de campo que exibem um tipo de simetria
interna conhecido como simetria de calibre. No caso do Modelo Padrao, o grupo de si-
metria relevante é SU(3) x SU(2) x U(1) e a invariancia determina a forma pela qual

ocorrem as interagoes fortes e eletrofracas [5]. Este modelo tem que envolver, por consi-



deracoes experimentais, bdsons vetoriais massivos, cuja presenca promove a violagao da
simetria de calibre, o que coloca a renormalizabilidade da teoria em questao. Para resolver
esse problema, o mecanismo de Higgs foi idealizado [6]. A consisténcia da proposta foi
espetacularmente confirmada em 2012, com a descoberta do béson de Higgs [7].

O modelo padrao também contém férmions de Weyl em sua fase simétrica, dispostos
em dubletes de SU (2) e singletes de U (1). Apds a quebra espontanea de simetria de
calibre, de SU (2) x U (1) para U (1), as partes esquerda e direita dos férmions se com-
binam em férmions de Dirac, reproduzindo os léptons e quarks conhecidos'. A presenca
de férmions quirais, no cendrio de uma teoria de calibre, faz com que aparecam violagoes
quanticas dessa simetria, chamadas de anomalias de calibre. Com o comprometimento da
simetria de calibre quantica, ocorre a quebra de identidades fundamentais para a prova
da renormalizabilidade de uma teoria de calibre [8]. As identidades de Ward-Takahashi,
para o caso abeliano e as identidades de Slavnov-Taylor, no caso nao abeliano, permitem
relacionar as constantes de renormalizacao e cancelar as divergéncias, ajudando a provar
a renormalizabilidade da teoria. As anomalias de calibre costumam ser acusadas de intro-
duzir termos que violam essas identidades, comprometendo o processo de renormalizacao.
Por essa razao, costuma-se escolher cuidadosamente as representacoes do grupo de calibre
em que sao colocados os 1éptons e os quarks, de modo que as anomalias produzidas por
um setor cancelem aquelas produzidas pelo outro [9]. Na auséncia de tal mecanismo de
cancelamento, as teorias de calibre anomalas sao consideradas inconsistentes, atualmente.

No entanto, varios desenvolvimentos tedricos levantaram evidéncias de que a discussao

10s neutrinos ainda ndo tém uma descricio definitiva pois, apés a descoberta de que eles sdo particulas

com massa, ha duvidas sobre se eles sao férmions de Dirac ou de Majorana



sobre a consisténcia de teorias de calibre anomalas ainda esta aberta. Em 2 dimensoes,
a eletrodinamica (QED2) quiral, formulada por Jackiw e Rajaraman [10], mostrou que a
teoria resultante era unitaria e consistente, mesmo com a presenca da anomalia de calibre.
Outros estudos [11, 12, 13| indicaram que estava em a¢do um mecanismo de restauracao
da simetria de calibre, quebrada em estagios intermediarios da quantizacao. Resultados
recentes [14] indicaram que a anomalia de calibre se cancela na teoria completamente
quantizada (ou seja, na situacao em que o campo de calibre também é quantico).

Este trabalho pretende aprofundar a andlise das teorias de calibre anomalas, consi-
derando o caso abeliano. A analise serd centrada num dos pontos fundamentais para
a renormalizabilidade das teorias de calibre: as identidades de Ward-Takahashi (WT).
Assim, & luz dos resultados obtidos em [14], analisamos as modificagdes das identidades
e suas consequéncias. No caso vetorial (ndo anémalo), as identidades WT implicam na
igualdade das constantes de renormalizacao de carga e de funcao de onda fermionica, o
que ¢ fundamental para a prova da renormalizabilidade da QED. Pretendemos seguir o
mesmo caminho, analisando cuidadosamente as modificacoes introduzidas pela anomalia
de calibre.

Organizamos nossa discussao da seguinte forma: no Capitulo 1 revemos os resultados
recentes relativos a anomalia de calibre e seu cancelamento. Em seguida, no capitulo 2, re-
visamos a aplicagao do cancelamento de anomalias ao caso da QED2 quiral, onde calculos
exatos sao feitos, que confirmam plenamente os resultados mais gerais. No Capitulo 3,
deduzimos a equacao master e as identidades WT para o caso andémalo, mostrando que
a equacao que relaciona a funcao de vértice com a derivada da autoenergia fermionica é

modificada, sob o efeito da presenca da anomalia de calibre. Ainda neste capitulo, veri-



ficamos nossos resultados no contexto da QED2 quiral. Finalmente, no ltimo capitulo,

apresentamos nossas conclusoes e perspectivas.



Capitulo 1

O cancelamento da anomalia de

calibre

Neste capitulo, faremos uma breve revisdo dos resultados contidos em [14], a partir dos
quais vamos estruturar nosso estudo posterior. Vamos recordar que, numa teoria envol-
vendo acoplamento minimo de um férmion quiral com campos de calibre (abelianos ou
nao), métodos funcionais indicam a conservagao da corrente de calibre quantica (cuja con-
traparte cldssica deveria ser conservada devido ao teorema de Noether), com a consequente
anulacao do valor esperado no vacuo da anomalia de calibre. De maneira similarmente
simples, mostra-se também que a insercao do operador associado a anomalia de calibre

em funcgoes de correlagao invariantes de calibre fornece um resultado nulo.



1.1 Definicoes preliminares e conservacao da corrente

de calibre
Consideramos uma teoria de calibre em d dimensoes descrita pela acao

S[wv 1/_}7 A,u] = SG[A#] + SF[¢> 1;7 A#]

= /da: (%tr F, F™ +wD1/J> : (1.1)

com dx indicando a integracao sobre um espaco de Minkowski d-dimensional'. O operador

D é denominado operador de Dirac da teoria, e é dado por
D = iy" (0,1 —ieA,Py) =iv"'D,. (1.2)

Os campos v sao férmions de Dirac carregando a representacao fundamental de SU (N).

A presenca de P, no operador de Dirac implica
@ED¢ = @EL (W”au + e Au) YL + %ER (i"0u) Vr, (1.3)

onde ¢y, = Pyt e iy = YP_, com P. = (1£74.1) /2. Os operadores de projecio Py
satisfazem

P.Pi =Py, P.,P.=0 P.+P =1 (1.4)

'Para evitar questoes relativas a definicio de 7441, vamos considerar a dimensao d como sendo par.
Assim, tomando
Yd+1 = i’yo'yl...'yd,
podemos sempre garantir consistentemente que

{ya+1,7"} =0.

Além disso, 441 é hermitiana e (7d+1)2 =1.



Portanto, a teoria descrita por S descreve férmions esquerdos v, interagindo minimamente
com o campo de calibre e férmions direitos livres. O campo A, toma valores na algebra

de Lie de SU(N), de modo que
A= AT,
F.=0,A,-0A,—ielA, A, (1.5)
e os geradores T, satisfazem
. 1
[Tme} = ZfabcTc, tr (TaTb) = —5(5&(,. (16)
Perante as seguintes transformagoes dos campos, chamadas transformacoes de calibre,
_ { _
A= 9497 + 290,97

Y7 = e "y = (P + gPs) 9,

V! = e =g (P +Pg™'), (1.7)
com
g=e 6=06"T, (1.8)
a acao é invariante
S[v, 9, AL) = ST, D, A, (1.9)

Na obtencao da forma linear em P, das transformacoes de calibre, observamos que, se «

for uma fungao arbitraria, sem indices espinoriais, teremos as identidades:

1
exp (Pra) =1+ Pra+ BT (Pra)® + ...

1
= P:+ Py (1+a+ia2+...)

= P+ Prexp (o). (1.10)



A teoria quantica é definida pelo funcional gerador
20l = [ avdiar,exp (i5 (00,4, +1 [ aolgo+ o+ ]}

A presenca dos projetores nos termos de fonte garante que apenas as componentes es-
querdas participarao do calculo das quantidades fisicas, evitando o trabalho de separar
a contribuigao (trivial) das componentes direitas. Para analisar a conservagao quantica
da corrente de Noether, zeramos as fontes externas e fazemos uma mudanga de variaveis

A, — A;‘i:
Z1[0,0,0] = / dpdpdA, exp (iS[, 1, A)
= / dipdipd A% exp (iS[w, ¥, A%)) . (1.12)

Na equagao acima, fizemos apenas uma reindexagao A, — Af. Usamos agora a conhecida

invariancia de calibre da medida funcional bosdnica?

dAI = dA,. (1.13)

o

Consideramos, agora, o caso particular de uma transformagao infinitesimal, caracterizada

por g =1 —1i0"(x) T,, com 6" infinitesimal, e lembramos que

1
Aj = Ay = —D,b, (1.14)

com
Db =T, (0,07 — efarcAS,) 0" = T, (D) 6" (1.15)

2Lembramos, no entanto, que a medida fermidnica nao é invariante perante a transformacio

vo— Y

bo— Y

Essa é a origem da anomalia de calibre.



Obtemos assim:

70,0,0] = /dwdwdAM exp (iS[1h, ¥, A9])
- /d¢d@ZdAM exp (iS[¢, U, A+ / dz 6% (z) (D) s (@/37“P+Tb¢)>
— Z1[0,0,0]

+ / dz 0 () / dpdidA, [(D,)" s (9" PTy) ] exp (iS[0 0, A,)) . (L16)

Isso quer dizer que

/ QOdTdA, [(D,)"y (3" Py Ty exp (iS[, 3, A,))

= (01 (Dy)"s (V" PLTov)) |0)

—0, (1.17)

ou seja, se todos os campos forem qudnticos, a corrente de calibre J# = y*P, T, se
conserva, o que indica que o valor esperado da anomalia de calibre deve se anular (isso
serd visto explicitamente mais adiante). E preciso dizer que o resultado acima nao esta
em contradi¢do com a existéncia e interpretagao topolégica da anomalia de calibre (por
exemplo, veja [15, 16]). Se nao estivéssemos fazendo a integracao funcional sobre os cam-
pos de calibre (ou seja, se eles fossem campos externos), nao poderiamos fazer a mudanga
de variaveis inicial e dar continuidade ao argumento acima. Nesse caso, a mudanca de
variaveis aconteceria sobre os férmions, o que traria um jacobiano associado a nao in-
variancia da medida funcional fermionica e a mesma derivada covariante da corrente de
calibre seria acompanhada da anomalia de calibre. Contudo, quando integramos sobre
os campos de calibre (ou seja, quando eles sao considerados como graus de liberdade do
sistema fechado), o argumento singelo acima mostra que a anomalia deve ter o seu valor

9



esperado no vacuo anulado.

1.2 A anomalia de calibre e as funcoes de correlacao

O fato do valor esperado da anomalia no vacuo ser nulo, mostrado na secao anterior,

nao implica automaticamente a anulagao do operador associado. Para analisar se isso

acontece, vamos observar o comportamento da insercao da anomalia de calibre em fungoes

de correlagao arbitrarias. Consideraremos uma classe particular de fungoes de correlagao,

envolvendo operadores invariantes de calibre:
O (9,97, A%) = O (.4, Ay) -

Uma outra maneira de expressar a propriedade acima é

1

O (1,9, A9) = O (@zﬂ* ,1/79’1,14”) .

Vamos introduzir fontes para esses operadores, definindo o funcional

Zo [N] = / dypdipdA,, exp <iS (0,0, A, +i / dz)\;0; (w,&,&)) :

As funcgoes de correlacao desses operadores sao definidas como

" Zo [N

0| T (O (1) ...0;,, (24)) |0) = (_Z)n i, (1) ...0N;, ()

Mais uma vez, fazemos a mudanca de varidveis para A9:

Zo [\ = / dydipd A3 exp (iS[w,@/_),AZ] +i / dz O, (@@,@Z,Ag))

_ /dlbdd]dAu exp (is[w91’¢gl’Au] _{-z‘/d:B)\iOi <¢91,¢917Au>)

= /dwdwdAu exp (ZS[??,?/),A;J +2/dl’)\101 (Q/J,’QE,AH) — iOél (A!“gl)) .

10

A=0
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(1.20)

(1.21)

(1.22)



Na expressao acima, o termo que chamamos de «; expressa a nao invariancia de calibre da
medida fermionica. Para ver isso, vamos definir a acdo efetiva, W [A,], como o resultado

obtido pela integracao apenas dos férmions (mantendo o campo de calibre externo):

WA = /dwdvﬁ exp (15[, ¥, A,]) . (1.23)

Com isso, é claro que

PUIEH / dypdi) exp (iS[, 1, A9))
_ / apdpexp (is[e 00, A,])
= T[] o i e (1S 0 )
= J[A, g7 M

= J [A#,gfl} = ei<W[AZ]_W[A“]) = elonlAug™] (1.24)

Isso nos mostra que o jacobiano da transformacao estd diretamente relacionado a nao
invariancia de calibre da acao efetiva W [4,]. O termo a; é chamado de termo de Wess-

Zumino. Considerando uma transformacao de calibre infinitesimal, é claro que
ay (A,,00) = /dm 50" AL (A,) + ..., (1.25)

com A,(A,) sendo o operador que representa a anomalia de calibre, como é bem sabido

[17]. Chegamos assim a

Zo [Ni] = Zo [Ai]
—i/dxd&a/dwdwdAMAa( )exp( [, 1, A +z/dw)\lOZ u)) (1.26)

N / dz/zdz/_sz#.Aa(Au)eXp( Sl 5, A, + / N0, (1,7 ,A#)> | (1.27)

11



Fazendo \; = 0, obtemos

(0] Au(A,) [0) =0, (1.28)

como ja foi antecipado. Tomando derivadas funcionais arbitrarias com relagao aos \; e

colocando-os como zero ao final, ficamos com

(0] T (Au(A,)Os, (1) ...0;, () [0) = 0. (1.29)

Portanto, a anomalia de calibre tem insercao nula em funcgoes de correlacao de operado-
res invariantes de calibre arbitrarios. Se algo similar pudesse ser provado também para
operadores nao invariantes de calibre, chegarfamos & conclusao de que A,(A4,) =0, o que
seria potencialmente perigoso, no sentido de indicar a trivialidade da teoria. A anélise
desse caso, no entanto, nao é trivial e nao ha, no momento, indicacoes de que isso seja
verdade. Nos capitulos seguintes veremos que a equacao acima, para fung¢oes de correlagao
de operadores invariantes de calibre, tera profundas consequéncias para a invariancia de

calibre quantica da teoria completa.

12



Capitulo 2

O exemplo da QED2 quiral

Pretendemos, agora, exemplificar os resultados sugeridos pela abordagem funcional do
capitulo anterior com a aplicacao ao exemplo da Eletrodindmica Quantica quiral em
2 dimensoes (QED2 quiral). Aqui, devido a possibilidade de calcular exatamente os
efeitos dinamicos dos férmions, mostra-se que € possivel obter, sem aproximacoes, qualquer
funcao de correlacao desejada. Assim, a QED2 quiral se mostra o cendario ideal para testar
as previsoes gerais sugeridas através da integracao funcional. Os resultados desse capitulo

foram obtidos originalmente na dissertacao de Mestrado de Daniel Ribeiro de Pontes [18].
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2.1 O modelo e sua solucao

A Eletrodinamica quiral em (1 + 1) dimensoes é definida pela acao':

S, A, = /d% (—EF“”FMV—F@D [A,)] ¢) , (2.1)

onde os férmions agora carregam uma representacao de U (1). A simetria de calibre da

acao é expressa pelas seguintes transformacoes

i _
AZ = AH + ;g@ug !
VI = ey = (P + gPy) o,

V! =" = (P + Pg™'), (22)

com g = exp(—if(x)) e 6 (x) sendo uma fungao escalar de x. A teoria quantica, mais

uma vez, € definida através do funcional gerador

Z[Jun,0 = %/dAudwdgb exp (iS[?/),@/},AN] +i/d2x(1/)77 + 0+ J“Au)) . (2.3)

onde N = N4, Ny é um fator de normalizacao que implementa Z [0,0,0] = 1. Fungdes de

correlagao obtidas a partir do funcional gerador acima, envolvem tanto férmions esquerdos

Nossas convengoes para (1 + 1) dimensdes sdo:

0 0 1 ‘ 0 -1 o1 1 0
V=01 = Y = o = y VB=ETYTY =03= )
10 1 0 0 -1
com % = —n'! = 1. Algumas identidades 2-dimensionais importantes sio:

WA = =2e"y3,  yuys =ew”,  tr(YHy Py) =t — et

C

onde g9; = —e! = 1. Também definimos, para qualquer vetor v,,, 7, = €,,v".

14



quanto direitos:

= (0T (o () ¥r (9))) + (OIT (Yr () ¥r (v))) - (2.4)

Para separar apenas a parte associada aos férmions esquerdos, podemos multiplicar por
P, a esquerda e por P_ a direita.

Fazendo a translacao
vt = v [ Y6 i) (25)
o = — /den (y) G (Au; y, @) (2:6)
com G (A,;z,y) sendo o propagador fermionico completo na presenca de A, arbitrario,
D[A] G(Ay; z,y) = G(Auz,y)D[A,] = 0%(z — ), (2.7)
obtemos
Z[Ju,n, 0] = %/dAud@/)dw exp (i/d% (—}lF"”FW + YD (Al + J"AM)>
<oxp (=i [ Py @) Gtz ). 29)

A integral acima é quadratica nos campos fermionicos. A parte fermionica corresponde,

formalmente, a

v [ wwdies (i [ #eip(a0) = GodeiDIAl = en @A) (29)

Uma boa escolha para Ny, que remove as singularidades inerentes ao calculo do determi-
nante é
Ny = det 1D [0] = det i (iv*0,), (2.10)

15



o que nos da

detiD[A,]  det D[A,]

WA, = = . 2.11
exp (i [Au)) deti (ivr0,)  det (iy*d,) (2.11)
Assim, Z assume a forma
_ 1 . 2 1 (2% 1 ;
Z[Ju,m,n) = N dA,exp | i | d°x _ZF F.,+J'A, ) +iW [A,]
i [ @ty @) G ). (2.12)

As manipulacgoes acima poderiam ter sido feitas em qualquer nimero de dimensoes.
Contudo, em 2 dimensoes, somos capazes de calcular exatamente tanto G(A,; z,y) quanto

W [A,]. Em particular, W [A,] serd um funcional quadrético de A,. Isso nos permitira

/ d*x (—%F“”FW) + WA, = / d*x (%AMQWAV) : (2.13)

com Q" sendo um operador inversivel e independente de A,

escrever

Z[Jym, 1) = ﬁ /dAH exp (i/d% (%AMQ“”AV + J#AM>
—i/d2$d2yn(x) G(Aus,y)n (y))- (2.14)

Com isso, fazendo a mudanca de varidveis

A, (x) — AL (x) = A,(x) — /de(Ql)W(x,y)J”(y), (2.15)

chegamos a uma expressao fechada para Z:

2l = oo (=5 [ oy, ()@ 0 1) 1,0))

1 , IR
X N_AH/dA“ exp <z/d2x (§AMQ“ Al,>)

xexp | —i | dxd®y(z) G (A, — (Q w2, y) n(y) (2.16)
(] )

16



que indica que temos que escolher o fator Ny, como

1
Ny, = /dAu exp (i/d% <§ANQWAV>) , (2.17)

de modo que Z[0,0,0] = 1.

A férmula acima para Z é uma solucao completa para a teoria se for possivel obter
G(Au;x,y) e se W[A,] puder ser calculada e for quadrética. Este é o caso para a QED2
quiral [10, 19]. Ambas as quantidades foram calculadas extensivamente na literatura (veja,

por exemplo, [20]). Elas sao dadas por:

G(A,;x,y) = exp {iePJr/szSu(z; z, A" (2)| Gp (z —y), (2.18)
com
Su(zi@,y) = [Dp(z — 2) — Dp(y — 2)] (05 + 0}),
A2k eik’(ac—y)
Dp (z —y) = —/Wkg—m>
N _7“@ - y)u
e
2
; _ & 2. AM wo_ 3 l 3 v
w4 = i [ dza (an (a,, + au) = (0, + ay)) A
det D
et 9, 2:20)

Na férmula acima para W notamos o aparecimento do parametro a, que nao estava
presente na agao original. Ele foi introduzido originalmente por Jackiw e Rajaraman [10]

e estd relacionado com ambiguidades de regularizacao. Conforme antecipado, W é um
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funcional quadratico de A,, que nos permite definir Q*:

/ d*x (—}lF’“’FW) + W [A,]
= / d%lA Ot — 010” + < an™’ — (aﬂ + (’EW) L @ +0"))) A
2 o2 v

1
/d2x§AuQﬂ”Ay. (2.21)

O

Dada a expressao para ¥, podemos obter sua inversa sem problemas:

1 T — _ 4’k -1 eik(:pfy)
(O (@ =9) = [ GO, 222
(@), () = 1
T N a—1) (k2 - A2
o <ku + /%M> (ky + I
x | (K* = Xa) mu + kuk, — A w : (2.23)
A=

Como ja vimos, a anomalia de calibre esta relacionada a nao invariancia de calibre de

W [A,]. Podemos agora calcular explicitamente o funcional de Wess-Zumino,
a1l An g71] = WIAZ] — WA, (2.24)

onde, dado que g = exp (—16),

1

A9 = A, — =9,9. (2.25)
€

1 1

Usando a expressao explicita de W [A,], obtemos

a[A, g7 = / e (“ = L9r00,6 — iA“ ((a ~1)9,0 — au9)> . (2.26)

(e
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O jacobiano de uma transformagao de calibre (vista como uma mudanca de varidveis) em
Z é
J [A#, g_l] = exp (z'ozl [Am g_l}) . (2.27)

Isso nos dé imediatamente a forma concreta da anomalia de calibre [19]:

5031[14#7 g_l]
A(x) =
(@) 66(x) 0=0
= ((a= 1), - 8,) 4" () = hu2* () (2.28)
. 1 1 =y ) .
onde definimos h,, como
e ~
hy = ((a ~ 1), - au) . (2.29)

A anomalia de calibre aparece, como é sabido, na violagdo da conservagao covariante

da corrente de calibre sob um campo externo A,:

(010, (" Prv)[0),, = Al(x). (2.30)
Contudo, o que acontece se o campo A, também é quantico? E facil ver que a equagao

acima deve envolver um valor esperado extra

(010, (07 P6) | 0) = (0]A () [0) (2.31)

Esse valor esperado pode ser calculado, a partir dos nossos resultados anteriores, como

<orA<x>ro>:ﬁhu<m>(1 0 )Z[Jmo,m

i0J,(x)

1 1 9 , 5 (1 v "
= NAuhu(x) (2'5JM(:U)> /dAuexp (z/d x (QAMQ A, +J Au))

—0 (2.32)

Ju=0

Jp=
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Dessa forma, se a teoria for completamente quantizada, a corrente de calibre é conservada,
o que é uma indicacao de restauracao da simetria de calibre. Em duas dimensoes essa
anulacao nao surpreende, pois a anomalia de calibre ¢ linear no campo A, e o valor
esperado de um campo vetorial tem que ser nulo, em fun¢ao da invariancia de Poincaré.
No entanto, precisamos checar se isso acontece para uma funcao de correlacao arbitraria
com insercao da anomalia de calibre. Se isso se der, A devera ser o operador zero, mesmo

em 2 dimensoes. Investigamos essa questao na proxima secao.

2.2 Insercao da anomalia de calibre em funcoes de

correlacao

Vamos aproveitar a solubilidade exata da QED2 quiral e calcular varias funcoes de cor-
relagdo com uma inser¢ao do operador associado a anomalia de calibre. Comeg¢amos com
operadores bosonicos, calculando a inser¢ao da anomalia de calibre na funcao de Green

fotonica de 1 ponto:

K¥(z,y) = (O[T[A(z) A" ()] 0) = (O[TThy () A*(x) A" (y)]] 0)

>2 m> Z[J;0,0]
)

Ju=0

Ju=0

= ih, (x) (Q" )" (z — y). (2.33)
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Usando a expressao explicita para (Q~1)*(z — y), obtemos

i (1) (@ ) = 2 (0= 18— 8) (@) (w — )

A d2k 7. - v tk(z—

-2 [ (l0= DR (@) (e
2

= _l/ﬂkveik(zy)

e (2n)°

= éav(SQ (r—y). (2.34)

O resultado acima pode ser generalizado para uma insercao da anomalia de calibre numa

funcao de Green bosonica de n pontos,
Kt (g g, my) = (0| T[A(x) AR (1) AF2 (29)... AP (2,)]] 0) (2.35)

Se n for par, teremos um numero impar de derivadas funcionais agindo numa exponencial

quadratica, o que da um resultado nulo quando zeramos as fontes:

K#tr(x zy..x,) =0, n par. (2.36)
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Se n for impar, teremos um resultado nao nulo para a fungao de correlacao. Considere,

por exemplo, n = 3:

KHMHHS (1 3y 1y g)

= (0T [A(z) A" (21) A2 (9) AP (3)]| )

= (0|T[hy, (z) A" (z) AM (21) AP2 (29) AP (25)]] 0)

= Dy () (7)1 (2 — 20)) (i(Q71)"1 (22 — w3))
+ by (2) ({2 (@ = 22)) (((Q7)" (21 — 23))
+ by (2) ({7 (@ = a3)) ({272 (21 — 22))

- 23m52 (z — z1) (1(Q71)2#8 (2 — 23))

4 éa/@éQ (x _ 1’2) (i(Qfl)Mw:s (3:1 _ 1.3))
+ 28“352 (z — z1) (((Q71)#2 (21 — 29)) (2.37)

Esse resultado pode ser facilmente generalizado para n impar arbitrario.
Vamos agora calcular a inser¢ao da anomalia de calibre em uma funcao de correlagao

de operadores invariantes de calibre. Comegamos por

K" (. y) = (0|T[A(z)F* (y)]| 0)

o (D (2 Q) - () )

cop (4 [y @@ @ )W)

Ju=0

= ihy () () (1 = ) — iy (2) (0 (2 — ). (238)
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Os termos individuais dao:

iy (2) 2y ) = 2 ((a = 1) 35— 85) 4@ (& )
A d*k 1. u —1\pPv ik(z—y
== G <(a— 1)kp—k:p> k(Y)Y (k) ey
= 3/ d2k2 kP Y etk (z—y)
eJ (2m)
_ —éaﬂa”# (@ —y); (2.39)
i, (2) ()P (z — y) = —zavaw? (z—y). (2.40)

Assim,

K" (z,y) = 0.

Numa funcao de correlacao geral, envolvendo um produto de n termos como o acima, essa
anulacao vai se repetir para cada pareamento entre A(x) e % (x;), dando um resultado

nulo para o valor esperado:
Krvr-tntn (g ) = (0 |T[A(z) F*" (24)...FF*" (x,)]| 0) = 0. (2.41)

Consideremos, agora, funcoes de correlacao fermionicas. E conveniente calcular, pri-

meiramente,

K(z,z) = (0|T (¢¥(x)¥(2))]0). (2.42)
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Usando a expressao para Z[.J,, n, 7] dada por (2.16), obtemos:
K(z,z) = (0|T (¢(x)0(z) )‘0>

- (1) 2000 (1)
:NLA# Gén(w )/dA exp< / o A Q" A,
i / 2ol 7 7 () G(A,; o, ')n(x)) (%%)

/dA G (A,;z,T)exp (i/dellAuQ“”A,,) : (2.43)
NA 2

Inserindo a expressao explicita para G (A,;x,Z), eq. (2.18), chegamos a

K(z,z) = N /dA exp( /d%' A QM A )

X exp (z’eP+ / P S (s, 7) A, (x')) Gl — 7). (2.44)

Dai, usando as identidades dadas pela equagao (1.10),

K(z,z) =iP_Gp(x — )

+ = /dA exp( /dQ:r;’QA Qv A, +eSt(a'x,T)A, (x')) P.Gp(r —1T)
A

= exp (—%BQPJF / o' d’z" S, (2 z,2) () (2" — 2”) S, (2"; x)) iGp(x — ).

(2.45)
Usando as expressoes explicitas para S, e Q7! dadas anteriormente:
/d2a:'d2x”Su(m'; z,2) (@ )" (2" — 2") S, (2" 2, 7)
1 2k (2 — eik(zfi) _ efik(xfi)
_ / | ) (2.46)
AMa—1) ) (27) k% — A=

Esse termo vai a zero quando x — Z, o que implica serem as singularidades na diagonal
de K(z,) exatamente as mesmas que as do propagador livre, Gp(z — ).

24



Podemos, entao, inserir a anomalia de calibre na funcao de correlacao fermionica

considerada acima:

K (z,21,7) = (0 |T[A(z)(z1)0(21)] 0)

1 1 7 (12
= (@) (mw) (m) e <W>

= hy, (x) (% - Jil’)) exp <—% / o' d?y Ty () Q) (2 — ) S (y')>

X NLAH /dA# exp <i/d2x’%AMQ‘“’Ay) G(A, — (Q ) J” 21, T1) e (2.47)
Observando que
G(A, — (Q_l)WJ”; x1,T1)
= exp {—ieP+/d2zd2y8“(z;xl,xl)(Q_l)W(z,y)J”(y)}
x G (Ay;x1,21), (2.48)

vemos que a dependencia em A, estd inteiramente contida em G (A,; z1, Z1), e isso significa
que, fatorizando o termo exponencial independente de A,, ficamos com uma integral

remanescente que se reduz aquela considerada no célculo de K (z,z). Obtemos assim,

K(z,r1,71) = ¢ (/ d*z h, () Sa(z;xl,ml)(ﬂ_l)a“(z,x)> Py K (x1, 7). (2.49)

Outras fungoes de correlagao como

(0| TTA(@)YL(21) 0L (Z1). hr (20) 0L (Z0) | O) (2.50)

envolverao produtos de fatores como o que foi calculado acima. Vamos considerar em
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mais detalhe o termo antes de P, K (x1,%;) em (2.49):

/ d*z hy () Sa(z; 21, 21) QY (2, 2)

d2p ezp(xl z)
N __/ / 2 PP tie

[ s (fa= 10 B (B

27)
— (21 «— 71)
_ _é((s(a;l — 1) = § (3 — )

— K(z,21,71) = (0 (1 —x) — 0 (1 — x)) PLK (21, 71). (2.51)

Portanto, a estrutura de singularidades de K (x,z1, ), quando 1 — Z1, é a mesma que

aquela de K (x1,7;). Neste limite, a fun¢ao de Green
K(l’l,.fl?l <O‘T )1;(3731)|0>

exige uma renormalizagao extra (renormalizagdo de operador composto [3]), com regu-
larizacdo e subtracao de divergéncias. Contudo, o termo 0 (x; —x) — § (T3 — x) nao é
divergente, nem necessita de regularizacao. Quando x; — 7 ele simplesmente vai a zero,

o que nos diz que, independente de qualquer renormalizagao a ser feita sobre K(z1, ),

K (z,z1,21) = (0 |T[A(2)¢(21)(z1)| 0) = 0. (2.52)
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Observamos que (1)1 (z;) ndo é um operador invariante de calibre, pois

V(@ (@) = V(@) (z) + k(@) Pk()
L (@) UR(x) + V(@)Y (2)
= Yr(@)¥r(w) + Yr(2)Pr(2)
+e () dr(@) + e Yr(@) ()
# V()P (r), (2.53)

onde usamos o equivalente das transformagoes de calibre (2.2) para iy, e ¥g:

Uy () = e Oy (x), P () =Dy (x),

Ur(r) = Yr(x), Vg(r)=1vr(r).

No entanto, como o campo de calibre s6 se acopla com 9, e g 86 se acopla com Yg, a

anomalia s6 vai se acoplar com a primeira parte (invariante de calibre) de v () ():

<0 ‘T[A(x)w<x1)7;<xl)| O> = <O }T[A(ZUWL(%)T/_JL(%H O> : (2.54)

Logo, no contexto da QED2 quiral, confirmamos que a inser¢ao da anomalia de calibre
em fungoes de correlagao envolvendo operadores invariantes de calibre nos da resultado
nulo, em completa concordancia com os resultados obtidos em [14]. De maneira oposta,
tal inser¢ao nao se anula, quando feita em funcgoes de correlacao envolvendo operadores
nao invariantes de calibre. Isso nos diz que a anomalia de calibre nao pode ser o operador

zero e distancia a teoria da trivialidade.
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Capitulo 3

Identidades WT para o caso anomalo

Neste capitulo, vamos obter as identidades de Ward-Takahashi (WT) para teorias quirais
abelianas, d-dimensionais, nas quais, como ja vimos, temos a ocorréncia das anomalias
de calibre. Inicialmente, vamos derivar a equacao master que gera as identidades e, em
seguida, vamos considerar um caso particular importante e suas consequéncias potenciais
para a renormalizabilidade da teoria. Como exemplo, verificamos também que as iden-
tidades sao satisfeitas para o caso da QED2 quiral. Este capitulo engloba os resultados

originais produzidos nesta tese e publicados em [21].

3.1 Equacao master para as identidades WT

Como apontamos acima,vamos particularizar nossa andlise para o caso abeliano, embora

voltemos a considerar a teoria em d dimensoes. Principiamos com uma mudanca de
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variaveis no funcional gerador, que é uma transformacao de calibre infinitesimal:

1
A=A, - 040

¢ = (1— 0P,

0 =1 +i0P.). (3.1)

O funcional gerador se torna
1 - ‘ _
2l = [ AL exp (1S [0, 07, 41])
X exp (z / dz (¢'n + qu’ + J“AZ))
1 - ‘ — : = _
=~ /dAded@D exp (ZS[w, v, A+ z/dx(wn + Y + J“Au)>

X (1+i/dx6(x)A(Au)> (1+i/dm9(x) (an—umJréauJ“))

— <1+é/dm9(:€) (e.A <%5J+(:c)> + 0, J"
tie (%%) Py —ienP, (%%))) 2L 71 (3.2)

A consequéncia é a equacdo master para as identidades WT anémalas’:

(15 (17 15 )
<ze (5577 ($>> P_n —ienP, <;W> +eA (;m) +0,J >

X Z[J.n,i) = 0. (3.3)

IRessaltamos, aqui, que ndo hé indices espinoriais livres em expressdes como

nPy (1 ? )Z[anmL

i 57 (@)
ou seja, escrevendo os indices espinoriais explicitamente

17

fa (P1)op (zén(x)) AN
B
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A anomalia de calibre é, em geral, um operador composto (um polinémio em A, e suas
derivadas). Assim, o procedimento usual consiste em introduzir uma fonte separada A (x)

para esse operador, o que nos leva a definir um novo funcional
1 _ L
DN = g [ dAdvdbes (S, 0.4,)
X exp (2 / Py + g + JFA, + AA)) : (3.4)

Em termos dessa nova fonte, podemos escrever

1 9 1 9
Z A n = -—— | Z 7, A .
A(@(SJN ($)> [(]“,7’],7]] 6(@(;)\(£)> /\[anﬂh ] )\:07 (3 5)
dando uma outra forma para a equacao master para Zy:
5 5
e——P n—enP,— —1e + o, J" | Zy[ T, m, A = 0. 3.6
<5n<x> T@ o ) Ao Al 30

Prosseguindo, definimos o funcional gerador das fungoes de Green conexas, W), como
Z\[ 1, A] = €Ak (3.7)
e obtemos uma equagao master para Wy:
%
5 5 5
ie P.n—iefP,——+e Wi, n, 17, Al
( o (@) T >> g

r) O (x
A partir desse ponto, costuma-se obter diretamente o funcional gerador das fungoes de

+8,J" =0. (3.8)
A=0

Green irredutiveis a uma particula (I1P). Vamos, no entanto, usar a equagao acima para
obter uma relacao entre fungoes de Green conexas especificas. Para isso, vamos derivar
funcionalmente & esquerda com respeito a 77 (1) e a direita com respeito a 1 (1), tomando

as fontes como nulas apds isso, para obter

(7 % | K %
(ze (577 (xl)WAén (x)P_> O(x —y1) —ied (x — xq) (PJF&7 @ VV,\&7 (y1)>
» 55w, 8

o1 (z1) 6A (z) on (y1)

=0, (3.9)




Definindo

%
N 9 5
GEZ) ($17Z/1) = <—> 5 Wy

i) o e) o) | L
= (0| (¢ (21) ¥ (1)) 10) , (3.10)
9 <<
09 oy g = (L) 2 W
Go? (x,21,y1) = (z) 67 (z1) X () on (1) N S0

= (0T (A (2) ¥ (21) ¥ (1)) [0) = (0]A (2)]0) (OIT (¢ (21) ¥ (1)) |0)
= (0T (A () ¥ (z1) ¥ (1)) [0), (3.11)
onde usamos o resultado obtido no primeiro capitulo, (0|4 (x)|0) = 0. Notamos, entao,

que obtivemos a identidade
G® (x1,2) P-0 (x — 1) — PLGP) (w,1) 0 (v — m1)
G£172) (7, 21,71) - (3.12)

Voltaremos a relagao (3.12) quando considerarmos as identidades WT para funcoes 11P.

Continuando, vamos expressar o conteido da equacao master para W, em termos do
funcional gerador das fungoes de Green irredutiveis a uma particula (1PI). Isso nos per-
mitira considerar mais eficientemente a renormalizacao, quando isso se tornar necessario.

Para isso, definimos os campos classicos

T, - 5
¢C(I)E(5n_—(;), wc(x)zwk&]—(x),

Amc (7) = O

= 5 (3.13)

e notamos que eles sao, em principio, funcionais dependentes de J*, n, 7 e A. Os campos

classicos serao usados para efetuar uma transformacao de Legendre funcional:

D [t e Apos A = Wil 1,1, A] — / d (e + Gun + J*A,) (3.14)
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A ideia é que J#, n e 7 possam ser escritos como funcionais de A, ., V., ¥, e substituidos
na equagao acima, para produzir a dependéncia funcional explicitada para I'y. As novas
variaveis sao consideradas independentes apds a transformacao. Observamos agora que

(vide apéndice A):

S0 (x)F/\ =-n(z),
<
L'y 5@/}5(@ = —1(z),
5Aui (@FA ==,
55;(;) - 5(?4(/;) (3.15)
Com os ingredientes acima, podemos expressar a equag¢ao master em termos de I'y:
—
(ie(w%(x)]ﬁwc (z) — iev. (x) P(Wci(iﬂ) -0, (5A#i @) + 65)\5@)>
X T [the, Yo Apes Al |y = 0- (3.16)

A forma acima da equacao master, em termos do funcional I'y, serd o ponto de partida
para a andlise que faremos das consequéncias das identidades WT para a renormalizagao
da teoria. No entanto, antes de passar a essa analise, vamos revisar brevemente a situacao
no caso usual, de acoplamento vetorial, onde nao h& anomalia de calibre. Isso nos dara

uma ideia da importancia das consequéncias advindas das identidades WT.
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3.2 Identidades WT e renormalizagcao no caso veto-
rial

A discussao, nesta segao, seguird a exposigao em [22]. A equagdo master, para o caso

vetorial (ndo anémalo), onde o acoplamento é
VDY = iyt (9, — ieA,) ¥

pode ser facilmente obtida seguindo o procedimento detalhado na segao anterior. Ela é

dada por

(ie 5 : K 5

' T 1
50, (@) Ve (2) —depe () —— — 0 > T [, ey Apes ] = ~00, A,

5o (1) MOA,. (z)
(3.17)

onde o termo extra provém da presenga de um termo de fixagao de calibre na agao (lem-
bremos que, no caso vetorial, nao temos anomalia de calibre, o que requer que quantizemos
a teoria utilizando o método de Faddeev-Popov [23]). Tomando uma derivada funcional
em relacdo a 9. (y1) a direita e outra em relacio a 1. (z1) & esquerda e zerando os campos

classicos ao final, obtemos

r % K %
. _ 5 o s _ 5 _
(leéwc @ @ T T e m) imiimiymd
%
— (au _? Mér 5 0 > (3.18)
5wc (xl) e (x) ¢C ($) wc:"z’c:Au,c:O
Definindo
K %
1_‘(2) = — F
(xl’yl) 577Z)C (.Tl) 5wc (yl) wc:'&c:Au,c:O’
50 N
(3) =
T (2, 21,1) = SA (x) 53, ($1)F5wc ™) . CZO, (3.19)




vemos que

iel' @ (21, 2) 6 (x —y1) — ieT® (2,1) 6 (x — 1) = TP (2, 21,91 . (3.20)

T

Essa & apenas uma de uma série de relacoes entre fungoes de Green 1PI, que podem ser
obtidas por derivacoes funcionais sucessivas da equacao master. No entanto, ela possui
uma importancia especial. Para entender isso, fazemos a transformada de Fourier da
equagao acima, multiplicando-a por exp (i (p1x1 — p1y1 — qx)), integrando sobre z, 1 e

Y1 e definindo

dzydy,dx exp (i (prx1 — piyn — qx)) r® (1,2) 0 (x — 1)

B /divldyl exp (i (prr1 — (p1 +q) Y1) re (1, 91)

2m)* 8 (1 —p1 — )T (—pr,p1 + q) (3.21)

/dxldyldx exp (i (p1x1 — p1y1 — qx)) r@ (x,y1)0 (x — 1)
/d$1dy1 exp (Z ((]51 - Q) Ty — pl?h)) F(Q) (xl, yl)

@m)' 0 (o1 —p1 — ) TP (=p1 + ¢, p1) (3.22)

/dxldyldx exp (i (Pr1x1 — p1y1 — qx)) (8§FL3) (7,21, yl))
= iq“/dmldyld:v exp (i (prx1 — p1y1 — qx)) (F,(f’) (557371’?/1»
= (QW)diequé (1 —p1—q) F,(f)) (¢, —p1,p1), (3.23)

com o que, substituindo p; por p; + ¢, reindexando p; — p e definindo I'® (—p,p) =

I'® (p), obtemos

I®(p+q) —T®(p) =¢'TP (¢.— (p+4q),p) - (3.24)
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No limite g* — 0, conseguimos a expressao mais interessante para nés:

0
(3) _ — 2

As fungoes de Green que comparecem na identidade acima possuem divergéncias que
sao renormalizadas com redefini¢coes de campos e constante de acoplamento. Vamos consi-
derar a renormalizacao da QED vetorial a 1 lago, em 4 dimensoes, examinando a inclusao

de contratermos na lagrangiana, que a deixam na forma

1 _ . 1
= —ZFé‘ Fluwo + %oin" Outbo + eotho v o Ao — % (0,45, (3.26)

onde os campos e carga com subindice 0 (chamados “nus”) sdo expressos, em termos de

uantidades “vestidas”, como:
b

Yo = \Zap, (3.27)

Al = \/ZAn, (3.28)
Z,

2, 3.29
AN (3.29)

€y =

com Zy, Zy e Z3 escolhidos de modo a tornar as funcgoes de Green da teoria finitas, em
qualquer ordem perturbativa.
Observamos que, quando expressamos o termo cinético dos férmions e o termo de

interacao em termos das quantidades vestidas, ficamos com

EOW“ (au - ieDAu,O) = Z2Ei7uauw + ZleE”YﬂwAu
- 7
= Zyipy* <8u — 27614“) 1. (3.30)
2
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Notamos que, a menos que Z; = Zs, a invariancia de calibre tera sido quebrada pelo
processo de renormalizagao.

E conveniente fazer as seguintes redefini¢oes

T (p) = "p,—(p), (3.31)

Vu + Au (Qa - (p + Q) ,p) ) (3-32)

I (¢, —(p+4q).p)

com as as funcoes X (p) sendo a auto-energia do férmion e A, sendo a corregdo do vértice.
Essas duas quantidades sao a soma dos graficos 1PI, com os propagadores externos ampu-
tados e, portanto, constituem o coracao das quantidades fisicas a serem calculadas. Em
termos delas, expressamos as identidades W'T' como

0
A, (0, —p,p) = _8_pﬂz ().

Escrevendo as expressoes ditadas pelas regras de Feynman, podemos calcular as fungoes

de Green em questao até um laco, com o que obtemos:

) _ s / S | 1 1
o em e (p—k), " p—k), R
= —A,(0,-p,p). (3.33)

No entanto, tais expressoes sao divergentes. As redefinicoes mencionadas acima implicam

Y(p) — ZXr(p), (3.34)

Au (07 _pap> — ZlAu,R <07 _pap) y (335)
de modo que as identidades W'T, para serem satisfeitas, requerem
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Mostramos essa igualdade até um lago, mas as identidades WT implicam que ela deve
ser valida exatamente. De fato, ela é crucial para a prova da renormalizabilidade da
QED vetorial em todas as ordens [22]. Isso imediatamente nos diz que o processo de

renormalizacao preserva a simetria de calibre, pois

- . . — Z
Boit* (B0 — icaAs) o = il (9, — i1, ) v

= Zyipy" (0, — ieA,) . (3.37)

A carga renormalizada, entao, passa a ser:

€ = deo. (338)

3.3 Identidades WT e renormalizacao no caso quiral

Com os resultados da tltima secao em mente, retomamos a equagao master para a QED
quiral e fazemos, como antes, uma derivada funcional em relagdo a . (y;) a direita e

outra em relagdo a 1. (1) a esquerda, zerando os campos cldssicos ao final, para obter

) P W . FAEEE AN
H6tpe (1) 0Auc () 0tpe (11) 60 (1) A (2) 60 (1)

wc:d_)c:Au,c:O
K 5
= |ie— r P.o(x—
( 50 (o) 5wy LT
5

—ieP.——T) d(x— a:l)> : (3.39)

50 () 50 () -

o que implica
aﬁ]:‘/(f) (.ZU, L1, yl) - 61—‘(1,2) ([E, Ty, yl)
= el (z,2) Pyd (x —y1) — ieP_T@ (z,3) 0 (z — x1), (3.40)
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onde definimos a fungao de vértice usual, F,(f‘):

—
F(d) (maxlvyl) = 7? 6F)\ 5
! 0the (1) 0AE () 6¢c (1)

wc=1zc:0
Ay e=A=0

= (OIT (Ay () ¢ (1) ¥ (1)) 10) oy (3.41)

a insercao da anomalia de calibre no propagador fermi6nico, I'"?):

[0 (g ) = FA
I e (1) O (%) 8¢ (1)

Y

wc=1ﬁc:0
Ay e=A=0
e a inversa do propagador fermiénico, I'®
5
r'® (g, = — r
) = S e )|
Ye=1)c=0
Ay e=A=0
T ~1
— ({017 (v (92) & (1)) [0)) " (3.42)

Retornamos, agora, a equacdo (3.12), multiplicando-a & direita por I'® (u,z;), & es-

querda por I'® (y;,v), integrando-a sobre x; and y; e usando repetidamente que
/sz(2) (z,2) GP (2,y) = /de((f) (2,2)T® (2,9) =i6 (x — y) . (3.43)

Obtemos, assim,
/dxldyIF(Q) (u, 1) G((;M) (z,21,91) r® (y1,v)

= 10 (2, u,v)

/dzldylf(2) (u, 1) G((f) (x1,2) P_0 (x — y1) r® (y1,v)
— /dxldy15 (x - 951) re (u,xl) P+G£2) <x7y1) re (?th)
=i (u—x) P_T® (2,0) —id (x —v) T® (u,z) Py
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— 12 (@, 21,91) = 16 (x — y1) pr® (21, )
—id (x1 — 2) TP (z, 1) Py. (3.44)
Com a ajuda de (3.44), vemos que podemos eliminar I'*?) de (3.40), obtendo
ied (x — y) T (21, 2) Py —ied (x — 1) P_-T® (2, 1,)

= 85%3) (v, 21,1) — e (i5 (x — 1) p.T® (z1,2) — 10 (21 — ) e (z,91) P+) )

= &ijf) (x,21,21) = ied (x — y1) (F(2) (v1,2) Py + P.T® (2, z))
—ied (v1 — ) (P-T® (z,y1) + T (2,91) Py) . (3.45)

Multiplicando por P_ a esquerda e por P, a direita, obtemos

1
P (585F5L3) (%1‘1791)) Py

= P_(ied (x — ) @ (zy,2) —ied (x; — 2) TP (x, y1)) Py (3.46)

Para entender a multiplicacao pelos projetores feita acima, devemos nos lembrar que car-
regamos, em todas as fungoes de Green, os férmions direitos, que sao nao interagentes
e, portanto, irrelevantes para a discussao da Fisica do problema. A multiplicacao pe-
los projetores, no nivel do propagador, serve para deixar apenas os graus de liberdade

interagentes. Por exemplo:

Py <0|T (1/1 (1) W (xl)) |0> P_ = <0|T (@DL (1) UL (%)) |O> : (3.47)

Como I'® ¢é o inverso do propagador, a sua parte dinamica devera envolver a multiplicacio
a direita por P, e a esquerda por P_.

A identidade (3.46) representa um desvio do que se obtém no nivel de drvore (diagra-

mas sem lagos), o que pode ser visto explicitamente considerando a aproximagao

FO [djm Q/_}ca A,LL,C] = S [¢07 2/_167 A,LL,C] + O (h) : (348)
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Lembrando que S ¢ dado por

obtemos

_ 1
S = / dz (¢ (i7" 0,1 + ey" A, Py ) 1 — ZFMVF“”> :

3 s %
6 (1) AL () 0te (y1)

F,(jg) (z,71,91) =

/ dz (9, Pyd (2 — 21) 6 (2 — 2) 8 (2 — 1))

75
5,&0 (1‘1) 5% (yl)

wc:'@[}c:O
Ap,e=0

0§ (21,) =

= /dz (17,0 (2 — 21) OL0 (2 — 1))

= 000 (1 — ).
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Com isso, a primeira linha da equacao (3.45) nos da?

ied (x — y)) TP (a1, 2) Py — ied (z — 21) P_T? (2, 1)
= —e (WP (x — ) 046 (11 — x) — Py (z — 1) 40 (x — 1))
= e, Py (0(x — 1) 050 (v — m1) + 6 (x — 1) 956 (z — 1))
= ey, Pro (6 (x—x1) 6 (x — 1))

o) (3.51)

@0

Multiplicando por P_ a esquerda e por P, a direita, como fizemos antes, chegamos a

= P_(ied (x — ) '@ (21, ) —ied (21 — 2) T@ (z, y1)) Ps (3.52)

o que confirma a altera¢do nas identidades WT nao anomalas (introdugao do fator 1/2),
feita pela anomalia de calibre.

Vamos agora considerar a equacao (3.46) no espago de momentum. Para isto, intro-

2Na deducéo a seguir, usamos

o8 0 (xy —x) = =046 (x — x1),

o que pode ser verificado integrando em x; com uma fungao de x;:

O mesmo pode ser verificado integrando em x com uma funcao de z.
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duzimos as transformadas de Fourier das fungoes de Green relevantes:

/ dxdxldylei(p/xl_pyl_q$) TELS) (x,21,y1)

=ie(2m)' 6 —p—a) TP (v, q,p), (3.53)

dxldylei(p’ml—pyl)F(2) (xh yl)

—

=i@2m)'6(p —p) T (p,p), (3.54)

Assim, multiplicamos (3.46) por expi (p'zy — py; — qz) e integramos sobre z, z; and y,

obtendo
e(2m) o (p) —p—q) P- (—%Q’Tff” W, q,p)) Py
= —e(2n)'6 (W —p—q) P- (TP (W,p+q) —T? () —q,p)) Py (3.55)
ou
g PTO (04 q.q.p) Pe = P- (I (p+ g) = T () P, (3.56)

2

onde empregamos a notacdo usual ['® (p) = I'® (p, p). Tomando agora o limite em que

g" — 0, chegamos a equacao analoga a do caso vetorial:

or® (p)

1
z 3) _
2P,FM (p,0,p) Py = P_ o

P,. (3.57)

Se pudéssemos conduzir a renormalizacao no caso quiral de forma andloga d do caso
vetorial, poderiamos concluir que

1
7= 5. (3.58)

A equagao acima ainda seria uma relacao entre as constantes de renormalizacao de vértice
e de funcao de onda fermionica, mas nao é claro se ela seria suficiente para garantir a
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renormalizabilidade da teoria em todas as ordens perturbativas. O cuidado aqui deve
ser dobrado, pois nao é claro que sequer exista uma abordagem perturbativa para o caso
quiral, conforme iremos comentar mais adiante, no capitulo de Conclusao.

Uma checagem de consisténcia de nossos calculos envolveria a analise de singularidades
da identidade WT antes de usarmos a relacao (3.44). Para deixar mais claro o que
queremos dizer, vamos considerar a equagao (3.40) diretamente no espago de momenta,
definindo a transformada de Fourier da insercao da anomalia no propagador fermionico

CcOo1mo

/dx1dy1dx exXp (@ (]511‘1 — D1y — qx)) (F(1’2) (L I, y1))

= 205 —p— T (¢, —prp), (3.59)
o que nos da
¢PTP (0+q,0,p) Pr = P-(T® (p+¢q) =T () + T (p+ q,¢,p)) Py (3.60)

Assim, o limite ¢* — 0 nos daria

ore (JD)P+ + lim RF“’?) (p+q,q,p)

o Jim, " P, (3.61)

P.T® (p,0,p) Py = P

onde o segundo termo no lado direito poderia ser singular. Vamos analizé-lo mais de

(1,2

perto. Neste limite, I'™»? pode ser escrito como

9
I (p+q,q,p) =T (p,0,p) + ¢ 8_qﬂr(172) (p+aap)| +0(@). (362
g"=0

Os dois primeiros termos da expansao sao os unicos que contribuem para o limite. O

segundo nao da origem a singularidades. Vamos checar o primeiro. Ele pode ser obtido
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COImo:

qlggo dp’ (27T)4 5 —p—g) T (¥, q,p)
= (27)* / dp's (' —p) T2 (',0,p)
= (2m)'T®? (p,0,p)

= /dp’da:dxldylei(p/xlpyl) T2 (2,20, 0) (3.63)
Como a fungdo tem suporte apenas sobre p = p/, podemos escrever
2m)* T2 (p,0,p)
= /dp'dxdxldyleipl(‘“_yl) T2 (2,20, 1)

= (27r)4/da:d:c1dy15 (z1 — 1) TO2 (2,20, 91)

= (27r)4/dxdx1 I3 (2 2y, 1) . (3.64)

Mas sabemos que

L2 (2,20, 20) = (0T (A(z) ¢ (21) ) (21)) [0),py » (3.65)

que representa a inser¢ao da anomalia de calibre na fungao de Green de um operador
invariante de calibre (¢ (1) (x1)). Os argumentos consolidados no primeiro capitulo
entao nos dizem que

) (p,0,p) = 0. (3.66)

Isso significa que o limite ¢g* — 0 é nao singular. Mais uma vez, vemos o papel crucial
representado pelo mecanismo de cancelamento da anomalia, neste caso, para nos prover

uma identidade W'T nao singular.

44



Vamos inspecionar também o segundo termo. Como antes, ele pode ser obtido por

integracao sobre p':

0

dg" / dp' 2m)' 5 (0 —p— ) T (0. 0. p)

0
- (27T)4 a_q#r(lz) (p +q, (Lp)

0 -
= 8_(_1“ /dp'd:}:dmldylez(p z1—py1—qz) P(1,2) (z,21,91)

= —i/dp'dxdxldylei(plxl_pyl_qz) 2, D02 (220, 41) . (3.67)

Tomando o limite ¢* — 0,

15)
2m)' ——T0 (p+ ¢, q,p
@) G 0|

= —z'/dp’dxdxldylei(p/“_pyl) 2, DO (220, 1) . (3.68)

Contudo, nao podemos argumentar, de modo analogo ao caso anterior, que o suporte do
termo acima seja apenas sobre p = p’. Este seria o caso se qu(M) (x,21,11) fosse invari-
ante sob translagoes, mas ele obviamente nao é. Portanto, nao aparece uma 0 (1 — y1) e
hé contribuicdes para I'(1:2) (x,1,y1) com x1 # 31, que ndo tem motivo para serem nulas.

Este termo sobrevive e é o que vai contribuir para o aparecimento do fator 1/2 em frente

de I‘S’).

3.4 Aplicacao a QED2 quiral

Uma das equagoes cruciais obtidas neste trabalho é a equacdo (3.12) (que liga G? a

G12)), Nesta secdo, vamos mostrar que ela é satisfeita exatamente no caso particular da
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QED?2 quiral.

G((JZ) (1'1,1') P4 ('CB - yl) - P+G£2) (l”yl) 0 ([II - xl) = G(LZ) (l’axbyl) .

c

As expressdes para GS(z, y) e Gt (x,21,y1) foram calculadas no capitulo 2:

l

2

GO (z,y) = exp (

1 / 2k (2 — ey e—z’k(:c—y)))

e*P 3
Aa-1) ) (2n)? k2 — A

xiGr(x —y),
Gr(z —y) = _’V”( :y)u

G (2, m1,01) = (6 (11 — ) — 6 (11 — 2)) PGP (w1, 1),

c

Das expressoes explicitas exibidas acima, vemos imediatamente que a equacdo (3.12) é

satisfeita.
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Conclusao

Anomalias na simetria de calibre costumam ser consideradas golpes mortais na con-
sistencia de um modelo. Nesta tese, mostramos que esta é uma questao aberta, sobre
a qual muitos estudos ainda devem ser feitos. Ha evidéncias de que a anomalia de ca-
libre nao sobrevive ao regime completamente quantico e de que a anulagao de insergoes
em funcoes de correlacao invariantes de calibre indique um papel ainda por esclarecer
na definicao do espago de estados fisicos da teoria. O que falta para uma afirmagao
mais categoérica dessas propriedades é um avango nas questoes da renormalizabilidade e
unitaridade de teorias de calibre anomalas. Os argumentos, embora nao perturbativos,
necessitam de uma conexao mais forte com a formulacao operatorial, cujo acesso principal
se da precisamente por métodos perturbativos. Como alento, podemos citar os resultados
obtidos em 2 dimensoes, revisados nos capitulos 2 e 3, que confirmam detalhadamente as
previsoes gerais obtidas no capitulo 1.

Procurando avancar na questao da renormalizacao de uma teoria com anomalia na
simetria de calibre, estudamos as identidades de Ward-Takahashi, satisfeitas por teorias
abelianas. Procuramos tratar cuidadosamente a presenca da anomalia de calibre, mos-

trando que ela produz um termo a mais em relacao as identidades convencionais, para
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o caso vetorial, nao anomalo. Baseados nos resultados nao perturbativos que indicam a
anulagao de insercao da anomalia em fungoes de correlacao invariantes de calibre, pude-
mos mostrar que a principal consequéncia das identidades W'T é modificada. Se a teoria
puder ser renormalizada de maneira convencional, as identidades W'T irao implicar na
introdugao de um fator 1/2 na relacdo entre a constante de renormalizagao de funcao de
onda fermionica e a de renormalizacdo de carga. Se isso é suficiente para assegurar a
renormalizabilidade da teoria ou nao, sé saberemos se os esforcos na investigacao dessa
possibilidade forem redobrados.

No entanto, ha obstaculos sérios no caminho. Numa teoria de calibre convencional, sem
anomalia, é necessario implementar o procedimento de Faddeev-Popov que, no contexto
da integracao funcional, resolve o problema de definir, sem redundancias, a integracao
funcional sobre configuracoes de campos de calibre nao equivalentes fisicamente. Como

bonus, resolve-se o problema da singularidade do operador A*”, definido abaixo:

/ dx <_i v FW> _ / d G A, (0 — 948" ,4,,) = / dx (%A#A“”A,,) . (3.69)

Esse operador precisa ser invertido de modo que haja um propagador bosonico livre, o
que possibilita a definicao da abordagem perturbativa. Mas ele possui modos zero, o que
mostra a sua singularidade. O procedimento de Faddeev-Popov adiciona um termo a agao

bosonica que resolve esse problema, levando A*” num operador nao singular:
7 1
AW — AP =[] — <1 — —) oro”, (3.70)
Q@

com « sendo um parametro arbitrario, que pode ser escolhido de acordo com a con-
veniéncia dos cdlculos perturbativos posteriores (o resultado fisico é independente de «).
No entanto, numa teoria onde haja anomalia na simetria de calibre, nao é necessario o
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procedimento de Faddeev-Popov, pois todas as configuragoes de campo A,,, mesmo as que
sao relacionadas por uma transformacao de calibre, dao contribuicoes diferentes para a
integral funcional (devido & nao invariancia de calibre da agao efetiva, obtida apds a inte-
gragao sobre os férmions) [12]. Em duas dimensoes o problema é resolvido pela expressao
explicita da acao efetiva, que fornece os termos necessarios para inverter o operador Q*”,
substituto de A" nesse caso, conforme pode ser visto na equacio (2.21). No entanto,
nao ha como inferir a contribuicao quadratica a acao efetiva numa teoria definida em
dimensao superior a 2. Isso inviabiliza a definicao perturbativa de uma teoria de calibre
anomala.

Uma opcao seria insistir no método de Faddeev-Popov, mesmo sem necessidade, e
conseguir o termo requerido para definir o propagador bosonico da teoria [12, 13]. No
entanto, essa técnica implica no aparecimento de campos adicionais, os campos de Wess-
Zumino, de dimensao canonica nula, que introduzem problemas formidédveis a andlise da
renormalizabilidade da teoria, cujo estudo ainda nao se mostrou viavel.

Uma proposta a ser investigada é a de introduzir um termo de fixacao de calibre

arbitrariamente, considerando:

Y
a=0

(3.71)

ZUpni) = [ DADUDIexp (z's 0.6, 4,] + fontes + 5 [ do <auA“>2)

onde, diferentemente do caso nao anomalo, o deve ter um valor fixado ao final como zero.

O operador cinético que aparece agora é

A" = 0 — (1 — o) 0107, (3.72)
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e sua inversa nos da o propagador

Dy, (k) = —% (mw - (1 - é) k;’;) : (3.73)

Tal propagador é singular no limite em que « vai para zero, mas isso é esperado. Uma pos-

sibilidade seria usé-lo, com « # 0, para definir a expansao perturbativa e depois procurar
remover as divergéncias em « = 0 junto com as divergeéncias ultravioletas que precisarao
ser renormalizadas da teoria, fazendo o = 0 apenas quando tivermos expressoes que nao
sejam singulares em «. Tal programa €, no entanto, extenso e fica como perspectiva de

continuidade deste trabalho no futuro.
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Apéndice: [' e as funcoes I1P

Neste apéndice, pretendemos apresentar diversas dedugoes referentes ao funcional gera-
dor das funcgoes de Green I1P, usualmente nao presentes em livros texto e que podem
apresentar sutilezas nao esperadas. Principiamos com as equagoes referentes as derivadas
funcionais de I', apresentadas no capitulo 3. Aqui observamos que as correntes fermionicas
e bosonica devem ser considerados funcionais de v, . e A*. Além disso, devemos to-
mar cuidado com a regra da cadeia em derivadas funcionais fermionicas, como ilustramos

abaixo:

e () e (2)

/ " / ? / ? (ot /
_/dq; (-wc@;) <5wc(x)"(x>> + ((wc(m)J (x)> AM,C(I)»

‘ FA:< ? WA—H(SC)—/CL”C’< J ﬁ(ﬂ?’))iﬁc(ﬂf’)
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De maneira analoga mostramos também que

3 7

RE) (I)FA = =7 (z); mm = —Ju(z). (2)

Temos também a fonte associada a anomalia de calibre, A (z). Consideramos que os
campos Y., . e A* também devem depender de ), reduzindo-se aos campos convencionais

no limite em que A — 0. Dessa forma,

ol 5W,\

P (x) O (x
5

— v on(z")  on(a) ? 5.J, (') ?
/ ! < on (') 6A (z )+ OA (z) o1 (2') i oA (z) 6J, (:c')) @
8 <WA - / da’ (e + e + J, Al >

W,
oA ()

fontes constantes

campos constantes

fontes constantes

Com isso, vemos que

STy oW,
2 (2) N (z) (5)

Em seguida, vamos considerar a obtencao da equacio que define I'® como inversa de
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Gg). Para isso, partimos de

LAY R S |
= - Je ((M(w)WAén(z)) <5¢C<Z>FA5¢°‘ (y)>

+ termos com derivadas fermionicas nao pareadas. (6)
Fazendo os campos e A\ iguais a zero, obtemos:
/dz G (z, )T (2,9) =id (x — ). (7)
Podemos mostrar também, de forma analoga, que
[z 106 ) = (o - ) )

Continuamos procurando a equacdo que define I'»? em termos de GEM). Partimos

novamente de




Tomamos, entao, mais uma derivada funcional em relagao a A, zerando as fontes

5wy 9 K %
- /dz<<5n( ) w) b )> (cwc( )FAéwC(y)>
N K (m %
577 0e (2) 0N (w) 6Ue (y) | | p=pmn=s

=) =) =AF=0

== /dz G (w2, 2) T® (2,9) + (iGP (z,2)) T"? (w, z,y)) =0 (10)

Multiplicando por I'® (u, ) & esquerda e integrando sobre z, obtemos

~~

d(u—z)

0= /dxdz (—=T® (u,2) G (w,z,2) T® (z,y)
+iT® (u,2) GP (2, 2) T2 (w, 2, y))

— 0 (w,u,y) = /dxdz (F (u, z) G (w, z, ) TP (z,9)) (11)

Finalmente, vamos expressar FEL) em termos de GMC = (0 ’T[Au(x)ﬂ}(xl)@/_)(ilﬂ O>c.

Para isso, vamos retomar a equagao (9), tomando agora uma derivada funcional adicional

em relacao a J¥ (w) e zerando as fontes ao final:

/dz<<? SWi ?)(_7 FA%>+<?WA%)
on () 0.J7 (w) on (2) ) \ 692 (2) 092 (y) on (x) " on (2)
) (/du( EE )MQ,C(U)))

02 (2) 0A% . (u) 092 (y) ) 0J7 (w) —7

-0 (12)

Lembrando que

0A, . (u)
6 (w) |,

82W)

= @), = G (ww), (13)

v
Jv=0

chegamos a
/dz <—G,(j3) (w,z,2) TP (2,y) + /du (Z'G(2) (2, 2) T®) (u, 2, 1) iGP) (u, w)))

= 0. (14)
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Multiplicando por I'® (v, ) & esquerda, integrando sobre x, multiplicando por I'"#?) (w), t)

a direita e integrando sobre w, temos
/dxdzdw (—F(2) (v, 2) GO (w, z, 2) TYP@ (w, t) TP (2,7)

= [ duE® 0.0) G (0 AT (a1, 2,9) G (.0) T (.

i6(v—2) i685(u—t)
_ o (15)

Portanto,

J i

IO (2, 21,1) = /dudzdw (F(Q) (z1,u) G*® (w,u, z) TP (w, z) P (z,11)) - (16)
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