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Resumo

O estudo tedrico e computacional de colisdes de buracos negros e
a consequente emissdo de radiagdo gravitacional no processo é um dos
temas de pesquisa mais investigados pela comunidade cientifica atual. As
consequéncias dessas investigacdes levaram ao desenvolvimento de uma
série de tecnologias avancgadas, tais como, computadores de alto processa-
mento, técnicas de calculo e de anédlise numérica, construcao de detectores
de ondas gravitacionais, criacdo e desenvolvimento de software livre, as-
sim como a inser¢do de modelos tedricos que testem os limites desta drea
de pesquisa. O objetivo principal desta tese é estabelecer uma diferente
via de andlise do problema com a combinacdo de trés fundamentagoes
tedricas enquadradas na descri¢do caracteristica do problema de valor
inicial da Relatividade Geral; os formalismos de Newman-Penrose (NP),
de Bondi-Sachs (BS) e de Robinson-Trautman (RT). Os espagos-tempos
de Robinson-Trautman servem de base tanto para a construc¢do de dados
iniciais que representam uma colisdo frontal de buracos negros quanto
para a descricdo da evolugdo dinamica a partir destes. Toda a analise da
dinamica caracteristica é feita a partir da integragdo numérica da equacao
mestra axial de Robinson-Trautman com a utilizagao de técnicas numéri-
cas Espectrais e de Runge-Kutta. Os formalismos de Newman-Penrose
e de Bondi-Sachs sdo responsaveis pela caracterizagdo da zona de radi-
agdo gravitacional e pela descricdo das leis de conservacdo de energia e
de momento linear, respectivamente. Os dados iniciais para a dindmica
RT ja possuem um unico horizonte aparente global, descrevendo a coli-
sdo de buracos negros a partir da fase de fusdo. A andlise dos resultados
obtidos numericamente se concentra principalmente nos padrdes angu-
lares e temporais das ondas gravitacionais, na eficiéncia da extragdo de
massa-energia, na distribuicio de momento linear do buraco negro re-
manescente da colisdo, nas leis de conservacdo de energia e momento
e nas velocidades de recuo do sistema geradas pelo impulso das ondas
emitidas.
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Abstract

The theoretical and computational study of collisions of black holes
and the subsequent emission of gravitational radiation in the process is
one of the most investigated topics of research by the scientific commu-
nity today. The consequences of these investigations led to the devel-
opment of a series of advanced technologies such as high performance
computers, processing, techniques for computing and numerical analy-
sis, construction of gravitational wave detectors, creation and develop-
ment of free software, as well as the inclusion of models to test the limits
of this area of research. The main objective of this thesis is to establish a
different way of analyzing the problem with the combination of three
theoretical frames on the description of the characteristic initial value
problem of General Relativity; the Newman-Penrose (NP), Bondi-Sachs
(BS) and Robinson-Trautman (RT) formalisms. The Robinson-Trautman
spacetimes form the basis both for the construction of initial data rep-
resenting a head-on collision of black holes and for describing the dy-
namic evolution from them. All analysis of the characteristic dynamics
is made from the numerical integration of the axial Robinson-Trautman
equation through the utilization of Spectral and Runge-Kutta numerical
methods. The Newman-Penrose and Bondi-Sachs formalisms are respon-
sible for the characterization of the gravitational radiation zone and the
description of the conservation laws of energy and momentum respec-
tively. The initial data for the RT dynamics already have a single global
apparent horizon, describing the collision of black holes from the merger
stage. The analysis of numerical results focuses mainly on the angular
and temporal patterns of gravitational waves, in the extraction efficiency
of mass-energy, the momentum distribution of the black hole remnant of
the collision, the conservation laws of energy and momentum and the
kick velocities generated by the impulse of the emitted waves.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introduc¢ao Contextual

"This is not something made up like in a science fiction
movie...rather, we have confidence that these results are the real
deal, that we have the true gravitational wave fingerprint
predicted by Einstein for the black hole merger.”

Joan Centrella

Um dos grandes desafios da fisica do século XXI estd na busca pelas
ondas gravitacionais. Estas sdo previstas pela Relatividade Geral, a teoria
padrdo que descreve o campo gravitacional. Hoje em dia, a importancia
dessa drea de pesquisa estd na possibilidade de se combinar os mode-
los tedricos que descrevem a emissdo e propagacdo de ondas gravitacio-
nais com as observacgdes astrofisicas que deverdo ser obtidas por uma
nova geracdo de detectores — interferometros Opticos de larga escala —
que rotineiramente observardo as ondas gravitacionais produzidas por
sistemas massivos e de rdpida evolugdo tais como espirais bindrias de es-
trelas de néutrons, de buracos negros e mistas entre estrelas de néutrons
e buracos negros, estes dois tltimos ainda ndo observados. Parte da co-
munidade cientifica, mais ortodoxa, estava um tanto resistente a respeito

da existéncia das ondas gravitacionais. Contudo, o Prémio Nobel de 1993



foi concedido a Hulse e Taylor por suas observagdes experimentais e sub-
sequentes interpretacdes da evolugdo da orbita do pulsar binario PSR
1913416 [1, 2], com o decaimento da orbita binaria sendo consistente com
a energia e momento angular expelidos deste sistema em forma de ondas
gravitacionais [3]. A observacdo desse novo fendmeno e dos estados de
polarizagdo dos sinais das ondas ird permitir uma verificagdo experimen-
tal direta das predi¢des ondulatérias da Relatividade Geral; mais impor-
tante porém, a deteccdo desses sinais devera fornecer aos observadores
informagdes novas e tnicas a respeito de processos astrofisicos como, por
exemplo, a demografia de buracos negros dentro e fora de galéxias. E
por essa razdo que existe o interesse mundial na deteccdo dessas ondas.
O problema para o fisico experimental se concentra no fato de que as
magnitudes previstas para as amplitudes das deformagdes no espago, na
vizinhanga da Terra, causadas pelas ondas gravitacionais, mesmo para os
eventos astrofisicos mais violentos, sdo extremamente baixas, da ordem
de 102! ou ainda mais baixas [5].

Uma série de detectores, tanto de interferometria a laser, como os lo-
calizados nos Estados Unidos (projeto LIGO, liderado pelo consércio Cal-
tech/MIT) [6], na Austrélia (projeto AIGO) [7], na Itélia (projeto VIRGO,
uma junta comercial Itdlia/Franca) [8], na Alemanha (projeto GEO 600,
uma colaboracdo Gra-Bretanha/Alemanha) [9] e no Japao (projeto TAMA
300) [10], quanto detectores de massa ressonante como, por exemplo,
o projeto brasileiro Mario Schenberg [12], estdo em fase de construcao,
aperfeicoamento e/ou de testes para que, num futuro préximo, fornecam
dados observacionais que tentem desvendar questdes fundamentais so-
bre uma série de processos astrofisicos, assim como acerca da origem do
universo.

Um ousado projeto de detector a ser langado em 6rbita e administrado
pela NASA, o LISA (Laser Interferometer Space Antenna) [11], pretende
observar fontes astrofisicas e cosmoldgicas de ondas gravitacionais de
baixas frequéncias (0.03 mHz a 0.1 Hz, correspondendo a periodos de os-
cilagdo em torno de 10 horas a 10 segundos). Essa banda de frequéncia
estd dentro da faixa que corresponde a emissdo proveniente de sistemas
bindrios de buracos negros massivos [21] que se formam ap0s fusdes de



galdxias (esse ponto serd discutido adiante). Devido a esse fato, a co-
alescéncia de buracos negros bindrios é esperada como sendo uma das
fontes astrofisicas de radiacdo gravitacional com energia mais intensa e
de maior probabilidade de deteccdo. Como a emissdo de ondas gravita-
cionais retira energia e momento da fonte bindria, suas 6rbitas diminuem
e os buracos negros eventualmente se fundem em um tnico buraco negro,
produzindo uma intensa quantidade de radiagéo.

Essas futuras observagdes apresentam uma chamada urgente a comu-
nidade de tedricos relativistas para que estes fornecam imediatamente
padrdes sobre a radiagdo que é esperada dessas colisdes. A conciliagdo
dos dados tedricos com os observacionais é de extrema importancia para
uma construgao sélida de argumentos que testem os diversos aspectos da
teoria da Relatividade Geral, abrindo um novo campo da astronomia.

1.1.1 Caracterizacao e Andlise do Problema

A colisdo de buracos negros bindrios pode ser dividida basicamente
em trés estdgios. Durante a fase de espiral, os buracos negros estdo su-
ficientemente separados para serem tratados como particulas pontuais.
Neste estagio, o periodo orbital é muito mais curto do que a escala de
tempo na qual os parametros orbitais variam e os buracos espiralam-
se em Orbitas quase circulares. Quando os buracos negros estdo bem
préoximos um do outro (no caso em ndo podem ser mais considerados
como particulas pontuais), eles entram na fase de fusdo. Nesse regime
dindmico de campo forte, os buracos imergem-se, fundindo em um tnico
e altamente distorcido buraco negro, envolto por um horizonte aparente
global comum. Finalmente, chega-se ao estdgio de ringdown, onde o bu-
raco negro remanescente verte as distor¢des através da emissdo de ondas
gravitacionais, alcan¢ando a fase estacionaria de um buraco negro com
ou sem rotacgao.

O conhecimento das formas de onda desses trés estagios da coalescén-
cia de buracos negros é de extrema importancia para o processo de de-
teccdo e de andlise de dados assim como para as aplicagdes astrofisicas.
A fase de espiral pode ser calculada analiticamente através de técnicas



de aproximacgdo pés-newtonianas (PN) [13]. A forma de onda dessa fase
de espiral é basicamente um pulso - uma sendide crescente, tanto em
frequéncia quanto em amplitude. A fase de ringdown também pode
ser calculada analiticamente por técnicas de teoria de perturbac¢des de
buracos negros, cujas formas de onda sdo sendides amortecidas com a
presenca dos chamados modos quase-normais (QNM) [103]. Contudo,
a fase de fusdo s6 pode ser entendida através de simula¢des numéricas
das equacgdes de Einstein que geram formas de onda que até recente-
mente eram desconhecidas. Tais simula¢des numéricas sdao construidas
com base em duas decomposi¢des distintas das equagdes de Einstein:
a da formulag¢do caracteristica de Bondi-Sachs (BS) [90] e a do forma-
lismo de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) ou de Cauchy [4]. A primeira
formulacdo serd o foco da presente tese e serd discutida nos capitulos
subsequentes. J4 a segunda formulac¢do é a mais utilizada na literatura e
praticamente todos os resultados significativos de simula¢des de colisdes
de buracos negros sdo obtidos desta formulacao.

A decomposigdo das equagdes de Einstein no formalismo ADM se
caracteriza por um folheamento do espago-tempo em hipersuperficies 3-
dimensionais do tipo espaco, cada uma rotulada pela coordenada tem-
poral t = constante. Nessa decomposicdo, as dez componentes inde-
pendentes da métrica g, sdo dadas pela fungdo lapso N que é respon-
sével pela distancia perpendicular entre duas hipersuperficies vizinhas,
pelo vetor deslocamento N, responsével pelo deslocamento de um ponto
da hipersuperficie espacial ty, localizado na hipersuperficie subsequente
t1 = to +dt e da métrica 3-dimensional 1;;, localizada nas hipersuperfi-
cies t = constante. Com isso, a métrica do formalismo ADM pode ser
escrita da seguinte forma

ds? = (N? — N'N;)dt* — 2Ndtdx' — y;;dx'dx/ (L.1)

As equagdes de Einstein referentes a (1.1) sdo divididas em dois con-
juntos: quatro equagdes de vinculo e seis equagdes de evolucdo. As
equagdes de vinculo formam um conjunto de equagdes diferenciais parci-
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ais elipticas independentes do tempo e que devem ser satisfeitas em cada
hipersuperficie t = constante. Especificamente, os vinculos sdo resolvidos
primeiro para que dados iniciais de buracos negros bindrios possam ser
utilizados na simulagdo. Apds esse passo, os dados iniciais sdo propa-
gados para hipersuperficies t > ty, onde ty é a hipersuperficie onde os
dados iniciais sdo obtidos como a solucdo dos vinculos.

Uma vez munido das condig¢des iniciais, as equagdes de Einstein de
evolucdo devem ser integradas numericamente com relagdo as vdrias va-
ridveis de campo em uma rede de pontos discretos que representam o
dominio do espago-tempo de interesse. Existem duas técnicas gerais de li-
dar com as derivadas espaciais que aparecem nessas equagdes. O método
de diferencas finitas [4] interpola a derivada em um dado ponto a partir
dos pontos vizinhos de acordo com uma expansdo de Taylor no espaca-
mento da rede. Ja os métodos espectrais [95, 96], assumem a solugdo
na forma de uma expansdo numa base de fun¢des ortogonais; uma vez
que os coeficientes modais (espectrais) da expansdo sdo obtidos numeri-
camente, as derivadas da solu¢do podem ser obtidas analiticamente. Em
ambos os casos, a integracdo temporal pode ser lidada de distintas for-
mas, sendo a mais comum o algoritmo de Runge-Kutta [4]. Assim como a
formulacdo ADM, o método de diferencas finitas é o mais utilizado na lit-
eratura, apesar de os métodos espectrais estarem ganhando um destaque
maior na comunidade [14]. Nesta tese, assim como o formalismo carac-
teristico da Relatividade Geral, os métodos espectrais serdo os métodos
utilizados na evolu¢do numérica do sistema de fusdo de buracos negros.

1.1.2 Desenvolvimento Histérico

A primeira tentativa de se obter a evolugdo numérica das equagdes
de Finstein, a partir do espago-tempo de um sistema binario de buracos
negros em colisdo frontal, foi dada por Hahn e Lindquist em 1964 [15].
Isto se deu antes mesmo da introducdo do termo "buraco negro" por
Wheeler. Neste trabalho pioneiro, eles utilizaram os dados iniciais de
Misner [108] e, ap6s alguns testes, chegaram a conclusdo de que os erros

numéricos cresciam de forma demasiada, impossibilitando uma evolugao



mais longa, com a obtencdo das quantidades fisicas envolvidas no pro-
cesso. Dado o curto tempo de computagdo, ndo houve uma maior moti-
vagdo para explorar o problema de emissdo de radiacdo gravitacional. Em
1975, Smarr [16] e logo em seguida Eppley [17], simularam novamente a
colisdo frontal de dois buracos negros, agora com o objetivo principal de
computar as formas de onda gravitacionais emitidas no processo. Apesar
de utilizarem um espago-tempo de simetria axial e terem realizado os cal-
culos numéricos aproximadamente uma década ap6s o trabalho seminal
de Hahn e Lindquist, a capacidade computacional da época ainda estava
aquém de solucionar o problema da forma em que ele foi proposto, o que
gerou resultados pouco acurados. Apesar disso, Smarr e Eppley foram
capazes de obter algumas formas de onda da solu¢gdo numérica.

Devido a esse empecilho computacional, nenhum trabalho de solugéo
numérica das equagdes da Relatividade Geral foi desenvolvido até o ini-
cio da década de 1990, onde o projeto para a construgao do detector LIGO
tornou-se mais sélida [18]. Os primeiros estudos, num trabalho de revisdao
do caso de colisdes frontais de buracos negros [19], revelaram que, mesmo
que o problema numérico em si pudesse ser melhor explorado analitica-
mente (por exemplo, com uma escolha apropriadada de um sistema de
coordenadas e/ou fornecendo dados iniciais astrofisicos mais relevantes),
chegou-se a um consenso de que o maior obstdculo para a resolugdo do
problema ainda era o de cunho computacional [20, 51]. No final dos
anos 90, as primeiras técnicas numéricas tridimensionais na evolugdo de
sistemas bindrios de buracos negros foram obtidas [44]. Essas técnicas,
porém, proporcionavam a quebra dos cédigos numéricos muito antes que
uma porgdo significativa da 6rbita bindria pudesse ser evoluida.

Neste contexto, o projeto Lazarus [45] surgiu como uma novidade
para o problema de se obter as formas de onda de bindrias de buracos
negros, combinando curtas simula¢des numéricas com métodos de per-
turbacdo de buracos negros. Como as simula¢des s6 eram obtidas para
um curto intervalo de tempo e a teoria de perturbagdo de buracos negros
poderia aproximar a dindmica final do buraco negro remanescente, o pro-
jeto Lazarus procurou aplicar relatividade numérica para evoluir a regido
de campo forte, a fase de fusdo, provendo um modelo hibrido para uma



parte significativa do problema.

Simultaneamente as investiga¢des do projeto Lazarus, outros progres-
sos na simulacdo de fusdes de buracos negros foram feitos, incluindo
novas decomposi¢des das equagdes de Einstein e novas formas de con-
trolar a evolucdao das coordenadas numéricas. O mais famoso desses
desenvolvimentos é o chamado sistema de Baugamarte-Shapiro-Shibata-
Nakamura (BSSN) [48], que superou problemas de instabilidade asso-
ciados a forma das equagdes padrdao do formalismo ADM [49]. No sis-
tema BSSN, o conjunto de equagdes de evolucédo é descrito com derivadas
primeiras no tempo e derivadas segundas com relagdo as coordenadas es-
paciais e é extremamente hiperbdlico [50]. Evolugdes temporais estaveis
foram efetuadas utilizando uma condi¢do de coordenadas que evoluem
a fungdo lapso N drasticamente, evitando que a folheagdo quebre nas
singularidades dos buracos negros [51]. Contudo, a estabilidade das si-
mulagdes continuavam limitadas a um curto intervalo de tempo devido
a) a uma falha do sistema de coordenadas, denominada de grid stretch-
ing (estiramento da malha), na qual as coordenadas tendem a cair den-
tro dos buracos negros; e b) a instabilidades relacionadas com o modo
de lidar com os buracos negros numericamente. A eliminacdo do grid
stretching requereu um desenvolvimento de técnicas apropriadas para
um controle dindmico das coordenadas espaciais e que sdo governadas
pela evolucdo do vetor deslocamento N'. As primeiras evolugdes de longa
duracdo de buracos negros distorcidos contavam com uma classe de es-
quemas de evolugado do vetor deslocamento, conhecidos como condigdes
de congelamento-T’, as quais foram inspiradas na formula¢gdo BSSN. Com
esse esquema, um simples buraco negro distorcido poderia ser evoluido
indefinidamente e com uma significativa acuracia [52]. Estes estudos per-
mitiram que uma determinagdo numérica completa das formas das ondas
gravitacionais na fase de ringdown, quando o buraco negro distorcido
atinge, fisicamente e numericamente, um estagio de estabilidade. Este
método também deixou uma base para avancos futuros nas simulag¢oes
de colisdes de buracos negros [53].

Contudo, outro aspecto das condi¢des de calibre das coordenadas es-
paciais deixou uma tarefa critica para as simulag¢des de colisdes de bura-
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cos negros. Como a Relatividade Geral permite sistemas de coordenadas
arbitrarios, muitos grupos adotaram condicdes de coordenadas que néo
permitiam que os buracos negros se movessem ao longo do dominio com-
putacional. O uso dessas condi¢des simplificou o problema de lidar com
as singularidades dos buracos negros, que eram lidadas ou por extirpar
os interiores (com os horizontes) do dominio computacional [54] ou por
representar os buracos negros como uma punctura [55]. Apesar de que
progressos foram feitos com relagdo a implementagdo do movimento das
regides extirpadas [56], é muito mais simples considerar que a regido
extirpada se mantivesse fixa na malha computacional [57]. De maneira
similar, o tratamento das puncturas também propunha que os buracos
negros ficassem fixos na malha computacional e a singularidade fosse
tratada analiticamente de uma forma independente do tempo. Contudo,
para configura¢Oes bindrias nas quais os buracos negros se movem, o
custo de manté-los fixos no espaco de coordenadas foi pago por acres-
centar torcdo e estirar os campos dindmicos, que eventualmente levaram
a erros computacionais elevados.

No inicio do ano de 2005, Pretorius [43] surpreendeu toda a comu-
nidade de relatividade numérica ao anunciar a primeira simulagdo ro-
busta e completa de fusdo de buracos negros de massas iguais. ApOs
completar aproximadamente uma 6rbita, os buracos negros mergulham e
se fundem para formar um tnico, distorcido buraco negro que logo ap6s
entra no regime de ringdown. Pretorius foi o primeiro a obter as formas
das ondas gravitacionais das fases de espiral e de fusdo diretamente de
simula¢des numéricas.

Pretorius [58] empregou diversas técnicas bem distintas daquelas im-
plementadas nos tratamentos anteriores do problema de colisdes de bu-
racos negros. Ao invés de utilizar a formulagdo BSSN, ele aplicou o for-
malismo harmonico generalizado [59] diretamente, integrando a métrica
com as equagdes de evolugdo com derivadas segundas tanto no tempo
quanto nas coordenadas espaciais. Estas equagdes foram implementadas
numericamente usando a técnica de refinamento de malha adaptavel que
permitiu uma alta resolu¢do em torno dos buracos negros, mantendo um
largo dominio computacional. Pretorius utilizou coordenadas espaciais
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compactificadas para trazer o infinito espacial para o dominio computa-
cional com uma escolha de calibre fortemente ligada ao seu formalismo
de evolugdo. Segundo a referéncia [60], Pretorius acrescentou termos nas
equagdes de evolugdo para especificamente reduzir quaisquer violagdes
as equagOes de vinculo. Em suas simulag¢des, os buracos negros foram
extirpados e se moviam livremente ao longo do dominio computacional.

No final de 2005, contudo, um novo e robusto método baseado na
formula¢do BSSN foi anunciado. O método de puncturas méveis foi des-
coberto simultaneamente e independentemente pelos grupos da Univer-
sidade do Texas em Brownsville (UTB) [46] e o NASA’s Goddard Space
Flight Center (GSFC) [47]. Nesta descri¢do, os buracos negros sdo repre-
sentados como puncturas mas que nao sdo vinculadas a permanecer fixas
na malha de coordenadas. Ao invés disso, elas se movem livremente ao
longo da malha por intermédio de novas condi¢des de coordenadas.

Os grupos da UTB e do GSFC descobriram e aplicaram médodos si-
milares a0 mesmo problema: evoluir uma binaria de buracos negros de
massas iguais (e sem spin) a partir da 6bita final da fase de espiral, pas-
sando pela fase de fusdo e de ringdown, estudando as ondas gravitacio-
nais emitidas em todo o processo. A primeira geracdo de formas de onda
obtidas por Pretorius e pelos grupos da UTB e do GSFC mostrou a mesma
explosdo de radiagdo terminando em uma fase senoidal-amortecida de
ringdown e que as formas de onda estavam qualitativamente de acordo
com as obtidas pelo projeto Lazarus.

A descoberta do método de puncturas méveis foi o inicio do campo
de pesquisa de evolugdes de buracos negros bindrios. Pelo fato de que
o método das puncturas era baseado em outros métodos j& comumente
usados pelos grupos de pesquisa, a maioria dos pesquisadores da area
rapidamente alcancaram evolugdes estdveis e acuradas utilizando seus
c6digos numéricos ja existentes, adotando simplesmente novas condigdes
de coordenadas [69].

1.1.3 Implicacoes Astrofisicas

Os diversos estudos de relatividade numérica citados anteriormente
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revelaram diversos detalhes da fisica envolvida na colisdo de buracos ne-
gros. Apesar de que ainda ha muito a ser explorado, esse novo entendi-
mento ja contribui para o planejamento e interpreta¢des das observacoes
de buracos negros astrofisicos no aparato tedrico da Relatividade Geral,
cuja teoria é tomada como o modelo de entendimento para a interacdo
gravitacional.

Formas de onda nas observacdes de ondas gravitacionais

A saida de um detector de ondas gravitacionais é basicamente uma
corrente de dados que precisam ser relacionados com sinais reais. Esta
identificacdo requer um padrdo de formas de onda acurado que repre-
sente o melhor retrato da radiagdo proveniente de fontes esperadas, como
das provenientes de colisdes de buracos negros; estes padrdes podem en-
tdo ser comparados com a corrente de dados através de uma filtragem
[61].

Antes do advento de simulacdes de fusdes de buracos negros, as tni-
cas formas de onda disponiveis para andlise de dados observacionais
eram baseados na aproximagdo pds-newtoniana. Estas formas de onda
eram essencialmente pulsos da fase de espiral e ndo incluiam o campo
forte da fase de fusdo. As novas e ricas informagdes agora disponiveis
através de simulagdes de relatividade numérica revolucionaram o quadro
da andlise de dados de diversas formas.

A disponibilidade das fases de fusdo-ringdown pode crescer signi-
ficativamente nos sinais de resposta do detector de ondas gravitacionais.
Munido de uma forma de onda numérica da fase de fusdo com longa
duracdo e de acurécia aceitdvel, pode-se extendé-la para trds no tempo
para cobrir a longa fase de espiral através de uma colagem com a forma
de onda pés-newtoniana. Essa forma de onda hibrida foi primeiramente
produzida pelo grupo do GSFC para o caso de colisdes frontais de bura-
cos negros de massas iguais, sem spin [62]. Usando este modelo hibrido,
pode-se investigar os sinais de resposta com alcance completo das trés
fases, tanto para os atuais quanto para os futuros detectores de ondas
gravitacionais.
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Essas formas de onda hibridas geradas podem também ser utilizadas
para aperfeicoar as técnicas de andlise de dados. Como as andlises de
dados de ondas gravitacionais anteriores ndo eram baseadas no conheci-
mento das formas de onda da fase de fusdo, um primeiro passo natural é
testar o qudo satisfatérias serdo essas técnicas para a detec¢do dos sinais
de onda da fase de fusédo previstas pelas simulagdes numéricas. Em 2009,
o projeto NINJA (Numerical INJection Analysis) [63] usou uma inje¢do
direta de uma faixa de longas e curtas formas de onda numéricas no
simulador de andlise de dados dos detectores LIGO e Virgo com este
proposito. O resultado foi o teste-base mais realistico até os dias de hoje
envolvendo métodos de andlise de dados de deteccdo de ondas gravi-
tacionais que incluem padrdes de formas de onda da fase completa ou
de fases parciais, assim como buscas de emissdes de ondas ainda nado
modeladas teoricamente. Estudos mais aprofundados de algoritmos de
deteccdo com formas de onda de relatividade numérica estdo em pleno
desenvolvimento.

Medicao dos parametros de buracos negros

A porcdo das formas de onda da fase de fusdo, apesar de possuir
uma curta duracdo comparada as outras fases, pode conter novas e im-
portantes informagdes ndo presentes na fase de espiral. Outro fato a ser
notado é que alguns modos da radiacdo que ndo sdo significativos na
fase de espiral podem se tornar proeminentes na fase de fusdo e infor-
magdes que esses modos carregam consigo passam a ser disponiveis aos
observadores [64].

Assim que as ondas gravitacionais sejam detectadas, o maior inte-
resse estard na identificacdo dos parametros fisicos das fontes, como, por
exemplo, a razdo de massas dos buracos negros. Esses parametros estao
impressos nos sinais de onda, juntamente com paradmetros extrinsecos,
como a posi¢do no céu e a distdncia do observador as fontes. Para fortes
sinais de onda, esperados para sistemas bindrios de buracos negros mas-
sivos, esses parametros poderdo ser obtidos com alta precisdo. Apesar
desses parametros estarem parcialmente desvinculados, considerando so-
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mente os padrdes da fase de espiral, as formas de onda da fase completa
de fusdo podem ajudar a quebrar ambiguidades, degenerecéncias e, com
isso, retirar incertezas em diversos parametros fisicos importantes. Uma
boa localizagdo da fonte no céu é especialmente importante para o desen-
volvimento de uma astronomia de mensagens mdltiplas.

Evolucdao da massa total do sistema

A distribuicdo de massa esperada de um sistema de buracos negros
astrofisicos é outro topico de considerdvel interesse. No entendimento
comum, buracos negros crescem a partir de pequenas "sementes" que
existiram em épocas distantes na histéria do universo, através de uma
combinagdo de fusdes e de acregdo de gases [65]. Em geral, a maior parte
do crescimento da configuracdo de massa é, acredita-se, devido a acrecdo
com a fusdo proporcionando um crescimento mais modesto.

Contudo, a radiagdo gravitacional emitida durante a coalecéncia de
buracos negros carrega energia, reduzindo consideravelmente o percentual
de massa global do sistema. A maior parte dessa perda acontece num
curto intervalo de tempo, no estdgio de fusdo. Com essa rdpida perda
de massa, tipos de matéria ao redor do sistema bindrio, em discos de
acre¢do, podem reagir subitamente, mudando o potencial gravitacional e
produzindo uma mudanga visivel em seu perfil eletromagnético - uma

possivel contraparte eletromagnética ao jato de radiagdo gravitacional
[66].

Velocidades de recuo na emissao de radiacao gravitacional

Observagdes indicam que o centro de toda galaxia hospeda um buraco
negro cuja massa esta no intervalo de 10° — 10° M, [22], com a massa dos
buracos negros correlacionando bem com a massa do bojo galactico. Um
buraco negro cuja massa estd dentro ou acima desse intervalo é chamado
de buraco negro supermassivo (SMBH). Ja existem evidéncias observa-
cionais de que galdxias frequentemente colidem-se resultando na fusdo
das mesmas. E existem razdes para se acreditar que, quando isso ocorre,

a friccdo entre os SMBHs, as estrelas e os gases da galdxia irregular, recém
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fundida, fard com que os SMBHs colidam em um ntcleo comum e emi-
tam radiacdo gravitacional.

Por causa das massas de tais buracos negros serem bastante elevadas,
os detectores de ondas gravitacionais poderdo identificar essencialmente
qualquer fusdo que ocorra na sua banda de frequéncia em distantes partes
do universo, mesmo em situagdes de elevados redshifts. Isso pode en-
deregar questdes astrofisicas sobre a origem, crescimento e populagao de
SMBHs. A descoberta recente de um candidato a bindrio de SMBH's
[23] e a associagdo de l6bulos de rdadio em forma de X (X-shaped radio
lobes) com a fusdo desses SMBHs bindrios [24] fizeram crescer o otimismo
acerca do indice dessas fusdes, assim como existe a sugestdo de que um
SMBH poderia ter sido expelido do centro de sua galdxia, um evento que
somente poderia ter acontecido gragas a uma fusdo de dois SMBHs [25].

O recuo gravitacional de um sistema isolado, em resposta a emissdo
anisotropica de radiagdo gravitacional, muitas vezes denominado na lite-
ratura de "recoil" ou "kick", é um fendmeno com consequéncias astrofisi-
cas de alta importancia [26]. Uma das mais intrigantes possibilidades é
a de que um buraco negro massivo formado a partir das fases de espi-
ral e de fusdo de dois buracos negros progenitores poderia receber um
"kick" suficiente para fazé-lo deslocar do centro da galdxia onde a fusdo
ocorreu ou até mesmo ejetd-lo inteiramente da galédxia. Isto poderia afetar
diretamente a histéria do crescimento de buracos negros massivos [27].

A determinacdo da ejecdo ou ndo do buraco negro de sua galédxia hos-
pedeira é dada pela magnitude da velocidade de recuo. Possiveis evidén-
cias observacionais para tal recuo podem estar ligadas com a observacao
de galaxias fracas [28, 29], onde a falta de um ntcleo denso é associ-
ada com o buraco negro central sendo ejetado ap6s a fusdo [26]. Existe
também evidéncia de uma ejecdo de um SMBH apés a fusdo de galéxias
tanto por causa de um recuo quanto por uma espécie de estilingue devido
a presenca de trés ou mais SMBHs em fusdo [30]. O recuo gravitacional
também tem mostrado possuir consequéncias importantes nos cendrios
hierdrquicos de fusdo e da estrutura observavel do ntcleo galético. Ve-
locidades de recuo de poucas centenas de km/s poderiam ser maiores
quando comparadas as velocidades de escape de galdxias ands, clusters
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globulares e halos de matéria escura [26, 31].

A fonte SDSS ]J092712.65+294344.0 foi proposta como sendo um bu-
raco negro massivo em recuo [25]. Contudo, diferentes interpretacdes
como um sistema bindrio de buracos negros [32, 33] ou um alinhamento
com uma fonte mais distante no mesmo cluster [34] também foram pro-
postas. De forma similar, as fontes SDSS J105041.35+345631.3 e SDSS
J153636.22+044127.0 também foram apontadas como candidatas ao posto
de SMBHSs em recuo [35, 36]. A ultima evidéncia de SMBH com veloci-
dade de recuo foi reportada a partir de uma peculiar fonte de raio-X,
catalogada como CXOJ122518.6+144545 e proveniente da galaxia SDSS
DR7 z = 0.0447 [37]. Essa fonte também é posta como sendo uma pos-
sivel fonte de raios-X ultra-luminosa (ULX) ou também uma supernova
azul do tipo IIn.

O calculo de tais velocidades de recuo na Relatividade Geral foi le-
vado em conta de diversas formas. As primeiras estimativas analiticas
e semi-analiticas do recuo incluem um célculo perturbativo (valido para
pequenas razdes de massa dos buracos negros) durante a fase final de
fusdo [38], um célculo pdés-newtoniano vélido durante a fase de espiral
juntamente com a fase de fusdo [39], uma aplicacdo do formalismo de
one-body efetivo [40], um célculo de close-limit com condi¢des iniciais do
tipo Bowen-York [41] e, mais recentemente, um modelo pds-newtoniano
incluindo também a fase de ringdown [42].

Seguindo recentes avancos no calculo numérico de buracos negros
bindrios [43, 46, 47], o problema de recuo gravitacional recebeu considera-
vel atencdo da comunidade de relatividade numérica. Estas computacoes
levaram ao crescimento das estimativas acuradas de velocidades de recuo
na fase de fusdo ao longo de 6rbitas quase circulares de buracos negros
sem spin [68, 67, 70, 72, 73] e com spin [74, 75, 78], de colisdes frontais
[79] e de orbitas hiperbdlicas [80].

1.1.4 Objetivo e Organizacao da Tese

Dentro do contexto atual do problema de coalescéncia de buracos ne-
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gros, ainda hd muito o que ser explorado. Com isso, outras modela-
gens tedricas que venham a confirmar ou até mesmo confrontar os re-
sultados ja estabelecidos na literatura sdo de extrema importancia no de-
senvolvimento desta drea de pesquisa. Com este pensamento, esta tese
aborda a colisdo de buracos negros em uma formulacdo tedrica distinta
das utilizadas e descritas nas se¢des anteriores desta introducdo contex-
tual. Nesta tese, o0 método utilizado esta relacionado com os espagos-
tempos de Robinson-Trautman no vdcuo e com simetria axial, os quais
representam sistemas isolados na Relatividade Geral que emitem radi-
acdo gravitacional. A evolucdo do sistema de Robinson-Trautman se
enquadra na formulagdo de valor inicial caracteristico da Relatividade
Geral, onde a propagacado das informacgdes do sistema se da ao longo de
congruéncias de geodésicas nulas, localmente tangentes ao cone de luz.
Embora mais simples que o caso caracteristico cldssico de Bondi-Sachs,
o sistema de Robinson-Trautman proporciona uma menor dificuldade na
obtengdo de dados iniciais que correspondem a uma colisdo de dois bura-
cos negros. Os dados iniciais construidos para o problema, via Robinson-
Trautman, ja possuem um tnico horizonte aparente, o que permite uma
andlise da coalescéncia de buracos negros apenas a partir da fase de fuséo.
Mesmo com essa limitagdo, o sistema de Robinson-Trautman reproduz
férmulas e resultados andlogos aos obtidos na literatura, assim como pro-
duz resultados inéditos e significativos ndo encontrados anteriormente na
literatura.

O contetido da tese basicamente se divide em quatro capitulos. O
primeiro, cuja primeira parte ja foi discutida acerca da contextualizacado
do problema de colisdes de buracos negros, a emissdo de radiagdo gra-
vitacional no processo e suas consequéncias astrofisicas. E uma segunda
parte, a seguir, que introduz os conceitos matematicos a serem utilizados
na caracterizagdo da radiagdo gravitacional no regime ndo-linear da Re-
latividade Geral, denominado na literatura de formalismo de tetradas de
Newman-Penrose. Ainda neste capitulo sera analisado o comportamento
assint6tico do campo gravitacional na vizinhanga do infinito nulo a par-
tir dos objetos de Newman-Penrose que representam as componentes do
tensor de Weyl e que sdo identificados segundo a classificacdo de Petrov.
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No segundo capitulo, sdo introduzidos os conceitos criados por Bondi
e Sachs na anélise de espagos-tempos assintoticamente planos e que cul-
minam na defini¢do do formalismo de valor inicial caracteristico da Rela-
tividade Geral. Estes conceitos englobam quantidades fisicas fundamen-
tais tais como a conservagdo de energia e momento linear na emissdo de
radiacdo gravitacional. Apds a abordagem de Bondi-Sachs, introduz-se
a base tedrica dos espagos-tempos de Robinson-Trautman com a equagéo
geral de evolucdo do sistema, a caracteriza¢do da zona de onda e a obtengao
das leis de conservacdo de Bondi-Sachs para os espagos-tempos de Robinson-
Trautman.

O terceiro capitulo e o mais importante dessa tese trata da emissao de
radiagdo gravitacional através da fusdo por colisdo frontal de dois bura-
cos negros de Schwarzschild. Primeiro os dados iniciais caracteristicos
sdo construidos e evoluidos numericamente através da equacdo axial de
Robinson-Trautman, utilizando uma combinagao de dois métodos espec-
trais, os métodos de Galerkin e de colocagdo. Apos a integracdo numérica,
as quantidades fisicas fundamentais como, as formas de onda, a extracao
de energia e momento linear e as velocidades de recuo divido a emissao
de radiacgdo gravitacional sdo obtidas e discutidas numa comparacdo com
os resultados encontrados na literatura.

O quarto e tltimo capitulo sera reservado as consideragdes finais, com
a recapitulacdo da tese e as perspectivas futuras de trabalho, como, por
exemplo, o estudo da fusdo por colisdes ndo-frontais de buracos negros
de Schwarzschild que exigem uma generalizagdo para espagos-tempos de

Robinson-Trautman nao-axiais.
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1.2 Introdu¢ao Matematica

"I had submitted a paper...(on what is now known as the
Kerr—Newman metric) which came back with some excellent
referee critical comments...a short time late, while talking with
Penrose, I commented to him about this excellent referee report;
telling him that it was such a well written report that only one
person in the world could have done it, namely Ray Sachs.
Penrose, rather sheepishly, replied ‘maybe there was someone else

7

who could have done it’.

Erza Newman

1.2.1 Formalismo de Tetradas

A maneira padrdo de se tratar problemas na teoria da Relatividade
Geral considera as equagdes de campo de Einstein numa base de coor-
denadas adaptada ao problema proposto. Muitas vezes porém, pode ser
vantajoso proceder de uma maneira diferente escolhendo-se uma base
de tetradas adequada que corresponde a quatro campos vetoriais linear-
mente independentes e ortogonais, projetando todas as quantidades rele-
vantes nesta base e considerando as equagdes satisfeitas por elas. Este é
o chamado formalismo de tetradas.

A representacdo das tetradas

Em cada ponto do espago-tempo, pode-se construir uma base formada

por quatro vetores covariantes,
e (@=1234 p=0,123), (1.2)

onde os indices entre parénteses distinguem os indices de tetrada (repre-
sentados pelas primeiras letras do alfabeto latino) dos indices de espaco-
tempo (representado por letras gregas). Definindo a inversa da matriz
[e(a)#] como e®),,, tem-se que
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He(b)y — 50 Hela)  — sH .

€(a) (@) € €@

Ainda como parte das defini¢des, assume-se que

)’

) = Ma)(v)r

onde (a)(v) € uma matriz simeétrica e constante.
Seja 7)) a inversa da matriz [1(a) ()] logo,

Como consequéncia das vérias definicdes,

(@)

M) ()€ "n = Eayus

e o resultado mais importante,

ey =g — 190000, = guv-

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

Dado qualquer campo vetorial ou tensorial, é possivel projetar sobre

estes a base de tetradas para a obtengdo de suas respectivas componentes

de tetradas. Logo,

A = e@pd” = e Aw
Ala) — q(“)(b)A(b) — e(ﬂ)yAy — g(ﬂ)ﬂAw
Al — e(ﬂ)ﬂA(ﬂ) — e(”)VA(a);

e, de maneira geral,
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Ty = f(a)” ew)” Tw = e@)" ), } (1.9)
e .

Através das equagdes (1.3), (1.4), (1.5) e (1.6) é possivel notar que (i)
se pode passar livremente dos indices de coordenadas para os indices
de tetradas e vice-versa; (ii) 7(*(®) e 1(a)(v) SO responsdveis por levan-
tar e abaixar, respectivamente, os indices de tetradas, assim como o ten-
sor métrico é responsavel no caso dos indices de coordenadas; (iii) ndo
existe ambiguidade em qualquer quantidade que possua ambos os tipos
de indices; (iv) o resultado de se contrair um tensor é o mesmo, quer
essa contracdo seja dada em relacdo aos indices de coordenadas ou de
tetradas.

Derivada direcional e intrinseca e os coeficientes de rotacdao de Ricci

Os vetores contravariantes €(a)s considerados como vetores tangentes,
definem as derivadas direcionais

e = e/ (1.10)
com isso,
¢ (a) = €)' P (1.11)
onde ¢ representa qualquer campo escalar. De forma geral, define-se
Aw.) = ee) Awp (112)
Usando o fato de que A,) é um escalar e definindo

V)@ k) =€) Clayiu ew)s (1.13)
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obtém-se

e(a)‘uAy,'l/e(b)V — A(ﬂ),(b) — W(d)(C)rY(C)(a)(b)A(d) (114)

As quantidades v ()(,)(») s&0 denominadas de coeficientes de rotagdo de
Ricci e fazem 0 mesmo papel na base de tetradas que a conexdo I'yg,
faz na base de coordenadas. A quantidade do lado direito de (1.14) é
chamada de derivada intrinseca de A, na diregdo e(;), representada
por Ay)|p)- Com isso,

Aw)|b) = e@" Apvew)’ € Aw)p) = Aw),b)
(1.15)

o que relaciona as derivadas intrinsecas e direcionais.

A nocdo de derivada intrinseca de campos vetoriais é estendida a cam-
pos tensoriais de forma direta. Logo, a derivada intriseca do tensor de
Riemann é dada por

— v o 1
Ria) ) @)1(f) = Rywapis €€ "e(e) e e’ (1.16)
Expandindo, tem-se que
— v o 1
Raywe@ ) = |Rup ewew) e @’ | e(r) (117)

e, substituindo as derivadas covariantes dos diferentes vetores de base
pelos respectivos coeficientes de rotacdo de Ricci, obtém-se que

Il
=
e
2
&
=
<
=
=
o
o
=
QU
=
>
~
=
|
=

Ra)m)(e)@)1(f)

=
P
=
=
Y
=
=
~~
=
=
= p
o
=
<
=
=
o
2
=
3
=
—_
—~~
[S=)
—
(00¢]
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Finalmente é importante observar que o célculo dos coeficientes de ro-
tacdo de Ricci ndo requer o cdlculo das derivadas covariantes (e, conse-
quentemente, da conexdo), pois definindo

A(“)(b)(c) - [e(b)y,v - e(b)v,y] e(a)}le(c)v’ (1.19)

observa-se que é permitida a substituicdo das derivadas ordindrias de
e(p)u € €(p)y POr suas respectivas derivadas covariantes devido a auséncia
de torcdo na teoria. Assim,

A@) () (e)
= V@) b)) ~ V(e)(b)(a)- (1.20)

Em virtude dessa relacao, tem-se

A@yo)(e) T Aoy @) — A(b)(c)(a)] (1.21)

N —

T@)®) () =

e, como manifesto por (1.19), o calculo dos coeficientes de rotacdo de Ricci
s6 depende de derivadas ordindrias. Nota-se também que A(;))(c) sdo
antissimétricos no primeiro e terceiro indices:

A@)®)() = ~Me)(b)(a)- (1.22)

Como o calculo dos coeficientes A(;)()() sd0, na prética, apenas uma
parte intermediaria do calculo dos coeficientes de rotacdo de Ricci, estes
objetos serdo denominados de pré-coeficientes de rotacdao de Ricci.
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As constantes de estrutura e as relacdes de comutagao

O comutador entre as tetradas e(,) também é um vetor. Com isso é
possivel expandi-lo em termos da mesma base de tetradas e :

[e(a) ew)] = c (a)(b)€(c)- (1.23)

Os coeficientes C(©) (a)(b) A expressdo acima sdo denominados de cons-
tantes de estrutura; estes sdo antissimétricos com relagdo aos indices (a)
e (b) e existem 24 deles. Com a ajuda de um campo escalar f, é pos-
sivel mostrar que as constantes de estrutura sdo escritos em termos dos
coeficientes de rotagdo de Ricci:

ey, em)] = ewlew) fulu —ew)lew) fulu
= [ew'ew’y —ew'ew" ) £
= [’r(c)(b)(a) — 7 (a)(b)] e’ f- (1.24)
Em comparagdo com a equagdo (1.23), tem-se que
Cam =1 =1 w0 (1.25)

A equacdo (1.23) escrita explicitamente em termos dos coeficientes de
rotagdo de Ricci produz as denominadas rela¢gdes de comutagdo, em um
total de 24 expressdes.

As identidades de Ricci e de Bianchi

Projetando a identidade de Ricci,

el v — Cla)way = Rﬁywx 6((1)/3, (1.26)
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na base de tetradas, é possivel obter que

Fe

Ry = Ruvap ey em) e) e

+ [romie €] ew'ewten 12

Expandindo as quantidades dentro dos colchetes e substituindo, mais
uma vez, as derivadas covariantes dos vetores da base por seus coefi-
cientes de rotacao de Ricci, obtém-se

~Y(@)(v)(0)(d) T V(@) (b)(d),(c) T

h
Yoo 17" Yoma = Yame) +
(D)

Ria) () (e)(@)

+ +

[Y()@)©) Yoy @) = V(H)@ @) V) (e))-(1:28)

E finalmente, a identidade de Bianchi, expressa em termos da derivada
intrinseca e das componentes de tetradas, toma a forma

1
Raypo@in = 3 {R<a><b><c><d>,<f>—'7(”)('”) V() (@) () R(m) ) 0)@) T

onde o somatoério representa a soma de todas as permutagdes possiveis
entre os indices ¢, d, f.

As equagdes basicas do formalismo de tetradas sdo as 24 relag¢des de
comutacdo, as 36 identidades de Ricci e as 20 identidades de Bianchi
linearmente independentes.
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1.2.2 Formalismo de Newman-Penrose

O formalismo de Newman-Penrose é um formalismo de tetradas com
uma escolha especial da base de vetores. A escolha tomada é a de uma
tetrada de vetores nulos e = (L, n,m,m), dos quais 1 e n sdo reais e
m e m sdo complexo-conjugados entre si. Este formalismo de tetradas
nulas criado por Ezra Newman e Roger Penrose [98] provou ser muito
atil na construgdo de solugdes exatas da Relatividade Geral. Apesar do
fato de que um consideravel nimero de equagdes devem ser resolvidas,
quando comparadas com o caso da base de coordenadas diretamente,
este formalismo possui grandes vantagens. Todas as equagdes sdo de
primeira ordem. Transformacgdes de calibre sobre as tetradas podem ser
usadas para simplificar as equagdes. Pode-se utilizar as propriedades in-
variantes do campo gravitacional sem a necessidade de introduzir uma
base de coordenadas. Mas o principal e maior motivo do atual estudo do
formalismo ¢é a sua utilizacdo na teoria de radiagdo gravitacional no for-
malismo caracteristico, através do comportamento assintético do campo
gravitacional expresso nos tipos de Petrov associados ao tensor de Weyl
[98].

A base nula e os coeficientes espinoriais

A escolha dos vetores de base nulos é dada pelas condi¢des de orto-
gonalidade,

Mmy, = Mmy, = n'm, = ntm, =0, (1.30)

além dos requerimentos de nulidade,

", = ntny, = mtmy, =m'm, =0 (1.31)

e das condigdes de normalizagdo

Mny, = —mtm, = 1. (1.32)
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Com isso, a matriz fundamental representada por 7,) ;) € dada por

01 0 0
10 0 0
— @) — 1.33
Na)(b) =1 00 0 -1 (1.33)
00 -1 0

Os vetores de base, considerados como derivadas direcionais, sdo de-
signados pela seguinte simbologia:

ey =D; e =47 ez =05 ey=20 (1.34)

Os diversos coeficientes de rota¢do de Ricci, a partir de agora denomi-
nados de coeficientes espinoriais, também possuem sua respectiva sim-

bologia:
K=Ye)ma)y P=76) 14y €= % T Y@ )
T=76)1)6)y H=T@weE)y 7= % T2 T Ye) @) ) (1.35)
A= T@@, T=TE)MmER)y &= % T2) 1)@ T YR M) )
V=T2)@) ) T=T2)4)0) p= % T2)1W)E) T YE)@E)

Ve

O complexo conjugado de qualquer quantidade acima é obtido na troca
do indice 3 pelo 4 e vice-versa, onde quer que eles aparecam.
As relacdes de comutacao e as constantes de estrutura

A partir das relagdes (1.23) e (1.25), juntamente com a notagdo de (1.34)
e (1.35), torna-se possivel escrever as relagdes de comutacdo no forma-

lismo de Newman-Penrose:

AD—DA = (y+7%)D+ (e+€)A— (m+T7T)6 — (T+T7T)9I, (1.36)
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SD-DS=(a+B—T)D+xA—(p+e—¢€)6— 06,

(1.37)
SA—NANS = —VD+ (T—a—B)A+ (1t —7+7)6 + AJ, (1.38)
36 —66=H—pu)D+ (p—p)A+ (a — B)6 + (B —®)6. (1.39)

As equagdes anteriores tornam imediata a identificagdo das constantes de

estrutura:
CW ) = (v +7); CHiqqy=@+p-7); )
Couay =(e+e);  C¥uu=x
COupmy=—(n+7); COuu=—-(p+e—e);
Yo =—(t+7; Wi = —0; (1.40)
CW ) = —7; CW gy = (A —p);
c? @)@ = (t—a—B); c® @E) =@ —p);
C¥s) = (r—7+7); C¥ys = (a—P);
CW i) =4 CH 5 = (B—0). )

As identidades de Ricci

No formalismo de Newman-Penrose, as 10 componentes indepen-

dentes do tensor de Weyl sdo representadas por cinco escalares com-

plexos,

)1)3) = ~Wiapl!m"1“mP

)1)3) = ~Wiapln¥14mP

)(4)(2) = —Wymﬁlymvm”‘nﬁ (141)
J@)(2) = —Winapl!nVm*n;

\2)) = ~Wrapn! i’ n"iP,

assim como as 10 componentes independentes do tensor de Ricci, que sdo

definidas em termos de 4 escalares reais e trés complexos,
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o0 = —3Rm); P2 = 3R ) )
Pop = —3R3)3); P20 = —3R(g)(4);
D1 = -3 (Raye) + Rayw); Por = —3R()3); (1.42)
@10 = —3R)wy Pr2=—3R@)@)
A=xuR=5Rue ~Rew) ®n=-3Rew) )

Utilizando o fato de que a relacdo entre o tensor de Riemann e o
tensor de Weyl, na base de tetradas, se mantém a mesma que na base de
coordenadas,

juntamente com a definicdo do tensor de Riemann (1.18), e com as no-
tacdes dadas por (1.33), (1.34), (1.35), (1.41) e (1.42), obtém-se as identi-
dades de Ricci no formalismo de Newman-Penrose:

Dp—0dx = (0*+00)+ple+€) -kt —x(Ba+p—m)+
+ Do, (1.44)

Do—d6x = o(p+p+3—¢€)—x(t+a—7+38)+ Yo, (1.45)

Dt—Ax = p(t+7)+o(n+7)+1(e—€)—xBy+7)+
+ Y1+ Py, (1.46)

Da—de = a(p+€—2€)+ pr— Pe—xA—%y+
+ 7t(e+p) + Do, (1.47)

DB—de = oa+m)+B(p—¢€)—x(p+7)—el@—7)+
+ ¥, (1.48)
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Dy—Ae = a(t+7)+p(T+m)—v(e+€) —e(y+7)+
4+ tm—vk+Y¥Yy— A+ Py, (1.49)

DA —émn = (pA+ou)+m(m+a—pB) —vk—A(3e —€) +
+ Dy, (1.50)

Du—ém = (cA+pu)+n(m—a+pB)—ule+e)—vk+¥r+
+ 2A, (1.51)

Dv—An = u(n+7)+A7T+71)+7(y—7) —v(Be+¢€)+

+ Y3+ Py, (1.52)
AM—-0v = —Ap+a+3y—7)+vBa+B+m1—7T) —
— ¥y (1.53)

bp—d0 = p(B+a) —c@Ba—p)+T(0—p)+x(p—7)—
I (1.54)

b —0B = (up—Ao)+ax+Bp—20p+v(p—p)+e(p—H) —
— ¥+ A4 Dy, (1.55)

SA—bp = vip—p)+m(p—7) +pu(a+p)+A(@—3p) —
I (1.56)

ov—Au = (P 4+AN) +uly+75) —vn+v(t—3—w)+
+ O, (1.57)

oy—AB = y(t—a—B)+ut—ov—ev—B(y—7—u)+
+ ad + Dy, (1.58)
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St—Ac = (po+Ap)+t(t—a+B)—c(By—7) —xv+

+ qDOZ/ (159)
Ap—0t = —(CA+7p) +T(B—T—a) +p(y+7) —xv—
— ¥, —2A, (1.60)

Aa—0dy = vio+e)—A(T+B)+a(T—7) +7v(B—T)—
- ¥ (1.61)

No caso do estudo dos espagos-tempos de Robinson-Trautman e de

Bondi, no vacuo, que é o interesse dessa tese, todos os escalares de Ricci

sdo nulos, resultando na simplificagdo das identidades descritas acima. E

importante ressaltar que as equac¢des de campo na base de coordenadas,

R,y = 0, ndo sdo obtidas diretamente das equagdes geradas pela nulidade

de todos os @’s (ou, da mesma forma, pela equagdo R ;) ;) = 0), mas por

uma combinacdo linear entre elas. Isto se mostra claro ao se escrever a

relacdo entre o tensor e os escalares de Ricci,

Ryv

= 4 [(3/\ — @11)l(ynv) — (3/\ + @11)m(ymv) + Cplzl(ymv) +

1 1 _
+ <I>21l(ymv) - §<D221(ylv) - Eq)ooi’l(yny) + <I>1On(ymv) + <I>01n(ymv) +
1 1.
Eq)zom(ymv) — ECIDOZm(ymV)] (162)

As identidades de Bianchi

As identidades de Bianchi, escritas no formalismo de Newman-Penrose,

podem ser separadas em dois grupos de equagdes: o primeiro grupo, de

oito equagdes complexas, dado pelas equagdes (1.29),

DY; - 6%y = 2(20+€)¥1 — (4a — m)¥o — 3x¥>, (1.63)
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DY; —6¥Y1 = —AY¥o+3pY¥2+2(mr—a)¥1 —2«¥3, (1.64)
0¥ —DY; = 2AY; —37% +2(e — p)¥s + ¥y, (1.65)
DY, —0¥3 = -3AY>+2(2mr+a)¥s— (4e —p)¥y,  (1.66)
AY)—6¥, = 30% + (4y — u)¥o — (4T +2B)¥y, (1.67)
AY, — 0¥, = —3t¥+ (27 —2u)¥1 +v¥ +20¥3,  (1.68)
AYy — 0¥ = —3u¥o+ (28 —21)¥3+ 0¥, +2v¥;,  (1.69)

AY¥3—6¥s = 3%, — (27 +4u)¥3+ (48— 1)¥s.  (1.70)

E um segundo grupo é formado por quatro equagdes, duas reais e uma
complexa, que vém das identidades de Bianchi contraidas, (R)p) —

3R 0)) (01 =0,

D(®11+3A) = 6Py + 6P + Adyy — K1y — kP —
— Qe +2T— )Py — & + 21 — 7T)P1p +
+ 2(p+p) P11+ 0P + 0P — [+ 7 —
= 2(7 +7)]Poo, (1.71)

D®, = §(Py; —3A) — AdDg + 6Pgp + 7Dgy — KDy —
— (e —2B— T +T)Ppp + 0Py — ADy +
+ (20+p—26)P1p —2(7 = 7) P11 — 2p + 7 — 27)Po1,
(1.72)

D®y = —A(®P11+3A) + 6Dy + 6D1p + 7D + vy —
— (T =2B—21)Dy — APy — APy — (2u + 1) Pqy +
+ (0+p—2€—2e)Py — (T— 2B —271) Py
(1.73)
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No primeiro grupo, os termos de matéria foram retirados devido ao fato
de que, nesta tese, serdo apenas utilizados os espacos-tempos de Bondi e
de Robinson-Trautman no vacuo. Este fato, faz com que as identidades de
Bianchi contraidas sejam automaticamente satisfeitas e percam, aparente-
mente, sua importancia. Porém, a andlise delas torna-se importante no
formalismo de valor inicial caracteristico da Relatividade Geral, que sera

introduzido no préximo capitulo.

Rotagoes sobre a base de tetradas

Tendo escolhido uma base de tetradas especifica, (neste caso, tetradas
nulas) é possivel submeté-la a uma transformacdo de Lorentz. Mas, como
no formalismo de Newman-Penrose, todos os objetos sdo dados por es-
calares complexos, a representacdo do grupo de Lorentz a ser utilizada
deve ser a sua representagdo espinorial, ou melhor, o grupo SL(2,C) [106].
Nesta representacdo, os seis parametros do grupo de Lorentz estdo con-
centrados, dois-a-dois, em trés matrizes de rota¢do, cujas componentes
sdo representadas por um tnico escalar complexo (a(a), b(b) e c(c) para
cada uma das matrizes). As respectivas rotagdes sdo classificadas da
seguinte forma':

i) Rotacdes de classe I: Transformagdo sob rotagdes nulas em torno do

vetor [¥;

!

l?:ly;

n/}, = ny, + aaly, + amy, +amy,;
my = my +aly;

i, = iy + al,.

(1.74)

m

Nesta classe, pelas defini¢des (1.13) e (1.35), obtém-se a transfor-
magdo dos coeficientes espinoriais,

1Como serao estudados apenas espagos-tempos no véacuo, as rotagdes sobre os es-
calares de Ricci ndo serdo apresentadas, mas podem ser vistas nas referéncias [103],
[104], [105] e [106].
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~

p = ptak;

o a+a(p+e)+a’s

A A +a(m+2a) + a®(p + 2€) + a°c + da + aDa;
K K;

e/ € + ax;

T 7T+2ae+a2K+Da;

(7/ o+ ax;

ﬁ/ B + ac + ae + aax;

yl p+2aB +arn + a*o + 2aae + a*ax + da + aDa;
T T+ aoc +ap + aax;

5 v +a(t+ B) 4 an + a’o + aa(p + €) + a*ax;
Vo= v+a(p+2y) +ar +a? (2B + 1) + aa(2a + 1) + a*a(2e + p) +

+ a0 + a%ax + Aa + ada + ada + aaDa, (1.75)

assim como os escalares de Weyl, através de (1.41),

Yo = Yo

Y, = Y1+a¥o

Y, = ¥,+2a¥ +a*¥;

Y, = ¥3+3a¥, +3a°Y; +a>¥;

Y, = Y4+ 4a¥;+ 6a°¥, +4a%Y, + a*¥,. (1.76)

ii) Rotagdes de classe II: Transformacdo sob rotagdes nulas em torno do

vetor n#;
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M, = 1my + bny;

m/ — my —‘I_Eny.

I3

De forma andloga a classe anterior, os coeficientes espinorias se
transformam da seguinte forma:

-~

o= pu+by;

B = B+b(u+v)+by;

0 = 0+4b(T+2B)+P(u+2v) + b — 5b — bAb;
Vo= v;

Y v+ by;

T T+ 2by + b?v — Ab;

A= A+ by;

8 = & + bA + by + bby;

0 = p+2ba+bT+ b2\ +2bby + b?by — 6b — bAD;
T 7T+ bA + by + bby;

€ = e+b(m+a)+bp+b*A+bb(u+ )+ by

k = x+b(o+2€)+bo+b*(2a+ ) +bb(2B+T) + b*b(2y + 1) +
+ bPA 4 b%bv — Db — bdb — béb — bbAD. (1.78)

E, analogamente, os escalares de Weyl,

Yo = Yo+ 4b¥, + 607, +4b°F5 + by

Y, = Y¥i+43b¥, +307¥; + bP¥y;

Y, = ¥,+2b¥;+ b*¥y;

Y3 = Y3+b¥y

Y, = ¥, (1.79)
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iii) Rotagdes de classe I1I: Boost no plano (I#,n#) e rotagdo espacial no

plano (m#*,m").

/ p—
TZ‘MIC

mr, = ¢ E’lmy;

l'y=ccly

1=-1, .
€ (1.80)
H

_1—

m, = ¢ cﬁy.

H

Com isso, os coeficientes espinoriais se transformam como

- - - X - D T SR

e T T S )

~

m

~

o1 5—1%,
cc ! (B—

3 E_la;

3 5_11/;
ctet (v -
c E_lr;

coct);

cAc™hy;

¢ T, (1.81)

assim como os escalares de Weyl,
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¥, Yy

¥, Yo,

¥, = 2y,

Y, = c v, (1.82)

Os escalares 6pticos

O significado fisico dos coeficientes espinoriais que foram introduzi-
dos nas subsec¢des anteriores, no contexto do formalismo de Newman-
Penrose, se torna claro quando é levada em consideragdo a propagacdo
dos vetores de base 1 e n. A partir da equacdo (1.13), pode-se mostrar que

Com isso, conclui-se que o campo vetorial dado por 1 forma uma con-
gruéncia de geodésicas nulas se e somente se x = 0; e, além disso, as
geodésicas sdo afinamente parametrizadas se e somente se € +€ = 0. Se
x = 0, o segundo requerimento, o de uma parametrizagdo afim, pode ser
tomada através de uma rotacgdo de classe I11] (1/ =ccl).

A quantidade T descreve o quanto a dire¢do de 1 varia na direcdo de
n, segundo a equagdo

Da mesma forma que no caso anterior, pode-se eliminar < + % por uma

transformacao de classe I11.

38



Mais propriedades a respeito da congruéncia de geodésicas nulas (e

afinamente parametrizadas) podem ser obtidas através da defini¢do dos

coeficientes espinorias e de rotacdo de Ricci (equagdes (1.35) e (A12) res-

pectivamente). Dessas defini¢des obtém-se

ly;v - ('Y +7)lylv - (ﬁ"i‘ :B)lﬂmv - (“ +B)lﬂmv - Tmﬂlv +

Dai,

3

l[y;v] = —(E—l—ﬁ—’() l[y
+ (p_f_)) m[ymv}

l[y;vla} = (p - f_)) m[ymvloc]'

Das equacdes (1.85) e (1.86), encontra-se que

1 1 _
S = —5le+p) =6,
1 : 1 _
Sl = —3(0—p)? = @?
e
1 = 6+ 07
Sl = oo

v] (‘X‘{'E_?) l[ymv] +

(1.85)

(1.86)

(1.87)

(1.88)

(1.89)

(1.90)

As quantidades 6, w e ¢ foram introduzidas na literatura por Sachs [90] e
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sdo denominadas de escalares 6ticos. Defini¢des alternativas para 6 e w
sdo dadas por 8 = —Re(p) e w = Im(p).

O significado geométrico de p e o vem a seguir. Primeiro é importante
relembrar que o vetor 1 é tangente aos raios nulos e que m(m) é um vetor
complexo ortogonal a 1. Em um determinado ponto P do raio nulo, m e
m geram um plano. Considerando um circulo neste plano com seu centro
em P, este pode ser contraido (ou expandido), rotacionado ou deformado
(na forma de uma elipse). Estes efeitos sdo representados respectivamente
por —Re(p) (+Re(p)), Im(p) e o (Fig.1.2.2). |o| representa a magnitude
da deformagdo e ¢ = % arg o sendo a sua orientacdo (0 = |o| exp(2i)).

O O -

Re p Imp

Figura 1.1: Interpretacdo geométrica dos escalares 6ticos em termos do
efeito de propagacdo de um pequeno circulo perpendicular a congruéncia
de geodésicas nulas.

As equagdes que governam a variacdo de p e 0, ao longo das geodési-
cas afinamente parametrizadas, sdo dadas pelas equacdes (1.44) e (1.45),
nas quais toma-se x = € = 0 2.

Com isso,

Do = (p*+07)+ oo (1.91)

2A parte imaginaria de € é anulada ao se considerar que a base de tetradas seja
paralelamente propagada ao longo da congruéncia de geodésicas nulas representada
pelo vetor 1. Em outras palavras, [,V = ny, 1" = my, " = 0.
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Do = o(p+p)+ ¥Yo. (1.92)

Separando p em suas partes real e imagindria (expansao e rotagdo), tem-se

que
1 _ _
Dw = E(p +p0)(p—p) = 20w, (1.93)
Do = —200+ ¥, (1.94)
e
D8 = w?— 6% — 07 — Dy, (1.95)

cujas formas sdo as mais usadas na literatura. Lembrando que ®yp =
—%RWZVIV, a equacao (1.95) fica na conhecida forma de Raychaudhuri,
em sua versdo nula.

Como observacdo final dessa se¢do, é importante apontar que os co-
eficientes espinoriais v, y, A e 7T correspondem aos coeficientes x, p, o e
T, respectivamente, para uma congruéncia cujo campo vetorial tangente
é caracterizado pelo vetor n (no caso em que ha uma troca entre os pares
de vetores 1 <+ n e m <+ m). Os coeficientes a e 8 sdo relacionados com o
coeficiente T, no caso em que a congruéncia caracterizada por 1 é super-
ficie ortogonal. Neste caso, o vetor 1 é equivalente ao gradiente de um
campo escalar e, com isso, & + B = T [98].

Classificacao de Petrov

Pelo que foi visto até agora, com respeito a base de tetradas nulas
escolhida, o tensor de Weyl é completamente especificado pelos cinco
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escalares complexos ¥, n = 0,1,2,3,4. A forma como estes escalares
se anulam, dada a orientagdo das tetradas, é conhecida como Classifi-
ca¢do de Petrov e cada uma das condi¢des de nulidade destes escalares é
chamada de tipo de Petrov.

Antes da andlise dos tipos de Petrov, é importante obter a relagdo entre
o tensor de Weyl na base de coordenadas e seus escalares complexos, de
forma andloga ao que foi mostrado com o tensor de Ricci (eq. (1.62)):

a)(e b c d)(h
Wagqs = 1y OO & n @0 ¢ er1 e(e)y etms Wiayo(e) @) (1:96)

que resulta em

Wagys = —(¥2+¥2)[(lanplyns) + (maiigm, )] +
+ (Y2 — ¥2)(langmyiiig) + {—¥o(naiign,iis) —
— ‘Y4(lamﬁlrym5) + ‘P2<lamﬁn7m5) —
— Yi[(lungnyms) + (nymgnms)] +
+  Ys[(langlyms) — (lamgm, )] 4 c.c.}, (1.97)

onde cada um dos termos entre os brackets sdo definidos por

(langmatits) = lyngmyiitg — Lynghiyms — nylgmq s +

— Mgmglyng + Mgmegnqls. (1.98)

Através dessa forma explicita do tensor de Weyl, é possivel derivar condic¢oes
simples associadas as multiplicidades das dire¢des principais nulas do
tensor de Weyl (representadas pelos vetores 1 e n), acarretando, assim, na
determinagdo dos varios tipos de Petrov:

i) Tipo de Petrov I: quatro dire¢des principais nulas distintas; ¥; # 0,
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Yo=0 — [ Wypslglfl” =0; (1.99)

ii) Tipo de Petrov II: uma direcdo principal nula de multiplicidade 2,
outras distintas; ¥, # 0,

Fo=%1=0 <= Wy, slglPI" =0; (1.100)

iii) Tipo de Petrov D: duas dire¢des principais nulas distintas de multi-
plicidade 2; ¥, # 0,

Y9=%1=0 <— Wocﬁ'y[(5l’f]lﬁl7 =0,
Yi=¥3=0 — Wy sngnfn? =0; (1.101)

iv) Tipo de Petrov III: uma diregdo principal nula de multiplicidade 3,
outra distinta; Y3 # 0,

Y9=Y¥Y1=%Y=0 +— Woc,B'y[(SlT]l'Y =0 (1.102)

v) Tipo de Petrov N: uma diregdo principal nula de multiplicidade 4;
¥y 7& 0,
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Yo=F1=%2=¥3=0 = Wyl =0; (1.103)

vi) Tipo de Petrov O: espago-tempo conformalmente plano;

Yo=%Y=Y%Y=¥Y:3=%Y4=0 +— thﬁryfg =0. (1104)

Se 0 espago-tempo admite quatro dire¢des principais nulas distintas,
ele é denominado de algebricamente geral, caso contrario é dito alge-
bricamente especial. Se os vetores 1 ou n estiverem alinhados com a as
direc¢des principais nulas, ¥y = 0 ou Y4 = 0, respectivamente. Se o vetor
I estiver alinhado com a principal dire¢do nula repetida de um espago-
tempo algebricamente especial, entdo Yo = 0 = ¥;. Se tanto 1 quanto
n estiverem alinhados com as duas dire¢des principais nulas repetidas
de um espago-tempo do tipo D, entdo a tinica componente do tensor de
Weyl diferente de zero é ¥,. A hierarquia dos tipos de Petrov, segundo a
multiplicidade das dire¢des principais nulas é representada pela Fig. 1.2.

1.2.3 Comportamento Assintético do Campo Gravitacio-
nal nas Proximidades do Infinito Nulo

Além da classificacdo de Petrov, os escalares de Weyl possuem uma
fundamentacdo fisica importante que esta associada ao comportamento
assintotico do campo gravitacional na vizinhanga do infinito nulo. A
obtencdo de tal comportamento se d4 através da andlise das equagdes de
Newman-Penrose para um sistema de coordenadas apropriado, as coor-
denadas de Robinson-Trautman.
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Figura 1.2: Hierarquia dos tipos de Petrov.

Simplificacdo das equa¢des de Newman-Penrose

Primeiramente introduz-se uma familia de hipersuperficies nulas u =
constante, isto é,

§Muu,y = 0. (1.105)

Os vetores [" = g""u ,, sdo tangentes a familia de geodésicas nulas que se
encontram sobre a hipersuperficie u = constante e que satisfazem,

1M1 = 0. (1.106)

Robinson e Trautman [88] mostraram que ao escolher como coordenadas

0 e um parametro afim ao longo das geodésicas nulas, r = x!,

2

u — Xx

e mais duas coordenadas, x?> e x> que rotulam as geodésicas em cada

hipersuperficie u = constante, a métrica gV toma a forma

01 1’

g = 2(Q-ww),

gli — Zi _‘ (Z1w+§iw)’

gl = —(C7+77), (1.107)
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onde i,j = 2,3 e Q, w, 7l e gi sdo todos dependentes de u, r e X A

métrica (1.107) pode ser descrita pela seguinte base de tetradas

"=,
oMo+ Qoty + ZisH,,
mt = wéty + oV,

n#

(1.108)

Considera-se também que os vetores n* e m" sejam paralelamente propa-

gados ao longo de I#, como visto anteriormente;

k=n=€¢=0, p=p, T=a+p.

(1.109)

Com essas simplifica¢Oes, as relagdes de comutagdo (aplicadas a um

escalar ¢) ficam
(AD —DA)g = (v +7)Dg — Tép — 19,
(0D — Dé)¢ = (@ + B)Dg — pdg — 09,

(6A —A8)9p = —TDo+ (p— 1 +7)6p+ A b9,

(66 —66)p = (i — u)Dg + (a — B)dop + (B — @)de,

assim como os operadores diferenciais de Newman-Penrose,

9
ar
d 3 .0

I
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De modo a relacionar as componentes de tetrada e os coeficientes es-
pinoriais, substitui-se ¢ por u, r, x, respectivamente, nas quatro rela¢ées
de comutacdo (i = 2,3),

D¢ = pli + 0T, (1.115)

Dw = pw + ow — (T + B), (1.116)

DZ! =7 + 1T, (1.117)

DQ =T +Tw — (F+7), (1.118)
67— A = (u+7 -7 + AT, (1.119)

6 ~ 85 = (B- )+ @—p)T, (1.120)

6w —ow=(B—a)w—+ (x—B)w+ (1 — ), (1.121)
SQ-ANw=(p+7—7)w+Aw—7, (1.122)

que serdo denominadas de equagdes métricas.
Por fim, as identidades de Ricci e de Bianchi também recebem suas
simplificacdes,

Dp = p*+07, (1.123)

Do = 20p+ Y, (1.124)
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AN — bV

5p — oo

S —0B = up— Ao +aw+ BB —2ap— Yo,

SA — du

v —Au

0y —AB = pt—ov—By—7—p) +ak,

ST—Ac = Ap+21B—0(By—7—n),

Ap — ot

Dt = pt+oT+ Y,

Dax = «p+ Bo,

Dy = at+pT+ Y,

DA = pA+oy,

Du = ocA+pu+Y,,

Dv = ut+At+ Y3,

= va—A(p+u+3y—7) Yy

— p(B+T) —o(u—B) ¥,

= pla+p)+A(@—3p) - ¥s

= y2+/\X+y(7+7)—2v,3,
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p(y+7 —F) —oA =270 — ¥,

(1.125)

(1.126)

(1.127)

(1.128)

(1.129)

(1.130)

(1.131)

(1.132)

(1.133)

(1.134)

(1.135)

(1.136)

(1.137)

(1.138)

(1.139)



Au—6y = vp—At+B)+a(¥—7—H)— Y3, (1.140)

DY, —6Yy = 40%; — 4a¥, (1.141)
DY, —6Y1 = 30%2— A%y —2a¥, (1.142)
0¥y, — DY¥3 = +2AY; —20¥3, (1.143)
DYy —6Y; = —-3AYy+2a¥;+ oYy, (1.144)

AY¥o— 6% = 30¥s+ (4y — u)¥o — (4T +2B)¥1,  (1.145)
AY, —6Y, = —3T¥+ (27 — 2u)¥1 + v¥o + 205, (1.146)
AY¥; —6¥3 = —3u¥r+ (28 —27)¥5+0¥s+20%;, (1.147)

A¥; —6Y, = 3v¥,— 2y +4u)¥s+ (48— 1)%s  (1.148)

Obtenc¢ao do comportamento assintético

Usualmente, o comportamento assintético é obtido em termos do ten-
sor métrico, mas serd um pouco mais satisfatério impor restrigdes sobre
o tensor de Weyl (ou Riemann, no vdcuo), como serd visto aqui nesta
subsecdo.

A condicdo principal que serd adotada aqui é

Yo=0(r), (1.149)

juntamente com a condi¢do

DYy = O(r ) (1.150)
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na derivada de Yy com relacdo a coordenada r. Além disso, assume-
se uma condi¢do de "suavidade uniforme" a qual impde que quaisquer
derivacdes de ¥ com relacio as coordenadas x' (i = 2,3) ndo alterem sua
dependéncia assintética:

0, ¥y = 0(7’_5), .y 8i8j...akal‘1’0 = 0(1’_5) (1.151)

9;D¥o = O(r %), ..., 0,0;..000;D¥o = O(r ). (1.152)

O objetivo dessa secdo é mostrar de maneira sucinta que, a partir de
das condigdes (1.149), (1.150), (1.151) e (1.152),

Y, = O™, ¥, = O@?),
Y = O %), ¥y = O ). (1.153)

O procedimento para a obtengdo das condig¢des (1.153) é dado pela
seguinte ordem: primeiro, obtém-se a dependéncia em r de p e ¢ através
de um primeiro grupo de equagdes de Newman-Penrose. Em seguida,
sdo obtidas as dependéncias de «, §, @i, w e Y1 a partir de um segundo
grupo. Com estas dltimas, sdo obtidas as dependéncias de A, u e ¥, com
um terceiro grupo de equagdes e, por fim, sdo obtidas as dependéncias
de ¥3 e ¥4. As dependéncias restantes das quantidades 7, 7, v, Zie Q
também podem ser obtidas se desejado, resultando no comportamento
assintotico completo da métrica gH".

. P o . . 0 TO
H_<5p>, Q-(TO o)’ (1.154)

Escrevendo



(1.123) e (1.124) tornam-se

DH = B>+ Q. (1.155)

A solugdo assintética de (1.155) para ‘H é dada por [98, 99]

H=—rT4+0(r2), (1.156)

onde 7 é a matriz identidade 2 x 2. Com isso,

o=—114+00?), oc=000"2). (1.157)

Para seguir adiante, é necessério a introduzir o seguinte lema®:
Lema 01. Sejam a matriz complexa (n x n) B e o vetor coluna (de n
linhas) complexo b, cujas componentes sdo fun¢des de r onde,

B=0(rr2), b=0(r?). (1.158)

Seja a matriz (n x n) complexa A, independente de r e ndo que ndo pos-
sua autovalor com parte real positiva. Suponha que qualquer autovalor
de A, com parte real igual a zero, seja regular, isto é, que sua multipli-
cidade seja igual ao nimero de autovetores linearmente independentes
correspondentes a esse autovalor. Com isso, todas as solugdes de

Dy = (Ar '+ By +b (1.159)

3A demonstracio do lema encontra-se na referéncia [98], com o auxilio da referéncia

[100].
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sdo limitadas no infinito nulo futuro, u = constante, r — oo e repre-
sentado pelo simbolo .# 7, sendo y um vetor coluna (de n linhas) com-
plexo, dependente de r. O fato de y ser limitado no infinito resulta que
y=0(1).

Em seguida, com o auxilio de (1.114), utiliza-se o lema para as equagdes
(1.115), (1.116), (1.126), (1.127), (1.141) e seus respectivos conjugados com-
plexos. Com isso, obtém-se que o vetor b = 0, o vetor coluna y possui a

forma
y = [Py, "y, ra, 7, 7B, B, 102 1 13,10, w, W) (1.160)
e
0 0| 0 o0
0 0| 0 o0
|
. A
A= . . o, ey
0 0| 0 o0
- - = ’ _ _
—a | -1 0
0 -1
11
,_ (000 00000} (1.162)
0010010000

Os elementos da matriz B sdo expressdes em 7, p, o, Yo, DY e 9;¥9, todos
da ordem de 2. Com isso,

Y =00, (1.163)
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A seguir, considera-se as equagdes (1.129), (1.130) e (1.142). O lema se
aplica novamente para y = [r*¥,,7A, 7], com A = 0 e B, b como certas
expressdes de r, p, o, Yo, &, ¥1, w, DY, 7', 9;¥1, todos da ordem de r~2.
Com isso,

Y, =0 3). (1.164)

De forma similar, o lema se aplica a equagio (1.143), com y = r?¥3,
gerando

Y3 = 0O(r2) (1.165)

e, finalmente, a equagdo (1.144), com y = r¥,, implicando em

Y, =0(0h. (1.166)

Nesta subsecdo foi visto que, sob certas suposi¢des de assintoticidade
plana — que devem ser observadas em espagos-tempos radiativos, no
vacuo — o tensor de Weyl (Riemann) exibe um comportamento assinto-

tico caracteristico da forma

Y, =0, n=0,1,234 (1.167)

O espago entdo pode ser dividido em cinco regides; uma zona de pro-
ximidade, onde todos os termos sdo importantes; trés zonas de transicao,
onde Yy, ¥; e ¥, passam a ser despreziveis; e, finalmente, a zona de ra-
diagdo na qual ¥y, ¥4, ¥> e ¥3 sdo desprezados e somente ¥, permanece
importante. Nesse tltimo setor, o tensor de Weyl (Riemann) é essencial-
mente Petrov tipo N (nulo). A quarta zona é essencialmente do tipo III,
assim como a terceira zona é essencialmente algebricamente especial do
tipo II. A segunda zona é essencialmente uma regido na qual existem
raios geodésicos, na terminologia de Sachs [90]. Finalmente a primeira
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zona é do tipo geral. Consequentemente, um referencial que se move
em direcdo a fonte, vindo do infinito nulo, ao longo de geodésicas nulas
apropriadas, observa uma espécie de descamamento das dire¢des prin-
cipais nulas associadas ao tensor de Weyl (Riemann), de acordo com a
hierarquia imposta pela classificagdo de Petrov (Fig. 1.3). Este resultado

Figura 1.3: A propriedade de descamamento (peeling off) de espacos-
tempos assintoticamente planos, ilustrando a multiplicidade das dire¢des
principais nulas do tensor de Weyl.

reproduz o resultado obtido por Sachs através da versdo linearizada da
Relatividade Geral [92] e que é denominado na literatura de teorema de
descamamento (peeling off theorem).

A analogia entre as propriedades acima mencionadas acerca do campo
gravitacional e as propriedades do campo eletromagnético é direta. No
caso do eletromagnetismo, existem trés regides: a regido de proximidade,
onde os termos de ordem r~3 se tornam importantes; uma zona de tran-
sicdo, onde os termos de ordem r~2 dominam; e a zona de radiacdo, onde
o campo eletromagnético se comporta como 7! e que também ¢é do tipo
de Petrov N.
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Capitulo 2

Emissdao de Radiacao
Gravitacional no Formalismo
Caracteristico

2.1 O Trabalho Pioneiro de Bondi, van der Burg,

Metzner e Sachs

"My interest in gravitational waves in particular and in energy
transfer in general continues...I am delighted that the kernel of it
all, paper V1I, is still widely cited. In my judgement, it is my
most important paper in a long career.”

Hermann Bondi

2.1.1 Hipersuperficies Caracteristicas na Relatividade Geral

As equagdes de campo da Relatividade Geral formam um sistema de
equagdes diferenciais parciais hiperbdlicas. Isto é melhor visto na aproxi-
macdo linear, onde, numa apropriada escolha de calibre, as equagdes sdo
simplesmente equagdes de onda. Em seu trabalho juntamente com van
der Burg e Metzner, Bondi [89] apontou que equagdes diferenciais hiper-
bolicas possuem um carater bem distinto das equagdes parciais parabdli-
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cas e elipticas, pois elas permitem solu¢des que sdo inicialmente estéticas
e que, de maneira subita, se tornam dinamicas. Tais solu¢des propagam
seus efeitos ao longo de curvas privilegiadas e que sdo denominadas de
bicaracteristicas. Além disso, estas curvas se encontram projetadas sobre
superficies especiais chamadas de hipersuperficies caracteristicas e que
fazem o papel das frentes de onda na propagagdo destes efeitos. Estas
superficies podem ser definidas como sendo hipersuperficies singulares
para as quais o problema de Cauchy nao se aplica.

Para que as hipersuperficies caracteristicas das equacdes de campo,
no vacuo, sejam encontradas, leva-se em consideracdo as equagdes de
evolugdo do problema de Cauchy [82],

Rij=0 — g%¢;i00 = Hyj, (2.1)
onde i,j = 1,2,3 sdo indices referentes as coordenadas do tipo espago.
Hjj é uma expressdo descrita em termos da métrica, de suas derivadas
primeiras e de suas derivadas segundas, apenas nas coordenadas espa-
ciais ou mistas entre a coordenada temporal e as espaciais. Se g% = 0,
torna-se invidvel obter uma solugdo para gj;o- Esta condigdo é exata-
mente a condi¢do para que a hipersuperficie x0 = constante seja uma
hipersuperficie nula, dado que o médulo ao quadrado do vetor normal
a xY = constante é dado por g% (I, = (52). Como o vetor normal a tal
hipersuperficie é nulo, é também, por consequéncia, também tangente a
ela. Com isso, uma hipersuperficie nula é localmente tangente ao cone
de luz. Nao somente as hipersuperficies nulas sdo superficies caracteris-
ticas, como também sdo onde estdo projetadas as geodésicas nulas que
representam as bicaracteristicas da teoria. Isto torna mais clara a idéia de
que as perturbagdes gravitacionais sdo propagadas ao longo de geodési-
cas nulas, assim como deixa claro o fato de que as hipersuperficies nulas

fazem um papel importantissimo no estudo da radiagdo gravitacional.

2.1.2 Coordenadas Radiativas de Bondi

A discussdo da ultima se¢do sugere que, a fim de investigar radiacdo,
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deve-se introduzir as hipersuperficies

x¥ = U = constante (2.2)

como uma familia de hipersuperficies nulas, cujo campo vetorial covari-
ante e normal a essas superficies é dado por

Lo =Uy = 5,. (2.3)
Como [* é nulo,
ll,{ll/l — gl/“/u,yu,y — 0, (2.4)

o campo vetorial é tanto normal quanto tangente as hipersuperficies nu-
las. As bicaracteristicas sdo dadas pelas 6rbitas do vetor I¥, ou seja,

xt = xt(r), (2.5)

para um determinado parametro r, onde

dxt
— = " = g1, (2.6)

Com isso, o campo vetorial nulo [* é geodésico, DI* = 0 (como descrito
no Capitulo 1), e afinamente parametrizado por r. Bondi utilizou uma
segunda coordenada,

x! =R, 2.7)



como um parametro radial ao longo das geodésicas nulas. Assim, as

2

coordenadas restantes, x2 e x3, ficardo responsdveis por nomear 0s raios

nulos. Assumindo que o espaco-tempo € assintoticamente plano,

lim ¢y = M, (2.8)

R—o00

3

pode-se escolher x? e x> como angulos polares usuais

=0, ¥*=3o (2.9)

definidos em cada 2-esfera no infinito nulo .# ™ (U = constante, R = o).
As coordenadas (U, R, ®, ®P) sdo denominadas na literatura de coorde-
nadas de Bondi ou radiativas.

2.1.3 A Métrica Radiativa de Bondi

Um raio nulo é uma das curvas de coordenadas U,®, ® = constante
com R variando. O vetor tangente a esta curva é

dxHt

= = (0,1,0,0) = oY (2.10)

e, consequentemente precisa ser paralelo ao vetor [V, isto é, ¥ = X(S” ,
considerando um fator de proporcionalidade x. Como, através de (2.3) e
(2.6),

" = g% (2.11)

as componentes da métrica g%, ¢%? e ¢® = 0 sdo nulos. Essas condi¢des
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induzem condic¢des equivalentes para a métrica covariante, g11 = g2 =
g13 = 0. Como visto na segdo 1.2.3, Newman e Penrose, inspirados no
trabalho de Robinson e Trautman [88], optaram por tomar a coordenada

21

como um parametro afim ao longo das geodésicas nulas que, neste
caso, exige que x = 1. Isso, torna go; = ¢! = 1. Contudo, Bondi optou
por escolher x! = R como um parametro de distancia de luminosidade,

definido por

= R*sin ©. (2.12)

822 823
332 833

O significado dessa escolha é a de que as bisuperficies (U = constante e
R = constante) devam possuir a drea de uma 2-esfera, 47TR2.

Por fim, impdem-se duas simetrias: uma simetria axial, onde o espaco-
tempo ndo depende da coordenada ® e uma invariancia de reflexao azi-
mutal, onde a métrica mantém a sua forma sob uma transformacdo do
tipo @ — —®. Esta tltima simetria faz com que mais componentes da
métrica se anulem, go3 = g13 = ¢23 = 0. Juntando todas essas infor-
magcdes, pode-se obter a métrica radiativa de Bondi,

2 — (%e% — W2R262‘7> dU? + 262 dUdR + 2WR2e24UdO —

R%(e%1d©? + ¢~ %1 sin® @dP?), (2.13)

onde V, W, b e g sdo fun¢des que dependem das coordenadas U, Re ©. A
forma como essas fungdes estdao distribuidas na métrica esta diretamente
relacionada com o comportamento assintoticamente plano da métrica de
Bondi. Este ponto sera discutido nas préximas segdes.

2.1.4 O Problema de Valor Inicial Caracteristico

O caso proposto por Bondi e a introduc¢do de coordenadas radiativas
possui uma situagdo diferente do que é proposto no problema de Cauchy
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pois, dessa vez, os dados iniciais sdo dados sobre uma superficie caracte-
ristica ao invés de uma hipersuperficie do tipo espago. Como consequén-
cia, este caso é denominado de problema de valor inicial caracteristico.
Bondi ! mostrou que as dez equacdes de campo se dividem em trés gru-
pos (a forma explicita das equag¢des de campo de Bondi, no formalismo
de Newman-Penrose, se encontam no Apéncice A):

(i) Seis equacgdes principais, que se dividem em dois subgrupos:
(@) Quatro equacoes de hipersuperficie
Dy =0, &9y =0; P1p=0;, P11 +3A=0. (2.14)
(b) Duas equacgdes padrao
Dy =0; Py =0. (2.15)
(ii) Uma equagao trivial

®1; — 3A = 0. (2.16)

(iii) Trés equagdes suplementares

@12 = O; @21 = 0,’ CI)22 =0. (2.17)

No problema usual de Cauchy, existe um resultado o qual determina que,
se as equagdes dinamicas (R;;) sdo satisfeitas em cada ponto do espago-
tempo e as equagdes de vinculo (Rgo, Ro;) s@o satisfeitas na hipersuper-
ficie inicial, entdo as identidades de Bianchi contraidas garantem que
as equacgdes de vinculo sdo satisfeitas em cada ponto do espago-tempo.
Existe um resultado andlogo para o problema caracteristico, exceto pelo
fato de que as "equacgdes de vinculo’ consistem na equacgdo trivial e nas

1A classificacdo do problema de valor inicial caracteristico no formalismo de tetradas
foi introduzido por Sachs [90], numa generalizagdo do artigo seminal de Bondi, onde a
descrigdo é feita na base de coordenadas. Apesar de utilizar uma base de tetradas um
pouco diferente da de Newman e Penrose, a nomenclatura do formalismo caracteristico
néo é alterada.
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equagdes suplementares. As equagdes suplementares ndo sdo exatamente
equacdes de vinculo, pois também possuem derivadas com relagdo a co-
ordenada x°. O caso caracteristico é dado pelo seguinte lema:

Lema 02. Se as equagdes principais sdo satisfeitas em cada ponto do
espago-tempo, entdo as identidades de Bianchi contraidas garantem que

(@) a equagdo trivial seja satisfeita como uma consequéncia algébrica,

(b) as equacodes suplementares sio satisfeitas em cada ponto do espago-tempo se

1

elas sdo satisfeitas sobre uma hipersuperficie x* = constante.

O lema pode ser visto de forma direta através das identidades de Bianchi
contraidas apresentadas no Capitulo 1. Da equacéo (1.71), além do fato de
que o vetor [* é geodésico (k = 0), P17 = 0, implicando em ®¢; —3A = 0.
Da equagdo (1.72),

D®1; = 0y + (20 +p —2€)Dyy, (2.18)

vé-se que, se as equagdes suplementares sdo satisfeitas, D®1, = 0. Como
D representa a variagdo das quantidades de Newman-Penrose ao longo
da coordenada x!, as equagdes para Py e Py sdo satisfeitas para cada
valor de x!. O mesmo vale para a equagio proveniente de ®p,, dada por
(1.73),

D®y = 0@y + 0Py — (T—28—271)Po1 + (0 +p — 26 — 26) Doy —
— (T—2B—2m)P1. (2.19)

Com isso, o problema de valor inicial caracteristico se resume a resolver
as equagOes principais e satisfazer as equagdes suplementares para um
determinado valor de x!.

As equagdes padrao (no caso de simetria axial, apenas uma) sdo as tinicas

0

que possuem derivadas com relagdo a x” e, consequentemente, propagam
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as informagdes para o futuro nulo (de uma hipersuperficie nula para a
préxima). As equagdes de hipersuperficie (no caso axial, trés) envolvem
apenas variagdes sobre a hipersuperficie x° = constante.

Supondo que a solugdo é analitica em cada ponto do espago-tempo,
uma andlise detalhada das equagdes principais (A.36), (A.37), (A.38), (A.39)
e (A.42) leva ao seguinte esquema de integracdo: primeiro é determi-
nado o valor de g em Uy, isto é, sobre uma hipersuperficie inicial Uy =
constante. As trés equagdes de hipersuperficie determinam b, W e V so-
bre Uy. A equagdo padrdo serve para determinar qy; sobre Uy, o que sig-
nifica que q é determinado sobre a préxima hipersuperficie nula vizinha,
U; = constante. Faz-se, assim, a integracdo das equagdes principais nova-
mente para U, depois 0 mesmo processo para uma nova hipersuperficie
nula futura U, e assim por diante.

2.1.5 Massa de Bondi e Conservacao de Energia

A partir de agora se mostra necessario expandir todas as quantidades
em poténcias de 1/R para uma andlise assintética do espaco-tempo de
Bondi. No final dessa se¢do se faz uma comparacdo entre o método de
Bondi e o de NP, dado que a coordenada x! possui caracteristicas distintas
nas duas andlises. Bondi adota para a funcdo q(U, R, ®) a condigio de

radiacdo emergente,

lim {B(Rq) — 0, (2.20)

R—00 oR } U=constante

numa tentativa de previnir que qualquer radiacdo proveniente do infinito
passado .#~ (u = constante, r — —oo) pudesse afetar a fonte. Esta es-
colha foi feita em uma analogia com a condi¢do de Sommerfeld [107]
origindria da teoria eletromagnética a qual previne a presenca de radi-
acdo imergente. Tal condicdo, porém, ndo é forte o suficiente para im-
pedir a ocorréncia de radiacdo imergente fraca. A presenca de radiacdo
imergente de finita duragdo ndo representa um problema grave, pois esta
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descreve o fendmeno de espalhamento e de caudas de ondas gravitacio-
nais [101, 102] que decaem a zero na vizinhanga de ..

No processo de expansdo das quantidades de Bondi em poténcias in-
versas de R, somente é necessario trabalhar até uma certa ordem limite
para que se obtenha a conservagdo de massa-energia, também denomi-
nada de resultado de perda de massa. Considera-se a seguinte expansao
para a fungdo q(U, R, ®)?

C _
q= §+%+O(R 4 (2.21)

onde ¢ = c(U,0) ey = y(U,®) sdo fungdes arbitrarias até este momento.
As equagdes de hipersuperficie ((2.14) e Apéndice A), quando integradas,
resultam em

b= —c?/4R*> + O(R73),
W = —(co +2ccot®)/R? + (2d + 3cce + 4c? cot @) /R3 + O(R™#),
V=R-2M+ O(R™}),

(2.22)

onde d = d(U,®) e M = M(U,®) também sio fungdes arbitrarias. A
substituicdo das expansdes acima na métrica de Bondi (2.13), induzem o
seguinte comportamento assintoético

g0 =14+0(R™1);
g1 =140 (R™1);
g2 =0(1); (2.23)
g2 =—-R*+O(R);

¢33 = —R?sin?@ + O (R).

Vs

2Se o termo proporcional a R~2 for mantido na expansdo de g, entio a métrica de
Bondi passa a fazer parte do grupo de espagos-tempos denominados de polihomoggé-
neos; espagos-tempos que podem ser expandidos assintoticamente em uma combinagdo
de poténcias de R~! e InR. Estudos sobre estes espagos-tempos foram realizados em
[94].
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Com as expansoes (2.21) e (2.22), a equagdo padrédo ((2.15) e Apéndice A)
implica em

4yy =2Mc —dg + dcot©, (2.24)

assim como as equagdes suplementares que resultam em

1
My = —c>+ 5 (coo +3co cot® — 2¢)y (2.25)
e
—3dy = Me + 3ccye + 4ccy cot®© + 2cyce, (2.26)

onde estas duas equagdes sdo os resultados exatos do lema 02 que fazem
parte das equagdes de campo satisfeitas para qualquer hipersuperficie
R = constante.

Uma investigagdo detalhada das equagdes de campo acima revelam
com maior clareza o que ja foi discutido acerca do problema de valor ini-
cial caracteristico. Os dados iniciais envolvem a prescri¢do das fungdes c e
y em Up. Contudo, é necessdria a prescricdo de cyy para qualquer valor de
R. Como o desenvolvimento se da assintoticamente, deve-se prescrever
cy em .. Finalmente é necesséria também a prescricio de M e d em
Uy, que descrevem a intersecdo de Uy e .# 7. Com esses dados iniciais,
todas as quantidades de Bondi sdo obtidas. De forma clara, é a funcdo
cy que determina a evolucdo da fonte radiativa e, como consequéncia, é
denominada de funcdo noticia. Se a solucdo é estatica, entdo a fungao
noticia é nula. Restringindo a aten¢do aos periodos em que a fonte é
estdtica, torna-se possivel encontrar uma transformagdo de coordenadas
que relaciona as quantidades M, d e y a quantidades fisicas conhecidas.
Isto é feito na andlise do regime estatico da métrica de Bondi, o espaco-
tempo de Weyl [89]. Neste regime, a fungdo M é diretamente ligada a
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massa total do sistema e é denominada de aspecto de massa. De fato, a
quantidade

m(U) = %/OHM(U,@) sin® dO (2.27)

determina a massa total do sistema de Bondi em .#7 e é chamada de
massa de Bondi (de forma similar, d representa o aspecto de dipolo e
y, o aspecto de quadrupolo). Multiplicando (2.25) por sin ®, integrando
com relacdo a ©, de 0 a 7, e utilizando a definicdo de massa de Bondi,
juntamente com as condigdes de regularidade sobre o eixo de simetria,
c(U,0) = c(U, ) = 0, obtém-se

7T
mu = -z A cy’ sin© dO. (2.28)

A natureza ndo-positiva do lado direito da equacdo acima leva a con-
clusdo de que sé existe perda de massa do sistema se existe a presenca
da func¢do noticia. No caso do vacuo, a energia total do sistema de Bondi,
Ep, coincide com a massa total, representada pela massa de Bondi. Com
isso, integrando a equacdo (2.28) com relacdo a coordenada U, a partir
da hipersuperficie nula inicial Uy até uma hipersuperficie nula futura U,
obtém-se a lei de conservagdo de massa-energia do sistema radiativo de
Bondj,

, u' T
dEg = Ep(U') — Ep(Up) = —%/u du/o (2sin®doe,  (2.29)
0

cuja forma também pode ser dada por

dEB - 1 T 2 .
w = E 0 cu sin® do. (230)

Com isso, se o sistema permanece quiescente, entdo a funcdo noticia é
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nula e a massa de Bondi se mantém constante. Se, contudo, o sistema
irradia, entdo a func¢do noticia é diferente de zero e o sinal negativo em
(2.29) indica uma perda de massa-energia do sistema. A forca deste re-
sultado é de que nao foi assumido a principio um limite de campo fraco
para o campo gravitacional em qualquer ponto do espago-tempo, nao
havendo necessidade de técnicas de linearizagdo da teoria da Relativi-
dade Geral. E importante mencionar aqui que, logo apés o trabalho de
Bondi et al., Sachs estudou o mesmo caso sem qualquer tipo de sime-
tria e obteve essencialmente o mesmo resultado. Os cdlculos sdo mais
longos e possuem algumas novidades como, por exemplo, a presenga de
duas fung¢des noticia, que correspondem aos dois graus de polarizacdo
das ondas gravitacionais (h4 e hy), comumente vistos na representacdo
linear da Relatividade Geral [87]. Este ponto serd discutido novamente
no Capitulo 4.

2.1.6 Caracteriza¢ao da Zona de Radiacao

A partir das expansodes das fungdes de Bondi em poténcias inversas de
R é possivel obter as expansdes dos objetos do formalismo de Newman-
Penrose através das equagdes descritas no Apéndice A:

Coeficientes espinoriais

p=-RT1+O(R?), c=cR?+O[R™), v=3(M+ccy)R?+O(R?),
p=—-3R1T+0OR?2), A=cyR'+0O(R2), T=0(R?), n=0(R?2),
v=0(R"3), a=-2"2R 1cot®+ O(R2), p=2"2R lcot®+ O(R2);
(2.31)
Escalares de Weyl

Yo=0(R™), ¥1=0R™?), ¥Y2=—(M+ccy)R°+O(R™),
Y3 = —2712R"2(cye + cycot®) + O(R™3), ¥4 = —cyuR 1+ O(R2).
(2.32)
Reescrevendo a expansao de o e ¥, da seguinte forma,
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c=cOR T+ 0OR™?), (2.33)
¥, =¥R3 4+ O(R™), (2.34)

a massa de Bondi pode ser reescrita, através de (2.31) e (2.32), em termos
dos objetos de Newman-Penrose como

m(U) = — lim % /O " (w§°> +a<0>ag>>) sin © dO. (2.35)

R—o0

Assintoticamente, o tipo de Petrov dominante é o de tipo N, que carac-
teriza a zona de radia¢do, como visto no capitulo anterior,

¥, =¥ R T+ 0OR?) - ¥ =—cuu (2.36)

A expressdo de Y4 que representa a zona de radiagdo gravitacional é pro-
porcional a derivada segunda de ¢ com relagdo a U. Desse resultado
surge um problema: o caso ¢y = constante, apesar de contabilizar uma
perda constante de energia, segundo a variacdo da massa de Bondi, nado
representa uma emissao de radiagdo pois, ¥4 = 0. Neste caso depara-se
com uma situagdo sem significado fisico, com uma variacdo de c linear-
mente com o tempo retardado U. A forma de se contornar este problema
é considerar uma emissdo de ondas sanduiche, onde c possui valores
constantes antes e/ou depois de um periodo de tempo finito [89].

Um dltimo ponto, ndo menos importante, deve ser levado em con-
sideracdo. Apesar da expansdo dos escalares de Weyl possuir um com-
portamento assint6tico semelhante ao do comportamento descrito pelo
teorema de peeling off, estes ndo podem ser considerados idénticos. A
diferenga est4 concentrada no fato de que a coordenada x!, em cada caso,
possui fungdes distintas. Enquanto a coordenada de Bondi, R, faz um
papel de parametro de distancia, a coordenada de Robinson-Trautman r
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é um parametro afim ao longo da congruéncia de geodésicas nulas. Este
fato faz com que a condi¢do de radiagdo emergente seja distinta do teo-
rema de peeling off. De fato, o teorema de peeling off é mais forte do que
a condicdo de radiacdo emergente, pois, mesmo que a condi¢do de radi-
agdo emergente seja satisfeita, a relacio Yo = O(r~°) pode ser quebrada
[81].

2.1.7 O Grupo de Bondi-Metzner-Sachs e a Conservacao

de Momento Linear

O grupo de Bondi-Metzner-Sachs, mais conhecido como grupo BMS, é
um grupo de transformacgdes das coordenadas de Bondi (U, R, ©®, ®) que
mantém o cardter assintético da métrica de Bondi, dada por (2.23). As
transformacdes sdo dadas por

= K(O,9)U+Q(0,d),
R/K(©,®),
® (O, ),
= 9 (0,). (2.37)

- -

-~

Q. @O = S

~ / / ~ .
As transformacoes das coordenadas @ e ® em ® e & sdo denominadas
na literatura de transformacdes conformes da 2-esfera em si propria,

40 4 sin? @ dd” = K2(©, ®)(dO? + sin® Odd?) (2.38)
e definido por
K* =sin?©)%(0, 9;0, ) sin 20, (2.39)

onde J(©,®;®,®') é o Jacobiano da transformaco. A funcdo (O, d) é
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uma funcéo real arbitraria, suave, duas vezes diferenciavel e definida na
2-esfera.

Bondi [89] obteve uma solugdo com simetria axial para o fator con-
forme que corresponde ao regime estaciondrio da métrica de Bondi, onde
ndo héd emissdo de radiacdo gravitacional. Isto é feito com uma transfor-
macado do grupo BMS dada por

~

u = KO,

R R/K(®),

® = 0(0),

® = Ko, (2.40)

onde k%) é uma constante. A lei de transformacao da coordenada ® induz
uma transformacio d® = K(©)d® que, por sua vez, induz uma nova
transformacio sin® = Y(©)K(O) sin®, onde

1 Koo B Kg cot® n KZ@

Para que K(©®) seja um fator conforme dado por (2.39),
ko
K(®) = (2.42)

(coshV + cos @sinh V) ’

onde V é uma constante. Com isso, Y = k; 2 e a transformacdo con-
forme é estabelecida. A transformacdo (2.40), junto com a solugédo (2.42),
quando aplicada a equacgdo (2.25), faz com que o aspecto de massa de
Bondi tenha uma transformacéo induzida, M — MK3. Para a métrica de
Schwarzschild (7 = b = W =0, V = R — 2m), onde o aspecto de massa
é constante, M = myg, a transformagéo K (@) faz com que

mok(g)
(coshV + cos@sinh V)3

M(0) = (2.43)
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Com isso, a massa de Bondi é constante e dada por

mokg
m= ——-—=, 2.44
— (2.44)
onde v = tanh) é o pardmetro de velocidade associado as transfor-

magoes do grupo BMS.

A unido de todas as transformacgdes conformes dados por (2.38) for-
mam um grupo, o grupo conforme. O grupo de rotagdes, o grupo O3,
forma um subgrupo do grupo conforme, cujo fator conforme é dado por
K? = 1. O grupo conforme é um grupo de Lie com seis pardmetros e que é
isomorfico ao grupo de Lorentz préprio, ortécrono. O isomorfismo entre
os dois grupos pode ser visto através da introduc¢do de coordenadas es-
tereogréficas, que relacionam uma coordenada complexa ¢ com as usuais
coordenadas da esfera ® e ® por

E=2 Cot%ei‘b. (2.45)

Em termos da coordenada estereogréfica ¢, a métrica da 2-esfera possui a
forma

ds? = dO? + sin® @dd? = 2(1 + &F) ~2dEdE. (2.46)

Agora, a coordenada complexa ¢ define um ponto no plano complexo.
Transformagdes conformes do plano complexo induzem transformacdes
conformes da esfera unitdria em si prépria. Isto pode ser visto pela trans-
formacdo de Mobius,

ad —bc =1, (2.47)



onde a, b, c e d sdo quatro constantes complexas que, juntamente com a
restricdo indicada na equacdo (2.47), representam seis parametros reais.
Sob as transformacgdes de Mobius, a métrica da esfera unitéria é obtida:

ds? = 2K*(1+ & &) ~2d¢ de, (2.48)

com o fator comforme K dado por

K (a§+b)(aE+E)+(_c§+d)(EE+E). (2.49)

1-¢¢

Para mostrar o isomorfismo do grupo conforme com o grupo de Lorentz
homogéneo, préprio e ortécrono, nota-se que a transformagdo (2.47) é
exatamente como as transformagdes obtidas do grupo SL(2,C), a repre-
sentacdo espinorial do grupo de Lorentz [106]. Isto é visto ao introduzir
um espaco vetorial linear, complexo e bidimensional. Sejam v; e v, com-
ponentes de um vetor neste espaco. Entdo, para cada transformacao
(2.47), existe uma transformagdo linear do grupo SL(2,C) da forma

!
vy = avy + boy,

0/2 = cvq + dvy, (2.50)

como pode ser visto pela identificacdo { = 0/1/ v/z. Com isso, pode-se
identificar o grupo de transformagdes de Mobius com o grupo SL(2,C).
Devido a invariancia do fator conforme dado por (2.49) sob uma mudanga
simultaneaa - —a, b - —b, c - —c e d — —d, segue-se que o grupo
SL(2,C) fornece uma cobertura dupla do grupo de Lorentz homogéneo,
proéprio e ortécrono. Isto é suficiente para estabelecer o isomorfismo entre
o grupo conforme e o grupo de Lorentz homogéneo, préprio e ortécrono
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e colocando-os como subgrupos do grupo BMS. Como exemplo, as trans-
formagdes dadas por (2.40) representam uma rotacdo de Lorentz no plano
(t,z) [106].

Outros subgrupos do grupo BMS sdo importantes de serem analisa-
dos. Primeiro, as transformacdes particulares @ = @ e ® = & sdo
denominadas de supertransla¢des. Neste caso,

U=U+0Q, R=R 0 =0, =9 (2.51)

para a equacdo (2.37). A juncdo de todas as supertranslacdes forma o
subgrupo de supertransla¢cdes. Sob uma supertranslacdo, o sistema de
hipersuperficies nulas, U = constante, é transformado em um outro sis-
tema de de hipersuperficies nulas, U = constante, mas sem nenhuma ro-
tacdo de Lorentz envolvida. Como Q(©, ®) é uma fungédo real arbitréria,
suave, duas vezes diferencidvel e definida na 2-esfera, pode-se expandi-la

em termos de harmonicos esféricos, Y] ,,:

00 1

QO,2) =) Y AuYi.(0), (2.52)
I=0m=-1

onde A, ,, sdo constantes. O conjunto infinito de parametros A, ,,, sujeito
a condicdo A; _,, = (—1)"A; ,,, define as supertranslagdes.
No caso A;,, = 0, paral > 1, () possui a seguinte forma:

OO, D) = & — & sin@cos P — &, sin@sin® — &, cos O, (2.53)

onde & = \/i=Aoo, Ex = \/ o (A11 — A1,-1), & = i/ 5= (A11 + A1,-1)

e & = —/{=Aj representam uma reparametrizagio do grupo®. Com
isso, as supertransla¢des se reduzem ao caso especial, denominado de

3Sachs, em [91], adota a parametrizacdo & — &, Ex — =&, &y — &y e & — =&,
o que ndo modifica em nada o resultado obtido pela parametrizacdo aqui adotada.
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translagdes, que possuem quatro parametros (&;, &, &y e &;) e que dao
origem ao subgrupo de translacdo do grupo de Poincare. O parametro
&o esta associado a uma translagdo temporal, assim como os outros trés
parametros estdo associados as translagoes espaciais.

Os geradores das translagdes do grupo BMS podem ser obtidos pelas
férmulas gerais de construcdo dos geradores de um grupo de Lie. Primeiro
reescreve-se a lei de transformacéo do grupo, levando-se em conta os seus

parametros
Xt =XMXMEN); u=0,1,23 A=txy,z (2.54)

Os geradores das translagdes* sdo obtidos pela usual férmula do termo

de primeira ordem, na expansdo do grupo de transformag¢des em torno

da identidade:

X

 0Ey £,=0

GgHA (2.55)

Os operadores associados aos geradores das translagdes sdo obtidos através
da expressao

9

A _ opA
P g oXH’

(2.56)

Para as translag¢oes, com o auxilio das equagoes (2.51), (2.53), (2.54), (2.55)
e (2.56), constroem-se os operadores pA

0
A A
P N TR (2.57)

onde N4 = (1, — sin ® cos ®, — sin @ sin ®, — cos O).

40s parametros &, Ex, £, e &, estdo associados a translagdes nas diregdes temporal ¢

e cartesianas, x, i e z, respectivamente, de um referencial de Lorentz assintético
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Em seu trabalho de formalizagdo do grupo BMS [91], Sachs obteve
quatro integrais covariantes sob as transformagdes (2.37). Essas integrais
envolvem cada um dos geradores de rotagdes de Lorentz e de super-
translagdes. Para o subgrupo de translacdes, tais integrais levam a leis de
conservagdo de quantidades fundamentais na teoria de emissdo de radi-
acdo gravitacional. A forma das integrais covariantes sob translagdes é
dada por

0 1 u 27 T
I{NAw} = E/ dU/ dq)/ NA CuEuSin@ do®
0 0

Up
= —dpA
= —[PAU) - PA(Up)] (2.58)
ou por
dPA 1 27 T A .
it _E/o dcb/o N4 cycysin® do. (2.59)

Além disso, no caso axial, através da definicdo de massa de Bondi e de
sua derivada com relacdo a U, a expressdo para o quadrivetor de energia-

momento é obtida

27T 7T
pA / / N4 M(O,®)sin® dOdd. (2.60)
0 0

_1
A7

Ainda no caso de simetria axial, c;; é uma funcao real e as integrais invari-
antes dP* e dPY se anulam na integracdo da coordenada ®. Além disso,
a integral dP!, associada ao parametro de translagdo temporal &; coincide
com a integral de energia de Bondi dEg (eq.2.29), que rege a conservagao
de energia na emissdo de radiacdo gravitacional. Com isso, o setor das
translagdes espaciais &y, &, e &, fica responsavel pela lei de conservagédo
de momento linear do processo radiativo nas dire¢des x,y,z. No caso
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axial, os momentos nas dire¢des x e y se conservam, restando apenas a
lei de conservacgdo na direcéao z,

1 u’ T
dau / c’sin®cos® dO,  (2.61)
0 0

z _ pz(17\ _ Dz _ 2
dP* = PA(U') ~ P(U) = 5 |

que também pode ser escrita como

dpP*

1T,
i E/o cy”sin® cos © dO. (2.62)

Através da desigualdade de Schwartz,

([r7)([s3)=([r5) ([s7). 2.6

onde a integracdo é tomada nas coordenadas U, © e ®. A igualdade em
(2.63) é safisfeita se e somente se f e g sdo proporcionais. Inserindo na
equacgdo (2.63) o par de fungdes

f = cu § = cycosO,
f cu;, § = cysin® cos P,
f = cu § = cycos®Osind (2.64)

e, somando os trés termos,

dPAdPByp >0, dPAdPPyap =0 — dP4 =0 (2.65)

onde 774p é a métrica usual de Minkowski. Com isso, apesar de N4 ser
um vetor nulo, (N4 N8By 4p = 0) o vetor dP4 é do tipo tempo (dPAdPBy 4p >
0).
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2.2 Ondas Esféricas no Vacuo: o Espaco-Tempo

de Robinson-Trautman

"People are very open-minded about new things - as long as
they’re exactly like the old ones.”

Charles Kettering

Apesar de ser bem estabelecido, com a existéncia de quantidades fisi-
cas bem definidas, o formalismo de Bondi-Sachs possui algumas dificul-
dades cruciais que dificultam a sua utilizagdo na descricdo de sistemas
fisicos de interesse. A primeira dificuldade estd na solugdo das equacgdes
de campo, que possuem uma hierarquia estabelecida e tornam o sis-
tema complexo de ser analisado até mesmo numericamente. A segunda
e maior dificuldade estd concentrada na obtencdo de condicbes iniciais
na hipersuperficie U = Uy = constante que representem, por exemplo,
um modelo de buracos negros em colisdo. Claro que estas dificuldades
ndo implicam em uma impossibilidade. Um trabalho recente [77], inclui
uma combinacdo entre os formalismos de Cauchy e caracteristico para
a obtencdo das formas de onda (Cauchy-characteristic extraction (CCE))
que aproveita a vantagem de cada formulacdo e reflete a dificuldade que
o formalismo caracteristico BS puro possui na reproducio de resultados.

Na tentativa de obter uma andlise mais maleéavel e de facil entendi-
mento, além de estabelecer uma nova via de andlise tedrica e computa-
cional (e que sera desenvolvida no capitulo 3), esta tese propde o estudo
dos espagos-tempos de Robinson-Trautman como o alicerce te6rico para o
estudo da emissdo de radiagdo gravitacional proveniente da fusdo de bu-
racos negros. Os espagos-tempos de Robinson-Trautman estdo enquadra-
dos no formalismo caracteristico devido ao fato de serem descritos com
0 mesmo sistema de coordenadas apresentado na secdo 1.2.3 e que foram
introduzidas exatamente nos trabalhos originais de Robinson e Trautman
na construcdo dos espagos-tempos que levam os seus nomes.
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2.2.1 Defini¢ao e Descri¢ao no Formalismo Caracteristico
Definigdo

As solugdes das equagdes de Einstein que admitem uma congruéncia
de geodésicas nulas 1, livre de rotagdo (Im(p) = 0) e de deformacdes
(c = 0), juntamente com as condigdes Pyy = 0, Pg; = 0 e Py = 0, sdo
denominadas de solu¢des de Robinson-Trautman [88], cujo elemento de

linha possui a seguinte forma®:

ds? = S%du® + 2dudr — r*K?(d6? + sin 6°d¢?) (2.66)

onde, S = S(u,r,0) e K= K(u,0) °.

Como descrito na secdo 1.2.3 e discutido na segédo 2.1.4, as coordenadas
de Robinson-Trautman, assim como as de Bondi, se adaptam a descri¢ao
caracteristica do problema de dados iniciais; a coordenada u nomeia a
familia de hipersuperficies nulas u = constante, tal que I, = u . As cur-
vas x* = x#(r), definidas por ox*/dr = ¢M"d,u, descrevem geodésicas
nulas com parametro afim associado r e que repousam sobre as hiper-
superficies nulas com valores de u constantes. Com isso, a métrica de
Robinson-Trautman, descrita pelas tetradas nulas de Newman-Penrose
como em (1.108), no caso particular dado por (B.3), revela que

52 -
Q:_?/ Zl:O/ wzol
7’ = V2 g’ = Y2 (2.67)
2rK '’ 2rK sin 0

Todas as quantidades de Newman-Penrose, calculadas a partir das tetradas
de Robinson-Trautman, estdo postas no apéndice B.

5Aqui foram usadas coordenadas x> = 0 e x> = ¢, relacionadas com as coordenadas
originais da referéncia [88], x! = ¢ e x> = 7, respectivamente, através da relagio ¢ =
2 cos ¢ cot (g) e = 2sin¢ cot (g) Além disso, foram introduzidas novas notagdes,
x4:¢7—>x0:u,x3:p—>x1:r,p—>1/Kec—>SZ

6Ao longo da tese serd abordada apenas o caso de simetria axial, Sy = Ky =0
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Descri¢ao no formalismo caracteristico

Seguindo a classificacdo do formalismo caracteristico, as equagdes de
campo de Robinson-Trautman sdo obtidas através dos escalares de Ricci.
Das equagdes principais, trés das equagdes de hipersuperficie sdo auto-
maticamente satisteitas pela defini¢do do espagos-tempos de Robinson-
Trautman, ®ypp = 0, Pp; = 0 e P19 = 0, assim como as duas equagdes
padrdo ®p, = 0 e Pyp = 0. A quarta equagdo de hipersuperficie, $11 +
3A = 0, determina a forma da funcido S? em termos da funcio conforme
da 2-esfera, K,

K
2 = Y+ Zr% + ]; , (2.68)

onde f = f(u,0) e Y = Y(u,0). Este ultimo é dado em termos de K por

y = L Reo Recotd , % (2.69)

Apesar da expressdo de S? ser uma equacdo de hipersuperfice, ela possui
um termo de deriva¢do com relagdo a coordenada u, que rotula as hiper-
superficies nulas. Porém, como serd visto logo mais abaixo, o termo Kj
depende somente de derivadas com relagdo a coordenada 6, mostrando
que, de fato, ®1; + 3A é uma equacado de hipersuperficie na nomenclatura
de Bondi.

A equacdo (2.69) representa a curvatura Gaussiana (Y/r?) associada

ao espa¢o Riemanniano bidimensional V2(9’¢)

e que é gerada pela estru-
tura conforme K. As superficies u,r = constante podem ser pensadas
como esferas distorcidas (no caso de superficies fechadas); por isso, as
solugdes (2.66) sdo comumente referidas na literatura como solugdes que
descrevem a emissdo de ondas gravitacionais esféricas. Esta denominacdo
é apenas uma referéncia ao sistema de coordenadas, pois é conhecido
que, segundo o teorema de Birkoff, solu¢des esfericamente simétricas, no

vacuo, sdo dadas pela solucdo exterior de Schwarzschild.
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Como as equagdes principais sdo satisfeitas, de acordo com o lema 02,
a equagdo trivial, ®1; — 3A = 0, é automaticamente satisfeita. Por fim,
duas das equagdes suplementares, 1, = 0 e $p; = 0, com a substitui¢do
da expressdo de S?, mostram que a fungdo f depende somente da coor-
denada u, fy = 0. Porém, com uma transformacdo de coordenadas que
mantém a métrica (2.66) invariante,

/

wW=Jw), r=r/l, 0=06, ¢ =4¢, (2.70)

pode-se mostrar que a fungdo f é reduzida a uma constante. A transfor-
macao u — 1 renomeia a familia de hipersuperficies nulas u = constante,
assim como o rétulo das geodésicas nulas dado por r. As transformacdes
(2.70) induzem uma transformacéo sobre as fungdes f, K, H = K,/Ke Y
da seguinte forma:

d ! H uu / Y
f= i3/ K = K]y, H = ]—u + ]]2 , Y = ]—2 (2.71)

! . “ A .
Para que f adquira valores constantes, f, = 3f ],/ Ju. Por conveniéncia,
adotar-se-a f = —2my. Com isso, a métrica de Robinson-Trautman recebe

uma nova forma mais restrita,

K, 2
ds? = (y +2r ? — TO) du® + 2dudr — r*K?(d6? + sin 0%d$?), (2.72)
que serd a forma utilizada nas préximas segdes.

A dltima equagdo suplementar, ®y; = 0, com a substituicdo da ex-
pressdo de S? (eq.(2.68)) na equacdo (B.40), além da substituicio f =
—2my, resulta na equagdo dinadmica de Robinson-Trautman (RT),

1
K, = 12mgK ———(Ygg + Yy coth). (2.73)
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Como mencionado acima, a equagdo de RT, quando substituida na ex-
pressdo de S? elimina a derivada com relagdo a coordenada u, deixando
a equacdo de hipersuperficie dependente apenas de derivadas com re-
lagdo a coordenada 6. Além disso, a equagdo de RT é satisfeita em todos
os pontos do espago-tempo, pois, segundo o lema 02, ela é satisfeita para
um valor de r.

Outro ponto interessante estd relacionado com o comportamento da
equagdo RT quando u — oo. Segundo teoremas de Chrusciel e Singleton
[93], os espagos-tempos de Robinson-Trautman existem globalmente para
todos os valores positivos de u, considerando dados iniciais arbitrarios e
bem comportados, e convergem assintoticamente para a métrica de Sch-
warzschild. Este dado sera importante para a caracteriza¢do da configu-
racdo final da fusdo frontal de dois buracos negros de Schwarzschild e
que sera considerada no capitulo 3.

2.2.2 Soluc¢oes Estaciondrias e Caracterizacao da Zona de

Radia¢ao Gravitacional

A equacdo de Robinson-Trautman (2.73) possui duas solugdes esta-
ciondrias:

a) a solugio de Schwarzschild, onde

K = Ky = constante — Y = KO_Z. (2.74)

Com uma transformacao do tipo # = K lu e # = Kor, o elemento
de linha (2.72) se reduz a forma de Schwarzschild,

ds? = (1 - 2T5> dii? + 2didr — 7 (d6* 4 sin0%dp?),  (2.75)

onde m; é a massa de Schwarzschild, dada por m; = mOKS’. A
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transformacdo do elemento de linha de Schwarzschild dependente
da coordenada usual  para a coordenada u se da através da relagdo
u=t—[F+2msIn(7 — 2ms)].

b) a solucdo boosted de Schwarzschild, onde

_ Ko
"~ coshV + cosfsinh V

K =K(8) —  Y=K,% (276

Com as mesmas transformacdes, i = K|, Ly e 7 = Kgr, o elemento
de linha (2.72) se reduz a forma boosted de Schwarzschild,

72K(6)?
ks

ds? = (1 _ 2’~”S> di® + 2did7 —

(d6? + sin 0%d¢?), (2.77)

A denominagédo boosted se dé ao fato de que o fator conforme K(6)
de Robinson-Trautman possui a mesma forma do fator conforme
(2.42) associado a transformacdo do grupo BMS (2.40), referente a
uma rotagdo de Lorentz no eixo (t,z), ou seja, um boost na direcao
z [89]. O parametro de velocidade do buraco negro boosted é dado
por v = tanh). Na proxima segdo isto ficard mais claro com a
determinacdo da expressdo da massa de Bondi nas coordenadas de
Robinson-Trautman, adiantando que a sua forma, no caso do buraco
negro de Schwarzschild boosted, possui a mesma forma da equacao
(2.44).

Com a substitui¢do da expressdo de S2 nas equagdes (B.44), (B.45) e
(B.46), os escalares de Weyl diferentes de zero sdo

mo
11}2 _7_3/
g, = V2 Yo
4 Kr?
Dq(u,0 D>(u,0
v, — 1(r )+ 25/2 )’ (2.78)
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onde as fung¢des D1 (u,0) e Dy(u,0) sdo definidas por

1 Kgo Ky K3
Dy(u,0) = e dy ( X "R cotf 21<2 (2.79)
e
_ 1 YKy
Dz(u, 9) = m (Y@g -2 K — Yg C0t9> . (280)

De acordo com a classificagdo de Petrov, os espagos-tempos de Robinson-
Trautman sdo do tipo II e convergem assintoticamente (1 — o) [93] para
o tipo de Petrov D. A fung¢do D;(u,0), em analogia com a teoria do
eletromagnetismo, contém toda a informacdo da dependéncia angular e
temporal das amplitudes das ondas gravitacionais (uma vez que K(u,0)
seja dado) caracterizando, assim, a zona de onda (Petrov tipo N). Em
outras palavras, D1(u,0) e D(u,0) sdo os objetos utilizados, no contexto
de Robinson-Trautman, para a andlise das formas de onda emitidas em
um processo iniciado pelos dados K(ug, 0), ug correspondendo a hipersu-
perficie nula inicial.

2.2.3 Transformac¢do das Coordenadas de Bondi Para as
Coordenadas de Robinson-Trautman: Conservagao

de Energia e Momento Linear

De forma a obter uma lei de conservagado de energia e momento para
o espagos-tempos de Robinson e Trautman, é necessario uma transfor-
macdo de coordenadas do sistema de Bondi-Sachs para que as leis de
conservagdo obtidas pela equagdo (2.61) sejam escritas nas coordenadas
de Robinson-Trautman. Este procedimento é similar ao apresentado na
referéncia [118] e segue, na sua maior parte, a referéncia [124]. O pro-
cedimento consiste na expansdo das coordenadas de Bondi em poténcias
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inversas de r com a exigéncia de que a métrica de Bondi, descrita nas
coordenadas de Robinson-Trautman, possua o mesmo comportamento
assint6tico dado por (1.2.3). No caso de simetria axial, ® = ¢. Pelo ele-
mento de linha da 2-esfera, u,r = constante, o ansatz R ~ rK é sugerido.
Com isso, as transformacgdes sdo definidas por

u, u
U=Uy+—+ — +0(r 3,
r r

R
R=rK+Ro+ == +0(r72),

T, T
®=T+ 71 + r—zz + 033, (2.81)

onde todos os coeficientes dependen de u e 0. Para a determinagdo destes
coeficientes a condi¢do assintética da métrica de Bondi

, (B)gUR — 1 + O(R_z),

= O(R72), (B)gOOB)®® _ (Rigin2@)~1, (2.82)

é tomada como referéncia’. Com a lei de transformacdo das componentes

contravariantes métrica de Bondi,

oXH* 9XV
(B)gpv — 72 74 (RT) pup
32 91F g, (2.83)
a expansao de (B)gOR resulta em
(B)gOR — Ty K4+ O(r71). (2.84)

7A métrica de Bondi sera representada pelo indice (B), enquanto a de Robinson-
Trautman serd representada por (RT).
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Assim, Ty, = 0. Usando a liberdade do grupo BMS, faz-se a escolha
To = 0, por simplicidade. Da transformagéao

B)gRU — 1y , K+ O D), (2.85)

tem-se que Uy, = K~!, fixando a dependéncia de Uy com relagéo a coor-
denada u. A liberdade na funcdo Uy com relacdo a coordenada 6 também
corresponde a uma transformacéo sob o grupo BMS. Todos os coeficientes
restantes da transformacdo (2.81) sdo agora expressos em termos de Uy.

(B) gUU

A condicdo = O revela que

1 1 _
Uy = 5K UG e U, = 5K 2U§ Uo g (2.86)
e, de (B)gOU — 0, tem-se que
Ty = =K 'Upg, T, = K™ 2Uy pUy p0- (2.87)

Finalmente, os coeficientes da expansdo de R podem ser calculados a
partir de (B)g@O(B) ¢®® — (R4sin2 @)1, Os primeiros célculos confirmam
o ansatz R ~ rK e os célculos subsequentes resultam em

1
Ro = 5[Uo,ag + cotoUo, (2.88)
e
1 1
R, = Zug,QK—3[2K§ — KggK + cot OKpK] — gK_l [Uo g + cotOLpp]*
1 _
— SlUoeK HUo,g00 — cot® OU o). (2.89)
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Os coeficientes da transformacgdo (2.81) sdo suficientes para extrair as
quantidades fisicas essenciais de Bondi-Sachs nas coordenadas de Robinson-
Trautman, como a massa de Bondi e a fungdo noticia. Seguindo com a
analise assintotica das transformacoes de coordenadas,

V M M
(B) ,RR —2b _ _ = N )
g =ge = 1+2R +O(R™%) = 1+2rK+(9(r ), (2.90)

onde o aspecto de massa de Bondi, nas coordenadas de Bondi, é dado
por

1
M = moK® + £ | U3 gEuK — UopoE — Uop (2Ep + 3cot9E)} (2.91)

onde E ¢é definido por

(2.92)

-2
E = —Ksinf dy (KGK ) .
sin 0

A expressdo (2.91), quando escrita de forma similar a equagdo (2.35), re-

sulta em
103 .
m(u) = = lim > | (YSVKC + Kecu + R(1,6) ) sinf do,  (2.93)
onde,
1 1 5
R(u,0) = UypE cotd + §U0,9E9 — ZUO,GE”K' (2.94)

A equacgdo (2.93) possui uma forma bem diferente a da equacdo (2.35),
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evidenciando a impossibilidade de se definir a massa de Bondi de forma
invariante segundo o formalismo de Newman-Penrose (além do fato de
que, nos espagos-tempos RT, para a base de tetradas considerada, ¢ =
0). As transformagdes das coordenadas de Bondi para as de Robinson-
Trautman evidenciam a dependéncia da defini¢do da massa de Bondi com
relacdo ao sistema de coordenadas.

O caso estacionério, ¢, = 0, R = 0, M = M(6) determina as massas de
Bondi associadas aos espacos-tempos de Schwarzschild, como indicado

na secao anterior. Como, neste caso,

M(8) = moK(8)?, (2.95)

a massa de Bondi, para a solugdo boosted de Schwarzschild, é dada por

moKS
m= ——— 2.96
—5 (2.96)

e, no caso do buraco negro em repouso, m = mokK3.
Assim como o aspecto de massa, a func¢do noticia ¢, também ¢é obtida
através da transformacdo de coordenadas por intermédio de

2 2
(B) ,RU _ ,~2b _ ¢ -4y _ ¢ -3
g e 1+ et OR™*) =1+ ket Or™), (97
com
o sin@ uOlg
c= > dy (sin@) . (2.98)

Derivando ¢ com relagdo a coordenada de Bondi U e considerando que,

assintoticamente,
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cy = cu%—g = cyKt, (2.99)

obtém-se que

2 K2 ( K3 Ko

2
‘cu=—4 = K3 K2

2
K
0— | . 2.1
= + cot ) (2.100)

KZ

Com isso, finalmente chega-se a expressdo assintética da conservagao de
energia-momento de Bondi-Sachs nas coordenadas de Robinson-Trautman

- N (P( .

que, em termos da fung¢do noticia de Robinson-Trautman, se escreve como

2
2r K2 K K
A g (220 _ 260 Ko}
~Ton /uo du/ / N (2 e +Cot0K2) sin 6 d6 de.

(2.102)
A equacdo (2.101) também pode ser reescrita como
pA 27
dd—u_——/ / NAK 2 sinf db de (2.103)

e que representa o fluxo de momento emitido em forma de ondas gravi-
tacionais. Ja o quadrivetor momento axial de Robinson-Trautman pode
ser definido por

1 2 p7T
= / / NA M(u,6) sin 6 d6 dop, (2.104)
0 0
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pois, com a expressdo da evolucdo do aspecto de massa, descrita nas
coordenadas de Robinson-Trautman,

1
M, = —Kc,2 + 5 dy(cgo + 3cocotf — 2¢) (2.105)

a equacdo (2.103) é obtida através da derivacdo de (2.104) com relagdo a
u. Lembrando que o segundo termo de (2.105) se anula na integragao
devido as condi¢des de regularidade sobre o eixo de simetria, c(u,0) =
c(u, ) =0.

Com todas as expressdes até agora obtidas, ja se torna possivel cons-
truir um modelo de fusdo por colisdes de buracos negros no formalismo
caracteristico de Robinson-Trautman. Este é o objeto do capitulo que se
segue.
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Capitulo 3

Emissdao de Radiacao
Gravitacional Através da Fusao de

Dois Buracos Negros de
Schwarzschild

"La esperienza non falla, ma sol fallano i nostri giudizi,

P

promettendosi di lei cose che non sono in sua potesta.

Leonardo da Vinci

Este capitulo se propde a estudar a colisdo de dois buracos negros de
Schwarzschild na formulagdo caracteristica por intermédio dos espagos-
tempos de Robinson-Trautman, discutidos no capitulo anterior. Todos
os resultados que serdo apresentados aqui fazem parte de dois artigos
de Aranha, Soares e Tonini [85, 86] e um artigo de Aranha, de Oliveira,
Soares e Tonini [83]. Neles sao construidos os dados iniciais correspon-
dentes a fase de fusdo na colisdo frontal de dois buracos negros, junta-
mente com a andlise da extragdo de energia e momento linear no processo
de emissdo de radia¢do gravitacional, assim como a andlise de seus dos

padrdes angulares e temporais’.

Na referéncia [85], a construgdo dos dados iniciais é refeita onde algumas questdes
técnicas da derivacdo em [83] sdo implementadas
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Do ponto de vista tedrico, os artigos [83, 85, 86] possuem uma dis-
tingdo com relagdo a abordagem empregada no capitulo 1: os vetores da
base de tetradas utilizados constituem uma base semi-nula, onde

e’ =11,

e’ = 1",

€(3)y = g( V_i_m]i),

€(4)y = %( ”—W‘). (31)

No entanto, apesar da diferenca na base de tetradas, as equacdes de
campo permanecem as mesmas do caso das tetradas de Newman-Penrose,

mantendo o esquema numérico a ser descrito nas proximas segdes.

3.1 Constru¢ao dos Dados Iniciais Caracteristi-

COS

Como mencionado no capitulo anterior, os dados iniciais de Robinson-
Trautman se enquadram na classe de dados iniciais do problema de valor
inicial caracteristico, em contraponto ao caso do formalismo ADM ou
problema de Cauchy. Para os espagos-tempos de Robinson-Trautman, a
func¢do K(u, ), dada em uma hipersuperficie caracteristica u = uy, corre-
sponde aos dados iniciais a serem evoluidos pela equagdo dinamica (2.73).
O objetivo desta se¢do é exibir dados iniciais K(,0) que representem
dois buracos negros de Schwarzschild em fusdo num procedimento simi-
lar ao utilizado no artigo seminal de Misner [108]. O método de Misner é
baseado na solucdo da equacdo do vinculo hamiltoniano no formalismo
ADM [4]. Isto pode ser visto da seguinte forma:

Em analogia com as coordenadas bi-esféricas [109] no plano cartesiano
tridimensional ¥, introduz-se a seguinte parametriza¢do para as coorde-

nadas cartesianas 2

2Nota-se que as coordenadas cartesianas sdo fungdes continuas, com derivadas con-
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= asinf@ sinhy os
~ cosh7 +cos® sinhy ¢

asin@ sinhy .
= 2
4 cosh 7 + cos6 sinhy sing, (3-2)

a

+ ,
cosh7 +cosf sinhy

onde o sinal + representa z > 0 e z < 0 respectivamente. Os limites de
1, 0 e ¢ sdo dados por 0 < 7 < 00,0 <0 <7, 0 < ¢ < 2m. Nesta
parametrizacdo, cada 1 = 7 corresponde a 2-esferas, umaem atz > 0e
a outra em z < 0, centradas em (x = y = 0,z = £ acoshyy) respectiva-
mente, com raio asinh#y. O vetor cartesiano que liga a origem ao ponto
P: (x,y,z) de X possui comprimento

cosh# — cos 8 sinhy
) = . 3.3
r(17,9) a\/coshq + cosfsinhy (3:3)

Para o caso 1 — oo, as esferas se degeneram nos planos z = 0 and z —
+oo. A utilidade desta parametrizagdo ficard clara no que vem a seguir.
Para referéncia futura, sdo introduzidas as funcgoes

S(+)(1,0) = \/coshn + cosBsinhy . (34)

O elemento de linha plano tridimensional ds?> = dx? + dy? + dz? é ex-
presso, de acordo com a parametrizagdo acima como

2
452 ne = m dy? + sinh® 5 (d62 + sin2 0 d¢?) |. (3.5)
)\

tinuas de (77,0, ¢). A ocorréncia de singularidades neste sistema de coordenadas é fruto

das singularidades usuais de um sistema de coordenadas esféricas.
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De forma geral, toma-se £ como a hipersuperficie do tipo espaco onde
estdo definidos os dados iniciais, cuja geometria é definida pelo elemento
de linha

ds® = a*K2(17 + 70, 0) [d;yz + sinh? (7 4 7o) (d6* + sin? d4>2)}, (3.6)

onde g é um parametro arbitrdrio. Assumindo que X é um corte maxi-
mal com curvatura extrinseca nula, obtém-se que o vinculo hamiltoniano
¢ reduzido a ®)R = 0, onde ()R é 0 escalar de curvatura da secdo tridi-
mensional (ginl-]-). Com a substituicido K = II%, a equagdo de vinculo
se reduz a equacdo de Laplace descrita nas coordenadas tipo bi-esféricas
(3.2)

1 : -y 3 . .2 B
s |:H9 sin 9} ) + [H” sinh”(n + 'yo)} ] +y sinh“(y7 4+ v9)I1=0. (3.7)

Claramente as func¢des

1
= (S&)(n T fm,e>> 8

sdo solugdes a equacgdo (3.7) e, com respeito a métrica (3.6), correspondem
a solugdes do espago plano (curvatura nula). Como (3.7) é linear em 11,

L5 [L%)
II= 3.9
<S<_)(ﬂ+vo,9)> * <5(+)(77+70,9)> 39

é uma solucdo ndo-plana de (3.7), onde a; e ap sdo constantes arbitrdrias
positivas. O espago-tempo tridimensional, ndo-plano, definido por (3.9),

ds®> = a* TT* |dy? + sinh? (17 + 70) (d6? + sin® Bdg?) |, (3.10)
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é assintoticamente plano e com uma forma analoga a da secdo tridimen-
sional da geometria de Schwarzschild em coordenadas isotrépicas. De
fato, uma manipulagdo direta mostra que a métrica (3.10) pode ser rees-
crita como

4
S (17 + Y0, 6)
ds? = | ap + a2 2, (3.11)
( 2 1«5(_)(1’] + 7, 9) plano
E, para valores de 17 >> 7, (3.11) pode ser expressa como
2 aey \*
ds® = ( ap + 01, 6) ) ASy1ano - (3.12)

De modo a investigar a estrutura assint6tica da métrica (3.12), grandes
valores de 77 sdo considerados e, para tais valores de 77, pontos (x,y, z), cu-
jas distancias da origem também sdo grandes, em outras palavras, quando
(7 — 00,8 ~ 7). Neste caso, retornando as coordenadas cartesianas, a tri-
geometria (3.12) pode ser dada na forma aproximada

2 mgl)

8ij ~ {1 + 1’(17—,9)} (51']', (3.13)

onde, tomando 2a = apmg, tem-se fixada a escala das coordenadas do
tipo bi-esféricas, assim como a massa de Schwarzschild que é dada por

m§1 = my aq. (3.14)

(3.13) possui a forma da sec¢do espacial da métrica de Schwarzschild em
coordenadas isotrépicas. Na derivacdo acima, a troca a1 = ap pode ser

(2)

realizada através da transformacdo 0 — 7w — 0 (2a = aymgy, mg ' = mg ).
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A partir desta construgdo, pode-se extrair os dados iniciais da dindmica
de Robinson-Trautman, que possui sua formulagado de valor inicial sobre
hipersuperficies nulas. Com base na descrigdo geral do formalismo ca-
racteristico proposta por D'Inverno, Smallwood e Stachel [110] — na qual
os graus de liberdade do campo gravitacional, no vacuo, estdo contidos
na estrutura conforme da 2-esfera imersa em hipersuperficies tridimen-
sionais — adota-se aqui a estrutura conforme dada pela expressao (3.9),
definida na hipersuperficie = constante = 0,

2
L5 [4%)
K(ug,0) = + , 3.15
(t0,) <5(—)(70,9) 3(+)(70,9)> (5.15)

como condigdo inicial para a dindmica de Robinson-Trautman a ser es-
tendida ao longo de bicaracteristicas nulas e propagadas ao longo de
uma congruéncia tipo tempo do espago-tempo. O espago-tempo restrito
a condigdo inicial (3.15) pode entdo ser construido localmente como o
produto Vz(u’r) X V2(9’¢) do espaco riemanniano da geometria da 2-esfera
conforme (V2(9’¢) ) com o espago riemanniano associado ao plano (u,r)
(Vz(”’r)), este ultimo gerado por um vetor nulo d/dr e por um vetor do
tipo tempo d/0u e com geometria ds% n = S%(u,r,0)du® + 2dudr. Assim,

,
o elemento de linha do espago produto, dado por

ds*> = S*(u,r,0)du® + 2dudr — r*K*(u,0)(d6* 4 sin® 0 dp*),  (3.16)

representa a geometria de Robinson-Trautman a ser propagada pela equagao
RT (2.73) para valores u > uy.

A interpretacdo dos dados iniciais assintoticamente planos (3.15) como
sendo de dois buracos negros de Schwarzschild boosted em fusdo, ao
longo do eixo z, é baseada nas perturba¢des da métrica de Robinson-
Trautman construidas com tais dados iniciais. Para a1 = 0 os dados inici-
ais correspondem a solugdo estaciondria de um buraco negro de Schwarz-
schild boosted (com massa de Bondi total mg(«x;)® cosh 7g) ao longo da
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direcdo positiva do eixo z com v = tanh . Para a; # 0, com a1 << ap, a
configuracdo ja ndo possui um carater estaciondrio e, com isso, ndo carac-
terizando uma solugdo de buraco negro, mas ainda pode ser interpretado
como um buraco negro boosted inicialmente perturbado. De forma reci-
proca, a mesma consideracdo é mantida para (a1 # 0,00 = 0) e a7 # 0
com ay << a1, 0 tltimo caso correspondendo também a um buraco negro
de Schwarzschild boosted inicialmente perturbado. Dada essa analise, o
caso de perturbagdo é associado com um buraco negro de massa relativa-
mente pequena e boosted ao longo da mesma dire¢do do buraco negro de
maior massa, porém em sentido contrario. A velocidade inicial de imer-
sdo dos dois buracos negros, considerados individualmente, é definida
pelo parametro inicial ¢ através de v = tanh 7.

Também é importante ressaltar que, no problema completo de Bondi-
Sachs, a andlise das equagdes de campo da teoria mostram que dados
iniciais especificos devem ser complementados pelas fun¢des noticia (uma
no caso de simetria axial e duas no caso sem simetria). Contudo, para a
dindmica de Robinson-Trautman, a fun¢do noticia ja é especificada, uma
vez que os dados iniciais (3.15) sdo prescritos segundo as equagoes (2.99)
e (2.100).

Dada a dinamica, é possivel evoluir os dados iniciais (3.15) conside-
rando desde pequenos valores de a1 até os valores para os quais as ndo
linearidades passam a ter um papel importante na dinamica. Sem perda
de generalidade, fixar-se-4 a; = 1 para o restante da tese. Com isso, o
parametro a4 fixa a razdo das massas de repouso dos dois buracos negros
em fusdo quando considerados individualmente. Para evitar uma con-
fusdo no rétulo das figuras apresentadas neste capitulo, o indice 0 asso-
ciado ao parametro g é retirado, assim como a introdugdo do parametro
«, definido por &« = a1 /a2 — a1, que é introduzido no lugar de a;. Com
isso os dados iniciais (3.15) adquirem uma nova forma

1 «
+
\/coshy + cosfsinhy  /coshy — cosfsinh

K(MQ, 9) =

(3.17)
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Por fim, alguns pontos a respeito dos dados iniciais obtidos devem ser
discutidos. A condigdo inicial (3.17) j& possui um horizonte aparente co-
mum, o que é caracteristico dos espagos-tempos de Robinson-Trautman
[113]. Com isso, a evolugdo da dindmica a partir dela cobre o regime de
fusdo até a configuracgdo final, quando a emissdo de radiacdo gravitacio-
nal é extinta. O pardmetro « esta relacionado com a razdo das massas de
repouso de Bondi dos buracos negros considerando-os individualmente,
#®. Por outro lado, com base na equacdo (3.14), o parametro « pode ser
considerado como a razdo de massa ADM assintética dos dois buracos
negros iniciais em interagdo. E importante resaltar que as massas ADM
e de Bondi sdo distintas: enquanto a massa ADM por definigdo é conser-
vada na presenca de emissdo de radiacdo gravitacional, a massa de Bondi
decresce com o tempo [115]. O valor dos dois tipos de massa coincidem
apenas no caso estacionario.

Apesar de os dados iniciais (3.17) corresponderem a uma colisdo fron-
tal de buracos negros a partir de seu regime de fusdo, a evolucdo dos
dados iniciais, via dindmica de Robinson-Trautman, apresenta caracteris-
ticas que sdo similares e consistentes com aquelas obtidas de colisdes de
buracos negros, incluindo a fase de espiral, através de simulacdes de rela-
tividade numérica plena e de calculos pés-newtonianos que incorporam
avaliagdes no limite de proximidade (close limit approximation) [72, 42]
e que serdo discutidos nas préximas segdes.

3.2 Evolucao Numérica dos Dados Iniciais e Ca-

racterizacao da Configuracao Final

A integragdo numérica da equagdo dinadmica de Robinson-Trautman,
a partir dos dados iniciais (3.17), é realizada a partir de uma combinacdo
de dois métodos espectrais bem divulgados na literatura: os métodos
de Galerkin® e de colocagéo, este segundo também chamado de pseudo-
espectral [114, 96]. Estes métodos serdo revisados aqui brevemente por

3Boris Grigorievich Galerkin foi um engenheiro e matematico soviético criador do
método que leva o seu nome.
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uma questdo de completeza. Ao longo deste capitulo, a varidvel 0 serad
expressa em termos de uma nova varidvel, s = cosf. Basicamente, os
métodos espectrais ditam que a solu¢do de uma determinada equagédo
diferencial seja aproximada por uma expansdo em série numa base de
fungdes especifica. Considerando o caso em que a solugdo seja depen-
dente de duas variaveis, u e s, a expansdo da solucdo é dada por

N
T(u,5) =Y ax(u)ge(s) (3.18)
k=0

onde N € Zj representa o grau de aproximagdo de (3.18) com relagdo a
solugdo exata e os a;(u)’s sdo denominados de coeficientes espectrais da
expansdo que ddo nome aos métodos. A base de fungdes ¢y (s) deve ser
ortogonal, isto é,

(1K)

|7 65) 950 wls) as

1

= v (3.19)

onde s; e sp representam o intervalo de atuacdo em s da base de fun¢des
¢j(s), w(s) é a funcdo peso do problema de Sturm-Liouville e vj sdo
constantes proporcionais a delta de Kronecker 6 que, no caso ortonor-
mal, se reduzem a mesma.

Como a base de fungdes ¢;(s) é dada a priori, a solugao do problema
se dd com a determinagdo dos coeficientes espectrais a;(u). Isto é feito
através de projecdes do espaco das fungdes base sobre a solucdo (3.18). A
forma com que as proje¢des sdo tomadas distingue os diferentes métodos
espectrais. O método de Galerkin baseia-se na projecdo de solugdes do
tipo (3.18), com relagdo a prépria base em que esta é expandida:
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(71T = [ 9,(5) T(u,s) w(s) ds

51
N

= Yol [ g) guls) wis) ds
k=0 51
N

= Z ﬂk(”)vjk

k=0
o« aj(u) (3.20)

Ja o método de colocagao baseia-se na projegdo de solugdes do tipo (3.18),
com relagdo a fungdo delta de Dirac, que seleciona os pontos s; de s que
representam os zeros da funcdo T'(u,s) em s, isto é, I'(u,s;) = 0. Os
pontos s sdo denominados de pontos de coloca¢do ou de interpolagéo.

Com isso,

GIT)ar = [ 8s=s5) Tws) ds

N

= Yaw) [ ols—s) puls) ds
k=0 51
N

=) ar(u)gx(s))
k=0

= Pj(aO/ A1y eees aN)
— 0 (3.21)

onde Fj(ao,al, ...,ay) formam um sistema de N + 1 equagdes cujas vari-
aveis sdo dadas pelos coeficientes espectrais. Este resultado indica outra
diferenca entre os dois métodos: enquanto que no método de Galerkin, os
coeficientes espectrais sdo obtidos diretamente pelas projecOes integrais,
no método de colocagdo, o sistema de N + 1 equagdes, E =0, deve ser
resolvido, paracadaj=0,1,.., N + 1.

Antes de iniciar o esquema de integracdo numérica do sistema de

Robinson-Trautman, faz-se necessario mudar a forma do fator conforme
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K para que as equagdes de campo possuam uma menor complexidade na
sua estrutura numérica. Tal escolha é dada por

L(u,s) =2InK(u,s). (3.22)

Com esta mudanga, as equagdes da curvatura gaussiana Y (2.69) e da
equacdo de Robinson-Trautman (2.73) passam a ter a forma

Y(u,s) = e L {1 - % [(1 — )Ly — ZSLS] } (3.23)
e
Lo [(1 — %) Yss — 25Y ] (3.24)
u — 6m0 SS S| - .

Considerando o intervalo de atuagdo da coordenada s, —1 < s < 1,
que a coordenada 6 é a coordenada usual da 2-esfera e que o operador de
Legendre

2
J 25i (3.25)

L
(1 S)asz 05

aparece nas duas equagdes de campo, a base de Legendre ¢i(s) — P(s)
se torna uma opgao natural a ser utilizada na solu¢do aproximada da
equagdo de Robinson-Trautman. Com isso,

N
Laprox(urs) = Z bk(”)Pk(S) (3-26)
k=0

onde by(u), k = 0,1,...,N, sdo os coeficientes espectrais de Robinson-
Trautman. A relacdao de ortogonalidade dos polindmios de Legendre é
dada por
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1
(k| j) E/lpk(s) Pi(s) ds = 2],%5,(]-. (327)

Comparando com o caso geral (3.19), tem-se que w(s) = 1, vy; = 2(2j +
1)_1(5kj, s1=—1,50 = 1e Pr(s) = P(s). O préximo passo é voltado para
a substituicdo da solugdo aproximada (3.26), com o auxilio da equacdo
(3.22), em (2.69) de forma a obter a expressdo aproximada de Y(u,s),

N
Yaprox(15) = &L (1 + 15 10D ) Pj<s>> - 6B
j=0

A inserc¢do das equagdes (3.26) e (3.28) na equagdo de Robinson-Trautman
(3.24) leva a seguinte expressdo residual

N 1,9 )9
RES(u,S) = Z abk(U) Pk(S) — 6_1’]’10 e —aprox g (1 — S ) ngme .

(3.29)

Em geral, a equacdo residual se aproxima de zero no limite N — oo,
significando que a expanséo (3.26) tende a fungdo exata L(u,s). Através
da definicdo do método de Galerkin, a projecdo da base de Legendre
sobre a equagao residual estabelece que ( Pi(s) | Res(u,s) ) =0,V j =

0,1,..., N. Estas rela¢cdes podem ser colocadas como?

0 2i+1 /.| _ 0 0
Eb]'(u) = 1]2m0 <] ‘e Lﬂpmxg {(1 —sz)gYapmx] > (3.30)

Com isso, a dindmica dos espagos-tempos de Robinson-Trautman é en-
tdo reduzida a um sistema de N + 1 equagdes diferenciais ordindrias
com relacdo aos coeficientes espectrais, formando um sistema dinadmico

40 sistema dinamico (3.30) é obtido através de integragdes simbdlicas no software
MAPLE. J4, a sua solugdo, foi desenvolvida em programas escritos na linguagem C++.

100



autonomo. Porém, o processo de obtencdo deste sistema dindmico apre-
senta uma dificuldade técnica associada a projecdo indicada no lado di-
reito de (3.30): o termo e~ Lor torna a integragdo inviavel devido ao au-
mento exponencial do uso da meméria computacional. Para contornar

esse problema, expande-se e~ l#x na base de Chebyshev®

N N
exp (— ). bk(”)Pk(S)> =Y ar(u) Ti(s). (3.31)
k=0 k=0

cuja solucdo é dada pela relagdo dos coeficientes espectrais (1) em ter-
mos dos coeficientes espectrais by (1), substituido-a no lado direito de
(3.31) e introduzindo a expansdo de Chebyshev no lugar de e~ Lo em
(3.31). A escolha pela base de Chebyshev ao invés da base de Legendre é,
primeiramente, devido ao fato de que a solucdo para (3.31) sera efetuada
via método de colocacdo e os pontos de colocagdo de Legendre ndo pos-
suem uma forma fechada em termos do grau de aproximagdo N [114].
Como dito anteriormente, o método de colocacdo se propde a substituir
os valores de s pelos pontos de colocacdo sj, neste caso, em (3.31). Os
pontos de colocacao de Chebyshev sdo dados por [114]

5 = cos [%1 . j=0,1,.,N. (3.32)

Com isso, o sistema dindmico autonomo N + 1-dimensional é obtido.
Para a solugdo deste sistema de equagdes, utiliza-se uma integragdo nu-
mérica via método de Runge-Kutta de quarta ordem [117], de passo fixo
(apéndice C). Questdes a repeito da acuracia e da eficiéncia do sistema
dinamico estdo postas em [111].

As condigdes iniciais numéricas dadas pelos coeficientes espectrais
be(ug) a serem utilizados na integragdo do sistema dinadmico (3.30) sdo

50 grau de aproximacdo da expansdo de Chebyshev, no lado direito de (3.30) é inde-
pendente do grau de aproximacdo de Galerkin na expansdo do lado esquerdo de (3.30).
Porém, por questdo de acurdcia, os dois graus possuem o mesmo valor de N [111].
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fornecidos pela condigdo inicial L(ug,s) = 2InK(up,s) construida na al-
tima secdo. Estes dados iniciais sdo obtidos através das projecdes de
Galerkin por

bj(uo) = (2j+1)(j |2 InK(uq,s) ) (3.33)

O efeito do grau de aproximagao (ou truncagem da série) N nos dados ini-
ciais podem ser avaliados pelo erro relativo RE(1, s) entre as expressdes
exata e aproximada de L(uyg,s),

| L(”O/ 5) - Laprox(uol S) |
L(uy,s)

RE(ug,s) = (3.34)

Em todos os experimentos numéricos realizados para esta tese foi ado-
tada a truncagem N = 13; com este grau de aproximacdo, o erro relativo
(3.34) é da ordem ou menor que 10~7, para todo —1 < s < 1. O parametro
da condigdo inicial também recebem um limite de atuagdo. « é tomado
no intervalo (0,1] para distintos valores de . Todos os experimentos
numéricos mostram que, ap6s um longo tempo computacional u s, todos
os coeficientes espectrais se tornam constantes o que, numericamente,
quer dizer que |bx(us+ h) — b(us)] < 10710 para todo k = 0,1,...,13.
Aqui, h representa a unidade de tempo computacional e também deno-
minada de passo de integracdo do método de Runge-Kutta (apéndice C).

Em 1, a emissdo de radiagdo gravitacional € considerada extinta. Um
critério fisico para fixar o valor de u £, para cada «, sera discutida na
proxima numa discussdo acerca da conservac¢do de energia no processo
de emissdo de radiagdo gravitacional. A partir dos coeficientes espectrais
finais by (1) € possivel reconstruir o fator conforme

13
Kapprox(itf,s) = exp (% kz bk(uf)Pk(s)>, (3.35)
=0

que, em todos os casos, pode ser aproximado por
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2

®
~ f
Klups) = coshyf +s sinhyg’ (3:36)

Em cada caso, ap6s o ajuste de valores apropriados de ay > 1 e vy <7
o desvio RMS (Root Mean Square) [116] entre (3.35) e (3.36) é da ordem
ou menor do que 10~10. Em outras palavras, dentro da margem de erro,
a configuracdo final corresponde a um buraco negro de Schwarzschild
boosted ao longo do eixo z, como abordado no capitulo 2 e exposto pela
equagdo (2.44), com parametro de velocidade vy = tanh v, e massa de
repouso final maior do que a soma das massas de repouso de cada buraco
negro quando considerados individualmente

msg = mo oc? > my (1 + 046). (3.37)

O resultado de (3.36) é a verificacdo numérica do teorema de Chrusciel e
Singleton [93] acerca da convergéncia da métrica de Robinson-Trautman
para a métrica de Schwarzschild em u — oo.

Um dos resultados basicos a ser retirado dos experimentos numéricos
aqui discutidos estd na obtencdo dos valores dos pardmetros da confi-
guracdo final (3.36), ay e 7y, para cada conjunto de pardmtros iniciais
(«, 7).Estes sdo os parametros basicos do buraco negro remanescente que
— juntamente com os parametros dos dados iniciais do sistema — permite
que as quantidades fisicas essenciais e que sdo caracteristicas do processo
de transferéncia radiativa envolvidos na emissdo de ondas gravitacio-
nais. No caso particular do parametro final af, a dindmica de Robinson-
Trautman fornece um teste direto para a valida¢do dos c6digos numéricos
utilizados na integracdo da equacdo de Robinson-Trautman. De fato, para
qualquer funcao suficientemente suave K(u,s) a quantidade

¢(u) = % _11 K?(u,s) ds (3.38)
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é conservada ao longo da dinamica, ou seja, 0,¢(u) = 0 [122]. Com isso,
para os dados iniciais (3.17) obtém-se que

& (ug) = ot (3.39)

Pode-se, com isso, utilizar a expressdo (3.39) para a determinagao analitica
do valor de a e que ajuste numericamente o valor de vy a fim de obter
um pequeno desvio RMS entre (3.36) e (3.35)°.

Finalmente é importante ressaltar que o parametro y = my/mq (a
massa de repouso normalizada do buraco negro remanescente) é rela-
cionada com os parametros dos dados iniciais & e 7y por

V2

y=-r < /11 K?*(ug, s) ds)g/Z. (3.40)

Esta relacdo é uma consequencia direta de (3.39). Para valores limitados
de 7, as varidveis « e y serdo usadas alternadamente nas préximas se¢des
como referéncia de analise dos objetos fisicos na formulag¢do de Robinson-
Trautman.

3.3 Padrdes Angulares e Temporais da Emissao

de Radiacao Gravitacional

Nesta secdo serdo estudadas as formas de onda, também denomi-
nadas na literatura de padrdes angulares e temporais, da radiacdo gra-
vitacional emitida no processo de fusdo de buracos negros, via descri¢do

®No caso de dados iniciais com simetria de paridade 8§ — 77— 6 (¢ = 1), os para-
metros do buraco negro remanescente sdo completamente determinados, pois 7f = 0.
A computa¢do numérica é, contudo, necessdria de forma a determinar, ndo apenas a
distribui¢do de momento final do buraco negro remanescente (para dados iniciais com
a # 1), mas também os padrdes angulares e temporais da radiacdo gravitacional emi-
tida.
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de Robinson-Trautman. Estes padrdes sdo obtidos através das funcgdes
D1(u,0) e Dy(u,0), associadas ao escalar de Weyl ¥4, equagdes (2.79)
e (2.80) e que representam a zona de radiacdo e de transi¢do respectiva-
mente, de acordo com o teorema de Peeling (1.167). Essas fun¢des quando
descritas em termos da varidvel s = cos 6 ficam da seguinte forma,

Dl(u,S) = W au ? - K—; (341)
e
_(1-4?) YK
Dz(u,S) = W (YSS -2 ;( S) . (342)

Com a integracdo numérica da equagao dinamica de Robinson-Trautman
(2.73), é possivel determinar a fun¢do K(u,s) para cada instante de tempo
u, para todos os valores de s. Os padrdes angulares, na zona de onda, sdo
dados por (lim,_,« r'Y4) variando em s e com valores de u fixos, enquanto
que os padrdes temporais sdo dados por (lim, . r¥4) variando em u
e com valores de s fixos. Os experimentos numéricos realizados para
a andlise das formas de onda sdo divididos em quatro grupos de acordo
com os valores dos parametros iniciais a e 7y; 0 grupo (i) coma = 0.1ey =
0.1; grupo (ii) com & = 0.7 e y = 0.1; grupo (iii) com x = 0.1 e y = 0.7; grupo
(iv) com &« = 0.7 e v = 0.7. A escolha desses valores ndo é baseada em
qualquer argumentacdo fisica. A divisdo destes grupos busca apenas uma
alternancia de valores grandes e pequenos para ambos os parametros
iniciais a fim de se obter todos os comportamentos qualitativos possiveis

no processo de emissdo de ondas gravitacionais.

Padrdes angulares

A Figura 3.1 exibe o padrdo angular dado pela fun¢do D;(u,s), asso-
ciado ao grupo (i) de condig¢des iniciais, para trés tempos computacionais
distintos, © = 0.0 (curva soélida), © = 0.5 (curva tracejada) e u = 1.0
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(curva pontilhada). A figura da esquerda apresenta o padrdo angular em
funcdo da coordenada s e evidencia a diminuigdo do valor méximo de D,
inicialmente localizado em s = sy, >~ 0.54. Ja a figura da direita exibe
o grafico polar de D;, em termos de 6, para os mesmos valores tempo-
rais da figura da esquerda. O grafico polar indica um padrdo tipico de
radiacdo Bremsstrahlung como visto no caso eletromagnético de particu-
las carregadas e deceleradas ao longo de suas direcdes de movimento
(detalhes acerca dos processos de extracdo de momento linear pelas on-
das gravitacionais serdo abordados na sec¢do 3.5). Analogamente ao caso
eletromagnético, o padrdo angular possui dois l16bulos dominantes na di-
recdo do movimento cujo envoltério se abre e cujas amplitudes diminuem
a medida que a acelera¢do do sistema diminui. [123].

0,00025+

0,00020

0,00015

D,

0,00010+

0,00005

T
-1 -0,5 0
S
u=0.0 = =—u=0.5* "= *u=1.0

3n
2

Figura 3.1: Padroes angulares para o grupo (i), « = 0.1, v = 0.1.

A Figura 3.2, associada ao grupo (ii) de parametros iniciais, difere da
Figura 3.1 por exibir o padrao angular para um valor alto do parametro
de razdo de massas &« = 0.7. O aumento de « torna a configuragdo
inicial mais simétrica em 6. Além disso, o valor maximo (inicialmente
Smax =~ 0.51) da amplitude D; decresce mais lentamente com relagdo ao
tempo u (0.0 (curva sélida), 0.5 (curva tracejada) e 1.0 (curva pontilhada)),
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evidenciando uma emissdo quiescente, sem a presenca de um curto pulso
de emissao radiativa, ao contrario do caso &« = 0.1.

2,5% 1070

2,%x 1076 4

1,5% 107 4

1,%x 10704

5,% 1077 1

3n
2

Figura 3.2: Padrdes angulares para o grupo (ii), « = 0.7, v = 0.1.

Considerando agora um alto valor do parametro de velocidade inicial
de imersdo de v = 0.7, os padrdes angulares também apresentam diferen-
cas significativas, mesmo com a manutencdo dos valores de « utilizados
nas Figuras 3.1 e 3.2,0.1 e 0.7. A Figura 3.3, associada aos parametros ini-
ciais do grupo (iii), mostra que a radiagdo emitida é mais concentrada em
uma pequena regido de s, com uma amplitude méxima mais alta D; ~ 1.6
e localizada em s,y >~ 0.90. Por consequencia, os 16bulos da figura polar
sdo mais fechados, porém levam muito menos tempo para abrir. Os tem-
pos utilizados para cada uma das curvas da Figura 3.3 foram u = 0.00
(curva solida), u = 0.01 (curva tracejada) e u = 0.02 (curva pontilhada),
evidenciando ndo somente uma emissao de ondas gravitacionais bem lo-
calizadas no espago como também uma emissao de curta duragéo.

O quarto e dltimo grupo de parametros, grupo (iv), esta associado a
Figura 3.4, onde os padrdes angulares descrevem, assim como na Figura
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Figura 3.3: Padrdes angulares para o grupo (iii), « = 0.1, v = 0.7.

3.2 (grupo (ii)), uma emissdo quiescente e mais simétrica em 6. Porém, a
emissdo descrita pela Figura 3.4 ndo é tdo simétrica quanto a da Figura
3.2, além de possuir uma maior amplitude maxima D; ~ 3.2 1074, locali-
zada em Sy, ~ 0.54.

Padrdes temporais

Os padroes temporais aqui apresentados possuem uma diferenca de
andlise com relacdo aos padrdes angulares, além da 6bvia mudanca de fi-
xagdo da variével s ao invés da coordenada temporal u. A fun¢do D;(u, s)
é incluida nos célculos numéricos pois o teste computacional buscou in-
cluir observadores que inicialmente (1 = 1) ndo fossem aptos a enxergar
uma emissdo de radiagdo gravitacional na direcdo de amplitude méxima

Smax, €m outras palavras,

T’T4(u(), Smax) — 0. (3.43)
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Figura 3.4: Padrdes angulares para o grupo (iv), « = 0.7, v = 0.7.

Com isso, o parametro afim inicial ry, associado a tais observadores é
determinado,

DZ(MO/ Smux)
rg= ——————=. 3.44
0 Dl(uOI Smax) ( )

A Figura 3.5 exibe os padrdes temporais r'¥4, associados aos grupos
de parametros iniciais (i) e (iii) e que representam emissdes localizadas
tanto no tempo quanto no espaco. A figura da esquerda (grupo (i)) exibe
um pulso referente a emissdo de ondas gravitacionais com uma duragdo
aproximada de du ~ 10 e amplitude maxima em u,;,y >~ 3. O valor de
ro para tal figura é dado por ryp ~ 13.78. A segunda figura apresenta
a emissdo de radiagdo gravitacional referente ao grupo (iii) de parame-
tros iniciais. Para este grupo, o pulso de radiacdo se mostra ainda mais
préoximo do tempo inicial (44 =~ 0.05), curto (du ~ 1) e amplo, quando
comparado com o caso do grupo (i) que também apresenta uma emissao
curta e localizada. Para a figura da direita, tem-se que ry ~ 5.49.

109



(Smax, F=ro) (Smax, F=ro)

000003 02l

0.000025
0.15F
0.00002

0.000015 01l

Ir xWa4|
[rx¥4]

0.00001

0.05|-
5.x107°

0 - 0 I I I . .
0.01 01 1 10 100 0001 001 01 1 10 100

Figura 3.5: Padrdes temporais para o grupo (i), « = 0.1, v = 0.1 (primeira
figura) e para o grupo (iii), « = 0.1, v = 0.7 (segunda figura).

Por fim, a Figura 3.6 exibe os padrdes temporais associados aos gru-
pos de parametros iniciais (ii) e (iv) que representam uma emissdo de
ondas gravitacionais mais espalhada ao longo do espago (s), de maior
duracdo, mais tardia e de baixa amplitude, quando com comparadas com
os casos dos grupos (i) e (iii) (apesar dos casos (i) e (iv) possuirem ampli-
tudes maximas proximas). A diferenca entre os casos (ii) e (iv) (figura da
esquerda e da direita respectivamente) estd na duracdo da emissdo assim
como no valor da amplitude méxima. Para o caso (ii), tem-se du ~ 300 e
ro ~ 83.22, enquanto que, para o caso (iv), tem-se du ~ 400 e ry ~ 61.85.

A conclusdo mais clara que se tira desta se¢do é a de que existem dois
regimes de emissdo de acordo com os pardmetros iniciais & e 7: para
valores de & pequenos, o sistema de dois buracos negros em fusdo emite
pulsos de ondas gravitacionais curtas, com dois l6bulos dominantes na
dire¢do do movimento, cujo cone envoltério é mais ou menos fechado
dependendo de <y ser maior ou menor. J4, para grandes valores de «,
a emissdo de ondas gravitacionais é quiescente com um longo tempo
de emissdo e amplitudes variando lentamente. Os diferentes valores de
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Figura 3.6: Padrdes temporais para o grupo (ii), « = 0.7, v = 0.1 (primeira
figura) e para o grupo (iv), « = 0.7, v = 0.7 (segunda figura).

v influenciam também no valor da amplitude maxima e no tempo de
duragdo do pulso. Esta diferenca de regimes de emissdo serd novamente
analisada adiante com o estudo da distribuicdo de momento linear da
configuracdo final do buraco negro remanescente, bem como dos padrdes
temporais da poténcia das ondas gravitacionais emitidas (este ponto sera
visto nas préximas segoes).

3.4 Analise dos Processos de Transferéncia de

Energia

3.4.1 A Eficiéncia da Transferéncia de Energia Através da
Emissao de Radia¢ao Gravitacional

Para & no intervalo (0, 1] os valores de a e 7y caracterizam a configuragao
final de um buraco negro boosted para varios valores de y. A partir destes
parametros finais e da massa de Bondi inicial (para u = ug), pode-se
determinar a eficiéncia A da extracdo de massa-energia por intermédio
da emissdo de radiagdo gravitacional no processo de fusdo de buracos
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negros. De acordo com Eardley [119], a eficiéncia A é definida como

[mfonte<u0) - m(uf)}

A
mfonte(”O)

(3.45)

onde m fonte(uo) é a massa de Bondi associada ao termo de fonte de (2.93),
isto é, sem a presenca dos termos radiativos (c, = 0,R = 0) e calcu-
lada com K(ug,8) dado por (3.17). Cabe mencionar aqui que, na ex-
pressdo (2.93), os termos radiativos e o termo de fonte sdo claramente
separados. Adiante, mostrar-se-4 que a eficiéncia construida com a ex-
pressdo exata da massa de Bondi inicial (com a inclusao dos termos ra-
diativos) difere da eficiéncia definida por (3.45) em torno de 0.1%, para
todos os valores de a. m(uyf) é a massa de Bondi total avaliada a par-
tir da expressdo de Kapmx(u f,9), dada pela equacdo (3.35). Ambas estdo
de acordo com a definigdo (2.104) para o caso A = t (P'(u) = m(u)).
Ressalta-se que, dentro da acurdcia numérica, pode-se expressar (i)
segundo m(ug) = motx?r cosh . Este basicamente € o resultado expressao
da massa de Bondi com a inser¢do da expressao (3.36).

A Figura 3.1 exibe o grafico log-linear entre a razdo y = my/mg ver-
sus a eficiéncia A no intervalo &« = (0,0.55), correspondendo aos valo-
res da massa de repouso do buraco negro remanescente até valores de
My ~ 12myg, para v = 0.3, 0.4, 0.5, 0.6 e 0.7. Neste intervalo, os pontos
numéricos sdo ajustados pela distribuicao

A=A(1—Cy 0=, (3.46)

onde C, ¢ e g sdo constantes a serem ajustadas. Com relacdo ao parametro
de ajuste g, o melhor ajuste corresponde a 4 ~ 1/2, para v = 0.3, 0.4 e
0.5, enquanto que, para valores mais altos, y = 0.6 and 0.7, os valores de
g sdo também relativamente mais altos, g ~ 0.5233 e g ~ 0.5701 respecti-
vamente. O melhor ajuste também fornece C ~ 1e d ~ 0.51 — 0.52. A,
atua como a eficiéncia limite (y — o0) da distribuigdo (3.46). Os valores
completos dos pardmetros para o melhor ajuste sdo dados na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Parametros para o melhor ajuste dos pontos (A, y) pela dis-
tribuicdo (3.46), exibida na Figura 3.7. O valor i, é o méximo aproximado
de y para o considerado ajuste.

C 0 q Y Ac rms error
v=03| 1.0 |0.51|0.5011 | 13.051 | 0.0009674 | 3.6 x 10~
y=04| 1.0 |0.51|0.5045 | 12.468 | 0.0030059 | 5.34 x 107>
¥y=05| 1.0 |0.51|0.5054 |11.779 | 0.007163 | 1.25 x 10~*
v =0.6 | 0.9997 | 0.52 | 0.5233 | 7.5036 | 0.0149063 | 6.68 x 107>
v =0.710.9930 | 0.52 | 0.5701 | 6.9983 | 0.032025 | 9.7 x 10~

Alguns comentarios com relacdo ao ajuste devem ser colocados neste
momento. Primeiro, a escolha de (3.46) é inspirada na mecanica estatis-
tica ndo-extensiva de Tsallis [120] com indice entrépico g (3 — 1 no limite
de Gibbs-Boltzman) e foi guiada pelas seguintes considera¢des; um bu-
raco negro, mesmo em movimento, pode ser pensado como um sistema
termodinamico em equlibrio enquanto que a condicéo inicial (3.17) (para
os valores de & < 0.55 onde a distribui¢do funciona) pode ser pensada
como uma configuracdo fora do equilibrio onde uma interacdo de longo
alcance (como o caso gravitacional) é dominante. Por isso, a dinamica
que é responsdvel por levar o sistema inicial em dire¢cdo a uma situacdo
de equilibrio, é esperada apresentar um comportamento nao-extensivo
[121]. A eficiéncia do processo de transferéncia radiativa — que regula o
quanto de massa-enegia deve ser expelida da configuragdo inicial para
que a configuracdo em equilibrio de um buraco negro seja atingida —
também é esperada satisfazer uma lei ndo-extensiva como uma fun¢do da
variavel termodinamica bésica do buraco negro remanescente, sua massa
de repouso ;.

Segundo, no limite de baixa eficiéncia, A/A. < 1, a distribuicéo (3.46),
com C = 1 fixo, reduz a lei a forma y — 1 ~ Al74. Isto coincide com o
resultado obtido analiticamente a partir da analise do balango de energia
no regime linear da emissdo de radiagdo gravitacional (onde a férmula de
quadrupolo é utilizada) e que fornece o valor g ~ 1/2 [123]. Deste modo,

113



¥=0.7

Jde—17

de-24

1e-34

wd3s 0040 =045 =050 =055
1e-05

1e-06

1e-07 5

1e-08 2 4 6 8 10 12 14

Figura 3.7: Gréfico log-linear da razdo y = my/mq versus a eficiéncia A
para o intervalo & = (0,0.55) correspondendo aos valores de y < 12 para
vérios valores de 7. Neste intervalo, os pontos numéricos sdo ajustados
por uma distribui¢do ndo-extensiva (3.46). A linhas continuas sdo os mel-
hores ajustes com indice entrépico g ~ 1/2. Para valores além de y ~ 12
uma discrepancia aparece entre os pontos experimentais e o ajuste pela
distribuicdo ndo-extensiva; a eficiéncia apresenta um méximo absoluto
em & = 1, como mostrado na Figura 3.8. As linhas tracejadas conectam
os pontos com mesmo valor de a para ilustrar a relacdo entre y e («, ),
de acordo com (3.40).
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(3.46) extende o resultado proveniente do regime linear para o regime
ndo-linear do processo e sugere que (3.46) pode ndo ser somente uma
caracteristica particular da dindmica de Robinson-Trautman e sim uma
caracteristica de sistemas emissores de radiagdo gravitacional. Como ja
mencionado, de fato C =1e g ~1/2 para y = 0.3, 0.4 e 0.5 (Tabela 3.1).

Terceiro, um comentario sobre a discrepancia dos pontos numéricos e
dos melhores ajustes para os casos de v = 0.6, 0.7 deve ser ressaltado. As
curvas para y = 0.6, 0.7 mostradas na Figura 3.1 sdo os melhores ajustes
para os valores numéricos (pontos) até valores de o = 0.45, correspon-
dendoay ~ 75, paray = 06 ey ~ 7.0, com v = 0.7. Contudo, os
valores numéricos até y ~ 11 também sdo incluidos (para y = 0.6, 0.7) e,
por isso, esta discrepancia é vista de forma mais clara.

Observa-se ainda que a dependéncia da eficiéncia com relacdo ao
parametro inicial ¢y é completamente distinta daquela obtida para bu-
racos negros perturbados e examinados em [123]. Na tltima referéncia,
a distribuicdo de pontos (y, A) no regime nao-linear, tende a convergir
em uma Unica curva qualquer que seja o valor de 7y (exceto na regido
de curva acentuada, também denominada de "joelhos"). Contrariamente,
no presente caso envolvendo uma fusdo de buracos negros, as curvas de
eficiéncia, para diversos valores distintos de 7, espalham-se assim que
entram no regime nao linear, & > 0.05.

Como mencionado anteriormente, para valores além de o ~ 0.55 (y ~
12) observa-se que os pontos (y, A), gerados pelos experimentos numéri-
cos, comecam a desviar da distribuigdo nao-extensiva, posicionando-se
sob as curvas do ajuste. Isto sugere que a lei de ndo-extensividade ndo é
uma boa predi¢do para altos valores de a. De fato, os pontos numéricos
exibem um méximo absoluto em a = 1, como discutido a seguir.

Considera-se 0 dominio & = [0, 1] assim como define-se & = 1/a €
[1,00). Os dados finais correspondendo ao dominio & = [1, %) podem ser
analiticamente relacionados com os dados finais no dominio & = [0, 1],
um aspecto que é caracteristico da configuragao inicial (3.17). Escolhendo
um valor & € [1,00), pode-se expressar a configuragdo inicial correspon-
dente ao novo parametro como
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2
_ 1 (1/&)
K(u,0) = &2 . 3.47
(0,6) =& <3(—)(%9)+5(+)(%9)> 347

Com isso, os dados iniciais (3.47) estdo associados com a configuracdo
inicial (3.47) por « = (1/&) € (0,1) e com parametro de boost —y. A
evolucdo numérica destes dados iniciais, através da dindmica de Robinson-
Trautman, levam aos seguintes parametros finais

af(ﬁc) = Ecocf(uc),
(&) = — v5(a), (3.48)
A@) = Aa).

A terceira relacdo em (3.48) nao é dificil de ser checada. De fato, as massas
de Bondi inicial e final, para & e « = 1/4&, sdo diferenciadas por um fator
comum &°. Por isso a eficiéncia A ndo é alterada sob a transformacio
& = a. As relagoes (3.48) foram checadas numericamente para diversos
valores de & > 1 e obtiveram uma concordéancia em pelo menos 10 digitos
significativos. Este ponto se coloca como um profundo teste da acuracia
dos c6digos numéricos utilizados.

Os experimentos numéricos mostram que as eficiéncias A crescem
conforme « cresce em dire¢do ao valor 1 (para todos os valores de ). A
decorréncia disso é que as eficiéncias possuem um valor méximo absoluto
em a = 1 (isto é, para buracos negros de mesma massa) independente-
mente do valor de y (equagdo (3.48) acima), como ilustrado pela Figura
3.8.

Da equagéo (3.48) vé-se que vy = 0 for « = 1, em outras palavras, o
caso de maxima eficiéncia corresponde ao caso em que o buraco negro
remanescente possui momento linear nulo. A méxima eficiéncia pode ser

calculada analiticamente por
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Figura 3.8: Gréfico da eficiéncia A como uma func¢do do parametro a,
para v = 0.5 (circulos), v = 0.6 (losangos) and ¢ = 0.7 (quadrados),
com os maximos de A em o = 1 (caso de buracos negros com mesmo
parametro de massa). Os médximos sdo dados por A, (0.5) ~ 0.004491,
Amax(0.6) ~ 0.0091316 e Ayyax(0.7) =~ 0.0165194. Os pontos numéricos sao
conectados para uma melhor visualizagéo.
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3 (K 9) ds)™
2 (filK3(uO,s) ds) .

Apax =1 — (3.49)

Com a equacdo acima, obtém-se Ay (y = 0.3) ~ 0.0005983, Apax(y =
0.5) =~ 0.004491, Ayax(y = 0.6) ~ 0.0091316, Ayax(y = 0.7) ~ 0.0165194.
Isto mostra que o processo de uma colisdo frontal de dois buracos negros
de Schwarzschild, apds a formacdo do horizonte aparente global, possui
uma eficiéncia relativamente mais baixa do que o caso de processos en-
volvendo colisdes de buracos negros com spins diferentes de zero, como
discutido na literatura [46, 47]. Os valores numéricos acima sdo com-

pativeis com as estimativas discutidas anteriormente na referéncia [71].

3.4.2 Aspectos Acerca da Conservacao de Energia

Como discutido no capitulo 2, para uma classe de sistemas gravita-
cionais isolados assintoticamente planos, emitindo ondas gravitacionais e
com uma dinamica que se enquadra na formulagdo caracteristica de da-
dos iniciais, a conservagdo de energia é governada pela férmula de massa
de Bondi (2.103), para A = ¢

t 7T
) _ dmle) 1 [ e)? K sind de, (3.50)
0

onde a fungdo noticia c¢,, reescrita com a varidvel s = cos 6, é dada por

A extracdo de massa-energia total do sistema, através da emissdo de on-
das gravitacionais durante o intervalo de tempo ug < u < u', é entdo
expressa por
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m(u') —m(ug) = —Ew(u'), (3.52)

onde Eyy é definido por

2
/ :1/“’ /1<1—_52>2 K 2K
Ew(u') = 5 /. du o % % 2 ds, (3.53)

A expressdo (3.52) é exata e leva em consideragdo as corre¢des radiativas
da equagdo (2.93). Tomando v’ = u £ como o tempo final de computagéo,
onde a emissdo de radiagdo gravitacional é extinta (dentro da acuracia
numérica com ¢, = 0), m(u') — m(ug) = moa?coshfyf. A quantidade
restante m(ug), contendo a contribuicdo dos termos radiativos, difere da
forma reduzida de fonte, m fonte(MO)/ calculada de acordo com a equacgdo
(2.93), no caso ¢, = 0 e R = 0. Na Figura 3.9 exibe-se o grafico log-linear
das corregdes radiativas iniciais I' = m(ug) — Mo (ho) versus a, para
v = 0.5. Estas correcOes iniciais crescem a partir de valores da ordem de
10~7 para valores da ordem de 10~ considerando valores de a = 0.01
até « ~ 0.5 e que, logo ap6ds destes valores de a, comecam a decrescer
lentamente.

A influéncia destas corregdes para o célculo da eficiéncia do processo
A = [m(ug) — m(u £)]1/m(ug) é pequena. Como ilustragao, consideram-
se, para v = 0.5, dois casos: (i) « = 0.01: as eficiéncias sdo dadas
por A ~ 0.44350718 x 10~> e A = 0.4448098 x 10>, o tltimo incluindo
as correcdes radiativas com A — A ~ 1078; (ii) a = 0.55: as eficién-
cias sdo dadas por A ~ 0.3607573 x 1072 e A = 0.3607823 x 1072, com
A—A ~ 107°. Nas computagdes acima, foi adotado my = 10; os resul-
tados sdo, contudo, independentes desta escolha, pois sempre se pode
tomar mp = 1 na equacdo de Robinson-Trautman (2.73) por uma transfor-
macao do tipo u — @ = u/my. Também é direto o calculo a respeito do
qual a eficiéncia A permanece invariante sob uma reescala dos dados ini-
ciais K(u9,s) por uma constante (aqui utiliza-se a equagdo de Robinson-
Trautman para mostrar como a reescala de u se d4 com a reescala de K)
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— implicando no fato de que a eficiéncia corrigida também satisfaz as re-
lagdes A(1/a) = A(a) para a« € (0,1]. Dai, segue-se que A possui um
maximo em & = 1, de forma similar a eficiéncia calculada somente com o
termo de fonte A.

A energia total Eyy carregada pelas ondas gravitacionais durante o
processo ¢ dada pela equagao (3.53), onde u’ = uy representa o tempo
final de computagdo. A expressdo para Ey pode ser reescrita em ter-
mos da amplitude das ondas gravitacionais emitidas na zona de onda,

lim; 00 (r'¥4), como

1 us 1 1 u 2
Ep du / " { / K2(r¥y) da} ds, (3.54)
-1

zguo

com o auxilio da defini¢do da fungdo Di(u,0) (equagdo (2.79)) e que é o
andlogo da estimativa padrdo da energia total emitida na forma de on-
das gravitacionais utilizada na literatura [71, 21]. Os termos extras K
no integrando surgem devido ao uso da variavel temporal de Robinson-
Trautman u ao invés da varidvel de Bondi-Sachs U. Ao contrdrio do caso
eletromagnético, onde a energia irradiada é proporcional ao fluxo do ve-
tor de Poynting, nota-se que a energia irradiada pelas ondas gravitacio-
nais é proporcional ao fluxo da integral temporal do vetor de Poynting
equivalente na zona de onda.

Na Figura 3.10 exibe-se o grafico log-linear de Ey versus a para da-
dos iniciais correspondendo a v = 0.5. A energia total irradiada Ew
cresce monotonicamente com «, sendo, contudo, ndo-exponencial. Na
Figura 3.11, exibe-se o gréfico de Ey versus y = my/mg para os primeiros
dezenove pontos numéricos da Figura 3.10. O dltimo ponto corresponde
anx = 0.6 comy ~ 14.19. A curva continua representa o melhor ajuste
dos pontos numéricos com uma distribui¢do ndo-extensiva do tipo (3.46),
Ew = Ewmax(1 — C y=9)V/(1=9) com os parametros de melhor ajuste da-
dos por Epyax =~ 0.3311868 x 10%, C ~ 0.999, § ~ 0.001 e indice entrépico

~ 2/3. Além de y ~ 14.19 (ou & = 0.6), os pontos numéricos passam a
desviar da distribui¢do ndo-extensiva e que crescem mais rapidamente do
que a melhor curva ajustada. No limite de baixa energia Eyy (the linear
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Figura 3.9: Gréfico log-linear das corre¢des radiativas I' = m(ug) —
M fonte(tlo) versus a para v = 0.5, de acordo com a equagdo de conser-
vacgdo de massa-energia de Bondi (3.52). Estas corre¢des levam a um pe-
queno aumento no valor da eficiéncia devido a extracdo de massa-energia

na forma de ondas gravitacionais.
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regime), obtém-se que (Ew)'/% ~ (y — 1) implicando em que Eyy ~ A%/2.

Ew 444

te24 7

1e-34f

o

Figura 3.10: Grafico log-linear da energia total Eyy irradiada pelas ondas
gravitacionais versus «, para vy = 0.5. Ey cresce monotonicamente com
«, mas ndo exponencialmente. Os pontos numéricos sdo conectados para
uma melhor visualizacdo.

3.5 Anadlise dos Processos de Transferéncia de

Momento Linear

3.5.1 A Distribuicdio de Momento do Buraco Negro Re-

manescente e 0 Regime de Radiacao Bremsstrahlung

A partir de agora se mostra importante discutir a extracdo de mo-
mento linar e sua conec¢gdo com os padrdes dindmicos (temporal e angu-
lar) associados a emissdo de ondas gravitacionais. Inicia-se por considerar
o caso « = 0, que corresponde a um buraco negro boosted isolado como
dado pela solugdo de Bondi (2.95), com parametro de boost v = tanh.
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Figura 3.11: Grafico log-linear plot de Ey versus y = my/my, para os
primeiros 19 pontos numéricos da Figura 3.10. Os tltimos pontos corres-
pondem a a = 0.6 com y ~ 14.19. A curva continua representa o melhor
ajuste dos pontos a lei ndo-extensiva Eyy = Epwpax(1 —C y‘5)1/(1_q), para
um valor de indice entrépico g ~ 2/3.
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momento linear deste buraco negro é conservado ao longo do eixo
O to 1 deste b d 1 d z
positivo e dado por

7T
p* = —% K(0)*sinf cos 0 db
0
K3
- % (3.55)

Agora, considerando pequenos valores de a nos dados iniciais (3.17), a
interpretagdo do sistema passa a ser dada como a de um buraco negro
boosted acrescido de uma perturbagdo (esta perturbagdo sendo um se-
gundo buraco negro boosted ao longo do eixo z negativo e com uma
massa de repouso muito pequena). Como ja mencionado, o buraco negro
perturbado evolui para uma configuragdo final que corresponde a solugdo
de um tnico buraco negro boosted ao longo do eixo z positivo e com
parametro de velocidade final inferior a v, ou seja, v = tanhyy r <wv. Esta
desaceleracdo é devido ao fluxo liquido de momento linear carregado
pelas ondas gravitacionais emitidas, estas tltimas possuindo um padrao
caracteristico de radiacdo do tipo Bremsstrahlung, como discutido na
secdo 3.3. Além disso, parte da energia (massa) do sistema perturbado
é irradiada enquanto uma parte significativa é absorvida pelo buraco ne-
gro de maior massa, gerando um aumento em sua massa de repouso
tinal, comprovado numericamente pela equagdo (3.37). De forma anéloga
a da equacgdo (3.55), o momento linear do buraco negro remanescente é
dado por

P*(us) = mq ucf6 sinh 7 = M (3.56)

Na Figura 3.12 é exibido o grafico do momento linear do buraco negro
remanescente P*(us) versus a para alguns valores de y. Observa-se que,
assim que « cresce (a partir de zero), o momento linear final também
cresce, ao contrdrio da diminuicdo da velocidade final do buraco negro
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Figura 3.12: Distribui¢do do momento linear final do buraco negro re-
manescente, P*(us) = mo uc? sinhvyf, versus o pardmetro de razdo de
massas «, para os valores de v = 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7. Para todos
os valores de 7, o momento final apresenta um maximo absoluto em
& = ay =~ 0.667. Para o caso a« = 1, P*(ug) = 0 como esperado pela
simetria dos dados iniciais. Como discutido no texto, o sistema possui
duas regides dinamicamente distintas, Regido I: 0 < & < &, e Regido II:
ayn < o < 1. Para o caso « > 1, o momento final muda de sinal.
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remanescente. Em outras palavras, apesar da emissdo de ondas gravi-
tacionais extrair energia e momento linear do sistema (com uma conse-
quente desaceleracdo global do buraco negro remanescente), 0 momento
final aumenta. Este efeito pode ser entendido pelo seguinte; o processo
de absorcdo de massa-energia pelo buraco negro com maior massa de
repouso durante a fusdo contrabalanceia a desaceleracdo global do bu-
raco negro inicialmente perturbado e sua consequente perda de energia
cinética. Isto corresponde diretamente ao fato de que « f6 cresce mais
rapidamente do que sinh7y; decresce em (3.56), assim que « cresce.

Este padrdo é mantido até « = a;;, ~ 0.667, no qual o momento linear
do buraco negro remanescente atinge um méximo independente do valor
de 7. Para valores acima de a;;, 0 momento final decresce até atingir o
valor zero na situagdo de simetria méxima dos dados iniciais, « = 1; para
« > 1, o momento final muda de sinal pela mudanga na superioridade
massiva do buracos negros, o que acarreta em um buraco negro remanes-
cente ao longo do eixo z positivo’. Esta distribuicdo de momento pode ser
comparada a distribui¢do da referéncia [123], onde foram estudadas per-
tubagdes de buracos negros, mas que ndo sdo geradas por buracos negros
de baixa massa de repouso. Nesta referéncia, a distribuicao difere qualita-
tivamente pela auséncia de um maximo absoluto. Vale a pena mencionar
que o maximo de P*(us) ocorre para distintos valores de y, apesar deste
ocorrer para o mesmo valor de «,, de acordo com a equagao (3.40)

O comportamento descrito acima de P*(us) permite caracterizar duas
regides dinamicamente distintas e que possuem diferentes regimes de
emissdo de ondas gravitacionais e distribuicdo de momento linear, Regido
I: 0 < & < &y, and Regido II: &, < & < 1. No primeiro regime (Regido
I), basicamente a emissdo de radiacdo gravitacional se d4 por pulsos de
radiacdo do tipo Bremsstrahlung, cuja duracao cresce conforme a também
cresce. Para ilustrar este fato, considera-se « = 0.1 para o caso 7y = 0.5.

Na Figura 3.13 sdo exibidos os gréficos polares das amplitudes | D1 (u, )|

7A questao do momento linear associado com a solucéo de buraco negro boosted ao
longo do eixo z negativo (positivo) ter sinal positivo (negativo) estd relacionada com a
escolha dos pardmetros do subgrupo de translagdo do grupo BMS ter sido diferente da
escolhida tomada por Sachs [92].
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Figura 3.13: Gréfico em coordenadas polares das amplitudes na zona de
onda |Di(u,0)| para tempos iniciais e correspondendo a um intervado
du = 10, para o caso « = 0.1 e 4y = 0.5. A linha horizontal corresponde
ao plano equatorial 6 = /2 e a linha de simetria dos l6bulos domi-
nantes indica a dire¢do de movimento do buraco negro remanescente, o
eixo z positivo. O padrdo angular (primeira figura) é tipico de radiacdo
Bremsstrahlung, com a méxima amplitude decrescendo por duas ordens
de grandeza no intervalo du = 10 (segunda figura). O cone das maximas
amplitudes se abre conforme a evolugdo do sistema conforme é rapida-
mente desacelerado em diregdo a configuracdo final (primeira figura). O
processo corresponde a um pulso curto de radiagdo de Bremsstrahlung

gravitacional.
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para tempos iniciais, u# = 0.001, 0.02, 0.05 (primeiro gréfico) e u = 10.001
(segundo grafico), correspondendo ao intervalo du = 10. O padrdo ini-
cial (primeiro grafico) exibe uma emissdo dominante no hemisfério norte,
com uma amplitude maxima em s ~ 0.856 para u = 0.001. Este padrao
é tipico de radiagdo Bremsstrahlung, com dois 16bulos dominantes na di-
recdo de movimento do buraco negro remanescente (o eixo z positivo).
O cone de emissdo associado a amplitude méxima se abre devido a um
decréscimo na desaceleragdo e, além disso, quanto mais o cone se abre,
mais a amplitude méxima decresce. A desaceleragdo corresponde a uma
perda de momento linear que é expelida na forma de ondas gravita-
cionais, da mesma forma que ocorre com a energia. A maxima ampli-
tude decresce duas ordens de magnitude no intervalo du = 10 (segunda
figura). O estado final do buraco negro remanescente, para este caso, pos-
sui parametro final de velocidade dado por vy ~ 0.398 (7 ~ 0.422). No
caso perturbativo (« suficientemente pequeno), a figura representa um
buraco negro de massa superior sendo desacelerado, com a assimetria no
padrdo angular inicial indicando uma desaceleracdo ao longo do eixo z
negativo e um fluxo liquido de momento na dire¢do da assimetria.

Tal processo corresponde a pulsos de radiagdo de Bremsstrahlung gra-
vitacional. De fato, pode-se avaliar que, para « = 0.1 e v = 0.5 (Figura
3.13), mais do que 85% da energia total expelida em forma de ondas
gravitacionais ocorre no intervalo inicial du = 10. Além de u ~ 10, a
emissdo se torna quiescente com um padrdo |D;(u,0)| de baixa intensi-
dade, tipicamente daquela da Figura 3.13 (segundo gréfico), tendendo a
uma configuragdo aproximadamente simétrica (com respeito a mudanca
6 — 1 — 0) para tempos tardios.

O segundo regime (Regido II) corresponde a uma emissdo quiescente
e de longa duracdo de ondas gravitacionais. Os padrdes angulares as-
sociados sdo andlogos aos da Figura 3.13, porém com suas amplitudes
variando lentamente com relagdo a u. Vale a pena comparar as ampli-
tudes maximas quiescentes da Regido I (apés du = 10) e da Regido II
(para um valor inicial u ~ 0.001), para v = 0.5. O comportamento bdsico
indica que os padrdes para tempos longos correspondem a amplitudes Dy
que uma ou duas ordens de grandeza a menos do que os iniciais. De fato,
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para a = 0.1 (Regido I) e u ~ 10.001, a amplitude méxima é |D;| ~ 0.0013,
enquanto que, para valores de a de 0.7 até 1.0 (Regido II) e u ~ 0.001, as
Di| ~ 1.12 x 1075,

amplitudes méximas variam de |D;| ~ 0.00012 até

respectivamente.

0.006
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0.002 -

0.0014

0o

u

Figura 3.14: Gréfico da poténcia Pp(u) associada a emissdo de on-
das gravitacionais, calculada para diferentes valores do parametro ini-
cial . As curvas permitem caracterizar os distintos regimes radiativos.
Para « < 0.667, a emissdo é dada tipicamente por pulsos de radiacdo
Bremsstrahlung, enquanto que para « > 0.667 observa-se um regime qui-
escente com um longo tempo de emissao.

Uma distingdo entre os dois regimes pode ser caracterizada pelo com-
portamento da poténcia de emissdo das ondas gravitacionais Py (1) =

(dEw/du) (u),

2
1 /1 (1-5%2 [Ks 2K

P == — | = —— | ds. 3.57

W) =g /1 K \xk x| " (3:57)

Na Figura 3.14 exibem-se as curvas de Py (u) para a no intervalo (0,1).
Para pequenos valores de &, a poténcia emitida apresenta um rédpido
decaimento no tempo como, por exemplo, em um intervalo de tempo
du ~ 10 para « ~ 0.1, caracterizando de fato um curto pulso de radiagdo
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Bremsstrahlung, como discutido anteriormente (Figura 3.13). Assim que
« cresce, a poténcia initial também cresce, juntamente com a duragdo du
da emissdo dominante (correspondendo a drea dominante sob a curva).
Este crescimento da poténcia inicial atinge um maximo em « ~ 0.48.
Além deste valor, a poténcia inicial passa a decrescer, porém com um
crescimento associado da area sob a curva. Para valores de « na Regido II,
tem-se um crescimento substancial da area sob a curva, correspondendo
ao regime quiescente com um longo tempo de emissdo e uma diminuigdo
lenta da poténcia emitida (por exemplo, o comportamento das curvas
paraa = 0.7, 0.9).

3.5.2 Extracio de Momento e Velocidades de Recuo na Emis-

sdo de Ondas Gravitacionais

O principal objeto da presente segdo é a andlise da lei conservagdo de
momento linear no processo da fusdo frontal de dois buracos negros de
Schwarzschild 8. Esta andlise estd concentrada no fluxo de momento li-
near de Robinson-Trautman (2.103), com o auxilio da fun¢do noticia (3.51),
para A = x,y,z e em como a descri¢do do impulso total gerado no pro-
cesso leva diretamente as defini¢cbes das velocidades de recuo descritas
na introdugdo. Contudo, no caso atual de fusdes frontais, tem-se que,
dPA(u)/du = 0 para A = x,y. Com isso, a equagio de conservagio
relevante a ser tratada se reduz a

dP*(u)

) B, (3.58)

onde

8A anilise a ser considerada nesta segdo difere da andlise feita em paralelo por
Rezzolla, Macedo e Jaramillo [112], onde as velocidades de recuo foram obtidas por
uma descrigdo da curvatura do horizonte aparente dos espagos-tempos de Robinson-
Trautman.
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representa o fluxo liquido de momento linear carregado pelas ondas
gravitacionais emitidas, este fluxo sendo direcionado ao longo do eixo z.

Na Figura 3.15 estdo exibidas as curvas do fluxo liquido carregado
pelas ondas gravitacionais Py, (1), para diferentes valores de a. Para to-
dos os valores de a, pode-se observar que o fluxo muda de sinal em um
determinado valor de u = uy, que depende de x. O valor de u; au-
menta a medida que a também aumenta. Este comportamento mostra
que o regime inicial de aceleracdo (i) estd presente, quando o sistema é
acelerado pela emissdo de ondas gravitacionais a partir de u = ug até
u = ug. O regime (i) é seguido de forma continua por um regime de
desaceleracdo (ii), no intervalo uy < u < uy, em que Py, (u) e, por con-
sequéncia, dP*(u)/du mudam de sinal em u = u;. No regime (ii), o
sistema é desacelerado devido a emissdo de ondas gravitacionais até que,
em iy, atinge sua configuragdo final (de um buraco negro remanescente
com uma velocidade de recuo constante), instante esse em que a emissdo
de ondas gravitacionais cessa. Pj, (1) sempre apresenta um minimo lo-
cal em u > uy. A fase de aceleracdo (i) que dura até u = uy é referido
na literatura como um "kick" (ou impulso positivo) no sistema em fuséo,
enquanto que na fase de desaceleracéo (ii) é produzido um "antikick" (ou
impulso negativo) [42] no sistema. Este comportamento fisico importante
ja foi relatado em simula¢des precisas de relatividade numérica de um
sistema bindrio de buracos negros de massas distintas [68, 72]. Apesar
de restrito a uma dindmica que considera uma colisdo frontal de dois
buracos negros, a partir da fase de fusado, os resultados a serem apresen-
tados nesta se¢do possuem caracteristicas semelhantes e consistentes com
relacdo aos resultados obtidos por simulag¢des de relatividade numérica
plena.

Integrando a equagao de conservacgao (3.58) com relagdo a coordenada
temporal u, obtém-se que
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Figura 3.15: Gréfico log-linear do fluxo liquido de momento P}, (u) para
diferentes valores de a. O regime inicial corresponde a uma aceleracdo do
sistema com consequente aumento de momento linear, dP*(u)/du > 0.
Apés o tempo u = uy, quando P, (1) = 0, o sistema comega a ser de-
sacelerado devido a emissdo de ondas gravitacionais. Ambas as fases de
aceleragdo e desaceleracdo correspondem a "kicks" (impulsos) no sistema
em fusdo.
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P(u') — P*(ug) = I, (), (3.60)

onde
1—s K 2K, 2 ?
/ du / ( - 7) ds (3.61)

representa o impulso total transferido para o sistema em fusdo devido ao
momento linear carregado pelas ondas gravitacionais emitidas durante o
intervalo uy < u < u'.

A Figura 3.16 exibe o grafico de I}, (u) para « = 0.1 (primeira figura)
e « = 0.7 (segunda figura). Como esperado, as curvas apresentam um
méximo local em u = uy, quando a fase de desaceleragao é iniciada, ou
seja, quando a drea medida abaixo da curva de Pj, (1) comeca a rece-
ber uma contribui¢do negativa devido ao regime de desaceleracdo. Para
instantes u ~ uy, as curvas tendem a um valor constante (um platd), cor-
respondente a configuragdo final quando a emissdo de ondas gravitacio-
nais cessa. O plato é considerado atingido quando |If, (u) — I}, (1 4+ h)| S
1071, onde h é o comprimento do passo de integracio de Runge-Kutta
utilizado para a avaliagdo de I}, (). Nesta fase, o buraco negro possui
momento linear P*(u ~ uy), cuja distribui¢ao é dada pela figura 3.12. Da
equacdo (3.60) pode-se deduzir que

P=(ug) — P*(ug) = Iy (ux) (3.62)

P*(ug) = P*(ug) = — [y (ux) — Ly (ug)], (3.63)
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Figura 3.16: Gréfico do impulso gerado pela emissdo de ondas gravita-
cionais, I}, (u), para « = 0.1 (primeira figura) e & = 0.7 (segunda figura),
com velocidade inicial de fusdo fixada por v ~ 0.462. As curvas apresen-
tam um maximo local em u = u;, quando o regime de desaceleracdo é
iniciado. Para instantes u ~ u £, as curvas tendem a um valor constante,
correspondente a configuragdo final, quando a emissdo de ondas gravita-
cionais cessa. Os destaques nas figuras amplificam as regides de méximos

locais.
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Figura 3.17: Gréfico dos pontos (Vi,#), onde Vi é a velocidade de kick
(3.64) da fase inicial acelerada, correspondentes aos resultados numéri-
cos da Tabela 3.2. A linha tracejada representa a curva melhor ajustada
pelo método dos minimos quadrados para pontos numéricos com re-
lagdo a férmula analitica (3.66), com os melhores pardmetros de ajuste
A ~ 0.1525 e B ~ 6.5376. A velocidade de kick méxima obtida na fase
acelerada é de Vi ~ 6.4 km/s para 1 ~ 0.209.
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Figura 3.18: Gréfico dos pontos (V, 77), onde Vi é a velocidade de anti-
kick (3.65) da fase desacelerada, correspondentes aos resultados numéri-
cos da Tabela 3.2. A linha tracejada representa a curva melhor ajus-
tada pelo método dos minimos quadrados dos pontos numéricos com
relagdo a férmula analitica (3.66), com parametros de ajuste A ~ 4.2668 e
B ~2.1083. A velocidade de antikick médxima obtida na fase de desacele-
ragdo é de V; ~ 109 km/s para =~ 0.205.
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onde o lado direito de (3.63) e (3.62) representam o impulso total gerado
pelas ondas gravitacionais emitidas durante a fase de desaceleragao e de
aceleracdo, respectivamente. Com isso, define-se a velocidade de kick
Vi como proporcional ao impulso liquido positivo transmitido para o sis-
tema em fusdo através da emissdo de radiagdo gravitacional durante a
fase de aceleracao

Cc
Vi = — Ty (uk) (3.64)

e a velocidade de antikick V,; como proporcional ao impulso liquido
negativo exercido sobre o sistema pela emissdo de ondas gravitacionais
durante a fase de desaceleracao

Vi = — Iy () — Ty ()], (3.65)

71100(?

onde as constantes universais foram restauradas e com moa? sendo a
massa de repouso do buraco negro remanescente [72]. Deve-se obser-
var que as defini¢des aqui apresentadas de velocidades de kick e antikick
baseiam-se na fungdo de impulso I}, (u) que, por sua vez, é derivada de
K(u,0), para u € [ug,u f] e obtidas a partir de uma evolu¢do numérica
estdvel e precisa dos dados iniciais K(ug,0) até o instante final u¢. Essas
defini¢des estdao de acordo com as utilizadas nas referéncias [68, 72]. Em
todos os experimentos numéricos foi adotado my = 10. Verifica-se que
I} (ug) = 0. A partir dos resultados numeéricos, avalia-se Vi e V; para
diferentes valores de a. Os resultados estdo resumidos na Tabela 3.2 e
sdo utilizados na construgdo das Figuras 3.17 e 3.18, onde estdo exibidos
os graficos de Vi e Vy, respectivamente, versus o parametro de massa
simétrica definido por 7 = a/ (1 +«)?. Com isso, comparam-se as estima-
tivas do atual modelo com outras estimativas de velocidades de kicks em
fusdes de sistemas bindrios buracos negros. As linhas tracejadas exibidas
nas Figuras 3.17 e 3.18 correspondem ao ajuste dos pontos (Vi, 17) e (Vx, 17)
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com a férmula de Fitchett [126], derivada da andlise pés-newtoniana de
colisdes de buracos negros e utilizada por diversos autores [42, 72] para
descrever a distribuicdo das velocidades de kick e antikick,

V = Ay*(1 —45)Y2(1 + By) x 10° km/s. (3.66)

Os valores dos parametros associados a (3.66) (A ~ 0.1526, B ~ 6.5376)
para (Vi,77) na Figura 3.17 e (A ~ 4.2668, B ~ 2.1083) para (Vy,#) na
Figura 3.18, foram fixados pelo ajuste de minimos quadrados dos pontos
presentes nas curvas. O valor méximo das curvas sdo dadas por Vj ~
6.4 km/s em n ~ 0.209 (para a velocidade de kick) e V;; ~ 109 km/s em
1 =~ 0.205 (para a velocidade de antikick), conforme a Tabela 3.2.

Na Figura 3.19 (primeira figura) estdo marcados os pontos ((V —
Vi), 1), onde (Vy — Vi) representa a velocidade de antikick liquida, en-
globando as fases de aceleracdo e desaceleracdo do sistema em fusdo com
a linha tracejada correspondendo ao melhor ajuste dos pontos numéricos
a curva (3.66) através do método dos minimos quadrados e com parame-
tros de ajuste A ~ 4.1143 e B ~ 1.9442. A velocidade maxima de antikick
liquida obtida é de ~ 103 km/s em # =~ 0.205. O erro RMS nos ajustes
dos dados numéricos das velocidades de antikick e antikick liquida é de
>~ 0.18 (com um erro RMS normalizado da ordem de 0.2%), enquanto o
erro RMS no ajuste da velocidade de kick é de ~ 0.03 (com um erro RMS
normalizado da ordem de 0.6%). Isso mostra uma semelhanca consistente
com o comportamento dos resultados obtidos nas referéncias [72, 42] e,
em particular, a boa concordancia da localizacdo em # dos méximos das
distribuicdes de velocidades (Figura 3.19, segunda figura). A questdo
relacionada com o menor valor da velocidade de antikick liquida méaxima
obtida nas simula¢des descritas acima, quando comparado com os resul-
tados de simulagdes de relatividade numérica plena, é discutida a seguir.

Resumindo, os resultados numéricos aqui obtidos, a partir dos dados
iniciais que representam uma fusdo de dois buracos negros, reproduzem
qualitativamente (para um amplo conjunto de valores do parametro ini-

cial x) estimativas analiticas pos-newtonianas, bem como estimativas ger-
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adas por simulagdes de relatividade numérica plena para as velocidades
de recuo globais produzidas na colisdo de buracos negros bindrios, in-
cluindo a fase de espiral. Essa consisténcia é notavel e promissora, po-
dendo indicar que a lei (3.66) é genérica tanto para kicks provenientes
dos processos de extragdo de momento em colisdes espirais quanto em
colisdes frontais.

Alguns comentdrios sdo importantes neste momento. Primeiro, a fase
de aceleracdo (i), obtida no modelo aqui apresentado ndo estd presente
em nenhuma outra simula¢do de colisdes de buracos negros, seja por
avaliagdes pds-newtonianas, seja por simula¢des em relatividade numé-
rica plena. Segundo, o fator de correc¢do (1 + By) a principal contribuicao
newtoniana em (3.66) tem um peso diferente em Vj e V. No caso de Vi,
a contribui¢do do termo de corre¢do ao maximo da curva na figura 3.18
é da ordem de 30%, enquanto que, a contribuigdo ao maximo da curva
na figura 3.17 (no caso de Vi) é da ordem de 60%. Neste sentido, pode-se
dizer que o regime de aceleracdo (i), onde Vi é gerado, é "menos newto-
niano" do que o regime de desaceleracdo (ii), onde V; é gerado. Em ter-
ceiro, também foram avaliadas as velocidades kick e antikick com relacao
a dados iniciais com parametros v = 0.7 e « = 0.41, este altimo corres-
pondendo aproximadamente a localizagdo em « dos maximos em ambas
as velocidades para o caso v = 0.5. Obtém-se valores substancialmente
maiores, Vi ~ 32 km/s e V; >~ 559 km/s (a serem comparados com a
Tabela 3.2). A escolha de v = 0.5 para os experimentos numéricos ndo
foi fixada por qualquer consideragédo fisica; uma escolha apropriada de
nos dados iniciais poderia ser feita de modo que os resultados numéri-
cos pudessem estar quantitativamente de acordo com os valores méximos
das referéncias [72, 42]. E, finalmente, dada a semelhanca na relacdo en-
tre as distribui¢des das velocidades de recuo dadas por (3.66) tanto para
a fase de espiral quanto para colisdes frontais, a diferenca nos resultados
poderia também incluir um segmento exclusivamente espiral que segue
a mesma distribuigdo (3.66). Ligado a este tltimo comentdrio, deve-se
notar o fato de que a lei de distribuigdo (3.66) satisfaz a propriedade
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Vo= AP —4n)"2(14By) = |AuP(1— 421+ Buy)|

£ [Aan?(1—4n)"2(1+ Bay)],

onde

A1By % AyB,
A=A+ A B= 101 —7272
1 2, A+ A,

3.5.3 A Busca pelo Movimento do Centro-de-Massa do Sis-

tema em Fusao

Ao longo do desenvolvimento numérico descrito nas subsec¢des anteri-
ores, foram introduzidos diversas varidveis de velocidade, como as ve-
locidades de kick e antikick, a velocidade antikick liquido, a velocidade
inicial de imersao do sistema em fusdo v = tanh e a velocidade final
do buraco negro remanescente vy. Além dessas varidveis ainda sera apre-
sentada aqui uma tentativa de definicdo de uma velocidade inicial v;,
para o sistema em fusdo quando a interagdo entre os buracos negros e o
contetido ondas gravitacionais sdo levados em consideragdo. O interesse
principal da presente subsec¢do estd no exame da relagdo entre todas es-
sas varidveis e tentar obter uma definicdo adequada de uma velocidade
aproximada do centro de massa do sistema. O principal problema de en-
contrar uma defini¢do adequada esta conectado com o fato de que o sis-
tema perde massa devido a emissdo de ondas gravitacionais, o que levara
a busca de uma defini¢do baseada no impulso da radia¢do emitida, assim
como das leis de conservacao de momento associadas.

Na Tabela 3.2 temos dado a velocidade final v¢ /¢ = tanh vy do buraco
negro remanescente. Utilizando as equacdes (3.64) e (3.65), juntamente
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Figura 3.19: Primeira figura: Gréfico dos pontos ((Vyx — Vi), 7), onde
(Vak — Vi) é a velocidade antikick liquida dada ao sistema em fusdo pela
radiagdo gravitacional emitida. A curva tracejada representa o melhor
ajuste (através do método de minimos quadrados) dos pontos numéri-
cos a férmula analitica (3.66), com os melhores parametros de ajuste
A ~ 41143 and B ~ 1.9442. A velocidade maxima de antikick liquida
obtida é de ~ 103 km/s em 7 =~ 0.205. Segunda figura: Comparagdo das
velocidades de kick globais obtidas na literatura, cada uma com diferen-
tes valores de kick maximo [42].
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com a equagdo de conservacdo de Bondi-Sachs (3.60), a relagdo de vy com
a a velocidade de kick liquida pode ser dada através de

moa®
T (V= Vi) = PP (p) — P (o), (3.67)

c

onde P*(u() é o momento inicial do sistema e que depende de a e v e
P*(uys) representa 0 momento final que depende, por sua vez, de ¢ and
as. A velocidade final associada a0 momento linear final P*(uy) é dada
claramente por vy.

Uma tentativa de definicdo da velocidade inicial do sistema em fusdo
pode ser calculada a partir de P*(ug) por v;, = P*(ug)/m(up), onde m(ug)
¢ a massa Bondi inicial do sistema. P?(u() pode ser facilmente avaliada
(com correcdes radiativas incluidas) através da lei de conservacao (3.60),
tomando v/ = u f- Seus valores, para diversos a’s, estdo listados na Tabela
3.2. Nota-se que a velocidade inicial v;;, é distinta da velocidade inicial de
colapso v = tanh  no seguinte sentido: a rigor, a interpretacdo de v deve-
ria ser de fato a velocidade inicial de cada buraco individual no infinito,
antes de serem trazidos para a interacdo, quando essa quantidade ja ndo
possui um significado definido separadamente. Ao contrério, v;, repre-
senta a velocidade inicial em 1y, quando a interacdo dos dois buracos
negros e do contetdo inicial da onda gravitacional ja estdo configuradas
nos dados iniciais. Como ilustragdo, para y = 0.5, a velocidade inicial de
imersdo é dada por v ~ 0.4265 enquanto que, para y = 0.5 e a« = 0.35, por
exemplo, obtém-se v;;, >~ 0.2534 (correspondente a um parametro efetivo

in = 0.2591), com v;,, sendo da ordem de grandeza de vy.

Um exame detalhado dos resultados numéricos exibidos na Tabela 3.2
mostra que tanto vy como v;, possem uma diminui¢do monotdnica com
1 (ou equivalentemente com «). Algumas caracteristicas da extragdo de
momento do sistema inicial em fusdo em forma de ondas gravitacionais
— ligada a assimetria da radiacdo emitida (ou seja, com «) e que estdo
presentes em P*(u f), Vi, Vak — sdo apagadas na distribui¢do de vy. Este
ndo é o caso da diferenca 6V = (vf — v;,), que se ajusta muito bem com
a féormula pés-newtoniana (3.66) (de forma andloga ao comportamento
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das velocidades de kick, antikick e de antikick liquida) como mostrado
na Figura 3.20, com os melhores parametros de ajuste A ~ 4.8817 e
B ~ 5.5551. E de se esperar que esta nova varidvel de velocidade 5V
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Figura 3.20: Gréaficos dos pontos |v;, — vs| (losangos) e (vi, — vs/ o)
(quadrados) versus o parametro de massa simétrica 7. A curva pon-
tilhada e a curva tracejada representam o ajuste através do método
dos minimos quadrados dos pontos de |v;;, — vf| e (Co vin — vy) com
a férmula (3.66), respectivamente, com parametros de ajuste dados por
(A ~4.8817,B ~ 5.5551) e (A ~ 3.4840, B ~ 2.9745). O valor maximo de
(Co vin — vy) obtida é de ~ 100 km/s em 7 ~ 0.206. Os pontos (circulos
pretos), ajustados curva sélida correspondem as velocidades de antikick
liquidas da Figura 3.19, evidenciando uma estreita aproximagdo destes
pontos com relagdo a também velocidade liquida (v, — v5/ Qo).

seja relacionada com a velocidade de antikick liquida (V,x — V%), avali-
ada através do impulso linear total extraido pela radiagdo gravitacional
emitida durante fase p6s-fusdo. Porém, existem dois problemas com essa
associagdo; ndo apenas 6V é muito maior do que a velocidade de antikick
liquida (com seu valor maximo cerca de duas vezes o valor maximo da
velocidade de antikick liquida) mas também possui o sinal invertido, ou
seja, v < vy para todos os a (vide Tabela 3.2), que néo ¢é fisicamente
satisfatorio, ja que a fase de desaceleracdo é dominante nesta fase pds-
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fusdo. A razdo para estas diferencas estd no fato de que a varidvel 6V,
ou seja, a diferenga v, — Uf, NAO satisfaz nenhuma lei de conservacao
ou balan¢o de momento linear, enquanto que a velocidade de antikick
liquida, que foi avaliada a partir da lei de conservacgao (3.60) a satisfaz.
Escolhas alternativas para este problema podem ser obtidas através da lei
de conservagéo (3.60), avaliada em u = uy e expressa como

Vin —Vf/ Qo = — , (3.68)

onde {y = m(uo)/(mooc? coshys) e m(up) representa a massa de Bondi
inicial do sistema.

Uma vez que, no regime ndo-linear, a energia do sistema é extraida
pela emissdo de radiagdo gravitacional, tem-se que a razdo de massa
Co > 1, o que — tendo em vista (3.68) — torna a varidvel JV inadequada
para uma descri¢do da dindmica (com a uma excegdo para o cendrio nao-
fisico no qual apenas momento linear, e ndo massa, é extraido da emissao
de radiagdo gravitacional). Assim, considera-se velocidades adequadas
liquidas construidas com v;, e vy através de

Ly (uy)
6Ve = (vin —vf/ Qo) = _]\;/IVTMJ;)’
Iy (up)
oVee = (o v —vp) = —— i L—, (3.69)
0 f 'Yf

onde o parametro razdo de massa (( corrige a definicdo de JV para a
perda de massa no processo.

Os graficos de 6Vc e, para comparacdo, da velocidade de antikick
liquida (V,x — Vi) sdo exibidos na Figura 3.20. Os pontos numéricos as-
sociados a definigdo alternativa 6V ndo estdo incluidos desde que a di-
ferenga relativa de seus valores numéricos para os de §Vc ndo excedem
0.4% para 0 < 1 < 0.25, tornando as duas defini¢des indistinguiveis no
grafico. A curva tracejada representa o ajuste através do método dos mi-
nimos quadrados dos pontos (0Vc, ) (quadrados) com a férmula (3.66),
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com os melhores pardmetros de ajuste A ~ 3.4840 e B ~ 2.9745. O valor
maximo de Ve é ~ 100 km/s em  ~ 0.206. Esta distribui¢do mostra
uma estreita concordancia com a distribuicdo da velocidade de antikick
liquida (circulos pretos e curva sélida). Da equacdo (3.67), pode-se obter
uma relagdo analitica entre a velocidade de antikick liquida e 6Vc e/ou
0Vc, dada por

(Vak - Vk) = cosh ’)/f (5VCC = g() COSh’)/f 5VC- (3.70)

Vale a pena mencionar que a concordancia de 6Vc e/ou 6V com a dis-
tribuicdo da velocidade de antikick liquida, como mostrado na Figura
3.20, deve-se ao fato de {p ser apenas ligeiramente maior do que 1 para
0 < a < 1. Por exemplo, para « = 0.1, tem-se que {p ~ 1.000357715
e para « = 0.5, o ~ 1.00273990. Isto é suficiente para que 6Vcc e/ou
0V sejam positivos e alguns quilometros por segundo menores do que a
velocidade de antikick liquida. Observa-se também que coshyf ~ 1 para
o dominio relevante de 7 (7 = 0.5 fixo).

A partir dos resultados acima é possivel sugerir uma defini¢do para
a velocidade de centro de massa do sistema bindrio de buracos negros
resultante da fusdo. O ponto de partida estd concentrado no fato de
que a velocidade do centro de massa do buraco negro remanescente é,
obviamentente, v, como medido por um observador inercial em repouso
no infinito. Além disso, por construcdo, a velocidade inicial do centro
de massa da configuragdo inicial é aproximadamente v;, e, por razdes
discutidas acima, esta serd adotada como (yv;,. Relativo a este mesmo
observador, e tendo em conta (3.68), introduz-se

Ly (1)

_ 3.71
moa? cosh ¢ (3.71)

v(u) = o vin — 6Vee(u) = Co vin +

como uma tentativa de definicdo da velocidade do centro de massa do
sistema em fusao, para valores de u > ug. Para u = u F e u = up, tem-se,
por construcdo, que v(uf) = vy e v(ug) = {oviy. Para um observador
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inercial com velocidade (yv;,, 0 movimento do centro de massa estaria
inicialmente na direcdo positiva do eixo z, com sua velocidade aumen-
tando até 1y, quando ele comega a diminuir até alcangar o valor zero e,
em seguida, inverter o seu movimento para o sentido negativo da direcao
z até atingir a velocidade final do buraco negro remanescente (neste refe-
rencial inercial)

o(ug) ~ —0Vee(ug) ~ —(Vap — Vi), (3.72)

ou seja, a velocidade de antikick liquida conforme o esperado (neste caso,
o comportamento das Figuras 3.16).
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Capitulo 4

Considerac¢oes Finais

"I dislike the Bible as it contains both questions and answers,
problems and solutions, past and future all in the language I
understand.”

William Shakespeare

4.1 Recapitulacao da Tese

Este trabalho de tese considerou a construcdo e o desenvolvimento
de um modelo tedrico e computacional que simula uma colisdo frontal
de buracos negros de Schwarzschild e a emissdo de radiacdo gravita-
cional emitida no processo. Para tal, se mostrou necessario introduzir
o formalismo de Newman-Penrose que descreve, a partir do comporta-
mento assint6tico nas proximidades do infinito nulo, a teoria de radiacao
gravitacional no regime nao linear através dos escalares de Weyl e com
o auxilio da classificacdo de Petrov. A grande utilidade do formalismo
de Newman-Penrose esta na ndo determinacédo, a priori, de um espago-
tempo especifico, apesar da necessidade de introduzir um sistema de
coordenadas adequado ao tratamento assintético do campo gravitacio-
nal. No Capitulo 1, foram desenvolvidas as representagdes das equagdes-
mestras da Relatividade Geral em termos das quantidades de Newman-
Penrose.
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Apesar de estar enquadrada no formalismo caracteristico de valor ini-
cial da Relatividade Geral, o formalismo de Newman-Penrose, quando
foi publicado em 1962, ndo forneceu quantidades fisicas conservadas que
dessem uma descricdo mais realistica de sistemas emissores de radiagédo
gravitacional. Porém, no mesmo ano, Bondi, Metzner, van der Burg e
Sachs, em dois artigos complementares, publicaram o primeiro modelo
de emissdo de radiacdo gravitacional no formalismo caracteristico com a
lei de conservacdo de energia e momento linear no processo. Contudo, a
hierarquia das equacgdes de Einstein associadas a métrica de Bondji, jun-
tamente com a auséncia de uma condicdo inicial que represente uma
interacdo de buracos negros, geram uma dificuldade na abordagem do
problema na descri¢do caracteristica de Bondi-Sachs. Uma alternativa
mais vidvel para o estudo de colisdes frontais de buracos negros no for-
malismo caracteristico se da através dos espagos-tempos de Robinson-
Trautman, cuja dindmica caracteristica é fornecida pela equacao diferen-
cial parcial parabolica de Robinson-Trautman. No Capitulo 2, foi desen-
volvido todo o aparato tedrico tanto do problema de Bondi-Sachs quanto
do de Robinson-Trautman, inclusive com a descri¢do da conservacao de
energia e momento linear de Bondi-Sachs nas coordenadas de Robinson-
Trautman. Os dois espagos tempos também foram analisados no con-
texto do formalismo de Newman-Penrose com a identificacio da zona
de radiagdo para ambos os casos. Essa mescla entre as trés descri¢des
proporciona um melhor entendimento acerca do problema caracteristico.

Com uma dindmica mais acessivel como a de Robinson-Trautman,
uma solugdo que descreve um sistema de dois buracos negros em colisdo
frontal foi derivada. Isso deu margem a uma série de desenvolvimentos
tedricos e computacionais. No Capitulo 3, primeiramente, constroem-se
os dados iniciais para a equacdo de Robinson-Trautman equivalentes a
uma colisdo frontal de buracos negros de Schwarzschild. Estes dados ini-
ciais, possuem dois parametros y e &, o primeiro associado a velocidade
de imersdo dos buracos negros e o segundo relacionado a razdo de mas-
sas ADM de cada um dos buracos negros. Apesar disso, os dados iniciais
ja possuem um horizonte aparente formado, implicando que a evolugdo
do sistema bindrio ocorre a partir da fase de fusdo até atingir a configu-
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racgdo final de um tnico buraco negro, ndo incluindo a fase de espiral. A
evolucdo dos dados iniciais é executada através de uma combinacdo de
dois métodos espectrais, os métodos de Galerkin e de colocagdo, onde a
solugdo da equagdo de Robinson-Trautman é dada por uma expansdo em
série numa base de fun¢des de Legendre. Os métodos espectrais transfor-
mam a equagdo parcial de Robinson-Trautman em um sistema dindmico
autonomo cuja dimensdo esta relacionada com o grau de aproximagdo da
solugdo numérica espectral. O sistema dindmico de Robinson-Trautman
é integrado segundo o método de Runge-Kutta de quarta ordem para di-
versas condigdes iniciais dadas por 7y e x. Apods a integracdo numérica, o
conjunto de dados numéricos finais sdo utilizados para a construgdo da
configuracdo final do sistema em fusado. Dentro da acurdcia dos métodos
numéricos, a configuracdo final é a de um tnico buraco negro remanes-
cente com parametros VE<7Yeuar>a.

Com o esquema numérico determinado, todas as quantidades fisicas
importantes para o sistema em fusdo podem ser obtidas. As primeiras
quantidades a serem investigadas foram as formas de onda ou padrdes
angulares e temporais das ondas gravitacionais emitidas. Os resultados
foram divididos em quatro grupos, de acordo com a escolha dos parame-
tros iniciais oy e x. Para valores de a pequenos, os padrdes angulares e
temporais evidenciam uma emissdo bem localizada no espago e de curta
duracdo, uma emissdo por pulsos de radia¢do do tipo Bremsstrahlung. Ja
para o caso de grandes valores de «, a emissdo de ondas gravitacionais é
quiescente, de longa duragdo, e mais simétrica em 6. Esses dois tipos de
emissdo independem do valor de 7.

Através da expressdo da massa total do sistema sobre as hipersuperfi-
cies caracteristicas, também denominada de massa de Bondi, a eficiéncia
da extracdo de energia no processo de fusdo é avaliada. A distribuicdo
dos valores numéricos da eficiéncia é ajustada, através do método dos mi-
nimos quadrados por uma fungdo de distribuigdo baseada na macanica
estatistica ndo-extensiva em func¢do da massa de repouso da configura-
¢do final. O melhor ajuste corresponde a um valor do indice entrépico
g ~ 1/2. Este ajuste generaliza para o regime ndo linear de emissdo gra-
vitacional o resultado obtido através da férmula de quadrupolo prove-
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niente da aproximagédo linear da Relatividade Geral, onde g = 1/2.

Ainda na discussdo de extragdo de energia pela emissdo de ondas
gravitacionais na fusdo de buracos negros de Schwarzschild, a lei de con-
servagdo de Bondi-Sachs mostra que a energia total emitida na forma de
ondas gravitacionais cresce monotonicamente, porém nado de forma expo-
nencial com relagdo ao pardmetro . Da mesma forma que foi feito com os
valores numéricos da eficiéncia de extracdo de massa-energia do sistema
em fusdo, a energia total emitida também é ajustada, através do método
dos minimos quadrados por uma distribuicdo ndo-extensiva em funcdo
da massa de repouso da configuragado final, porém com indice entrépico
dado por g ~ 2/3.

A distribuicdo de momento linear do buraco negro remanescente com
relacdo ao pardmetro & permite caracterizar dois regimes de emissao da
radiagdo gravitacional emitida e que corroboram com os padrdes angu-
lares e temporais da radiagdo na zona de onda e na zona de transigéo.
A regido I é caracterizada por valores de « entre 0 e o valor de maximo
da distribuigdo, a;;, ~ 0.667 e pela ocorréncia de pulsos de radiacdo do
tipo Bremsstrahlung. Ja a regido II é caracterizada por valores de « entre
o valor de maximo da distribuicdo, a, =~ 0.667 e 1, neste ultimo caso
quando os buracos negros possuem mesma massa de Bondi. A regido II
também é caracterizada por uma longa emissdo de radiacdo quiescente
e mais simétrica em 6. Essa diferenga entre os dois regimes pode ser
vista de uma outra forma a partir da poténcia das ondas gravitacionais
emitidas durante o processo.

Numa colisdo frontal de buracos negros de Schwarzschild ao longo do
eixo cartesiano de Lorentz z, os momentos lineares correspondentes as di-
re¢des x e y sdo automaticamente conservados. A andlise resultante da lei
de conservagdao de momento linear na direcao z indica uma nova diferen-
ciacdo de regimes de emissdo de ondas gravitacionais, porém com relagao
a coordenada u. O regime de acelera¢do atua a partir da condicdo inicial
up até um valor u;, onde o fluxo de momento linear emitido é nulo. A
partir desde valor de u, o sistema entra no regime de desaceleracdo, onde
permanece até o tempo u ¢ correspondendo a configuragdo final do buraco
negro remanescente. A partir da integracdo em u da lei de conservacgao
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de momento linear de Bondi-Sachs, é possivel determinar o impulso total
transferido para o sistema em fusdo, tanto no regime de aceleracdo quanto
no regime de desaceleragdo. Para cada regime, velocidades associadas aos
impulsos positivos (aceleracdo) e negativos (desaceleracdo) sdo definidas.
A velocidade de kick é definida como sendo proporcional ao momento
linear total concedido ao sistema em fusdo através do impulso positivo
das ondas gravitacionais. De forma andloga, a velocidade de antikick
é definida como sendo proporcional ao momento linear total concedido
ao sistema em fusdo através do impulso negativo das ondas gravitacio-
nais. Com essas duas novas defini¢cdes de velocidades, pode-se definir
a velocidade de antikick liquida como a diferenca entre as velocidades
de kick e antikick e que representa o antikick global incluindo as duas
fases, acelerada e a dominante desacelerada. As trés velocidades, kick,
antikick e antikick liquida sdo ajustadas a férmula pés-newtoniana que
representa a velocidade de kick versus o parametro de massa simétrica,
definido em termos de a. A férmula de kick pés-newtoniana possui um
termo tipico newtoniano e outro termo de correcdo pés-newtoniana. A
velocidade de kick possui um maior valor do termo de correcdo quando
comparada com o ajuste da velocidade de antikick e de antikick liquida.
Com isso, pode-se dizer que o regime de aceleracdo é menos newtoniano
do que o regime de desaceleragdo. Os valores maximos das trés veloci-
dades, de kick, antikick e antikick liquida sdo dadas respectivamente por
6.4km/s, 109km/s e 103km/s, para v = 0.5. Porém, com uma aumento
(ou uma diminui¢do) do valor de 1y, os valores dos maximos das trés
velocidades mudam substancialmente. Para o caso v = 0.7, tem-se que
32km /s, 559km /s e 527km/s.

Por fim, dadas as vérias defini¢cdes de velocidade obtidas, apresenta-se
uma sugestdo de defini¢do para a velociadade do centro-de-massa do sis-
tema em fusdo. Tal velocidade é obtida, primeiramente, através da intro-
ducdo de uma diferenga V¢ das velocidades inicial e final de Bondi que
carrega um termo de correcdo, definido pela razdo das massas de Bondi
em ug e uy. A diferenga de velocidades 6Vc satisfaz a lei de conservacao
de Bondi-Sachs da mesma forma que satisfaz a distribui¢do de veloci-
dades pdés-newtoniana com valores muito préximos da distribui¢cdo da
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velocidade de antikick liquida. A sugestdo para a velocidade do centro-
de-massa é construida com a ajuda de 6V, além do fato de que a veloci-
dade do centro-de-massa inicial se reduz aproximadamente a velocidade
inicial do sistema em fusdo e que a velocidade do centro-de-massa do
buraco negro remanescente ¢ dada por vy.

4.2 Desenvolvimentos Futuros

O atual estudo de colisdes frontais de buracos negros por intermédio
dos espagos-tempos de Robinson-Trautman é o inicio de um projeto mais
amplo envolvendo generalizagdes dos pontos abordados nesta tese. A
primeira e mais direta generalizagdo compreende os espagos-tempos nao-
axiais de Robinson-Trautman, com a introducdo da dependéncia em ¢ nas
equagdes de campo. Essa mudanca implica diretamente na abordagem de
colisdes ndo-frontais de buracos negros, o que aumenta a riqueza de con-
ceitos e de resultados. Tanto as condig¢des iniciais de colisdes nao-frontais
de buracos negros de Schwarzschild quanto os c6digos numéricos para a
evolugdo da dindmica ndo-axial de Robinson-Trautman estdo prontos, em
periodo de testes. Além do caso nado-axial, também serdo investigadas al-
gumas outras possiveis generalizagdes para o caso apresentado nesta tese,
como, por exemplo, a inclusdo de espacos-tempos de Robinson-Trautman
com presenca matéria e de rotacao.

4.3 Colaboragoes

Os trabalhos futuros descritos acima serdo inicialmente desenvolvidos
numa colaboracgado entre o grupo de Dinamica Nao-Linear em Gravitagdo
e Cosmologia do Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (Rio de Janeiro,
Brasil), liderado pelo Prof. Dr. Ivano Damido Soares [125] e o grupo
de Relatividade Numérica da Georgia Institute of Technology (Georgia
Tech, Atlanta, EUA), liderado pelo Prof. Dr. Pablo Laguna [129]. O de-
senvolvimento de técnicas numéricas avangadas ja utilizadas pelo grupo
da Georgia Tech, assim como a utilizagdo de supercomputadores de alta
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performance, contribuird para uma reduc¢do do tempo de obtencdo de
dados.

Em marco de 2010, a Georgia Tech anunciou a formacdo do Instituto
de Dados e Computagdo de Alta Performance (IDH) [128] em reconhe-
cimento a necessidade do avango e da coordenacdo da pesquisa e das
atividades educacionais nesta area. A computagdo de alta performance
(HPC) continua a crescer como uma &rea estrategicamente importante
para a Georgia Tech, tanto na sua aplicagdo a dreas-chave da ciéncia e da
engenharia, assim como no avango de tecnologia propriamente dita.

Além do setor computacional, a colaboragao se estendera com o for-
necimento de um banco de dados tedricos, através dos modelos desen-
volvidos, para, num futuro préximo, serem comparados com os dados
observacionais obtidos nos detectores de ondas gravitacionais e que es-
tdo em fase de construcdo ou em fase inicial de projeto (por exemplo
VIRGO, LIGO e LISA). A interacdo entre os grupos, seja por meio de visi-
tas, semindrios, oficinas, workshops, etc., com cientistas e com a prépria
tecnologia local, é fundamental para uma verdadeira inser¢do aos altimos
desenvolvimentos da 4rea.
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Apéndice A

Descricao do Espaco-Tempo de
Bondi no Formalismo de
Newman-Penrose

Uma base de vetores covariantes apropriada para a descri¢do do ele-
mento de linha (2.13), com o auxilio de (1.7), pode ser expressa como

L, = (1,0,0,0)

1
ny, = <§V62b/R, e?, 0, o)

3 3 3
my, = (%wﬂl{, 0, —ge"R, —ige_"Rsin@)- (A1)

Através da métrica contravariante ¢g*, associada a (2.13),

0 e~ 2b 0 0
e=2b _e=2y /R e 2bW 0
gt = —2p 20 /2 ’ (A.2)
0 e "W —e “1/R 0
0 0 0 —e21/R%sin? @
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derivam-se as componentes contravariantes da base (A.1)
" = (0,e2,0,0)
1
nt = (1, _EV/R’ W, O)

2 2
mht = (O, 0, geq/R, igeq/Rsin®).

(A.3)

Ap6s a construgdo das bases de tetradas, cada um dos objetos do

formalismo de Newman-Penrose podem ser obtidos, por intermédio das

férmulas existentes na secdo 1.2:

Derivadas direcionais:

0
_ 20 9
D = e aR
0 0 0
A = W_EV/R_—’_W%
V2

0 0
= (e T1— el—
d 2R (e 00 + sm@ BCD)
Pré-coeficientes de rotagio de Ricci:

Vbr 1 Vg

1V
/\(1)(2)(2) = —————+§ﬁ+2bu+2b@w;

R 2R
1 —2b.
Ayee) = Aowe) = —5 V2RWre' 2,

_ beV2e ™
=2

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)



1 V2Vee?t—1
Aoye) = Mo =1 gz

7

1 1V 1
)L(Z)(4)(3) = /\(2)(3)(4) = 5 W@ — E ﬁ + E W cot @,
1 1 Vg
Ao = Awae = 5 We +Wqge +qu — SR
— %WCO’[@,’
12  1+V2cot@e 7
Aoew = 5 —ty R

1
Awew = 5

\/Eq@e_q _ 1 V2 cot@e1
R 2 R '

Coeficientes de rotacao de Ricci:

TO@@ = TR

THE)E) = THEE@ = TME)) = YW@ =

1bgv2e 1
2 R
THE)E) =

1 Vg

L1
2R 2

1%
=2 +2bu +2boW;

2b

Y(1)@)(4) = qrE 7

1
- V2RWgeT2P;

o-2b
TH@E) T YOEM@ T TR
1 b@\/ie_q
T)B)1) = YTe)@wa) = 5T R
_ . 1 \/§V®e2b_q.
0@ = "W =1 gz
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1
+7 V2RWgel2b;

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)



1 1V 1

TOB)M@ = T@M@We) =3 We — S R2 + 5 W cot ©;
Y2)3)3B) = Y@2)4)4) — > Wo + Wge +qu — 5R

1
-3 W cot ®;

 1v2qee7  1+2cot®@e 1
TeWE) T T3 7R 3 R

o 1\/5%8_‘7 1 v2cot@e™1
THWW = 5 5 Rm

Coeficientes espinoriais:

x = €=0;

—2b,
v = _QRe ’

_ 1 1V£]R 1 )
A= 2W®+WQ®+QU 5 R 2Wcot@,

1 \/EV@GZ b—q )
4 R?
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1 LVar

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)



1bev2e 7 1 _
— ~Uvve= 4 = q—2b.
SR +4f2RwRe ;

1Vbg 1Vg 1V

T =R TaR Tage T tum bW
1 begv2e 7 1 _ 1 v2gee™1
= —- 9V 4 V2WgReT 20 4 -
4 R +8\/_ R 1T R
B lx/icot@)e_q_
4 R !
1bev2e 1 1 oy 142gge™1
= -9V 4 /2WgRel 20 - YHOT
B 1 R +8\/_WR e 1 R
1\/§cot®e_‘7
4 R '
Escalares de Ricci:
b —4b
Py = -2 R‘; +qR2ef4b’.

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

7

(A.37)

1 V2bree 2071 1 1
CI)Ol = 4_1 \/_ R'Gl)ze + 4_1 \/ERbRWReq_M — g \/ERWR’RQQ—‘“’ —
1 _ 1 _ 1 bgv/2e~2b—1
1 V2gree 1 1 v2qrqee P11 v/2qg cot@e 201
4 R 2 R 2 R
_ 1 Vgr Re_zb 1 qRVRe_Zb 1 qRVe_Zb
By, — =2 ( 1) < , - - —
2 =c¢"RTt), T2 R T2 r T2
1 _ 1 _ _ 1 _
— ZWR'Ge Zb—iq@WRe Zb—WqR,@e Zb—EqRW@e 2b+

1

1 1
+ = RZWg2e?774b _ 5 grW cot Qe 2 + 1 Wg cot @e 20 —

8

Wgee 2P 1bgee 1 1 bo2e 21 1 bg cot@e 21

R 2 R? 2 R 2 R2
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1 1 Vbrge 2t 1 Vgge 2t 1

1 we2b_ LVORR 1 Vrpr b 2b

p JRONE T TR § R 2 RUS T
1 Vge?b L3 R 204y _ Lbe'e 1 1e21

4 R2 16 4 R? 4 R?

1 Vrbge ™20 1 Vbge 2t oy 1 o
1 1 bW ~ grWoe 2t —
47 R i Rz TgPelVre T paree

1 5y 1 Wee™2? 1 Wcot@e 2P
4qRWCo’c(@e iR 1 R

1 oy 1 oy 1gr?Ve ™20 1 ggee 21
5 TRWqee ="+ 5 qrque i R i r2 T
1 ge*e 1 3 cot@qee 7.
2 R2 4 R2
(A.39)

1 V2Wge?e 1 3 V2 cot @Wgee 1 N 1 V2Wbg ge™1 N
2 R 4 R 4 R

1 1 1
S V2RWg e 20 + 1 V2RqWgel 20 + 1 V2RWrWgel 2t —
1 V2Vgbge™ +1 V2qrVee

1
- V2Rb Wgel 20 —

i R 4 R
—q —q
41] ﬁb@ngot(@e _ é \/EVqRWReq_Zb _ % \/E‘hl C;t @e 7
1V2Vree ™  1vV2qeue™  1+V2Vee™ 1 +/2bgye
8 R2 4 R 8 R3 4 R B
1 V2Vqrgee ™1 +1 V2V cot @gre 1 1 V2V Wgel2b N
4 R? 4 R2 4 R
1 vV2quqee™™ 1 vV2Wgeee™ 1 +v2We 1

1
+ 1 \/ERWG]@WReq_Zb —

1 V2Vbgee ™1 N
8 R2

2 R 4 R 4 R
1 1
1 \/ERWb@WReqiﬂj + 3 \/ERWWR,@eqizb —

1 1 1 V2Vbge™1
3 \/EVbRWReq_Zb + 3 \/ERWRW cot @2t + 1 J_T@e -
1 V2Vgree ™.
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1
E \/EVWR,Req_z b +

160



1 1 V@WR 1 VWR/@ . 1 WV@ 1 VbRWCOt® .

“WWepe — - — — =
1 VWgcot® 3 VWcot® —l—l VRW cot® n 1 W N
4 R 4 R? 4 R 2 R3
1Vy 1 Vecot®2P=21 1 VgrWcot®
WZQ®2+EIUW@—§R—L2[—Z ®C0R3e +§‘7RTCO+
1 WageV 1 1 1 VrW,
EWG),LI—%4—EW@Z—i—5Wucot@)—l—WW@q@+Z RR e _
1 V2 1 V?gg? 1 VgrW,
> R3R 1 RqZR —qu@cot(@—bchot@—E ql; e _
1 VbrW, 1
JUW cot® — bW cot® + 5 ——= + - W cot OW +
be WV _ quV 1 1 Vobee2? 29
G)Rz — unqR +2W6]@qU —byWe — E W2 —|—qu2 _ E %
buV 3 VW@ 1 V®,®e2b—2q'
Rz 3 e eWWe— s
(A.41)
lgeet 1 —VbR'Re_Zb 1 Vge 2" _ lRZWRZeZq—M—i—
6 R2 12 R 12 R2 48
1bgle 27 1 e24 1 Vi ge 2t 1b - 1 goee21
i RZ 12 R 24 R ewmeWe T TR
1 Vbge 2 1 Vybge 2 1bgcot@®@e 27 1
12 Rez = K —%——WRcotG)e’Zb—
12 R 12 R 6 R 12
1 Wee 2 1 1 W cot@e 2t
ZgrWage 20 -0~ —2p 1 Wcot®e 7
 IRVWAee 1 R ¢ Irque 1 =
1 gr?Ve 2t 1 cot@gee 27 1 oy 1 o
il _ 1 1w 1w
12 R 4 RZ 12 QR e¢€ + 12 qR cot®e
1 oy 1bgee 29 1bggee 21 1 ) )
— bW 2b - == @ _—_ W —Zp 2b
1Ok T TR 37 R 15 Vree < brue
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Escalares de Weyl:

—4b
4b _ o qre "

R 7

Yo = 2 quRe_4b — gR,RE€ (A.43)

1 V2bg ge 271 +1 V2bgqre 2t~
4 R 2 R

1 1
= V2RWg geT 4 +1/4/2Wgel 4t + = \/2RgrWgeT 4 —

8 : o VR

1 V2qree 71 L1 V2qrgee >'1 1 v/2qgcot@e 2071

1
~1 \/ERbRWReq_M +

4 R 2 R 2 R ’
(A.44)
1 begee 27 1 oy 1 oy 1 ge2e 21
— 09 CpheW — Wk cot i L=
3 Rz c oWre + B R cot Oe + 3 Rz
1 go,0e 27 1 cot@qee 7 1R2WR2e2q—4b n 1ve?r
6 R2 2 R2 6 2 R3
1 VRefzb 1 be @e_z‘i 1 _2p 1 _2b
Z = — ZgpW — W —
3 R2 ¢ R2 3 grW cot e + B RO€
1 bgcot®e 27 1 _op 2 oy 1gR*Ve 2t
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6 Rz T 3firRWee "t Zqrque 30 R
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Apéndice B

Descricao do Espaco-Tempo de
Robinson-Trautman no
Formalismo de Newman-Penrose

Uma base de vetores covariantes apropriada para a descri¢do do ele-
mento de linha (2.66), com o auxilio de (1.7), pode ser expressa como

L, = (1,0,0,0)

1
ny = (552, 1,0, o)

my = (0, 0, —?ﬂ(, —i\/TErKsinG). (B.1)
Através da métrica contravariante ¢g*V, associada a (2.66),
0 1 0 0
2
= é _oS 1 /Or21<2 8 (B2)
0 0 0 —1/r?K?sin? 0
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derivam-se as componentes contravariantes da base (B.1)

" = (0,1,0,0)

1
Bo— (1 —=-g?
n (, 2S,O,O)

mht = (0, 0, V2, V2 ) (B.3)

27K’ ' 2rKsin @

Ap6s a construgdo das bases de tetradas, cada um dos objetos do
formalismo de Newman-Penrose podem ser obtidos, por intermédio das
férmulas existentes na secdo 1.2:

Derivadas direcionais:

9
b =75
9 1,0
A= 5%
V2 (9 i 9
= K (@*me@) (B4)
Pré-coeficientes de rotacao de Ricci:
Ay = —SS» (B.5)
Aywe = L (B.6)
Ay = (B.7)
V2 58,
Mo@e) = 5 Tr (B.8)
K, 182
AyweE) = T T3 (B.9)
Aoy@w =5 S (B.10)
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(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)



Coeficientes espinoriais:

Escalares de Ricci:

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)
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(B.32)

(B.33)

(B.34)
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CI)OI = O; (B36)
Py, = 0; (B.37)
o __1Sz 1SS 1K, (15 1 Kgp | 1Kgcotd 1 1
W= 7g2r 7477 20Kk T 42 42K T4 2K 412K2
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4 r2K4’
(B.38)
\/z S¢Sg 55,0 Koy KoK,
dp = ——-= — - B.
12 4r ( K K KK ) (B.39)
o, — Ku SSu SKy SSKy 1 89> 18Sp 1S5Sycotd
2 - K r rK K 272K2 212K2 2 12K2 '
(B.40)
1 1 1SS, 1K 18 1K 1 Kycotf
A = —§24 ~ it A e T LA Wi e
125r T S5 3 r 2rK 1212  12#2K3 12 12K3
1 1 1K
12 r2K?2 12 r2K4¢’
(B.41)
Escalares de Weyl:
Y, = 0; (B.42)
Y, = 0 (B.43)
185, 1_, 1 1S% 1 Kg 1Kgcoth
Y, = —= - - 4= = —
2 37 6 Tt e T T K
1 1 1 Ky?
- = — = ; B.44
6 r2K2 6 r2K4 ( )
V2
¥, — W(SrSQrK2+SSr9rK2—2559K2+K9urK—K9Kur>;
(B.45)
1 Sg2 1SSgy SSeKy 1 SSpcotf
Y, = = - — — = B.4
* 212K2 " 272K2 2K3 2 2K2 (B.46)

169



Apéndice C

Algoritmo de Runge-Kutta de
Quarta Ordem para a Solucao de
(3.30)

A equacdo (3.30) pode ser representada pelo seguinte problema de
valor inicial:

ab;  ab;

a—u = a—u(bo,..., bN)/ b](uo) = bOJ (Cl)

paraug < u < ugecoml < j < (N +1). Considerando que o intervalo
[uo, uf] é igualmente dividido em (p + 1) valores de u, o algoritmo de
Runge-Kutta de quarta ordem e de passo fixo h é descrito esquematica-
mente como:

ENTRADA: extremidades ug e u > truncagem N;
SAIDA:  aproximagédo para y; nos (p + 1) valores de u.

Passo 1 : Seja h = (us —uo)/p; u = up.
SAIDA: (u, b0;)

Passo 2 : Parak =1,2,..,p faca passos de 3 a 14
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Passo 3 : Paraj=1,2,..,(N+1) faca
1 db; .
K =50 (b =1b0y), i=1,2,..., (N +1)
Passo 4 : PARE
Passo 5 : Paraj=1,2,..,(N+1) faca
2 ob; 1 .
K =50 (b =00+ 4KV), i = 1,2, (N +1)
Passo 6 : PARE
Passo 7 : Paraj=1,2,..,(N+1) faca
3 ob; 2 .
K =3 (bi — b0, + 1K )> ,i=1,2,..,(N+1)
Passo 8 : PARE
Passo9 : Paraj=1,2,..,(N+1) faca
4 ob; 3 .
K =3 (bi — b0; + 1K} )>, i=12.,(N+1)
Passo 10 : PARE
Passo 11 : Paraj=1,2,..,(N+1) faca
_ h( (1) (2) (3) (4)
b = b0; + & <K]. +2K + 2KV + K| )
b0; = b;
Passo 12 : PARE
Passo 13 : u = ug+ kh

Passo 14 : SAIDA: (u, {b;})

Passo 15 : PARE
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