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RESUMO

Na presente tese, apresentamos o estudo do campo escalar em cavidades. Este é um
assunto vasto e, neste trabalho, nos restringimos a dois casos: o efeito Casimir dinamico e
a evolucao temporal de estados atomicos emaranhados. Em ambos os casos os fenomenos
sao puramente quanticos. Na primeira parte, consideramos o espaco-tempo bidimensional
de Minkowski e fazemos um estudo do efeito Casimir dinamico para o campo escalar sem
massa, sujeito a condig¢oes de fronteira de Dirichlet ou Neumann, nas seguintes situagoes:
uma unica fronteira em movimento; e cavidade com uma ou duas fronteiras em movimento.
Nosso principal resultado, nesta parte, foi a obtengao de formulas exatas para a forca de
radiacao sobre fronteiras em movimento e para a densidade de energia em cavidades,
considerando o estado inicial arbitrario do campo, com énfase nos casos de vacuo e banho
térmico.

Na segunda parte do trabalho, investigamos as propriedades de um sistema bipartite
nao-interagente, consistindo de dois atomos acoplados aos seus proprios campos. Con-
sideramos o espaco euclideano tridimensional, e todo o sistema contido em uma esfera
condutora de raio R. Este estudo foi feito usando o formalismo de estados vestidos, que é
uma alternativa a teoria de perturbacao. Nosso principal resultado, nesta parte, foi con-
seguir mostrar a diferenca do comportamento no espago livre (R — o0) e em pequenas
cavidades. Para o espaco livre, o emaranhamento da superposicao dos estados atomicos
superpostos desaparece com o tempo, enquanto para uma cavidade pequena a medida
de emaranhamento adotada nunca se anula, o que significa que os estados superpostos

permanecem emaranhados por todo o tempo.



ABSTRACT

In this thesis we present a study of the scalar field in cavities. This is a vast subject and
in this work we restrict ourselves to two cases: the dynamical Casimir effect and the time
evolution of entangled atomic states. In both cases we are dealing with purely quantum
phenomena. In the first part we consider the two-dimendional Minkowski space and we
perform a study of the dynamical Casimir effect for the massless scalar field, submited to
Dirichlet and Neumann boundary conditions in the following situations: a single moving
boundary and in cavities with moving boundaries. For these situations we obtain exact
formulas for the force on the boundary and for the energy density, considering an arbitary
initial state for the field.

In the second part of this work we investigate entanglement properties of a nonin-
teracting bipartite system, consisting of two atoms coupled to their own proper fields.
We consider the Euclidean tridimensional space, the whole system being contained in a
reflecting sphere of radius R. This study is performed using the dressed state formalism,
which is an alternative to perturbation theory. Our main result in this part is that we
get very contrasting behaviours in free space (R — oo) and in small cavities. For free
space the entanglement of a superposed biatomic state disappears as time goes on, while
for small cavities the entanglement measures adopted never vanish, which means that the

superposed state remain entangled for all times.
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Introducao geral

Neste trabalho, estudamos sistemas quanticos sujeitos a condigoes de contorno, enfocando
dois assuntos especificos: o efeito Casimir dinamico (ECD) e estados atomicos emaranha-
dos. Ambos os efeitos exibem um cardter puramente quantico. O estudo apresentado por
nos deriva dos artigos [1]-[10]. Sobre o ECD, investigamos o comportamento de um campo
escalar real ndo massivo em 1+1 dimensdes na presencga de fronteiras dinamicas [1]-[9].
Quanto aos estados atomicos emaranhados, estudamos esses estados em uma cavidade

esférica [10].

Efeito Casimir Dinamico

O problema da criacao de particulas a partir do vacuo, ocasionada por condigoes de
fronteira dependentes do tempo impostas ao campo, tem atraido crescente atencao desde
os trabalhos pioneiros de Takahashi, Umezawa [11] e Parker [12] (acerca da criacao de
particulas em modelos de universo em expansao), Schwinger [13] (sobre a criagao de
particulas via presenga de um campo eletromagnético externo), Moore [14], DeWitt [15],
Fulling e Davies [16] (acerca da criagao de particulas relacionada com distiirbios no vacuo
quantico causados pelo movimento de espelhos descarregados). O ultimo fenémeno tem
sido comumente denominado efeito Casimir dinamico. Uma das manifestacoes do ECD
¢ a forca quantica atuante sobre o espelho em movimento no vacuo, a qual pode dissipar
energia do espelho e consequentemente (por conservacao de energia) provocar a criacao de
particulas reais. O ECD é também relacionado a diversos outros problemas, tais como a
radiagao emitida por buracos negros em colapso [16, 17, 18, 19, 20], descoeréncia [21, 22],

emaranhamento [23], efeito Unruh [24], criagao de fénons em modelos analagos [25], entre
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outros. O ECD tem sido assunto de intenso estudo tedrico (para uma recente revisao ver,
por exemplo, Refs. [26, 27, 28]), mas ainda nao foi observado experimentalmente, porém
alguns esquemas tém sido propostos [29, 30, 31, 32].

Moore [14], considerando o modelo de um campo escalar sem massa num espago-tempo
bidimensional, investigou a radiacao gerada numa cavidade com uma parede em movi-
mento. Ao impor a condi¢ao de Dirichlet para o campo e também uma lei de movimento
prescrita para a fronteira, Moore obteve uma férmula exata para o valor esperado do
tensor energia-momentum, considerando o estado inicial do campo como sendo o vacuo.
A solugao do campo obtida por Moore é dada em termos de uma equacao funcional, usu-
almente chamada de equagao de Moore (que foi obtida independentemente por Vesnitskii
[33]), para a qual nao existe, até onde sabemos, uma técnica geral de solucao analitica.

Fulling e Davies [16] estudaram o problema da radia¢ao emitida por um tnico espelho,
em movimento, no contexto do modelo do campo escalar real no espago-tempo bidimen-
sional, obtendo uma férmula exata para o valor esperado do tensor energia-momentum,
considerando o vacuo como estado inicial do campo. Seus resultados revelaram que a
radiagao origina-se no espelho e se propaga para longe dele. Ford e Vilenkin [34] desen-
volveram um método perturbativo que pode ser aplicado a espelhos em movimento com
pequenos deslocamentos e velocidades nao relativisticas. Nesta aproximacao, eles obtive-
ram, para um campo escalar real e sem massa no espago-tempo bidimensional, que a forca
de reacao de radiacao é proporcional a terceira derivada temporal da lei de movimento,
resultado esse que coincide com o limite nao-relativistico da formula exata correspon-
dente, encontrada na Ref. [16]. Ford e Vilenkin também aplicaram seus métodos ao
campo escalar no espago-tempo quadridimensional, obtendo a forca proporcional a quinta
derivada temporal do deslocamento do espelho. Fulling e Davies [18] (ver também [20])
encontraram uma classe de trajetorias hiperbélicas para um espelho em movimento, num
espaco-tempo de Minkowski, no qual a radiacao emitida corresponde ao espectro térmico.

Uma solucao analitica exata para a equagao de Moore foi obtida por Law [35], para
um movimento ressonante particular da fronteira (ver também Ref. [36]). Cole e Schieve
[37] propuseram um método de resolver exatamente a equagao de Moore para uma lei
de movimento geral da fronteira, que fornece resultados numéricos. Solucoes analiticas

aproximadas dessa equacao também foram obtidas, por exemplo, por Dodonov-Klimov-
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Nikonov [38] e Dalvit-Mazzitelli [39]. Com abordagens diferentes daquelas adotadas por
Moore [14] e Fulling-Davies [16], métodos perturbativos foram desenvolvidos para resolver
o problema do campo quantico na presenga de uma tnica parede em movimento [40] e
também em cavidades oscilantes [41, 42].

Modelos de tinico espelho e cavidades com uma das paredes em movimento tém sido
estudados em muitos trabalhos (para uma revisao ver Ref. [43]). Diferentemente, o
problema de uma cavidade com duas paredes em movimento tem sido recentemente in-
vestigado e ha relativamente poucos trabalhos sobre este assunto na literatura (ver Refs.
[44, 45, 46, 47, 48, 49]). Uma cavidade com dois espelhos em movimento pode exibir
situacoes de interferéncia destrutiva e construtiva no nimero de particulas criadas, de-
pendendo da relagao entre as diferencas de fase de cada fronteira, as amplitudes e as
freqiiéncias de oscilacao [44, 46, 48]. Ji, Jung e Soh [44], considerando a expansao do
campo quantizado em bases instantaneas e uma abordagem perturbativa, investigaram
o problema da interferéncia na criacao de particulas numa cavidade unidimensional com
duas fronteiras movendo-se de acordo com leis de movimento prescritas, nao-relativisticas
e oscilatérias (de pequena amplitude). Dalvit e Mazzitelli [48] estenderam a solucao do
campo obtida por Moore [14] para o caso de uma cavidade unidimensional com duas
fronteiras em movimento, derivando um conjunto de equacoes “generalizadas de Moore”,
também obtendo o valor esperado do tensor energia-momentum para esse modelo, ge-
neralizando a correspondente férmula obtida por Fulling e Davies [16]. Na Ref. [48] o
conjunto de equacoes generalizadas de Moore foi resolvido para o caso de movimentos
oscilatérios com pequenas amplitudes, via procedimento baseado em grupo de renorma-
lizagao. Li e Li [50] aplicaram o método geométrico, proposto por Cole e Schieve [37], para
resolver exatamente as equacoes generalizadas de Moore obtidas por Dalvit e Mazzitelli
[48]. Lambrecht, Jaekel e Reynaud investigaram o problema da radiagdo emitida fora
da cavidade com dois espelhos em movimento (com amplitudes de transmissao diferentes
de zero) movendo-se no vacuo [49]. Eles deduziram, para leis de movimento arbitrarias,
uma féormula para o campo fora da cavidade, usando um método analogo ao descrito na
Ref. [37], e também usaram a solu¢do do campo para conseguir uma férmula exata para
a densidade de energia irradiada ao lado direito da cavidade, aplicando seus resultados a

uma especifica classe de movimentos harmonicos, bem como ao célculo da energia arma-
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zenada dentro da cavidade para este caso [49]. O método desenvolvido na Ref. [49] - se
aplicado para encontrar a solucao geral do campo dentro da cavidade com duas fronteiras
em movimento, coeficiente de transmissao igual a zero e trajetorias arbitrarias - natu-
ralmente deve resultar numa solugao para o campo equivalente a solucao exata recursiva
encontrada na Ref. [50]. Esta solugdo do campo, inserida na férmula renormalizada para
o tensor energia-momentum encontrada na Ref. [48], nos permite alcangar o valor exato
para a densidade de energia dentro da cavidade. Entretanto, este procedimento requer,
em geral, cdlculos recursivos e numéricos das primeiras, segundas e terceiras derivadas
de cada func¢ao encontrada no conjunto de equacgoes generalizadas de Moore propostas
na Ref. [48]. Neste contexto, Li e Li obtiveram o comportamento exato da densidade de
energia numa cavidade para lei de movimento particular senoidal, com pequena amplitude
[51].

Os primeiros trabalhos que estudaram o problema da criagao de particulas por espelhos
em movimento com estado inicial diferente do vacuo foram publicados ha cerca de trinta
anos [18], e mostraram que a presenga de particulas reais no estado inicial amplifica o
fenomeno da criagao de particulas. Considerando o banho térmico como o estado “in”, o
ECD foi investigado para o caso de um tunico espelho [1, 52, 53, 54, 55], e também para
uma cavidade oscilante [38, 54, 56]. Jackel e Reynaud [52, 53] obtiveram para o campo
escalar em 14 1 dimensoes a contribuicao térmica para a forca dissipativa proporcional a
velocidade do espelho, valida para o limite nao-relativistico. Os efeitos térmicos também
foram considerados nas Refs. [53, 54, 55, 57, 58, 59]. O estado coerente é um outro estado
inicial do campo que também foi considerado [1, 60, 61, 62, 63], bem como a superposigao
de estados coerentes para investigar a descoeréncia via ECD [21, 22]|. Estados comprimidos
também foram considerados em [1].

Grande atengao vem sendo dada ao papel das condigoes de contorno no ECD (no
efeito Casimir estatico, diferentes condicoes de contorno podem mudar o sinal da forca de
Casimir [64, 65, 66]). Recentemente, diversos trabalhos tém investigado a influéncia das
diferentes condigoes de contorno sobre a for¢a de Casimir dinamica [60, 67, 68]. Neste
contexto, Alves, Farina e Maia Neto mostraram que para o problema de um tinico espelho,
as condicoes de contorno de Dirichlet ou de Neumann levam a mesma forca atuando sobre

uma fronteira mével quando o estado inicial do campo ¢é simétrico sob translacoes tem-
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porais [60], sendo que a validade desta conclusao foi obtida via abordagem perturbativa
de Ford e Vilenkin [34], estava restrita as aproximagoes nao-relativisticas e de pequenos
deslocamentos.

Vemos, entao, que o modelo de um campo escalar real sem massa em um espago-tempo
bidimensional (provavelmente o modelo mais simples com o qual se pode investigar o ECD)
tem servido como um importante laboratério tedrico para o estudo do ECD durante qua-
tro décadas. Ele tem sido importante para o desenvolvimento de novas técnicas de calculo,
sendo que varios métodos desenvolvidos para campos escalares em 1+1 dimensoes tém
sido estendidos para outros campos e dimensoes mais altas. Por exemplo, a técnica
para obter a solu¢ao do campo em uma cavidade unidimensional através da expansao do
campo em bases instantaneas [41] tem sido aplicada para analisar o problema da criagao
de fétons em cavidades tri-dimensionais oscilantes [69]; o formalismo usado para calcular
numericamente a producao de particulas sem massa, a partir do vacuo, em uma cavidade
dindmica unidimensional [70, 71, 72] pode ser usado para investigar a criacao de fétons
com polarizagao transverso-elétrica em uma cavidade tridimensional perfeitamente con-
dutora [73]. Além disso, o modelo possui conexao direta com alguns problemas realistas
importantes. Por exemplo: recentemente uma das propostas experimentais promissoras
para medir o ECD foi matematicamente descrita por este modelo, especificamente por um
campo escalar em 1+1 dimensoes sob condicao de contorno de Robin [30, 74]. O modelo
pode ainda ser realizado fisicamente pelos modos TEM (transverso eletromagnéticos)em
um guia de ondas cilindrico coaxial [67]. Se consideramos, ainda, um modelo em 3+1 di-
mensoes com estados iniciais do campo apresentando somente particulas reais com direcao
de propagagao perpendicular ao espelho mével, é esperado que (a menos dos termos de
vécuo) esse problema seja equivalente a um problema em 1+1 dimensoes. Ha ainda si-
tuagoes em que o uso do modelo de campo escalar em 141 dimensoes, em vez de modelos
em dimensoes mais altas, parece ser obrigatério. Quando se quer, por exemplo, investigar
a conexao entre o ECD e a radiacao Hawking, é requerido que o movimento da fron-
teira pertenca a uma classe de trajetérias hiperbdlicas, em que a fronteira se move num
mesmo sentido, com sua velocidade aproximando-se cada vez mais da velocidade da luz
(simulando o colapso de uma estrela). A solu¢do do campo com a fronteira obedecendo

a esse tipo de trajetoria esta fora do alcance dos métodos perturbativos, que requerem
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movimentos nao-relativisticos e de pequena amplitude. Para tal investigacao, o modelo
bidimensional de campo escalar sem massa permite a aplicacao de um método baseado em
transformagao conforme, tal como feito por Fulling e Davies [16], que permite encontrar
a solucao exata do campo.

No presente trabalho, investigamos varios aspectos do ECD em 141 dimensoes, bus-
cando solugoes exatas para a forca dinamica de Casimir e a densidade de energia associada
ao campo, focando em problemas com uma unica parede, e cavidades com um ou duas
paredes moéveis. Também levamos em conta diversas condigoes de contorno e a presenca
de banho térmico como estado inicial do campo. Desenvolvemos um pacote de rotinas

computacionais que permite extrair valores numéricos das férmulas por nés obtidas.

Estados atomicos emaranhados

Outra vertente de nosso trabalho consiste no estudo de estados atomicos emaranhados.
Discutiremos o formalismo empregado para abordar o problema de dois &tomos acoplados,
cada um ao seu campo préprio. Estudamos o emaranhamento de uma familia de estados
biatomicos superpostos e todo o sistema esta contido em uma superficie esférica refletora
de raio R, seu comportamento é estudado nas situacoes em que tomamos os limite de
pequena e grande cavidade.

A estabilidade é uma caracteristica dos sistemas quanticos na auséncia de interacao.
Quando a interacao é introduzida nestes sistemas, a tendéncia é que eles dissipem. Um
corpo material - por exemplo, um atomo excitado, ou uma molécula excitada, ou um
nucléon - muda de estado por interagao com um meio ambiente. A natureza do mecanismo
de desestabilizacao é em geral dependente do modelo adotado para se descrever o sistema
e aproximado. Estudos sobre o assunto, em particular para o movimento Browniano, sao
encontrados nas referéncias [75, 76]. A estabilidade (ou nao) de um sistema quantico nao é
devida apenas a presenga (ou auséncia) de um meio com o qual ele interage. Por exemplo,
o comportamento de atomos confinados em pequenas cavidades é completamente diferente
no espaco livre ou em grandes cavidades. No primeiro caso, o processo de decaimento é
inibido pela presenca de fronteiras, um fato que tem sido apontado ha bastante tempo

na literatura [77, 78, 79], enquanto no segundo caso, o atomo decai apés um tempo
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suficientemente longo.

Este fenomeno de inibicao do decaimento e aspectos relacionados foi analisado em
80, 81, 82, 83, 84] usando o formalismo de “estados vestidos” introduzido em [85]. Com
este formalismo sao previstas as observacoes experimentais de que os estados excitados
de dtomos em cavidades suficientemente pequenas sao estaveis. Em [80, 82| sdo obti-
das formulas para a probabilidade de que um dtomo permaneca excitado por um tempo
infinitamente longo, desde que seja colocado em uma cavidade de tamanho apropriado.
Para uma frequéncia de emissao do vermelho visivel, o tamanho da cavidade estd em bom
acordo com as observagoes experimentais [86, 87]. O formalismo dos estados vestidos leva
em conta, no contexto do modelo em que estao definidos, o fato de que, por exemplo, uma
particula fisica carregada esta sempre acoplada ao campo de calibre; em outras palavras,
esta sempre “vestida” por uma nuvem de quanta do campo. Em geral, para um sistema
de particulas de matéria, a idéia é que as particulas estejam acopladas ao meio ambiente,
que usualmente é modelado de duas maneiras equivalentes: tanto representado por um
campo livre, como feito nas Refs. [75, 76], quanto considerando o meio ambiente como um
reservatorio composto de um grande ntimero de osciladores harmonicos nao-interagentes
(veja, por exemplo, [88, 89, 90, 91]). Em ambos os casos, exatamente o mesmo tipo de
argumento dado previamente no caso de uma particula carregada aplicada a tais sistemas.
Podemos falar da “vestimenta” de um conjunto de particulas pelo conjunto dos infinitos
modos harmonicos do meio ambiente. Deve-se notar que nossos estados vestidos nao sao
os mesmos empregados na 6ptica quantica e no ambito da fisica geral, usualmente asso-
ciados com estados estaveis [92, 93]. Nossos estados vestidos sdo dados em termos das
nossas coordenadas vestidas e podem ser vistos como uma versao rigorosa do procedi-
mento de “vestimenta”, no contexto do modelo empregado aqui (ver Egs. (5.38) e (5.39)
no capitulo 5).

Na presente tese, estudamos a evolugao temporal de uma familia de estados vestidos de
dois atomos, generalizando um trabalho anterior que trata de uma situagao mais simples,
da superposigao dos estados de apenas um atomo [84]. Nossa abordagem ao problema faz
uso do conceito supracitado de estados vestidos. Consideramos nosso sistema consistindo
de dois atomos, cada um deles interagindo independentemente com o meio fornecido

pelos modos harmonicos do campo. O sistema como um todo esta contido numa cavidade
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esférica de raio R. Podemos tomaéa-lo como um sistema bipartite, em que cada subsistema
consiste de um dos atomos vestidos. Consideramos a superposicao de dois tipos de estados:
Em um deles, todas as entidades (tanto dtomos quanto modos do campo) estao em seu
estado fundamental, e um estado em que um dos atomos é deixado no seu primeiro estado
excitado, com o outro atomo e todos os modos do campo no estado fundamental.

A andlise da matriz densidade do sistema leva a evolucao temporal da superposicao
dos estados. O calculo da entropia de Von Neumann leva ao resultado de que a matriz
densidade permanece inalterada com o passar do tempo, para uma cavidade de qualquer
tamanho. Isto ocorre apesar de comportamentos distintos para a evolucao temporal do
sistema para uma pequena cavidade ou para uma grande cavidade (espago livre R —
o0). Neste tltimo caso o sistema dissipa completamente com o tempo, enquanto para
uma pequena cavidade o sistema tem um comportamento oscilatério, que nunca decai
completamente.

A evolugao da superposicao destes estados atomicos leva a uma matriz densidade (re-
duzida) dependente do tempo. Expressoes para estes elementos sao calculados em ambos
os casos de uma cavidade infinitamente grande (isto é, espago livre) e de uma cavidade
pequena, quando os dois atomos sao considerados idénticos. Diferentes comportamentos
sao obtidos para esta evolucao temporal. No caso de grande cavidade, o sistema mostra
dissipacao, e, com o passar do tempo, ambos os dtomos chegam ao estado fundamental.
Uma cavidade pequena apresenta um comportamento oscilatorio, ou seja os atomos nunca
decaem.

O emaranhamento esta relacionado ao fato que para sistemas multipartites o principio
de superposicao leva naturalmente ao conceito de estado emaranhado; neste caso, sub-
sistemas nao-interagentes podem compartilhar estados emaranhados que descrevem cor-
relagoes quanticas. Tais emaranhamentos carregam estruturas nao locais que podem ser
analisadas por comparagao com correlagoes classicas [94, 95]. Se uma interacdo entre
os atomos vestidos, mediado por suas nuvens de campo é introduzida, esperamos que a
entropia de Von Neumann associada aos atomos vestidos possa depender do tempo e do
tamanho da cavidade. Estabelecer este formalismo de coordenadas vestidas e estados ves-
tidos para um sistema de dois atomos interagentes é uma tarefa dificil, que talvez nao seja

possivel por meios puramente analiticas. podemos pensar em introduzir estas interagoes
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como um tipo de “perturbacao”em torno dos estados atomicos vestidos individuais. Este
sera um assunto para um trabalho futuro.

Enfatizamos que aqui consideramos emaranhamento como um efeito puramente quantico,
uma caracteristica da mecanica quantica, que é também nao local, no sentido que siste-
mas distantes e nao-interagentes podem estar emaranhados. Isto é devido a existéncia de
estados superpostos, nao a intera¢ao entre os atomos (no nosso caso, vestidos). De fato,
tais propriedades de emaranhamento de sistemas nao-interagentes tém sido usadas para

conceber dispositivos de comunicagao quantica [96].
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Parte 1

Efeito Casimir Dinamico
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Capitulo 1

Uma fronteira em movimento

Neste capitulo, investigamos o problema de um campo real, sem massa, num espaco-
tempo bidimensional, onde uma tnica fronteira moével impoe a condicao de Dirichlet ou
Neumann ao campo, e o estado inicial do campo ¢é arbitrario. Em vez de usar abordagens
perturbativas, tal como encontrado na literatura [60], usamos a abordagem de DeWitt
[15] e Fulling-Davies [16] e mostramos que, também para movimentos relativisticos, as
condicoes de Dirichlet e Neumann levam a mesma forca de reagao de radiagao atuando
sobre a fronteira em movimento quando o estado inicial do campo é diagonal, ou seja,
a matriz densidade associada a estes estados sé possui elementos na diagonal principal.
Neste contexto, obtemos as formulas exatas para a densidade de energia do campo e para
a forca de reacao a radiacao sobre a fronteira, considerando os estados iniciais do campo
como sendo o vacuo ou um banho térmico. Mostramos que no limite nao-relativistico
nossas férmulas levam aos resultados conhecidos na literatura [52, 53, 60].

O presente capitulo derivou dos artigos [1, 3].

1.1 Densidade de energia e forca quantica sobre uma
fronteira em movimento

Comecamos por analisar uma solucao exata do campo para as condicoes de fronteira

dinamicas de Dirichlet e Neumann [15, 16, 17]. Vamos considerar que o campo satisfaz a
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equagao de Klein-Gordon nao massiva (daqui por diante admitiremos h = ¢ = 1):
(07 = 32) & (t,2) = 0, (1.1)
e obedece a condicao de Dirichlet

¢,(t,, m/)|frontei7‘a =0 (]‘2)

ou Neumann
8$/¢/ (t,7 x/) |frontei'r-a = 07 (]‘3)

tomadas no referencial de Lorentz que, num dado instante, movimenta-se com a mesma
velocidade da fronteira. Examinamos um conjunto particular de fun¢des-movimento para
as quais z(t < 0) = 0, como mostrado na Fig. 1.1, onde z(t) é a posigao da placa no
instante ¢. Usando a transformacao de Lorentz apropriada, as condi¢oes de Dirichlet e
Neumann podem ser escritas, respectivamente, em termos das quantidades definidas no

referencial do laboratdrio inercial como:
ot z(t)] =0,

()0, + 02) & (4,1)] .y = 0.

A solugao do campo pode ser obtida através da exploracao da invariancia conforme da
equacao de Klein-Gordon para esse modelo. Considerando a transformacao conforme de
coordenadas t —x = f(w—s) et+x = g(w+s), a equacao de onda para o campo escalar

em 1 4 1 permanece invariante, ou seja:
(92— 32) 6 (w, 5) = 0. (1.4)

As fungoes f e g podem ser configuradas para uma classe de leis de movimento z(t)
tal que a curva s = 0 coincida com a fungdes-movimento =z = z(t): [t,2(t)] — (w,0)
[16]. Entao, as condig¢oes de contorno de Dirichlet e Neumann, vistas no espago (w, s),

tornam-se respectivamente:

o(w,0) =0, (1.5)

55 (w, s) B = 0. (1.6)

21



A solucao da equacao da onda para as condigoes de Dirichlet ou Neumann no espaco
(w, s) sao bem conhecidas, de tal modo que, voltando as coordenadas (t, ), o operador

de campo é escrito como:

ot z) = /0 deo [y, + a067] (L.7)

onde

b, (£, ) = (dmw) ™2 [yemr) 4yt emion(] (18)

formam um conjunto completo de solucoes de frequéncias positivas, e u =t —x, v = t+x.
Na Eq. (1.8), introduzimos uma notag¢do que nos permite colocar numa unica férmula
as solucoes para condicoes de contorno de Dirichlet e Neumann, e também as solucgoes
para o lado direito (regides I e II da Fig. 1.1) e do lado esquerdo (regides 111 e IV da
Fig. 1.1) do espelho. Neste sentido, para v = 1 a Eq.(1.8) leva a solu¢ao para Neumann,

\ t :

AN II 7
\\ s
N /
N /
N /
N /
\ /
Ny /
N /
\ /
AN /
N\ /
AN /
AN /
A\ /
— IV I ———
X

Figura 1.1: Trajetéria do espelho (linha grossa). As linhas tracejadas sdo linhas nulas

que separam a regiao I da regiao II, e a regiao III da regiao IV.

enquanto v = ¢ leva a solugao para Dirichlet. Para as regioes I e II mostradas na Fig. 1.1:
r(v) =ve 27(u) —u= f'(u) = p(u), onde 7(u) pode ser obtido de 7(u) — z[T(u)] = u;
para as regioes 1T e IV: p(u) = u e 27(v) —v = g '(v) = r(v). A causalidade requer
que o campo nas regioes I e IV, representado por ¢,, nao seja afetado pelo movimento da

fronteira [16], de forma que p e r sdo escolhidos de modo que sejam fungdes identidade
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nessas ‘regioes estaticas”. A seguir, consideraremos as médias (...) tomadas sobre um
estado inicial arbitrario do campo (regides I e IV) supostos aqui, por simplicidade, como
sendo o mesmo para ambos os lados da fronteira. Continuamos nossa analise escrevendo

a funcao correlator C = (¢, (t,x)¢,(t',2’)). Para tanto, tomamos o produto dos campos:

o(t,x)p(t,x) = /000 /000 dw'dw [dwdw/gbw (t,x) b, (', 2') +alal,¢f (¢, x) o7, (1, 2)

+ alawel (tx) oy (', 2)) + awal o, (t,x) o5, (t,2')| .

Usando a relacao de comutacao [dw, al } =) (w— w'), temos:

UJ/

b(ta)o(la)) = 2 / N / " dldw Re [, (,2) b (' 2') + dLiwd (1, 2) by (7 2)]

+ /000 dwo,, (t,x) ¢l (t' ') . (1.9)

Tomando a média do produto dos campos, considerando arbitrario o estado inicial do

campo, obtemos
Ga)olta)) = 2 [ [ dvdoRel(ai) o (t.o) b (¢,
0 0
+ 2 / dw'dw Re [{ala.) ¢% (t, ) ¢, (', 2")]
0 0

+ / dwo,, (t,z) o5 (', 2). (1.10)

0

Substituindo (1.8) (para as regioes estdticas I e IV) em (1.10), temos:

it — it
o, (t,x)p, (' )= exp it — it Re [|7[° exp (—iwz + iw'z’) + y? exp (—iwz — iw'z")]
2mvww'’
(1.11)
exp [iwt — iw't']

21V ww’

Re [|~y|2 exp (—iwxr + iw'z") + v exp (—iwz — iw’x’)] )
(1.12)

¢:; (t7 l‘) ¢w’ (tlﬂ SL‘/> =

Em seguida, substituimos (1.11) e (1.12) em (1.10) e escrevemos o correlator C dividindo-o

da seguinte forma: C = Cpye +C (ata) + Claay, onde

C(dd) = 2/ / dw'dw Re [<dwdw’> Jrl (wa _w/; s ’7')] ) (113)
0 0
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C(a‘ra) = 2/0 /0 dw'dw Re [<dldw’> Fi (Wa(f‘)/; 7] 77)} ) (1.14)

Cvac = / dw «Fl (waw/; h/‘ 77)‘0.;’:&; (115)
0

exp [—iwt + iw't']
Fi(w,5p,\) =
i PN 2TV ww’

Re [p* exp (—iwz + iw'z") + A\ exp (—iwz — iw'z)] .

(1.16)
Destas equagoes, vemos que, na presenca de fronteiras, Cyae, Caaty € Craay nao sao simétricos
com relacao a translacoes espaciais. O termo C,q. ¢ simétrico sob translacoes temporais,
enquanto Caty € simétrico se (al,a,) oc 6(w' — w). Por outro lado, Claay, se ¢ diferente de
zero, nao ¢ simétrico sob translacao temporal. No contexto da abordagem perturbativa
[34], a for¢a de radiacdo pode ser dada em termos das fungoes de correlagdo dependentes
do operador de campo nao perturbado ¢q: [0,0.C],_,_o € [C],_,_, Para as condicoes de
contorno de Dirichlet e Neumann, respectivamente [34, 60]. Como mostrado na Ref. [60],
as partes da forca relacionadas a C,q. € C (ata) sao as mesmas para as condigoes de contorno
de Dirichlet e Neumann. Por outro lado, a parte relacionada com Cg) € diferente por um
sinal. Em outras palavras, na Ref. [60] é mostrado que a diferenca entre a forga sobre
uma fronteira, em que o campo esta sob condicao de Dirichlet ou Neumann, emerge, no
contexto de um espelho em movimento nao-relativistico com pequena amplitude, da parte
do correlator nao perturbado C que é nao-invariante sob translacao temporal, ou seja, que
as condigoes de contorno de Dirichlet ou de Neumann levam a mesma for¢a atuando
sobre uma fronteira mével quando o estado inicial do campo é diagonal [60]. Entretanto,
a validade dessa conclusdo obtida em [60] estd restrita a movimentos nao-relativisticos e
com pequenos deslocamentos.

Agora investigaremos este problema no contexto de uma abordagem exata, partindo
da solugao do campo (1.8) e calculando a férmula exata para o valor esperado do operador
densidade de energia T = (Ty(t, x)), e para forca total F (t) atuante sobre a fronteira
em movimento, definida por (desde que Tpy = Thp neste modelo): F (t) = T [t, z(£)]) —

W

T [t, 2(t)]™", onde o indice “+”indica as regides I e II, enquanto “-”indica as regides III e

IV na Fig. 1.1. Vamos separar T, escrevendo T = Tyqc + ’7’<de> + T(aay, onde:

%ac:/ _]:2 (w7w/; |7|7|7|)|W’:w7
0
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" dode Re [(af,d ) Fo (w,w'; 7], 7D)]

Tiaay = — / / dwdw' Im [{G, a4, ) F2 (w, =5 7,77)]

5 { [ (v)]? e @) L\ [ ()] e_i(“_“’)p(“)} .
T

O primeiro termo T,,. é a densidade de energia local relacionada ao estado de vacuo, e

FQ (W,W,;p, )\) -

apresenta divergéncia. Apds a regularizacao e renormalizacao via separacao de pontos

(ver Ref. [16]), Tyae pode ser redefinido como a densidade de energia local renormalizada

7 __ b [p’”(u) . §p~<u>2] _bp [r"'(v) . §r"<v>2] o am

24 p’(u) 2 p/(u)2 247 7’/(’0) 2 7’/(?])2

onde o objeto entre colchetes é conhecido como derivada Schwarziana. Vale observar
que, em nossa notagao, para o lado direito do espelho temos r(v) = v, de forma que
esta equagao devolve a férmula encontrada na Ref. [16] para Dirichlet, e, além disso,
verificamos que a mesma férmula é valida para a condicao de contorno de Neumann
(]v?| = 1, tanto para Dirichlet quanto para Neumann). Agora, vamos investigar a forca
de radiacao total F' que atua sobre o espelho em movimento. Vamos considerar F =

Fooe + F< > -+ F(aa onde:

|y[? { 52 1
Fvac_ 1+ —+_— 3 118
o (14) (1—22)"  3(1-22)7° (118)

Py =2 [ deds'Re [{ala) 7 s D),

F<&&> = —2/ / d(.Ud(.U/ Re [<dwdw/> f?} (w7w/7fy*77)] )
0 0

€
VW ( + )2 o ilw—w z i(w—w’ z
Fa(w, o' p,A) = 27r 2( e (e plt—=(0)] | )2 ileeli—2(0)]
/ 2
+ 2( ) )rit+z(t)] )\26—i(w—w’)[t+z(t)] (119>
o st

Vemos que F,. e F' (ata) dependem de |y|?, que tem o mesmo valor tanto para as condigoes

de Dirichlet quanto Neumann. Por outro lado Fizy depende de v*2 ( ou 7?), que difere
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por um sinal no caso de Dirichlet ou Neumann. Notando que o termo Ciay ((aa) # 0)
é nao simétrico sob translacao temporal, podemos generalizar o resultado encontrado na
Ref. [60], concluindo que, para uma lei de movimento geral (relativistica), as condigoes
de Dirichlet e Neumann levam a mesma forca de radiacao atuando sobre uma fronteira
em movimento, quando o estado inicial do campo é simétrico sob translacao temporal.
Como um teste de consisténcia das formulas por nés obtidas, no limite nao-relativistico
reobtemos Fyq. (t) ~ |y|*'%' /6, encontrado na Ref. [34] para Dirichlet, e na Ref. [60] para

a condicao de Neumann.

1.2 Banho térmico como estado inicial do campo

Agora examinaremos a forca de radiagao sobre o espelho em movimento quando existem
particulas reais no estado inicial do campo, enfocando o caso em que o estado inicial é
um banho térmico a temperatura 7', que (tal como o vacuo) é um exemplo de estado de
campo invariante sob translagao temporal. Para este estado precisamos levar em conta

que
<aj,,aw> = (W) (w — o) (1.20)
onde
i(w) = 1/(e¥/T = 1), (1.21)
com a constante de Boltzman igual a 1. Obtemos T4y = 0 e T(zﬁa)v renomeada como a
densidade de energia 72(;11), ¢é dada por
22
y|*7T
7’<(3;)a> — HT [ (v)* + 1 (u)?] . (1.22)

A forca Fzy = 0, enquanto F' (ata)> renomeada como a forca térmica F(T), é dada por

(R J— ZM — —¢ N n s2n+1
jalcon T{ (1_22)2} =—or» (2n+1)z""", (1.23)

n=0

onde o1 = 2|y[*7T?/3 é o coeficiente de viscosidade. Esta férmula exata é a generalizacao
daquela obtida na Ref. [52]. Para velocidades nao relativisticas relacionadas, por exemplo,

com movimentos mecanicos do espelho (2 ~ 107®) ou para simulaciao de movimento do
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espelho por mudanca da reflectividade de um semicondutor irradiado por laser (Z ~ 1073)
[97], a série pode ser truncada em n = 0, levando a férmula aproximada:

F ~ B = —2|y*rT?2/3, (1.24)

que é a mesma férmula encontrada nas Refs. [52] (para Dirichlet) e Ref. [60] (para
condigao de fronteira de Neumann). No contexto nao-relativistico, esta férmula aproxi-
mada estd em bom acordo com a férmula exata. Para espelhos com velocidades rela-
tivisticas (por exemplo, um feixe de elétrons relativisticos que podem simular um espelho
relativistico [98]), corregoes para a férmula aproximada tornam-se necessérias, como pode

ser visto na Fig. 1.2.

4

Forca térmica normalizada

Figura 1.2: Forca térmica normalizada | F")| /o7 (linha sélida) e forca térmica aproximada
|F((OT))| /or (linha tracejada), ambas validas para as condi¢oes de Dirichlet e Neumann,

graficamente mostradas como fun¢ao da velocidade do espelho 2.

1.3 Aplicacao ao movimento de Walker-Davies

Diversos movimentos para o espelho considerados na literatura, incluindo aqueles inves-

tigados na Ref. [16], supdem uma aceleracao para a fronteira que comeca ou termina
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repentinamente, o que gera uma densidade de energia infinita, ou um pulso delta de ener-
gia emitida a partir desse ponto de descontinuidade. Walker e Davies [99] apresentaram
uma lei de movimento para o espelho que acelera suavemente e segue ao longo de um
movimento assintoticamente estatico. Eles obtiveram uma solucao exata para o problema
da radiacao de um espelho em movimento. Suas fung¢oes-movimento assintoticamente
estaticas tém a vantagem de evitar certas patologias relacionadas com a radiacao emitida
pelo movimento do espelho com aceleracoes abruptas. Nesta se¢ao, investigaremos o mo-
delo proposto por Walker e Davies [99], mas considerando o estado inicial do campo como
sendo o térmico, e as condigoes de Dirichlet ou Neumann impostas ao campo. Especifi-
camente, mostramos o comportamento da forga térmica que atua sobre a fronteira.

Na Ref. [99], Walker e Davies propuseram a seguinte lei de movimento proposta para

a fronteira:

t=—zd A(e 2B 1) (1.25)

onde A e B sao constantes, com A > B, de modo que || < 1. Este é um movimento suave

e assintoticamente leva a uma velocidade uniforme (ver Fig. 1.3) em ¢t — f+00. A forma

T

Figura 1.3: O movimento suave e assintético proposto por Walker e Davies, com A=2 e B=1.

desta trajetéria é mostrada na Fig. 1.3. O sinal de + na Eq. (1.25) refere-se a metade
do lado esquerdo da curva, enquanto o sinal — a metade do lado direito. A velocidade

da fronteira se aproxima de zero no limite que ¢ — 4o0o. Este tipo de movimento nos
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permite escrever a expressao para a velocidade como [99]:

Bp (u)
Bp (u) +p (u)* + A2’

5=

(1.26)

onde a funcao p(u) é obtida de p(u) = 27 (u) —u e 7 (u) de u = 7 (u) — z[7 (u)]. Para
uma trajetéria como essa Walker e Davies calcularam a energia emitida ao longo de toda

a trajetoria, obtida integrando a densidade de energia ao longo de toda a trajetoria [99]:

00 BQ
/Z(t) (Too(t, z)) d = 847 B (1.27)

Como pode ser observado de (1.27) a energia é constante. Note que se A — B a energia
vai a infinito, o que corresponde a uma trajetoria que torna-se nula num ponto. Se B — 0
a trajetoria praticamente torna-se uma reta paralela ao eixo do tempo, uma posicao
constante, entao a energia vai a zero. Substituimos agora (1.26) nas Eqgs. (1.18) e (1.23)
e obtemos o comportamento da forga total sobre a fronteira, como mostrado na Fig.
1.4. Vemos que para velocidades maiores uma maior discrepancia entre valores exatos e

aproximados ocorre.

0.4 e ~

0.2 4 =

Figura 1.4: A forga total exata F' (linha sélida) e a forca total aproximanda F ~ Fy (linha tracejada),
paralT =1, A=2e B=1.
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1.4 Comentarios finais do capitulo 1

Resumindo, enfocando as vantagens da abordagem de Fulling-Davies para o caso do campo
escalar nao massivo em 1+ 1 dimensoes, neste capitulo mostramos qual é a forca dinamica
de Casimir exata que atua sobre uma fronteira em movimento sob a condi¢ao de Neumann,
com o vacuo como o estado inicial do campo, generalizando o resultado nao-relativistico
encontrado na Ref. [60]. Para o campo térmico, considerando ambas as condigdes de
contorno de Dirichlet e Neumann, escrevemos a féormula exata para a forca térmica, que
generaliza a férmula aproximada proposta na Ref. [52] e que é também encontrada, por
exemplo, nas Refs. [53, 54, 57, 58, 60]. Estendemos para uma lei de movimento geral
(relativistica) a conclusao encontrada na literatura [60] segundo a qual a for¢a de radiagao
¢ a mesma para as condigoes de Dirichlet e Neumann sobre uma fronteira em movimento,
quando o estado inicial do campo ¢é invariante sob translacao temporal. Como exemplo
de aplicacao, usamos nossas férmulas para caso particular de movimento proposto por
Walker e Davies [99], mostrando o comportamento da for¢a térmica, a qual é vélida tanto

para a condicao de Dirichlet quanto para a condicao de Neumann.
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Capitulo 2

Cavidade com fronteira movel: uma

parede em movimento

No presente capitulo, apresentamos, com base na Ref. [5], a solu¢ao exata para a densidade
de energia dentro de uma cavidade nao estatica unidimensional, bem como para as forcas
atuando sobre as fronteiras, quando particulas reais estao presentes no estado inicial do
campo. Nos estendemos, para um estado inicial arbitrario do campo, o método exato
para calcular a densidade de energia proposto por Cole-Schieve [37, 100] no contexto da
condi¢ao de Dirichlet e do vacuo como estado inicial do campo. Considerando o estado
inicial arbitrario e também uma lei de movimento arbitraria, mostramos que a densidade
de energia num dado ponto do espaco-tempo pode ser obtida através do trancado de
uma sequéncia de linhas nulas que conectam o valor da densidade de energia em um
determinado ponto do espago-tempo a um ponto numa regiao que chamaremos “zona
estatica”, onde os modos iniciais do campo nao sao afetados pelos distirbios causados
pelo movimento da fronteira. Investigamos, especialmente, estados diagonais (para os
quais a densidade de energia estatica é invariante sob transla¢ao temporal), examinado em
particular os estados térmico e de vacuo, levando em consideracao as condi¢oes de Dirichlet
e Neumann. Fechamos o capitulo aplicando o método apresentado na investigacao do
comportamento da densidade de energia e da energia das particulas criadas dentro de
uma cavidade que realiza movimento oscilante sob condicoes mistas. Comparamos nosso

resultado com solugoes analiticas aproximadas, propostas por Dodonov [38] e Dalvit-
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Mazzitelli [39].

O presente capitulo derivou dos artigos [2, 5, 4].

2.1 Densidade de energia: féormulas exatas

Consideremos o campo satisfazendo a equagao de Klein-Gordon nao massiva, Eq. (1.1),
mas agora o campo obedecendo a condigoes de contorno impostas na fronteira estatica
localizada em x = 0, e na posigao x = L(t) com L(t) sendo uma lei prescrita para o
movimento da fronteira, com L(t < 0) = Ly, onde Ly é o comprimento da cavidade na
situacao estatica. Consideremos quatro tipos de condigoes de contorno. A condigao de

Dirichlet-Neumann (DN) impoe a condigao de Dirichlet na fronteira estética

't ") = ¢ (t,x)],_, =0, (2.1)

enquanto a derivada espacial do campo, tomada instantaneamente em co-movimento com
o referencial da fronteira, é nula na posigao da fronteira em movimento (condi¢ao de

Neumann):

ax’¢,(tla x/>|boundary =0. (22)

Usando a transformacao de Lorentz apropriada, esta condicao pode ser escrita em termos

das quantidades definidas no referencial inercial do laboratorio como segue:

= 0. (2.3)

x=L(t)

00 (t.a') = | (L2 +0,) 6 (t,0)]

A condigao de Neumann-Neumann (NN) imposta nas duas fronteiras é escrita como:

0:0(t0)ey =0 (L0 +0:) ot a)]| =0, (2.4)
enquanto a condigdo de Neumann-Dirichlet (ND) impde:
00 (t,x)|,_o=0;  &(t,L(t)) = 0. (2.5)
A condigao de Dirichlet-Dirichlet (DD) impde:
O(L0)=0;  6(tL(H) =0, (2.6)
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Considerando o procedimento adotado nas Ref. [14, 16], o campo na cavidade pode ser
obtido explorando a invariancia conforme da equacao de Klein-Gordon, logo o operador
de campo, solugao da equacao da onda, é dado por:

o0

o(t.x) = MNA+ B ()] + Y [and, (t,x) + Hel, (2.7)
n=1-24
onde ¢ = [R(v) + R(u)] /2 [67], e os modos do campo ¢, (t,z) dados por:
I N ) “ o8)
O (L, ) T [y en” (0) + 7" oy (u)] (2.8)

com gogﬁ)(z) = e UnHATR() 4y =t —x, v =t 4z, e R satisfazendo a equacao funcional de

Moore:
R[t + L(t)] — R[t — L(t)] = 2. (2.9)

Os operadores A e B satisfazem a regra de comutacgao [fl, E} =1, [121, dn} = [f)’, dn} =0
[67]. Nas Eqgs. (2.7) e (2.8) foi introduzida a notagao capaz de por em uma unica férmula as
solugoes para as quatro condigoes de fronteira consideradas. Neste sentido, paraA =~ =1
e B =0,as Egs. (2.7) e (2.8) dao a solucdo NN. As outras trés possiveis situagoes sao
recuperadas se considerarmos A = 0, 5 =0 e v =i para o caso DD; § =1/2 e v =i para
o caso DN; g =1/2 ey =1 para o caso ND.

Daqui por diante, considerando a representacao de Heisenberg, estaremos interessados
nas médias (...) tomadas sobre qualquer estado inicial do campo aniquilado por B. Neste
contexto, escreveremos as féormulas exatas para o valor esperado do operador densidade

de energia T = (Tyo(t, x)). Podemos separar T da seguinte forma:

T = 7;7ac + 7;IOH-V&C7 (2'10)
onde )
7T|r>/| /2 72
Twe= 1= Y. (n+5) [R*(0) + R*(w) (2.11)
n=1-243
€
Tnon—vac - 7—<ma> + 7?&&)7 (2'12>
com
7‘<@T@> = g1(v) + g1(u), (2.13)
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Tiaay = 92(v) + g2(u), (2.14)

a(z) = M Z VT B) 0+ BRI [ ()] (i) }(2.15)

n,n/=1-28

5 = LY BT R (B () (3,0) J2.10)

n,n'=1-24

O termo Tvac € a densidade de energia local relacionada ao estado de véacuo, que é
divergente. Seguindo a referéncia [16], adotamos o método de regularizagao de “separagao
de pontos” (point-splitting) e obtemos Tvac (agora redefinida) como a densidade de energia

local renormalizada:

Tvac = —f(v) — f(u), (2.17)

2 1 1 2
e R e L S

Na equagao acima a derivada é tomada com relagao ao argumento da fungao R. A parte

onde

“nao-vacuo” da densidade de energia pode ser escrita com uma notagao analoga a (2.17):

Tron-vac = —9(v) — g(u), (2.19)

onde g = —(g1 + ¢2). Note que Tyac € 7‘<&T&> dependem de |vy|?, que tem o mesmo valor
para as condigoes de contorno consideradas. Por outro lado, Ta) depende de 72, que

pode ser 1 ou -1, dependendo da situagao. Para uma melhor analise, é util escrevermos:
T = —h(v) — h(u), (2.20)

onde

h=f+g (2.21)

A Eq. (2.20) generaliza a correspondente férmula para o caso de véicuo e condigao de

Dirichlet obtida por Fulling e Davies [16].
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2.2 Situacao estatica

Vamos primeiramente examinar as férmulas da secao anterior para a situacao estatica
t < 0, quando a equacao de Moore é reduzida a R(t + Lg) — R(t — Ly) = 2 . Para este

caso, a funcdo R é dada por [14]:

R(z) = z/Ly. (2.22)
As funcoes f, g, g1 e go, agora renomeadas como f®), ¢(*), g%s) e gés), sao dadas por:
o= DML s5— 7). (2.23)
242 '
g9 = (gis) +957), (2.:24)
9(z) = 2L2 Z V(n+B) (' + B)R { itn=n)mz/Lo (gt an>}, (2.25)
nn'=1-243

2
3 (z) = —LZQ Z Vn+B)(n' + 3R {‘Z"*”“@“/LO <anan/)}. (2.26)

0 n,n'=1-243
Note que f*) é uma constante e Tyac (neste caso a densidade de energia de Casimir e

renomeada como Teas) 6 tal que (ver Refs. [67, 65]):

DD _ NN _
TC&S T

DN ND m
cas 24.[/2 ) Tcas TC&S 48[12 ) (227)

onde os indices DD, NN, DN e ND significam os tipos de condi¢oes de contorno conside-
radas nos cédlculos. Note que, para a fronteira mista (neste caso ND ou DN), a energia
de Casimir é positiva, originando uma forga de Casimir repulsiva (ver Ref. [107]). Por
outro lado, ¢ é, em geral, dependente do espaco-tempo, o que implica T(afa> e Tiaa)
na situacao estatica, renomeadas respectivamente, como T(S) e Téfd)), sao funcoes das

variaveis do espaco-tempo. Apesar do fato de 7'<( &> e T dependerem do tempo, do
principio de conservagao da energia, a energia total é constante no tempo para a situacao

estética. De fato, para um estado arbitrario inicial, a integracao das Eqgs. (2.25) e (2.26)

dao:
Lo o) .
T de = W No, 2.28
/0 <aTa> n:;ZB ( )
b s
/0 Toh de = 0, (2.29)
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onde w, = m(n + B)/Ly, e N, = (ala,) ¢ o nimero médio inicial das particulas no n-
ésimo modo. Entao, para a cavidade estatica, a fungao 7253 pode dar a contribuicao para
o comportamento espaco-temporal da densidade de energia T (agora renomeada como
7)), mas ndo para a energia total armazenada na cavidade. A energia estatica total
g6 = fOLO T dz pode ser escrita como E) = Eeag+ > W, onde Ecas = fOLO Teas dx.
Note que, para uma cavidade estatica e para qualquer estado inicial do campo considerado,
temos: g(s)ND _ g(s)DN e (c:(s)DD _ g(s)NN_

Para o estado inicial do campo tal que a matriz seja diagonal na base de Fock, ou seja,

(anGy) =0 e <€L};dn/> = N,0pp [61], temos
(s) _ (s) _ (s) _ (s)
95 (2) =0, ;g7 (2)] = 0, 9.[A*(2)] = 0, ¢ <0, (2.30)

levando a uma densidade de energia - invariante sob translagao temporal - na zona estatica.

Neste caso temos:

7DD _ () NN () DN _ (s) ND (2.31)

Isto estende a igualdade TP = TAN e 7DD = 7NN mostrada na Eq. (2.27), do vécuo
para qualquer outro estado diagonal do campo.

Para um estado inicial do campo cuja matriz densidade tenha elementos nao-nulos
fora da diagonal principal, a funcido ¢® pode depender do espaco-tempo, o que leva a
densidade de energia ser nao invariante sob translacao temporal. Para duas cavidades
com condigoes de fronteira diferentes, mas de mesmo comprimento Lq e valor de <dldn'>
temos:

72(;3@];]) - 72(;3@1;1\]’ T(ST)a]))N - T(t?:;m (2.32)

Por outro lado, para os mesmos valores de (G,a,/), conseguimos:

ND

T((S) DD _ _TES)>NN, T<(s) DN _ _ 70 (2.33)

aa) (aa aa) (aa)

A A

Entretanto, diferentes e apropriadas escolhas para (a,a,), por exemplo (G, ), € (Gnan),
podem produzir:

aa); T T(ad),
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Figura 2.1: Diagrama espago-tempo das fronteiras (linhas sélidas). Linhas tracejadas sao

linhas nulas que separam as regioes I de II, e II de III.

2.3 Situacao nao estatica

Agora, examinaremos a cavidade na situa¢ao nao-estética (¢ > 0). Os modos do campo
na Eq. (2.7) sao formados pelas partes que se propagam para a direita e para a esquerda.
Como requer a causalidade, o campo na regiao I (v < Lg) (ver Fig. 2.1) nao é afetado
pelo movimento da fronteira, tanto que, neste sentido, esta regiao é considerada como
uma zona estdtica. Na regiao Il (v > Lg e u < Ly), as partes propagantes para a direita
dos modos do campo permanecem inalteradas pelo movimento da fronteira, tanto que esta
regiao II também é considerada como zona estatica para estes modos. Por outro lado,
as partes que se propagam para a esquerda na regiao Il sao, necessariamente, afetadas
pelo movimento da fronteira. Na regiao III (u > L), ambos, tanto os modos que se
propagam para a esquerda quanto os que se propagam para a direta sao afetados pelo
movimento da fronteira. Em resumo, as fungoes que correspondem as partes propagantes
para a esquerda e para a direita sao consideradas na zona estatica se seus argumentos z
(z simbolizando v ou u) sdo tais que z < L. Observamos que as Eqgs. (2.22), (2.23),
(2.25) e (2.26) sao vélidas nao apenas na situagao estatica (¢ < 0), mas também na zona
estética (t £z < Ly).

Para um certo ponto no espaco-tempo (%, Z), o operador de campo g%(f, ) é conhecido se
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a respectiva parte propagante para a esquerda e para a direita, tomadas, respectivamente,
sobre as linhas nulas v = 21 e u = 2 (onde z; = t+Tezg=1-— T), s@o conhecidas;
ou, em outras palavras, ¢(f, #) é conhecido se R(v)|y—s, € R(t)]4=, sdo conhecidas. Cole
e Schieve [37] propuseram um método recursivo para obter a funcdo R para uma lei
geral de movimento da fronteira, baseado no tracado de uma sequéncia de linhas nulas,
até uma certa linha nula chegar na zona estatica onde a fungao R é conhecida. Para
uma breve discussdo deste método, vamos supor que (£, %) pertenca a regiao III, e que a
linha nula v = z; intercepte a trajetéria de movimento do espelho (fronteira) no ponto
[t1, L(t1)] (veja Ref. [37]). Temos, entao, R(v)|,—., = R[t1 + L(t1)]. Usando a equagao
de Moore (2.9), conseguimos R(v)|y=z, = R(u)|u=t,—L(t,) + 2, tanto que, como apontado
por Cole e Schieve, “o valor de R aumenta de 2 toda vez que houver uma reflexao na
fronteira em movimento” [37]. Se t; — L(t1) < Ly, entao a linha nula u = ¢t; — L(t;) estd
na zona estdtica, e entdo podemos escrever R(u)|y=y,—r@,) = [t1 — L(t1)]/Lo, e também
R(v)|y=s, = [t1 — L(t1)]/Lo + 2. Por outro lado, se t; — L(t;) > Lo, podemos desenhar
outra linha nula v = ¢; — L(t;) que intercepta a linha de mundo da fronteira estética
no ponto [t; — L(t1),0]. Entao, temos R(u)|y=,—r@) = R(V)|v=ti—L(t1), € escrevemos
R(v)|y=2, = R(v)|v=t,—L(,) + 2. Considerando que a linha nula v = t; — L(t;) intercepte a
linha de mundo no ponto [te, L(t2)], temos to+ L(t2) = t; — L(t1), escrevendo: R(v)|y—., =
R(V)|y=to+L(t2) + 2. Do mesmo modo, considerando a equagao de Moore, escrevemos
R(V)|y=z, = R(W)|u=ts—L(t2) + 4, € assim por diante, até a linha nula ser considerada na

zona estética, onde a fungao R é conhecida. Em resumo, escrevemos [37]:
R(2)=2n+[2—2) _ L(t:)]/Lo, (2.35)
i=1

onde n é o numero de reflexdes na fronteira em movimento, necessario para conectar a
linha nula v = Z (ou v = 2) a uma linha nula na zona estatica.

O comportamento da densidade de energia numa cavidade, para o estado inicial de
vacuo, é descrito pela funcao f, que obedece a seguinte equacao proposta por Cole e
Schieve [100]:

Flt+ L) = Flt—LE]A([) +B(t), (2.36)
onde 5
1—L'(t)
Alt) = | ————=1 , 2.37
- [z i
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B 1 L (t) B i L2 (t) L (t)
LRrl+ L @OP 1 -L@)] A+ L@ -LoP

que nos permite obter f(z), e portanto Tvac, recursivamente em termos dos valores

B(t) = (2.38)

f = f® na regido estdtica (ver Refs. [37, 100]). Para um estado inicial arbitrario, o
comportamento da densidade de energia na cavidade é descrito pela funcao f (relacio-
nada a parte de vdcuo) e uma nova funcao g (relacionada a parte do nao-vicuo) proposta
no presente trabalho. Para esta tltima, das Eqs. (2.9), (2.15) e (2.16) obtemos a seguinte
equacao:

glt+ (1) =glt— L{E)AQW), (2.39)

que nos permite chegar a g(z), e portanto Tnon-vac, recursivamente em termos do seu valor
g(z) = g*(z) na zona estética. Agora, para uma analise completa envolvendo as partes
do vacuo e nao-vacuo, vamos escrever a equagao para a fungao h, Eq. (2.20), somando

(2.36) e (2.39) como segue:
hit+ L(t)] = h[t— L(t)]A(t)+ B(t). (2.40)

A Eq. (2.40) generaliza a férmula (2.36), que é encontrada na Ref. [100]. O procedimento
para encontrar h(z), resolvendo recursivamente a Eq.(2.40), inicia-se por configurar z =
t1+L (t1) e tracando a linhanula v = ¢;+L (t1). De (2.40), ap6s a primeira reflexao tragada
sobre a fronteira em movimento, obtemos a relagao h(z) = h[t; — L (t1)] A(t1) + B(t1).
Agora, como explicado anteriormente, configuramos t; — L (t1) = t3 + L (t3), e, apos a

segunda reflexao sobre a fronteira, obtemos:

Este processo segue adiante até uma linha nula entrar na zona estética, onde h = h(®) =

) 4+ ¢ é conhecido. Por fim, obtemos:

h(z) = h9(2)A(2) + B(z), (2.41)

onde:

hO(2) = [+ gV [2(2)], (2.42)

,M@:IIAm@ﬂ, (2.43)



n(z) j—1

B(z) = ZB [t ()] [T Alti(2)] (2.44)

i=1

n(z)
2z2) =ty — L(tn) =2 =2 L(ty), (2.45)

O numero n(z) de reflexdes e a sequéncia de instantes t1, ..., t,, dependem de z. O conjunto

de instantes mencionados em (2.43) e (2.44) sao calculados via [37]:

Deste processo, observamos que o valor de f nao muda por reflexao na fronteira estatica,
mas muda por reflexao na fronteira em movimento.

Notamos também, de (2.40), que a fungao h, apés uma reflexdo, muda da mesma
maneira para todas as condigoes de fronteiras consideradas neste trabalho (para a mesma
lei de movimento). Observamos na Eq. (2.41) que as fungoes AeB dependem apenas da
lei de movimento do espelho, enquanto toda a dependéncia das condig¢oes de fronteira e do
estado inicial do campo sdo armazenadas na funcio estatica h(®)(z). Também observamos,
para uma lei genérica do movimento, que A e B sao funcoes diferentes, com as seguintes
propriedades:

A(2) >0V 2, A(z < Ly) =1, B(z < Ly) =0, (2.48)

que sao diretamente obtidas das Eqs. (2.37) e (2.38).
A densidade de energia 7 pode ser dada como na Eq. (2.10), mas agora com a parte

Tvac € Tnon-vac reescrita como:

Tvac = _f(s) A(U) + jl(”) - B(u) — B(v), (2.49)

Toon-vac = —¢" [Z(w)]A(u) — g™ [Z(v)] A(v). (2.50)

A forca instantanea F atuante sobre a fronteira em movimento, no modelo bidimensi-

onal, é dada por: F = T[t, L(t)]. Também definimos Fooe = Tpaclt, L(t)] € Fron—vac =
%on—vac [tv L<t)]

Das Eqgs. (2.20), (2.49) e (2.50) vemos que duas cavidades diferentes, tendo apenas

em comum o comprimento inicial Ly, a densidade de energia total 7*) na zona estética

40



e a mesma lei de movimento, sempre vao exibir a mesma evolucao temporal para suas

densidades de energias T .

2.4 Estados iniciais do campo: vacuo e térmico

Agora analisemos o comportamento de Fyac € Fnon-vac Para o estado inicial do campo no
qual a matriz densidade seja diagonal na base de Fock. Quando o vacuo é o estado inicial

do campo a forca Fyae que atua sobre a fronteira é dada por:

Fvac = f\(,;g + ]:\(/;():(U)a (2'51>
FGd) = = {Ajt — L) + Ait + L)} - Ble - L)) - Bt + LOL,  (2.52)
BN SR - 010 .

LT L - L AL LOF - D)
onde F‘(,;C) e .F\(,;_();(u) sao, respectivamente, a forca que atua sobre o lado esquerdo e direito

)

da fronteira. Note que .F\(,;C)(u corresponde ao campo de vacuo nao limitado a direita da

fronteira [1, 16]. Na regiao II (ver Fig. 2.1), temos:

At — L) = 1, Aft+L(t)] = A1), (2.54)
Bit — L(t)] = 0, B[t+ L(t)] = B(t).

A forca .F\(,;C) nesta regiao, agora denotada como F\(,;g(ﬂ), é dada por:

1+ L'(t)?

()AD y — 5 £(s)
A0 = -1 x |

] + Fal™ (),
onde ]_-‘(/;3(11) é ideéntica a forca de vacuo do lado esquerdo da fronteira em movimento
para o caso de uma unica fronteira [1, 16]. Considerando o limite Ly — oo recuperamos

a férmula:

. -1 -
lim ]:\(/a(z( )(t) = ]:\(/ac)(m (t),

L0—>oo

e no caso estatico recuperamos a forca de Casimir Feas:

—IT s
«F\(fa()t( )(t)‘L(t):Lo = _2f( ) = Feas.

41



Na regiao III (ver Fig. 2.1), em geral é dificil obter resultados analiticos para a forga
exata (2.51). No entanto, resultados numéricos podem ser obtidos, como examinaremos
a seguir. Antes, vamos generalizar os resultados anteriores para o estado diagonal de

nao-vacuo. Neste caso, das Eqgs. (2.30) e (2.50), obtem-se:
Thon-vac = —g(s) A(U) + ./Zl(v)] , (2.55)

onde ¢ é um fator constante. Das Eqs. (2.49) e (2.55) podemos ver que toda a de-

pendéncia do espaco-tempo de T vem de A e B. Para este caso temos:
TP — 7NN 7PN - 7D, (2.56)

A Eq. (2.56) é vélida para qualquer lei de movimento, generalizando a Eq. (2.31); esta
equacao também é vélida para qualquer estado diagonal, o que estende a conclusao obtida
na Ref. [2], onde as férmulas que correspondem a Eq. (2.56) foram obtidas considerando
apenas o vacuo como estado inicial do campo.

A energia total armazenada na cavidade como funcao do tempo pode ser escrita como

E(t) = OL(t) T (t,x) dx. Para o estado inicial diagonal, temos:
E(t) = =AWy (1) — Wh(t), (2.57)

onde Wi (t fo [ )+ A()| dz e Wyt fo [ )+ B(v )} dz. Enfatizando que
Wi e Wy dependem apenas da lei de movimento da fronteira, enquanto toda a dependéncia
do estado inicial do campo ou do tipo de condicao de contorno estd armazenada no
coeficiente h(*).

Para o estado térmico levamos em conta que (ald,) = dpuni(n,B) e (Gnay) =
(atal,) = 0, onde 7@ (n, ) = 1/(e®t/™/(LoT) _ 1), com a constante de Boltzmann (kp)
igual a 1. Para este estado inicial, a densidade de energia T pon-vac, agora denotada como

Tr, é dada por:
Te = G(T,B, Lo) [ft(u) + A(v)] , (2.58)

onde
(o)

2
| n+p3
G(T. 5 Lo) = 51z (n+B)m
0 n=1-23 | €Xp {LQ—T} —1
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Figura 2.2: A curva sélida corresponde a G(1,1/2, Ly), a pontilhada a G(1, 0, Ly) enquanto
a linha tracejada é o(1)/8.
Desde que G(T,1/2, Ly) > G(T',0, Ly) (ver Fig. 2.2), e A(z) > 0V z, para T > 0 temos:
Tr misto > Tr nao-misto - ]_—(—) misto > ]_-(—) nao-misto
T T -
onde o “misto” significa os casos ND ou DN, enquanto “nao-misto” significa os casos NN

ou DD.

A forga total Fr atuando sobre o lado direito da fronteira em movimento é dado por:

Fr = Fy ) +F7DW, (2.60)

F0) = 9T B, Lo) { At — L(8)] + Alt + L(1)]} (2.61)
(. o(T) f 1+ (1)

Fro(t) = ——; {[1 - L,(t)]Q}, (2.62)

onde .7:;_) e f}*’(“) sao respectivamente as forcas atuantes sobre os lados esquerdo e
direito da fronteira em movimento, e o(T) = 2|y]*7T?/3 ¢é o coeficiente de viscosidade
para os casos de unico espelho. Note que ]-"T(FJF)(H) (t) - corresponde ao campo nao limitado
a direita da fronteira em movimento - obtido via Ref. [1]. Entao a férmula exata obtida

aqui para Fr é uma generalizacao daquela obtida na Ref. [1].
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Na regiao II (ver Fig. 2.1), considerando (2.54), a for¢a Fr nesta regiao, agora deno-
tada como ]-"}H) ¢ dada por:

an 1+ L'(t)? B o(T) [ 1+ L'(t)?
713 Sakarak S BT

Para obter os resultados de um espelho, basta fazer w,, = (n + f)7/Lg e Aw,, = 7/Lg
na Eq. (2.59), tomando o limite Ly — oo, mudando w = &7 e considerando o valor de

Gamma (I') e a fungdo zeta de Riemann ((j), obtemos:

. T E Wy,
L})linoo[g(T’ﬁ’Lo)] a gL(l)anoo Sy Aw m
= m h dw—2
o ew/T _ 1
N Iv\ T2 /
N 565 -1
N I’V\ T2 _ T
= Wr(2>CR(2) =17
= o(T)/8. (2.64)
Entao conseguimos:
, .o 14+ L(t)?

Jim (7] = —o(r) {1 e TITE L,((t;P}

= —o(T)) _(2n+1)[L/)]"*, (2.65)

que é a férmula obtida na Ref. [1]. Se as velocidades forem consideradas nao-relativisticas

expandimos em séries de L'(t) até a primeira ordem a equagao (2.63), obtendo:
FiY % 20(T, B, Lo) — o(T) /4~ [AG(T, B, Lo) + o(T) /2 L'(2), (2.66)

que é uma generalizacao da férmula aproximada obtida por Jaekel e Reynaud [52, 53].
Para a completa linha de mundo da fronteira, incluimos a regiao III (ver Fig. 2.1),
de modo geral ¢é dificil obtermos resultados analiticos para a forca de radiacao quantica
F = Fyac + Fr, para uma trajetéria arbitraria. Por outro lado, nossos resultados sao
capazes obter resultados numéricos para a forca quantica atuante sobre a fronteira em

movimento, numa cavidade com lei de movimento arbitraria, incluindo os movimentos nao
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Figura 2.3: A forca de radiacdo quantica F(~) atuando sobre a fronteira em movimento
num banho térmico de acordo com a trajetéria dada pela Eq. (2.67), com x = 0.1,
trp =10, Lo =1 eT =1, para o caso de uma cavidade com condicoes de contorno mistas.

A descontinuidade na derivada ocorre em t; ~ 2.15, ty ~ 4.70 e t3 =~ 7.80.

oscilatérios e de grande amplitude, que estao fora do alcance das abordagens perturbativas
encontradas na literatura. Neste contexto, aplicando nossas formulas para uma lei de
movimento em particular, cuja trajetéria nao ¢é trivial, baseada numa proposta de Haro

na Ref. [101]:

Ly if t<0

L(t) = ¢ Lo+ kln cosh(t) if tel0,tp] (2.67)

Lo+ ri(t —tp) + klncosh(tp) if t > tp,
\

onde k1 = ktanh(t;). Considerando k = 0.1, tp = 10 e Ly = 1 temos uma cavidade
expandindo com velocidade relativistica. Na Fig. 2.3, usando (2.43), (2.44), (2.52) ¢
(2.61), obtemos graficamente para as condi¢oes mistas e banho térmico como estado inicial
do campo a evolucao temporal da forca quantica F(-) = J—“é;@ + ]:;_) atuante sobre a
fronteira em movimento (linha sélida) para cada posigdo L. Na Figura 2.3 vemos as
descontinuidades na funcao de derivada. Estas descontinuidades sempre ocorrem quando

a frente de onda na densidade de energia encontra o lado direito da fronteira. Quando
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t = 0 a fronteira inicia seu movimento, interagindo com véacuo e o campo de banho
térmico, gerando uma onda que serd refletida de volta pela fronteira da esquerda (estética)
e se propagara para a direita até se encontrar com a fronteira da direita no instante
t = t; ~ 2.15. Este valor pode ser obtido resolvendo a equacao t; — Ly = L(t1). Deste
instante em diante, a fronteira da direita estara na regiao III (ver Fig. 2.1), interagindo
também com esta onda refletida. A frente de onda na densidade de energia, apds as
reflexdes, também ird encontrar a fronteira da direita nos instantes t = ¢;, onde i = 2,3, ...,

que podem ser obtidos resolvendo as equagoes t; —t;—1 — L(t;—1) = L(t;).

2.5 Aplicacao: calculo da densidade de energia numa
cavidade oscilante com condicoes mistas

Na presente secao investigamos o comportamento da densidade de energia para um campo
escalar real sem massa num espaco tempo bidimensional, dentro de uma cavidade oscilante
com condicoes de fronteiras mistas. A evolucao temporal da densidade de energia é
investigada tomando como base dois métodos para resolver a equacao de Moore: o método
numérico proposto por Cole e Schieve [37, 100], e o método analitico aproximado obtido
por Dodonov [38] e Dalvit- Mazzitelli [39]. Vamos, primeiramente, considerar que o
campo satisfaz a equacao de Klein-Gordon (1.1), e a condigao de contorno de Dirichlet-
Neumann (2.1) e (2.3) (ja tomadas no referencial inercial do laboratério). Considerando
o procedimento adotado nas Refs. [14, 16] e discutido na segdo anterior, o campo na
cavidade pode ser obtido explorando-se a invariancia conforme da equacao de Klein-
Gordon. A solugao para o campo da equagao de onda nas coordenadas (t, z), para o caso
DN é obtida fazendo-se A =0, 8 = 1/2 e 7 = i nas equagoes (2.7) e (2.8)), o que resulta:

+oo

gAb(t, [E) - Z [dngbn (tv J]) + dlgb;kz (tv CL’)} )

n=0

onde

(e—iwnR(t—x) . e—iwnR(t+x))

O (L, 7) =

1
Vaw, ’
formam um conjunto completo de solucoes de frequéncia positivas, com w,, = (n + %) T, e

R satisfazendo a equacao de Moore (2.9). O valor esperado do operador tensor momentum-
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energia, ja renormalizado, pode ser escrito, para este caso, como

Toae = —fon(t +2) — fon(t — ), (2.68)

1 R" 3 /R" 2 2 P
fDN_E{W_E (%) =57} (2:69)

onde fizemos f = 1/2 e~y =i em (2.18). Em [102], o modelo considerado foi uma cavidade

onde

ND (Neumann em x = 0 e Dirichlet em x = L(t)). Para este modelo foi obtida a solugao

do campo com ¢™ dado por (fazendo f=1/2 e~y =i em (2.8)):

1

Apesar desta mudanca, a densidade de energia local relacionada a este campo coincide

(emionBU=2) 4 pmiwnRlHa)) (2.70)

com aquela obtida para ao caso DN. A funcao fpy obtida para o caso misto é, no entanto,

diferente da funcao fpp para o caso DD:

Ion(2) = fop(2) — — [R/(Z)]Q . (2.71)

Vamos, primeiramente, examinar a implicacao desta distincao, considerando a situacgao
estética (t < 0). Para este caso, a solu¢ao da equagao de Moore ¢ dada por R (z) = z/Lo.
Entao, se considerarmos fpp no tensor energia momentum normalizado, recuperamos
a densidade de energia estatica de Casimir negativa. Enquanto, se consideramos fpy,
recuperamos a densidade estatica de Casimir positiva, que ocorre para as condi¢oes mistas
(65, 104]: 7/48L%. Entretanto, a distin¢ao entre fpy e fpp nao causa apenas diferenca
nas densidades de energia estaticas de Casimir, mas também afetam significantemente o
efeito Casimir dinamico para ambos os casos. Para investigar esta questao, consideramos
o movimento da fronteira descrito pela seguinte lei de movimento, parat > 0e ¢ < 1 um
parametro sem dimensao:

L(t) = Lo [1 e sin (qL—”t)} | (2.72)

0

onde L(t) = Ly para t < 0 e Ly é o comprimento da cavidade na situagao estatica, e ¢
¢ um numero real. Para esta lei de movimento, faremos a comparacao do efeito Casimir

dinamico dos casos DN e DD. Notamos que fpy e fpp envolvem R’ e R"”, e - da equacao
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de Moore - estas derivadas estao relacionadas com as primeiras e terceiras derivadas da
funcao L, que sao descontinuas em ¢ = 0. Isto gera uma funcao ¢ na densidade de energia,
que se propaga na cavidade [16, 35, 37|. Para movimentos ressonantes, esta funcao ¢ sera
refletida sobre as fronteiras, sem mudanga da forma [37]. Ao longo desta se¢ao iremos
ignorar a contribuicao da funcgao ¢, pois estamos interessados na evolucao da densidade
de energia para t > 0. Usando rotinas computacionais (ver a apresentacao do pacote
Dynamical Casimir feita no Cap. 4) baseadas no método numérico proposto por Cole
e Schieve [37, 100], podemos calcular a evolugao da densidade de energia na cavidade,
comparando a densidade de energia para o caso DN com a densidade de energia do caso
DD. A seguir, consideramos a notacao Tpy para a densidade de energia no caso DN e
Tpp para a densidade de energia no caso DD. Dos cédlculos, encontramos que, para ¢ = 1,
o valor maximo para Tpy cresce na cavidade fazendo com que o pico da densidade de
energia estreite-se com o tempo, e também que Ty cresce mais rapidamente do que Tpp,
por exemplo: Tphn(0, Lo/2) = 0.7, Tpn(20.5L¢, Lo/2) = 2.4, Tpn(80.5L0, Ly/2) = 150.6,
enquanto Tpp(0, Lo/2) = —1.326, Tpp(0, Lo/2) = —1.325, Tpp(80.5L¢, Ly/2) = —1.223.
Quando os pacotes de onda sao refletidos na fronteira, os valores maximos de Ty sao
amplificados, visto que ha uma superposicao. Por exemplo, o valor maximo de Tpy
para o instante 80.5Ly (antes da reflexdo na fronteira dinamica) ¢ 150.631, enquanto
para o instante 81.5Lg (apds a reflexdao) é 170.985. De fato, os pacotes para o caso DN
neste modelo ganham energia quando sao refletidos na fronteira em movimento, o que esta
relacionado ao fenomeno da criagao de particulas e sera discutido em seguida. Observamos
também a ressonancia na amplitude da densidade de energia para ambos os casos DD e
NN.

Investigamos também o comportamento da densidade de energia para o caso DN
usando a solucao analitica aproximada da equacao de Moore, valida para ¢ € N, ob-

tido por Dalvit e Mazzitelli via abordagem de grupo de renormalizacao [39]:

ot 2 sin(qmt/ L) qrt z 2¢ (1) ¢sin(47)
RO =L g [ (1 —52) e <L_0>] +L_0 [1 +& 4 (1—¢&)cos <%)] ’

Lo (mq)
com & = exp ((—1)qul mqet/Ly), = = t —2pLo (p € N) e —Lg < z < Ly, onde o va-
lor de p ¢ obtido como p = 3int(t/Lg) ou p = 3 [int(t/Ly) + 1] para int(¢/Lo) par ou

impar, respectivamente. Encontramos boa concordancia entre os cédlculos da densidade
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de energia, para o caso DN, levando em conta as derivadas desta férmula [por exemplo,
Tpn(80.5L¢,0.25Ly) = —0.9976, Thn(80.5L¢,0.5Ly) = 150.2817, Tpn(80.5Lg,0.75Lg) =
—1.0729] e a densidade de energia obtida via rotinas computacionais baseadas no método
numérico [37, 100] (por exemplo, Thx(80.5Lg,0.25L¢) = —1.0352, Thn(80.5L,0.5Lg) =
150.6311, Thn(80.5L¢,0.75Ly) = —1.0362). Vamos, agora, comparar o comportamento
da forca exercida pelo campo sobre a fronteira nos casos DN e DD para ¢ € N* e conve-
niente escolha Ly = 1. Um meio para investigar isso é via célculos da forca média Fpy,

tomados no periodo de oscilagoes 2/q:

Fox(t) = & /t ol L) dt (2.73)

no qual, para o modelo do campo escalar no espaco tempo bidimensional, os valores
de Tpy considerados em [t, L(t)] correspondem & forga instantanea sobre a fronteira.
Considerando as derivadas da solugao de Dalvit-Mazzitelli para R, no limite de tempos

longos (et > 1), temos

— s 1 -

Fpn(t) = —5; {(f -7 (2¢° +1) (€+¢ 1)] : (2.74)
O valor médio da forga correspondente para o caso DD é [3§]

— s 1 -

Fpp(t) = —5; qu +5 (1-¢%) (€+¢ 1)} : (2.75)

Para ¢ = 1, a férmula para Fpp devolve a forca estética de Casimir, tal que a forca
média conserva o seu valor no vacuo estético [38]. Isto estd relacionado ao fato de que,
nesta aproximagao, nenhuma particula é criada para o caso DD com ¢ = 1 [38]. Por
outro lado, fazendo ¢ = 1 na férmula para Fpy, tem-se o valor médio da forca crescendo
com o tempo, o que esta relacionado a criacao ressonante de particulas no caso DN, como
examinaremos a seguir. Na Fig. 2.4, comparamos Fppe Fpy para diversos valores de
q. Observamos que Fpp < Fpy para todos os valores examinados de ¢. Agora, vamos
considerar ¢ = 2. Para este movimento, um pacote de onda com dois picos cresce dentro
da cavidade. O méaximo valor de Tpy cresce mais rapidamente do que o valor maximo
para Tpp, o que esta relacionado a maiores efeitos dissipativos da for¢a atuante sobre a
fronteira oscilante, no caso DN. A energia armazenada numa cavidade, como funcao do
tempo, pode ser escrita como

E(t) = /0 " Too(t.x) di = — /t " ) du, (2.76)

—Lo
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Figura 2.4: Evolugao temporal do valor médio da forca F'pp (linha sélida) e Fpy (linha

pontilhada) atuando sobre o movimento da fronteira, tomado sobre o periodo de oscilagao

2/q, e a figura mostra resultados para: (a) ¢q=1; (b) ¢=2;(¢) ¢=3; (d) g=4. Ly =1

e e =0.01.
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para valores de ¢ tais que L(t) = Lo. A funcdo h pode representar fpy ou fpp, se
considerarmos os casos DN ou DD, respectivamente. Subtraindo a energia do vacuo
&(cas) da energia total, obtemos a energia & relacionada & criacao de particulas dentro da

cavidade, tanto que podemos escrever [61]:
E(t) = E(t) = ECas)s (2.77)

onde E(cqs) Tepresenta —7/24Lg ou 7/48Ly, se considerarmos os casos DD ou DN. No
presente trabalho, calculamos € via método exato através do pacote Dynamical Casimir,
que nos permite obter a energia na cavidade para movimentos arbitrarios das fronteiras.
Por outro lado, hé na literatura férmulas analiticas para € (t) aplicadas ao movimento
oscilatério nao-relativistico com pequenas amplitudes. Para os parametros ¢ € N* e
gem < 1, Dodonov [62] obteve para o caso DD:

EPP(t) = 7@122—201) sinh? (%) (2.78)
Considerando os mesmos parametros, visto que os casos ND e DN tém a mesma densidade
de energia, podemos tomar o resultado analitico para a energia das particulas criadas,
encontrado na Ref. [102] para o caso ND, como também vélido para o caso DN. Entéao,
considerando ¢ = 1, obtemos
EPN(1) = = sinh? (6—“) . (2.79)
2L
Na tabela 2.1 comparamos PP e EPN para a mesma lei de movimento, com ¢ = 1,
Ly = 7/10 e € = 0.01, considerando dois métodos de calculo. Na primeira coluna temos
os valores do tempo. Na segunda e terceira colunas sao mostrados os valores de £PP
calculados via método numérico e via férmula encontrada na Ref. [62], respectivamente.
A segunda coluna mostra valores da energia EPP préximos da energia estatica de Casimir.

5DD

A terceira coluna mostra que permanece exatamente como a energia estatica. Ao

EPN _ calculados

contrario, tanto a quarta quanto a quinta colunas mostram valores de
via método numérico exato e via formula da Ref. [102], respectivamente - crescendo com
o tempo e apontam para a criacao ressonante de particulas. A Tabela 2.1 também revela
forte concordancia entre ambos os métodos de calculo.

Vamos seguir com a investigacao da referida lei de movimento, com ¢ = 2. Para este

movimento, o pacote de onda possui dois picos crescentes dentro da cavidade, exibindo

51



Tabela 2.1: EPP e EPV | calculado via método numérico (colunas 2 e 4) e férmulas

analiticas aproximadas (colunas 3 e 5), com Ly = 7/10, ¢ = 0.01 e ¢ = 1.

t DD gDD SDN EDN

Lo g(num) (Ref. [62]) (num) (Ref. [102])

0 —0.4166666665 —0.4166666665  0.2083333333 0.2083333333

10 —0.4166666636  —0.4166666665  0.2394433778  0.2394303526

30 —0.4166666462  —0.4166666665  0.5072233318 0.5070813122

90  —0.4166665074  —0.4166666665  4.8877543277 4.8837047968

Tabela 2.2: EPP e EPN calculados via método numérico, com Ly = 7/10, € = 0.01 e

q=2.

t/Lo 0 10 30 90

EPD 0 0.2554155182  2.968792123  178.51937499

EPN 0 0.3831229718  4.453186024  267.77898352

fenomeno ressonante na amplitude da densidade de energia para ambos os casos DD e DN.
Também obtivemos EPP e EPN crescendo com o tempo (ver tabela 2.2) com EPN > £PP
para t > 0, e EPN crescendo mais rapidamente do que EPP. Comparando as energias
transferidas ao campo pelo movimento oscilatorio da fronteira, nos casos DD e DN, para
diversas outras leis de movimento, por exemplo, as leis de movimentos consideradas em
[37], encontramos que a energia dissipada no caso DN é maior do que a energia dissipada

no caso DD.

2.6 Comentarios finais do capitulo 2

No presente capitulo, mostramos férmulas que nos permitiram obter resultados exatos
para a forca de radiacao quantica e a densidade de energia numa cavidade nao-estatica
com uma lei de movimento e estado inicial do campo arbitrarios, incluindo movimentos
nao oscilatérios, com grandes deslocamentos e relativisticos, que estao fora do alcance
das abordagens perturbativas encontradas na literatura. Para casos particulares cujo

estado inicial do campo é o véacuo, condi¢ao de contorno de Dirichlet, velocidades nao
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relativisticas ou no limite de grande cavidades, nossos resultados mostraram estar de
acordo com os resultados encontrados para forca que atua sobre a fronteira em movimento
[1, 16, 100, 52, 53, 60].

Mostramos que, fora a parte da lei de movimento, a evolugao da densidade de energia
estd completamente determinada pela densidade de energia na zona estatica. Neste sen-
tido, se configurarmos duas cavidades com diferentes condi¢oes de contorno e diferentes
estados iniciais para o campo, mas de tal maneira que ambas tenham a mesma densidade
de energia na zona estatica, teremos (dado o mesmo movimento prescrito para a fronteira)
a mesma forca quantica e a mesma evolucao temporal para a densidade de energia.

Obtivemos também que, para o mesmo estado diagonal inicial do campo, e lei de
movimento (arbitraria), a densidade de energia para o caso DD ¢é idéntica a densidade
para o caso NN, e o mesmo ocorre entre os casos ND e DN. Esta conclusao generaliza,
para qualquer estado diagonal, aquela obtida apenas para o vdacuo na Ref. [2], e também
estende para o problema da cavidade a conclusao de que a forga atuante sobre a fronteira
¢é invariante sob a mudanca N &= D, quando o estado inicial do campo ¢ invariante
sob transla¢do temporal (nas Refs. [1, 60] esta conclusao foi obtida para o caso de uma
fronteira). Para estados nao diagonais, com densidade de energia na zona estatica nao
invariante sob translacao temporal, obtemos que a densidade de energia para o caso DD
na situagao dinamica é, em geral, diferente da obtida para o caso NN, e o mesmo ocorre
para os casos DN e ND.

Focando no problema de numa cavidade oscilante mista, obtivemos o valor esperado
renormalizado do tensor energia-momentum, tomado com relagao ao estado “in”de vacuo,
e vimos que a mesma férmula para o valor esperado do tensor energia momentum foi obtida
para o caso DN. Assim sendo, apesar da distin¢gao entre os modos do campo para DN
e ND, o efeito Casimir dinamico é o mesmo (para estados diagonais). Desta conclusao,
apontamos que os resultados encontrados [102] para o caso ND também sao estendidos
para o caso DN. Considerando inicialmente a lei de movimento com ¢ = 1, calculamos -
resolvendo exatamente - a evolucao da densidade de energia na cavidade para os casos DD
e DN. Em ambos os casos, a formacao e propagagao dos pacotes de onda para a densidade
de energia podem ser observados, com valores de maximo crescendo e estreitando-se com

o tempo. Entretanto, os resultados na literatura mostram que, no caso DD com ¢ =1, a
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ressonancia na amplitude da densidade de energia nao se estende ao fenomeno da criagao
de particulas: nenhuma particula é criada na cavidade no limite de tempos longos [38],
ou, em outras palavras, o valor da energia na cavidade permanece préximo ao valor da
energia de Casimir estatica [37]. Observamos (ver Tabela 2.1) que, para o caso DN com
(¢ = 1), ocorre ressonancia tanto nas amplitudes de densidade de energia quanto na
energia armazenada na cavidade (ou na criacao de particulas). Isto aponta uma notével
diferenga, pois, para uma mesma lei de movimento para a fronteira oscilante, com o mesmo
comprimento de cavidade estatica, podemos nao encontrar a criagao de particulas no caso
DD e, em contraste, termos ressonancia na criacao de particulas no caso misto. Em
adigao, a Tabela 2.1 exibe o bom acordo entre a solu¢ao numérica [37] aplicada aos casos
DD e DN, e a solucao analitica encontrada nas Refs. [62, 102]. Considerando as derivadas
no tempo da solugao analitica aproximada para a equagdo de Moore [39] no limite de
tempo-longo, obtivemos as formulas analiticas para o valor da for¢a média atuante sobre
a fronteira em movimento, para o caso DN. Comparando com o valor médio encontrado
para o caso DD, é observado que a forca média para DN é maior do que a forca para o
caso DD. O comportamento EPN(t > 0) > EPP(t > 0) foi observado, incluindo outras

leis de movimento, como exemplo, as leis de movimentos consideradas na Ref. [37]
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Capitulo 3

Cavidade com fronteira movel: duas

paredes em movimento

No presente capitulo, apresentamos, com base na Ref. [8], a solu¢ao exata para a den-
sidade de energia dentro de uma cavidade nao estatica unidimensional, bem como para
as forcas atuando sobre as fronteiras, quando ambas as fronteiras estao sujeitas a leis de
movimento prescritas arbitrarias. Para chegar a essaS solugoes, exploramos a abordagem
geométrica ja usada nas Refs. [37, 49, 50, 51|, mas, como feito na Ref. [5], focamos dire-
tamente no processo de reflexoes da propria densidade de energia. Analogamente ao que
foi mostrado no capitulo anterior, considerando o vacuo como o estado inicial do campo,
mostramos que a densidade de energia num dado ponto do espaco-tempo pode ser obtida
através do tracado de uma sequéncia de linhas nulas, que conectam o valor da densidade
de energia em um dado ponto do espaco-tempo, a um certo valor conhecido da densidade
num ponto da “zona estatica”, onde os modos iniciais do campo nao sao afetados pelos
distirbios causados pelos movimentos das fronteiras. Uma vantagem das férmulas obtidas
¢é que a densidade de energia exibe uma clara estrutura, com um fator correspondente ao
valor inicial da densidade de energia no vacuo, e outra dependente apenas da lei de mo-
vimento da fronteira. Essas férmulas generalizam aquelas encontradas na literatura [5],
onde este problema é abordado para uma cavidade com apenas um espelho em movimento

(ver Capitulo 1). Para o caso particular de uma cavidade com apenas uma fronteira em
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movimento, velocidades nao-relativistica, ou no limite de grandes cavidades (um tnico
espelho), nossos resultados reproduzem aqueles encontrados na literatura [1, 5, 100]. Fe-
chamos o capitulo discutindo em detalhes o comportamento da for¢a de radiagao em cada
regiao do espago-tempo.

O presente capitulo derivou do artigo [§].

3.1 Densidade de energia e forca quantica sobre as
fronteiras em movimento

Consideramos um campo escalar satisfazendo a equacao de Klein-Gordon nao massiva:
(0?2 —9?) ¢ (t,x) = 0, obedecendo a condigao de Dirichlet imposta as fronteiras localizadas
a esquerda x = L(t), e também a direita x = R(t), onde L(t) e R(t) sao leis de movimento
arbitrarias, com R(t < 0) = Ly e L(t < 0) = 0, onde Ly é o comprimento da cavidade
na situacao estatica. Vamos comecar por considerar o operador do campo, solugao da

equacgao da onda, dada por [48]:

~

O (ta) =3 [y (t.2) +alvi (1.2)]
k=1
onde os modos do campo sao
Yy (t,x) = 427rk [e*i’”G(“) — e’ik”F(“)] , (3.1)
comv=t+zx,u=t—x,¢
Gt+L({t)]—-Ft—L(t)] = 0 (3.2a)
Gt+R({t)]-F[t—R(t)] = 2. (3.2b)

O conjunto de equagoes (3.2), obtidas por Dalvit e Mazzitelli explorando a invariancia
conforme deste modelo [48], é uma generalizagao da equagao de Moore [14], que pode ser
recuperada fazendo L(t) = 0 nessas equacoes. A densidade de energia renormalizada na

cavidade é dada por [4§]
(Too (t,2)) = —fa (v) = fr (u), (3.3)
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onde

mwz-i{w@—gﬂwy+%w@@,

247 | G'(2) G'(z2)
(3.4a)
1 JF"(2) 3 (P ()] 7, o,
Ir®) = o { Fi(z) 2| F'(z) ) }
(3.4Db)

Li e Li [50] resolveram exatamente (3.2a) e (3.2b), aplicando o método geométrico
proposto por Cole e Schieve [37]. As férmulas explicitas para F' e GG, obtidas na Ref. [50],
podem ser usadas para calcular a densidade de energia (3.3). Entretanto, este procedi-
mento requer, em geral, calculos numéricos e recursivos para que se consiga cada uma das
fungoes F', F", F"', G', G", G". Nesta secao em vez de resolver (3.2), usaremos as Egs.

(3.2a), (3.2b), (3.4a) e (3.4b) para obter o seguinte conjunto de equagoes para as fungoes
fc e [r:

falt+R(t)] = frit—R()]Ar(t) +Br(l),
(3.5a)

felt+L(t)] = frlt—L({)]AL(t)+ BL(t),
(3.5b)
A, (1) = E;—ZEN , (3.6)

B(t) = — 1 7" (t)
! 27 [1+¢ ) [1 - ¢ (t)]
1 q” (t)q (t)

T O - OF &1

onde ¢ pode representar R ou L. As Egs. (3.5a) e (3.5b) s@o uma extensao da corres-
pondente equagao para f, véalida para uma cavidade com apenas um espelho em movi-
mento, encontrada na Ref. [100]. Se considerarmos o caso particular de L(t) = 0 na Eq.
(3.5), recupera-se o resultado correspondente encontrado em [100]. Para (¢ < 0) temos

fa) = fr(u) = f© = 7/(48L2), e (Tyo) = —7/(24L2), que é a densidade de energia
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Figura 3.1: Trajetérias das fronteiras (linhas sélidas). As linhas tracejadas sao linhas

nulas separando as regioes [ de II e III, e estas da regiao IV.

de Casimir para este modelo. Nosso principal objetivo é resolver as Eqs. (3.5a) e (3.5b)
recursivamente, usando o ponto de vista geométrico.

Vamos, primeiro, examinar a cavidade na situagao nao-estatica (¢ > 0). Os modos do
campo na equagao (3.1) sdo formados pelas partes propagantes para a esquerda e para
a direita. Como requer a causalidade, o campo na regiao I (v < Ly e u < 0) (ver Fig.
3.1) nao é afetado pelo movimento da fronteira, tanto que, neste sentido, esta regiao é
considerada como uma “zona estética”. Na regiao Il (v > Ly e u < 0), a parte propagante
para a direita dos modos do campo permanecem nao-afetadas pelo movimento da fronteira,
tanto que a regiao II também é zona estatica para estes modos. Por outro lado, As
partes propagantes para a esquerda na regiao II sao, em geral, afetadas pelo movimento
da fronteira. Similarmente, nas regiao III (v > 0 e v < Lyg), as partes dos modos do
campo propagantes para a esquerda nao sao afetadas pelo movimento da fronteira, mas
as partes propagantes para a direita sdo. Na regiao IV (v > Ly e u > 0), ambas as partes
propagantes para a esquerda e direita sao afetadas pelo movimento da fronteira. Em
resumo, a funcao correspondente as partes para a esquerda e para a direita dos modos
do campo estao consideradas na regiao estatica se seus argumentos sao, respectivamente,
v < Ly eu < 0. Entdo, temos fo(v < Lo) = f® e fa(u < 0) = f©.

Para um certo ponto do espaco-tempo (f, :’i), o tensor energia-momentum <T00 (f, QE)>
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¢ conhecido se as partes propagantes para a esquerda e para a direita sao conhecidas,
tomadas, respectivamente, sobre as linhas nulas v = z; e u = 2, (onde z; = t + 7 e
7y = 1 — &), sdo conhecidas; ou, em outras palavras, <T00 (f, i)> é conhecido se fa (v)],_.,
e fr(u)|,_,, sdo conhecidos. Li e Li [50] usaram o método recursivo de [37] para obter
funcoes G e F' para diferentes leis de movimento das fronteiras, tragando de volta linhas
nulas até a linha nula que estd numa zona estatica, onde as fungoes G ou F' sao conhecidas.
Aqui, adotamos este método para obter fg e fr, estendendo o trabalho feito na Ref. [50].
Vamos admitir que (f, i") pertenca a regiao IV, e que a linha nula v = z; intersecciona
a trajetéria do movimento do espelho num ponto da trajetéria no ponto [t1, R (¢1)] (ver

Fig. 3.2(a)), tanto que t + 7 = t; + R (t1).

At AL
(G3)
\ \
N ,7 . [, R(1)]
N VR
\\\//.“.
AN [, L)
SN .
ol L, X 0
(a) ng =1 (b) ng =2

Figura 3.2: Sequéncia de linhas nulas (linhas pontilhadas) que conectam um ponto (£, ¥)
a uma zona estatica. As linhas tracejadas sao linhas nulas que separam as regioes I e II
e III, e estas da regiao IV, como apresentadas na Fig. 3.1. Na Fig. 3.2(a), vemos o caso

de uma reflexado (ng = 1), enquanto na Fig. 3.2(b) o caso ng = 2.

Temos fo (v)],—., = fa[ti + R (t1)]. Usando a equacao (3.5a), conseguimos fq [t1 + R (t1)] =
frlti — R(t1)] Ar (t1) + Br(t1). Se t; — R(t1) < 0, entdo a linha nula v = t; — R (t;)
estd na zona estatica (Fig. 3.2(a)), tanto que podemos escrever fr[t; — R (t;)] = f©),
e também fg [t + R (t1)] = f®) Ag (t;) + Bg (t1), com isso podemos dizer que o niimero

de reflexdes ng para se chegar a zona estatica €, neste caso, ng = 1. Por outro lado,
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se t; — R(t;) > 0 (caso mostrado na Fig. 3.2(b)) podemos desenhar outra linha nula
v = ty + L(t3) que intercepta a linha de mundo da fronteira da esquerda no ponto
[ta, L (t9)], com t1— R (t1) = ta— L (t2). Neste caso temos, usando (3.5b), fa [t1 + R (t1)] =
{fc[ta+ L (t2)] — B (t2)} Ar (t1) /AL (t2) + Br (t1). Se ta+ L (t2) < Lo (ver Fig. 3.2(b)),
entdo fg [to + L (to)] = ), fa[ti + R(t1)] = {f¥ — Br (t2) } Ar (t1) /AL (t2) + Br (1) e
ng = 2. Se ta+ L (t3) > Lo, assumimos que a linha nula v = t5 + L (f3) intercepta a linha
de mundo da fronteira da direita no ponto [t5, R (t3)], entdo to + L (t3) = t3+ R (t3) e nods
conseguimos u = t3 — R (t3). Repetimos este procedimento até a linha nula chegar a uma

zona estatica, onde a funcao fr ou fg sao conhecidas. Em resumo, obtemos para fg:

fa(2) = fPAq (2) + Be (2), (3.8)

em que, para ng (z) par, temos:

ng(2)
k=0 |: 5k0 AL [tzk(z)] +5k’0} ’ (39 )
”Gz(z)
Bg(z) = {(1 — 0k,0) {BR [tﬁ;[(tzi]_?ég??k@)] _ B, [t%(z)]}

<11 [(1 —4,0) At (2)] | 5],0} } : (3.9b)

com ¢ simbolizando a funcao delta de Kronecker. Para ng (z) impar temos:

ng(z)—1

% T AR [togs1(2)]
o) =11 [(1—6k,o>AL[t2k<z>]+5k,o]’ (3.10a)

k=0
Bg(z) = {[Br [tar+1(2)] = (1 = dx0) Br [tar(2)]]
k
X H {(1 — 5]‘,0) —AjL[t[Qt;;Ez(’;])] + (5j,0:| } . (3.10b)

Note que o nimero n¢ de reflexoes e a sequéncias de instantes 4, ..., t,,, dependem do ar-

gumento z. O conjunto de instante mencionados nas equagoes (3.9) e (3.10) sao calculados
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Figura 3.3: Sequéncia de linhas nulas (linhas pontilhadas) que conectam um ponto (Z, ¥)
a zona estatica. As linhas tracejadas sao linhas nulas que separam a regiao I de IT e I1I, e
estas da regiao IV, como apresentado na Fig. 3.1. Na Fig. 3.3(a), o caso de um reflexao

(np = 1), enquanto na Fig. 3.3(b) podemos ver o caso ng = 2.
via [50]:

z = tl + R(tl),

tor1 — R(tor1) = toso — L(tosa), (3.11)
torro + L(tar2) = toays + R(tas),
I = 0,1,2...

Para resolver recursivamente o conjunto de equagoes (3.5) para fg, iniciamos supondo
que a linha nula u = t — # intercepta a linha de mundo do espelho da esquerda no ponto
[t1, L (f1)], tal que t—& = &1 — L (). Entéo, temos: fp (u)|,_,, = fr[t1 — L (£1)]. Usando
a Eq. (3.5b), conseguimos fr[t; — L (t1)] = {fc[t1 + L (t1)] — B (t1)} /AL (t1). Se t; +
L (t1) < Ly, entao a linha nula v = ¢, + L (¢1) j& estd na zona estdtica, tanto que podemos
escrever fg[ti + L (f)] = f©), e também fp[t; — L(8)] = {f® = By (t1)} /AL (f), e
dizer que o numero de reflexoes nr para se chegar a zona estatica é, neste caso, np = 1

(ver Fig. 3.3(a)). Por outro lado, se t; + L (t1) > Ly (como mostrado na Fig. 3.3(b)) nds

precisamos encontrar fq [t + L (£1)] recursivamente via Eq. (3.8). No geral, obtemos:
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fr(z) = &) Ap (z2) + Br (2), (3.12)

onde < _
Ap(z):'AG{hi?ﬁijgﬂZ”}, (3.13a)
R e (3.130)
eck com a fungdo #;(z) calculada via
z = t1— L(t). (3.14)

As férmulas (3.9), (3.10) e (3.13) generalizam aquelas para A e B encontradas na Ref. [5]
(mostradas no capitulo 2), que sdo vélidas para uma cavidade com apenas a fronteira da
direita em movimento. Das Egs. (3.3), (3.8) e (3.12), conseguimos férmulas exatas para

a densidade de energia normalizada como:

(Too (t,2)) = —f©) | Ag (v) + Ap (u)] — Bg (v) — Bp (u). (3.15)

Eq. (3.15) da diretamente os valores exatos para a densidade de energia numa cavidade
nao estatica para leis de movimento arbitrérias R(t) e L(t). Desde que Tyo = T11 neste
modelo, temos as seguintes formulas exatas para a for¢ga quantica renormalizada Fr =
(Too [t, R(t)]) e Fr, = — (Too [t, L(t)]) (ver Refs. [1, 60]) atuando respectivamente, sobre o
lado direito e esquerdo dentro da cavidade:
Fr(t) = —f® {AG [t+ R(t)] + Ap [t — R(t)]} +
—Bg [t + R(t)] — Bp [t — R(t)], (3.16)

Fult) = O {Aalt+L)]+Arlt— L)} +
+Bg [t + L(t)] + Br [t — L(t)] . (3.17)

3.2 Comportamento da forca em cada regiao do espaco-
tempo

A seguir, examinaremos o comportamento das for¢cas em cada regiao apontada na Fig.

3.1. Na regiao I (Fig. 3.1), temos ng = np = 0. Entao, Egs. (3.9) e (3.13) dao:

62



Ag(z) = Ap(2) = 1 e Bg(z) = Bp(z) = 0. Isto resulta, como esperado, na forca
estatica de Casimir
FIOW ~ PO~ njoar),

atuante sobre a fronteira.

Na regido II, temos ng = 1 e np = 0. Para este caso, Bq. (3.13) dd Ap (u) = 1
e Bp (u) = 0, enquanto da Eq. (3.10) temos Ag(v) = Ag [t1(v)] e Bg(v) = Bg[t1(v)].
Para calcular a forga Fr(t) na Eq. (3.16) fazemos v — t + R(t), obtendo ¢;(v) como ja
discutido: ¢ + R(t) = t; + R(t;) = t; = t. Entdo conseguimos Ag [t + R (t)] = Ag (t)
e Ba[t+ R(t)] = Br(t). A forca Fr(t) sobre a fronteira da direita na regido II, agora

renomeada como F g D (t), é
Fgl)(t) =—fY 1+ Ar(t)] - Br(t). (3.18)

Desta formula, podemos obter um resultado analitico para uma lei de movimento ar-
bitraria R(t). Note que na equacao (3.18) o indice L nao é encontrado, portanto a forga
quantica para a linha de mundo na regiao Il nao tem influéncia do movimento da fronteira
da esquerda. Considerando o limite Ly — oo recuperamos a forca quantica de radiacao
fé_u) correspondente ao campo nao limitado, atuando do lado esquerdo de um tnico

espelho: limy, oo Fgl) (t) = ]-"I(%_u) (1), sendo
FOO@t) = —B,(1). (3.19)

No limite nao-relativistico, de (3.18) obtemos F g I)(t) ~ Fi°) L1 /(127), e adicionando
o limite Ly — oo recuperamos a for¢a quantica aproximada F, g b (t) = R/(127), que atua
sobre o lado esquerdo de um tunico espelho [34].

Na regido I1I, temos ng = 0 e np = 1. Para este caso, Eqs. (3.9) e (3.13) dao Ay (u) =
1/AL [ty (w)]; Bp (u) = —By [t (u)] JAL [ty (u)]; Ag(v) = 1; Bg(v) = 0. Considerando
u—t—L(t)et—L(t) =t — L(t) = t; = t, a forga F(t) sobre a fronteira da esquerda
nesta regiao, agora renomeada como F ém) (1), é

]__£III) (t) = e {1 + A;@)} _ ii Ei; (3.20)

Considerando o limite Ly — oo recuperamos a forca quantica de radiagao fq(+u) correspon-

dente ao campo nao limitado a direita de um tnico espelho: limy, o F, gH) (t)=F £+u) (1),
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na qual:

~
S~—

FOOg) = , (3.21)

Das Eqgs. (3.19) e (3.21) recuperamos a for¢a quantica total FY (t) atuante sobre um

tnico espelho no vacuo, com trajetéria prescrita x = ¢(t):

FW@) = FOUE) + F ()
, T 1 q

L ET SR S
que estd de acordo com o que é encontrado na literatura (ver Ref. [1] e Cap. 1)). No limite
nao-relativistico, reobtemos a forca quantica de radiagao aproximada ]—”éu)(t) ~ q/(6m)
[34].

Para calcular a forca total F g(’t) e F ém) atuante sobre, respectivamente, as fronteiras
da direita e da esquerda, para qualquer uma das regioes II, IIT ou IV mostradas na Fig.
3.1, precisamos, além das Eqgs. (3.16) e (3.17), levar em conta a forga dinamica de Casimir

correspondente ao lado de fora da cavidade, que é dada pelas Egs. (3.19) e (3.21). Com

1SS0 temos:
Fy = Fat) + FSO@), (3.22)
FE = Frt)+ FOO). (3.23)

As Eqgs. (3.22) e (3.23) nos permitem calcular direta e analiticamente a for¢a quantica
total atuante sobre ambos os espelhos para leis de movimento arbitrérias R(t) e L(t), nas
regices I ou III, porque para essas regides as Egs. (3.16) e (3.17) sao substituidas por
seus casos particulares dados pelas Egs. (3.18) e (3.20).

Na regiao IV (ver Fig. 3.1), em geral é dificil obter resultados exatos analiticos para
a forga quantica (3.16) e (3.17), com trajetérias arbitrarias R(t) e L(t). A dificuldade
estd em resolver equagoes como t; — R (t;) = to — L (t2) (ver Eq. (3.11)), que surgem
ap6s um segunda reflexdo (ng > 2 ou/e ngp > 2). Trajetérias podem ser construidas
para dar solugoes analiticas destas equacoes, mas uma grande classe de leis de movimento
relevantes nao resultam em solugoes exatas analiticas. Entretanto, nossas expressoes nos
permitem a obtencao de resultados numéricos exatos para a forca quantica atuante sobre

as fronteiras com leis de movimentos arbitrarias para a cavidade, incluindo movimentos
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Figura 3.4: As linhas sélidas mostram as trajetérias das fronteiras descritas na Eq. (3.24).
Fig. 3.4(a) descreve o caso kg = —k = 0.1, enquanto 3.4(b) descreve o caso kK = k1, =

0.1.

nao-oscilatorios, relativisticos e com grandes deslocamentos, que estao fora do alcance
dos métodos perturbativos encontrados na literatura, como iremos examinar a seguir.
Neste contexto, vamos aplicar nossas formulas a seguinte trajetéria particular nao-trivial,

baseada naquela proposta por Haro na Ref. [101]:

L(t) = &kgln[cosh(t)], (3.24a)
R(t) = Lo+ kglnfcosh(t)]. (3.24D)
Considerando, por exemplo, kg = —kz = 0.1 (Fig. 3.4(a)), temos uma cavidade expan-

dindo com grande amplitude e velocidades relativisticas. Se considerarmos kg = kK, = 0.1
(Fig. 3.4(b)), temos os espelhos em movimento com velocidades relativisticas, mas man-
tendo constante o comprimento da cavidade.

Nas Figs. 3.5 e 3.6, usando as férmulas (3.9)-(3.13) e (3.22), visualisamos graficamente
a evolucao da forca quantica F }(;Ot) (t) e Fg (t) para, respectivamente, os casos kg = —Kj =
0.1 (ver Fig. 3.4(a)), e kg = K = 0.1 (ver Fig. 3.4(b)). Podemos ver as descontinuidades
das derivadas para F gOt) e Fr (t). Estas descontinuidades sempre ocorrem quando a frente
destas ondas na densidade de energia encontram o lado direito da fronteira. No caso, por

exemplo, mostrado na Fig. 3.5, quando t = 0 a fronteira da esquerda comeca a se mover

e gera uma onda na densidade de energia, propagando-se para a direita e encontrando
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Figura 3.5: A linha sélida mostra a forca total ]:I(%tOt) (1), enquanto a linha tracejada mostra

a forga Fg(t), ambas para a lei de movimento (3.24), com kp = —ry, =0.1e Ly = 1.

a fronteira da direita no instante t = 71 ~ 1.05, calculado via equagao 71 — R (71) = 0,
e que corresponde a primeira descontinuidade da derivada mostrada na Fig. 3.5. Em
t = 0, uma outra frente de onda é gerada pela fronteira da direita, propagando-se para
esquerda e encontrando a fronteira da esquerda no instante 7, ~ 1.05, e entao refletindo
de volta e encontrando a fronteira da direita no instante 7o &~ 2.25, calculado através da
equacao 79 — R (19) = 71 — L (71). Este instante corresponde a segunda descontinuidade
da derivada mostrada na Fig. 3.5. Visto que o comprimento da cavidade permanece o
mesmo no caso mostrado na Fig. 3.4(b), a for¢a quantica F, got) (t) oscila em torno da forga
estédtica de Casimir (Fig. 3.6), enquanto essa forga vai a zero para o caso mostrado na Fig.
(Fig. 3.5), onde as fronteiras vao para um comportamento assintético de comprimento

infinito e velocidade constante.

3.3 Comentarios finais do capitulo 3

Resumindo nossos resultados, as formulas obtidas no presente capitulo nos permitem con-
seguir valores exatos para a densidade de energia do campo e a for¢a quantica que atua
sobre as fronteiras de uma cavidade, para leis de movimento arbitrarias para as frontei-

ras, sendo o vacuo o estado inicial do campo. As Eqs. (3.5a) e (3.5b) sdo extensoes das
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Figura 3.6: A linha sélida mostra a forca total F }(%wt) (), a linha tracejada mostra a forca
Fr(t), ambas para a lei de movimento (3.24), com kg = K, = 0.1 e Ly = 1. A linha

pontilhada mostra a forca estatica de Casimir.

correspondentes equacoes para uma cavidade com apenas uma das fronteiras em movi-
mento, encontradas na Ref. [100], e a obtencao de fg e fr recursivamente, tragando uma
sequéncia de linhas nulas, pode ser vista como uma extensao do trabalho feito na Ref.
[50]. As férmulas (3.9), (3.10) e (3.13) generalizam aquelas encontradas na Ref. [5]. A
férmula (3.15) exibe uma estrutura clara para a densidade de energia: as informacoes
a respeito da densidade de energia do vécuo (dadas pela condi¢do de contorno) sao ar-
mazenadas em f*), enquanto toda a informacao a respeito do movimento dos espelhos
¢ armazenada nas fungoes A e B. Mostramos que, para os casos particulares de uma
cavidade com apenas uma fronteira em movimento, velocidades nao-relativisticas, ou no
limite de grande cavidades (um tunico espelho), nossos resultados estdo de acordo com
aqueles encontrados na literatura [1, 5, 16, 34, 100]. Os presentes resultados nos permi-
tem investigar diversos problemas (usualmente tratados por abordagens perturbativas na
literatura) com uma abordagem exata e também fora do regime de pequenas amplitudes.
Por exemplo, aqueles relacionados a forgas inerciais no efeito Casimir com dois espelhos
em movimento [45], ou o fenémeno da interferéncia na producao de fétons [44]. Estas

questoes estao sob investigacao e serao discutidas em trabalhos futuros.
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Capitulo 4

Pacote Dynamical Castmir

Embora as féormulas (2.43), (2.44), (2.49) e (2.50) sejam formalmente exatas, para extrair-
mos valores numéricos para Tyae € Tnon—vae Precisamos calcular as fungoes t;(z), as quais
sao dadas pelas Eqgs. (2.46) e (2.47). Em geral, podemos apenas obter solugoes numéricas
para as equagoes (2.49) e (2.50), o que requer o uso de computador. Além disso, o processo
de recorréncias que conecta o valor da densidade de energia em um determinado ponto

“zona estatica” (tal como discutido no Cap. 2), também

do espago-tempo a um ponto da
requer implementacao computacional.

Neste capitulo, tomando como base as férmulas (2.49), (2.50), (2.46) e (2.47), elabo-
ramos no ambiente de computacao algébrica Maple [105] um pacote de comandos que
denominamos Dynamical Casimir, que nos permite investigar o comportamento exato
da densidade de energia para uma cavidade nao-estatica com estado inicial arbitrario do
campo.

Mostramos que nossos comandos sao capazes tanto de reproduzir diversos resultados
encontrados na literatura (e também nos capitulos anteriores) quanto de produzir no-
vos resultados, apontar erros e mostrar limitagoes nos resultados obtidos via métodos

perturbativos, como serd discutido adiante.

O presente estudo deriva dos artigos [1, 5, 7, 8, 9].
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4.1 Uma visao global da estrutura do software

O pacote Dynamical Casimir é escrito em Maple e implementa comandos computacionais
uteis para o calculo do valor exato da densidade de energia para um campo escalar sem
massa num espago-tempo bidimensional, dentro de uma cavidade nao-estatica com estado
inicial arbitrdrio, como discutido nos capitulos anteriores. O comando fundamental n
calcula o numero de reflexées e a lista de instantes [ti, ..., t,], de acordo com as féormulas
(2.45), (2.46) e (2.47). Os comandos A e B calculam o valor das fungoes A e B definidos
em (2.37) e (2.38). Estes comandos sao usados por outros comandos nomeados A_tilde
e B_tilde, que calculam os valores, respectivamente, das funcgoes A e B dados por (2.43)
e (2.44). Finalmente, o pacote Dynamical Casimir apresenta os comandos g e h, que
implementam as fungoes g e h, dadas pelas Eqs. (2.24) e (2.42), e que sao fundamentais
para o célculo da densidade de energia (2.10).
A instalagao do pacote é simples: basta copiar o arquivo dynamical_casimir_package.mm

(ver Apéndice A) para um diretério no computador, abrir uma se¢ao de Maple (versao 10

ou mais recente) e escrever:
> read(‘caminho-do-diretério/dynamical_casimir_pakage.mm‘);

Em seguida faremos a descricao de cada comando disponivel no pacote Dynamical

Casimir:

e O comando n faz os cdlculos do niimero de reflexdes n(z), o valor de Z(z) e a lista
de instantes [tq,- - ,t,] relacionados ao mapeamento das linas nulas ¢t + x = z até a
lina nula ¢t — z = Z(z) na zona estética, de acordo com as férmulas (2.45), (2.46) e

(2.47).
Sequéncia de parametros usados pelo comando: n(L,z,s)

Parametros: L - um procedimento que define a lei de movimento da fronteira da
direita; z - um nimero real que define a linha nula (t + z = 2); s - assume os
valores de 1, 2, 3, e 4, e controla se os valores de salda informam o nimero de
reflexdes (se a esccolha é 1), o valor de Z(z) (se a escolha é 2), a lista [n, Z2(z)] ou

[n, 2(z), [t1, -+ ,t,]] para as escolhas 3 e 4, respectivamente.
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O comando A faz os célculos da funcao A(t) dada pela Eq. (2.37).

Sequéncia de parametros usados pelo comando: A(L,t)

Parametros: L - um procedimento que define a lei de movimento da fronteira da
direita; t - um numero real que representa o instante ¢.

O comando B faz os calculos da fungao B(t) dada pela Eq. (2.38).

Sequéncia de parametros usados pelo comando: B(L,t)

Parametros: L - um procedimento que define a lei de movimento da fronteira da
direita; t - um numero real que representa o instante t.

O comando A_tilde faz os calculos da funcio A(z) dada pela Eq. (2.43).
Sequéncia de parametros usados pelo comando: A_tilde(L,z)

Parametros: L - um procedimento que define a lei de movimento da fronteira da
direita; z - um ntimero real que define a linha nula ¢t + x = 2.

O comando B_tilde faz os calculos da funcio B(z) dada pela Eq. (2.44).
Sequéncia de parametros usados pelo comando: B_tilde(L,z)

Parametros: L - um procedimento que define a lei de movimento da fronteira da
direita; z - um ntimero real que define a linha nula ¢t + x = 2.

O comando h faz os célculos da funcao h(z) dada pela Eq. (2.41).

Sequéncia de parametros usados pelo comando: h(s,L,z)

Parametros: s - um procedimento que define a funcao h(®)(2) pela Eq. (2.42); L
- um procedimento que define a lei de movimento da fronteira da direita; z - um
nimero real que define a linha nula ¢t + =z = z.

O comando g faz os célculos da funcao g(z)

Sequéncia de parametros usados pelo comando: g(s,L,z)

Parametros: s - um procedimento que define a funcio ¢®[Z(z)] pela Eq. (2.24); L
- um procedimento que define a lei de movimento da fronteira da direita; z - um

nimero real que define a linha nula t + 2z = 2.
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e O comando R faz os célculos da funcao de Moore, de acordo com a férmula (2.35).
Sequeéncia de parametros usados pelo comando: R(L,z)

Parametros: L - um procedimento que define a lei de movimento da fronteira da

direita; z - um numero real que define a linha nula t + z = 2.

4.2 Aplicacoes a movimentos oscilatorios

Vamos iniciar as aplicagoes do pacote analisando uma cavidade com uma das fronteiras em
movimento oscilatorio, estando o campo inicialmente no estado de vacuo. Investigaremos

a seguinte classe de movimentos, definida por
L(t) = Lo (1 + € sin(qnt/Lo)%), (4.1)

onde € < 1 é um parametro sem dimensao, Ly é o comprimento da cavidade na situagao

estatica, e ¢ ¢ um nimero real.

4.2.1 Casos com condig¢oes nao-mistas e vacuo

Neste primeiro exemplo, vamos investigar o caso particular (considerados por Cole e
Schieve na Ref. [37]) onde a condicdo de fronteira é DD e a lei de movimento (denotada
como Leogi) é dada pela Eq. (4.1) com Ly = /10, e = —0.01, ¢ = 21/20 e s = 2 na
Eq. (4.1). Para este modelo, a funcao h(®), denotada como hyupp, é dada por hyeepp =

7/(48L3). A implementagao no Maple pode ser feita da seguinte maneira:

> LO:=evalf(Pi/10): # comprimento inicial da cavidade
> L_CS_1:=t->L0*(1-0.01*sin(21*Pixt/(20*L0))"2): #lei de movimento
> h_vac_DD := z -> evalf(Pi/(48xL0"2)): # valor estdtico da fungdo h

A densidade de energia do viacuo Tyac € a densidade de energia de Casimir estatica T cas

sao escritas como:

> T_vac:= (h_s,L,t,x)->-h(h_s,L,t-x)-h(h_s,L,t+x): # densidade de energia
> T_cas:=T_vac(h_vac_DD,L_CS_1,0%L0,L0/2): # densidade de energia de Casimir
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O comportamento da densidade de energia na cavidade, parat =0,t = Lo/2 e t = 2Ly/3

pode ser visualizado via:

> plot([’T_vac(h_vac_DD,L_CS_1,2/3*L0,x*L0)’,
’T_vac(h_vac_DD,L_CS_1,1/2*L0,x*L0)’,T_cas],x=0..1);

O resultado é mostrado na Fig. 4.1. Note uma onda de densidade de energia propagando-
se para a esquerda com velocidade da luz. Note também que parte da cavidade permanece
com a densidade de energia de Casimir estatica (isto é correspondente a regiao IT mostrada
na Fig. 2.1). Vamos agora observar a evolugao temporal da densidade de energia no ponto

x = Lo/2, ou seja Touce(t, Lo/2), de t =0 até t = 20Ly:
> plot([’T_vac(h_vac_DD,L_CS_1,t*L0,L0/2)’,T_cas],t=0..20);

O resultado é mostrado na Fig. 4.2 e esta de acordo com o resultado encontrado na Ref.
[37]. Outra comparagao com os resultados encontrados na Ref. [37] pode ser feita se
considerarmos o seguinte exemplo: Ly = 7/10, ¢ = —0.01, ¢ = 1 e s = 1 na Eq. (4.1),

obtendo a lei de movimento denotada como L¢go:
> L_CS_2:=t->evalf(L0-0.01*LO*sin(Pi*t/L0)); # Lei de movimento

O comportamento temporal, de t = 49 até t = 52.5, da forca F = Fyac, Eq. (2.51),

atuante sobre o movimento da fronteira, pode ser visualizado via
> plot([’T_vac(h_vac_DD,L_CS_2,t*L0,L_CS_2(t*L0))’],t=49.5..52.5);

O resultado é mostrado na Fig. 4.3 e esta em acordo com o resultado encontrado na Ref.
137].

Um caso interessante - em que um resultado do pacote nao coincide com o encontrado
na literatura - pode ser discutido considerando Ly = 7/10, ¢ = —0.01, ¢ = 1 e s =
2 na Eq. (4.1), resultando numa lei de movimento que chamaremos aqui L,,. Esta
lei de movimento foi considerada por Law na Ref. [35], trabalho que foi importante
na histéoria do ECD porque foi pioneiro em propor uma solucao analitica exata para
o problema do campo em uma cavidade oscilante e, ainda, por mostrar o surgimento
de regides (chamadas por Law de “sub-Casimir”) em que a densidade de energia estd

abaixo do valor correspondente a densidade de energia de Casimir da cavidade estatica.
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Figura 4.1: Densidade de energia Tyac(t, xLg) (eixo vertical) versus x, em trés instan-
tes: Tvac(0,2Lg) (linha tracejada); Tvac(Lo/2, 2 Lo) (linha sélida); Tvac(2Lo/3, 2 Lo) (linha
pontilhada).

Vamos usar o pacote para calcular a evolugao temporal da densidade de energia no ponto
x = Lo/2, ou seja Tpae(t, Lo/2), de t = 0 até t = 25L¢, e comparar com o correspondente

resultado exibido na Ref. [35]. Usando o pacote temos:
> plot([’T_vac(h_vac_DD,L_Law,t*L0,L0/2)’,T_cas],t=0..25);

Nosso resultado é mostrado na Fig. 4.4, mas nao estd de acordo com o resultado en-
contrado na Fig. 3 do artigo [35], a qual mostra o pico maximo de valor de densidade
de energia cerca de cinco vezes maior do que aquele por nés encontrado. Buscando ex-
plicacao para tal discrepancia, notamos que a fungao f definida na Ref. [35], ndo obedece
precisamente a relacao de recorréncia dada na Eq. 2.36. Concluindo, acreditamos que os
nossos resultados estao corretos.

Ressaltamos que, dadas as Eqgs. (2.56), toda a andlise anterior feita para casos DD,

vale para casos NN.
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Figura 4.4: Tyac(tLg, Lo/2) (eixo vertical) versus ¢ (eixo horizotal).

4.3 Casos envolvendo condicoes mistas ou nao-mistas,
e vacuo

Agora investigaremos uma classe particular de problemas onde a condicao de fronteira
pode ser DD, NN, ND or ND, e as leis de movimento dadas pela Eq. (4.1) com Ly = 7/10,
e = 0.01, s =1; ¢ = 1 (neste caso a fungao L é denotada como Lp;) ou g = 2 (Lps).

Primeiro exemplo: para os casos DD e NN, a funcao k) tem o mesmo valor, e serd

) (s)

e on—mizeq € dadapor e = /(48L2). Segundo exemplo:

renomeada como: hffa

para os casos DN e ND a funcao ~®) tem também o mesmo valor, e serd renomeada como:

h(S)c—mixed e dada por A" = —7/(96L2%). A implementacao em Maple pode ser feita

va vac—mized ~

da seguinte maneira:

> LO:=evalf(Pi/10): # comprimento inicial da cavidade

> L_D_1:=t->LO0*(1+0.01*sin(1*Pixt/(L0))"2): #lei de movimento, q = 1

> L_D_2:=t->L0*(1+0.01*sin(2*Pi*t/(L0))"2): #lei de movimento, q = 2

> h_s_vac_non_mixed := z -> evalf(Pi/(48%L0"2)): # dens. de Casimir - n&o misto
> h_s_vac_mixed := z -> -evalf(Pi/(96%L0"2)): # dens. de Casimir - misto

Vamos agora usar o pacote Dynamical Casimir para investigar o comportamento exato

da energia total £(t) (energia armazenada na cavidade em fungao do tempo), e comparar
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com o resultado anah’tico aproximado encontrado na literatura. A energia total pode
ser escrita como & = ’Tt x)dr = f t+L° h(u)du, férmula esta valida para valores
de t tais que L(t) = LO. Extraindo a energia do vicuo Ecqs) = £(0) da energia total
obtemos a energia € relacionada com a criacdo de particulas na cavidade, de modo que
podemos escrever: E(t) = £(t) —&(Cas), onde Ecqs) pode representar — /24 L, ou 7/48 Ly,
se consideramos, respectivamente, o caso nao-misto ou o misto. A funcao &, renomeada
como: Epae—non—mized—1 (Para a configuracao descrita no primeiro exemplo desta subsegao)

e Evac—mized—1 (segundo exemplo), podem ser implementadas como segue:

> h_non_mixed_1:= u-> -h(h_s_vac_non_mixed,L_D_1,u); # funcdo h; n&o misto; g=1
> h_mixed_1:= u-> -h(h_s_vac_mixed,L_D_1,u); # fung8o h; misto; g=1

> E_non_mixed_1:= w-> evalf(Int(h_non_mixed_1,w-LO..w+L0));

> # o input acima corresponde a energia total;ndo misto;q=1

> E_mixed_1:= w-> evalf(Int(h_mixed_1,w-LO..w+L0O)); # energia total; misto; g=1
> E_tilde_non_mixed_1:= w-> evalf(Int(h_non_mixed_1,w-LO..w+L0))

> -T_cas_non_mixed*L0O; # energia particulas criadas - n&o misto

> E_tilde_mixed_1:= w-> evalf(Int(h_mixed_1,w-L0O..w+L0))

> -T_cas_mixed*LO; # energia particulas criadas - misto

Para obtermos a evolugao temporal da energia total armazenada nas correspondentes
cavidades ou, mais especificamente, para obtermos os valores para a energia total exibidos

nas colunas 2 e 4 da Tabela 2.1 (Cap. 2), fazemos:

> E_non_mixed_1(0) ;E_non_mixed_1(10) ;E_non_mixed_1(30) ;E_non_mixed_1(90);
> E_mixed_1(0);E_mixed_1(10);E_mixed_1(30);E_mixed_1(90);

Para obtermos somente os valores da energia associada com as particulas criadas, mos-

trados na tabela 2.2 (Cap. 2), fazemos:

> E_tilde_non_mixed_1(0);E_tilde_non_mixed_1(10);
> E_tilde_non_mixed_1(30);E_tilde_non_mixed_1(90);
> E_tilde_mixed_1(0);E_tilde_mixed_1(10);

> E_tilde_mixed_1(30);E_tilde_mixed_1(90);
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4.4 Casos envolvendo condicoes nao-mistas e banho
térmico

Vamos agora usar o pacote Dynamical Casimir (e sua abordagem exata) para estudar
o comportamento da densidade de energia em uma cavidade, na presenca de um banho
térmico e com movimento oscilatério ressonante de uma das fronteiras. Pelas Eqs. (2.37),
(2.38), (2.43) e (2.44) conclui-se que as funcdes A e B sao diferentes uma da outra para
uma lei de movimento qualquer [106], e consequentemente Tyac € Tnon-vac (dadas pelas
Egs. (2.49) e (2.50)) possuem, em geral, estruturas diferentes (ver Ref. [106]). Definimos
aqui “estrutura” da seguinte maneira: dois gréaficos tém a mesma estrutura se eles tém o
mesmo numero de pontos de maximo e minimo, e esses pontos estao nas mesmas posigoes
em ambos os graficos. A primeira vista, essa conclusao contrasta com a mostrada por
Dodonov e Andreata na Ref. [61], segundo a qual Tyac € Thon-vac exibem a mesma
estrutura para estados iniciais do campo que sejam diagonais (como é o caso dos estados
vacuo e térmico). O objetivo desta segao é investigar esta aparente contradigao, usando
o pacote Dynamical Casimir.

Suponhamos a seguinte lei de movimento L(t) para o espelho mével dada pela Eq.
(4.1) com Ly=1,s=1eq=p (sendo p=1,2,...). Neste caso, a fungao L é renomeada
como L,p. No contexto de métodos analiticos aproximados [61], considerando o limite de

pequenas oscilagoes |€| < 1, a densidade de energia pode ser escrita como 7T ~ T@ com

T@ = — (b — p?2 fON)[s(u) + s(v)] — 20> f©, (4.2)
s(z) = a-r)
1+ K2+ 2(—1)Pk cos(prz)]?’
sinh(pr)

Y

1 + sinh?(pr)

T = —e€mt,
2L

onde se define momentaneamente t = N/p e N sendo um ntimero inteiro nao-negativo. A

densidade de energia 7(¥ na Eq. (4.2) também pode ser escrita em termos de contribuigoes

do vacuo e do banho térmico como: 7@ = T4 + 744 ... onde:

Toae = (0 = DO [s(u) + s(v)] = 20° ), (4.3)
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n(gr)l—vac = _g(s) [s(u) + s(v)]. (4.4)

Nesta situacdo, como (p* — 1)f®) > 0e —g® > 0, as Eqs. (4.3) e (4.4) nos dizem que
7(,(;(); e 7}1(821_‘,&(3 possuem a mesma estrutura [61]. Esta afirmagao contrasta com o dito no
inicio desta secao, onde concluimos que, do ponto de vista exato, Tyac € Thon-vac possuem
estruturas diferentes, em geral. Consegue-se, entretanto, harmonizar ambas as conclusoes

se for possivel mostrar que, para |¢| < 1 temos:

V4
N—l — —pr(s), (45)

A(z) — s(2). (4.6)

A razdo o(z) = B(z)/ [.Z(z) - 1], para p = 2, pode ser visualizada graficamente, através

do pacote Dynamical Casimir, da seguinte forma:

> f_s:=z->Pi/(48%xL0"2);

> L_AD1:=u->LO*(1+0.1*sin(2*Pi*u/(L0))); # lei de movimento da fronteira

> L_AD2:=u->L0*(1+10~ (-2) *sin(2*Pi*u/(L0))); # lei de movimento da fronteira
> L_AD3:=u->L0*(1+10" (-3)*sin(2*Pi*u/(L0))); # lei de movimento da fronteira

onde as fungoes Lap1, Laps e Laps correspondem a L op para e valendo, respectivamente,
1071, 1072 e 1072, A funcao o, por sua vez, pode ser implementada através dos comandos

A tilde e B_tilde descritos anteriormente. Seguindo a implementacao, temos:

> sigma_:=(zz,q)-> if type(zz,integer) then
> return NULL else B_tilde(q,zz)/(A_tilde(q,zz)-1)fi;

A geracao do grafico se da via:

> plot([’sigma_(z,L_AD1)’,40%(’sigma_(z,L_AD2)’+
> 4xf_s(b))-4xf_s(b),200%(’sigma_(z,L_AD3)’+4*f_s(b))-4*f_s(b),
> -4xf_s(b)],z=1..7);

O que resulta na Fig. 4.5 (mostrada nas Refs. [7, 28]), na qual foram considerados trés
valores de amplitudes de oscilacao: € = 1072, e = 1072 e € = 10~!. Observe que a razao

se aproxima mais do valor constante —4f®) para e = 107 do que para e = 10~*. Com
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procedimento computacional analogo, na Fig. 4.6, exibimos os gréficos de o para p = 3.
Notamos que, & medida que € se torna menor, mais o tende ao valor —9 ). Concluimos,

desta forma, que esses resultados indicam que a hipdtese dada na Eq. (4.5) estd correta.

0.2 T T T T T

_feee T
I
: -
!
T
\
!

s

W
T
¢

05 1 1 1 1

Figura 4.5: A razio o(z) = B(z)/ [.2((2) — 1} para a lei de movimento Lap com p =
2. Utilizamos diferentes escalas para o(z) em cada caso. A linha cheia corresponde a
e = 107!, A linha tracejada corresponde ao caso € = 1072, onde exibimos 40 x [o(2) +
4f)] —4f©) . A linha traco-ponto corresponde & situacio e = 1073, e exibimos no grafico
200 x [0(2) +4f®] — 4f©). Finalmente, a linha pontilhada representa o caso ¢ = 0. No

limite € — 0 temos o(z) — —4f¢) para p = 2.

A razdo A(z) = A(z)/s(z), para p = 2, pode ser visualizada graficamente com auxilio
do pacote Dynamical Casimir, de modo similar ao feito para o, resultando na Fig. 4.7
(mostrada nas Refs. [7, 28]), para os seguintes valores de e: ¢ = 107 ¢ = 1073, ¢ = 1072
e e = 107!, Observamos que no limite em que ¢ — 0 obtemos A(z) — 1, o que indica
que a hipdtese dada na Eq. (4.6) estd correta. Temos entdao que, quanto menor o valor
do parametro €, mais os resultados fornecidos por nossas expressoes exatas se aproximam
dos obtidos via métodos aproximados.

Agora vamos ao seguinte ponto: como nossas expressoes valem para qualquer valor de
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Figura 4.6: A razio o(z) = B(z)/ [jlv(z) - 1} para a lei de movimento Lap com p =
3. Utilizamos diferentes escalas para o(z) em cada caso. A linha cheia corresponde
a e = 107!, A linha tracejada representa ¢ = 1072, onde mostramos na figura 40 x
[0(2) + 9f)] —9f®). A linha trago-ponto corresponde ao caso ¢ = 1072 e exibimos
300 x [o(2) + 9f®)] — 9f®). A linha pontilhada corresponde a ¢ = 0. No limite ¢ — 0

temos o(z) — —9f) para p = 3.

€, ¢ interessante ver o que ocorre para valores maiores deste parametro e investigar a densi-
dade de energia dentro de uma cavidade oscilante fora do regime de pequenas amplitudes,
bem como comparar os nossos resultados com os obtidos via métodos aproximados. Para
tal, vamos investigar o valor maximo da densidade de energia numa cavidade oscilante.
No caso p = 2, a densidade de energia tem seu valor maximo nos instantes t = N (N um
nimero natural), no centro da cavidade (x = 0.5, sendo que Ly = 1 nesta subse¢ao). Os
maximos valores das densidades de energia correspondentes as partes de vacuo e banho

térmico, denominadas, respectivamente, por Toae™ e T oaX ., sao dadas por:

Teac . = Tvac(N, 0.5), (4.7)
Taonovac = Tnon-vac(IV, 0.5). (4.8)
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Figura 4.7: A razao A(z) = A(z)/s(z) para a lei de movimento L,p com caso p = 2.
Usamos diferentes escalas para A\(z) em cada situagdo. A linha cheia corresponde ao caso
¢ = 107!, onde mostramos na figura 1/6 x [A(z) — 1] + 1. A linha tracejada representa
e = 1072. A linha traco-ponto corresponde ao caso € = 1073, onde exibimos na figura
1/5x\(z), enquanto a linha pontilhada representa ¢ = 107, e exibimos na figura 20 x A(z).

No limite € — 0 encontramos \(z) — 1.

De acordo com a Ref. [61], Toad* e TioaX .. sao dados aproximadamente por:

Taad " = 6O —1) =270, (4.9)
a o (1+kK)?
n(ohniraa}é = —2¢ )ﬁ. (4.10)

Na Fig. 4.8, mostramos a evolugao temporal do valor maximo da densidade de energia,
para a lei de movimento Lps (para a qual € = 1072), comparando o que é previsto pela
férmula aproximada (4.9) e o previsto pela férmula exata (4.7). Vemos que ambas estao
em excelente acordo. Na Tabela 4.1, consideramos novamente L 4ps, € comparamos 7 ae

a,

max , .
com 7}(513 para tempos grandes. Observamos o crescente erro das férmulas aproximadas

~ . (a)max .
em comparacao com as féormulas exatas, observando que o erro de Thon-vac Cresce mais
rapidamente. Para gerar a Fig. 4.8 e a Tabela 4.1, implementamos, com auxilio do pacote

Dynamical Casimir, os seguintes comandos:
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\

G := T->evalf (1/2*(Pi/L0"2*evalf (sum((n+0)/(exp((n+0)/T)-1),
n=1-(2%0) . .infinity))));

\2

> g 1:=G(1);

> g si=z->-g_1;

> f_s:=z->Pi/(48%L0"2);

> h_s:=z->Pi/(48%L0"2)-g_1;

\4

T_vac:=(t,x,q)->-h(f_s,q,t-x)-h(f_s,q,t+x);
> T_non_vac:=(t,x,q)->-g(g_s,q,t-x)-g(g_s,q,t+x) ;

Para gerar a Fig. 4.8, fazemos:

> plot([’T_vac(qq,1/2,L_AD2)’,’ ((6%Pi)/(48))*(exp(8*((1/2)*(0.01)*qq*(Pi/L0)))-1)
> -2xPi/(48%L0"2)’,-2%Pi/(48+L0°2)], qqg=0..20);

Para gerar a Tabela 4.1, aplicamos os comandos definidos para Tyac € Thon-vac para z = 0.5
e valores de tempo tais como mostrados na referida tabela.
Na Fig. 4.9 examinamos o caso discutido na Fig. 4.8, porém com valor maior de e:

e = 1071, O gréfico pode ser gerado via:
> plot([’T_non_vac(tt,1/2,s2_1)’,T_max_non_vac(tt,0.1)], tt=0..3.5);

Neste caso, fica evidente o desacordo entre a evolucao temporal exata do valor maximo
da densidade de energia (4.7), e aquela prevista pela féormula (4.9). Na Tabela 4.2, vemos
o rapido crescimento nos erros percentuais nessa situacao. Por outro lado, considerando
valores muito pequenos de e, por exemplo ¢ = 1078, encontramos um excelente acordo
numérico entre os métodos aproximados e numéricos, seja para tempos curtos ou longos.
Por exemplo, encontramos: T (4 x 104) ~ TRed™ (4 x 104) &~ —0.129; T,08% (4 x
104) ~ TROMA% (4 x 10%) ~ 3.75.

Dadas as Eqs. (2.56), toda a andlise acima feita para casos com DD, vale para casos

com NN.

4.5 Aplicacoes a movimentos nao-oscilatérios

Conforme discutido na “Introducao geral”, ha situagoes em que é interessante investigar

o ECD para leis de movimento em que a fronteira se move com grandes deslocamentos
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t Toiax Tlamax Erro percentual
10 0.864 0.856 0.870
102 115 113 2.16
5x 10% | 0.832 x 10%7 | 0.761 x 10%7 8.44
102 | 0.175 x 105° | 0.148 x 10%° 15.7
TH%ac | Tiohovac
10 13.12 13.1 0.17
102 109 x 10* 107 x 10* 1.64
5x 10% | 0.785 x 10%® | 0.723 x 10%® 7.95
102 | 0.165 x 1056 | 0.149 x 10*2 99.9
Tabela 4.1: TR&X ¢ TaX (para T = 1) calculados via método exato numérico (coluna

2) e via férmula aproximada analitica (coluna 3), com Ly =1, e =102 e p = 2. O erro

percentual ( [

ax
vac, non-vac|

. T(a)max

[vac, non—vac})/ [vac, non-vac

ax

l x 100 é mostrado na coluna 4.

t Tohax Tlmax Erro percentual
10 191 x 10* 113 x 10° 94.1
40 | 0.338 x 10%° | 0.266 x 10?2 99.9
a)lnax
E%%E(Vac 7;50)1'1—V3,C
10 | 971 x 10* 107 x 10* 88.9
40 | 0.171 x 10?7 | 0.252 x 10?3 99.9
Tabela 4.2: Ti% and 702X . . (for T'= 1) calculados via método exato numérico (coluna

2) e via férmula analitica aproximada (coluna 3), com Ly =1, e =10"" e p=2. O erro

ax

_ T(a)max ax
vac, non-vac|

percentual ( [ [vac, non—vac})/ [vac, non-vac

l x 100 é mostrado na coluna 4.
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Evolucéo da densidade de energia calculada em x=0
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Figura 4.8: A densidade de energia Toad™* (linha sélida), dada pela Eq. (4.7) e seu
crescimento com o tempo (linha tracejada), conforme a previsao feita pela Eq. (4.9), no

caso € = 1072,

e com velocidades aproximando-se da velocidade da luz. A solucao do campo, e con-
sequentemente a forca de radiagao e a densidade de energia na cavidade com fronteiras
obedecendo a esse tipo de trajetoria estao fora do alcance dos métodos perturbativos, que
requerem movimentos nao-relativisticos e de pequena amplitude. Tal situacao, entretanto,
pode ser abordada com auxilio dos comandos do pacote Dynamical Casimir, que permite
encontrar a solucao exata do campo para uma lei de movimento relativistica arbitraria.

Discutiremos alguns casos a seguir.

4.5.1 Casos com uma das fronteiras em movimento num banho
térmico

Consideremos aqui, o seguinte exemplo. O campo obedecendo & condigao mista (DN ou
ND) para uma lei de movimento relativistica dada pela Eq. (2.67) (que aqui chamaremos
Lrpy), com comprimento inicial da cavidade Ly = 1 e na presenga de um banho térmico

a temperatura 7' = 1. Neste exemplo, o campo na cavidade obedece a condi¢ao nao-mista
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Evolugédo da densidade de energia calculada em x=0
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Figura 4.9: A densidade de energia T2&* (linha cheia), dada pela Eq. (4.7) e seu cresci-

mento no tempo ¢t = x previsto pela Eq. (4.9). Consideramos ¢ = 1071

(DD ou NN), também para os mesmos parametros de comprimento inicial da cavidade
e temperatura. Para calcular a forca total que atua sobre a fronteira em movimento,
tal como mostrado na Fig.2.3, devemos implementar as funcées ¢**) = —G(T', 3, Lo) (Eq.
2.59) e a funcdo [ (Eq. 2.23) que constitui a funcdo h*) = ) 4+ ¢(*) (que serd nomeada
como N mizeq Para 0 caso Misto € Ay pon mized Para 0 caso nao-misto). O tensor energia
momentum para ambos os casos também serao renomeados para 7,on mized € Tmized- D€

modo que implementamos os seguintes comandos:

> LO:=1;# comprimento inicial da cavidade

> L_FDH:=t->L0+0.1*1n(cosh(t)) ;# lei de movimento

> h_s_mixed:=f_s(1/2) - G_T(1,1/2,1); # h estatico; misto

> h_s_non_mixed:=f_s(0) - G_T(1,0,1); # h estdtico; nio-misto
> T_mixed:=(t,x)->-h(h_s_mixed,L_FDH,t-x)

> -h(h_s_mixed,L_FDH,t+x) ;# dens. energia;caso misto

> T_non_mixed:=(t,x)->-h(h_s_non_mixed,L_FDH,t-x)

> ~h(h_s_non_mixed,L_FDH,t+x) ;# dens. energia;caso ndo-misto
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Sendo que as fungoes auxiliares sao:

> f_s:=(beta)->evalf (Pi/(24xL0"2)*(1/2

> -3x(beta-beta~2)));

> G_T:=(T,beta,L)->Pi/(2x¥L"2)*sum((n+beta)/

> (exp((ntbeta)*Pi/(L*T))-1) ,n=1-2%beta..infinity);

Usando o pacote Dynamical Casimir, o comportamento da funcao pode ser visualizado

via (ver Fig. 2.3 e Ref. [5]):
> plot(’T_mixed(t,q(t))’,t=0..10);

Para este exemplo, mostramos um gréfico (Fig. 4.10) que compara a forca total atuando
sobre a fronteira em movimento, tanto para o caso misto quanto para o caso nao-misto,

na presen¢a de um banho térmico. Para gera-lo, fazemos

> plot([’T_mixed(t,q(t))’,’T_non_mixed(t,q(t))’],t=0..10);

F )

0.57
0.4+
0.37
0.2+

0.1+

Figura 4.10: O comportamento da forca quantica F(-) = Flad + .7::(;) sobre a fronteira
em movimento numa cavidade com comprimento inicial Ly = 1 e banho térmico a tem-

peratura T' = 1, para o caso misto (linha sélida) e o caso nao-misto (linha tracejada).
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4.5.2 Cavidade com duas fronteiras em movimento no vacuo

Vamos estudar o caso de uma cavidade com as duas fronteiras em movimento sob condigao
de Dirichlet em ambas as fronteiras, com o estado inicial do campo sendo o vacuo. Cal-
culamos a forga total sobre a fronteira da direita F, gOt) (Eq. 3.22). Ambas as leis de
movimento sao relativisticas, definidas nas Eqs. (3.24a) e (3.24b) (aqui definidas como
lppr € Trpr). O tensor densidade energia-momentum dentro cavidade Eq. (3.3) e da

forga fora da cavidade Eq. (3.19), aqui renomeados como Tyr e Tgrp. Para obter os

graficos exibidos nas Fig. 3.5 e Fig. 3.6 usamos as seguintes linhas de comando:

> L0:=1;# length of cavity

> 1_FDH:=u->kappa[L]*1ln(cosh(u));# law of motion of the left

> r_FDH:=u->L0O+kappa[R]*1n(cosh(u));# law of motion of the right

> T_2F:=(u,v)->-fG(utv)-fF(u-v) ;# in cavity

> T_RF:=q->(1+D(q) (t)"2)*(1/(2xPi)*(D(q) (t)* ‘@0 (D,2) (q) (t)"2)

/(1-D(q) () ~2)~4+1/(6+Pi)*(‘@e‘ (D,3) (q) (t))/(1-D(q) (£)"2)"3) ; # out cavity

A\

O comando para visualizar o grafico na Fig. 3.5 em que vemos a forca total, F g(’“, na
Eq. (3.22), e a for¢a dentro da cavidade, Fg, na Eq. 3.21, sendo que a cavidade estd
em expansao e os parametros kg € Kz obedecem a seguinte relacao: kg = —kp = 0.1, é

visualizado a seguir:

> kappalR]:=0.1;
> kappal[L] :=-kappa[R];

> plot ([’T_2F(t,r(t))’+T_RF(r),’T_2F(t,r(t))’],t=0..3);

Para o caso em que a cavidade estd se movendo, mas mantém constante o seu compri-
mento, com parametros kg e Kk, obedecendo a seguinte relagao kg = k;, = 0.1, o comando
para gerar o grafico na Fig. 3.6 permanece o mesmo, devendo apenas tomar o cuidado

para redefinir a constante x; no programa, como podemos visualizar:

> kappa[R]:=0.1;
> kappal[L] :=kappal[R];

> plot ([’T_2F(t,r(t)) ’+T_RF(r),’T_2F(t,r(t))’],t=0..3);
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4.5.3 Discussao da precisao dos resultados

Conforme ja discutido, as férmulas (2.43), (2.44), (2.49) e (2.50) sao formalmente exatas,
mas para obtermos valores numéricos para Tyac € Tnon-vac precisamos calcular as funcoes
ti(z), que sao dadas pelas Eqgs. (2.46) e (2.47). Para leis de movimentos do tipo (4.1)
(e em geral) nés conseguimos apenas solugbes numéricas de (2.46) e (2.47). Para um
dado valor de z, a Eq. (2.46) pode ser resolvida numericamente e o resultado para t;
naturalmente tem um certo limite de exatidao. Quando t; for usado na Eq. (2.46) para
calcular to, a solugao de ty + L(t2) = t; — L(t1) pode levar a resultados com menos
exatidao do que o resultado anterior obtido para t;, e sucessivos calculos dos valores
restantes de ¢; via equagoes (2.47) (para i = 2,3,4...) podem gerar um resultado final
para t, com uma pobre exatidao, se comparada com a exatidao do valor inicial para ;.
Entretanto, quando inserimos os valores numéricos para t; nas Eqgs. (2.43), (2.44), (2.49) e
(2.50), os valores finais de Tyac € Thon-vac pPodem ter sua exatidao diminuidas muito mais.
Para tratar desta questao e controlar a exatidao final dos resultados, fizemos calculos no
sistema computacional Maple [105], que nos permitiu controlar o niimero de digitos usando
calculos com numeros de ponto flutuante. Para obter um valor numérico final para 7yac ou
Tnon-vac, realizamos varios calculos independentes, usando o pacote Dynamical Casimir
9]. Em cada célculo, tomamos todas as solu¢oes numéricas com um certo nimero de
digitos. Consideramos de 3 a 100 digitos e observamos que a convergéncia nos resultados
com o numero de digitos relacionados (em relagao ao nimero de digitos considerado para
a solugao de (2.46)) estd aumentando. Isto nos permitiu apontar quais sao os digitos
exatos (a exatidao) em nossos resultados. Por exemplo, os valores de Tyac(10,0.5) (Lo =
1,p = 2) realizados com 3, 4, 5, 6, 10 e 20 digitos sdo dados, respectivamente, por:
0.856, 0.8638, 0.86364, 0.863704, 0.8637005768 e 0.86370057587773139184. Analisando
também a convergéncia de resultados até a exatidao de 100 digitos podemos obter uma
exatidao final de 10 digitos ou mais, mas aqui, limitamos a mostrar apenas o resultado
como Tyac(10,0.5) ~ 0.864, onde os primeiros dois digitos podem ser considerados como

digitos exatos.
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4.6 Comentarios finais do capitulo 4

Usando o pacote Dynamical Casimir, podemos reproduzir varios resultados encontrados
na literatura, incluindo (nos limites apropriados) aqueles aproximados encontrados via
abordagens diferentes, o que reforca tanto a validade do programa quanto do método de
calculo no qual o programa se baseou. Por exemplo, considerando o banho térmico como
estado inicial do campo numa cavidade com um espelho em movimento num espago-tempo
bidimensional, encontramos para pequenas amplitudes de oscilagoes, um bom acordo en-
tre os resultados exatos e aproximados para os valores de maximo da densidade de ener-
gia, como mostrados na Tabela 4.1. Este acordo fortalece a validade das aproximacgoes
analiticas obtidas na referéncia [61], e também reforga a validade do pacote Dynamical Ca-
simir. Para grandes valores de €, como mostrados na tabela 4.2, significantes discrepancias
surgem, e crescem com o tempo principalmente a parte térmica da densidade de energia.
Isto é esperado, sabendo que as férmulas analiticas sao vélidas para |e] < 1. Entao, o
pacote Dynamical Casimir da resultados para grandes amplitudes, que estao fora do al-
cance das abordagens perturbativas encontradas na literatura. Observamos que, embora
tenhamos exemplificado esta aplicacdo para o caso de vécuo e para o caso térmico (0s
casos mais comuns encontrados em literaturas), o pacote pode levar em conta qualquer
estado inicial do campo, bastando para isso o usudrio regular o valor da fungao h(s) para

este estado.
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Parte 11

Emaranhamento
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Capitulo 5

Emaranhamento

Para tratar do segundo tema desta tese, faremos neste capitulo uma abordagem do for-
malismo de estados vestidos desenvolvido em [112], que sera aplicado aqui neste trabalho.
Este formalismo deu origem a outros trabalhos [80, 81, 82, 83, 112, 113]. Em 2001, a
técnica dos estados vestidos foi aplicada ao sistema de um atomo, na aproximacao de um
oscilador harmonico acoplado a um campo dentro de uma cavidade esférica perfeitamente
refletora de raio R [112]. Neste trabalho, foi apresentado o estudo do comportamento
deste sistema no espaco livre, entendido como o limite em que R — oo. Com a in-
troducao de coordenadas vestidas, sao definidos os estados vestidos que permitem uma
descricao unificada e nao-perturbativa do processo de radiacao dentro da cavidade nos
limites de pequena e grande cavidade, com acoplamento forte ou fraco do atomo com o
campo [80]. Como ¢é sabido a solugdo das equagoes de movimento em Teorias de Campo
quando campos acoplados sao considerados nao é, de longe, um problema facil a ser consi-
derado. De fato, apenas alguns métodos sao capazes de resolver exatamente tal problema,
e ainda assim para poucos casos especiais. Consideremos por exemplo uma particula car-
regada descrita por um campo 1 (z) interagindo com um campo neutro (por exemplo o
campo eletromagnético) ¢(z), do qual por simplicidade omitimos todos os indices ten-
soriais; esta interagdo é descrita através de certo acoplamento f(g;1,¢) (em geral este
acoplamento é nao linear), onde g é uma constante de acoplamento, num sentido geral a
carga da particula. A solugao perturbativa é obtida por meio da introdugao de campos

“nis” nao interagentes () e ¢y(z), com os quais os quanta “nis” da matéria e do campo
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estao associados, a interacao sendo introduzida ordem a ordem nas poténcias da constante
de acoplamento na expansao perturbativa. Fisicamente, o efeito introduzido perturbati-
vamente pela interacao pode ser visto pictoricamente da seguinte maneira: no caso da
teoria eletromagnética podemos dizer que uma particula que interage com o campo, na
linguagem da teoria quantica de campos, carrega consigo uma “nuvem” de fétons que sao
continuamente emitidos e absorvidos pela particula carregada, e portanto espera-se que a
forca atuante sobre a particula devido a este efeito contribua para a inércia, ou em outras
palavras, para a massa da particula [114]. Experimentalmente, a massa medida leva em
conta este efeito, e quando incluimos esta contribuicao nas equagoes de movimento da
teoria podemos ter uma interpretacao mais precisa a respeito da massa da particula; este
procedimento é conhecido como a renormalizacao da massa. Este procedimento indica que
a massa “nua”’ m, originalmente introduzida na Lagrangeana nao tem significado fisico,
mas sim m + 0m = Meyp, onde dm € a contribuicao devido a interagao entre a particula
e o campo. Note que, em geral, tanto m quanto dm sao infinitos (com sinais contrarios)

de tal modo que Mmey,, a massa fisica, ¢é finita. O presente capitulo derivou do artigo [10].

5.1 Problema de um atomo acoplado ao campo esca-
lar

Iniciamos a descricao do método, considerando um atomo, que sob certas condig¢oes pode
ser aproximado por um oscilador harmonico, tendo frequéncia ndo-vestida ou ‘“nua”
wo, linearmente acoplado ao campo descrito por N (N — oo) outros osciladores, com
frequéncias wy, k = 1,2,...,N. Todo o sistema estd contido em uma cavidade esférica
perfeitamente refletora de raio R, o espaco livre correspondendo ao limite R — oo. Da-
qui em diante, nos referiremos ao oscilador harmonico como dtomo, para distingui-lo dos
modos harmonicos do campo.

Consideramos o sistema descrito pela Lagrangeana,

1 1 h?
L= 5@3 — §w3q§ + / {EGMI)(?“(I) + ha/87gc qu®6° (x) | dx (5.1)

onde g ¢ a constante de acoplamento; a escolha destas constantes no termo de interagao

asseguram a dimensao correta da Lagrangeana, seja no sistema de unidades naturais ou
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no MKS. Seguindo o formalismo canonico, obtemos os momentos canonicos conjugados

do campo e do atomo:

OL
" (t,x) = =———— = ho"® 5.2
(13 = S (52)
e
oL
l) = ——— = qo; 5.3
po (t) IR (5.3)
em seguida obtemos a Hamiltoniana
h? 2 h? 1
H= 22 (0,P)” — — (VCD) + 2p0 + woqo hin/8mgc qo®8° ( (5.4)

Como o campo esta confinado numa cavidade esférica, o mesmo deve satisfazer a condigao

de fronteira ®(t, x)|x=r = 0; entdo expandimos o campo da seguinte forma:

O =c> g (t)dy(x), (5.5)

k

onde as funcoes ¢, obedecem as relacoes de ortogonalidade:

[aemex = (5.6
/ Vo, (x) V&' (x) d'x = _%5@. (5.7)

Os coeficientes da expansao do campo podem ser obtidos com o uso destas relagoes:

e = e [ox6 60
= ZQk 5k]

C

= 74 ()

qj (t) = h*c™? /<I>¢j (x) d*x. (5.8)

Substituindo (5.8) em (5.5) obtemos também a relagao de completeza:

¢ = h201/® [CZ@; (¥) &% (X)] d’

- /(I)53 (y - X) d3y7
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8 (y—x)
D y) o () = —5— (5.9)

k
onde a funcao ¢, obedece a equagao de Helmholtz:

Vg (x) = —— 65 (x). (5.10)

Esta imposicao requer que os modos do campo, as frequéncias wy, sejam harmonicos
esféricos, obedecendo a simetria proposta para o problema. Resolvendo a equacao da
onda para o campo escalar nao massivo, separamos a parte radial da parte temporal de
acordo com a Eq. (5.5). Como supomos o problema de simetria esférica, o campo néo
depende das coordenadas angulares, e deste modo a parte radial do campo obedece ao

laplaciano, que em coordenadas esféricas |x| = r:

1d(,d wi
i (P ) = e, o
cuja solucao é
1 sin (“—)
r) — ’ 5.12
WO mR 12
onde
e
Wk:kﬁ, k:]_,Q,..., (513)
e no limite em que r — O:
. Wik
lim r)=—. 5.14
A o 514

De modo que para a expressao final do campo (5.5) temos:

sm r)
t r =c 5.15
Z a(t hr\/ TR’ ( )

Substituindo a expansao do campo (5.5) em (5.4) e tomando o limite de r — 0, para usar
a relacao (5.14), podemos escrever a Hamiltoniana, denotando por qo(t) (po(t)) e qx(t)
(pr(t)) as coordenadas (momenta) associadas com o atomo e aos osciladores do campo,

respectivamente:

N

|

H = | p§+wias + ), (pk+wiad) | — a0 D nwra, (5.16)
k=1 _
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onde o limite N — oo sera tomado posteriormente; redefinimos também a constante de

acoplamento entre o oscilador e os modos do campo introduzindo a quantidade:

4 4gA
R s

onde temos o intervalo entre as frequéncias do campo é dado por Aw = wy 11 —wy = ¢/ R

e g sendo a constante de acoplamento com dimensao de frequéncia. A Hamiltoniana
(5.16) ¢é diagonalizada por uma transformacao canonica das coordenadas e momenta nao-
vestidos para as coordenadas e momenta normais, conhecidas em mecanica classica como

transformacao de ponto, dada por:

N N
q# - ZtLQT ) p,u - thpr ) (518>

r=0 r=0
onde pp = (0,{k}), k=1,2,...,N,er =0,...,N; os elementos t], sao elementos de uma

matriz ortonormal T = (). Os sub-indices p = 0 e pu = k referem-se, respectivamente,
ao atomo e aos modos harmonicos do campo enquanto os incides r referem-se ao modos

normais. Com (5.18), escrevemos (5.16) como (ver apéndice B):

N

1
H =23 (PP+2Q)), (5.19)

r=0
onde 2, sao as frequéncias normais que correspondem aos modos de oscilacao coletivos
estdveis do sistema acoplado (em fisica de estado sélido, estes modos normais correspon-
dem aos fonons da rede cristalina).
Usando as transformacoes de coordenadas g, = ), ¢, Q- nas equagoes de movimento

obtidas a partir da Hamiltoniana (5.16):

N

Go +wigo = Uzwk%, (5.20)
k=1

Gk + wigr = nwkqo, (5.21)

e explicitando o uso da condicao de normalizagao,

N

d ) =1, (5.22)

u=0
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obtemos,

ty, = Mtg, (5.23)
1
o= |1+ f: ek | (5.24)
0 L Wiy |
No apéndice B, chegamos a condigao (B.20), que pode ser escrita como:
wQ—QQZiﬂ (5.25)
o ; 2o )

O lado direito da equagao (5.25) diverge no limite N — co. A Equagao (5.25) tem N + 1
solugoes 2%, correspondendo aos modos normais do sistema. Pode-se mostrar [112] que, se
w3 > Q% todas as solugoes possiveis para Q% sdo positivas, fisicamente significando que o
sistema oscila harmonicamente em todos os modos. Por outro lado, se w2 < 02, uma das
solugoes é negativa e entao existe uma configuracao nao-estavel. Num contexto diferente,
esta solucao estd relacionada a existéncia de estados ligados no modelo de Lee—Friedrichs.
Isto é devido ao fato de que, neste caso, esta solugao implica num comportamento nao
harmonico para os autoestdos (“ runnaway solution” ). Esta solugao é considerada na
Ref. [115] no contexto de um modelo para descrever qualitativamente a existéncia de
estados ligados em fisica de particulas.

Para continuar, definimos entao um contra-termo dw? = Nn? (por simplicidade, su-
primimos momentaneamente o indice das frequéncias normais, €2, = 2); desta forma,

podemos escrever:
N

wi — 6w — O = nQQQZ

k=1

1
—_. 5.26
wi — Q2 (5.26)
Aqui, apenas consideramos a situacao em que todos os modos normais sao harmonicos,

dend imei i 2> (2 e defini i f enci
correspondendo ao primeiro caso acima, w§ > 29, e definimos assim a frequencia renor-
malizada:

2 2 A2
@ —A}gnoo(wo Nn?), (5.27)

seguindo o trabalho pioneiro da Ref. [116]. No limite N — oo, a Eq. (5.26) torna-se:

o0

0?2
02— =n? —_ .2
@ i ;;1 S (5.28)
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Vemos que, no limite N — oo, o procedimento acima ¢ exatamente o andlogo da re-
normalizacao da massa em Teoria Quantica de Campos: a adicao de um contra-termo
—Nn?q3 permite-nos compensar o infinito de w3 de tal maneira a deixar a quantidade
finita, fisicamente significativa, que chamaremos de frequéncia renormalizada @.

Em (5.28), as frequéncias do campo w; podem ser escritas como wy = kcm/R e

Q =wucw/R, de modo que, usando a identidade

=1 1[1 =«
k=1

a Eq. (5.28) pode ser escrita na forma fechada:

RQ Q c Rw?
— ) =4+ —(1—-—. .
cot < . ) 2 + 70 < 296) (5.30)

Os elementos da matriz de transformagao do sistema dtomo-campo para eixos princi-
pais, sao obtidos em termos das quantidades fisicas siginificativas €2,, w, apés uma longa

manipulacao algébrica [112] (ver apéndice C); escrevemos:

Q,

o= ! , (5.31)
V(92 - 22" + (302 — @) + 49202

r US> r

Deste ponto em diante, consideremos o sistema de unidades naturais (h = ¢ = 1),
de modo que os autoestados do nosso sistema, |ng,n,no,...), sdo representados pelas

autofungoes normalizadas, em termos das coordenadas normais {@Q, }:

N
(@l on1--it) = Gpop, Q1) = [ 60, (Qsrt) (5.33)
s=0
QN H,, (VQ,) i
b, (Qs,t) = <?) WFO (Q) e~ Fromt, (5.34)

onde H;, designa o ls-ésimo polinomio de Hermite, I'y é a autofunc¢ao normalizada do

vacuo,

[ (Q) = exp {—% > QTQ?} (5.35)
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e Epon,.. sendo o autovalor da energia da Hamiltoniana diagonalizada (5.19), contendo a

ont..

contribuicao do vacuo, dada por:

N
1
Engnins... = D, (0 + 5) S (5.36)
r=0

4

Em seguida, definimos o conjunto de coordenadas “vestidas” (qj, ¢}) associadas ao dtomo
e ao campo “vestidos”. Estas coordenadas irao tratar da descrigao nao-perturbativa do
sistema atomo-campo. As condigoes gerais que as coordenadas vestidas devem satisfazer,
levando em conta que o sistema é rigorosamente descrito pelas coordenadas normais @),

sao as seguintes:

e Devido ao cardter linear do problema, as coordenadas ¢ e ¢; devem ser funcgoes

lineares das coordenadas normais @),.

e Elas devem permitir a construcao de configuracoes ortogonais correspondendo a

separacao do sistema em duas partes, o &tomo e o campo vestidos.

e O conjunto dessas configuracoes deve conter uma configuragao basica que coincida

com o estado fundamental, T'y.

Esta ultima condicao restringe a transformacao linear entre as coordenadas vestidas

qu (1 = 0,1) e as coordenadas normais ), que deve manter invariante a forma quadrética:
D 0Qr =w(gh)’ + ) wilg)” (5.37)

Com isso as novas coordenadas qL que descrevem as configuragoes do atomo e dos quanta

vestidos do campo satisfazem a seguinte relacao com as coordenadas normais @),
Vo, =Y t/0Q,, (5.38)
T

onde w, = {w, w;}. Em termos das coordenadas vestidas (g, ¢}), definimos para um
instante fixo t = 0, o estado vestido, |k, k1, K2, -+ ) por meio de um conjunto completo
de fungoes ortonormais [112]:

N

(d] Kok1--50) = Vo (650) = [ [ ¥, (@) (5.39)

pu=0
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Wy

Y, (4) = (—

™

>1/4 (21’@#&#!)_1/2 HH,L (\/w—#q;) T, (q/) (540)

onde p denota coletivamente, para g = 0 o atomo vestido e p =7 = 1,2,3,... para os

modos do campo. De (5.37), vemos que I'y em (5.40) permanece inalterado, ou seja,

Lo(q') o< To(Q). (5.41)

Desta forma, cada funcao v (¢') descreve um estado no qual o dtomo vestido ¢, estd

KOK1..

no rk,-ésimo estado excitado.

Em termos das coordenadas nao-vestidas, as coordenadas vestidas sao expressas como:
q, = Z vy, (542)
124

onde

Oy = \/_ > ttn/Q, (5.43)

Note que as coordenadas vestidas, assim como as coordenadas normais, sao objetos co-
letivos, entretanto a transformagdo entre estas coordenadas (5.38) é nao ortogonal, con-
seqiientemente a Hamiltoniana em termos das coordenadas renormalizadas é nao-diagonal.
Vamos, agora, considerar um estado particular |T'}(0)) no instante ¢ = 0, representado
pela funcao de onda ¢00---1(u)0---(q/)- Esta configuragao descreve o estado em que apenas
o p-ésimo oscilador vestido esta no primeiro nivel excitado, sendo que todos os outros
permanecem no estado fundamental. A evolugao temporal do estado |T'}) é dada por (ver

demonstracao no Apéndice D):
T4 (t) Z Fur(t) [T%(0) (5.44)

onde os indices p, v = (0, {i}), referem-se, respectivamente, atomo e aos modos do campo

vestidos, e a quantidade f,,(t) é dada por,
fruo(t) ZtStS it (5.45)
Além disso, pode-se mostrar que para qualquer p (ver apéndice D),

Z |fuu(t)‘2 =1, (546)
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0 que permite interpretar os coeficientes f,,(¢) como amplitudes de probabilidade; por
exemplo, foo(t) é a amplitude de probabilidade, de que se o a&tomo vestido estava excitado
no primeiro nivel no instante ¢ = 0, ele permanega excitado no instante ¢, enquanto fo;(t)
representa a amplitude de probabilidade, de que nas mesmas condic¢oes iniciais, o 7-ésimo
modo harmonico vestido do campo esteja no instante ¢ excitado no primeiro nivel. Devido
a relagao linear (5.38) entre as coordenadas vestidas e normais a fungao de onda do estado
vestido (5.39) também pode ser escrita como uma combinagao linear do conjunto completo
das auto-fungoes ortonormais em termos das varidveis @, (no instante t = 0):

Vgt (650) = Y Tt by (Q,0), (5.47)

Koy

onde os elementos da matriz T2/ sdo dados por:

T = [ Qs () 1 (@) (5.4%)

Estes coeficientes podem ser calculados para um estado vestido no qual apenas o k-
ésimo oscilador vestido esteja no N-ésimo nivel excitado, com todos os outros no estado

fundamental; obtendo [112]:

NI \? ,
loly- ! 1
Foo-utmon- = (z‘o_! o ) (t)° ()" (5.49)
onde lp + 14 + --- = N. Em [112] o estudo foi feito para N = 1 e N = 2, casos em

que somente o atomo vestido esta excitado inicialmente e os demais osciladores do campo

estao no estado fundamental.

5.2 Sistema de dois atomos dentro de uma cavidade

Consideramos um sistema formado por dois atomos, A e B, cada qual individualmente
acoplado ao campo, como descrito no segao anterior. O sistema ¢ um sistema bipartite,
S = AU B em que os subsistemas A e B correspondem, respectivamente, aos atomos
vestidos no sentido da secao anterior. O sistema completo estd contido em uma esfera de
raio R. Para cada atomo (subsistema) escrevemos a Hamiltoniana H, onde o sub-indice
A indica o atomo A ou B:

1

N N
= 2 PAH WA+ ; (Pk + wigx) | — ; AWk Gk (5.50)
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onde 1, = /49 \Aw/7 e g\ é a constante de acoplamento entre o dtomo A e o campo.
Como na segao anterior, a Hamiltoniana (5.50) pode ser diagonalizada por meio da trans-

formagcao de ponto,

N N
Gy = Dt Quy s Duy = D APy (5.51)

r\=0 ry=0
onde u, = (A k), k= 1,2,--- ery = 0,...,N. Os elementos ¢ pertencem a matriz

ortonormal 7" cujos incides u = A e p = k referem-se respectivamente ao dtomo A\ (A
ou B) e aos modos do campo. Os sub-indices das coordenadas coletivas r, referem-se
aos modos normais. Entao, para cada um dos subsistemas, tomamos a Hamiltoniana
diagonalizada em termos dos momenta e coordenadas normais:
N
1

Hy= 1 Y (P 02Q). (552

ry=0
mais uma vez identificando as frequéncias normais, €2,,, que correspondem as oscilagoes
coletivas do sistema formado pelo d&tomo A (A ou B) interagindo com seu campo préprio.
Com o uso da transformagao entre as coordenadas (5.51) e a condi¢ao de normalizacao

> )2 = 1 obtemos, como na se¢ao anterior, os elementos de matriz:

r Wk r
L = ———t,, (5.53)
y w?—Q2 7

N 772 w2 _%
tT)\ — 1 + Ak
: 2@y

(5.54)

O procedimento para renormalizacao da frequéncia é idéntico ao procedimento tomado
no segao anterior; desta forma, portanto, apresentamos o elemento de matriz (5.54) no

limite de N — oo:

Q,
1 = 2 o : (5.55)
V0o —a8) + 5 (302, - a8) + g0
onde a frequéncia renormalizada do dtomo A (A ou B) é dada por,

De maneira inteiramente andloga na se¢ao anterior, é conveniente escrevermos os auto-

estados do sistema atomo(\)-campo, |ly, (1,2, - -+ ), representados pelas autofungoes nor-
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malizadas, escritas em termos das coordenadas normais @),,, para t = 0:

N oo VA
e (@0 =TT (22) " Nt (VEQ) o). 637

s =0
onde H,, designa o [,,-ésimo polinémio de Hermite, Ny, = (2"11,,!)"/%, To(Q,,) € a
auto-funcao normalizada do vacuo; além disso, temos também a funcao de onda para os

estados vestidos |k, k1, ke, - - - ) definidas por:

N — 1/4

w

¢mmm--- (q',O) - H < :A) N/‘AHHM (V (DM)\QI/M) FO (ql/t)\> ’ (5'58>
1x=0

onde w,, = {@x, wi}eN, = (2", )72 Em (5.58), temos que a autofungao vestida do
vacuo I'y(¢') é a mesma que a I'g(@). De maneira andloga ao que vimos na segao anterior,
consideramos o estado vestido, ’I”f (’\)(O)> no instante ¢ = 0, representado pela funcao
de onda ¢00--~1u0~-(q/ ), que descreve a seguinte situacao: apenas o p-ésimo oscilador estéd
excitado no primeiro nivel, enquanto os demais estao no estado fundamental. A evolugao

temporal deste estado é descrita por:

M) = fult)

e (0)> , (5.59)

onde p(A),v(A) = (A {i}), referem-se, respectivamente, ao atomo A e aos modos do

campo, com f,,(t) tendo a mesma definicao de (5.45):

Fult) = tatse ", (5.60)

5.3 Evolugao temporal de estados vestidos emara-
nhados para um sistema de dois atomos dentro
de uma cavidade

O sistema como um todo S é composto pelos dois subsistemas, A e B, S = AU B; cada
subsistema é constituido de um atomo-A (A ou B) vestido individualmente pelo seu campo
proprio, o sistema inteiro estando contido numa esfera de raio R. A informacgao sobre o

sistema S estd contida nos estados que definem cada subsistema; para o subsistema A
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temos a seguinte familia de estados: !F;?A ke k2,,,>, indicando que o atomo A estd no na-
ésimo nivel excitado e os modos do campo nos ky, ks, - - - k;-ésimos niveis excitados. Para
o subsistema B usamos o mesmo raciocinio; sabemos que o campo é o mesmo para ambos
os atomos, mas configuramos os niveis do campo no subsistema B como uma duplicacao
(réplica) dos niveis correspondentes do subsistema A. Assim, temos o estado |Fn3q1q2 >

com o atomo B no npg-ésimo nivel excitado e os modos do campo nos ¢, qs, - - - ¢;-ésimos

niveis excitados. O estado do sistema S como um todo é escrito como:

AB —
Fq(aAkl)kQ...;anqu..l> = [nakika - s npqiga - ‘FnAklkz >® ’ NEBLg.. > (5.61)

Usando esta definicao, vamos considerar no instante ¢t = 0, uma familia de superposigoes

de estados do sistema bipartite dada por:

AB i AB
3 g(A)z)O~~~;0(B)OO~~-(0>> +Vv1-¢e ’ ‘F(()(A))oom;1(B)00...(0)>
VE14,0,0,..505,0,0,..) + /1 — €€ 04,0,0,...: 15,0,0,..), (5.62)

) =

AB . .
onde 0 < < 1. Na Eq. (5.62), (( ))00 0(B)00-- > ’F 0(A)00-- 1(3)00.--(O>> sdo, respecti-

vamente, os estados nos quais o dtomo vestido A (B) esta no primeiro nivel excitado, e

o atomo B (A) e todos os modos vestidos do campo estao inicialmente no estado funda-

mental. Sao eles:

FgéélB))()O---;O(B)OO > ‘Fmo > ® }Fooo )> (5.63)
e
‘F(?f)z)o 1(B)00--- > }Fooo >® ‘Fmo >> (5.64)

A matriz densidade para esta situacao em t = 0 é
0(0) = o) (V]
- €|1A70707"' ;OBa())O)"') <1A70a0a"' ;0370707"'|
+(1_€)’0Aa0707 ) 1Baoa07"'><0A7070a"' ; 1B70707""
+ 5(1_5)67@‘1/&70707“' ;0350707"'><0A70707"' ) 1370705""
+ f(l_f)el¢’OA70707 ; 1B7oaoa><1A70707 70370707‘(565)
No instante t, o estado do sistema é descrito pela matriz densidade:

o(t) = e W) (W] et (5.66)
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onde H é o operador Hamiltoniano de todo o sistema, tal que
e—th — e—iHAt ® e_iHBt’ (567)

e onde Hy e Hp sao as Hamiltonianas H, das equagdes (5.50) ou (5.52). Entao obtemos

o(t) = &(|Tino.. (1)) (Tino..(8)]) ® (IT50o...) {Too.-.|)
+ (1= &) (|Tfb0.) (Tdvo-.]) ® (|T1ho-. (1)) (Tig...(1)])
+ 5(1— €)e’ (|T50o-) (Tioo-. (1)) ® (|TTo0...(6)) (Toto...|)
V€1 = €)e™™ (|Tioo... (1)) (Tioo-.|) ® ([Tooo...) (Thoo-.(D)]) . (5.68)

onde os estados }F(’?OO,,,>, |F§)O,,,> sdo estacionarios e os estados |F‘1400,,,(t)>,

I (1))
evoluem de acordo com a equagao (5.44).

Para descrever a evolucao temporal do sistema, iremos considerar a matriz densidade
reduzida obtida pelo traco sobre todos os graus de liberdade associados com o campo.
O célculo é andlogo ao apresentado nas Ref. [10, 84]. Apds tomar o trago, a matriz

densidade tem indices referindo-se aos dois estados atomicos. Explicitamente, temos:

f)nmﬁZB t) = ¢ Z <”Aak1=k2='- |F100 ><F1oo |mA,k1,k2,~->

{ki=1}
Z <n87QIaq27" |F000 <F§)0...|m3aql)q27"'>
{¢;i=1}
+(1=8) Y (narki ks, Do) (Tooo.ma b, ks, )
{ki=1}
Z <nBaQ1,CJ27---| 100-- ><F100 |mB»QI>Q27~->
{¢;i=1}
+VE(L = €)e” Z <”A7 ki, ka, - .. |Too. <F100 |mA,k1,k2,~->
{ki=1}
Z <TLB, q1,42, - - - |Fﬁ)0(t)> <F()B()0...|mBa q1,42, - - >
{@:=1}
FVEL =™ > (naki ko, T (1)) (Too. Imas kr ko, )
{ki=1}
Z <n3, a1, G- [T <Fﬁ)0_,,(t)|m3, q1, qo, - . > ) (5.69)
{¢:=1}
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Na expressao acima temos expressoes do tipo:

<7’LA, k‘l, kg, e ‘F6400> = 5nA06k105k20 s (570)

e

<"A>k17k27~ |F100 (t)> = ZfAv<t> (na, k1, ka, .. [Tg...(0))
= fAA(t) <n.Aaklak2a" 100 >+ZfAz <nA,k1,k2,.. |F1oo ()>

= faa(t)0n,10k,00k50 -+ + Z fai(t)0n 40080 Ok -+, (5.71)
de modo que os termos tipicos da equagao (5.69) sdo escritos como:

Z <n.Aa kla k?a .. OOO > <F000 |mAa kla k?a .. > - 5”,405771.,40 Z 5k106k10 Z 5162051920 Tt

kl,k27--- kjl k‘Q

On400m 405 (5.72)

Z <7’LA,]€1,]€2,.. 000 ><F100 |mA7I€1,]€2,...>

k1,ka,...
8 a0 [fAA mA126k106k1026k205k20 +Zf;i(t>25kloaklo---Zak,.oakil---]
7 k1 k;
= [2a(t)dn100m a1 (5.73)

Z <n.A7 kla k?? . 100 (t)> <Fi400(t)‘mA7 kl? k’g, . >

ki ko
- > [fAA(t)5nA15k105k20 > failt)n00k0 - Ok ]
k1,ka,... 7
X [fZA(t>5mA15k105k20 ce Z ij(t)éonék‘lO T 5ki1 e ]
J
= |fAA|25nA16mA1+Z|fAi|25nA05mAO- (5.74)

Fazendo uso das relagoes (5.72), (5.73) e (5.74) em (5.69), juntamos todas estas expressoes

e seus analogos para os elementos da matriz reduzida em relacao ao atomo-B, e finalmente,
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obtemos:

pridms(t) = 5[\fAA@)FénAlamAl+Z\fm(t)\25modwo] 0150050

+(1 - f)énAoémAO [|fBB<t>|2 5n315m81 + Z |fBi(t)|2 5n305m5’0]

+ 5(1 - 5)6i¢fZA(t>fBB(t)énAo(SmAl(SnBlémBO
+ 6(1 — £)e_i¢fAA(t)f§B(t)dnAléon(SnBOdel. (575)

Os elementos nao-nulos da matriz densidade reduzida sao dados por:

Aodon(t) = € fa®F + (=83 @I,

i)gﬁi(t> = (1=8|fss@®),

Pios(t) = €lfaa(t)l’, (5.76)
Pt = VE(L =) fha(t) faa(t),

ﬁgjéi (t) = VEA—&e ™ faalt) fhp(t).

Verificamos que o trago da matriz reduzida é igual a unidade, ou seja, somando os ele-

mentos de (5.76) temos:

~0405 | ~0alg | ~140 ~141
Poros + Poie + Prion(t) + Prain(t)

= ¢ |fAA<t>|2+Z|fAi(t)|2 + (1= [|fe®)] + | f5:(t)]"]

= E+1-€=1, (5.77)

onde a Eq. (5.46) foi usada. Esta propriedade indica que p representa um estado fisico do
sistema. Temos também que, Tr[p?] # 1, o que siginifica que o estado |E(t)) associado a
esta matriz é um estado nao-puro.

O grau de impureza de um estado pode ser medido pelo desvio da propriedade idem-

potente. No presente caso, esta medida é escrita como:

D(t, &) = 2|fBB(t)|2_2|fBB(t)|4
126 (| fan®)* = | fe®) (1 = 2| fza(1)]%)
—26 (| faa() = | fo()]?). (5.78)
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No caso em que os atomos sao idénticos, ou seja, tomando simbolicamente A = B = 0

a fungao D(t,&) torna-se:

D(t,€) = 2| foo()]* (1 = | foo (1) ). (5.79)

Nas secoes seguintes, faremos o estudo do comportamento da amplitude de probabili-
dade | fa4(t)|?, para uma grande e uma pequena cavidade; tanto para acoplamento fraco

quanto para o acoplamento forte. Um estudo inteiramente andlogo vale para a quantidade

\fea(t)].

5.3.1 Limite de grande cavidade

Vamos analisar o comportamento da probabilidade |fa4(t)|* para o limite de grande

cavidade; para tanto partiremos do elemento de matriz 5 na equagao (5.55), relembrando

a definicao do parametro n, = % e que no presente caso A = A; assim temos, para

R arbitrariamente grande

\/4gA/7TQ\/§

(02 — ©2)* + 4¢3 Q2

A= A (550

Neste limite, Aw = m¢/R — dw = df2, a soma na definicdo faa (t), equacao (5.45),

torna-se uma integral

4 00 QQe—iQt
Fan (t):ﬂ/ a— (5.81)
T Jo (Q2 —@?4)” + 4959

Agora vamos definir o parametro k = \/ﬂ e considerar tanto k2 > 0 ou k? < 0;
vemos que k2 > 0 e k2 < 0 correspondem, respectivamente, ao acoplamento fraco (94 <
wa) e ao acoplamento forte (ga > wa) dos dtomos com o campo. Usando a defini¢ao de
x na integral (5.81) temos:

Fan(t) = 494 /d Q2e—i92t |
i (2 — K2 — g%)" + 49502

A funcao faa(t) pode ser calculada diretamente usando o teorema de Cauchy, obtendo

(5.82)

com isso, as trés situacoes possiveis:

(a) k* > 0:
engt

cos kit — 92 sin Iit] +iG (t;04,94) ; (5.83)
K

faa(t) =—
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faa(t) = e 9" (1 — gat) +iG(t;wa, 9a); (5.84)
(c) k? < 0:
Fan(t) = —% [cosh |t — ‘% sinh [K| t] ¢ 9N 4 G (8D, ga) (5.85)
Nestas expressoes, a fungao G(t;w4,ga) é dada por:
Glt:Da,ga) = —294 T yf Sir;(yt) . (5.86)
T Jo (Y- wh) +4gay?

O comportamento da fungao G(t;@4, ga) é ilustrado na figura 5.1; observamos que, em
todos os casos, tanto a parte real quanto a parte imagindria de fa4(t) decaem com o

tempo, para tempos longos. No regime de acoplamento fraco, a quantidade |f4a4(t)]* ¢

dada por:
—2gat 2 64 2
|fAA(t)‘2 ~ e |:CoswAt — é]}_i sinwAt] + 5 %2 (587)
A
e no regime de acoplamento forte, é dada por:
1 _ 6442
[Faa(®? & Jemio 4 —wsig; (5.88)

Vemos que em ambos os regimes, |fa4(t)|* tende & zero no limite ¢ — co.

5.3.2 Limite de pequena cavidade

Para uma cavidade finita, o espectro das autofrequéncias é discreto, e a linguagem continua
usada no caso de grande cavidade nao pode ser aplicada. Se a cavidade é suficientemente
pequena, as frequéncias (2,, podem ser determinadas seguindo as etapas descritas em
[10, 80]. Primeiramente, vamos rotular as frequéncias normais €., como Q,, = (Qu,
{Q%}), sendo k = 1,2,---. A frequéncia Q4 indica a mais baixa das frequéncias nor-
mais (ver grafico na Figura 5.2), enquanto os {2 estdao mais préximos dos valores das
frequéncias que correspondem as assintotas da curva cot (RTQ); em uma analise numérica
da equacao (5.30), podemos determinar estas frequéncias na condi¢ao de cavidades pe-
quenas. Vamos primeiramente determinar a expressao para as frequéncias normais 2;; e

para este proposito, reescrevemos a equagao (5.30) tomando o indice 74 = k:

RQk Qk C R(Dz‘
t = 1— : .
€ ( c ) 2gA+RQk( 2gac) (5.89)
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Figura 5.1: O comportamento de G(t;@4,g4) como funcio do tempo t para trés casos distintos:
wa = 1.5 e g4 = 1.0 (linha cheia); w4 = 1.0 e g4 = 1.2 (linha tracejada); e w4 = g4 = 2.0 (linha

pontilhada).

fazendo uma analogia com as frequéncias wy, = kme/R tomamos também € = Q =

xme/ R, e com isso (5.89) torna-se:

e 1 R
t = — (11— . 5.90
cot (mx) 2RgA$ + — ( 29,40) (5.90)

A equagao (5.90) pode ser resolvida graficamente. De acordo com o gréfico, na figura
5.2, verificamos que a secante tragada pela curva do lado direito da equacao (5.90) corta
apenas uma vez cada ramo da funcao cotangente, de forma que = = x, = k + ¢, (k =
0,1,2,--+), com 0 < ¢ < 1. Entao, podemos escrever a expressao para a frequéncia
normal €2 na forma € = 75 (k + &) substituindo na equagao (5.90), e expandir assim o

lado direito em torno das quantidades e;; e com isso a equagao (5.90) resulta em:

e 1 R
t = k — 1 - . 5.91
cot (mey,) PG (k+er) + o ( 2gAc) (5.91)

Para todo valor €, podemos linearizar a equagao (5.91) expandindo a cot (&) para um
valor de g5 pequeno, obtendo:

2gACRk
m22k? — 04 R? + 2g4cR

E = (592)
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Figura 5.2: O lado direito de (5.90) corta apenas uma vez cada ramo da funcio cot (7z); o primeiro
corte representa a mais baixa frequéncia, 4, que estd mais afastada de sua respectiva assintota, as
demais frequéncias ) estao distantes dos valores das respectivas assintotas apenas por uma pequena
quantidade €. Plotamos este gréafico para os os seguintes parametros: @4 = 2 x 10''s™!, R = 10~ 2m,

ga = a4, onde o = 1/137 é a constante de estrutura fina.

Lembramos que temos dois a&tomos contidos numa esfera de raio R e como cada atomo esta
acoplado individualmente com seu campo proprio, temos duas constantes de acoplamentos
diferentes para cada atomo; considerando que sejam atomos diferentes, temos dois valores
de comprimento de coeréncia, que definimos como: Ly = ¢/ga (Lp = ¢/gp). Devemos
comparar o tamanho da cavidade com o comprimento de coeréncia, mas podemos adotar
o comprimento de coeréncia do atomo A ou do atomo B; esse impasse pode ser resolvido se
supusermos que os atomos sao idénticos, portanto teremos entao, apenas um comprimento
de coeréncia a definir; e em relacao a ele comparar o tamanho da cavidade. A cavidade
deve satisfazer a seguinte condi¢ao: R < ¢/ga, adotando o comprimento de coeréncia
para o dtomo A, a aproximagao torna-se g4R/c < 1, e com isso desprezamos o tltimo
termo do denominador em (5.92) obtendo:

2g4Rck
m2c2k? — w4 R

Er = (593)
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Substituindo a Eq. (5.93) na expressao da frequéncia €0, temos:

e

204 R
= = k+ . 22 R2
R m2ck <1 — —;‘;ﬁzkg)

Definindo o parametro para o atomo A (este parametro é definido do mesmo modo para

o dtomo B):
R
ba= 04 94T
Aw c

e substituindo o parametro (5.94) na expressao para as frequéncias {2, podemos reescreve-

(5.94)

la como:
20 4

@4 2
k‘ﬂ' <]_ — W(SA)

A definicao (5.94) esta de acordo com a condicao de pequena cavidade R < ¢/ga desde

O = Aw |k + (5.95)

que 64 < 1; logo a expressao final para as frequéncias normais €25 no limite de pequena

cavidade é:
ga 20 4
Q=" k+—). 5.96
F 0 A ( + mk ) ( )
Para obtermos a frequéncia normal €24, no limite de pequena cavidade, escrevemos a
Eq. (5.89) na forma:
RO 4 Q4 c R(Dz‘
t = 1- . 5.97
“ ( c ) 294 +RQA( 2gac (5.97)

Como 24 é a mais baixa frequéncia usamos a aproximagao Q4 R/c < 1; com isso expan-
dimos o lado direito da equagdo (5.97) até a segunda ordem em {24 obtendo:

R c 1RO, 2¢ Q% -3 c
t | —Q R~ - = = . 5.98
0 (c A) RQO4 3 ¢ 4R Qa - RO, (5.98)

Resolvendo a equacao (5.98) para 24 temos:

(5.99)

Usando em seguida, o parametro 04, a Eq. (5.94) em (5.99), com a condigao d4 < 1, leva

a seguinte expressao para §24:

)
QA%(DA <1—%ﬂ-> . (5100)
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Para determinar f44(t), calculamos o quadrado dos elementos de matriz (¢4)% e (¢4%)2.
Usando wy = kAw = kga/d 4, encontramos (até a primeira ordem em §), o elemento da

matriz de transformagao
B2 o 40 (a2
(th)" =~ —3 (t2)". (5.101)

Agora, considerando a condi¢do de normalizacao (5.22) para a matriz (¢}), e a soma

sobre os indices k, usamos a funcdo Zeta de Riemann: ((2) = > 2 k=2 = n?/6, para

determinar (t4)%:

()~ 1+ . (5.102)
Obtemos com isso, o resultado de fa4(t) para cavidades suficientemente pequenas (§4 <

1),

1 4 L (2mea, 165,4 9 (%A
Da-(1+-76 ioa(1-54) g4 (k2 )e | 5.103
faa(t) 2( +37 A) [e +; 2 ( )

E importante mencionar que, a aproximacao que fizemos independe da intensidade do
acoplamento entre a atomo e o campo, e portanto é aplicado para ambos os regimes de
acoplamento, forte ou fraco. Lembramos de (5.44) e (5.45) ( ou (5.59) e (5.60) ) que
a probabilidade de que o dtomo(A) permaneca excitado no primeiro nivel é dada pela
|2

quantidade |f44(¢)|*. Em uma pequena cavidade, esta probabilidade é dada por:

9 2 -2 85A _ 7T($A ga 25A
~ (142 1 > 1-—2) -2 “—Z )|t
|f,4A(t)| ( + 37'(‘5,4 + — - — k2 COS WA 5 (SA k + s
166 - 2g
iy L I<:212 [( _ ?A) (k —z)] t}. (5.104)
k=1

Esta probabilidade oscila com o tempo passando periodicamente por um valor minimo
min {|fa4(t)]*}. Este minimo tem um limite inferior obtido tomando as fungoes cosseno
na equacgao acima iguais a —1; e mais uma vez fazendo uso da fungao Zeta de Riemann

nos termos de somatério em (5.104),
S5
k2
k=1
obtemos este limite inferior para a probabilidade |fa4(t)
4rd? Ay }

-2
min{|fAA(t)|2}z(1+§7r5?4) {1— 3A_ 5
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Este valor de minimo indica que atomo vestido numa cavidade pequena nunca decai
completamente, mantendo-se com probabilidade finita de estar permanentemente ex-
citado. Vamos estimar um valor aproximado para o minimo desta probabilidade to-
mando como exemplo, no caso de acoplamento fraco, uma situacao fisica de interesse
que ocorre quando as interacoes envolvidas sao do tipo eletromagnética. Neste caso,
ga = waa, onde o = 1/137 é a constante de estrutura fina. Para uma frequéncia tipica
de Wy ~ 4 x 10 /s (frequéncia na cor vermelha na faixa do visivel), o comprimento de
coeréncia é Ly = ¢/gs = 1.027 x 10~*m; além disso, como a condicao é de que a cavi-
dade tenha um tamanho muito menor do que o comprimento de coeréncia, escolhemos
R ~ 107%m. O parametro d4 serd d4 = 9.7 x 1072 e com isso o valor minimo para a
probabilidade é min {|fa4(t)]*} ~ 0.92, o que significa que 92% do tempo o adtomo per-
manecera excitado, ou se preferirmos, a probabilidade de que o atomo decaia do estado
excitado é menor do que 8%.

Nao existe uma conexao direta entre os dois regimes de pequena e grande cavidade,
isso se deve a que, no regime de grande cavidade, tanto as frequéncias do campo quanto
as frequéncias dos modos normais tém uma distribuicao continua, levando todos os so-
matorios a integrais, desta forma podemos resolver analiticamente as expressoes para as
quantidades fisicamente relevantes. Ja no regime de pequena cavidade definda pelo reque-
rimento de que o tamanho da cavidade seja muito menor que ¢/g, onde ¢ é a velocidade da
luz e g a constante de acoplamento (com dimensao de frequéncia) fazemos aproximagoes
que nao sao validas para cavidades maiores. Para estudar um regime intermediario de
tamanho de cavidade métodos nimericos sao obsolutamente necesarios. Isto sera feito em

prosseguimento a esta tese.

5.4 Estados emaranhados

O emaranhamento é um tipo de correlacao entre dois subsistemas ou mais de um
sistema quantico, que nao tem um andalogo na fisica classica. O emaranhamento foi pri-
meiramente descrito por Einsten, Podolsky, e Rose [117], famosos pelo chamado paradoxo
EPR, e Schrodinger [118] como um fendémeno inteiramente quantico. Bell [94, 95] foi o

primeiro a apresentar uma maneira sisteméatica de se analisar estados emaranhados. A
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existéncia do estado emaranhado estd diretamente relacionado a natureza do formalismo
quantico, baseado na estrutura do espaco de Hilbert e no principio da superposicao.

Nos ultimos anos, o interesse por estados emaranhados tem aumentado, pois estes
podem vir a ser um ingrediente bésico para computadores quanticos [119]. Em [125],
o emaranhamento numa estrutura mesoscopica constituida de partes nao-interagentes é
investigado. Estes autores estudaram a correlacao dependente do tempo elétron-elétron
e elétron-buraco num dispositivo mesoscépico e analisaram o emaranhamento por meio
de um teste de desigualdade de Bell e de testes da desigualdade de Bell baseados na
coincidéncia das probabilidades. Na estrutura da teoria da computacao quantica, uma
situagao conceitualmente préxima aquela por nés investigada estd em [126]: dois qubits,
inicialmente separados num estado emaranhado, estao acoplados aos seus proprios meios
ambientes independentemente. Estes autores encontraram condigoes para um emaranha-
mento nao-nulo num tempo arbitrario, tanto para temperautra zero quanto temperatura
diferente de zero. Também na Ref. [127], é feito um estudo da evolugao do emaranha-
mento de dois atomos interagindo independentemente com os campos das suas respectivas
cavidades. Em [128], o emaranhamento é abordado para um ensamble de elétrons nao-
interagentes. Este autores usaram este ponto de partida para estudar o gas interagente,
afirmando que neste contexto o efeito Hall quantico pode ser pensado com ouma base

para a computagao quantica.

5.4.1 A entropia de von Neumann

Para um estado puro como |¥(¢)) o emaranhamento pode ser medido pela entropia de Von
Neuamann, associada com a matriz densidade reduzida em relagao a um dos subsistemas
nao-interagentes. Neste caso, para estudarmos o emaranhamento do sistema bipartite, no
qual cada atomo tem seu campo préprio, partimos da matriz densidade e da Eq. (5.62).
Para estados puros, como a superposicao de estados em ¢t = 0 na Eq. (5.62), a entropia de
von Neumann mede o grau de emaranhamento. Esta é obtida considerando um subsistema
e tomando o traco sobre os estados do subsistema complementar.

Vamos inicialmente tratar o sistema em ¢t = 0. Entao, para o subsistema A, a matriz
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densidade reduzida é:

pa(0) = Trg(|¥) (V)

[ee)

- Z <n87Q17q27""‘I]><\I]|n37QI7Q27"'>

np,q;=0

= £014,0,0,+) (14,0,0, |+ (1 = €)]04,0,0,---)(04,0,0,- - | (5.107)

e, similarmente para o subsistema B,

pp(0) = Tra(|¥) (V)
= £]05,0,0,--)(05,0,0,- |+ (1 =€) |15,0,0,---) (15,0,0,- - | .(5.108)

O grau de emaranhamento do sistema de dois atomos é medido pela entropia de Von

Neumann de qualquer matriz densidade reduzida; por exemplo,
E(€) = -Tr[pyInp,| = Z alna, (5.109)

onde somamos sobre todos os autovalores de o de p,. Desde que p, seja diagonal na
base de Fock dos estados vestidos dos atomos A, seus autovalores podem ser obtidos

diretamente de (5.107):
ap =1-—¢, g =&, g =g =---=0, (5.110)
portanto,

E) =—-[1-8h(1-¢)+£Ing]. (5.111)

A evolucao temporal dos estados ‘Fl(A)%O (B)OD~~(O)> e ‘Fé?z)oom~1(3)oom(0)> é dirigida

pela evolugao temporal dos estados puros vestidos ‘Ffoo,,_> e |Fﬁ)0_,_>, respectivamente,

dados pela equagao (5.44),

100 Z St

onde, de acordo com a notagao na se¢ao anterior, o indice \ refere-se a cada um dos

v(A)
) T > (5.112)

stomos Ae B e

Fr(t) Z 1557kt (5.113)
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v(X)

Na equagao (5.112), |I'}. > ¢ o estado na qual o modo vestido () do atomo A estd no

primeiro nivel e todos os outros modos estao no estado fundamental.

A matriz densidade reduzida para o subsistema A no instante ¢ é

pa(t) = Trpo(t) = Trg [[W(t)) (¥(1)]].

Usando a equacao (5.112), primeiramente escrevemos p 4(t) em termos das quantidades

o (t) da equagao (5.113):

palt) = Z (ns, @1, g2, - [¥(2)) (U () n,q1, G2 - - )
- Z Z [\/_fAu IS, ><nBaQ17612, D)

+ 1 - §€l¢fBM(t) ‘FOAOO> <nB7 41,42, - - | ]‘_‘llt(()OB) >i|
v(A)
|:\/_fAV < 1(()0 ‘ <F(?00 | ng,qi,qz, - . >
+v1- 5€7i¢f§u(t) <F6400.~ <F100 |ns,q1, G2, - - >}

= &L [P ) (T + (1= ©) T (Tiko| - (5.119)

onde usamos

ZfBu(t) <nB7QI7Q2; .
I

e a equagao (5.46).

Flf(()(?) > fBB(t) n31H5z0 +5nBOZfBz i1H5j0 (5.115)
J#

A entropia de Von Neumann agora é dada por:
E(t,&) = —=Trp4(t)Inp4(t) Zalna (5.116)

onde aqui « sao os autovalores da matriz densidade reduzida no instante t. Estas devem

ser solugoes da equagao caracteristica, que no caso de (5.114), é
1—-¢—a
2
Elfaal” —a  Efafia §fa2fha

det Efanfin  Elful’—o Efnfy - | =0 (5.117)
ffAAf:u 5fA1f:22 §|fA2|2 -«
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Encontramos que os autovalores nao-nulos de p 4 sao:
2
a=1-¢ =&Y |[fa0f=¢ (5.118)
W
Isto implica que a entropia de Von Neumann toma a seguinte expressao:

E(t,§) = —[(1 =& In(l = &) + I (§)], (5.119)

isto é, toda a dependéncia temporal da entropia para o sistema de dois atomos, contida
em fy,(t), é completamente cancelada; desse modo, a situagao reproduzida é a mesma que
no instante ¢ = 0, com o maximo de emaranhamento ocorrendo em § = 1/2 (ver Figura
5.5). Em outras palavras, embora a superposicao |¥(t)) dos estados evolua no tempo,
em ambas as situacoes, tanto no limite de grande cavidade quanto no limite de pequena
cavidade, a natureza do emaranhamento do estado de dois atomos permanece inalterada
por todo o tempo, independentemente do tamanho da cavidade.

E
0.7

0.6
05
04
03]
02

0.1F

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.3: O comportamento da entropia de Von Neumann em todo o tempo, equacio (5.119), como

uma funcao do parametro &.

5.4.2 Evolucao do grau de impureza

Uma outra situagao é descrita quando tomamos uma matriz densidade p(t), reduzida em
relacao a todos os modos dos campos prorpios dos atomos A e B. Isto significa “absor-

ver”todos os campo e “isolar”os dtomos vestidos A e B. Isto representa um estado |=(t))
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associado a p(t), diferente de |W¥(t)). Dos elementos de matriz Eq. (5.76) verificamos
que Trp? # 1; isto significa que o estado descrito pela matriz p nao é puro. O grau de
impureza do estado quantico |Z(t)), ¢ dado pela equacao (5.79); na figura 5.4 mostramos
o comportamento da fungao D(t,€) para o caso de dois dtomos idénticos nos limites de

pequena e grande cavidade.

Figura 5.4: O comportamento do grau de pureza D(t,&) como funcio do tempo para uma cavidade
pequena (linha pontilhada) e grande cavidade (linha sélida); tomamos os parametros g = 0.5, 6 = 0.1 e

w = 1.0.

Da figura (5.4) vemos que o grau de impureza, dado pela equagao (5.79), vai a zero
quando t — oo para grandes cavidades, pois | foo (%) ]2 — 0, mostrando que no espaco livre,
numa cavidade arbitrariamente grande (R — o0), o sistema é dissipativo; com o passar
do tempo, ambos os atomos vao ao estado fundamental. Para uma cavidade pequena,
tomando ¢ = 0.1, @ = 1.0 e g = 0.5, o sistema nunca decai completamente, pois \foo(t)\2

é uma fungao que oscila com o tempo, tendo um minimo dado por (5.106).

5.4.3 A Concorréncia e a Negatividade

Calculamos a seguir duas grandezas importantes que analisam se o sistema estd emara-
nhado, no caso como o nosso, em que tratamos no instante ¢ com um estado de mistura
(ndo-puro). Sao elas, a concorréncia e a negatividade (ver Ref. [124]), que no nosso

caso, para atomos idénticos, sao dadas respectivamente por (ver demosntracdo destas
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quantidades no apéndice E):

Cplt) = 2/€(1 = &) | foo (1) (5.120)

Ny(t) = /(1 =& foo(t)[?)% + 41 — )| foo(t)[* — 1+ €] foo ()], (5.121)

onde adotamos a notacao faa(t) = fep(t) = foo(t).

Ambas as quantidades sao calculadas nos casos do limite de uma cavidade arbitra-
riamente grande e de uma pequena cavidade. Na figura 5.5, estao descritas os compor-
tamentos da concorréncia e da negatividade com o tempo, no limite de uma cavidade
arbitrariamente grande. Vemos que ambas as quantidades tendem a zero para t — oo, o
que significa que o emaranhamento inicial do estado biatomico se desfaz com o passar do
tempo. Na figura 5.6 estd ilustrada a evolucao temporal da concorréncia e da negatividade
numa cavidade pequena. Vemos que, ao contrario do que ocorre numa cavidade arbitrari-
amente grande (espago livre), a concorréncia e a negatividade comportam-se ambas como
funcoes oscilatérias, cujos minimos sao estritamente positivos. Isto significa que, numa

cavidade pequena, o emaranhamento original do estado nunca se desfaz completamente.
CN
10
0.8
0.6

0.4

0.2

0.0

Figura 5.5: O comportamento da concorréncia (linha cheia) e negatividade (linha tracejada) como
fungoes do tempo, para estados com £ = 0.5, w = 1.5 e g = 1.0 (unidades arbitrarias), para uma cavidade

arbitrariamente grande.
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Figura 5.6: O comportamento da concorréncia (linha cheia) e da negatividade (linha tracejada) como
fungoes do tempo, para estados com £ = 0.5, w = 1.5 e ¢ = 1.0 (unidades arbitrarias), para uma cavidade

pequena, com § = 0.1.
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Consideracoes Finais

Apresentamos, a seguir, um resumo dos principais resultados discutidos no presente tra-

balho, bem como algumas perspectivas de prosseguimento das pesquisas.

Efeito Casimir Dinamico

No Cap. 1, enfocando as vantagens da abordagem de Fulling-Davies para o caso do
campo escalar nao massivo em 1 4 1 dimensoes, mostramos qual é a forca dinamica de
Casimir exata que atua sobre uma fronteira em movimento sob a condi¢ao de Neumann,
com o vacuo como o estado inicial do campo, generalizando o resultado nao-relativistico
encontrado na Ref. [60]. Para o campo térmico, considerando ambas as condigdes de
contorno de Dirichlet e Neumann, escrevemos a férmula exata para a forga térmica, que
generaliza a férmula aproximada proposta na Ref. [52] e que é também encontrada, por
exemplo, nas Refs. [53, 54, 57, 58, 60]. Para fronteiras com velocidades relativisticas,
nossa férmula deve ser usada, em vez da férmula aproximada encontrada em [52].

No Cap. 2, mostramos férmulas que nos permitem obter resultados exatos para a forca
de radiacao quantica e a densidade de energia numa cavidade nao-estatica com uma lei de
movimento e estado inicial do campo arbitrarios, incluindo movimentos nao oscilatérios,
com grandes deslocamentos e relativisticos, que estao fora do alcance das abordagens per-
turbativas encontradas na literatura. Para casos particulares cujo estado inicial do campo
é o vacuo, condicao de contorno de Dirichlet, velocidades nao relativisticas ou no limite de
grande cavidades, nossos resultados reproduzem os resultados encontrados na literatura
para forga que atua sobre a fronteira em movimento [1, 16, 100, 52, 53, 60]. Focando no

problema de numa cavidade oscilante no vacuo, encontramos uma notavel diferenga entre
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0s casos misto e nao misto: para uma mesma lei de movimento para a fronteira oscilante,
com o mesmo comprimento de cavidade estatica, podemos nao encontrar a criacao de
particulas no caso nao misto e, em contraste, termos ressonancia na criacao de particulas
no caso misto.

No Cap. 3, mostramos férmulas obtidas que nos permitem conseguir valores exatos
para a densidade de energia do campo e a forca quantica que atua sobre as fronteiras
de uma cavidade, para leis de movimento arbitrarias para as fronteiras, sendo o vacuo o
estado inicial do campo. Analisamos em detalhes os limites dessas férmulas, mostrando
que, para os casos particulares de uma cavidade com apenas uma fronteira em movimento,
velocidades nao-relativisticas, ou no limite de grande cavidades (um tinico espelho), nossos
resultados estao de acordo com aqueles encontrados na literatura [1, 5, 16, 34, 100]. Os
presentes resultados nos permitem investigar diversos problemas (usualmente tratados
por abordagens perturbativas na literatura) com uma abordagem exata e também fora
do regime de pequenas amplitudes. Por exemplo, aqueles relacionados a forcas inerciais
no efeito Casimir com dois espelhos em movimento [45], ou o fendémeno da interferéncia
na produgao de fotons [44]. Estas questoes estao sob investigacao e serao discutidas em
trabalhos futuros. Uma extensao, ainda, seria generalizar, para estados arbitrarios do
campo, as formulas mostradas no presente trabalho.

No Cap. 4, apresentamos o pacote Dynamical Casimir, com o qual é possivel re-
produzir vérios resultados encontrados na literatura, incluindo (nos limites apropriados)
aqueles aproximados encontrados via abordagens diferentes, o que refor¢a tanto a validade
do programa quanto do método de calculo no qual o programa se baseou. O pacote pode
dar resultados para movimentos de grandes amplitudes, relativisticos, que estao fora do
alcance das abordagens perturbativas encontradas na literatura. Esta ferramenta compu-
tacional ficard disponivel para a comunidade cientifica, e podera ser util a quem investiga
o ECD. Extensoes possiveis para o pacote incluem o calculo de coeficientes de Bogoliu-
bov, nimero de particulas criadas, além de uma série de ferramentas que permitam a
investigacao de efeitos como interferéncia, descoeréncia e emaranhamento em cavidades
dinamicas. Provavelmente, deveremos implementar uma vertente do pacote em linguagem
Fortran ou C, a fim de que se tenha resultados mais rapidos e precisos.

Durante a elaboracao do presente trabalho, tentamos, ainda, investigar o ECD em um
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espacgo-tempo em 2+1 dimensoes, especificamente no contexto de uma teoria de Maxwell
com o termo de massa de Chern-Simons. Nao chegamos ao ECD para esse modelo, mas
em nosso processo de estudo obtivemos resultados intermediarios, no contexto do Efeito
Casimir estatico, e que foram publicados na Ref. [6]. Este trabalho discute o papel das
diferentes condicoes de contorno no efeito Casimir entre linhas paralelas. Verificamos que,
quando consideramos duas linhas paralelas infinitamente permeéaveis, obtemos uma forca
de Casimir atrativa, tal como ja se sabia ocorrer para linhas condutoras. Entretanto,
quando temos uma cavidade mista (uma linha condutora e outra permeavel), a forga é
repulsiva. Finalmente, vimos que, para um mesmo comprimento da cavidade e mesma
massa topoldgica, a magnitude da forca de Casimir no caso misto é maior do que no caso
nao misto. As magnitudes da forca de Casimir nos casos misto e nao-misto dependem
ainda da massa topoldgica de modo diferente: o aumento da massa topoldgica diminui
o valor absoluto da forca, mas no caso misto essa queda ocorre mais rapidamente. A

perspectiva é seguir investigando o modelo no contexto do ECD.

Emaranhamento

Sistemas nao interagentes tém sido, e sao, objeto de intensa investigacao no campo da
teoria da informagao quantica. Em [125], foi investigado o emaranhamento numa estru-
tura mesoscopica consistindo de partes nao interagentes. Estes autores estudaram as cor-
relagoes dependentes do tempo, elétron-elétron e elétron-buraco num aparato mesoscépico
e analisaram o emaranhamento por meio do teste da desigualdade de Bell e dos testes
de desigualdade baseados na coincidéncia das probabilidades. Como ja mencionado an-
teriormente, no ambito da teoria da computacao quantica, uma situacao conceitualmente
préxima a esta que investigamos aqui, é estudada em [126]: dois qubits nao interagen-
tes, inicialmente preparados num estado emaranhado, sao acoplados aos seus ambientes,
independentemente e evoluem sob sua influéncia. Estes autores encontraram condicoes
para o emaranhamento nao nulo a qualquer tempo, para ambas as temperaturas nula e
nao nula. Também, em [127], é apresentado um estudo da evolu¢ao do emaranhamento
de dois atomos remotos interagindo independentemente com o campo da cavidade. Em

[128], o emaranhamento é abordado para um conjunto de elétrons nao interagentes. Este
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autor pretende que, neste contexto, o efeito Hall quantico possa ser pensado como uma
base para a computacao quantica.

O estudo dos estados emaranhados de sistemas nao interagentes é interessante por
si 86. Como claramente exposto em [129], emaranhamento pode existir como um efeito
puramente quantico para um conjunto de particulas nao interagentes, que sao descritas
pela mesma funcao de onda. Emaranhamento significa que particulas individuais nao sao
independentes uma da outra, mesmo se elas nao interagem, e suas propriedades quanticas
sao indissociavelmente “amarradas”. Este fato é a origem da denominacao original de
Schrodinger, verschrdankte Zustdande, para estes estados. Neste contexto, a influencia de
um atomo sobre outro nao ¢ devida a interagao entre eles, mas sim devida a atribuicao
de significado fisico para a superposicao de estados, um conceito sem correspondencia na
fisica classica.

No que concerne aos resultados obtidos nesta seccao destacamos os comportamentos
contrastantes do sistema em uma cavidade arbitrariamente grande (espago livre) e em uma
cavidade pequena. Se adotamos a idéia de que estados emaranhados carregam informacgao,
poderiamos tecer especulagoes sobre a utilizagao de cavidades de dimensoes apropriadas
para uma “estocagem quantica de dados”.

No estudo de estados atomicos bipartite, no Capitulo 5, o emaranhamento do sistema
consiste da superposicao dos estados do sistema bipartite, que no instante ¢ < 0, sao
dados por (5.62). O comportamento da evolugao temporal deste estado é descrito pelo
operador matriz densidade (5.66). A partir dai podemos verificar o grau de pureza (ou
grau de mistura dos estados) deste estado calculando as fun¢ao definida na Eq. (5.79),
considerando que estes atomos sao idénticos. Fizemos o estudo da amplitude de proba-
bilidade |f44(t)]?, dada pela Eq. (5.60), para os limite de grande cavidade (R — oo) -
espaco livre - e pequena cavidade. O grau de emaranhamento do sistema pode ser des-
crito pela entropia de Von Neumann Eq. (5.111), mostrando que a natureza do sistema
emaranhado nao depende do tamanho da cavidade, mas o que vai indicar se o sistema
permanece emaranhado ou nao, pode ser conferido com as fungoes da Concorréncia e da
Negatividade defidas, respectivamente, em (5.120) e (5.121). Concluimos que no limite
de grande cavidade o emaranhamento, com o passar do tempo, se desfaz, enquanto que,

no limite de pequena cavidade o emaranhamento nunca se desfaz completamente.
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Apeéendice A
Cddigo do Pacote Dynamical Casimair

Neste apéndice exibimos o codigo em Maple [105] do pacote Dynamical Casimir. O

presente apéndice derivou da Ref. [9].

A.1 Rotinas para cavidade com uma fronteira em
movimento

Esta secao contém o cédigo Maple que correspondente ao arquivo dynamical casimir package.mm,

mencionado no Cap. 4.

g s s s s s s
We present a Maple package for doing calculation of the energy
density inside a one-dimensional non-static cavity with an arbitrary

initial field state.

Authors: D. T. Alves™(1,*) and E. R. Granhen~(2,3)
(1)-Faculdade de Fisica, Universidade Federal do Para,

66075-110, Belém, PA, Brazil

(2)-Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, Rua Dr. Xavier Sigaud,

150, 22290-180, Rio de Janeiro, RJ, Brazil

H O OH O H OH O H O H O H OH OH OH
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(3)-Faculdade de Ciéncias Exatas e Naturais, Universidade Federal do Para,

68505-080, Maraba, PA, Brazil

(*) Corresponding author. Email address: danilo@ufpa.br ;

danilo.t.alves@gmail.com

ABSTRACT:

We present a Maple package for doing calculation of the exact value

of the energy density for a real massless scalar field in a
two-dimensional spacetime, inside a non-static cavity with an arbitrary
initial field state. The routines are based on the exact numerical
approach proposed by Cole and Schieve (Phys. Rev. A 52 (1995) 4405),
and also on the extension

of this approach to an arbitrary initial field state developed by the
present authors in collaboration with Lima and Silva

(Phys. Rev. D 81 (2010) 025016).

g s s s s s s s s s

= OH OH OH O H OH O H H O H O H OH OH OH OH OH OH H

‘The Dynamical Casimir package commands: [n, A, B, A_tilde, B_tilde, h, g, R]‘;

s s s s s s s s s s
Routine for calculation of the function "n" (number of reflections)
(see Ref. D. T. Alves, E. R. Granhen, H. 0. Silva and M. G. Lima,
Phys. Rev. D 81, 025016 (2010)).

The output of the routine "n" also

can give: (i) the z_tilde = t[n]-q(t[n]);

#
#
#
#
#
#
# (ii) a list with the sequence of the instants of the
#

reflections.
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n =

proc(q,z,s)

local z_final, z_, zl1, zz, zzl, Z,sequence_of_instants,

nil,
Z_
nl
z[0]

LO :

sequence_of_instants :

nt, i, number_of_reflections, list_of_instants, LO;

evalf(z):

= 0:

=z

= q(0):

NULL:

if z_<=L0O then

sequence_of_instants :

fsolve(z_=t[11+q(t[1]),t[1]):

else zl := z_:

for i from 1 while(z1>L0O) do
zz = z1 = t[i] + q(t[i]):
zz1l := fsolve(zz,t[i]):
sequence_of_instants := sequence_of_instants, zzl:
zz := evalf(q(zzl)):

zl := zzl - zz:

Z[i] := z1:

nl :=nl + 1:

od:

fi:

number_of_reflections := nl:

z_final := Z[n1]:

list_of_instants := [sequence_of_instants]:

if s

= 1 then

return (number_of_reflections)

elif s = 2 then

return(z_final)

elif s = 3 then

return(list_of_instants)

elif s = 12 then
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return([number_of_reflections,z_finall):

elif s = 123 then

return([number_of_reflections,z_final, list_of_instants]):
fi:

end:

HHHHHH R
# Routine for calculation of the function "R" (Moore’s function)

# (see Cole and Schieve, Phys. Rev. A 52, 4405 (1995)).

R := proc(q,2z)

local zz_final, zz_, zz0, zz_n,;

zz0 := q(0):

zz_ := n(q,z,12):

zz_n := op(l,zz_):
zz_final := op(2,zz_):

2%zz_n+1/zz0*xzz_final:

end:

S S s s
# Routine for calculation of the auxiliary functions "A" and "B" defined
# in Ref. D. T. Alves, E. R. Granhen, H. 0. Silva and M. G. Lima,

# Phys. Rev. D 81, 025016 (2010).

A = (L,t) > (=1+D(L) (£)) "2/ (1+D(L) (£)) "2:

B := (L,t) —> -1/(12%Pi)/(1-D(L) (£))/(1+D(L) (t)) "3+ ‘@ (D,3) (L) (t)
-1/4%@e* (D,2) (L) (£)"2*D(L) (t) /Pi/ (=1+D(L) (£)) "2/ (1+D(L) (£)) "4:

HH SRS S S R S
# Routine for calculation of the functions "A_tilde" defined

# in Ref. D. T. Alves, E. R. Granhen, H. 0. Silva and M. G. Lima,

# Phys. Rev. D 81, 025016 (2010).

A_tilde := proc(q,z)
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local A_, zz, list_of_instants, n_, zz_n:

zz_n := n(q,z,123):

n_ := op(1l,zz_n):

list_of_instants := op(3,zz_n):

zz := product(A_(q,t[i]),i=1..n_):

zz := subs(A_=A, zz):

zz := subs(L=q,zz):

zz := subs({seq(t[i]=op(i,list_of_instants),i=1..n_)},zz);
zz = evalf(%):

end:

HHHH S S S S R R
# Routine for calculation of the functions "B_tilde" defined

# in Ref. D. T. Alves, E. R. Granhen, H. 0. Silva and M. G. Lima,

# Phys. Rev. D 81, 025016 (2010).

B_tilde := proc(q,z)

local A_, B_, zz, list_of_instants, n_, zz_n:

zz_n := n(q,z,123):

n_ := op(1l,zz_n):

list_of_instants := op(3,zz_n):

zz:=value(sum(B_(q,t[n_+1-j])*product(A_(q,t[il),i=1..n_-j),j=1..n_)):

zz := subs(A_=A, B_=B, zz):

zz := subs(L=q,zz):

zz := subs({seq(t[i]=op(i,list_of_instants),i=1..n_)},zz);
zz = evalf(%):

end:

HHH SRR R R R R R R R R R R
# Routine for calculation of the function "h" defined

# in Ref. D. T. Alves, E. R. Granhen, H. 0. Silva and M. G. Lima,

# Phys. Rev. D 81, 025016 (2010).
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h := proc(g,q,z)
local h_static, z_final, L, zz, zz_n,
f_, mm, ww, n_, nt, i, number_of_reflections, list_of_instants;

zz_n := n(q,z,123):

number_of_reflections := op(l,zz_n):
z_final := op(2,zz_n):
list_of_instants := op(3,zz_n):

h_static := g(z_final):
n_ := number_of_reflections;#The number of reflections off the moving boundary.
if n_=0 then

return(evalf (h_static))

fi:
nt := n_-1;
mm := f_(t+L(t)) = f_(t-L(t))*A_(L,t)+B_(L,t):

for i from 1 to n_ do

wwl|| (i) := subs(t=t[i],mm):

od;

zz := subs(t=t[1],rhs(mm));

for i from 1 to nt do

ww := subs(L(t[i])=t[i]-t[i+1]-L(t[i+1]),zz);
zz := subs(ww| | (i+1),ww);

od;

zz := subs(L(t[i])=t[i]-z_final,zz);

zz := subs({f_(z_final)=h_static},zz);

zz := subs(A_=A,B_=B,zz):

zz := subs(L=q,zz):

zz := subs({seq(t[i]=op(i,list_of_instants),i=1..n_)},zz);
zz := subs({f_(0)=h_static},zz);

zz := evalf(%);

end:
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HHHHH R
# Routine for calculation of the function "g" defined

# in Ref. D. T. Alves, E. R. Granhen, H. 0. Silva and M. G. Lima,

# Phys. Rev. D 81, 025016 (2010).

g := proc(g,q,z)

local h_static, z_final, L, zz, zz_n,

f_, mm, ww, n_, nt, i, number_of_reflections, list_of_instants;

zz_n := n(q,z,123):

number_of_reflections := op(1l,zz_n):
z_final := op(2,zz_n):
list_of_instants := op(3,zz_n):

h_static := g(z_final):
n_ := number_of_reflections;#The number of reflections off the moving boundary.
if n_=0 then

return(evalf (h_static))

fi:
nt := n_-1;
mm := f_(t+L(t)) = f_(t-L(t))*A_(L,t):

for i from 1 to n_ do

ww|| (i) := subs(t=t[i],mm):

od;

zz := subs(t=t[1],rhs(mm));

for i from 1 to nt do

ww := subs(L(t[i])=t[i]-t[i+1]-L(t[i+1]),zz);
zz := subs(wwl||(i+1) ,ww);

od;

zz := subs(L(t[i])=t[i]l-z_final,zz);
zz := subs({f_(z_final)=h_static},zz);
zz := subs(A_=A,B_=B,zz):

zz := subs(L=q,zz):

zz := subs({seq(t[i]l=op(i,list_of_instants),i=1..n_)},zz);
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subs ({f_(0)=h_static},zz);
evalf (%) ;

zz

zzZ .

end:

HURHH A R R R R R R R

A.2 Rotinas para cavidade com duas fronteiras moéveis

FEERR R S R R R R R R e R A R R R R S
# ADAPTAGAQ PARA DUAS FRONTEIRAS

# Esta parte da rotina foi elabora apenas para o caso em que O campo

# obedece em ambas as fronteiras a condigdo de Dirichlet e para

# o vacuo como estado inicial do campo
T
# Authors: Danilo T. Alves and Edney R. Granhen
s s s s s S s
routines_2F := module()

option package;

local A, B, A1, B1:

export fG, fF;
g s s s s s s s
# Rotina fG

# Entradas: z

# Saida: fG(z)

fG := proc(z)

local z_, zz, L, n, nl, n2, z1, i, zzl, Z, j,sequencia_instantes, zfinal,
fG_, fF_, A_, B_, A1l_, B1_, nn, mm, ww, rO,
menos_meio_vezes_energia_casimir_estatica,

Numero_Recorrencias, Lista_Instantes;

#option trace:

z_ := evalf(z):
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nl := O:

n2 := 0:

Z[0] := z_:

sequencia_instantes := NULL:
menos_meio_vezes_energia_casimir_estatica := 1/48%Pi*(1/L0)"2:

if z_<=LO then

return(evalf (menos_meio_vezes_energia_casimir_estatica)):
else

zl = z_:

for i from 1 by 2 while(z1>L0O) do

zz := z1 = t[i] + r(t[i]):

zz1l := fsolve(zz,t[i]):

zz := evalf(r(zzl)):

zl = zzl - zz:

sequencia_instantes := sequencia_instantes, zzl:
nl :=nl + 1:

if z1>0 then
z1l = t[i+1] - 1(t[i+1]):

zz .

zz1l := fsolve(zz,t[i+1]):

zz = evalf(1(zzl)):

zl = zzl1 + zz:

sequencia_instantes := sequencia_instantes, zzl:
nl :=nl + 1:

fi:

Z[i] := z1:

n2 := i:

od:

fi:

Numero_Recorrencias := nl:
Lista_Instantes := [sequencia_instantes]:

zl = z;
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r0 := r(0):
n := Numero_Recorrencias;

if n=0 then return(evalf(menos_meio_vezes_energia_casimir_estatica)) fi:

mm := fG_(t+L_r(t)) = fF_(t-L_r(t))*A_(t)+B_(t);
nn := fF_(t-L_1(t)) = (fG_(t+L_1(t)) - B1_(t))/A1_(t):
nl:= n;

for i from 1 by 2 to nl do ww|l|i:=subs(t=t[i],mm); od;
for i from 2 by 2 to nl do ww/|l|i:=subs(t=t[i],nn); od;
zz:=subs(t=t[1] ,rhs(mm)) ;

for i from 1 by 2 to nl-1 do
ww:=subs(L_r(t[i])=t[i]-t[i+1]+L_1(t[i+1]),zz); zz:=subs(wwl|| (i+1) ,ww);
ww:=subs(L_1(t[i+1])=—t[i+1]+t[1+2]+L_r(t[i+2]) ,z=z);

if i+2<=nl then

zz:=subs (ww| | (i+2) ,ww) ;

fi;

zZ;

od;

if n1=0 then
return(menos_meio_vezes_energia_casimir_estatica)

elif type(nl,odd) then
zz:=subs(L_r(t[i])=t[i]-zfinal, zz)

else zz:=subs(L_1(t[i-1])=-t[i-1]+zfinal,zz)

fi;

if type(nl,odd) then

zz := subs({fF_(zfinal)=menos_meio_vezes_energia_casimir_estatical},zz);

else zz := subs({fG_(zfinal)=menos_meio_vezes_energia_casimir_estatical},zz);
fi;

zz;

nl:=n:

zz1l := {seq(A_(t[m])=
A(t[m]),m=1..n1),seq(B_(t[m])=B(t[m]),m=1..n1),seq(Al_(t[m])=A1(t[m]),m=
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1..n1),seq(B1_(t[m])=B1(t[m]),m=1..n)}:

zz := subs(zzl,zz);

zzl:=

{seq(‘@@‘ (D,1) (L_r) (t[m])=diff(r(t[m]),t[m]),m=1..n1),seq(‘@C‘ (D,

2) (L_r) (t[m])=diff (r(t[m]),t[m]$2),m=1..n1),seq(‘@e‘(D,3) (L_r) (t[m])=
diff(r(t[m]),t[m]$3),m=1..n1),seq(‘@e‘(D,1) (L_1) (t[m])=diff(1(t[m]),
t[m]),m=1..n1),seq(‘@8‘(D,2) (L_1) (t[m])=diff(1(t[m]),t[m]$2),m=1..n1),
seq(‘@@‘ (D,3) (L_1) (t[m])=diff(1(t[m]),t[m]$3),m=1..n1)}:

zz := subs(zzl,zz);
zz := evalf(subs({seq(t[i]=op(i,Lista_Instantes),i=1..n)},zz));
end:

HHHEHH B R
# Rotinas A, B, A1, B1

# Entradas: t

# Saida: A_fG(t)

A :=t—> (-14D(L_r) (£))"2/(1+D(L_r) (t))"2:

B :=t-> -1/12/Pi/(1-D(L_x) (£))/(1+D(L_r) (£)) ~3*‘@e‘ (D, 3) (L_r) (t)
-1/4x@e‘ (D,2) (L_r) (t) "2+D(L_r) (t)/Pi/(-1+D(L_r) (£)) "2/ (1+D(L_r) (t)) "4;
Al = t-> (-1+D(L_1) (£))"2/(1+D(L_1) (¢)) "2:

Bl := t-> -1/12/Pi/(1-D(L_1) (£))/(1+D(L_1) (£))~3*‘ee‘ (D, 3) (L_1) (t)
-1/4%‘0@* (D,2) (L_1) (t)"2*D(L_1) (t)/Pi/(-1+D(L_1) (t)) "2/ (1+D(L_1) (t)) ~4:

HESHH AR H AR R R R R R R R R R R
# Rotina fF

# Entradas: z

# Saida: fF(z)

fF := proc(z)

local zz, zzl, zz2, menos_meio_vezes_energia_casimir_estatica:
menos_meio_vezes_energia_casimir_estatica := 1/48%Pix*(1/L0)"2:

if z<=0 then return(evalf (menos_meio_vezes_energia_casimir_estatica)) fi:
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evalf(z) = x - 1(x):

zz

zz1l := fsolve(zz, x):

evalf (2%zz1 - z):
zz2:=subs ({L_1=1}, (fG(zz)-B1(zz1))/A1(zz1));
evalf (%) ;

zzZ .

end:

HURHH A R R R R

end module;
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Apeéendice B

Transformacao da Hamiltoniana para

elxos principais

O sistema constituido de um oscilador acoplado ao campo escalar é descrito pela Hamil-

toniana:

N N

|

H =2 |p+wigs + ) (ph+wiad) | — a0 ) mwna, (B.1)
k=1 k=1

onde (po,qo) € (pk, qx) sdo os momenta e as coordenadas “nuas”’, ou nao vestidas, e n =
V4gAw/m, um parametro que depende da constante de acoplamento entre o campo e
atomo. Reescrevemos a Hamiltoniana em termos das coordenadas e momenta normais

dados pela relacao:
N N
qu = Zt;Qr; P = thprv (BQ)
r=0 r=0

onde (t],) ¢ uma matriz ortonormal. Fazendo uso desta relagao na Hamiltoniana, obtemos

N N N N
1
n= S+ 3 i+ 323 ] 0.0,
k=1 k=1

r,s=0 r,s=0

Os elementos ¢}, obedecem a relagao de ortogonalidade

N
Dty =07
i
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logo a Hamiltoniana torna-se:

{ZP2+ > [totg 3+Z Wit — 2ankf‘tk] Q. Qr}.

r,s=0

Definimos A" o fator no somatério do segundo termo, escrito como,

A" = (towo anktk> + Zts (with — nwitp) ; (B.3)

esta definicao deixa a Hamiltoniana com a seguinte estrutura:

| N N
=52 PP ATQQ. (B4)
r=0

r,s=0
Mostraremos que a equagao (B.3) leva as frequéncias normais mais adiante. Usando as

equacgoes de Lagrange na Lagrangeana (5.1) obtemos a equacao diferencial do campo,
é&f@ — V20 — \/81gcqod® (x) =0, (B.5)
substituindo a expansao do campo definida por:
Ot,x) =Y i (t) ¢y (x) (B.6)
k
m (B.5) temos:

/qu ) @y (x —chk /V%k - 87rgcq0/53 (x) d*x = 0; (B.7)

os modos do campo obedecem & equagao de Helmholtz V¢, (x) = —w?/c?¢, (x), e entdo

a equagao (B.7) torna-se:

% / S ()b ) dx+ Y g (t)%% / 6, (x) d*x — \/Brgego / 5 (x) dx = 0. (B.8)

Usando a equacao (5.9) no limite em que y — 0, podemos escrever §° (x) em termos da

relagao de completeza:

i > 6, ()61 () = 500

substituindo esta relacao em (B.8) e agrupando os modos ¢;(x), temos:

/ [% Dk () + % > gk () wi = B’\/Brgeqn Y 63 (0)| 6, (x)d*x =0.  (B.Y)
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Escrevendo a equacao de Helmholtz em coordenadas esféricas,

1d ([ ,d w?
S () = Za (B.10)
cuja solucao ortonormalizada ¢é
1 sin“&%
r)= €, B.11
)= e Ay

e tomando o limite de » — 0 nesta solug¢ao obtemos,

T . Wg
¢k <O> _}nl_I)%(bk (T) - hcm

Substituindo (B.12) em (B.9) temos:

1 . 1 5 1 | gmc

sabendo que o intervalo entre as frequéncias do campo é dada por Aw = w; 11— w; = e /R

(B.12)

Qbk (X) d3X - 07

e que podemos redefinir o parametro g em termos de 7, esta ultima equacao torna-se:
1.
304 )+ a0~ ] 6 () d°x =0 (B.13)
k
Da equagao (B.13) obtemos a equagao diferencial para as coordenadas do campo,

G () + qi (t) wi, — hngowy, = 0. (B.14)

Das equagoes de Lagrange derivadas da Eq. (5.1) obtemos também a equagao diferencial

para o atomo:
Go + wigo — h/ V/8mgedd® (x) d*x = 0, (B.15)

substituindo a expansdo do campo (B.6) e o limite (B.12) em (B.15,) temos

o+ i — /Srgee (1) [ 0,608 (0 'x = 0
%
Go + wgqo — ch\/87rgcz qr (t) ¢, (0) = 0
%
. Wi
+ w3qy — chn/87gc t) ——— = 0
QO Oq0 g qu()ch\/ﬁ

. 2 g7TC
— t \/4=— =0 B.16
do + Wyqo ;Qk()wk R ( )
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e ao final obtemos a equagao diferencial para o oscilador mecanico (o dtomo)

Go + wiqo — nZwqu (t) =0. (B.17)
k

O sistema de osciladores acoplados é descrito pelas equagoes:
Go +whdo — N Dy Wk (t) = 0;
Gr (t) + @ (t) Wi — hngowy, = 0,

comk =1,2,..., N. Tomando a transformacao da Hamiltoniana para os eixos principais, a
Eq. (5.19), descreve o sistema como um todo com cada €2, sendo uma frequéncia possivel
para o sistema. Supondo que somente o N-ésimo modo vibracional normal, de frequéncia

Qn, esteja excitado, temos a solugao do oscilador harmonico para a Hamiltoniana (5.19);

Qr = Qnonrexp (—iQnt) ;

com a relacdo entre as coordenadas ) e ¢ de (5.18) temos,
N
G =Y _1Qs;
s=0

@ = tYQnexp(—iQnt);

g = thQnexp(—iQnt),

onde Qy é uma constante. Substituindo estas relacdes no sistema de equacoes (B.18)

temos:
N
(R +w))thQn = 7 Z wity, Qn;
k=1
(—Q% + wi) QN = nwitd Qn;

entao chegamos as identidades mais gerais fazendo N = r

= t B.1
CEeet (1S
€
N (,,LJQ
o= (B.19)
’ 2w



Com o uso da relagao de ortogonalidade da matriz 7', usando (B.18), chegamos & expressao
para o elemento de matriz t{, em (5.24); a identidade (B.19) é usada na renormalizagao
da frequéncia. Substituindo (B.18) em (B.3) podemos simplificar este termo do seguinte

modo,

N
o) ()
k=1
N
_ nwk’ r nkaQ
= ( ; >+Ztkt )

N w2
= W — Z ;7 ’;2 t’“t0+ZQ2 K
k:l “k

a relagao (B.19) pode ser escrita como:

N 77 OJ
k =1 B.2
; —opy = & (B.20)

nesta forma podemos usa-la no primeiro termo de A™, simplificando-o ainda mais,

N n2w? N n2uw? N
AT — 2 k s — k 1S trtSQZ
;%(w%—ﬂi)(w%—ﬂi) oo ;< - Q)”*,; w
N 2 2 2
“o "Wy 2
= Y [ | ekt + X e
Wl [ R f e L Z
N N
LA S -
- Z (W2 — Q2) (w? ’;2 toto + Ztktkgi- (B.21)
k=1 0 s) Wk —

O primeiro termo identificamos a relagao (B.20) e por fim obtemos:
o T 48 ()2
=> e,
I

que substituindo na Hamiltoniana (B.4) juntamente com a relagao de ortogonalidade da

matriz (t],), da

H = —ZP2+ ZZt;tzQEQSQT

rsOu

_ _ZP2+ Z 67‘592@ Qr;

7’50
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assim obtemos a Hamiltoniana diagonalizada nas cordenadas e momenta normais:

1 N 1 N
H==-Y P2+>-Y Q0% B.22
2 Tz; T + 2 Tz; TQ’I’ ( )
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Apéndice C

O elemento de matriz t6

Neste apéndice sera obtido o elemento de matriz ¢j. Usando a condicao de ortogonalidade

para a matriz T = (t;):

ST =)+ > ) =1,

w

na Eq. (5.23) temos:
\2 § nQWi 2 __ 1
k r

e em seguida podemos obter o elemento

772w2 —-1/2
T R i
— (i - )
Na expressao

2,2

2 2 Wy,

WO - QT‘ —
wi — Q2

k=1
adicionamos e subtraindo o contratermo 7?Q? no lado direito da expressao acima,

N 9 o 2()2 2()2
wg—Qf ank U

2 _ 02
k=1 Wi Qr
N N 202
_ 2 Ui Qr
ey S
k=1 k=1

com isso definimos a frequéncia renormalizada

©? = lim (wg — N172) ,

N—oo
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obtendo assim a Eq.(C.3) na forma,
292
Po2=y (C.4)

Existem N + 1 solugoes para esta equacao, correspondendo aos N + 1 modos de vibracao

do sistema. Para isso definimos o lado direito de (C.4) como a funcao f (Q):

FO) =S lfiQ (C.5)

As frequéncias normais {2 podem ser escritas como 2 = z%, de modo que ao fazermos
[e.e]
—— = - |— — —cot(mx
k-2 2|27 w ’

£(Q) = ”; [1 LI (Q—R)] | (C.6)

C C

uso da identidade

temos

A funcao f () de acordo com (C.4) também é dada por f (Q) = @w? — Q2 que ao substi-

tuirmos em (C.6) leva a equagao,

2 Q Q
U8 [1——Rcot (—R>] =w? -2

2 c c

isolando a cotangente na equacao acima e usando a definigao do parametro n* = 4gAw /7 =

4gc/ R, temos

; QR ¢ 1 . 2Q)
© c QR 2gQw g
c R&? 0
= — [1—-— —. C.7
QR [ 296:| * 2g (©.7)

Derivando a funcao f (£2), o lado direito de (C.5), torna-se:

Voltando a Eq. (C.2) podemos reescreve-la como:

(C.9)

= !
O_w+Li(m’
2Q dS)
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derivando a funcao f (€2) em (C.6)
d 2 d [QR  [QR
Q) = L2 g (22
de() 2d9{000<0)}

2 Q 2 Q
- {Ecot (—R) —QR—2 [1+cot2 (—R>} },
2 |lc & c c

e substituindo no elemento de matriz t{ chegamos a seguinte expressao:

— (C.10)

1R OR\ R , [QR

Podemos escrever em termos da frequéncia renormalizada do sistema substituindo (C.7)

em (C.11),

2 2 2
n 1 2 R 1 2,
b 1—2{@{1—;@2—93]—6—2—@[1?(“2—95] }

onde

302 —w? 1p?R2 1, 2
— - 22 — Q2
292 + 4 02 + 7]292 (w ) ’

reduzindo a expressao B ao mesmo denominador

B M@ —30%) +86°0% + 2 (& — 02)?
B 21202 '

que por fim leva ¢, a expressao final:
n

t = — .
\/(92 —w?)" 4+ L (3w? — Q2) + 402¢?
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Apendice D
Evolucao dos estados vestidos

Discutiremos neste apéndice como se da a evolucao temporal do estado vestido, se-

guindo a notacao de que no instante ¢ = 0 o estado é representado pelo ket |kok;...;0),, o
indice d indica estado vestido (vestido). No instante ¢ o estado é dado por:
H
|kxky...;t), = exp —zﬁt \kxky..;0), (D.1)

onde H é a Hamiltoniana do sistema dada em (5.19); os autoestados de energia da Ha-

miltoniana sao denotados por |ngn,...;0),, que obedecem a equacao,

H |ngny...;0), = Eygn,... Inona...; 0., (D.2)
onde os autovalores da energia sao escritos como:
al 1
Enonl... - (nT + 5) QT' (D?))
r=0
Para estes estados temos a seguinte relagao de completeza,
Z Ingni...; 0), (noni...; 0|, = 1; (D.4)
nony...
define-se também o ket em termos das coordenadas normais |Q) = |Qo@...;0), com a

medida de integracao d@) = H,]jzo dQ@,, cuja relagao de completeza ¢

/dQ|Q> Q| = //.../dQOdQl... |QoQ1...;0) (QoQ1...; 0] = 1. (D.5)

146



Aplicamos a relagao (D.4) em (D.1) e obtemos:

H
\koky...;t), = Z exp (—zﬁt> [noni...;0), . (noni...; 0 |koky...; 0),

nony...

En ni...
’k0k17t>v = Z exXp <—’l%t) |n0n1...;0)c C(nonl...;() |k0k170>v
nont...
'En0n1~~- nont...
= Z exp —th Tt Ingny..; 0) (D.6)
non...

com os coeficientes T;7"  definidos pela amplitude,
Tagt = c{noni...| koki...),, - (D.7)
Usando a relacao (D.5) escrevemos na forma integral (D.7) como:
Tt = /dQC (noni... |Q) (Q| koki...), - (D.8)

Neste momento ¢é 1itil estabelecer a relagao entre ¢, ., (¢') = (¢'| noni...), e (Q| nony...),;
esta demonstracao pode ser encontrada também no trabalho [82]. Para isso escrevamos a

amplitude de probabilidade:
v <m0m1...’ kokl...>v = /dq/ ) <m0m1... ’q/> <q,’ kokl...>v,

onde a medida de integracao dq’ = H,]/V:o dq!, se relaciona com a medida d@) = Hszo aqQ,

pelo Jacobiano |0¢'/0Q)|, ou seja,

oq
dq = dQ | — D.9
¢ =dQ ‘ 20| (D.9)
com isso temos:
9q' Ny
v <m0m1...| k’o]{?l...>v = dQ % ) <m0m1... |q> <q | k()kl--->v
_ /dQ o (momy... |Q) (Q] koky...)... (D.10)
A quantidade [0q'/0Q)| estd associada a transformagao q;, — Q.. De (D.10) chegamos a
relagao,
aq' |
(Q o), = |55 (o, (.11)
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com isso temos o vetor ket e seu correspondente dual definidos como:

@ = |2 ),
o = |21
O coeficiente definido em (D.8), com o uso da relagao (D.11), torna-se:
Troer = dQ ’ oy | (noni... Q) (¢| kok1...),
- [aa|3f " b (@ . (@),

Vamos considerar a fungao de onda gy, (¢"), que indica o u - ésimo modo no N -
N
ésimo nivel excitado (seja do campo ou do dtomo), enquanto os demais modos estao no

estado fundamental; neste caso, a funcao de onda para o estado vestido é dada por:

Vkoky... H Vg, (

b, (@) = (%)”4 (@) i, (5 T (0)

com
2

Iy (q/) = 67% Zl]:’=0 ‘D“(q:t)

I

para k, = N, e w, = {w, w;} obtém-se:

N - 1/4
w ~1/2 -
Yoo n, (@) =TT () @MY Hy (v/Eug,) To (4). (D.12)
pn=0
A funcado Ty, de acordo com (5.37), foi construida de modo que o autoestado de vacuo

seja um autoestado estavel, ou seja,

N N
S () =Y 0 (D.13)
n=0 r=0

Calcularemos assim o coeficiente

1/2

a /
L B (@) oo, (@) (D.14)

Toon,y... = / Q|55
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substituimos entao (D.12) e (5.33) em (D.14) e obtemos,

1/2N ,

() v @ 6 @)

T
u=0 s=0

mnon a
Toon,o... = dQ ’ e

onde
~ —1/2 —
Uy (@) = 2¥NY) " Hy (y/@uq,) To ()
Usando a relagao de transformagao entre as coordenadas vestidas e as coordenadas nor-

mais,
\V/ (Duq; = Z tlu\/ﬁl@la
!

obtemos,

nom1... 9Q
TDONuo... = /dQ‘a_q/

1/2 N 14
(VNP Hy <Z twﬁlczl) IT(=) "o () %

n=0

0O\ Hy, (V.Q.)
H (?) V2msm! Lo (@), (D-15)

s=0
entao, usando a seguinte identidade

N S0 S1 SN
. ()" ()" (&)
H, <ZO tﬂ Qr/qur> = n! Z :0' ;Ll' Lk | X

SN-
s0+s1+...+sny=n N

Hay (V0Qo) Ho (VUQ1) - Hay (VONQ)

em (D.15) e organizando os termos, temos

non1 aQ 12 w\ Y4 a1 2
TOOON#.O'..n = dQ’ H(?") e 2@ | %
n=0
l 1 2
! ’ Hn s R
[ — " (Vo) [ o+ e V000 ]
2 l o= 5=0 2nsn /T
ou,

Tn0n1... o 1/2 \/_ d aQ 12 N 1/4 Ql/4 2 v
00N,0... ( ) Z Q H l | (t )
lo+lhi+..= = O v,s=0

H, (VQ2,Q,) e EQVQ?J H,, (\/Q_SQS) e~ 33
oG V2ren /T ’
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Usando a relagao [82]:

)
aq’

1/2 O\ /4
-11()

K

organizamos os temos em (D.16):

Tomi. = VNU D, / dQH (L) ()

lo+li+...=

s (V) 1

Desta forma identificamos cada uma das autofuncoes que sao autoestados da Hamiltoniana

)

1/4 Hlu (\/_Qu)e 2 W@ y
A/ 2] l\/_

diagonalizada, de modo que os coeficientes 700 sao dados por:
) 00N,0...

T S Sl | L { [ @6, (@, (@

lo+l1+...=N v,s=0

e usando a condicao de ortogonalidade das autofungoes chegamos ao resultado,

Toanso. = VNU ) H 5z,ns (D.17)

lo+li+...=N v,s= 0 V.

Se entre os modos do campo apenas um deles esta excitado e os demais no estado fun-
damental contamos com uma das possibilidades para a combinacao lo +{; +---+ = N;
l, = N, el,z, =0, ou seja, o u-ésimo oscilador estd excitado no N-ésimo nivel e os

demais no estado fundamental. Neste caso os coeficientes Tygy!y  tornam-se:

()" ()"
Toonts. = VNI \/“ﬁ O NmgOom; Oomy - -+ + VNI~L Mo S, OomyOomy -+ + -

O estado vestido particular do campo ‘F(lu ) (t)>, que representa p-ésimo modo no primeiro
nivel excitado e os demais modos no estado fundamental, é obtido escrevendo (D.1) na

forma,
T 0. (1)) = |00“'1(u)5t> :

com isso a equagao em (D.6) torna-se:

En ni.. nONT ...
Moo... (1)) = Z exp ( ;_L ) Toonto... Inona...)...

nont...
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Se a situacgao em particular considerada for: o pu-ésimo oscilador no primeiro nivel excitado,

ou seja, N =1, entao

Moo, (1)) = Z(tZ) Z exp< En;;l )517%1_[(50”A Ingny...)

r nony... AFT
En ni TS
= > () > exp( i ) (67 61, T ] Soms I0m1.-..)
r nony... AFESs

segundo a condigao de ortogonalidade entre os elementos de matrizes t),

|F100 (t) = Z (t;) Z ~Engny [Z trtS] 61%1—[50% |nons...)

r nony.. AFEs

- Z [Zt t, _ZQ t] [;0 (tzs/) 51713 H(Son)\] |n0n1...> .

AFESs
Sabendo que

> (#3) 61, [ [ dony = (noma-..| T (0))
5=0

A#£s

I Z [Zt’”t’” —i t] > (noni...| Ty, (0)) [nona...) (D.18)

nony...

usando a rela¢ao de completeza entre os autoestados da Hamiltoniana diagonalizada (D.4),

escrevemos a evolucao do estado vestido [Ty, (¢)) como:
oo.. Zf;w [oo... (0))

onde |I'y,  (0)) representa o v-ésimo modo do sistema atomo-campo excitado no primeiro

nivel, e a fungao f,, (t) é dada por:
qu Z T tr —iQ it

Vamos mostrar que 3 | fu (t)]° = 1, calculando
Z Jru @) Jus (1) = Z th <Z tth) tetifatem it
_ Z Z S0 st it
= Z tory =
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Fazendo r = s, temos:

Dol @ =1.
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Apeéendice E

Concorréncia e Negatividade

E.1 Demonstracao da férmula para a Concorréncia

Discutiremos neste apéndice a demosntragao das grandezas que sao a principal medida de
emaranhamento de estados misturados, a Concorréncia e a Negatividade. Vamos comecar
por demonstrar a férmula (5.120) para a Concorréncia. Em nosso sistema admitimos dois
tipos de estados: um estado puro |¥(¢)), que nada mais é do que a combinagao de dois tipos

de estados puros do sistema Fi?/ﬁ%)o.--;o(B)oo-.-@» e F(()?fﬁ)oo-.-;1(3)oo.-.(t)>’ descritos pela

matriz densidade p,5(t) (5.66) e outro estado considerado um estado misturado |=45())
representado pela matriz densidade p,5(t), esta matriz difere da tltima no sentido em
que é uma matriz que descreve a mistura dos estados isolados dos atomos A e B, pois os
modos vestidos dos campos préprios dos dois atomos foram “absorvidos” quando tomamos

o traco destes modos, em outras palavras, se o estado do campo pode ser escrito como:

|\IJAB(t)> = |F2tomo,campo> ® |F§tomo,campo>’ (E1>
a matriz densidade que representa o estado misturado |Z45(t)) é dada entao por:
pap(t) = Treampo [[Vas (1)) (Vap(t)]] = |2ap(1))(Zan(t)] (E.2)

Admitimos que este estado esteja maximamente misturado e de acordo com [130] por ser
um um sistema 2x2 é melhor caracterizado pela funcao chamada de Concorréncia [131]

definida como:

C’Q:max{O,\/)\_l—\/)\_g—\/)\_—\/E,}, (E.3)
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onde \; sao os autovalores da matrix A, arranjados em ordem decrescente,

A = 0So*S, (E.4)
S=o0,® o0y, (E.5)
0 —i
onde ¢ ¢é a matriz densidade e a matriz o, é a matriz de Pauli o, = ( ). Para o
1 0
nosso sistema a matriz densidade p,p5 que representa o estado misturado, é:
€35 | fail" + (1= &) X, fmil” 0 0 0
0 (1 =& |fzsl* 1 —8e " fanfos O

Pap(t) =

0

Desta forma temos que A torna-se:

0 0
0 2(1—&¢&|fssl"
0 [5 (1 - 5)]3/2€i9fAAfBB

0 0

0 \/5(1 —f)ewaAfBB

0

0

206 (1 —&)*%e ™ fanfps O

2(1-&)&|fpsl"

0

&\ faal’ 0
0 0
(E.6)
.
(E.7)
0
0

Os autovalores de A sao quase todos nulos com excecao de um, que podemos julgar que

seja positivo sabendo que 0 < § < 1, |fpp(t)] > 0 e |faa(t)] > 0. Simplificamos ainda

para a situacdo em que os atomos sao idénticos, ou seja, faa(t) = fpp(t) e deste modo o

unico autovalor ndo nulo da matriz A é escrito como:

&)\ fzal".

(E.8)

Substituindo (E.8) em (E.3) e assumindo por conveniéncia A = B = 0 obtemos a férmula

para a Concorréncia:

Csu5 (1) = 24/E(1 = &) foo (£) .

Demonstrando com isso a equagao (5.120).
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E.2 Demonstracao da féormula para a Negatividade

O conceito da Negatividade do estado esta intimamente relacionado ao critério de Peres
para a separabilidade do estado [132]. Se um estado é separavel (ndo-emaranhado), entao
a transposta parcial deste estado é positiva (p™4 > 0), do contrario a transposta parcial
da matriz densidade de um estado nao-separavel possui autovalores negativos e portanto o
estado é considerado emaranhado. A negatividade é uma outra medida de emaranhamento
que pode ser definida matematicamente como [123]:

Jle™) -1

N(t) = 10—

(E.10)

onde || ---|| denota a norma do trago, ou seja, a soma dos autovalores negativos. Uma
forma mais facil de se entender a expressao (E.10) é ver que N(p) corresponde ao valor
absoluto da soma dos autovalores negativos de p’4 transposta parcial matriz densidade.
Em outras palavras, a negatividade mede o quanto ¢4 falha em ser positivo. A negati-
vidade ¢ uma medida de emaranhamento muito popular e seu conceito e aplicabilidade
aparecem muito constantemente na literatura em outras situagoes [123, 130, 133].

O critério da separabilidade de Peres [132], também conhecido como critério PPT !
enunciado em [123], é resumido aqui; para tanto a matriz densidade (5.75) do sistema

bipartite pode ser escrita como:

a 0 00
0O b 2 0
Pring (8) = (E.11)
0 2z ¢ 0
(00 00

onde os coeficientes da matriz sao dados por:
a = &> |l + (1= |fail* (E.12)

b= (1= I|fssl”, (E.13)
¢ = &lfaal (E.14)

2 = VEA—=8e " faafos. (E.15)

!sigla em inglés para Positive Partial Transpose
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Para falar do critério PPT definimos outra matriz que é a transposta parcial da matriz
densidade (E.11), dada por:
OMATE (1) = pRATE (1) (E.16)

nanpg = pmATLB

a transposicao parcial é tomada em relacao ao subsitema A. Podemos notar que a trans-
posicao parcial estd relacionada a transposicao usual como of = (p74)18 e o758 = (oT4)T.
Dizemos que a matriz ¢ tem uma transposta parcial positiva (TPP ou PPT em inglés) se
esta transposicao parcial tem autovalores nao-negativos, isto é, a matriz é dita positiva
semidefinida [123]:

0™ >0 o' >0.

Se a matriz é nao TPP dizemos que ela é TPN (Transposta Parcial Negativa) e com isso
esta formado o critério TPP, também conhecido como critério Péres-Horodecki apresen-

tado inicialmente em [132]. Desta forma a matriz ¢ (E.16) pode ser escrita como:

a 0 0 z
0O b 0 0
oap(t) = (E.17)
0 0 ¢ O
i z0 0 0 ]

Em seguida calculamos os autovalores da matriz o 4p, temos:

o1 = C, (E18)

09 = b, (Elg)
1

o3 = 5 (a +/a?+ 4]2\2) , (E.20)
1

o= 5 (a - \/m) . (E.21)

Analisando os valores de cada um dos autovalores podemos dizer que o tnico valor
possivelmente negativo é a raiz 4. Admitindo que os dtomos sejam idénticos, faa(t) =
fB8(t) = foo(t), podemos mostrar que a = 1 — | foo(t)|?. A raiz o4 é considerada negativa
sabendo que € e | foo(t)|? obedecem as seguintes relagoes: 0 < & < 1 e |foo(t)[*> < 1. Outro
modo também muito usado frequentemente para definir a Negatividade, com sendo menos

duas vezes a soma dos autovalores negativos, pode ser encontrado em [130], e com isso
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obtemos:

No oy () = 1= foo®)* = V(L = |foo()[2)? + 4€(1 = &) [ foo (1) . (E.22)

Com isso fica demonstrada as relagoes de medidas que foram usadas para determinar o

emaranhamento dados pelas equagoes (5.120) e (5.121).
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