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RESUMO

Neste trabalho calcula-se a distribuigao dos intervalos de
tempo, em funcio da energia, decorridos entre a incidéncia de uma radiagao
gama na face de um cristal cintilador e a chegada da cintilagao correspon-
dente ao fotocatodo. Determina-se também a flutuacdo quadritica média des
tes intervalos de tempo, relacionando-a com a resolucao do sistema dete -

tor.

Os calculos sao feitos para cristais cilindricos de NaI(T1)
com a fonte radioativa colocada no eixo de simetria, em duas situagoes: a)
‘incidencia para-axial, e b) incidencia obliqua, indicando um bom  ajuste

com dados experimentais.
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I - INTRCDUCAO

A medida dos intervalos de tempo em fisica,nuclear esta limitada,
no extremo dos curtos intervalos, pelo desempenho dos dispositivos de coin
cidéncias retardadas e pela eficiéncia dos métodos analiticos para se ex -

trair a informacao neles obtida.

0 metodo consiste, em suas linhas gerais, em retardar, por inter-
valos de tempo precisamente controlados, os sinais elétricos contendo in -
formacdo sobre a formagao e a transformagao de um estado nuclear, regis -
trando a evolucao correspondente no nimero de coincidencias por unidade de
tempo. Quando o intervalo medio de tempo entre aqueles sinais & muito cur
to em comparagao com a resolucdo do dispositivo, a curva representando seus
registros coincidentes em fungao dos retardos tem o aspecto de uma parabo
la (ordenadas em escala log.), o vértice para cima, cuja largura a meio md
ximo € uma medida da resolugao em tempo do dispositivo. Esta curva é co -
nhecida como 'curva de resposta pronta'". Quando o intervalo médio de tem-
po entre os sinais € lorigo comparado com a resolugao, um dos ramos do para
boloide tem o aspecto de uma reta (caracterizando v decaimento exponencial)
de cuja inclinagdo se extrai a vida média do estado definido por aqueles
sinais. Quando o intervalo médio de tempo entre os sinais € da ordem de
grandeza da resolugdo essa pratica fica obstada pelas flutuagbes estatisti
‘cas, tornando-se indistinguivel a reta de decaimento exponencial do  ramo
de paraboloide da curva de resposta pronta; entretanto, ainda assim se po- |
de extrair informagdo sobre a vida média mediante o deslocamento do bari -
centro da-curva resultante, com relagao ao baricentro da curva de resposta

pronta, este agindo como zero efetivo de tempo.



Este m¢todo vem sendo utilizado com sucesso ha muitos anos para
a determinacio da vida media de estados ?ucleares populados e deSpopulados
por emissao de radiacao gama ou eletrons. Detetores de cintilagao sao em-
pregadds para a formacao dos impulsos elétricos. Os limites extremos do
método sao as melhores resolucOes atingidas em laboratorio: de algumas de-

zenas de picosegundos, para cintiladores plasticos e de alguns décimos de

nanosegundos; para cintiladores inorganicos (NaI(T1)).

Os limites na resolugdo sao determinados principalmente pela in -
terposigdo de componentes aleatOrias no processo de formacao do sinal, des
de a passagem da radiagcdo pelo cintilador a sua comversao em impulso elé -
trico no tubo fotomultiplicador. Essas componentes foram estudadas exten-
sivamente, podendo o estagio presente de conhecimentos a respeito ser con-

siderado bastante satisfatdrio.

Entretanto muito pouco tem sido feito em relagdo a presenca de er
ros sistematicos nessas medidas. Tais erros tem origem nas eventuais dife
rengas em tempo de processamento dos impulsos nos dois canais de coinciden
cias; de particular importancia sao aqueles originados no tempo de transi-
to das radiacOes no interior do cristal cintilador, dado que sua elimina -
c30 posterior so pode ser feita a luz de uma andlise detalhada da distri -
buicao dos retardos dos impulsos de cintilacao. Esses erros afetam parti-
cularmente os resultados de medidas utilizando o método do deslocamento do
baricentro da curva de resposta retardada e constituem de fato uma limita-
gao muito forte para a sua extensao a intervalos mais curtos. O problema
€ mais agudo exatamente na situacdo mais comum, i.e., quando se deteta ra~
diagdo gama nos dois canais do dispositivo de coincidencias; o tempo  de x
transito da radiacdo gama dentro do cristal cintilador, até sua primeira
interacao .e conseqllente excitagao do cristal, introduz retardos dependen -
tes de sua energia. Assim, quando a curva de resposta pronta € levantada

com raios gama de determinadas energias e & posteriormente comparada com



a curva de resposta retardada correspondendo a gamas de energias diferen -
tes, um atraso sistematico se insere implicitamente entre os dois  canais

de coincidéncias, podendo invalidar completamente o resultado da medida.

0 objetivo deste trabalho & determinar teoricamente a distribui -
co dos intervalos de tempo decorridos entre a chegada de um foton de ra -
diacdo gama a face de entrada do cristal cintilador, e a chegada da frente
de onda da luz de cintilagao ao catodo do tubo fotomultiplicador (face o -
posta do cristal), em funcao da enefgia da radiagao incidente. De posse '
dessa distribuicdo os atrasos médios correspondentes sdo calculados e apre
sentados em funcao da energia dos gama incidentes para efeitos de corregao

de erros sistematicos nas medidas de tempo.

Calculou-se tambem, além disso, a flutuagao quadratica media des-
ses tempos. Esse parametro, além de ser um indicador eficiente do grau de
concentragao dos tempos medios, i.e., da resolucao intrfnseca'em‘tgggo, es
ta diretamente relacionado com a resolugﬁo em energia do dispositivo dete-
tor, i.e., com as flutuagoes em intensidade da corrente de placa do  tubo
fotomultiplicador., Essa corrente depende obviamente do numerc total de fo
toeletrons liberados no fotocatodo e do grau de concentragac no tempo, ou
de agrupamento, com que Sao emitidos. Esse problema tem sido recurrente -
mente tratado a partir de ideias colocadas originalmente por Post e
Schiff,(s-lo) segundo as quais se considera como relevantes apenas as com-
ponentes aleatorias do tempo de tramsito dos fotoeletrons no tubo fotomul-
tiplicador, originadas no processo de multiplicacdo. Neste trabalho mos -
‘tramos que a participagdo do cristal nao pode ser desprezada; as princi -
pais feicOes da resolucao em energia do dispositivo cristal-fotomultiplica
dor, obtidas experimentalmente, estdo ja contidas na dependéncia do tempo
quadratico médio de transito no cristal com a energia da radiagao gama in-

cidente.



Tambén, acompanhardo as ideias e resultados quantitativos deste
trabalho, uma nova geometria para cristais cintiladores foi elaborada, vi-
sando a aperfeicoar suas caracteristicas de resolugdo. Trata-se de um
cristal com fdce de entrada esférica, construido em nossos laboratorios TOT
Donald C. Binns, em plastico NE-102. A superficie curva minimiza o nimero
de reflexoes da frente de onda de cintilagao &entro do cristal, melhorando
simul taneamente sua resolugaoc em témpo e em energia atravées do incremento
na quantidade de luz transmitida ao fotocatodo. O aumento da resoclugao em
energia com.relagéo ao cristal de faces planas tradicional ja foi verifica
do, estando sob investigacao os efeitos na resolucdc em tempo (Roberto Po-

ledna).

Os calculos aqul apresentados foram todos feitos para cintilador
de NaI(T1). Cintiladores organicos sdo sabidamente mais rapidos mas apre-
sentam resolugao mais pobre em energia. A grande maioria das observagoes,
requerendo a separagao entre gamas de energias vizinhas frequentemente si-
multaneos, leva a escolha do Nal(T1l) como meio cintilador pelo menos em
un dos canais do dispositivo de coincidencias. Os cristais considerados
sdo cilindricos, de bases planas (Imica geometria disponivel comercialmen-
te}, com refletor de Mg na superficie lateral (coeficiente de reflexdo na
faixa de transmissdo do cristal de 0,98) e com dimensdes varias (alguns
calculos sao apresentados apenas para cristais de dimensces 7,62 an x 7,62
cm para o raio da base e altura respectivamente; estas sao as dimensoes re
comendaveis quando se deseja otimizar simultaneamente as resolucoes em
tempo e energia). Os cristais sdo considerados 100% transparentes as fre-
quencias de sua propria cintilagdo, com fotons distribuidos isotropicamen—.
te no momento de sua produgdo; a propagagao e reflexdes na superficie late

Tal sdo tratadas em aproximagido de optica geométrica,

Os calculos estdo feitos de modo a cobrir as seguintes situagdes



experimentails:

a) fonte sobre a linha do eixo de simestria do cristal, colimada de modo a

garantir incidéncia para-axial sobre a face de entrada;

'b) fonte sobre a linha do eixe de simetria a uma distancia da face de en -
trada comparavel com as dimensces do cristal, de'modo que o feixe inci-

dente apresenta ima abertura angular ndo nula.

Os resultados icvam limitados, no que diz respeito 4 energia da
radiacdo incidente, a faixa que vai desde 90 KeV atée 1 MeV, que cobre a

grande maioria de gamas de origem nuclear.

A avaliacZo mumérica dos resultados foi feita através de programa
¢do propria no corputador do CBPF; os programas podem ser facilmente modi-
ficados de modo a cobrir outras situagoes nao focalizadas no presente tra-

balho.



IT - FORULACAO DO PROBLEMA

1. Meecanismos de Interagac no Cristal

0 processo de detegao da radiagdo gama em cristais de NaI(T1l) e
~ bem conhecido(l-mr. A radiacdo incidente dissipa erdergia no meio através
de um dos processos: Espalhamento Compton, Efeito Fotoelétrico, Criago de
Pares Eletron-Positron. Os eletrons acompanhando esses processos excitam
¢ ionizam atomos da réde cristalina; a energia assim acumulada € libertada
posteriormente sob a forma de fotons com uma distribuigao de frequencias '
que vai do visivel ao ultravioleta prékimo. Parte desses fotons escapa pe
la face adjacente ao tubo fotomultiplicador, libertando alguns eletrons qse
sdo multiplicados e recolhidos no anodo, formando um impulso elétrico. Es

se impulso contém toda a informacdo sobre o instante de chegada e a emer -

gia da radiacao incidente no cristal,

A contribuicao do tubo fotomultiplicador aos efeitos  discutidos
em I € muitc importante mas escapa aos objetivos de nosso trabalho;  aqui
estaremos interessados tao somente nas contribuicoes que tem sede no cris-
tal, isto €, aquelas nascidas no mecanismo de absorgao da radiacdo inciden
te, no aparecimento dess'a energia sob a forma de fotons de cintilagao e
na progressao desses fotons pelo cristal. Discutiremos a seguir, brevemen
te, cada um desses itens com enfase naquelas caracteristicas diretamente

relacionadas com o5 retardos envolvidos no transporte da informacdo ao ca-

todo do fotomultiplicador.

2. Absorgao da Radiagao Gama

Os mecanismos de absorcao da radiagao gama em meios materiais sao
bem conhecidos; para efeitos praticos pode-se definir um coeficiente de

absorgao total, u, para a radiacao gama, incorporando oS tres processcs
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acima referidos, em termos do qual a probabilidade de interacao com qual -
quer transferéncia de energia para eletrons do meio & dada por :

dPY = e ™ ndx 1)

X sendo a profimdidade penetrada.

3. Cintilagao

No curso de sua passagem pelo cristal a radiacao gama deixa um
rastro de atomos ionizados e excitados, diretamente ou através das intera-
coes dos eletrons secumdarios que produz. Parte da energia acumulada nos
atomos aparece como excitagdo da réde cristalina através de mecanismos se-

melhantes aos de luminescénciatll)

, acompanhada de emissao de fotons den -
tro de um tempo éaracterfstico da rede (cerca de 300 mus para o NaI(Tl)) .
Esses fotons apresentam-se com frequencias desde o extremo visivel ao ul -
travioleta. Dado que o alcance dos eletrons produzidos pela radiagao gamé
€ de Tegra muito pequeno em comparacdo com as dimensdes do cristal (algu -
mas dezenas de microns) pode-se considerar a excitagdo inicial da rede co-
mo localizada numa vizinhanca de dimensoes reduzidas em torno do ponto on-
de a interagdo gama se di. Esta vizinhanga € por sua vez a sede dos fo -
tons de desex;itagéo que se propagam isofropicamenté com velocidade c¢/n ,
n sendo o Indice de refracde do cristal. De outro lado o tempo necessario
para o freiamento completo dos eletrons ‘acompanhando as interacoes da ra -

13 145) de ﬁodo que se pode

diacdo gama € de regra muito curto (107 °s - 10~
considerar o processo de desexcitagdo como imediatamente subsequente & in-
teragao gama no cristal. Nessas condicOes, a cintilacdo é bem localizada,
podendo ser considerada como uma fonte puntiforme de onde emergem  fotons
isotropicamente e a distribuicao dos tempos de espera entre ¢ instante em

quc se da a interagao gama e o primeiro foton emitido ¢ dada por :

P = e At . 2)



-8-

sendo T = 0 o instante em que se da a interacao primaria e A um parame -
tro caracteristico do cristal. (A hipdtese de emissao isotropica € con -

- sistente com a estrutura cristalina do NaI(T1)).

4. Reflexces

0 percurso dos fotons de cintilacao, desde o local de sua emissao
até a face do cristal adjacente ao catodo da fotomultiplicadora, € em ge-
ral acompanhado de um nimero de reflexdes contra a superficie lateral do
cristal; a distancia total percorrida e o numero de reflexdes sofridas fi
cam unicamente determinados pela posicdo e pelo angulo de emissdo. Em ca
da reflexao os fotons correm uma chance 1-g de serem absorvidos na super
ficie lateral, sendo o o coeficiente de reflexdo; apos N reflexdes a pro

babilidade de emergéncia de fotons & o.

O comprimento total da trajetOria desses fotons pode ser facilmen
te obtido quando o ponto de emissao se localiza sobre o eixo do cristal ,

por intermédio das leis da reflexao (figs. 1 e 2).

Em cada posigdo de reflexao o simétrico especular do raio refleti
dc se encontra na direcao do raio incidente; acrescentemos ao primeiro o
segundo. O segmento soma esta agora na diregao do raio refletido na posi
¢3o imediatamente precedente e seu simétrico especular estarda na direcdo
do raio incidente nesta nova posicao. Repetindo esse procedimento desde
a posicio de reflexdo mais proxima A face do cristal adjacente ao fotomul
tiplicador (oposta a face de entrada da radiacdo gama) até a primeira re-
flex3o, alinhamos todos os segmentos da trajetoria poligonal segundo uma’

reta cujo comprimento € obviamente o dessa trajetoria.

Consideremos agora uma trajetdoria que contem N + 1 reflexdes con-
tra a superficie lateral, a Ultima delas se encontrando em algum ponto da

circunferencia de intersegao dessa superficie com a base do cilindro (fa-
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ce adjacente ao fotomultiplicador). A perpendicular ao eixo que paséa
- pOr esse ponto encontra o segmento retificado da poligonal, determinado
pela construcac acima, num.poﬁto a distancia (2N + 1JR do eixo, sendo R
0 raio da base do cristal. Suponhamos que essa trajetoria € aquela segui
da pelos fotons emitidos de algum ponto do eixo do cilindro a um  angulo

By com ele; entdo o comprimento Ly (8,) da trajetdria € dado por :

Ly = [@v+ D%+ @ - il (3)

H sendo a altura do cristal.

A (3) dd o maior comprimento compativel com um nimero N de refle-
x0es completas contra a superficie lateral (no sentido de que todos 0S
raios refletidos percorrem o cristal de geratriz a geratriz}; o menor com
primento se dard para um angulo By-y © tem o valor :

1/2

LGy = [vD%E s @ - 07 @)

Este € também o limite maximo para as trajetdrias com N-1 reflexdes com -
pletas. Todos os fotons emitidos a angulos -1 < € < 8y atingirao o
catodo com N reflexoes e seus comprimentos estardo entre os valores fixa-

dos nas equagOes acima.

Da construgdo precedente também resulta que

tgey = (AN DR/H-x) ®

Dados esses argumentos € facil computar a probabilidade de se en-
contrar trajét5rias com N reflexoes completas: para fotons emitidos iso -

tropicamente de um ponto x do eixo do cilindro serd dada por

g

P(o N | Naq/ax (6)

N-1

N
N* °N-1 A



..ll...

onde oo ¢ o coeficiente de reflexao e K um coeficiente de normalizagao .
Esta € tambem, obviamente, a probabilidade de que os comprimentos de tra-

jetoria estejam entre LN(QN) e LN-l(eN-l)'

£ de interesse, para os objetivos deste trabalho, discutir este
problema no caso em que a fonte das cintilacoes sesencontra fora do eixo
do cilindro; neste caso as trajetorias sao poligonais no espago, os Verti
ces tocando geratrizes da superficie cilfndrica ndo coplanares com o ei -

X0, € 0S segmentos nac o interceptam necessariamente.

Considercmos uma tal trajetoria, contendo N reflexdes completas ;
seja X a posigao sobre um eixo paralelo ao do cristal, sede das cintila -
coes, vy a distancia entre esses eixos, Oy © § os angulos polar e azimu -

tal de emissac dos fotons (fig. 3).

Em principio se pode aplicar a mesma construgao para retificar
a trajetoria empregada no caso anterior. A trajetoria retificada estara
na direcao do segmento inicial, precedendo a primeira reflexao, num plano
inclinado de § com o plano que contém o ponto de emissdo e o eixo do cris
tal. As relages métricas entre esse comprimento, sua projecao sobre o
eixo e sobre a base do cilindro, necessarias para construir as  andlogas

das equagoes (3-5), podem ser escritas mas sao bastante complicadas e in-

convenientes para posteriores manipulagoes.

0 problema se simplifica apreciévelmente quando se observa que ,
fixado GN , uma rotagac qualquer do primeiro segmento da poligonal em

torno do eixo paralelo ao do cilindro passando pelo ponto de emissao, gi-

ra toda a figura do mesmo angulo, deixando invariante o comprimento de ca " =

da segmento e, portanto, o comprimento total. Assim sendo a trajetoria
pode ser retificada na configuracao simples correspondendo a §f = 0, seu

comprimento sendo o mesmo para qualquer outro valor do angulo azimutal .
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FIGURA 3
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Nestas condicGes se obtém, sem dificuldade :

LN(eN’ y} = {[(2N+i)R-yJ2 + (H_X)Z}I/Z 7

que substitui a equacao (3), com uma expressao semelhante para substituir

a (4). Alén disso a (5) fica :

tgdy = [(2W1)R-y]/(HX) (8)

(para cada N, apenas uma das poligonais obtidas por rotagao, conforme a
prescricao acima, toca a circunferencia de base; usamos esta para definir
o plano # = 0. A rigor devemos adaptar a linguagem neste caso, classifi-
cando as trajetOrias como contendo N reflexOes completas ou n3o. Essa |
circunstancia ndo altera quantitativamente nossos resultados e sera igno-

rada.

Ve-se da equacao (8) que os limites angulares para emissdo "fora
do eixo'" estdo deslocados para angulos menores com respeito a emissdo 'no

eixo" (eq. (5)).

A probabilidade para encontrar trajetorias com N reflexGes com -
pletas continua dada pela (6), apenas os limites angulares da integracgao

ficam substituidos pelés valores dados pela (8).

Para finalizar esta discussao sobre a progressao da cintilagao
no cristal registramos uma simplificacao adicional que sera requerida
mais adiante. Trata-se do calculo dos momentos de ordem-k da distribui

gao de conprimentos, seja, de grandezas do tipo

8
h&=§ Tk ap( dn
o], L(0) [dP(8,0y,_;)/d€] (9)
N-1

Quando essas grandezas tem de ser calculadas ''fora do eixo' as integra -

coes podem ficar bastante complicadas. Entretanto, trocando os limites
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"fora do eixo" por limites 'mo eixo" a soma fica inalterada.

5. Distribuigao em Tempo de Chegada

O tempo de chegada € aqui entendido como o intervalo decorrido en
tre a passagen da radiagao gama pela face de entrata do cristal e a chega
da do primeiro foton de cintilacdo a face oposta. Esse tempo esta sujei-
t0 a variacOes aleatorias impostas pelas flutuagOes estatisticas no:  a)
terpo de transitc da radiagéa gama até produzir a primeira interacdc no
cristal(t'}; b) tempo de espera até que o cristal emita o primeiro foton
de cintilacdo (t); c) tempo de transito desses fotons até o catodo do fo-
tomultiplicador (t''). O tempo de chegada, medido a partir do  instante

de penetragao da radiacao incidente, € dado por :

t=t'+ 17+ t" (10)

e sua distribuicdo pode ser obtida cembinando as probabilidades de ocor -
réncia de cada um dos processos acima referidos, expressas em funcao do
tempo. No que segue nos limitaremos a incidéncia para-axial mas a exten-

sao dos argumentos ao caso geral € trivial.

O tempo de transito da radiacdo gama até a interacao em x € obti-
do fazendo x = ct', e sua distribuigac ¢ obtida da (1) introduzindo nela
essa substituicao:

—uct’
dP?(t') = e pc dt’ - @an
com 0 < t' < H/c.

0 tempo de espera da cintilagao esta distribuido segundo a (2)
onde T =0 e contado a partir do instante em que a radiac8o incidente in

terage.

Finalmente o tempo de transito para fotons de cintilacio esta li-
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~ gado ao comprimento L(6) da trajet6ria.por t'' =L(B8)/v, (v=¢/n),0 sen
do o angulo de emissao; a distribuicdo éngular condiciona, como vimos , a
kﬂistribuigéo em comprimentos e, atraves desta, a distribuicdo em t'', de
rodo que:

- /2m) (do/dL) (dL/dt’ ydt

dPplt')

ou seja:

H

dP,(t"") = o (H-ct')/ (v’ 2y det 12)

Dado que esses processos sao independentes e sucessivamente condi
cionantes a probabilidade total & o produto das probabilidades; como ndo
estamos interessados em classificar os fotons chegando ac fotocatedo pelo

“nimero de reflexdes sofridas, impde-se ainda uma soma sobre N :

dP(t’,T,t'") = ] o'dP(t')dP (r)dPyt"") (13)
N=0
com t'+7 +t'" = t ., A (13) -define a distribuicac em tempos de chegada.

Para finalizar estas consideracOes diremos que a (13) depende de
um fator de normalizac@o a ser calculado adiante. ( Q tempo de transito
dos fotons de cintilacao na eq. (12) foi normalizado tomando-se em consi-
deracdo apenas metade do angulo sdlido de emissdo. Essa pr-atica exclui
do trem de ondas luminosas os fotons emitidos '‘para tras', isto €, em di-
recao a face de entrada da radiacao gama; a maioria dos cristais possui
uma camada refletora também nessa face de modo que os fotons serdo reo-
rientados em diregdo ao catodo, mas envolverdo sempre um numero maior de
reflexces e ademais chegarao atrasados com respeito ao trem de ondas prin

cipal. Nao foram por isso considerados, embora sua inclusao seja trivial).
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" I1I - MOHENTOS DA DISTRIBUICAO EM TEMPOS DE CHEGADA

4) Aproximopao Para-Axial

~ Aqui cstamos interessados em discutir as formulas para o calculo

- dos monentos de ordem 0,1 e 2 apenas, l.e., a area sob a distribuigdo, o
centro ponderado dos tempos (tempo médio) e o tempo meédio quadratico. A
drea sob a curva @ necessaria para o calculo dos outros dois momentos, da
do que & o fator de normalizacao da distribuigéo (13) e inclui fatores de
pendentes da energia da radiagdo incidente; os outros dois parametros sao
_necessérios para a propria avaliacao de dados experimentais, de acordo

com os comentarios apresentados no Cap. I.
I -~ Normalizagao

A (13), levando em conta as formas explicitas para dPY , dPe e

dPR, se escreve:

dPt', t,t'") = ¥ oM u@e@-ct) A e HEICE AT grige g (14)
N=0 2
vt

-

onde usamos notagao que torna mais ostensiva a dependencia do coeficiente

de absorgao com a energia incidente, E.

0 momento de ordem zero € dado por :

b oo dN

A=T | arr| ar | Rl Tt (15)
N=0/{a 0 Cy dt' dr dt"’

onde os limites a,b,cN, sao dados por: a = 0; b = H/c; Cy = LN-l(eNulj/V’

e dN = LN(BN)/V, se N#0 e oy = (H-ct')/v, e dN = Lo(eo)/v, se N=0.
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Pode-se mostrar (Apendice 1) que a (15) se reduz a :

A=
=)

/b
e / o)t [1 - ;:%;};)] u(E)cdt! (16)
' a

- de onde se obtém, pela substituicdo H/c - t' =T«

A = %o N1 -a) {1 - MM _ 11] a7
N=0
com o
b
T el-i (E)cT
1, = u@Ec? e EH 1) SR 1] 2 dT
a

4A.menos do corte na somatoria em valor finito de N, as (17) constituem a
forma efetivamente utilizada em nossos calculos para o fator de normaliza

gao da distribuicao em tempos de chegada.

2 = Momentos

0 calculo dos momentos de primeira e segunda ordem fica mais
simples quando se toma como braco de momento a variavel t-t1 , em lugar de
t dado pela (10). Isto corresponde, no caso do primeiro momento, a tomar
como centro de redugao o centroide da distribuigao de tempos de espera
(2), i.e., <> = 1/X , que sO depende da estrutura cristalina. Nessas

condicoes : |
<t - ™ = (1/A) ///(t'+t")dP(t', T,t'")

<t -n%= /n) / L'+t ) 2dP(et, T .t )

Em ambos os casos a integral sobre T € imediata, contribuinde

com um fator unidade.



-18- -

Tratando as integracdes acima de maneira analoga a que fol utili

zada no caso da normalizagde, pode-se mpstrar que (Apéndice 2) :

00 _ —uH ~
<t - o= (/8 T N1 @ [(l—e Wy pe - %‘i I*1s (18)
N=
Ccon
b
. ¥/ ucT
[(2n+1)“R +_c2T ]
e
-uH weT 1,1 (23 1) R?
I, = ucne Te  fnj——se— + 1 | dt’ (20)
3 Z 272

0

e, para o tempo médio quadratico :

-2 = ¥ N geay | o]
<(t-1)"> (1/A)N£Ua (I-a) q e [ 2H_ | gye)2- 2 }+u2 .

w: o I .
21)
. (
#0f | B - ety - 1 I e I
uc uc uec
com
b
- ~ ucT ' :
1, = ucze uH T(H/CZT%e e a7 22)
0 [(2N+1) “R*+c°T*]
b
I, = o’ ye ™M Te T [y R% + T2 ar (23



e
~uH (b WeT 1 (1) 22
16 = 7n uce (H/c~T)Te > &n 55 + 1| dT (24)
: c T
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B} Caso Geral

Os resultados acima, para incidencia para-axial, estendem-se sem
maiores dificuldades para ¢ caso em que a excitacao produzida pela radia-
¢ao incidente localiza-se fora do eixo de simetria do cristal. Eo que
acontece, por exemplo, quando uma fonte nao colimada € colocada sobre o

eixo do cristal, a uma distancia d da face de entrada (fig. 4).

Consideremos em mais detalhe esse caso. A radiacao emitida ao
redor do angulo ¢ com o eixo do c¢ilindro atinge a face do cristal numa
coroa circular de modo que a fracao de raios que assim penetra no cilin -
dro & dQY /47 . A fragdo que interage com o cristal apds percorrer a

distancia r, em dr e:

- de (£)/ame™T ydr

ou, tendo em vista que X = rcosg

a0, (2) /ame P/ 0S8 | ax/cost

a expressdo acima & proporcional a probabilidade para interagéo a profun-
didade x pela radiacdo que penetra no cristal segundo o angulo solido
dﬂi(c) e substitui a expressao para dRY dada na (1), no caso geral .
E claro que o problema agora envolve uma integracao a mais, seja, sobre
o angulo s6lido dﬂY.

A distribuicdo dos intervalos de tempo decorridos até a emissdo
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do primeiro foton da cintilacao nao muda: continua dada pela (2).

Quanto 20 tempo de transito degses fotons devemos agora lembrar
que a desexcitacio do cristal localiza-se a uma distancia y = xtg® do ei
xo de simetria: Aplica-se ainda um tratamento inteiramente semelhante ao
apresentadb em I1.5 pafa_o caso para-axial, usando3 porém, (7) e (8) em '

- lugar de (3) e (5), com y dado acima.

A incorporacac dessas modificagﬁes a distribuicao dos tempos de
chegada € sirples mas o calculo de seus momentos fica bem mais complicado
que no caso axial. O tratamento simplifica-se bastante se introduzirmos
na funcdo de distribuicao as modificacdes suscitadas pelo seguinte argu -
mento: 1) as trajetOrias fora do eixo tem 0 mesmo comprimento que as nas-
cidas no eixo, a mesma distancia da face de entrada e com o mesmo angulo
de emissdo; 2) essas trajetorias diferem apenas, quando muito, pelo nime-
ro de reflexdes completas que contem; 3) como todos os resultados relevan
tes envolvem somas para todos os valores do nimero de reflexdes, podemos
tratar o problema fora do eixo com a mesma distribuicao dP, dada na (12)
para o caso para-axial, desde que se some até um numero suficientemente

grande de reflexdes.

Baseada nessas ideéias a derivagdo da distribuicao dos tempos de
chegada no caso geral & apresentada no Apendice 3, bem como o calculo de

seus momentos. Aqul transcrevemos apenas os resultados finais:

1. Normalizacao P
T
© N
A =NZOuN(l—q)x %—senc[l—e-BH/COSC]—INl(g) dc +
0 ”
« N (25)
e 4
+ .~£ sencfl-e_ ent, COSg 1
. 2 - -, ()| dz ¢




-27-

onde :

e = tg 'R/ ; £ = tg! R/ (+d)

a
I\T - E tgc (H_Ct‘) e-uCt /COSE .
[(2N+1) “R+ (Hct )] 26)
& /
_ Hect' -uct'/cosg
(28 1) R+ (et ') “]
0
onde a = H/c; g=%-%
2. Momentos
f
<t -1> = (1/A) of N(1-) sen - -uH/cosz
A SN (1.e uH/Cosc) _Btgr e SN ()
N0 2 e 2 2"
0
+ INB(C%C}‘C +
e
R d R d
+ E—g—r}-g- l—e_-{'!.gen - cOoS } + .__l d-t - R ""l..l(‘s_" - —""—)
2uc ( 5 T ’)+ == (dtge - R) e "senz  coszl I (2) +
f .
* IM;S(Q{I dz (27)
com
a
' sty o-MEL'/COST ,
N, () = &= t (H Ctz)ze i J%g dt 26)
0 [(2N+1) "R™+(H-ct’) 1 cosg

M, (z) 56 difere de IN,(c) pelo limite superior de integracio (g em lu-

gar de a)
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a

et ; 2 |
0 (H-ct")

(29)

Lﬁz(t) difere de INB(;)'apenas pelo limite superior de integragao (g em

lugar ce a). ' ‘
Finalmente,
% 2
<(t—T)Z> = (/A T aN(l—q) seny _ e-uH/Cos;(H seng |, Htgy
& 22 2 2 2
N=0 _] uc 2ccos . uc
1 /0
° 2
seng y _ _ _in"/ H  cosgseng
[T C _
_ nZsengceszg a - e—uH/cosc) P IN ()] ar o+
77 6l | <&
u'c
e
R d 2
+ 2 - e W Eamr ~ ost ) iB[Egg;ﬁél_ seng +
e 2c”cos ¢
f
o LR ) egr v SE L T, (@) ¢ DY () -
uc HC
_ 2 2.2
_ nhH'seng . I Hsenrcosy ncos’gseng
o2 o2 22
e_('"&' -4 [nz (Hd - R/tgr)’sent - nZ(H+d - R/tgr) .
seny  Cosg 2c2 plc:2--- :
nzcoszrsen
* senpcosg  + —a~?r§éh-—£ + IMﬁ(;) dz (30)
uc
onde
a
- 2 -pct'/cosg . t
IN4(g) _ %g tre g ¥ (H-ct") wg§§ dz (31)

[(2N+1) ZpZ, (H—Ct')2]172 cos”g
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344(5) s6 difere de INA{C) pela troca do limite:superior a por g.

a.
1/2

2 '
W (2) = 55— eMCL/COShyy g [(aN+1) ZRE+ (et )] at

' : (32)

' Els(:) s0 difere de IN:(2) pela substituicao do limite superior a, por g.

. |
' 2
INg() = 5 | trye-tr) TE oTHEL/ oSty [(ZN*l S 1}&
G t
(33)

Evlé(;) s6 difere de IN6 (z) pela substituicao do limite superior a por g.
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IV - CO'ENTARIOS E CONCLUSOES

1. Organizacao e eritica dos edlculos

a) 0 calculo dos momentos das distribuigdes focalizadas neste tra
' ‘balho envolve numerosas integragoes que nao podem ser obtidas em forma fe
chada, dada a comnlexidade dos integrandos. Nesses casos 0S calculos fo-

ram feitos no computador, pela Regra de Simpson(lz’ls).

Tanto no caso
para-axial como mo caso geral sub-rotinas especificas foram preparadas pa
Ta 0 calculo das seis integrais aparecendo em cada caso; apenas no primei

To, em vez de da-las diretamente foi mais comodo calcular integrais que

se relacionam facilmente com aquelas de interesse. (Apendice 5)

b) Uma questao importante envolvendo praticamente todos os calcu-
los & a relacitnada com a necessidade de impor um corte finito ao somatd-
rio spbrelé numero de reflexdes, por razdes praticas. E claro das leis
da Teflexdo Optica que maior o dngulo de emiss3o, 6, com o eixo do cilin-
dro, maior o numero de reflexdes, maior a atenuagao, i.e., a probabilida-
de de o foton ser absorvido muma delas, e maior o tempo de transito. Um
corte num valor suficiegntemente elevado de N importa, portanto, em despre.
sar a cauda evanescente do trem de ondas, contendo naturalmente os fotons
mais atrasados, porém muito atenuada com relacdo a componente principal .
Conseqllentemente trata-se de uma aproximagao bastante razoavel para o0s so

matorios.

A fixagao do limite superior do nimero de reflexdes através de um
critério de convergéncia inserida nos programas revelou-se pouco pratica

em muitos casos, aumentando desmesuradamente o tempo de maquina.

‘Como uma alternativa, analisamos a curva do angulo de emissao (9)

versus o nimero de reflexdes (N) para o caso de fotons emitidos da inter-
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secao do eixo com a face de entrada de um cristal com H = ZR; nesse caso

" a relacdo entre as duas grandezas g tgdy = N + 1/2. O grafico 1 repre -

senta essa relagio. Por inspecac visual dessa figura fixamos em 60 o no-

mero maximo de reflexoes. Esse mimero corresponde a um angulo de emissao

maximo de 899, em x=0. Para posices intermedidrias no cristal sera ain-
:

da maior. Com essa opgao parece-nos, estamos, na maioria dos casos, des-

prezando a cauda evanescente do trem de ondas.

c) Nio obstante, ha uma acumulagdo vertiginosa de valores de N
nas vizinhancas de 8 = n/2. A fim de dar uma alternativa critica para o
valor dessa opgdo, o caso para-axial foi resolvido para o limite hipoteti
co: u = =, os momentos das distribuicoes sendo calculados como fungao de

N (maximo), (Apendice 4), (Graficos n®s. 2,3).

No limite em que o coeficiente de absorgao, u, & muito grande, a

b

probabilidade de sobrevivencia i profundidade x, e "~, & desprezivel |,
exceto para x=0. Neste caso a radiagdo incidente & absorvida logo na fa-
ce de entrada e todo o atraso na chegada da informagdo a face oposta sera
devido as miltiplas reflexes (a menos, € claro, do tempo de espera da cin
tilacdo). Esse caso € portanto muito util para se avaliar a contribuicao
das reflexdes. Ve-se do Grafico 2 que o tempo médio apresenta tendéncia
a saturar com o aumento das reflexdes, e que nesse caso a escolha N = 60
nao esta ma. O tempo, médio quadriatico (Grafico 3), tanmbém revela carac-
teristicas tao favoraveis, denunciando tendencia a se estabilizar (notar

que € necessario tomar a raiz quadrada do valor tabelado para te-lo dire-

tamente comparavel com o tempo médio).

d) Um teste adicional foi feito sobre o acerto dos calculos, a

partir do scguinte argumento:

E bem conhecido que a resolucao em energia de detetores inorgani-

1)
cas de cintilacao varia segundo uma lei empirica do tipo A+ %- .
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Devemos esperar que as flutuagdes em amplitude do sinal elétrico resultan
te na placa do fotomultiplicador sao ligadas as fiutuagOes de corrente a-
companhando cada impulso e estas, além de fatores intrinsecos, dependerao
das flutuacles nos tempos de chegada do trem de ondas de c¢intilagao ao
.fbtocatodo. Conseqllentemente, se estes ultimos fatores forem importantes
com respeito aos fatores intrinsecos ao fotomultiplicador, devemos_eSpe -
rar que o tempo médio quadratico apresente uma dependéncia semelhante Com
a energia de radiacao-y . Os resultados estdo no grafico 16, onde as 1i-
nhas cheias sdo retas de minimos quadrados sobre os pontos calculados,con

firmando inteiramente essas expectativas.

e) Parametros numericos relevantes para os calculos foram escolhi

dos conforme a tabela abaixo:

TABELA
Velocidade da 1UZ (C)eeevreeeneronnneenns 2.9979 x 10%0 cm/s
Coeficiente de absorcao (p)...... ceveeses 090 - 1.00 MeV(S)

Tndice de refraco de NaI(T1)()eesvee... 1.7745 5]

Coeficiente de Reflexao do Mg0(a)eeraevns 0.98(15)

2. Conclusoes .

Nossas conclusdes repousam sobre os graficos apresentados mostran
do o comportamento de cristais NaI(Tl) de diferentes tamanhos, para inci-
dencia para-axial e qualquer, em funcdo de energia da radiacdo-y inciden

te. Podem ser sistematizadas nas seguintes proposigoes:

a) 0 valor do tempo médio consignado nesses graficos pode ser
empregado com Seguranca para corrigir eventuais erros sistemdticos em me-
didas de vida média com o metodo do deslocamento do baricentro da curva

de resposta pronta.

b) Cristais de dimensoes maiores tendem a fornecer retardos maio-

res ¢ mais dispersos em tempo; conseqiientemente as correcoes impostas no
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caso anterior sac maiores e acompanhadas de um desvio quadratico médio
maior. Isto leva a escolha natural de cristais de pequenas dimensoes pa-
ra minimizar essas correcoes, mas nesse'caso perde-se na resolucao em e -
nergia, exceto as baixas energias; nessa regiao entretanto o  desempenho
nos tenipos é mais pobre. Um compromisso envolvendo essas questoes tem de

*

ser feito em cada situacdo especifica. C '

c) A distribuigZo em tempo de transito no cristal afeta a resolu-
cao em energia de um modo consistente com as observagoes experimentais. A
participacdo do cristal nos tratamentos tedricos da resolugdo em energia

desses sistemas nao pode ser desprezada,
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TABELAS

Coeficiente de Absorgao infinito. Resultados do Fator de Normaliza -
cao, Tempo Médio e Tempo Médio Quadratice, por nimero maximo de re -
flexoes. Cristal 7.62 cm x 7.62 cm, (3'x3').

- Fonte colimada no eixo de simetria. Resultados do Fator de Normali
zacao, Terpo Médio e Tempo Médio Quadratico em fungdo da  energia

do raio gama incidente, para:
Cristal 7.62 cm x 7.62 cm (3''x3")
Cristal 5.08 cn x 5.08 cm (2'x2")
Cristal 2.54 cm x 2.54 cm (1"x1')

~ Fonte nao colimada a 10 cm do cristal. Resultados do Fator de Nor
malizacao, Tempo Médio, Tempo Médio Quadratico em funcdo da emer -

gia do raio gama incidente, para :
Cristal 7.62 cm x 7.62 cm (3"'x3")
Cristal 5.08 cm x 5.08 cm (2"x2")
Cristal 2.54 cm x 2.54 am (1"'x1')

Fonte nao colimada a 5 am do cristal. Resultados do Fator de Normali
zagao, Tempo Médio, Tempo Médio Quadratico em fungao da energia  do
raio gama incidente. Cristal 7.62 cm x 7.62 cm (3'x3").

- Relagdo entre o-Tempo Médio Quadratico e o inverso. da energia do
raio gama incidente. Cristal 7.62 cm x 7.62 an (3"x3"). Para:

Fonte colimada no eixo de simetria,

Fonte nao colimada a 10 ¢m do cristal.
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GRKFICOS_

Nimero Maximo de Reflexdes em funcao do angulo (z) de emissdo da ra-
diacdao gama.

Tempo Midio (ordem de grandeza: 10710

seg.) em fungdo do nlmero maxi
. .. o - ‘-.._
mo de reflexoes. quando o coeficiente de absorcao do cristal e infi-
nito.

19 seg.z) em funcdo do

Terpo Medie Quadrdtico (ordem de grandeza: 107
nimero maximo de reflexoes quando o coeficiente de absorcdo do cris-
tal € infinito.

Fator de normalizacao em fungao da energia do raio gama incidente
entre 90 kev e 1.Mev, para o caso da radiagao colimada no eixo de si
metria. Para tres cristais: (a) 7.62 am x 7.62 cm (3'"x3"); (b) 5.08
cm x 5.08 cm (2'x2M): () 2.54 cm x 2.54 cm (1"x1").

Tempo Médio (ordem de grandeza: 10710

seg.) em funcao da energia do
gama incidente, entre 90 kev até 1.Mev, para o caso da radiagao coli
mada no eixe de simetria. Para tres cristais: (a) 7.62 cm x 7.62 cm.
(3"'x3"); (b) 5.08 cm x 5.08 am (2'x2"); (c) 2.54 acm x 2.54 am (1''x1").

19seg.z) em funcao da

Tempo Médio Quadratico (ordem de grandeza: 10~
energia do raio gama incidente, entre 90 kev e 1.Mev, para o caso da
radiagdo colimada no eixo de simetria. Para tres cristais: (a) 7.62
cm x 7.62 em (3"x3"); (b) 5.08 cm x 5.08 am (2"x2'); (¢} Z.54 cm x

2.54 cm (1"x1").

Fator de normalizagao em funcao da energia do raio gama incidente en
tre 90 kev e 1.Mev para fonte nao colimada a 10 cm do cristal. Para
tres cristais: (a) 7.62 cm x 7.62 an (3'"x3'"); (b) 5.08 cm x 5,08 cm
(2"x2"); (c) 2.54 am x 2.54 cm (1Vx1™).

Tempo Medio (ordem de grandeza: 10710 seg.) em funcao da energia do
raio gama incidente, entre 90 kev e 1.Mev, ﬁara fonte nac  colimada
a 10 cm do cristal. Para tres cristais: (a) 7.62 an x 7.62 cm (3'"x3");
(b) 5.08 cm x 5.08 an (2'x2"); (c) 2.54 cm x 2.54 am (1''x1").

Tempo Médio Quadratico (ordem de grandeza: 10717 seg.?) em funcdo da
energia do raio gama incidente, entre 90 kev e 1.Mev para fonte nao
colimada a 10 cm do cristal. Para tres cristais: (a) 7.62 cn x  7.62
an (3"x3'"); (b) 5.08 an x 5.08 em (2”x2”); () 2.54 cmx 2.54 cm -
(1"x1').
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Fator de nomalizacao em fungdo da energia do raio gama incidente
entre 90 kev e l.Mev. Cristal 7.62. cm x 7.62 cn (3''x3'") para: (a)
fonte nao colimada a 10 am do cristal; (b) fonte colimada no eixo de
simetria. '

Tempo M2dio (ordem de grandeza: 10710

seg.) em funcao da energia do
raio gama incidente, entre 90 kev e 1.Mev. Cristal 7.6Z2 cm X 7.62 cm
(3'"x3"}. Para: (a) fonte ndo colimada a 10 cm do cristal; (b) fonte
colimada no eixo de simetria. '

19 seg.z) em funcao '

Tempo Medio Quadratico (ordem de magnitude: 10°
da energia do raio gama incidente, entre 90 kev e 1.Mev. Cristal -
7.62 cn x 7.62 cm (3'"x3"). Para: (a) fonte nao colimada a 10 cm  do

cristal; (b) fonte colimada no eixo de simetria.

Fator de normalizagao em funcao da energia do raio gama incidente,en
tre 90 kev e 1.Mev. Cristal 7.62 cm X 7.62 cm (3'"x3"}. Para: (a) fon
te nao colimada a 5 cm do cristal; e (b) fonte nao colimada a 10 cm.
do cristal.

loseg.) em funcao da energia do

Tempo Médio (ordem de grandeza: 10
raio gama incidente entre 90 kev e 1.Mev. Cristal 7.62 cm x 7.62 cm
(3"x3"). Para: {(a) fonte nao colimada a 5 cm do cristal; e (b) fonte
nao colimada a 10 ¢m do cristal.

lgseg.zj em funcao da

Tempo Médio Quadratico (ordem de grandeza: 10~
energia do raio gama incidente entre 90 kev e 1.Mev. Cristal 7.62 cm
x 7.62 cm (3'x3"), Para: (a) fonte nao colimada a 5 cm do cristal; e
(b) fonte nio colimada a 10 cm do cristal. |

19seg.z) em fungao do

Tempo Medio Quadratico (ordem de grandeza: 10~
Inverso da energia do raio gama incidente entre 90 kev e 1.Mev. Cris
tal 7.62 cm x 7.62 cm (3'"x3"). Para: (a) fonte nao colimada a 10 cm

do cristal; e (b} fonte colimada no eixo de simetria.
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APENDICES

Forma Simplificada do Fator de Normalizagao. '
Calculo dos Momentos de Primeira e Segunda Ordem : caso para-axial.
Obtencdo da Distribuicdo dos Tempos de Chegada: caso geral.

Obtengdo da Distribuicdoc dos Tempos de Chegada: Coeficiente de Absor

cao Infinito.

Fluxogramas.
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APENDICE 1

e

Forma Sirplificada do Fator de Normalizagao

A solugao da expressao (3.15), reduz-se a+uma forma mais simpli-

ficada, integrando-a em (t' ).

Partindo de :

(P A A
= b ) Ty dP[t','I:,t") 1 1 dP(t'sTatlj'
A=jel aw | ar e G ) | & S T e
0 ey 3. 0 /o=
com limites: a = 0, b =b = H/c , ¢ -=% [(ZN-].)ZRZ + (H-Ct')zll/z » Ay =

+

1 2 '
- [(2N+1)2R (H-ct )2]1/ Z
Apds substituir a densidade de probabilidade dP(t',t,t''), e inte

grar em (t'') obtém-se :

b
- ~uct' (H-ct") v - V. '
A= | e 55 [m-ct') s (H_a.)zjl/zJ o
a
b |
T N -uct' (H-ct'} v v '
+ o ce -
Nzl H v [[(ZN-I)ZRZ + met) Y2 a2 ey 44
. |

Por simplicidade,define-se :

- 1
s(t’ ,RO) = uce uct

-uct' (h-ct')
[R2+ (H-ct') 2] 1/2

[}

s(t' ,Rl) pce

—uct' (h~ct"')
[(N-1)%R? + (H-ct)]]

S(t"RZN—l) = pce 1/2
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-uct! (H-ct")

s(t',R
[x+1) 2R + (Hect)™]

nep) T wee 172

assim :

+

b .

t - 1 e N ' _ ' t
s(t. ,RO) s{t ’Rl) +N§10¢ I:S(t ’RZN-l) st ’R2N+1)]J dt
0 .

ao desenvolver a somatoria:
b
14 . t - t 2 1
A= [S(t',Ro) - s(t ’Rl) + OL_S(t ’Rl) -0 _b(.tr_’Rs) ta S(t ’RBJ -

a

: 5 (oo I 3 o
~o%s(t',Rg) *+ a’s(t'Rg) - o S(t',Ry) + a's(t'.R )~
-0L4s(t',R9) + ass(t',Rg) - ...]dt'

Associam-se os termos iguais em s({t',R)

b _
' . ' ' -~ 2 ' 1 |
A= [S(t R - (1-e) 5(t',R)) - all-a) s(t'.Rg) - o”(1-a) s(t ’R5)+---J dt
a
ou
b _
et S N ot '
A=) | SEDR) - Rt () s(thRyyg) | 4t
a
como O primeiro termo nao depende do nimero de reflexdes e Z OLN = l}a s

N=0
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tem-Se
/b :
SN . Tt n Y - arer :
A=l (o) [s(t R - st ,R2N+l)] dt
a
explicitamente
b
_S N -uct’ (H-ct') '
A=7 o (1-a) uce 1 - dt
N=0 [ Iy }
a

correspondendo a expressao (3.16), sendo LN(BN) = [{2N+1}2R2+(H—ct')

2]1/2
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P

APENDICE 2

~ Caleulo dos Momentos de primeira e segunda ordem : caso para-arial.

1. - Momento de Primeira Ordem ou Tempo Médio

(tl + t't) dP(t',T,t")

o]

<t =-T> =
A

<t -T> = "I'I t’dP(t',T,t") + t!ldP(tl’T’tfi) - <t!> + <tl'>

la.) Solugdo do primeiro termo :

(bdw

T 1 - ! [ ' [ 1
<t'> =3 NEOuN(l—a) ) uc %l te ™™t grrrae
& N=0
com limites: a = (0, b = H/c, - = Lﬂ:%E—l, dN = LN(BN)/V.
Integrando em (t''}):
e o1 % N . s 4
<t'> = A NEOO'- (1 O&) %‘E(H"Ct')t'e uct v - sz 177 a
a (H-ct') :[(@N+1)°R™+(H-ct")“]"7 “}
[' b b Lt
00 : H-ct')t'e dt’
o=l N taHCL 30 _ ue(
a a - - '

Integrando em (t') a primeira integral, e substituindo H/c-t' = T, define-se:

b T
I = uc? T (H/C-T) e*©
: 2 [(aw1) Ré+cPT?]H 4
a

dT
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e obtém-se:

= H - H
ST § N (d-e™H HeHE 1L
TR Nzoa (o) l: uc ¢ : Z:l
1b.} Sciugao do segundo termo : '
LAY
o t'
v, _ 1 N o pc  (H-ct') ™Mt atrrr ae
& JoN=0
integrando em (t'')
<t''s = %: ) GN(l'a) nu(H-ct')e-uCt [i34] ngill—%" +1 dt’
=( (H~ct')
a

substituindo (H/c-t') = T, os limites nao sofrem alteracgao. Define-se :
b

' 2,2
I, =ny | (Hct)e ™t Loon [BDR 1| gt
3 27 | @ —ct)? -

Associando-se este termo ao primeiro calculado, obtem-se para o

P

tempo medio :

% ~H
ey =l y N @™ H -H
<t - T NEOQ (1-o) [ s e 12 # IS

2. Momento de Segunda Ordem ou Tempo Medio Quadratico

<t -0 =2 {erenfae, )
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!.

ro

2 e
<t -1 > = x5t

/ < 1 , ) |
+ 2 qt‘t!l dP(t',T,t"} = <-tl ~ + <t?l > + 2<t't'|>

dP(t' s )+t AP(E T, )

B '
2a) - Calculo do primeiro termo :
>
2. _1 % N H-ct') .2 ~uct' 2.1y 1es
<t >=KZa(l-u) uc-;”%-teuc dt'' dt
N=0 vt
a -0
integrando em (t''):
b
2. -1 Y N _ (H=ct') ..2 -uct' \' _
<t'™> " goa (1-a) uc v t'“ e =T
a
v
- - dtr
()R + @-ct')?] J
v
b
<t'2> =% EaN(l-og)' c:t'ze_IrchC dt' -
N=0
a
b
} e (H-ct)t 2 ge
(DR + (ct')%]12
sendo a primeira integral:
b
, _ 2
yerrZeTet dt-=euﬁ[.%-%_ Il -
wc” ¢ u‘c

a
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Na segunda integral, faz-se H/c - t' = T, definindo :

b

T

_ 2 -H T(H/E-T) M€
Iy = uce 7177
o L@N1R+ 1]
Finalmente,
2 5
SR SPICA S HH[_EB_"H;‘%Z} 5L
"N=0 uc c c uc

. b /N |
<t' 12> =% 5 o (1-a) HC (Hct') e HCt grrae
=0 v
a =0
integrando em (")
b
w21 7 Naey uc emhet' | 1 2,2 271/2
SR = (H-ct')e 13 [(N+1) “R“+ (H-ct '} *]+ “ -
a
1 :
-3 (H-ct ):]dt'
Substituindo H/c - t' =T
r
b
<12y = i— ¥ aN(l-aJ nzue-pm TeHCT [(2n+1) 2p2 4 C2T211/2 dt -
N=0 .
b /0
- nfyce™¥ T2d°T gy
0
Define~-se
b
I, = n” pe M T T [om1) %% + F1AY2 ar
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e integrando em (T) a segunda integral :

b |
- j : = na—HH 2
nZ cue uH _ TZ euc:T 4T = - nZ 2e s S SR
_ : 2 2 2 2.2
0 uc C uc T
Fi_nal_mente:
. o -uH 2 1
<tr = %( 7 o™ (1-a) n’ 23 > = -H—Z- + -2—}% + % AR
N . =0 [ C uc ucC J'

b /dy
bt 1
<2t't''> =Al 7 oN1-e) 2uc LCE) g MOt govn ge
= vt
N=0
a [
Integrando em (t'')
b
verry 210§ N e 2,2
2t't''> =g NEOQ (1-0) | %_c_ (-ct')t'e Mt %-Rn (2N+1) }22 w1 aer
a (H-ct'")
substituindo H/c - t' = T, define-se :
b
-uH ueT 1 (2n+1) 2R?
1, = 2nuce (H/c-T)Te S j——s——+1{ dT
6 2 2.2
c’T
a

e juntando as expressées, de cada termo, obtém-se para o momento de segun-

da ordem

T olN(1-o) § e _Z-H,,Z___H__gz +
N=(0 _pct c uc

] s

<t -0 =
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APENDICEJS

~ Obtergzo da Distributgao dos tempos de Chegada: Caso Geral.

]

1. - Calculo do Momento de Ordem Zero ou Fator de Normalizagao, (A).

A densidade de probabilidade, no caso geral, e expressa por:

zv-tl!

2 o momento de Ordem Zero, serad dado por:

- - v dP(t T, t0,T)
A= Z o (1 a) /[/ /[/ dt RTRAr AR e +

“N=0
e g o dN
+ 1 dgl dt'| dr de' gﬁF?é;égggé’EJ
f 0 0 Cy=0

-

com limites: a = H/c , CN=0" V(H-ct ), dN = %vr(2N+1) R + (H-ct' )2]1/2
= tg"lR/d , f=tg R/GHd) , g = R/ctg - d/c .

onde a variagdo do angulo de saida dos raios gama (g) afeta os limites
da variavel (t').

Explicitamente:
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fra dN

) _ ;I' it .

A= Z Ol.N(l"Ot)"f uce uct /COSC _C_Hc_tzl gz dt''dedr +
N=0 : vt

1070 Jensg

e /g dN '
+ nce et feosy  (Hct') tgr dt''dt'dg
vt
£f J0

h

“N=0

integrando em (t'')

( f sa
ZOGN(l'“) pce~uct'/cosc (Héit'j tor Vs -

AT | Tty
fo /o
- v [en%R + e Z:Idt'dc *
e /g
. uce-uct'/cosr; gHE\c[t'! tar {: H—Xt
£ /0
- v [(@1)%R% (H-ct')z]_1/2:| dt'dg }
definindo:
a
—-pct'/cost
_ uc | tgr(H-cte M :
W@ = 5 177 dt

FND %R + (H-ct')?]

M, (&), 56 difere do IN, (z) pelo limite superior de integracdo

{ g em Iugar de a )
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Obtem-se :

[ f a
A= 7 uN(l-C’v)‘ ZE
N=0

|

€ g

Je b )

integrandoc em (t'} :

e~mt /cosz tgz dt' - INl(C) dz.

<

£
A= § o (1-0) {% seng (1-e MV/COST) INl(C)] dz
N=0 .

0
e

1 - @jl_._.ii_g
+ > sent [l-e seng COSCJ - IMI‘(?;) dz
f

2. - Calculo do Momento de Primeira Ordem ou Tempo Médio (t-t1) :

<t - > =

L

(..L_t+ .tl'l) dP(tt ’tll’g ) K

sendo 1" = t'/cosg

<t -1> = T dP(t',t' ' r ) + 1

==

£1'dP(t " ,T)

Ea

<t -T> =<T'> + <t''>

2a. - Calculo do primeiro termo :



) f /a 'dN
<x'>= 1 ¥ N(lua) | -uct’/cosg _(Hct')
TR LC uct'e ———-Z—w_-—tg;dt' 'dt'de
N=0 o o 2vt" fcosg
“N=0
(< (% (% S
R uct'e-“Ct'/COSC H-ct' tor dt''dt'dz
) 2vt''cosg
f /O SN=0
integrando em (t'') :
[ £ sa
T N , ~uct’ H-ct' -1
<T'> -—-% go o (1-0) pct'e He /COSZ-ZV—(EO—EC—)—_th I:V(H“Ct ) T -
. 0 Jo
v [@D%R? + ety 2]V 2} dt'dg
e /8
, ~Hct'/cosz (H-ct') SPPT §
+ uct'e v Cost tgr (v(H-ct ) =
f Jo
~1/2 '
~v[(2N+1) 2R%+ (H-ct ) ¥ Jdt e
definindo
a
Vs 1y a—HCE ' /COST
™, () = _15_5 t' (H-ct')e tgr qt!

 [(@w) R ety ] Ycost
0.

M, () s0 difere do IN,(g) pelo limite superior de integragdo (g em lugar
de a).
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-7

prgHCL /cosz gt

o o1 T N
<t'> =3 #zoa (l a) 7 Tos ¢
/0 0
(¢ ¥
ruc ter , =uct'/cos Y
+ ! 1\2 Cost t'e dt M (g)}
/£ 0
integrando em {t')
f
' 1 % N s H/cos
<r'> =3 Z o (1-o) dz [zﬁzc(l e ™ /c C) tgc e
N=0
/0
e
' sent u(R -
- ngc)] S [1 - e "\seng
f
[d.., - Rl _ |
"7 e = - Dy d
2b. - Calculo do segundo termo :
_ f sa dN
<t''> = 1 7 aN(l—cx) Lce -—;Jct /cosg (H- Ct‘.!
AL vt
N=0
0 /0 Jen=0
e ,g dN
+ uce ct'/cost -QH—ESE—::l tgr dt''dt'dg
£f 10 Jc

N=0

- W, @) |d

-uH/cost

d /R 4\,
COST J+ € H SENng COSL

(3.1)

tgr dt''dt'deg
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integrando em (t''): ST

—zr‘e ' (H"C.t ! )th *
0
[ 0 0 '

e /g ' \1
i 2,2
. %g o HCt /cost (H-ct')tgz in iinll_%_ + 1] dt'dg
(H-ct')
£f jo

onde define-se:

a

. IN (z) = ”n (H-ct')e “Het'/cost tgz in [ng—ll—g- l:] dt’

(H-ct' )
0

M (2) s6 difere de IN,(z) pelo limite superior de integragao
{g em lugar de a).

Obtem-se finalmente:
-~

f e
N

<t''> = oV (1-a) | IN;(2) dt + | DMy(z) (3.2)

]
e~ 8

0

O tempo médio & obtido pela expressdo <t-t> = <'> + <t''> onde <7 '>

e <t''> sdo dados pelas expressaes (3.1) e (3.2) respectivamente.
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3. Calculo do Momento de Segunda Ordem ou Tempo Médio Quadratico.

2 2

<(t-0)% = <(rrt B = <P+ B v e

3a. - Calculo do primeiro termo:

f a dN

<t = %: Y oo (1-a) dg dt! dt'' pct'
070 o=
e g dN

% EH_CtTI tgg + d: dt! dt"! uctfz e_‘SJCt'/COSC *

2 e-uct'/cosc ®

2vt"2coszc
J£ 70 e
* !H—Ct'! gl
2vt"2c032;
integrando em (t''):
e
f a
=] 1] P am T
<.[,2>___’]§ ) uN(l—a} dz | dt' petr? e Wt /cosy  (H-ct % 2T .
N=0 _ 2v cos' g
0 0
N

* [V(H-ct‘)_l— v R? « (et 2]V Z:I
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e /’g

- dz de' uét'z e-“Ct'/COSC (H—ct‘)ztgc 'V(H-ct')-l -
: 2v cos’g
f 0
_ v )RR+ (eern)? T2
definindo:
a .
2 _-uct'/cost .
N, () = %E. t_ e (H-ct') tgr at!

0 [(n+1)%R? + (H-ct) Y2 cos’c

M, () , so difere de IN, (z) pelo limite superior de integracao
(g em lugar de a). '

Assim:
) [' f a
<T'2> = % ) dN(l—a) dg uct'2 gTHCT /cost Egg—wiu— dt' -
N=0 _ "2 cost
0 0
- IN4(€) + | dc uct,z e"LlCt'/COSC Eg%_ dtn _
2 cos g '
f 0
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integrando en (t'):

('f
' 2z
aN(l—a)< seng e-uH/COSC H sent

2 1 5
<> =1 ¥
A N=0 uzcz ZC2 coszc
0
Htgor eng
- = 3 - INE A -
uc u’c

e
_ Seny e—u(R/seng - d/cosz) (R/tgt - d)2 senzg
22 2 2
/f L c 2c” cosL

R/tgr - degr. ., s - M) | d (3.3)

2
uc pe

3b. -Calculo do segundo termo:

f a dN
<t"2>=% _ofy(l-&) dz ( dt'| dt' pce™et'/Cost 4
N=0 O )0 .
e /8 /% |
* jﬁ;g;é%_ﬁgg_ . dr at! dtre uce—uct'/cosc .
f 0 CN=0
« (Hect') tge

2V
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integrando em (t'):

£ a
cpr1ds = 1 ) N1-a) a | ae uce-uct'/cosz (H-ct') tgr .
ALz 2V
N=0
0 0
1L vy R? + H-ctH 2 - L @eet) } +
€ g
+ | dg | dt' uce_“Ct'/COSQ (H‘Ct;% tgs &
£ 0
L1 202 . non2l/2 Loy
V[(2N+1)R+(Hct)_ V(Hc;t)
Define-se:

a

2 1 -
s (z) = 7 e ML /COST qeotvy tgr[(a+1) PR + (H-ct))?]/? at

Mc(z) so difere de IN:(z) pelo limite superior de integragao

(g em lugar de a).
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"

e sustituindo (H/c - t') =T , na expressdao resultante, obtem-se:

f
; 2 _-uH/cost
o'-0) 1| dg|{IN(@) - B © "
N=0 - '

<t"2>

e L

Ho~1 8

a e
2 -uH/cost
*( g ar |+ | o) -4 © *
0

f
a
* TZ euCT tgr dT
a-g

integrando em (T):

. 22 .2
SHECES DEACERE INg () - 25~ - 5 cosg seng -

0 2c uc

2 2 ’
_n Sjgizcos r (.1 - e uH/COSC) at +

2 2 2
+ HWS(;) - H 2 seng + HET Seng cosg ~

2c uc HZCZ

n®sent coszc +

2
. e-p(R/sena - d/cosg ) 2—2(H+d—R/th)2 seny -
2c



-70~

E

2 -2
-1 7[H+d-R/tg;) Sens cQsg  * EE—QsenC coszg dz & (3.4)
pc” ' K C

3c. - Calculo do terceiro termo:

f a dN

Py

wuct'/cosg

Q2T't''> = ;- ) aN(l—a)< dz dt’ dt'' uct'e
A N0
0 0 SN=0
~

e g dN

(H-Ct') tgl ' t ' "IJCt‘/COSC

* Vi Tcost + dg dt dt uct'e *

£70 Jeneo

(H-ct') tgr

vt''cosz ’[

*

integrando em (t''):

f f a ‘ - .
@ut's =x Jo(ma) | dg | at’ ictreHet'/cose (Hct') tgr o
N=0 =

> vt''cose
0 0
e g :
Y ,
* (2N+1) g + 1] 4 dz e pct'e_“Ct /cosg
(H-ct") 5
f 0

1 *T 2 2
L Qict') tgr o | (ZNR)RT

vt''cosg (H-ct')* 1
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define-se:
_ a
o gt 22
N () = 52 | v (e-t) B gHet/eost g AD R ] gy
CcosC ‘ (H_Ct.)z
0

M (2) so difere de INg (z) pelo limite superior de integragdo

{ g em Iugar de a }.

Obtem-se:
f e
rprrs =1 7 N
2Tt''> =3 b oo (1~-a) IN, (2)dg + M, (z)de (3.5)
N=0
0 f
0 tempo médio quadratico ¢ obtido pela expressdo <(t-r)2> =<' e

2 2

+<t''% & <2¢'t''> , onde <r'%> , <t''“> e <2t't''> sdo dados pelas

expressoes (3.3),(3.4) e {3.5) respectivamente.
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APENDICE 4 -

~ Obtengis da distribuigao dos tempos de chegada; coeficiente de absor -

eao infinito.

Sendo o cristal excitado na face de entrada, a densidade de pro-

babilidade e dada por :

dP(t,t'1) = olhe ATH 5 dt''dr
\j.tlv

no calculo dos momentos, a probabilidade do tempo de espera (dP(t)) con-

tribui com a unidade.

1. C3lculo do Momento de Ordem Zero.

D
[=4]
A=) aN(l—u) Ml >
T
vt
B
com limites: B = H/v, D = 37 _EZN+1)2R2 + Hzll/z, integrando em (t'') :
”
S N H
A= ) o (l-a)|l. -
NZ0 [y R + H]V2

2. Calculo do Momento de Primeira Ordem :

<t - T>= <t''>

sendo :

8

oN(1-0) Hdt'

<t't> = aat
0 vE !

1l [~]

=

N
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integrando em (t'):

o 252
> = ) N(1-0) Hoon [ZEDR
A K=0 v : HZ '

expressac que correspende ao tempo medio.

3. Calculeo do Momento de Segunda Ordem.

-0 = <«

integrando em (t''):

8

2 1/2

AR H

N0y 2, | [2w1) %% + K
0 v

It~

1
AN

-

expressac que corresponde ao tempo médio quadrdtico.



APENDICE §

- Fluxogramag:

fo- Distribuiggo dos'tempos de chegada. Caso Para-axial.

Inicio
v

Leitura dos parametros:u,n,a,
H,R,c.

N
Variacao da energia do raio

gama,entre S0 Kev. e 1, Mev,

|
Variagao do nimero de reflexoces.

n

Calculo das expressdes auxiliares

Calculo de cada inte- [,

gral. Subrotina 'Calc’

(Simpson).

Y
Scma dos valores calculados para

cada reflexao

Y
Calculo dos lomentos,para cada

energia.

= ¥ :
T Impressao dos resultados para 0s

Momentos: A,<t—r>,<(t~T)2>.




-84~

2. = Distribuicdo dos tempos de chegada: Caso Geral.

Inicio

Leitura dos parametros:y,m,o,
H,R,c,d.

Variacao da energia do ralo gama, DO
entre 90 Kev. e 1. Mev.
X - —
[ Variacao do numero de reflexces. | DO ( :)

Divisao emn partes do primeiro in-

tervalo de integracaoc em (z).

v
Calculo para cada parte em (z);

das expressces auxiliares.

Calculo de cada inte-

gral. Subrotina 'Calc’
(Simpson). R

Soma das partes do intervalo
de integracao.

h
Divisao em partes do segundo

intervalo de integracao em (Z).

y
Calculo para cada parte em ()

das expressoes auxiliares.
P ——
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Calculo de cada integral,

Subrotina 'Calc’,(Simpson). —33s .

\‘J
Soma das partes do intervalo

de_integracao.

Soma dos valores calculados

para cada reflexao.

a
 Calculo dos Momentos para cada)

energia.,

56

7

L

Impressao dos resultados para

0S$ momentos: A,<t-1>,<(t-T) 2>.

=
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X

3. - Distribuigao dos tempos de chegada. Coeficiente de absorcgao

infinitc.

Leitura dos parametros:c,n,
H,R,c.

e

Variagde do nimero maximo Do

de reflexdes.

Variacdo do nimero de refle- Do

x0es .

Calculo das expressoes para cada

reflexdo.

i
Calculo dos Momentos.

¥

Impressao dos resultados para

os Momentos: A, <t-1>, <(t-r)2> .

™~




10.

11.

12.

}.3.
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