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Resumo

Este trabalho consiste em estudar possiveis configuracoes futu-
ras para o universo dominado por um campo fantasma, que é uma
espécie particular de matéria com o qual violaria a condicao de ener-
gia forte e se explicaria a expansao acelerada supondo uma equacao
barotrépica de estado p = wp com w < —1, e que faria surgir uma
singularidade futura chamada de Big Rip, para o qual tanto o fator
de escala quanto a densidade de energia divergiriam em um tempo
futuro finito. Nossa abordagem verificara, ao quantizar o modelo de
Friedmann-Robertson-Walker pelo procedimento de Dirac-Wheeler-
DeWitt e através da interpretacao de David Bohm da mecanica
quantica, que efeitos quanticos podem evitar claramente a singula-
ridade Big Rip.
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Capitulo 1

Introducao

O desejo de descrever o univeso é bastante antigo, entao por
que nao poderiamos fazé-lo com o auxilio da ciéncia? Uma das
primeiras pessoas a tentar isto foi Kepler(1571-1630), que continuou
as observagoes celestes de Tycho Brahe(1546-1601) e descobriu trés
leis empiricas, de onde podemos destacar a terceira devido a sua
natureza tanto descritiva quanto preditiva, e enunciada da seguinte
forma: “Os quadrados dos periodos de revolucao de dois planetas
quaisquer estao entre si como os cubos de suas distancias médias ao
Sol”, podendo ser equacionada como

B o

Esta foi a primeira forma eficaz de descricao matematica da gra-
vitagdo. Posteriormente, surge a célebre personalidade de Newton(1642-
1727) que conseguiu estabelecer em trés leis a descrigao da dinamica

de um corpo e sintetizar na expressao

a mM
F=-G ol (1.2)

a lei da gravitacao universal, estabelecendo assim o paradigma New-
toniano que durou aproximadamente 250 anos. Durante o periodo
entre Newton e o inicio do séc. XX houve muitos avangos na fisica
e na observacao celeste proporcionando um conhecimento maior
acerca do universo. Em 1905, preocupado com a covariancia das
equagoes de Maxwell, Albert Einstein (1879-1955) publica um ar-
tigo [1] denominado “Sobre a Eletrodinhamica dos Corpos em Mo-
vimento”, no qual tratava da relatividade especial. Tendo a ajuda
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do seu amigo Marcel Grossmann (1878-1936), Einstein publicou em
1915 a teoria da relatividade geral [2] e calculou o efeito da de-
flexao da luz ao passar por um corpo de grande massa, efeito este
confirmado em 1919. Em 1917, Einstein inseriu a “constante cos-
moldgica’nas suas equagoes de campo, o que permitiu que ele en-
contrasse uma solugao estética para o universo [3]. J& no inicio dos
anos de 1920, Alexander Friedmann (1888-1934), George Lemaitre
(1894-1966) e Willem de Sitter (1872-1934) encontraram indepen-
dentemente solucoes cosmoldgicas nao estaticas para as equacoes
de campo da relatividade geral. E em 1929, o astronomo norte-
americano Edwin P. Hubble (1889-1953), anunciou a descoberta de
que o universo estava se expandindo [4], confirmando o modelo de
Friedmann. Em meados dos anos de 1930, Edward Milne (1896-
1950) estabeleceu o denominado “principio cosmolégico”, segundo o
qual todos os observadores, que estejam participando da expansao
cosmoldgica, devem perceber o universo da mesma forma.

Considerando que o universo esta em expansao, seria natural pen-
sar que em um passado muito remoto ele deveria ser muito pequeno,
muito quente e muito denso, o que levaria a uma singularidade ini-
cial. Entao, em 1946, o fisico George Gamow (1904-1968) publicou
um artigo [5] na qual comegou a elaborar o seu famoso modelo de
universo a partir de uma “explosao”inicial denominada de Big Bang,
e em 1948, juntamente com os fisicos Asher Alpher (1921-2007) e
Hans Albrecht Bethe (1906-2005) publicaram um artigo [6] no qual
apresentavam a idéia de que um “ovo césmico” formado de néutrons,
que no instante do Big Bang, se desintegrou em prétons e elétrons
em um processo que também foi formando os nicleos mais pesa-
dos da tabela periddica, processo denominado nucleossintese. Nesse
mesmo ano, Alpher e o fisico Robert C. Hermann (1914-1997) fize-
ram a notavel previsao de que uma radiacao do inicio do Big Bang,
ainda presente nos dias de hoje, deveria ter uma temperatura de
aproximadamente 5K [7], o que foi confirmado [8] acidentalmente
por Arno Penzias (1933-) e Robert Wilson (1936-) em 1965, confe-
rindo uma forte evidéncia da existéncia do Big Bang. Entretanto,
um sério problema para o Big Bang é o chamado “problema do ho-
rizonte”. A observagao do fundo de microondas mostrou um grau
de homogeneidade muito elevado: regioes suficientemente afastadas
nao poderiam ter tido um contato causal antes da época em que a
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radiacao se desacoplou da matéria e dar origem a distribuicao tao
isotrépica do fundo de radiagao que observamos hoje. Este e outros
problemas, tais como a planeza, podem ser resolvidos com o modelo
da inflacao proposto inicialmente em 1981 por Alan Guth(1947-) [9].

Chegamos entao a cosmologia quantical, objeto de nosso estudo,
a qual nasceu para preencher uma lacuna inicial deixada pela in-
flacao, que seria a de responder quais eram as condigoes iniciais tao
propicias que fizeram com que ela surgisse e, também, como um
possivel laboratoério tedérico para a gravitacao quantica. Modelos de
quantizagao da gravitagao apresentam dificuldades de interpretacao.
A interpretacdo da mecanica quantica que é utilizada de uma ma-
neira padrao é a de Copenhagen [10]. Nela hd a necessidade de
um observador pertencente a um mundo classico que dé suporte
as medidas dos efeitos quanticos, o que mostra a sua inviabilidade
no contexto cosmoldgico, haja visto que queremos tratar o universo
como um todo. Com isso, é necessario considerar alternativas para a
interpretacao de Copenhagem e aquela com o qual nos ocuparemos
¢ a interpretagao causal da mecanica quantica de Bohm (1917-1992)
e de Broglie (1892-1987)[11, 12].

Um grande problema inesperado surge quando em 1998 e 1999
dois grupos, chefiados por Adam G. Riess e Saul Perlmutter, anunci-
aram que o universo estd em uma fase de expansao acelerada|[13, 14]
contrariando o ideario comum entre os fisicos, pois todos espera-
vam que esta expansao fosse desacelereda devido & acao atratora
da gravidade. Com a chegada deste fato muitas outras questoes
naturais aparecem, dentre elas seria que ao aceitar a relatividade
geral como a teoria que descreve a gravitagao, precisariamos en-
contrar um campo material que desse suporte para esta aceleracao.
As observagoes parecem permitir que a densidade de energia p e a
pressao p podem ser relacionadas tanto por por p 4+ 3p < 0 quanto
por p + p < 0, onde a primeira leva a uma descricao de matéria
denominada de quintesséncia [38]. A segunda equagao leva a um
campo fantasma [15, 16], uma forma estranha de matéria, descrita
por um potencial exponencial e com a caracteristica de fazer surgir
uma singularidade chamada de Big Rip [15, 16, 17|, caracterizada

1Para ter uma boa compreensio a respeito deste assunto, o leitor é convidado a ler o livro
“Quantum Cosmology and Baby Universes”[18].
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pela divergéncia do fator de escala a (t) e da densidade energia p (t)
para um tempo futuro finito. Entao, mediante estas informacoes,
podemos estabelecer o objetivo desta dissertagao: descobrir se efei-
tos quanticos, utilizando a interpretacao de Bohm-de Broglie da
mecanica quantica, poderiam de alguma maneira evitar o Big Rip.

Para poder chegar a uma conclusao a respeito deste objetivo,
nos desenvolveremos no capitulo 2 as bases da cosmologia classica
moderna para um campo fantasma e descreveremos como o Big
Rip pode surgir através de solucoes das equacgoes cosmoldgicas. No
capitulo 3, discutiremos aspectos da cosmologia quantica para um
modelo de minisuperespaco através da construgao do formalismo ha-
miltoniano da relatividade geral e do procedimento de quantizacao
canonica de Dirac-Wheeler-DeWitt [19, 20, 21]. J4 no capitulo
4, estudaremos a interpretacao de Bohm-de Broglie da mecanica
quantica com o intuito de poder aplicar seus conceitos para a cosmo-
logia quantica no caso de um minisuperespaco construido no capitulo
3 e, desta forma, encontrar através de superposicoes gaussianas das
solucoes, um resultado que mostre ou nao o surgimento do Big Rip.



Capitulo 2

Aceleracao do Universo e o
Big Rip

O mecanismo para se estabelecer as configuragoes para o universo
é a observagao e, por longos anos os unicos instrumentos foram os
nossos olhos, infuenciando nossas conclusoes. Podemos perceber que
grandes pensadores da antiguidade, tais como Platao e Aristételes,
imaginavam uma natureza eterna e imutavel devido a este fato. Esta
idéia de universo perdurou por muito tempo, chegando a ser defen-
dida por célebres pessoas tais com Galileu, Newton e Einstein, este
ultimo por um periodo de sua vida.

Porém, as observagoes de Edwin Hubble mostraram que, ao contrario
do que todos imaginavam, o universo estava em expansao.

Com isto surge a seguinte questao: essa expansao se da de ma-
neira acelerada, constante ou desacelerada? O mais normal seria
que esta expansao fosse desacelerada devido a acao atrativa da gra-
vidade, porém dados observacionais [13, 14] mostram que o uni-
verso estd atualmente acelerado. Sendo assim, que entidade seria
o condutor o universo? O que acontecerda com o universo no fu-
turo? Para podermos abordar estas questoes, vamos investigar os
principios basicos da cosmologia moderna.
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2.1 O Universo Acelerado

Queremos estudar um modelo de universo homogéneo, isotrépico
e em expansao para grandes escalas de distancias no qual a acao
aglutinadora da gravidade local nao seja relevante, e em que todos
os observadores sao comoveis no sentido de que suas coordenadas
permanecem invariaveis. Para isto, iremos admitir a teoria da rela-
tividade geral de Einstein como a teoria que descreve a gravitagao.
Entao, podemos identificar a equagao que rege a dinanica sem a
constante cosmologica como

1
R, — §gWR = k°T,,, (2.1)

onde os indices (u,v =0,1,2,3), R, sao as componenetes do
tensor de Ricci, g, sao as componentes do tensor métrico, R ¢ o
escalar de curvatura, T),, é o tensor momento-energia e k? é a cons-
tante de Einstein da gravitacao.

Tendo em mente estas caracteristicas descritas acima para o uni-
verso, podemos encontrar a métrica de Friedmann-Robertson-Walker!
com elemento de linha escrito desta forma

dr?

2 2 2

+ 72 (d62 + sen20dcp2) , (2.2)
sendo a velocidade da luz ¢ = 1, 7,60, ¢ as coordenadas comoveis,
a(t) o fator de escala com dimensado de comprimento, ¢t o tempo
préprio e K a constante de curvatura que pode assumir valores +1,-
1,0. Escrevendo as egs.(2.1) com a métrica estabelecida a partir da
eq.(2.2) para um fluido perfeito com tensor momento-energia 7},
dado por

T = (p+p) UUy + PG, (2.3)

onde p e p sao a densidade de energia e pressao para este fluido e U,
sao as componentes de um quadrivetor velocidade do tipo tempo,
encontramos que o fator de escala a(t) satisfaz as equagoes de Fri-
edmann: o
a” +
37 = Ii2,07 (24)

1Uma dedugéo simples da métrica de Friedmann-Robertson-Walker pode ser vista no livro
de J. N. Islam [23].
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a4+ a2 + K
% = —K*p. (2.5)
Por outro lado a derivada do fator de escala a(t) é encontrada na Lei
Hubble, que foi descoberta pela primeira vez em (1929), podendo
ser enunciada da seguinte forma: “A velocidade de um observador B
em relacao a A é proporcional a distancia que os separa”, podendo

ser equacionada como
Vi = H(t)pa, (2.6)

onde H(t) é conhecido como parametro de Hubble e tem dimensao
de inverso do tempo e dado por

() = 4D (2.7)

O valor de H(t) hoje pertence ao intervalo 65 — 80kms'Mpc™t.

Podemos verificar que esta lei estd de acordo com as caracteristicas
do modelo se partirmos da definicao de distancia cosmoldgica ? a

partir da eq.(2.2)

r dr'!
dp = a(t)/o m, (28)

sendo dp a distancia prépria medida por observadores desde de um
ponto P até um ponto Fy no tempo t.

Como estamos interessados em estudar objetos luminosos que
estao em movimento, esperamos encontrar um padrao de desloca-
mento para o vermelho )‘;—,X, que mede o deslocamento da posigao
das linhas espectrais das fontes em relagao as medidas dessas mes-
mas linhas obtidas no laboratério.

E interessante escrever as equacoes de Friedmann em termos do
parametro de densidade 2 dado por

o) = 2 (2.9)

2Para mais detalhes ver o livro de Peter Coles e Francesco Lucchin [24].
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onde p.(t) é a densidade de energia critica calculada para o caso em
que a constante de curvatura é K = 0 na eq.(2.4). Sendo assim,

pe(t) = 3]1;;@)- (2.10)

As expressoes para o parametro de densidade e para as equacoes de
Friedmann calculadas no instante ¢y sao

£o
0, = 22 211
0 Loc ( )
2
ay = & (p+ 3p), ao, (2.12)

onde o subscrito “07significa calculado no tempo t;. A 1ltima
equacao é uma combinacao das equagoes de Friedmann no instante
to. Fazendo uma expansao do fator de escala no tempo (t) em torno
do tempo (ty) obtemos

1
a(t) = ao |1+ Ho(t = to) = SaoHy(t = t0)* + ... |, (2.13)

onde qg é denominado de parametro de desaceleragao, que é definido
por

_dlto)

ang '
Utilizando a eq.(2.9), a eq.(2.11), a eq.(2.12) e combinando com a
eq.(2.14), encontramos uma importante expressao que relaciona o
paramentro de desaceleracao com o parametro de densidade dada
por

qQo = (2.14)

2 (149)
o= (1+37) (2.15)

e se o fluido satisfizer uma equagao barotropica de estado com cons-
tante w e da forma

p=uwp, (2.16)
podemos rescrever a eq.(2.15) como

{2 (1+ 3w). (2.17)

g = —
07 9
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Devido aos resultados observacionais [13, 14] que indicam que o uni-
verso esta em uma fase atual de expansao acelerada e considerando
que a densidade de energia ¢ positiva, chegamos a conclusao de que
a constante barotrépica de estado é w < —1/3.

2.2 Cosmologia Fantasma Classica

Vamos nos perguntar que entidade esta fazendo o universo acelerar.
Muitos esforgos estao sendo feitos para responder a esta pergunta,
os quais podemos dividir em dois tipos: o abandono ou modificacao
da Relatividade Geral de Einstein como teoria da gravitacao ou a
hipdtese da existéncia de novos tipos de “matéria” com propriedades
nao muito usuais tais como a constante cosmoldgica, quintesséncia
e campo fantasma.

Ja que alguns resultados observacionais indicam que a constante
barotrépica de estado pode assumir valores w < —1 [25, 26], deve-
mos examinar consequéncias de se ter o campo fantasma [15, 16]
como o condutor da aceleracao. Como o nome indica, este campo
possui propriedades estranhas, tais como possuir uma equacao de es-
tado com pressao negativa, violar a condicao de energia nula p+p >
0 ou possuir termo cinético negativo na lagrangiana que o descreve
em relacao a lagrangiana gravitacional R.

Para o modelo em questao, utilizaremos o campo fantasma como
sendo um campo escalar homogéneo e isotropico, cuja a lagrangiana
pode ser escrita sob a forma

L=V | 50000~V (9)| 2.18)

onde g é o determinante da métrica. Variando esta equagao acima
em relagao as componentes contravariantes da métrica g" e utili-

zando a deﬁnigao
5 v - 9 91 oz 2.19

encontramos para as componentes covariantes do tensor momento
energia:

Ty = 50u0a00°6 = guV () — 00,6, (2.20)
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Comparando com a eq.(2.3) para o tensor momento energia de um
fluido perfeito, lembrando que o campo ¢ é homogéneo e isotrépico
e para um particular campo de velocidade U* unitario, descobrimos
que a densidade de energia e pressao sao dadas por

p=—3F+V(9), (2.21)
p=—38 -V (9). (222)

Retomando neste momento as equacoes de Friedmann, com a dife-
renciacao da eq.(2.4), encontramos uma equacgao de segunda ordem
para o fator de escala a(t) sob a forma

g + %2 —#-v(e)] =0 (2.23)

A conservagao do tensor T}, implica
p+3H (p+p) =0, (2.24)

de tal maneira que se escrevermos a densidade de energia e a pressao
em termos do campo, vamos obter:

b+ 3%&5 —V'(¢) =0, (2.25)

que é simplesmente a equacao de Klein-Gordon homogénea e isotrépica,
onde a linha significa uma diferenciacao em relacao a ¢. Na préxima
se¢ao iremos especificar um potencial para o campo fantasma e mos-
trar uma solugao para as equacoes de Friedmann.

2.3 O Big Rip

Estamos interessados em um potencial que possibilite a expansao
acelerada. Para isto iremos utilizar um potencial exponencial, ja
que tais potenciais para campos escalares podem surgir no contexto
de teorias de Kaluza-Klein [27], gravidade de ordem superior [28],
supergravidade [29] e teorias de supercordas [30]. Porém, tais po-
tenciais apresentam problemas de instabilidades nas solucoes das
equacgoes cosmoldgicas, que podem ser resolvidas utilizando-se de
valores especificos para os parametos em questao [31]. Uma outra
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caracteristica do campo fantasma é o surgimento de uma singulari-
dade denominada Big Rip, que nada mais seria do que a divergéncia
do fator de escala juntamente com a densidade de energia em um
tempo futuro finito. Escreveremos nosso potencial na forma [31, 32]

V = Voe ™, (2.26)

onde k estd relacionado com a constante de Einstein da gravitacao
j& definida anteriormente como k? e A é um parametro adimen-
sional. Considerando o caso de um universo plano (K = 0) e
que as eqs.(2.23) e (2.25) podem ser transformadas em um sistema
dindmico, com a eq.(2.4) considerada como um vinculo [31, 32, 33,
34], pode-se encontrar uma solugao atratora [36] para o sistema sob
a forma

o(t) = 2 In {1 — )\—ZHO (t — to)} , (2.27)
Ak 2
aft) = —2m {1 T to)] | (2.28)
A2 2
onde foi definida uma nova variavel «(t) como
a(t) =1Ina(t). (2.29)
Das ultimas equagoes, podemos retirar uma importante relacao:
b= —%a. (2.30)

Da primeira equagao de Friedmann eq.(2.4), podemos associar as
energias cinética e potencial para o campo fantasma, com —FE;, +
E,x = 1, em termos dos parametros encontrados sob a seguinte
forma:

N\ 2
k2 k2. k2
(g) =m’=%p = —=&+3V. (2.31)
k2 o k2
=1 = —@¢ +W‘/, (2.32)
= k2 [(do\® [da\?
Eup = —¢*=— |2 — ] (2.
- o2’ = om? (da> (dt> (2:33)
€como % = —% e Cfl—‘t‘ = H, temos:
)\2

- (231
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Uma vez encontrada a energia cinética constante, podemos encon-
trar a energia potencial para o campo fantasma também constante
k2 A2
Epot — mv — ]. + E (235)
Lembrando das solugoes encontradas para «(t) e ¢(t), e utilizando
as eq.(2.33) e eq.(2.34), temos que

k2 (3)2¢2 — A (2.36)

a

Sw = —1-2. (2.37)
3
Podemos perceber a partir da relacao eq.(2.30) que tanto a nova
variavel « (t) quanto o campo ¢ () podem assumir valores que vao
de —oo até +o00, desse modo vamos investigar o que acontece fi-
sicamente com o fator de escala a (t) e a densidade de energia p.
Primeiramente, das equagoes (2.16), (2.24) e (2.37) temos que

. a a
p = =3-(p+wp) =-Np,
a a
)\2
a
=p = o (—) . (2.38)
Qo
E para o fator de escala, fazendo o limite da equagao (2.28) com
E— by = to+ —— (2.39)
— tpip, = .
Rip 0 /\2H0 9
descobrimos que
2
N H, oz
lim = lim |1— 220 (tpy — to)|  — o0 (2.40)
t—=tRrip Qg t—tRip

de onde temos que de eq.(2.40) em eq.(2.38) encontramos
p — 00. (2.41)

Portanto, esta configuragao indica que o universo tera uma sin-
gularidade chamada de Big Rip para um tempo futuro finito tg;,,
onde todas as estruturas tais como galaxias, sistemas planetarios,
moléculas e até dtomos deixardo de existir como tais [16]. Para
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finalizar o capitulo, vamos calcular de maneira aproximada e um
tanto grosseiramente, quanto vale o tempo tg;, com este modelo.
Para isto utilizaremos o inverso do parametro de Hubble definido
como 0 nosso tempo tg, com o valor de Hy = 72Km.s™ 1. Mpc™! [37],
utilizaremos também a eq.(2.39) e a liberdade de poder atribuir a A
o valor \? = 6 [32], Assim

2
trip ~ 13,60.10° + 513 60.10° = 18,1 bilhdes de anos.  (2.42)

Restando aproximadamente 4,5 bilhoes de anos para o Big Rip.



Capitulo 3

Quantizacao de
Dirac-Wheeler-DeWitt

Terminamos o capitulo anterior prevendo um final para o uni-
verso caso sua aceleracao esteja sendo governada por um campo
fantasma. A existéncia de singularidades em uma teoria indica que
ela nao seria a mais apropriada neste regime. Considerando que as
escalas de energia proximo ao Big Rip sao comparaveis a escala de
Planck, conclui-se sobre a necessidade de se levar em conta aspec-
tos quanticos da gravidade. Nosso objetivo neste capitulo é chegar
a equacao de Wheeler-DeWitt da geometrodinamica quantica [21]
e apresentar as equagoes classicas que podem ser retiradas desta
equacao.

3.1 Formalismo Hamiltoniano da Relatividade
Geral

Queremos construir o formalismo hamiltoniano da relatividade
geral, entao iremos estabelecer o espaco como sendo foliado por hi-
persuperficies do tipo espago ), imersas em uma quadri-variedade
M dotada de uma métrica g,,'. Esta imersao é descrita pela forma
padrao (3+1) de elemento de linha

ds* = — (N* = N'N;) dt* + 2N;da'dt + hy;da'da? (3.1)

I Este formalismo foi desenvolvido por R. Arnowitt, S. Deser e C. W. Misner em 1962 [39].

16
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de tal maneira que a métrica pode ser escrita em termos de uma
matriz (g,,) sob a forma

—N? + NEN, Nj>
v) = s 3.2
= (VRN 32)
com inversa

_1 NI
u\ N2 N2
N2

N2

onde N é a fungao lapso, N' é o vetor deslocamento e h;; é a 3-
métrica da hipersuperficie. A acao de Einstein-Hilbert acoplada
minimamente ao campo de matéria é dada por

1

S=— (/ d4x\/_—gR+2/ d%h%f() + Spnat (3.4)
k M oM

onde S, é 0 termo de matéria dado através da lagrangiana (2.18),
de tal forma que

S = [ dov=a g0 0000 -V 69
M

com h sendo o determinante da 3-métrica h;; e K o traco da curva-
tura extrinseca K;;, sendo que

1 Ohy;
Kij = — ( D;N;, + D,;N; — =4 ) . .
' 2N(”+“ 8t> (3:6)

onde os indices latinos (i, = 1,2,3). O aparecimento da curvatura
extrinsica na agao é devido a termos de derivadas normais nao se
anularem no contorno dM. O simbolo D; siginifica a i-ésima compo-
nente da derivada covariante na hipersuperficie. Escrevendo a acao
eq.(3.4) em termos das variaveis (34+1) com

V=g = NVh, (3.7)

encontramos

1 ..
S=1 /d3mdtN\/E (KYKij — K* +° R) + Spat; (38)
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onde 3R ¢ o escalar de Ricci na Hipersuperficie espacial. Escrevendo
a métrica de DeWitt dada por

2

Giinl = ——
Jkl \/E

(hikhji + hihjk — hijhi) (3.9)
cuja inversa é
GIR = /h {5 (h*hi' 4 RiRI%) — h”h’“] , (3.10)

podemos identificar a partir da acéo eq.(3.8)

1

L=1z

N (G““KUKM +2 R\/E) + NVh [%@Lgﬁaﬂ(/ﬁ —-V (¢)} :

(3.11)
Calculando os momentos canonicamente conjugados a N, N;, h;;
e ¢, denotados por 7%, 7, 7 e 7, respectivamente, a partir da
equacao acima, obtemos

I g—]é:o, (3.13)
T = ;TL (3.14)
ij
2N 0K
= S GMTK 3.15
= " Ohy; (8:15)
Gijkl
= ——7 Ku, (3.16)
(&
L
VI /- .
= N <¢—N18i¢>, (3.18)

onde as equagoes (3.12) e (3.13) sado conhecidas como vinculos primérios.
Podemos obter a densidade hamiltoniana de uma maneira candnica
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através de:
H = W0N+WiNi+Wijhij+W¢¢—L
= 77 (D;N; + D;N; — 2NK, -)

Nﬂ-¢ 7 3
+7g <—W + N aqu) ]{72 (G jlekal + R\/_)
Vh L 0o 0i Iy
—NVh 59 0000 + g™ 00 90;p + 29 0i90;6 — V (¢)

N N
\/E”’ + N'mdi6 = 75 (W Gigum s + *RVR)

—NVh |-

i

2N N2

NiNJ
N2

N soro+ & (h“ ) D100,6 — V ()

SRVh T h#
= N (k’Zkam ikt — —\/_ _ T _ \/ﬁ73¢¢3j¢ +VhV (¢)>

+Nj (—2D17T; + 7T¢aj¢> s
em que foram utilizadas as expressoes eq.(3.12) a eq.(3.18) e o fato

de que
Gijleklmn — 5mn

1

/Di (79N;) &’z = /( YD;N; + N;Diw”) d*z = 0

N; (Diw7) = N; (D;hY) 7j — N;h¥ (Dimf), (3.2
= N/Dil. 3.22
Escrevendo a densidade hamiltoniana sob a forma
H:NHO—i—NjH]-, (3.23)
temos que
SRVhL 3
He — k2 Giin kKl "9
0 gk 7T 7T ) 2\/E
h
—\/ETa@ajcp +VhV (¢), (3.24)
e
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Tendo em mente que as derivadas em relacao a t de 7° e 7 devem
se anular por eq.(3.12) e eq.(3.13), ou seja, 7 = {7°, Hy} = 0 e
7/ ={r?, H;} = 0, encontramos

Hy = 0, (3.26)
H; = 0, (3.27)

chamados de vinculos secundarios. O primeiro chamaremos de vinculo
hamiltoniano e o segundo de vinculo do momento, os quais desem-
penharao um papel importante no procedimento de quantizacao.

3.2 Quantizacao

Todo este formalismo desenvolvido na segao anterior foi para tor-
nar o procedimento de quantizacao mais imediato. Dessa forma,
iremos representar o estado quantico do sistema por um funcio-
nal de onda 9 (h;j,¢) no superespaco, que descreve o espago de
todas as configuragoes possiveis (h;;, ¢) na hipersuperficie espacial
e com a importante caracteristica de nao depender explicitamente
do parametro de tempo t.

De acordo com procedimento de quantizacao de Dirac, a fungao
de onda ¢ aniquilada pelos operadores associados aos vinculos classicos,
onde nao nos preocuparemos com o problema de ordenamento por
hora. Representaremos a quantizacao, para efeito de calculo, através
da identificacao dos momenta 7/ e 7, com os operadores 7 e 7,

definidos por
1)

nﬁﬁﬁﬁz—mww, (3.28)
e
A th 0 (3.29)
— = —h— .
7T¢> 7T¢ 5¢’
de tal forma que encontramos para o vinculo do momento
09 (hij, @) | 0v (hij, @)
—2hy;D; I D72 0:0 = 0, 3.31

e para o vinculo hamiltoniano

Ho (hij, ¢) = 0, (3.32)
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() 1 62

i (__ - —h”(’) i90;0+V (¢)) Y (hij, ¢) = 0. (3.33)

= —h2 <k2Gijkl

O vinculo do momento implica que a funcao de onda é invariante
sob transformacoes de coordenadas espaciais. Ja o vinculo hamilto-
niano da origem a equagao de Wheeler-DeWitt eq.(3.33), que é uma
equacao diferencial funcional que descreve a evolucao dinamica do
funcional de onda no superespaco. Sendo assim, podemos estabe-
lecer uma interpretacao do funcional ¢ (h;;, ¢) como relacionado a
probabilidade de encontrar a hipersuperficie espacial com uma dada
configuracao (h;j, ¢).

3.3 Minisuperespaco

Trabalhar no superespaco dimensionalmente infinito da cosmolo-
gia quantica ficaria muito dificil na pratica. Seria interessante con-
siderar simetrias para poder diminuir consideravelmente os graus de
liberdade do sistema. Desta forma, conduziremos nosso trabalho
em modelos conhecidos como minisuperespaco, que sao caracteri-
zados pelo fato de sua configuragao espacial ser dimensionalmente
finita, de tal maneira que nao nos precuparemos com o fato de tal
construcao ser considerada apenas como uma aproximacao de uma
teoria mais completa.

Um modelo simples feito nos mesmos moldes das secoes anteri-
ores serd construido para o minisuperespago. Para isto, restringi-
remos a métrica e o campo de matéria a se tornarem homogéneos
e isotropicos. Um minisuperespaco mais geral envolveria as seguin-
tes grandezas: a 3-métrica h;; homogenea descrita por um numero
finito de fungdes de t e ¢* (t), onde a = 0,1,2,....,(n — 1) com n
sendo a dimensdo do espaco, a funcao deslocamento nula N = 0, e
a fungao lapso sendo homogénea N = N (t), conduzindo ao elemento
de linha:

ds® = —N? () dt* + hij (¢°,t) dv'dx’. (3.34)

Porém, estamos interessados no modelo de Friedmann-Robertson-
Walker para o universo espacialmente plano, ou seja, de constante
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de curvatura K = 0. Sendo assim, a 3-métrica sera escrita como
hij (¢*,t) da'da’ = a(t)?6;;dx'da? (3.35)

onde ¢;; = diag(1,1,1). Retomando neste momento a densidade
lagrangiana (3.11) com o campo fantasma homogéneo e istrépico,
obtemos

L= 5 (68 K+ BVR) = NV 307 4V (0)] - (336)

Utilizando as equagoes (3.6) e (3.10), e o fato de que

Oh; 1 OhM
a—tj = _ghijhk:lw» (3.37)

podemos expressar a lagrangiana anterior sob a forma

1 oo Ng 1 .,
(3.38)

Como estamos interessados no modelo de minisuperespaco descrito
acima, verificamos que o tinico grau de liberdade de h;; é o fator de
escala a (t). Entao, para o tempo césmico ¢t com N = 1 e o fato de
que

= —2=5¥, (3.39)
a lagrangiana eq.(3.38) assume a forma
3 1 ..
L= —ﬁa% — §a3¢2 —a’V (¢), (3.40)

onde o determinante da 3-métrica h = a® e a curvatura intrinseca

3R =0. Os momentos canonicamente conjugados aos graus de li-
berdade (a, ¢) sao, respectivamente,

T = g—é’ (3.41)
6 .
= —1399 (3.42)
e
L
9¢

= —d%p. (3.44)
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A hamiltoniana é dada por

H = am,+¢my— L (3.45)
k2 2 1 2 3
= H = —@’ﬂ'a—2—agﬂ'¢+a V(Qb), (346)

que estd vinculada a ser nula. Assim, para k* = 6 e multiplicando
ambos os membros da equacao acima por a®, temos:

(12

1
_ 2 2 6 _
H = 5 Ta = 57 +a’V (¢) = 0. (3.47)
Esta sera a equacao que servira de base para a quantizagao na
proxima secao.

3.4 Aproximacao WKB

Nesta secao, nos preocuparemos com a aproximagao WKB do
minisuperespaco quantizado para podermos descobrir o comporta-
mento classico do sistema quantico. Desta maneira, iremos fazer a
identificacao das coordenadas e momentos classicos com os respec-
tivos operadores. Sendo assim, utilizando o fator de ordenamento
de Laplace-Beltrami? de tal forma que

o 0
2 . 2 _—n n
p® — —h%g (—aqq _aq) 7 (3.48)

onde 7 é o fator de ordenamento, resulta que o operador do hamil-
toniano correspondente a (3.47) aplicado ao funcional de onda do
minisuperespaco ¢ (a, ¢) dé

0 0 h*o? 6

—0—0—+ — = Vv =0. 3.49

e g g eV (9)] v(@.0) (3.49)
Utilizando a transformagao (2.29) e o potencial para o campo fan-
tasma (2.26) na equagao acima com

a=e", (3.50)

2Para maiores detalhes sobre fator de ordenamento ver “Factor ordering in standard quan-
tum cosmology” [22].
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0 10
j_:

90~ ada (3.51)

obtemos
h2 92 K2 9?2 B
Toa t 7 ag TV Wﬂ Y (a,9) =0, (3.52)

que é a equacao de Wheeler-DeWitt para este modelo de minisu-
perespago. Uma transformagao conveniente das coordenadas («, ¢)
que deixa a equagao acima mais simples é [36]

2V et A
u(a,p) = 3 1o ® [cos (7) + %sen (7)} , (3.53)

6
W, edo— 200 A

3 14 {sen(’y)—%cos(’y)}, (3.54)

(o4
=
S

|

onde v = 3¢ + %éoz. Fazendo entao esta transformacao e substi-
tuindo na (3.52), encontra-se:

0%y 0%
Pl s5+%55 ) +v=0 3.55
( ou?  Ov? 4 (3:55)
Desta forma, iremos proceder com a aproximacao WKB através da
identificacdo de ¢ = Cen®, onde S é uma funcdo de u e v. Inserindo
esta identificacao na equagao acima e obtendo-se a equagao de mais
baixa ordem em h, encontramos

9So\*  (9Sp\”
— ) + (=) =1, 3.56
( ou ) ov (3.56)
que é a equagao classica de Hamilton-Jacobi. Esta equacao pode ser
resolvida via separagao de varidveis com solucao dada sob a forma

[36]
So. = zu — /(1 — 22)v, (3.57)

onde z é uma constante. Substituindo as equagoes (3.53) e (3.54) na
solugao acima, encontramos que a agao classica Sy, pode ser escrita
em termos das coordenadas («, ¢), o que nos convida a identificar
os momentos através de

o aS()z

7TO( aa Y

(3.58)



CAPITULO 3. QUANTIZA CAO DE DIRAC-WHEELER-DEWITT 25

9So.

d¢p
Escrevendo os momentos (3.42) e (3.44) em termos da coordenada
a com a constante de Einstein da gravitacao k? = 6, temos

(3.59)

7T¢:

To = —€>%, (3.60)
e .
Tg = —€>*¢. (3.61)
De onde podemos obter
0S5y, Ou 0S5y, Ov
. —3a 0z e 0z i
“=c ( du Da | o 804) ’ (3.62)
e
- 0S5y, Ou 05y, Ov
__ _-3a 0z e 0z e
o= —e <8u 8¢+ g 6¢>' (3.63)

Entao, calculando as expressoes acima para as variaveis (3.53) e
(3.54) e para a acao (3.57), obtemos

Q= \/2VOe’ATﬁ¢ [\/ 1 — z%sen <3¢ + )\—\/604) — 2c08 (3(;5 + /\—\/604>] ,

2 2
(3.64)
e
b = \/QVOeJTﬁd’ [zsen <3¢ + /\T\/éoa) + V1 — z2cos <3¢ + /\T\/é&)] .
(3.65)

Podemos perceber, através de um calculo direto, que as equacoes
acima satisfazem as equacoes classicas cosmoldgicas de Friedmann
eq.(2.23), de conservacao do campo eq.(2.25) e do vinculo eq.(3.47),
0 que mostra que as expressoes eq.(3.64) e eq.(3.65) sao as equagdes
classicas. Sendo assim, verificamos que o conjunto de trajetérias
fig.(3.1), fig.(3.2) e fig.(3.3) no plano a¢ sdo possiveis solucoes das
mesmas equagoes classicas (2.23), (2.25) e (3.47).

E importante ressaltar que inspecionando as equagoes (2.27) e
(2.28) e levando em conta (2.38), perceberemos que a regiao em
que « — +00 e ¢ — —oo € reconhecidamente a regiao de Big Rip,
evidenciando mais uma vez o surgimento desta singularidade neste
modelo sao atratoras.
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Figura 3.1: Grafico das trajetorias e do campo de orientagoes no retrato de fase
para o sistema (3.64)-(3.65) com z =0, Vo = 1/2 ¢ A = V6.

Figura 3.2: Grafico das trajetorias e do campo de orientagoes no retrato de fase
para o sistema (3.64)-(3.65) com z =1, Vo = 1/2 ¢ A = /6.
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Figura 3.3: Grafico das trajetorias e do campo de orientagoes no retrato de fase
para o sistema (3.64)-(3.65) com z = 0.5, Vo = 1/2 e A = V/6.
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Capitulo 4

Trajetorias Bohmianas e o
Big Rip

O surgimento de interpretacoes alternativas da mecanica quantica
padrao se deve ao fato de tal construcao, conhecida como inter-
pretacao de Copenhagen, provocar uma certa inquietude quanto aos
seus pilares basicos. Uma das principais representacoes histéricas
que refletem este sentimento foi a célebre frase de Einstein “Deus
nao joga dados”, mostrando sua contrariedade quanto a perda do
determinismo para o mundo quantico. E fato estabelecido que a des-
cricao do muito pequeno é diferente das leis que descrevem o mundo
classico, mas isto nao quer dizer que a teoria nao deva ser descrita
por principios filoséficos basicos. Desta maneira, sem querer alongar
os varios questionamentos que permeiam esta discussao, estaremos
interessados neste capitulo na teoria causal da mecanica quantica,
proposta por Louis de Broglie e pelo naturalizado brasileiro David
Bohm [40, 41, 42]. Posteriormente, iremos aplicar tal interpretacao
a cosmologia quantica obtendo as trajetérias bohmianas para o caso
do campo fantasma.

4.1 Mecanica quantica de Bohm-de Broglie

A interpretacao de Bohm-de Broglie! é conhecida como uma te-
oria quantica do movimento de ondas e particulas que coexistem,
cuja interpretacao é ontoldgica, ou seja, os processos fisicos ocorrem

1Para uma abordagem mais completa com vérias aplicacdes, o leitor é convidado a ler o
livro do Peter R. Holland [12]

28
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independentemente de qualquer observador ou processo externo ao
sistema em estudo. Podemos resumir a natureza desta interpretacao
para um sistema simples nos seguintes postulados bésicos:

(1) O sistema fisico é composto por uma funcdo de onda v (Z,t) e
por uma particula, que segue uma trajetoria continua, bem definida
7 (t) e guiada pela funcdo de onda.

(2) A dinamica da fungao de onda é dada pela equagao de Sch-
roedinger.

(3) A probabilidade de que uma particula esteja entre os pontos
Z e+ dr¥ em um dado tempo ¢ é dado por

0 (7, 1) . (4.1)

Através do postulado (1), percebemos que a fungao de onda existe
como uma entidade constituinte da realidade, assim como a particula
que segue uma trajetéria bem definida. O postulado (2) mostra que
a dinamica ainda se da através da equacao quantica de Schroedin-
ger. Ja o postulado (3) deve ser pensado como uma probabilidade
de ocorréncia das condigoes iniciais para o sistema e portanto uma
condicao subsidiaria na teoria causal do movimento.

Para comecar a construir esta interpretagao, iremos escrever a
equacao de Schroedinger sob a forma

o (W

ihgg_-(—§IZV2+V>zh (4.2)

onde M é a massa inercial e V a energia potencial classica. Escre-
veremos a fun¢ao de onda sob a forma polar

¥ = Re'n, (4.3)

com R e S fungoes de valores reais do espago e do tempo. Inserindo
na eq.(4.2) e separando a parte real da parte imaginéria obtem-se
as seguintes equacgoes para R e S

Q§+W${_W(vm2
at = 2M  2M R

+V =0, (4.4)
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que ¢é a equacao para a parte real e

OR? R?V S
W+v.< v )—o, (4.5)

para a parte imaginaria, a qual pode ser pensada como uma equagao
de conservacao de probabilidade, pois

[ (@) =R (T, (4.6)

Podemos identificar a densidade de probabilidade e o fluxo de pro-
babilidade respectivamente por

p(Z,t) = R*(Z,t), (4.7)
T(= _ p(f,t)
J(Z,t) = —XI—V& (4.8)

e reescrever a eq.(4.5) de uma maneira mais usual como uma equagao
de conservacao

% LV (#,1) = 0. (4.9)

A grande idéia de Bohm foi reescrever a equagao (4.4) como uma
equacao classica de Hamilton-Jacobi

S  (VS)?
- V=0 4.10
o T am POV =0 (4.10)
onde ele imaginou () como um potencial quantico, dado sob a forma
h? V2R
= —— 4.11
@ 2M R ( )

Com isto, uma importante caracteristica desta interpretacao é ga-
nha quando assumimos o limite classico da aproximagao WKB e o
comprimento de onda do pacote fica muito maior do que o com-

2
primento de onda individual e portanto o termo )

2M R
2
menor do que %. Assim, negligenciando-se estes termos peque-

nos, a eq.(4.4) torna-se a equagao classica de Hamilton-Jacobi
a9+(vsf
ot 2M
O ganho é entender entao que ao anular o potencial quantico @)
conseguimos um limite classico claro e Unico na interpretacao de

muito

+V =0 (4.12)
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Bohm-de Broglie. Uma outra importante caracteristica é que por
mais que o potencial classico V' seja nulo, o sistema nao podera ser
considerado como livre pois forcas no sentido Newtoniano dadas por
—V @ ainda agirao no sistema. Tendo identificado a eq.(4.10) como
a de Hamilton-Jacobi, somos compelidos a escrever a velocidade e o
momento da particula em termos da fase s como

1

VS (@.1), (4.13)

T =

p(Z,t) = VS (Z,1). (4.14)

Podemos notar que esta tltima equacao define rigorosamente o mo-
mento p'(Z,t), do qual temos assim uma trajetéria bem definida e
denominada como trajetéria bohmiana. E instrutivo estabelecer um

algoritmo facilitando a aplicacao da interpretacao nos moldes dados
abaixo:

1. Resolver a equacao de Schroedinger, obtendo-se a fungao de
onda ¢ (7, t).

2. Escrever a funcao de onda em termos das varidveis reais
R(Z,t) e S(Z,t) como ¥ (Z,t) = R (1) 5@N/P,

3. Calcular as trajetérias a partir de 7 = ﬁVS (Z,t). Pode-
mos observar que uma vez que se conhece ¥ (Z,t), as trajetéria sdo
univocamente determinadas pelas condigoes iniciais, através de uma
equacao diferencial de primeira ordem.

4. Calcular R? e se necessdrio o potencial quantico @, que pode
ser util na interpretagao dos resultados e na obtengao do limite
classico.

Nesta teoria, o principio da incerteza de Heisenberg nao possui
o caracter fundamental que lhe é atribuido na interpretacao usual.
O principio apenas se refere sobre a maneira como medimos os ob-
servaveis, ou seja, ao que podemos medir, nao ao que existe. Para
finalizar esta secao, a interpretacao de Bohm-de Broglie tem sido
chamada de causal pois, uma vez definidas as condigoes iniciais,
estd determinada a trajetoria da particula e, neste sentido, a inter-
pretacao causal é uma versao realista da mecanica quantica.
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4.2 Interpretacao de Bohm-de Broglie da Cos-
mologia Quantica

A interpretacao de Copenhagem da mecanica quantica pressupoe
necessariamente um mundo classico que dé suporte as medigoes dos
observéaveis do mundo quéantico [43] e pressupoe ainda o chamado
colapso da funcao de onda, onde o fato de medir interfere comple-
tamente na histéria do sistema analisado. Desta maneira, se qui-
sermos estudar aspectos quanticos do universo como um todo, nao
seria possivel aplicar a intepretacao padrao, uma vez dados os argu-
mentos acima.

Sendo assim, queremos utilizar a interpretacao de Bohm-de Brolie
na cosmologia quantica [44, 45, 46, 47, 48], por nao possuir proble-
mas de aplicacao da teoria para o universo, ja que nao é necessario
a divisao do que é observado e do que é medido.

Iremos aplicar a interpretacao de Bohm-de Broglie via substi-
tuicio do funcional de onda por ¥ (hij, ¢) = Re™/" na eq.(3.31)
separando a parte real da imaginaria,

A(SR (hij, ¢) + R (hij7 (b)

—9hu:D bh = 4.1
kilZj 5hk] 5¢ 81¢ 07 ( 5)
2hy. D, T 0 = 0, (4.16)

de onde podemos perceber que as fungoes R e S sao invariantes sob
transformacoes de coordenadas espaciais. Substituindo também na
equagao de Wheeler-DeWitt eq.(3.33) e fazendo uma escolha conve-
niente do fator de ordenamento, obtemos novamente para as partes
real e imaginaria

cou (1) () 2 ()
IR\ hij ) \ Ol 2vh \ 8¢

Vi (g - B000,0 4V () +Q =0, (@417

k2
¢ 5 59 1§ [ .68
e (32 ) — — <R2—) =0, 4.18
Mohiy \ S ) 2R\ 66 )
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onde () é o potencial quantico que para este caso é dado sob a forma
R, R 1 &R
= —— | K Gin - 5
0hij0hw 2/ 0¢

7 (4.19)
A primeira eq.(4.17) é a equagao de Hamilton-Jacobi para a relativi-
dade geral com a adigao do potencial quantico. Contudo, a segunda
eq.(4.18) nao pode ser relacionada com uma equagao de conservacao
para a probabilidade, como fizemos na secao anterior. Isto é devido a
natureza hiperbdlica da métrica de DeWitt Gijkf. Uma vez relacio-
nado este sistema com a equacao de Hamilton-Jacobi, esperando que
a 3-métrica, o campo escalar fantasma e seus momentos canonicos
sempre existam, somos novamente convidados a identificar as tra-
jetorias através das relagoes de orientagao

ﬂ-ij _ 0S5 (hkla ¢)

T (4.20)
Ty = %Z@ (4.21)

Assim, podemos relacionar a primeira equacao com o momento
eq.(3.16) e a curvatura extrinseca eq.(3.6) para encontrar a velo-
cidade h;; como

; 05
hij = 2Nk2Gijle + D;N; + D;N;, (4.22)
kl

e relacionar também o momento 74 dado acima com o momento
eq.(3.18) para encontrar a velocidade ¢ como
N oS
Vh 69
Com isto, as equagoes (4.22) e (4.23) formariam um sistema de
equacoes diferenciais de primeira ordem que, garantindo a existéncia
de solugao, definiriam um conjunto de trajetérias no superespaco
para este modelo. Para finalizar esta secao, queremos ressaltar
mais vez a caracteristica da interpretacao quanto ao seu claro li-
mite cldssico quando o potencial quantico () — 0 e o seu carater
causal que, uma vez que as relagoes de orientacao fossem estabe-
lecidas com as condigoes iniciais dadas, as trajetérias do sistema
poderiam ser encontradas.

= N9 — (4.23)

2Para uma abordagem mais completa da interpretacio de Bohm-de Broglie da cosmologia
quantica no superespago ver Pinto-Neto [48].
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4.3 Evitando o Big-Rip

Sabemos das secoes anteriores que num modelo contendo um
fluido com w < —1, o universo classico esta indo ao encontro de
uma singularidade chamada de Big Rip, onde a divergéncia do fa-
tor de escala e da densidade de energia sao dadas para um tempo
futuro finito. Porém, esperamos que efeitos quanticos possam agir
nesta regiao e afetar o futuro do universo. Sendo assim, iremos apli-
car a interpretacao de Bohm-de Broglie da cosmologia quantica para
modelos de minisuperespaco com o campo material dado através de
um campo escalar fantasma. Desta forma, faremos o uso direto do
algoritmo descrito no final da segao (4.1) e tentaremos interpretar
os resultados obtidos.

Partiremos da equacao de Wheeler-DeWitt para o minisuperespaco
de Friedmann-Robertson-Walker dada pela eq.(3.52) sob a forma

+ o 4 VpeP O ) (o, ) = 0. (4.24)

Uma solucdo pode ser obtida percebendo que a acéo classica (3.57)
satisfaz exatamente a equacdo acima [36]. Assim, o funcional de
onda pode ser escrito como

w ('LL,U) _ Cle%{zu—\/(l—ﬂ)v} + 026—%[211—\/(1—22)1)]’ (425)

onde as coordenadas (u,v) sao fungoes de («, ¢) dadas através de
eq.(3.53) e eq.(3.54). Estamos interessados em solugoes sob a forma
de uma superposi¢ao gaussiana da solugao eq.(4.25). Assim escre-
veremos 1 (u,v) como

¥ (uv) = / " dzA () {Ole;?[”v‘“?’”] | Oyt V] }

o0
(4.26)
onde A(z) é a amplitude da gaussiana que é escrita em termos da
largura o e do valor médio z através de

Z722
h 6_<202> R

Alz) =

(4.27)

oV 2

Precisamos encontrar uma expressao analitica para o funcional de
onda 1. Para isto temos de resolver a integral eq.(4.26). Contudo,
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uma solucao para esta integral nao pode ser encontrada nas tabelas
conhecidas. Sendo assim, faremos a seguinte consideragao: vamos
imaginar que o pacote esteja bastante concentrado em torno do valor
médio Z, ou seja, a largura o seja suficientemente pequena. Desta
forma, podemos fazer uma expansao em Taylor do argumento Sy,
nos arredores de z onde

So. = zu — /(1 — 22)v. (4.28)
Assim, a expansao fica

N2
Soe % 0. () + 85, () (2~ )+ 5.9 E L w0z - 2P
(4.29)
onde a linha denota diferenciagao em rela¢ao a z. Chamando Sy, (z) =
So e substituindo a expressao acima na eq.(4.26) para o caso em que
a constante Cy = 0 e desprezando termos de terceira ordem, obtemos

h R C - NN e W
P = Clo‘ 5 dze 257 72020 o, (4.30)
[e.e]

fazendo z — z = y e agrupando os termos semelhantes, temos

v =0C dye : (4.31)
-

oV 21 Jso

Esta integral é da forma

/_ o~ (AP +By+C) g /%eBQZﬁAC, (4.32)

1 —io?hS, /S,

—— B=——,C=——+. 4.33
20202 h’ h (4:33)

Entao, substituindo as dltimas expressoes (4.32) e (4.33) na integral

para o funcional de onda (4.31) encontra-se que [36]

1 iSo So?
= Oy | exp |22 — 0 S (434
0= O T Tigrny P [ h~ 2(c2—ihS] )] (4:54)

Com uma expressao analitica para o funcional em maos, podemos
S(u,v)

agora indentificd-lo com ) (u,v) = R(u,v)e’ % . Para isto, co-
locaremos o funcional (4.34) em uma forma polar. Desta maneira,

com

A=
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eliminando-se os nimeros complexos nos denominadores em 1 (u, v)
dado acima, obtemos

ho 2(c~*+ h2S;?) 2 (o=* + h2Sy?)

- / 1
— 2 . 17
Cl = Clh H—TW 1 + ’LO'ZhSO . (436)
Notando que

17 " 1/4 ) 1"
\/1+i02hS; = (1 + 0477,2502) exp [% arctan (athoﬂ ,
(4.37)
encontramos que o funcional de onda ja pode ser escrito em sua

forma polar 1) = Re'’ com

~ 19 _9 . 19 ol
b = G exp [z& _ 0@ ihSy ] . (4.35)

onde

C1h? S22
= . iz P 40 - 2072) | (4.38)
(1+ oth25;?) 2 (0~ + 1250
e 2 /2 11
_ h SO SO h 2 "
S =5y — 2 (01 + 125)7) +3 arctan (a hSO> : (4.39)

Usando a equacio (4.28), podemos calcular Sy, Sy e Sy, chamando
Z de z e obtendo

So = zu—+/(1— 22, (4.40)

" v

De posse das expressoes acima, podemos substitui-las na fase (4.39)
e escrevé-la em termos dos parametros u e v. Assim

v m32R2u?v + mP 2R 220 + 2m2h% zuv?
vm 2 (0= + m3h2v?)

h
+§ arctan (m3/202fw) : (4.43)

S(u,v) = zu-—
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-1 . , < e -
onde m = (1 —2?)"". De uma maneira andloga a feita na segao
(3.4), os momentos e as velocidades conjugadas as coordenadas « e
¢ podem ser calculados através de

_ s
Ta = oo’

_ 9Sou osiw

© Ouda  Ov o’

e

oS
7T¢ = 6_¢7

_ 95 ason

 Oudd  Ov 0P

Calculando separadamente % e % a partir da eq.(4.43), encontra-
mos que

oS 2m3 20 2w + 2mioth? zu?
— =z— , (4.44)
ou 2 (14 m3oih?v?)
e
oS B 1 m326*h2u? + 3mS20*h2220% + Am2oth? zuw
o m 2 (14 m3oth?v?)

2m 258 htu20? + 2mM/ 268 A 220t + AmP ol Rt zuw®

2 (1 + m3oth2v?)’

m3/252 2
A mioihze?)

Lembrando que u e v se escrevem em termos de « e ¢ como

(4.45)

u = 2%6—5[003()+isen()]
3 1y [T
T Lvﬂe_g{sen()_icos()]
3142 RVt

onde £ = 3a — %g¢ ey =30+ %goz, entao podemos encontrar as
quantidades
ou
Oa
v
Oa

= /2Vyebcos (7)), (4.46)

= /2Vjetsen (v), (4.47)
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e
ou
_— = — 6
9 2Vpetsen (), (4.48)
@ — \/2Viet (y) (4.49)
96 oe=cos (7y) - .

Substituindo nos momentos 7, e 74, obtemos

B 2m> 2ot 2w + 2moth? 22 S
= T ety ) Vs )
1 m3204B2u? 4+ 3mS 2ot k2 2%0? + AmPot B zuv
i {_ Jm (1 + mPohee?)

o2mY 258 htu20? + 2mM/ 263 A 220t + AmP o Rt zun®

2 (1 + m3oth2v?)’

m3/20'2h2
2Vpet : 4.50
+2 (1+ m304h2v2)} oe>sen () (4.50)
e
2m3204h2uv + 2m2oth?z0?

T ¢
o {Z 2 (1 + m3o*h2v?) 2Vpetsen ()
I 1 m3204R202 + 3m5/204h22202 + Am2oth2 zuv

vm 2 (1 4+ m3oth2v?)

2m2 258 htu2v? + 2mit2a8 A 220t + AmP ol ht zun®

2 (1 + m3oth2v?)’

m3/252 2

T+ mPot )

} 2Vpebcos (7). (4.51)

Escrevendo os momentos de uma maneira conveniente como

1
To = 2v/2Vpebcos (v) — N 2Vyetsen ()
2m3202uv + 2m2o?z0?
232 &
+o°h [ 2 {1+ o ) V 2Vhescos (7)
_m3/202u2 +3m52022%0% + dm2o? zuw J2Wacksen (7)
2 (14 m3oih?v?)
2m? 25 h2u?v? + 2m!' 200 R? 220t + AmPoSh? zun® J/2Wacksen (+)
e*sen
2 (1 + mioth?e?)? oo
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32
3
+2 (5 miothze?) V 2Vpetsen ()], (4.52)

1
Ts = —21/2Voetsen (v) — —=+/2Vpetcos (7)

vm
2m32a?uw + 2mio?zv?
2 (1 + mioth?v?)

m32o2u? + 3m® 2% 2%0% + AmPo? zuv N
B 2 (1 +m3oth?v?) oe*cos (7)
9/2 652, 2,2 11/2 672,24 5 632, 3
+2m T —;(2177:— mgafhjvg)Q—i_ Sl \/2_‘/065003 (7)

+o2h?

2Vpebsen (7)

m3/2

A 4.53
T L mainzery V21008 ™| (4.53)

e fazendo o — 0, encontramos

1
T = 21/ 2Vpetcos () — ——=+/2Vpetsen (7), (4.54)

Jm

1
Tg = —2/2Vpetsen (v) — —=+/2Vpetcos (7). (4.55)

Jm

Sendo que as velocidades se relacionam com os momentos por
T = —e%a, (4.56)
Ty = —e>9, (4.57)

entao, podemos encontrar para as velocidades as expressoes

a = \/2V06_AT¢6¢ [\/ 1 — z2%sen <3gb + )\T\/éoz) — 2c08 <3¢ + )\—\/60(>] ,

2
(4.58)
e
b = \/2%6_)\7\/6(# [zsen <3¢ + )\T\/éoz) + V1 — z2cos <3qb + )\T\/éa)] ,
(4.59)

que s@o idénticas as expressoes classicas eq.(3.64) e eq.(3.65). Isto
tem o importante significado de que o limite cldssico ¢ atingido clara-
mente quando anulamos a largura do pacote o. E interessante notar
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que isso estd consistente com a interpretacao de Bohm-de Broglie
da mecanica quantica pois o potencial quantico (), dado através de
segundas derivadas de R, anula-se quando fazemos

lim 12 = C1h?, (4.60)
na eq.(4.38).

Tendo encontrado o limite classico, continuaremos a estudar o
caso quantico arrumando as equagoes (4.51) e (4.52) em termos se-
melhantes a u e v e suas poténcias ; assim, fazendo h = le Vj = 1/2,
temos para os momentos

(22) + (4m3o*z — 2m2o'z) v? — (2m3/?0*) wo
o= { 2 (1 4+ m3otv?)?
(2mSo®z — 2mPoz) v — (2m%20%) uv?

2 (1 4+ m3otw?)?

<\/_2% _ m3/202> 1 (4m5/204 13 2042 m9/206) 02

+ etcos ()

2 (1 4+ m3o4v?)?
(m320%) u? + (4mPo'z) uwv + (2m!''/26® + m'/26822) v?

2 (1 4+ m3otv?)?

]egsen (v), (4.61)

+

(m9/208) uv?

C2(1+ moh2)?

(22) + (4m3o*z — 2m20tz) v? — (2m3/?0*) wo
S { 2 (1 + m3otv2)®
(2mSo®z — 2mPoz) vt — (2m%20%) uv?
2 (1 + m3oiv?)?

<% — m3/20'2> + (4m®20* + 3m> 20422 — m¥/265) 0

etsen ()

m

2 (1 4+ m3oto?)?
(m320%) u? + (AmPo*z) uwv + (2m'/26® + m'1/26822) v?

2 (1 4+ m3otv?)?

m9258) u2u2
- ( ) 2] e*cos (7). (4.62)
2(1+ m3ov?)
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Como as quantidades z, m e o sao consideradas constantes, reno-

mearemos os termos multiplicativos a u, a v e as poténcias de u
e v. Assim a = (22), b = (4mio'z — 2m?0'z), ¢ = (2m**0?),
d = (2mPo®z — 2mPc®z), ¢ = (2m*?%c%), [ = (\/im — m3/202>,
g = (4m*2o" + 3mP20122 — m%%0%), h = (m*?0%), i = (4m?ck),
j = (2m'"20% + m'/26822) e p = (m%?c®). Neste momento, cal-
cularemos as poténcias de u e v estabelecidas nos momentos acima,
em termos das coordenadas a e ¢, entao dado que

e

u = = [cos () + sen ()], (4.63)
o

v = < fsen(y) —cos ()], (4.64)

onde foi assumido que A = v/6, encontramos

26
= S ()=o)
2
u2 = 2—6 [1 —+ 2sen (7) CoSs (’7)] )
26
v o= o [1 —2sen () cos (v)],
36
a€
A )
4€
vt = 16296 [1+ 4sen” () cos® () — 4sen () cos (v)]
1€
wt = S [1 2sen® (7) = 2sen® (7) cos () + 2sen (1) cos® ()]

Com isto, utilizando-se das tltimas consideracoes e resultados, aplicando-

os nas equagoes (4.61) e (4.62), distribuindo-se os termos e posteri-
ormente agrupando-se os semelhantes, encontramos que

¢ acos () — fsen (7) i

2 {1 +mPotSs 1 — sen (27)]}
Jr6_35{1)003 (7) = (g + h)sen () + (=2b+ i) sen () cos® (v)
36 2 {1 + m304% [1— sen (27)]}

Ty =€
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= (¢ —2g + 2h) sen? () cos (y) + ccos® (7)2— isen® () }
2 {1 +mots [1 — sen (27)]}

o5 { (d+ q) cos (7) — (j — p) sen (7y) + 4dsen® () cos® ()

1296 92 {1 +m304% [1 _ sen (27)]}2
N —ddsen () cos® (v) + (—2q + 4j) sen® () cos (7)

2 {1 +m3otSs [1 — sen (27)]}
L (24— 4j — dp) sen’ () cos® (v) — 2qsen (27) cos* (7) } (4.65)
2 {1+ m3ot€S 1 sen (29)]}

asen (y) + fcos ()
2 {1+ m3ot€S 1 sen (27)]}
e { bsen (y) + (g + h) cos (7) + (=2b + 1) sen® (y) cos (v)
36 2 {1 + m304% [1— sen (27)]}
++ (c —2g + 2h) sen () cos® (y) — esen® () — icos® (7) }
2 {1 + m304% [1— sen (27)]}
e { (d—q)sen(y) + (j — p) cos (v) + 4dsen® (v) cos® (v)
1296 2 {1 + m304% [1— sen (2v)]}2
N —4dsen? (y) cos () + (2q — 47) sen () cos* ()
2 {1 +mdots 1 — sen (%)]}
. (—2q + 47 + 4p) sen? () cos® () + 2qsen’ (v) cos (vy)
2 {1 +m3otes [ — sen (27)]}

Ty = —65

}(4.66)

onde, na ultima expressao foi utilizado a seguinte identidade trigo-
nométrica

—2gsen® (y)—4jsen () cos® (v) = (2q — 4j) sen (7) cos® () —2gsen ().

Entao, lembrando que os momentos se relacionam com as velocida-

des através de

Ty = —€5%,
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Ty = —€%¢,
podemos encontrar que as velocidades ¢ e ¢ Sa0
fsen (v) — acos (7)

2 {1 + m3a4% [1—sen (27)]}
%79 (—bcos () + (g + h) sen (y) — (=2b + 1) sen () cos® ()

36 2 {1+ miotei i e
{ +m3otSe [1 — sen ( ’y)]}
N (c — 29 + 2h) sen? (7) cos (7) — ccos® () + isen® () }
D)
2 {1 + m304% [1— sen (27)]}

el2a~15¢ { —(d+ q)cos (7) + (j — p) sen () — 4dsen? () cos® ()

1296 €2 2

2 {1 + m3a43—g [1— sen (27)]}
 Adsen () cos? (4) — (=24 +47) sen’ (3) cos ()
2
2 {1 + m304% [1— sen (27)]}

a=e3 5

_|_

+

= (24 = 4j — dp) sen® (v) cos® () + 2gsen (3) cos” (v) } (4.67)
2 {1 +m3otSs [ — sen (27)]}
" asen (v) + fcos ()

2 {1+ miorss 1 — sen (27)]}
gba—9¢ { bsen () + (g + h) cos () + (=2b+ i) sen? () cos (7)
36 2 {1 4 m3a4% [1— sen (27)]}
+—|— (¢ —2g + 2h) sen () cos® (v) — csen® (72 —icos® (7) }

2 {1 +m3otSs [1 — sen (27)]}
gl20-15¢ { (d —q) sen (v) + (j — p) cos (v) + 4dsen’ (v) cos® (v)
1296 2 {1 + m304% [1— sen (27)]}2
N —4dsen® (7y) cos () + (2q — 4j) sen (7y) cos® ()
2 {1 +miot s [1 — sen (27)]}

+

_|_
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N (—2q + 47 + 4p) sen? () cos® (v) + 2gsen’ (7) cos (7)

” 5 }, (4.68)
2 {1 +m3oiSe [1 — sen (27)]}

onde v = 3a+ 3¢, m~' = 1 — 2% e todas as letras latinas sdo cons-
tantes escritas em termos do valor médio de z. Seria interessante
encontrar uma solucao exata para o sistema de equagoes diferen-
ciais acima. Porém isto nao pode ser feito. Vamos entao analisar
numericamente os casos z = 1,1/2,0 e comparé-los com os resulta-
dos cléassicos da secao 3.

Para o caso z = 1, percebemos um comportamento divergente
para as velocidades & e ¢. Deste modo, recorreremos as fungoes
amplitude R e fase S para obter informacgoes a respeito deste caso.
Fazendo o limite de R eq.(4.38) para z — 1, obtemos

lim R =0, (4.69)

o que significa que o potencial quantico () se anula, mostrando nao
haver efeitos quanticos para z — 1. Calculando z — 1 para a fase
eq.(4.39) descobrimos que

limS:u+h—7T, (4.70)
z—1 4
onde u é dado pela eq.(3.53); desta forma, se fizermos um calculo di-
reto com a expressao acima, poderemos descobrir que as velocidades
encontradas sao
& = —e *cos (3¢ + 3a), (4.71)

b = e 3sen (3¢ + 3a) (4.72)

exatamente iguais as expressoes classicas (3.64) e (3.65) para A\ =
V6, Vy =1 /2 e z =1, mostrando que estd em concordancia com o
fato de o potencial quéantico ser nulo e reproduzindo a fig.(3.2).

Para o caso z = 0.5, teremos que substituir este valor em to-
das as constantes nas equagoes (4.67) e (4.68) encontrando a = 1,

_ 80 .4 _ 16v/3 4 _ 1024 8 _ 1024 8 _ _ 8V/3 2
b_27‘7\’fc_ gﬁvd_mg\/ _243‘7’f_\/§ \[90’
_ O 152v3 .4 512v3 .6 _8Y3 4 i _ 324 . _ 4608v/3 -8
g = "97 0 oy 0 o= Sgtot o= g0t g o= Tpgrot e
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512v/3 5.
D= 33

tes, encontraremos para as velocidades & e gzﬁ as seguintes expressoes:
34 (1 — %02) V3sen (v) — cos (7)

2 {1 + 04%% [1— sen (27)]}2
6096 (— (%) otcos (v) + <M§+9604 5121‘{ 6) sen ()
o 2 {14018 1~ sen (27)]}
—2otsen (2y) cos (v) + ( 80*[ ot + 51224\{ 6) sen (2) sen (fy)}

2
2 {1 + 043—‘;% [1— sen (27)]}

Entao, procedendo com a substltuu;ao destas constan-

a=ce

+

+

elQalsd){ 470299608003 () + 571229008‘96" (2y) cos (v)
296 1 5 f1 4 giste 1 sen(2y))
17022940836n (27) cos (v) + (W)U sen (2) sen (7y)
2 {14 01— sen (29)]}
370279208sen < 3072;;%144f) o8sen? (2) sen (v)
. : } (4.73)
2 {1 + o3 [1 — sen (27)]}
e
e (1739 VBeos ) 4 sen )
2 {1 + 015 [1 - sen (27)]}
o (5855) ghcn )+ (St 5565,5) s o)
5 2 {14 018825 1 — sen (27)]}
Botsen (27) sen (7) + (-~ 50" + 2f80°) sen (27) cos v>}
+

2{1-1—04@62)E [1— sen (27)] }2
27 36
o8

L m{ S0 sen (7) — Hho®sen (29) sen (1)
{ 2

1296 64 e2¢
1 +0o5 5 [1 —sen (27)]
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o sen? (27) sen (v) + (W) o®sen (27) cos (7)

2
e
2 {1+ 855 1 - sen (20)]]
WI2/Bo"cos (7) + (SRS ) Ssen (29) cos (7)

2
2 {1 + 042—‘;% [1—sen (27)]}

+

_|_

}, (4.74)

onde, além da substituicao, houve transformagoes trigonométricas
que deixaram as expressoes mais resumidas. Assim, podemos cons-
truir um gréfico do campo de velocidades para este sistema, fig.(4.1),
e descobrir que regides de Big Rip (o« — 00 e ¢ — —o0) podem ser
evitadas com o retorno das setas. Outra informacao importante é
a respeito do parametro o, reconhecido anteriormente como o fator
que leva o sistema para o limite classico. O interessante é que cada
vez que diminuimos o seu valor, o ponto de retorno, com as setas
formando um circuito fechado mostrado na fig.(4.1), tende a subir
mais e mais. Desta forma, se fizermos ¢ — 0, perceberemos que
este ponto de retorno ira para regioes muito altas, restando apenas
o grafico classico fig.(3.3).

O caso mais interessante e com efeitos quanticos mais visiveis é
aquele em que z = 0. Utilizando esse valor no sistema (4.67)-(4.68) e
fazendo algumas tranformacoes trigonométricas, encontramos para
as velocidades

34 (2 — o) sen (v)
2 {1 +045% [1—sen (27)]}2
eba—99 { —20%cos (7) + (5ot — 0%) sen ()
36 2{14_04%[1—5671 (27)]}2
(0% — o) sen (27) sen (v) }
2 {1 +01% [1 — sen (27)]}2
el2a—15¢ { —20%cos (y) + a®sen () + 20%sen (27) cos (7)
1296 2 {1 +o1EE 1 — sen (27)]}2

a=ce

_|_

+

+
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Figura 4.1: Gréfico do campo de orientagoes para o sistema (4.73)-(4.74) com
c=05Vo=1/2e X =6

N —208sen (27) sen (v) + o¥sen? (27)23671 (7) }7 (4.75)
2{L+&§ﬁ1—%n@w&

(2 — 0?) cos (7)
2{1+aﬁ%ﬂs—%n@7ﬂr
eﬁa_@ﬁ{——204sen(7) (50t — a%) cos (v)
Ui - sen(27>]}2

o) sen (27) cos (7y)
+2 {1 + 04% [1— sen (27)]}2}
61%”45¢{——20856n(7)%—03003(7)%—2088€n(2z>56n(7)
1296 2{1—%04%2[1-—86n(27ﬂ}

b= e

_|_

(0" -

+




CAPITULO 4. TRAJETORIAS BOHMIANAS E O BIG RIP 48

N —208sen (27) cos (y) + o®sen? (27) cos ()

] , (4.76)
2 {1+ 042 [1 - sen (27)]}

de onde podemos construir a fig.(4.2). Podemos perceber claramente
que as setas que deveriam subir para regioes de Big Rip retornam,
fazendo um circuito fechado identificado pela trajetéria. Da mesma
maneira anterior, quando fazemos ¢ — 0, o ponto de retorno tende
para regides muito altas e restando apenas a fig.(3.1) o que evidencia
graficamente o limite cldssico mais uma vez.

Para nos certificarmos de que o Big Rip estd sendo evitado real-
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Figura 4.2: Gréfico de uma possivel trajetoria com o campo de orientagoes para
o sistema (4.75)-(4.76) com o = 0.1, Vj = 1/2 ¢ A = /6.

mente, iremos fazer uma aproximacao de ¢ — —oo para este caso
0 através da fase eq.(4.39). Posteriormente analisaremos o
grafico resultante e estudaremos a estabilidade das trajetérias. As-
sim, se tomarmos o valor z = 0 na equagao (4.39) encontraremos
n? otou?

h 2
S=—-v-— 5 m arctan (c*hwv) . (4.77)
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Calculando as quantidades g—i e g—f, obtemos
oS h2uv
e 4.
ou o—* + h2v? (4.78)
e
88 h2 2 FL4 2,,2 72h2
S e —— . (4.79)
v 2(07 + 1*0?) (04 4 h20?)°  2(0~* + h*?)

Fazendo o limite de ¢ — —o0 na duas expressoes acima, encontra-
mos que

oS U
lim — = —— 4.
po0 DU v’ (4.80)
¢ oS 2
U
i —_— =14+ —. 4.81
¢HHPOO ov + 202 ( 8 )

E importante notar que esta aproximacao é independente do parametro
0. Entao, utilizando-se dos resultados acima e calculando-se as ve-
locidades & e ¢ da mesma maneira padrao ja realizada, encontramos

lim psoo = €77 2c0s” (3 + 3¢) + sen (3a + 3¢) — 4cos (3a + 3¢)
2 — 2sen (6a + 69) ’
(4.82)

(S

_3y25en® (3a + 3¢) + cos (3o + 3¢) — 4sen (3a + 3¢)

2 — 2sen (6a + 6¢) ’

(4.83)

onde foram atribuidos os valores V5 = 1/2, A = V6 e h = 1. Entao,

construindo um gréafico de trajetérias e campo de orientacoes, re-

sultando na fig.(4.3), perceberemos que todas as trajetérias retor-

nam, evidenciando que o Big Rip tende a ser evitado. Entao, para

saber como isto acontece, estudaremos a estabilidade do sistema

eqs.(4.82)-(4.83). Sendo assim, dividindo as equagoes acima, encon-
tramos

da 2cos® (3a + 3¢) + sen (3o + 3¢) — 4cos (3o + 30)
dp — 2send 3o+ 3¢) + cos (3a + 3¢) — 4sen (3a + 3¢)

é‘lim ¢p——o00 — €

(4.84)

e se levarmos em conta que a solucao classica pode ser posta na forma
3a + 3¢ = ¢, onde ¢ é uma constante qualquer, podemos concluir
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Figura 4.3: Gréfico das trajetérias e do campo de orientacoes para o sistema
(4.82)-(4.83).

que Z—g = —1. Colocando estas duas ultimas informagoes na equacao
acima e fazendo transformacoes trigonométricas, obtemos

sen (c) — 2sen? (c) cos (c) — 2cos (c)
cos (¢) — 2cos? (¢) sen (c) — 2sen (c)

= 1. (4.85)

A solugao desta equagao trigonométrica é ¢ = {—% +nrn € Z}.
Sendo assim, cada valor de ¢ define uma reta 3a + 3¢ = ¢. Entao,
se supusermos um valor ¢ > 0, por exemplo ¢ = 37/4, nas equagoes
(4.82) e (4.83), perceberemos que

V2

o = 5->0, (4.86)
¢ = \/75 < 0. (4.87)

Isto tem o significado de que nesta reta, « é crescente e ¢ é decres-
cente. Assim, podemos dizer que retas com ¢ = {%’r + 2n7|n € Z}
sempre terao uma orientacao de subida o que pode ser percebido na
fig.(4.4). J& para ¢ < 0, por exemplo ¢ = —m /4, nas equagoes (4.82)
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Figura 4.4: Gréfico das trajetérias para as retas 3a + 3¢ = ¢ com os valores de
c= {—% +nmw/n € Z} e com as respectivas orientacoes.

e (4.83), obteremos que

<

=

(4.88)

o[

b = >0, (4.89)
com o significado de que nesta reta o é decrescente e ¢ é crescente,
e da mesma forma, retas com ¢ = {—% + 2nr|n € Z} sempre terao
uma orienta¢ao de descida o qual podemos verificar na fig.(4.4).

Queremos saber entao se pequenas perturbacoes nessas retas ten-
dem a resultar em curvas que se aproximam, evidenciando uma es-
tabilidade dessas solucoes, ou em curvas que se afastam delas, evi-
denciando uma instabilidade das mesmas. Assim, perturbaremos a
expressao

da_ sen (¢) — 2sen? (c) cos (c) — 2cos (c)
dp  cos(c) — 2cos? (c) sen (¢) — 2sen (c¢)’

(4.90)

em série de Taylor para ¢ + € e ¢ — € até a ordem mais baixa que
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Figura 4.5: Grafico com uma visao ampliada das trajetérias das retas pertur-
badas acima e abaixo da reta original ¢ = 3w /4.

resulte em uma expressao nao nula, desta forma encontramos que

da _sen (c) — 2sen? (c) cos (c) — 2cos (c)
do cos (¢) — 2cos? (¢) sen (c) — 2sen (c)
—4sen (c) cos (c) [40sen (c) cos (c) 2— 4] & (491)
[2sen? (c) + cos (¢) — 4sen ()]

parac+e€e

do_ sen (c) — 2sen? (c) cos (¢) — 2cos (c)
do cos (¢) — 2cos? (¢) sen (c) — 2sen (c)
_ —4sen (c) cos (c) [40sen (c) cos (¢) — 4] 4

e (4.92)
[2sen3 (¢) + cos (¢) — 4sen (¢)]

para ¢ — €. Assim, atribuindo o valor de ¢ = 37 /4 nestas equagoes
acima, obteremos respectiamente

da
— —1—¢ 4.93
do & ( )
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da 4 + €. (4.94)

d¢
Isto tem o seguinte significado: se escolhermos a reta ¢ = 3w/4 e
fizermos uma perturbacao de € para abaixo dela, resultando em uma
nova curva ¢ — €, descobriremos que a inclinagao desta nova curva
serd menor do que a da reta original. Além disso, perturbagoes
para valores menores ¢ — 2¢, ¢ — 3¢, ... gerarao curvas com inclinacoes
menores ainda, o qual pode ser verificado graficamente na fig.(4.5).
A mesma andlise é feita para perturbacoes acima da reta original,
resultando em curvas com inclinagoes maiores. Assim as curvas
tendem a se afastar da reta do Big Rip a = —¢. Com todos es-
tes resultados, podemos argumentar entao que o universo permeado
pelo campo fantasma e seguindo com sua dinamica classica dada
pela reta 3a 4+ 3¢ = ¢, mudara a sua historia uma vez que efeitos
quanticos comecem a se tornar relevantes. Desta forma, podemos
dizer que a singularidade Big Rip sera evitada neste modelo, espe-
cialmente para o caso em que o z = 0.



Capitulo 5

Conclusoes

Apresentamos no capitulo 2 o surgimento da singularidade Big
Rip para um cenario de universo de FRW cléssico, sendo permeado
por um campo fantasma descrito por um tipo de potencial exponen-
cial e encontramos que seus efeitos podem comecar a aparecer daqui
a aproximadamente 4,5 Bilhoes de anos. No capitulo 3, mostramos
uma maneira de quantizar as grandezas envolvidas na descricao do
universo via procedimento de Dirac-Wheeler-DeWitt e encontramos,
através de graficos, que ao fazer uma aproximagao WKB para o mi-
nisuperespaco de FRW e tomar o limite classico, o Big Rip é um
atrator classico. No capitulo 4 apresentamos a interpretacao de
Bohm-de Broglie da mecanica quantica e da cosmologia quantica.
Assim, encontramos que em um modelo de superposi¢oes gaussia-
nas do funcional de onda, funcional este obtido por uma solucao da
equacao de Wheeler-Dewitt apresentado no capitulo 3, e utilizando
a interpretacao causal de Bohm-de Broglie da mecanica quantica,
a singularidade futura Big Rip pode ser evitada. Isto foi evidenci-
ado através das trajetérias Bohmianas para os casos em que o valor
médio z, posteriormente denotado apenas por z assumisse valores
de “0.5 e 0"nas equacgoes que descreveram as velocidades & e ¢. Em
ambos os casos verifica-se que o Big Rip pode ser evitado. Mostrou-
se também que o caso z = 1 reduz-se ao caso classico. Demos uma
atencao maior para o caso z = 0 pois as contas sao mais simples,
onde verificamos numérica e analiticamente que o Big Rip é evitado.
Note que a trajetéria fechada dada pela fig.(4.2) poderia representar
uma configuracao ciclica eterna. Porém, esta idéia é erronea uma vez
que efeitos do campo fantasma na histéria do universo [16] s6 podem

o4
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ser levado em conta muito tempo depois do “Big Bang”. Podemos
ressaltar ainda a clareza com que encontramos o limite classico para
as equagoes quanticas. Nosso resultado apresenta um resultado dife-
rente do artigo [49], porém temos de levar em conta que a natureza
da nossa abordagem nao foi a mesma, o que nos leva a investigar fu-
turamente o porqué desta diferenca. Um mesmo resultado foi obtido
pelo artigo [36], base para nosso trabalho. Contudo, pensamos que o
nosso resultado da origem a uma forma mais conclusiva comparado
a argumentacao qualitativa de que o Big Rip ¢ suavizado quando
os pacotes de onda se dispersam, e portanto a evolucao classica ter-
mina, restando um estado quantico estaciondrio. Com tudo isto,
concluimos que a interpretacao de Bohm permite entender melhor
o que esta acontecendo.



Referéncias Bibliograficas

1] Einstein, A., Ann. Physik 17, 891 (1905).

2] Einstein, A., A. Preuss. Akad. Wiss. Berlin, Sitzber, 844 (1915).
3] Einstein, A., A. Preuss. Akad. Wiss. Berlin, Sitzber, 142 (1917).
4] Hubble, E., Proc. Nat. Acad. Sci. (U.S.A.) 15, 168 (1929).

5] Gamow, G., Phys. Rev. 70, 572 (1946).

6] Alpher, R. A., Bethe, H. A. e Gamow, G., Phys. Rev. 73, 80
(1948).

[7] Alpher, R. A. e Hermann, R. C., Nature 162, 774 (1948).
[8] Penzias, A. A. e Wilson, R. W., Ap. 5. 142, 419 (1965).
[9] Guth, A. H., Phys. Rev. D23, 347 (1981).

[1]
2]
3]
[4]
[5]
[6]

]
]
]
[10] Bohr, N., Fisica Atéomica e Conhecimento Humano, Contra-
ponto (1996).

[11] Bohm, D., Hiley, B. J., The undivided universe: an ontological
interpretation of quantum theory, Routledge (1993).

[12] Holland, P. R., The Quantum Theory of Motion, Cambridge,
(1993).

13] Riess, A. G. et al., Astron. J. 116, 1009 (1998).
14] Perlmutter, S. et al., Astrophys. J. 517, 565 (1998).
15] Caldwell, R. R., Phys. Lett. 545, 23 (2002).

16] Caldwell, R. R., Kamionkowski, M. e Weinberg, N. N., Phys.
Rev.Lett. 91, 071301 (2003).

[13]
[14]
[15]
[16]

96



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 57

[17] Starobinsky, A. A., Grav. Cosmol. 6, 157 (2000).

[18] Halliwell, J. J., Quantum Cosmology and Baby Universes ed.
por S. Coleman, J. B. Hartle, T. Piran e S. Weinberg, World
Scientific, (1991).

19] Dirac, P. A. M., Proc. Roy. Soc. Lond. 246, (1958).
20] Wheeler, J. A., Annals Phys. 2, 604 (1957).
21] DeWitt, B. S., Phys. Rev. 160, 1113 (1967).

22| Steigl R. e Hinterleitner F., Class. Quant. Grav. 23, 3879
(2006).

[19]
[20]
[21]
[22]

[23] Islam, J. N., An Introduction to Mathematical Cosmology, Cam-
bridge, segunda edicao, 37-42 (2004).

[24] Coles, P. e Lucchin, F. Cosmology: The Origin and Evolution
of Cosmic Structure, Wiley, segunda edicao, 13-15 (2002).

[25] Tonry, J. L. et al. Astroph. J. 594, 1 (2003).

[26] Tegmark, M. et al. Phys. Rev. D69, 103501 (2004).

27] Halliwell, J. J., Nucl. Phys. B266, 228 (1986).

[28] Barrow, J. e Cotsakis, C., Phys. Lett. B214, 515 (1988).
[29] Halliwell, J. J., Phys. Lett. B185, 341 (1987).

[30] Yokoyama, J. e Maeda, K., Phys. Lett. B207, 31 (1988).
[31] Hao, J. G. and Li, X. Z., Phys. Rev. D70, 043529 (2004).
[32] Hao, J. G. and Li, X. Z., Phys. Rev. D67, 107303 (2003).
33]

33| Copeland, E. J., Loddle A. R. e Wnads D., Phys. Rev. D 57,
4686 (1998).

[34] Ferreira, P. G. e Joyce, M., Phys. Rev. D37, 033503 (1998).
[35] Chimento, L. P. e Lazkoz, R., Phys. Lett. 91, 211301 (2003).

[36] Dabrowski, M. P.; Kiefer, C. e Sandhofer, B., Phys. Rev. D74,
044022 (2006).

[37] Freedman et al., ApJ 553, 47 (2001).



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 58

[38] Aguirregabiria, J. M., Chimento, L. P. e Lazkoz, R., Phys. Lett
B631, 93 (2005).

[39] Arnowitt R., Deser, S. e Misner, C.W.; Gravitation: an In-
troduction to Current Research, editado por Witten L., Joun
Wiley, New York (1962).

40] Bohm D., Quantum Theory, Prentice-Hall, (1951).
41] Bohm D., Phys. Rev. 85, 166 (1952).

42] de Broglie L., J. de Phys. 8, 225 (1927).

[40]

[41]

[42]

[43] Omnes, R., The Interpretation of Quantum Mechanics, Prince-
ton University Press, Princeton (1994).

[44] Valentini, A., Phys. Lett. A156, 5 (1991).

[45] Vink, J. C., Nucl. Phys. B369, 707 (1992).

[46] Shtanov, Y. V., Phys. Rev. D54, 2564 (1996).

[47] Valentini, A., Phys. Lett. A158, 1 (1991).

[48] Pinto-Neto, N., Found. Phys. 35, 577 (2005).

[49]

49] Barboza, E. M. e Lemos, N. A., Gen. Rel. Grav. 38, 1609
(2006).



