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Resumo

Nesta tese, revisamos os fundamentos da teoria de Einstein-Cartan no formalismo de
primeira ordem (como uma teoria de calibre) e discutimos muitas das suas aplicagoes
como o estudo da unitariedade dos modelos de gravitacao estendida, a formulacao da
teoria de defeitos na fisica do estado sélido e o uso deste formalismo na fenomenologia
dos novos supercondutores. Propomos também uma nova energia livre, andloga a do
modelo de Ginzburg-Landau com caracteristicas geométricas, discutindo suas aplicacoes
na descri¢ao dos novos supercondutores de alta temperatura. Para realizar este programa,

estudamos as equacoes do estado fundamental.
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Abstract

In this tesis we review some of the basis of the Einstein-Cartan theory in the first order
formalism (from the point of view of gauge theories) and discuss many of its applicati-
ons, such as the study of unitarity of extended gravity models, the formulation of defect
theory in solid state physics and the use of this formalism into the phenomenology of
new superconductors. We also propose a new free energy, in analogy with the Ginzburg-
Landau model with geometrical features, discussing its applications in the description of
the new High T, superconductors. To carry out this program, we study the ground state

equations.
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Capitulo 1

Introducao, Justificativas e

Contextualizacao

A interacao eletromagnética é, talvez, aquela que é melhor entendida pelos fisicos. Sua
forma, dada pelas equagoes de Maxwell, tem um enorme campo de abrangéncia que
passa desde a eletrodinamica quantica até a descricao do eletromagnetismo na escala cos-
mologica. Além disto, as equagoes de Maxwell contém duas simetrias ocultas, a simetria
de Lorentz e a simetria de calibre. Esta tultima simetria vem encontrando grande re-
percussao na fisica, nao s6 no entendimento do acoplamento do eletromagnetismo com a
matéria, mas também na formulacao consistente com outras duas interagoes fundamen-
tais da natureza (interacoes fraca e forte). Em outras palavras, conseguimos construir
um modelo que descreve trés das quatro interacoes fundamentais da natureza. Esta for-
mulacao é conhecida como Modelo Padrao das Particulas Elementares, cujas simetrias
de calibre SU(3) x SU(2) x U(1) representam o grupo de simetria interna da interacao
forte e eletrofraca, respectivamente. Contudo, a interagao mais antiga conhecida pelo
homem foi deixada de lado, embora existam muitas teorias e esforcos para incluir a in-
teracao gravitacional dentro do marco das teorias de calibre. Dentre estas teorias, talvez
a mais conhecida seja a formulagao feita por Kibble e Utiyama [1, 2]. Esta formulagao

de calibre para a gravitacao, chamada também de formalismo de Einstein-Cartan, foi



principalmente usada para a descricao da interacao gravitacional na fisica de altas ener-
gias, onde os efeitos da tor¢ao podem ser relevantes. A formulacao de Einstein-Cartan
propoe torcao propagante e esta relacionada com muitas outras teorias que vao além do
Modelo Padrao como, por exemplo, os cenarios de Supergravidade (SUGRA) e de branas.
E interessante ver como a Teoria de Einstein-Cartan nos ajuda também a classificar as
lagrangeanas unitdrias dentro do mar de modelos de gravitagao estendida que existem
(veja cap. 3 desta tese). E justamente este denominador comum (simetria de calibre)
na descrigao das diferentes interagoes da fisica (e, portanto, de diferentes dreas) que tem
permitido uma interligacao e retroalimentacao entre estas areas.

Esta interligacao entre diferentes dreas da fisica tem sido muito interessante. Por
exemplo, modelos e teorias usados na matéria condensada passaram a ser empregados para
solucionar e abordar problemas na fisica de altas energias. Talvez o primeiro candidato
a ser mencionado seja o mecanismo de quebra espontanea da simetria, que possibilitou
uma descricao do Efeito Meissner e também ajudou na formulagao de um modelo para
explicar a geracao das massas das particulas elementares. Discutiremos nesta tese (e
esta é umas das nossas contribuigoes originais) a possibilidade de usar um formalismo
oriundo da teoria de campos, a teoria de Seiberg-Witten, para postular e descrever uma
energia livre, do tipo Ginzburg-Landau, que possa explicar a fenomenologia dos novos
supercondutores.

O fenomeno da supercondutividade foi descoberto por Kammerlingh Onnes, ao lique-
fazer o Hélio para determinar a resisténcia elétrica do mercurio (Hg), em 1911. Foram
necessarios quase cinquenta anos para que o entendimento da supercondutividade fosse
plenamente alcancado através da teoria de Bardeen, Cooper e Schrieffer (BCS), publicada
em 1957 [3]. Eles propuseram uma descrigdo da fungao de onda do estado supercondu-
tor em termos de pares de elétrons, os chamados pares de Cooper. Esta teoria, que
forneceu a explicagao microscopica e quantica do fenomeno, teve algumas de suas pre-
visoes antecipadas pela teoria macroscépica de V.L. Ginzburg e L.D. Landau, proposta

sem o conhecimento da constituicao do estado supercondutor em termos de pares de



Cooper. A teoria de Ginzburg-Landau, publicada em 1950, possui validade restrita a
vizinhanca da temperatura critica. Ela baseia-se na existéncia de um parametro de or-
dem, forcosamente complexo para permitir invariancia de calibre e acoplamento minimo
ao potencial magnético local. A partir da teoria de Ginzburg-Landau, A.A. Abrikosov
publicou, no mesmo ano da teoria BCS, um artigo prevendo a existéncia de vortices
nos supercondutores. Relevante para esta tese é a observacao de que algumas previsoes
fundamentais da teoria macroscopica, incluindo a do préprio estado de vértices, podem
ser alcangadas por equagoes de primeira ordem, as chamadas equacoes de Bogomol'nyi.
Elas sao independentes da temperatura e fornecem um nivel mais fundamental para o
entendimento do parametro de ordem do que a prépria teoria de Ginzburg-Landau.
Cem anos depois da descoberta da supercondutividade nos defrontamos com uma
nova classe de supercondutores, cujas propriedades nao podem ser explicadas com as
teorias convencionais BCS (descrigao microscépica) e Ginzburg-Landau (descrigao feno-
menoldgica) [4]. Em particular, a natureza da formagao do emparelhamento eletronico (se
¢ em espago de momento ou posi¢ao), a natureza planar da supercondutividade e a pre-
sencga do entrelacamento com uma outra ordem eletronica mostram novos fenémenos que
nao se enquadram na visao tradicional da supercondutividade. O aparecimento de novas
estruturas heterogéneas eletronicas geometricamente entrelacadas no interior, tais como
as densidades de onda de carga (CDW) e de spin (SDW), fazem cogitar da existéncia
de densidades de onda de pares (PDW). Portanto, as familias de novos superconduto-
res, cupratos pnictideos, alguns férmions pesados e organicos, sao na verdade sistemas
eletronicos altamente correlacionados apresentando uma interligagao entre os graus de
liberdade de carga e de spin [5]. Portanto spin, carga e emparelhamento nao sé coexistem
mas parecem estar interligados por estabilidade mutua [6, 7], resultando em vérios tipos
de estados heterogéneos que apresentam quebra da simetria rotacional e translacional
[5, 8, 9]. O estado de stripe, observado ha mais de uma década, seria uma manifestacao
desta coexisténcia, assim como as fases nematica e esmética, propostas em [10] e [11].

Para exemplificar a justaposi¢ao da fase supercondutora com este segundo estado de



ordenamento eletronico e também a sua universalidade (ou seja, a sua independéncia das
propriedades de um dado material e de suas carateristicas particulares) vamos considerar
um modelo fenomenoldgico particular (veja fig. 1.1). Este modelo se baseia na suposigao
de que sao comuns as interagoes microscopicas responsaveis pela fase supercondutora e
pela formacao do segundo estado de ordem, sem entrar em detalhes quanto a sua origem.
Tudo se resume a supor que as temperaturas criticas destas duas fases estao relacionadas
por uma simples relacio algébrica do tipo aT? + bT7 = 1, onde a e b sao fatores de
normalizagao [12]. A Figura 1.2 mostra que tal proposta produz uma explicagido razodvel
para o comportamento destas duas temperaturas em funcao da dopagem. Tal proposta

nos induz a pensar que deve existir um modelo por trds desta coexisténcia das fases,

baseado numa teoria invariante por rotagdes SU(2) para os novos supercondutores [13].
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Figura 1.1: Coexisténcia da fase Supercondutora com outro estado de ordem

Uma vez em poder das informacoes acima podemos detalhar melhor nossos objetivos.
Buscamos a descri¢ao do estado supercondutor por um parametro de ordem (PO), mas
nao através de uma expansao da energia livre em termos deste PO, como ocorre na
teoria de Ginzburg-Landau. Tentamos determinar o PO usando a condicao do estado

fundamental, abordagem introduzida por A. A. Abrikosov no seu trabalho seminal sobre
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a teoria de Ginzburg-Landau [14], embora esta condi¢ao seja independente da prépria
energia livre de Ginzburg-Landau. O estado fundamental, descrito por duas equagoes de
primeira ordem acopladas, nos permite obter o PO e o campo magnético local. O aspecto
mais significativo do estado fundamental é que ele relaciona a corrente supercondutora
com a densidade supercondutora e fornece uma solucao exata da lei de Ampere. Assim,
os aspectos mais relevantes da abordagem fenomenolégica, como a rede de vortices e a
sua magnetizacao, sao obtidos sem a necessidade de introduzir uma expressao de energia
livre. E. Bogomol'nyi [15] mostrou que estas equagdes do estado fundamental fornecem
uma solugao exata da teoria de Ginzburg-Landau para k = 1/ V2. Nesta tese, no entanto,
o ponto fundamental é que, para outros valores de k, a solucao da equacao do estado
fundamental d& uma excelente descricao da solucao da teoria de Ginzburg-Landau em um

extenso regime de campo aplicado, para valores muito abaixo do campo critico superior

[16].



Embora a condicao do estado fundamental resida em um nivel mais basico do que o da
expansao da energia livre, ela nao é um substituto para esta. Por exemplo, para o caso de
uma componente, a condi¢ao do estado fundamental determina o estado de vérios vortices
sem determinar sua simetria, a qual s6 pode ser determinada através de um processo
de minimizagao da expansao da energia livre. Ressaltamos que a condicao do estado
fundamental esta intimamente ligada a energia cinética do campo, mas nao a energia do
condensado. Isto faz com que a abordagem do estado fundamental seja independente da
temperatura critica, cujo valor é determinado pela energia do condensado, que nao esta
presente em nossas consideracoes. Portanto, a condicao do estado fundamental nao esta
limitada de antemao a valores préximos ao da temperatura critica [17].

Na presenca de um campo aplicado, a densidade da energia cinética é uma grandeza
experimentalmente acessivel, dada pelo produto da magnetizacao pela inducao magnética
[18, 19, 20]. A condigao do estado fundamental é usalmente derivada dentro de uma
abordagem de campo médio. Porém, para um parametro de ordem de uma componente,
é conhecido que esta condicao é vélida também na presenga de flutuagoes térmicas [21].
As equagoes para o estado fundamental no caso de um PO de duas componentes (porém
sem a presencga de um fundo de spin-carga) foram encontradas em [22]. L4 ja se mostra a
possibilidade de descrever uma camada supercondutora com textura, isto €, com regioes
distintas no plano, de tal modo que o parametro de ordem varia por uma diferenca de
fase de 7.

Nesta tese, nosso proposito é estudar as equacoes do estado fundamental em presenca
de um fundo de spin-carga. O PO tem duas componentes e este fundo de spin-carga sofre
mudangas severas de acordo com a dopagem [5, 9, 8], desde o regime baixamente dopado
ao regime super-dopado. As equacoes do estado fundamental para todo os regimes de
dopagem se baseiam na construgao de operadores locais de momento e de spin assentados
sobre este fundo de spin-carga (que nao afeta a sua comutatividade) assemelhando-se,
neste sentido, aos operadores de momento e spin de particulas livres. Desta maneira se

adquire uma forma de analisar as quasi-particulas que transitam sobre o fundo de spin-



carga, analogamente a teoria de liquido de Fermi de Landau. Estes operadores permitem a
construcgao da energia cinética do condensado supercondutor que se traduz no acoplamento
minimo ao fundo de spin-carga. A energia cinética do condensado adquire uma simetria de
calibre nao abeliana para o grupo das rotacoes. Aqui, tocamos num aspecto fundamental
que merece uma ressalva histérica. Em 1950, Vitalii Ginzburg and Lev Landau publicaram
sua teoria fenomenoldgica da supercondutividade baseada no principio de invariancia de
calibre numa teoria geral de transicoes de fase de segunda ordem, a qual havia sido
introduzida por Landau em 1937. Para conseguir isto o PO devia ser complexo, de
modo a permitir o acoplamento minimo com o campo magnético. Consequentemente, o
efeito Meissner foi explicado pelo acoplamento minimo. Semelhantemente, o formalismo
usado neste projeto estende o uso do acoplamento minimo para descrever as variagoes
espaciais do PO, causados pelo fundo de spin-carga. Uma consequéncia deste fato é
que o PO precisa residir numa representagao espinorial do grupo SU(2), embora outras
representagoes maiores sejam possiveis. Note-se que uma representacao mais simples,
ou seja, a do campo escalar, nao é possivel por nao ter acoplamento minimo com este
fundo de spin-carga. Assim, dentro da atual descrigao, as heterogeneidades deste fundo
de spin-carga induzem uma curvatura escalar de Riemann que se acopla com a densidade
supercondutora, se comportando como uma distribuicao local de temperaturas criticas.
Como resultado, obtemos que a fase supercondutora também se torna heterogénea, com
variagoes espaciais induzidas pelo fundo de spin-carga. Desta maneira, visualizamos as
heterogeneidades do gap supercondutor que tem sido observadas, tais como mostradas na
Figura 1.3.

As nossas equacoes do estado fundamental sao uma versao tridimensional das equagoes
de Seiberg-Witten [23], que originalmente foram propostas para uma variedade compacta
em 4 dimensdes. A teoria de Seiberg-Witten (SW) surgiu no estudo das teorias super-
simétricas, especificamente, uma teoria de super Yang-Mills com N = 2 [23]. Ela tem
chamado a atencao nao s6 dos fisicos mas também dos matematicos, especialmente dos to-

pologistas que estudam a construcao dos invariantes de Seiberg-Witten e sua relagao com
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a teoria de Donaldson para a classificacao das variedades em quatro dimensoes. Por outro
lado, a motivacao para o uso destas teorias nesta tese é um pouco diferente. Chegaremos
a teoria de SW desde uma perspectiva da matéria condensada, construindo um modelo
fenomenoldgico (energia livre) para a descri¢ao da supercondutividade e sua coexistencia
com um estado coletivo.

Mostraremos que a construc¢ao dos operadores locais de spin e momento (e consequen-
temente da energia cinética) é decorrente de um formalismo introduzido por Elie Cartan.
Curiosamente este formalismo corresponde a uma visao do espaco curvo inspirada numa
analogia com a mecanica dos meios elasticos. A abordagem de Cartan expressa uma
teoria de espago curvo, como a gravitagao [24, 25], como uma teoria de calibre, ou seja,
de Yang-Mills [1, 2], usada para descrever as simetrias internas da Fisica de particulas.
Em sintese a simetria rotacional é promovida a uma simetria local [26], resultando numa

teoria de calibre com espago curvo.



Poucos anos antes do descobrimento do spin por Uhlenbeck e Goudsmith, Cartan
introduziu a ideia de tor¢ao em relatividade geral, como uma propriedade intrinseca as-
sociada ao momento angular da matéria [2, 26]. Assim, para Cartan, o spin adquiriu
importancia igual a da massa, embora, no momento de sua proposta, o spin ainda nao
tivesse sido descoberto. Nos acreditamos que os novos supercondutores, por coexistirem
com este fundo de spin-carga, sao o verdadeiro sistema onde se aplica a teoria geométrica
de Cartan.

O formalismo de Elie Cartan tem sido aplicado na fisica de solidos para descrever um
cristal com grande numero de dislocacoes e disclinacoes, fazendo possivel uma descri¢cao
via teoria de campo. Recentemente, dislocagoes em grafeno tem sido tratadas como efeitos
da tor¢ao usando este formalismo [27]. Embora todas as teorias de defeitos tenham sido
formuladas para arranjos cristalograficos de atomos, aplicaremos este formalismo para
descrever um fundo eletronico de spin carregado, como veremos no decorrer desta tese.

A organizagao desta tese é a seguinte: no Capitulo 2, introduzimos os fundamentos de
uma teoria de Yang-Mills de uma forma pouco convencional, enfatizando a auto-interacao
do campo de calibre sem considerar o acoplamento deste com a matéria [28]. Em seguida,
no Capitulo 3, estudaremos o formalismo de Einstein-Cartan como se fosse uma teoria de
Yang-Mills. Na primeira secao deste capitulo revisaremos os fundamentos da teoria de
Einstein-Cartan e definiremos a notacao a ser usada no decorrer desta tese; na segunda
secao introduziremos algumas relacgoes e identidades importantes e, na terceira secao, dis-
cutiremos as diferentes aplicagoes deste formalismo (incluindo uma nova). Em seguida, no
Capitulo 4, estudaremos modelos de gravitagao estendida, classificando aqueles que sejam
unitarios. Os resultados deste capitulo representam em parte as contribuigoes originais
desta tese e foram publicados em [24] e [29]. No Capitulo 5, revisaremos os fundamentos
da teoria de Ginzburg-Landau e as soluc¢oes do estado fundamental baseados no método
de Abrikosov [14]. No Capitulo 6, colocamos a outra parte das contribui¢oes originais
desta tese, postulando um modelo fenomenolégico-geométrico que possa descrever os no-

vos supercondutores. Um artigo referente a este capitulo esta em revisao e outro ja foi



publicado em Modern Physics Letters B [30]. Finalmente, no Capitulo 7, apresentamos
as consideracoes finais, perspectivas e encaminhamentos a serem tomados respeitando a

linha de pesquisa abordada nesta tese.
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Capitulo 2

Auto-Interacao das Teorias de

Calibre

O primeiro indicio de uma simetria de calibre aparece oculto dentro das equacoes de
Maxwell do eletromagnetismo. Porém, a primeira formulagao de uma teoria de calibre,
como hoje a conhecemos, s6 foi realizada no artigo de C.N. Yang e R. L. Mills (1954) [31],
onde eles estudavam a simetria de isospin dentro das interacoes nucleares. No método
de Yang-Mills adota-se a prescricao de acoplamento minimo, que introduz uma derivada
covariante capaz de fazer uma simetria de calibre global virar local quando o campo de
calibre é acoplado com a matéria. O propédsito deste capitulo é introduzir as teorias de
calibre (com simetria local) independentemente do campo de calibre estar acoplado com a
matéria, propiciando assim uma construgao mais fisica destas teorias. O que pretendemos
mostrar é que as teorias de Yang-Mills podem naturalmente ser construidas se buscamos
uma descri¢ao consistente (renormalizével e unitdria) para campos de spin 1 em auto-
interagao. A auto-interagdo do campo de calibre naturalmente introduz a simetria de
calibre local, tudo isto sem necessidade do acoplamento com a matéria. Esta forma de
enxergar as teorias de calibre, enfatizando a auto-interagao, foi formulada por S. Deser

[28].
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2.1 O Método de Noether e a Auto-Interacao do

Campo de Calibre

Em seguida, apresentaremos os ingredientes basicos de uma teoria de calibre com um
grupo de simetria interna e a sua generalizagao simples para que ela seja auto-interagente,
visando obter, ao final, uma simetria de calibre local do tipo Yang-Mills.

Seja a agao do eletromagnetismo com grupo de simetria interna SU(2)!:

1
Stiv = - / d*xF" F° (2.1)

B

onde a = 1,2,3 sao os indices do grupo interno e F},, ¢ o tensor intensidade de campo

definido como:

Fo = 0,A% — 9,A°. (2.2)

Os Af, sdo campos de calibre, que se transformam pela representagao adjunta de SU (2).

A lagrangeana é invariante sob rotagoes de SU(2), com as rotagoes infinitesimais sendo

dadas por
() = (3 )" Al ), (2.3)
/ 1
Al(w) = (0 + 5w (Zea)p) AL (), (2.4)

onde (Xeq)f = 6%gap — 059 sa0 os geradores das rotagoes na sua representagao adjunta e

w® = —wh sdo os parametros das rotacoes,
A/;(x) = (0 + wZ)AZ(x) (2.5)
Redefinindo os parametros das rotacoes w® = €®“w,, entao
§A% () = e™w Al () = & x A, (2.6)

IE possivel generalizar para qualquer outro grupo de Lie conexo ou para sua componente conexa com

a identidade.
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Segundo o teorema de Noether a corrente associada a esta invariancia de calibre é

dada por

_ 0SSt
=—" =F AY. 2.
ju 59“ (:C) g X ( 7)

A existéncia desta corrente permite-nos redefinir nossa acao como
!/
S" = Siy + 51, (2.8)

onde

1
Sy = / dz At = 3 / Az AGFH AL e, (2.9)

DO | —

A equacao de movimento decorrente de Sj;, + S7, é dada por
O FM = (F™ x A,)p. (2.10)

Nossa nova acao, dada por S" = Sj;,+ 51, pode novamente possuir uma simetria de calibre.
Ou seja, considerando a variacao do campo eletromagnético sob rotagoes do grupo interno

(2.6), voltamos a escrever uma nova corrente devida a variagao da agao S’
55" = / d*zd, FI" AL — (F™ x A,),0 A% — 8, (A* x AV),0 A, (2.11)

Os dois primeiros termos da linha acima sao cancelados devido a equagao de movimento
(2.10). O ultimo termo depende de uma derivada. Portanto, obtemos uma nova corrente,
dado que esta é calculada segundo o método de Noether (variagdo da a¢do com respeito

a derivada do parametro da rotacao mais o uso das equagoes de movimento)

05T (A x AvypAset =

o (2.12)

e

Finalmente, escrevemos a agao total usando as correntes j, e k,. Este método de Noether
para calcular iterativamente as correntes termina quando nao aparecem mais derivadas

dentro das correntes:
S =8+ / d'z A, k", (2.13)

1 1 1 - L
g — / B Fpua PP 5 AR Ay (A, AR x A} (214)
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E possivel também definir uma derivada covariante e escrever a agao S” como é escrita

uma teoria de Yang-Mills usual,
1
D,=0,— §Au X . (2.15)

Portanto a acao S” pode ser identificada como a acao de Yang-Mills com grupo de simetria,

interna SU(2), usada na descri¢ao das interagoes eletrofracas,

S" = Syr = / d'2(DyA, — Dy A,).(DFAY — DY AM), (2.16)
Sy = / d*zF}, FI", (2.17)
F., = D,A, — D,A,. (2.18)

Assim, considerando a acao do eletromagnetismo com grupo de simetria interna e
usando argumentos de auto-interacao, em vez de invariancia local de calibre no acopla-
mento com a matéria, chegamos a acao de Yang-Mills.

Todos os campos de spin 1 cuja propagacao seja transversal podem ser tratados pelo
método de Noether para a introducao da auto-interacao. Também podemos aplicar o
método para introduzir as equagoes de Einstein da gravitacao, pensando que temos um
campo de spin 2 com propagacao transversal cujo grupo de simetria interna seja o grupo
de Lorentz. Veremos, contudo, que teremos que usar alguns outros requerimentos fisicos,
como o principio de equivaléncia e a invariancia sob transformacoes gerais de coordenadas.

No proximo capitulo veremos a formulacao de Yang-Mills da gravitacao no formalismo

de primeira ordem (Teorias de Einstein-Cartan).
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Capitulo 3

Fundamentos da Teoria de

Einstein-Cartan e Aplicacoes

A caracteristica mais relevante da teoria de Einstein-Cartan em comparagao com a rela-
tividade geral é a presenca da torcao. Embora a tor¢ao careca de evidéncia experimental,
muitas discussoes sobre o surgimento e aplicabilidade desta tém aparecido, inclusive nos
ultimos anos. Por exemplo, no formalismo das teorias de calibre, a introducao de uma
derivada covariante nao pressupoe uma simetrizagao dos indices inferiores na conexao
afim e, portanto, a torcao nao é necessariamente nula. Por outro lado, o principio de
equivaléncia e a causalidade podem resultar no vinculo de conexao afim simétrica e, por-
tanto, de tor¢ao nula. Até hoje, o tnico vinculo derivado do principio de equivaléncia
sobre a torcao impoe que esta seja totalmente anti-simétrica. Outra importante carac-
teristica é que a inclusao da torcao permite ter um acoplamento spin-torcao além do ja
conhecido acoplamento energia-curvatura, para assim completar a prescricao de acopla-
mento matéria-geometria. Uma das maiores criticas a tor¢ao nas teorias gravitacionais
diz respeito a falta de potencial preditivo: a constante de acoplamento gravitacional esta
vinculada a constante de acoplamento da torcao, fazendo com que os efeitos da mesma
somente sejam relevantes na escala de Planck. Isto nos leva a pensar na possibilidade de

introduzir uma nova constante de acoplamento para a torcao, diferente da constante da
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gravitacao, ou na possibilidade de introduzir modelos que usem a torcao fora do contexto
gravitacional. No final deste capitulo apresentaremos alguns destes modelos.

O objetivo deste capitulo é introduzir os fundamentos da teoria geométrica de Einstein-
Cartan [1, 2, 26] e a notacao a ser usada no decorrer desta tese. Também discutiremos as

aplicagoes desta teoria em diferentes contextos fisicos [32, 33, 34].

3.1 Teoria de Einstein-Cartan como uma Teoria de

Calibre

Podemos estudar este formalismo comegando pela construcao de uma teoria de Yang-Mills

para o grupo de Lorentz, SO(1, 3), cujos geradores ¥, obedecem a seguinte algebra

[Eaba Ecd] = nadzbc + nbczad - nachd - ndeaca (31)
1 0 0 0
0 -1 0 0
77ab = 3 (32)
O 0 -1 0
0 O 0 -1

onde 7y ¢ a métrica plana do espago de Minkowski e a,b,c,...h = 0,1,2, 3. representam
os indices do espago plano de Minkowski.
Neste contexto definimos uma derivada covariante usando a conexao de spin wzb(x)

como campo de calibre do grupo de Lorentz:

1 1
DM = ;au - gé(,df; Zab' (33)
Esta conexao de spin é anti-simétrica nos indices do grupo interno w,‘jb = —wf;“. As
letras gregas u, v, ... = 0, 1,2, 3 representam os indices do espaco “curvo”. Eventualmente

restringiremos os valores destes indices para 1,2,3 (componentes espaciais), e para isto
usaremos as letras latinas 7, j,...2 = 1, 2,3 que nao devem ser confundidos com os indices

latinos a, b, ¢, ...h definidos anteriormente para a descricao do espaco de Lorentz local.
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Este campo de calibre w, se transforma, segundo as teorias de Yang-Mills nao Abeli-
anas, da seguinte forma
w, = RwR™ ' + gR(auRl), (3.4)
onde R é um elemento do grupo de Lorentz.
O comutador das derivadas covariantes nos da o tensor intensidade de campo que, por

defini¢ao, ¢ invariante de calibre e que definiremos por R?f
1 ab
[D,,D,] = _ERWE‘“" (3.5)

Segundo as teorias de Yang-Mills, sabemos que os campos de matéria veem as trans-
formagoes de calibre como uma transformacao de fase. Por exemplo, seja o campo ® que
pertence a uma representagao do grupo de Lorentz (¢ € SO(1,3)). A transformacao de

calibre sobre este campo vem dada por
O(z) = 2" 0 d(x), (3.6)

onde 0% sao os parametros da transformacao do grupo de Lorentz.

Para fechar esta secao sobre as teorias de Einstein-Cartan abordaremos a seguinte
pergunta: qual é a ligagao entre os indices do espago de Lorentz local (grupo interno) e
os indices do espago “curvo” (chamados também de indices-mundo)? Para responder esta
pergunta introduziremos a tetrada ef(z). Esta tetrada introduz uma transformagao de
coordenadas onde, para cada ponto do espago-tempo, introduzimos o espaco de Minkowski

como espaco interno.
_ Oz

Oz,

¢ (z) (3.7)

Se tomamos uma transformagao de coordenadas do elemento de linha do espaco de Min-
kowski (espago interno), entdo podemos obter uma relagdo entre a métrica plana e a

métrica do espacgo curvo da seguinte forma

(dS)? = napda’da®, (3.8)
(dS)* = nacidz'eldz’. (3.9)
(3.10)
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Entao identificamos a métrica do espaco curvo como sendo

g,u,u<x> = GZ(J;)T/abeg<x>' (311)

Neste sentido podemos dizer que a tetrada é mais fundamental que a métrica ja que,
se conhecemos o mapeamento de todos os pontos da variedade curva com o hiper-plano

tangente a esta (espaco M1?), entdo podemos construir a métrica do espaco curvo.

3.2 Equacoes de Maurer-Cartan e Algumas Relacoes
Importantes

Vamos fazer algumas consideragoes importantes antes de comecar a trabalhar com o
formalismo de Einstein-Cartan. A primeira tem a ver com os coeficientes de nao-holo-
nomicidade. Estes coeficientes relacionam a nao comutatividade das derivadas parciais,
definidas no espaco de Minkowski 0,0, # 3,0,. Isto é contra-intuitivo, devido a que
estamos acostumados com derivadas comutantes no espaco de Minkowski. Porém, com a

introducao das tetradas, isto nao é mais verdade

[aaa ab] = [658u7 €Zt9u], (3.12)
00, 0] = (0,600, — €l(Bue) (3.13)
[8a7 817] = ngaca (314)
onde
o = eh(Ouey) — ey (Ouer)ley, (3.15)

sao os coeficientes de nao holonomicidade, consequéncia da nao comutatividade das deri-
vadas parciais no espaco interno.
Outro ponto relevante é a definicao do tensor intensidade de campo no espaco interno.

Na se¢ao anterior vimos que (3.5) define um tensor covariante de calibre no espago curvo.
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Porém, no espago interno a situacao é diferente:

[Da, Dy] = eley[D,, D)) — (Dye;, — Dye,)eyel De, (3.16)
1 1
Das Di) = ebel(— - Retus) = (T3 e D (317)
1 cd 1 c
[D,, Dy) = _ERachd — ZTame (3.18)
onde
T, = Oue;, — ingdeg —dye, + igwﬁdei, (3.19)

esta é uma nova grandeza fisica que chamaremos de torcao, um elemento essencial da
teoria de Einstein-Cartan, pois sao os graus de liberdade que a torcao carrega que fazem
com que o formalismo de Einstein-Cartan seja mais completo que a relatividade geral
(onde usualmente se considera esta nula). Veja que ela aparece como tensor intensidade

de campo, cujo campo de calibre é a tetrada e,

1
Dye;, — Dye;, = =T, (3.20)

i

Agora, usando a equagao acima, introduzimos a primeira equagao de Maurer-Cartan

na sua linguagem de formas diferenciais
de® — wi Neb =T, (3.21)

que define o tensor intensidade de campo para o campo de calibre eZ(m). Analogamente,
introduzimos a segunda equacao de Maurer-Cartan na sua linguagem de formas e na sua

forma tensorial, decorrente da equagao (3.5)

dw™ — w* ANw® = R*, (3.22)
0wt — &,wzb - wzcwﬁb + w,‘jcwzb = Rz?j (3.23)

Posteriormente, usaremos a primeira e segunda equagao de Maurer-Cartan para obter as

identidades de Bianchi.
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Na primeira equagao de Maurer-Cartan, na sua linguagem de formas (3.21), usamos

o ditado sobre a derivada exterior d “be wise, apply them twice” (d?> = 0). Assim,
d(de®) — d(wy Ae?) = dT° (3.24)
—(dwf) N e’ +wi A (de?) = dT°. (3.25)

Usando recorrentemente a primeira equacao de Maurer-Cartan no segundo termo do lado

esquerdo da equacao acima, obtemos

—(dwf) Ne® + Wi AT + Wi Ne) = dT° (3.26)
—(dwf) NP+ W AW AN FWE AT = dT*, (3.27)
—[(dwf) Neb —wi Awb Nef] = dT" — wi ANTP. (3.28)

Agora, usaremos a segunda equagao de Maurer-Cartan,
—RiNe® = DT, (3.29)

D Tg,. + R epsy = 0. (3.30)

vp>

Com isto, chegamos a primeira identidade de Bianchi na sua notacgao de formas diferenciais
e em sua forma tensorial (os indices entre < ... > s@o totalmente antissimetrizados). Se,
ao aplicarmos a derivada exterior na primeira equacao de Maurer-Cartan, obtemos a
primeira identidade de Bianchi, aplicando a derivada exterior na segunda equacao de

Maurer-Cartan obtemos a segunda identidade de Bianchi

BPw® — d(weA?) = dR™, (3.31)
—d(W) ANw?® + Wi Adw® = dR™, (3.32)
dR™ — d(w?) Aw® + W Adw® = 0. (3.33)

Estes trés termos sao exatamente a derivada covariante D“Rl‘fl;,. Assim, finalmente es-

crevemos a segunda identidade de Bianchi na sua linguagem de formas e sua notacao

tensorial.
DR™ = 0, (3.34)
DR, = 0. (3.35)
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Novamente os indices entre < ... > sao totalmente antisimetrizados (uvp).
Para finalizar esta se¢ao analizaremos o limite de tor¢ao nula 77, = 0. Este limite ¢ de

suma importancia, pois coloca os graus de liberdade da conexao de spin wzb totalmente

a

em funcao dos graus de liberdade da tetrada e},

e suas derivadas 0,e}. Para ver isto,

partimos do vinculo

Ty, = Ouey, — gwp.ey, — Oy€;, + gwy.ef, = 0. (3.36)

pne-v veopu T

Agora, usando a notacao para os coeficientes de nao-holonomicidade, escrevemos o vinculo
acima trés vezes somente com indices do espaco interno e trocamos ciclicamente os indices

da torcao

Qa<cd> + We<ad> — Wd<ae> = T<cd>a7 (337)
Qc<da> + Wd<ca> — Wa<ed> = T<da>ca (338)
Qa<cd> + Wa<de> — We<da> = T<ac>d- (339)

Somando (3.37) + (3.38) — (3.39), obtemos

1 1
Wyea = _EGZ(Qacd + cha - Qdac) + §€Z(Tcda + Tdac - Tacd)a (340)
Wyea = _562(911011 + cha - Qdac) + Kuca’ (341)

onde K., ¢ a contor¢ao, definida como
Ly
K,uca = §€M<T6da + Tac — Tacd)- (342)

Entao, o vinculo de tor¢ao nula permite reduzir e expressar todos os graus de liberdade

da conexao de spin inteiramente em funcao da tetrada
L 4
Wyca = _éeﬂ(Qacd + cha - Qdac)~ (343)

Antes de terminar esta secdo e comecar a discutir as aplicabilidades da teoria de
Einstein-Cartan, lembremos um pouco sobre o que acabamos de ver. A Teoria de Einstein-

Cartan aborda a gravitacao desde uma perspectiva das simetrias de calibre, onde tanto as
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transformacoes de Lorentz locais e as transformacoes gerais de coordenadas sao introduzi-
das como requerimentos fisicos para uma formulacao consistente com a relatividade geral.
Por outro lado, se usamos o formalismo geométrico de Einstein-Cartan num contexto fisico
além do gravitacional talvez nao sejam necessarias todas as simetrias ou caracteristicas
que foram trazidas para a descricao desta interacao. Por exemplo, aplicacoes deste for-
malismo na matéria condensada podem dispensar a simetria de Lorentz por tratar com
sistemas essencialmente nao-relativisticos e, portanto, o grupo de simetria interna ter que
ser modificado de SO(1,3) para SO(3). Em outras palavras, o nimero de graus de li-
berdade da conexao de spin é restrito, ela nao vai carregar os 24 graus de liberdade da
conexao de spin que descreve o campo gravitacional, mas somente 9 devido a que aban-
donamos os “boosts” (empurroes) de Lorentz e somente consideramos a invariancia sob
rotacoes locais. Agora, que tipo de restricoes podem ser aplicadas na tetrada? Esta é

uma das perguntas a serem discutidas no decorrer desta tese.

3.3 Aplicacoes da Teoria de Einstein-Cartan

Agora vamos discutir alguns dos contextos fisicos onde o ferramental do formalismo de

Einstein-Cartan pode ser aplicado.

3.3.1 Extensao da Relatividade Geral

Esta talvez seja a aplicagao mais direta do formalismo de Einstein-Cartan onde a extensao
da teoria de Einstein-Hilbert acontece por considerarmos a torcao nao nula. E importante
notar que, quando E. Cartan introduziu o conceito de tor¢ao em 1923, ele estava pen-
sando em relacionar esta grandeza fisica com um momento angular intrinseco da matéria.
Obviamente, ele nao podia relacionar a torcao com as densidades de spin, pois o conceito
de spin introduzido por Uhlenbeck e Goudsmith sé foi introduzido dois anos depois, em
1925 [26].

A construcao da agao que vai descrever o campo de radiagao gravitacional difere
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das teorias de Yang-Mills usuais, onde a acao é construida como o quadrado do tensor
intensidade de campo, obtendo-se, desta forma, uma lagrangeana invariante de calibre.
No caso de Einstein-Cartan, existe uma forma mais simples de formar um invariante de
calibre sem tomar o quadrado do tensor intensidade de campo. Isto é possivel devido a

contracao da curvatura com tetradas

R®etel = R, (3.44)

ur-a

que identificaremos como o escalar de curvatura. A acdo que vai descrever o campo

gravitacional, em analogia com o termo de Einstein-Hilbert, é escrita da seguinte forma
S = /d%eR, (3.45)

onde e = \/—g é o determinante da tetrada, resultado da equagao (3.11). Temos dois cam-
. ~ . b . . .
pos independentes, tetrada ef.(z) e conexdo de spin w;’(x). Portanto, usando o principio

variacional, obtemos as seguintes equagoes de movimento

1
R/u/ - éguuR =0, (346)

s =0, (3.47)

onde R, ¢ o tensor de Ricci e R, o escalar de curvatura. Imediatamente reconhecemos a
equagao (3.46), como a equagao de Einstein. A outra equagao (3.47), nos d4 um vinculo
da relatividade geral (tor¢ao nula). Para nds, esta é uma consequéncia dinamica e nao
uma condicao arbitraria. Terminamos esta parte notando que a presenca de matéria
fermionica ou termos de gravitacao estendida possibilitam a presenca da torcao, inclusive

fazendo com que esta se propague.

3.3.2 Teoria de Defeitos na Fisica do Estado Solido

Conforme mencionado anteriormente, podemos usar o formalismo de Einstein-Cartan
além do estudo da interacao gravitacional como, por exemplo, no estudo da densidade de

dislocagoes e disclinagdes presentes num material (sélidos ou liquidos de spin).
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A ideia basica é aproveitar a estrutura geométrica que forma o arranjamento dos
atomos do material e fazer uma analogia com a nocao do tecido espaco-temporal, in-
troduzida por Einstein quando formulou a relatividade geral. Um espago com torgao
e curvatura pode ser obtido diretamente do espaco Euclideano, usando transformacoes
de coordenadas singulares, fazendo com que a estrutura cristalina do sélido seja com-
pletamente equivalente a um cristal com disclinagoes e dislocagoes, como é descrito por
H. Kleinert [32]. Recentemente, dislocagoes no grafeno foram tratadas como efeitos da
tor¢ao, usando este formalismo [27].

Por outro lado temos uma formulacao geométrica da teoria de defeitos onde a curvatura
é associada com a densidade de superficie do vetor de Frank e a torcao com a densidade

de superficie do vetor de Burgers [33, 34]:

b = / / dat A da¥'T5,, (3.48)
S
Qb — / / dat A dz” RSy (3.49)

onde b é o vetor de Burgers e Q% é o vetor de Frank. Veja as seguintes figuras:

Figura 3.2: Densidade de superficie do vetor de Frank ¢ a curvatura
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No limite em que nio temos dislocagdes (T, = 0) nem disclinagoes (R, = 0) a teoria

se reduz a teoria de deformacoes elasticas.

3.3.3 Geometrizagcao do Modelo Fenomenolégico de Ginzburg-

Landau

Até agora, as aplicagoes da geometria de Einstein-Cartan na matéria condensada tém sido
limitadas e formuladas para arranjos cristalograficos. Contudo (e é uma das contribuigoes
originais desta tese) é possivel propor um novo contexto fisico do uso do ferramental
geométrico de KEinstein-Cartan para descrever um fundo eletronico de spin carregado,
presente em muitos materiais supercondutores.

Trataremos de aplicar a geometria de Einstein-Cartan para modelar fenomenologi-
camente os novos supercondutores de alta temperatura, onde tém aparecido varias in-
dicacoes de que o formalismo de Einstein-Cartan é apropriado. Entre estas temos a pre-
senca de dois parametros de ordem, o tratamento de spin locais altamente correlacionados
e a coexisténcia entre o estado supercondutor e um novo estado de ordem (magnético por
exemplo).

As ideias basicas desta proposta sao: a introducao de um novo parametro de ordem
(PO) de carater espinorial W, (z) (duas componentes), a consideragdo de um spin lo-
cal 0;(x) e a definicdo de uma nova derivada covariante, que comute com o spin local.
Todos estes novos ingredientes podem facilmente ser implementados se consideramos o

ferramental de um espaco geométrico do tipo Einstein-Cartan.

V() = v , (3.50)
(C>

oi(x) = elog,, (3.51)

[Vi,05] =0, (3.52)

onde podemos notar que é a tetrada que nos permite introduzir a nocao de localidade

de spin. A introducao de um spin local é altamente nao trivial, pois nao mexe somente
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com o spin propriamente dito, mas também com a estrutura do espago. Lembremos que
o comutador dos operadores de spin formam a &lgebra do grupo das rotagoes no espaco
3-dimensional e o anti-comutador esta diretamente relacionado com a métrica do espaco:
{oi(z),0j(x)} = gij(x). A derivada covariante V; é aquela definida em (3.3) com a
adi¢ao do simbolo de Christoffel. Esta derivada covariante comutara efetivamente com as
matrizes de Pauli locais, devido aos espacos de Riemman-Cartan obedecerem a condicao
de metricidade.

Todos estes argumentos serao explorados com mais detalhe no capitulo 5 quando
estudaremos um modelo efetivo fenomenolégico analogo ao de Ginzburg-Landau, com

carateristicas geométricas do tipo Einstein-Cartan.
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Capitulo 4

Formalismo de Einstein-Cartan e
Estudo da Unitariedade em Modelos

de Gravitacao Estendida

O propdsito deste capitulo é mencionar alguns aspectos interessantes do formalismo de
Einstein-Cartan para testar a unitariedade no nivel de drvore dos modelos de gravitagao
estendida (classificar os modelos fisicamente admissiveis). Vamos, também, estudar a
viabilidade da obtenc¢ao de novos modos massivos propagantes no espectro de uma teoria

de gravitacao.

4.1 O Papel da Torcao na Obtencao de Gravitons
Massivos

Existem varias formas de propor acoes de gravitagao estendida. Uma delas é introduzir
termos quadraticos no tensor de Riemman, Ricci ou escalar de curvatura, além de suas
variantes na contracao dos indices (por exemplo R, R"*). Tudo com o objetivo de obter

termos que possam dar indicios do que poderia ser uma teoria gravitacional quantica.
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Sezgin e Nieuwenhuizen estudaram varios modelos de gravitacio estendida do tipo R?
com tor¢cao propagante e conseguiram classificar um conjunto de lagrangeanas livres de
fantasmas usando o formalismo de Einstein-Cartan [35, 36, 37]. A vantagem de usar a
tetrada e a conexao de spin para classificar os modelos livres de fantasmas com poténcias
quadraticas em R vem do fato de evitar que trabalhemos com derivadas superiores que
dificultariam a anélise das relagoes de dispersao. Contudo, hd um prego a pagar: trabalhar
com um numero maior de graus de liberdade.

Neste contexto, a gravitagao massiva tem despertado o interesse de muito fisicos,
especialmente aqueles que trabalham com temas relacionados a escala de TeV no LHC,
as dimensoes extras e aos cendrios de branas [38, 39, 40, 41]. Por outro lado Nakasone e

Oda [42] estudaram um modelo com termos do tipo R?, cuja lagrangeana é dada por
L=¢e(R+aR?+ BRR" + y(RuaR"™ — AR, R* + R?)). (4.1)

Nakasone e Oda, mostraram que essa lagrangeana descreve gravitons massivos, sendo
equivalente ao modelo de Pauli-Fierz no nivel linear. Também mostraram que somente
em trés dimensoes nao existe propagacao de fantasmas. Para dimensoes superiores a trés
(D = 3), a presenca de modos de spin-2 nao unitdrios é inevitavel. Tendo em vista
este ultimo modelo, nds investigamos se é possivel uma generalizacao dos resultados de
Nakasone e Oda com torcao propagante para uma dimensao arbitraria. O que achamos
foi bastante diferente: a introducao de novos graus de liberdade trazidos pelo formalismo
de Einstein-Cartan proibe a possibilidade de obter graviton massivos no modelo (4.1). Os
gravitons massivos reaparecem se consideramos termos explicitos de torgao [24] ou ainda
termos tipo Chern-Simons, que quebrem a paridade [29, 25]. Todos estes resultados foram

discutidos e apresentados na tese de doutorado de Carlos André Hernaski [43].
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4.2 Fechamento da Algebra dos Operadores Usando

Cadabra

Na construcao da algebra dos operadores é necessario testar o seu fechamento. Embora
o célculo seja trivial, é muito extenso e exaustivo, podendo ocorrer um erro de sinal que
seja vital para a classificagdo das teorias como unitédrias (livre de fantasmas) ou nao.
Para evitar isso, usamos um programa de algebra computacional para teoria de campos
chamado Cadabra [44, 45].

Uma das vantagens de usar Cadabra é que o programa permite trabalhar em um
ambiente com uma unica linguagem: a entrada, o algoritmo e a saida sao todas escritas
em formato Latex, de modo que os resultados podem ser exportados diretamente para
qualquer editor de Latex.

Voltando & questao de obter gravitons massivos no modelo (4.1), notamos que temos

que adicionar termos com torcao propagante. Os seguintes termos serao adicionados:
L/ — e((SRadeRCdab i KRabcdRacbd + )\TabcTabC 4 ,UTabchca + VT(beCaC), (42)

onde foram escritos todos os termos com tor¢ao propagante e sem derivadas superiores de
segunda ordem.

Agora, tanto a conexao de spin como a tetrada, no setor de spin-2, possuem termos
quadraticos. Estes termos formam uma matriz de massa para o graviton que envolve a
propagacao da tetrada. Anteriormente, tinhamos apenas termos lineares na derivada da
tetrada e nenhum do tipo e,;,0%“%e 4. Este problema agora foi resolvido.

O método para o calculo dos projetores e a construcao da sua algebra nos leva a

escrever a lagrangeana na forma campo-operador-campo:
L+ = Zaﬂxpa@aﬁ\pﬁ, (4.3)

onde o campo V¥, carrega as 40 componentes (24 da conexao de spin e 16 da tetrada).

O,p, sao os operadores que acoplam os campos respeitando a paridade. Assim como o
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spin, este termo contém também os mapeadores. Entao (4.3) pode ser escrita da seguinte

forma
L+ L= > 0aa (J")PENI )aphs, (4.4)
o,8,4,5,0,\,JF

onde os mapeadores e projetores obedecem as seguintes relagoes algébricas

S PUTIPE (95 = 0566 6TOPY (1) 0, (4.5)
B

> Pi(J")ap = bap. (4.6)

i,JP

Os operadores e mapeadores decorrentes de (4.3), s@o construidos heuristicamente usando

como blocos bésicos os operadores transversal e longitudinal para o spin transversal ¢;; e

wij
0;0;
w’L] = 82]7 (47)
0;0;
Qij = 5ij - 6_2]7 (48)

O fechamento da dlgebra obedece as relagoes (4.5) e (4.6) e é testado para cada produto
do projetor-mapeador-projetor até chegar as matrizes dos projetores-mapeadores, para
depois serem invertidas (antes de serem invertidas devem ser consideradas as degene-
rescéncias devido as simetrias do modelo) e depois, mediante o cédlculo do determinante,
as relagoes de dispersao sao obtidas.

Cada projetor e mapeador é construido heuristicamente baseado nos “tijolos base” (4.7)
e (4.8). Em seguida, apresentamos o algoritmo usado no Cadabra para a obtengao dos

projetores e mapeadores através de um pequeno exemplo:

Pﬁw(2+)ab;defplw2¢(2+)d6f;pq =7

a,b,c,d,e, f,q,h,1,7,p,q,r:Indices.

Wap::Symmetric.

Oup::Symmetric.
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00albeOf + Oaclpads — 30040405+

%
X

—0aab 0 — OasOade + 50a0arOe

OapleqOr + OagepOr — 504e0pq 05+

I

—0ap0740c — a0 1pOe + 20460pq0e
Qdistribute!(%);
@canonicalise!(%):
@substitute! (%) (0up * Ope— > Oacy Oac * Oag— > Oca, Oac * Ope— > O, Oupy * Oup— >
D—1,0,,—>D —1);
@substitute! (%) (Waep * Whe— > Waes Wae * Wad— > Wed, Wae * Whe— > Wab, Wap * Wap— >
Lwee— > 1);
@substitute! (%) (wap*Op— > Oay Wap*Fg— > Op, Oap %0y — > 0, 0% Fp— > 0,0, %0p— > wap) :
@substitute! (%) (wap * Ope— > 0, wWae * Ogg— > 0, wae * Ope— > 0, wap * Ogp— > 0) -
Qcollect_terms!(%);

%eapebq + %eaqebp - ﬁeabepq = P;§¢(2+)ab;pq

Este novo formalismo foi aplicado ao estudo do espectro de teorias de gravitacao
com torgao dinamica apresentado na tese de Carlos André Hernaski [43], realizada em
nosso grupo de pesquisa. Com o auxilio do método aqui apresentado, fomos capazes de
construir e discutir a consisténcia fisica de uma série de agoes gravitacionais caracterizadas
pela geracao de gravitons massivos com massas na escala de TeV. Estes gravitons podem
decair, segundo o que se espera ao acoplar a gravitacao com o Modelo Padrao, emitindo
jatos fermionicos que poderao vir a ser detectados na colaboracao ATLAS do LHC. Nao
reproduzimos estes resultados nesta tese, por ja terem sido apresentados no trabalho

acima citado.

31



Capitulo 5

Fundamentos da Teoria de
Ginzburg-Landau e sua Aplicacao a

Supercondutividade

Neste capitulo vamos estudar os aspectos mais relevantes da Teoria de Ginzburg-Landau
aplicada a supercondutividade, enfatizando a obtencao das equacoes do estado fundamen-
tal. Veremos como estas equacoes independem da forma do potencial, revelando-se mais

fundamentais do que a forma total da energia livre.

5.1 Transicoes de Fase de Segunda Ordem

O modelo de Ginzburg-Landau (GL)[4] nasceu em 1937, no estudo das transicoes de fase
de segunda ordem. Visava descrever a descontinuidade no calor especifico, observada no
estanho (Sn) por Keesom e Kok (1932), quando este alcanca a temperatura de transigao
(T.). Para isto, Landau introduziu o conceito de parametro de ordem (¥) e propos uma
funcao F para descrever uma transicao de fase de segunda ordem perto de T.. Este

parametro de ordem mais tarde foi interpretado como uma funcao de onda macroscépica.
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As caracteristicas desta funcao F' para que ela descreva transi¢oes de segunda ordem

devem ser
F
% continua, (5.1)
O*F
57 descontinua. (5.2)

Esta descontinuidade na segunda derivada esta associada com a descricao termodinamica
da funcao F', pois esta serd identificada como a energia livre do sistema e, como veremos
mais a frente, é justamente a segunda derivada da energia livre que nos da o valor do
calor especifico. Para ver isto com maior clareza, considere a energia livre de Helmholtz

em sua relagao com a segunda lei da termodinamica

dF = —sdT — pdv, (5.3)

OF OF
_ Lo 9 4
S aT U? p av T7 (5 )

onde o calor especifico é dado por

a8
Ce = Ta_T . . (55)

Uma forma simples de descrever a energia livre, que satisfaz estes requerimentos perto da

transicao, € escrevé-la como uma série em fungao do parametro de ordem
F = Fy+a(T) |V + 5(T) ||, (5.6)

onde T é a temperatura. A expansao acima é uma fungao par, pois nao inclui o termo
cubico ou linear em W. Posteriormente veremos que este ¢ um requerimento fisico, pois a
simetria de calibre proibe termos impares em W.

Por outro lado, queremos que a energia livre descreva um minimo nao trivial com
respeito ao parametro de ordem V¥ e apresente uma mudanca para valores acima e abaixo

de T,.. A proposta mais simples para isto é dada por
a(T) — ao(T —Tp), (5.7)
s
B(T) — 5 > 0. (5.8)
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A restrigao de 3 para valores positivos garante a obtengao de um minimo e, assim, a esta-
bilidade do sistema. A forma linear de «(7") = ao(T —T,) em fungao da temperatura poé
em evidéncia dois minimos, um para a regiao normal e outro para a fase supercondutora

como se mostra na figura 5.1:

S

N/ -

= Pata T4T e Para T>T
| : ‘|

Figura 5.1: Energia livre em funcao do parametro de ordem (5.6). A linha azul corres-

ponde a fase supercondutora e a linha vermelha a fase normal.

Como podemos ver, a fase normal apresenta um minimo para Wy = 0. Por outro lado,

apos ter alcangado a temperatura critica, temos dois minimos

—ao(T =T,
¥y = 4| 22T = Te) (5.9)
s
Substituindo o valor acima na equagao (5.6), obtemos
(oo(T — T2))?
Foin = ———F——. 5.10
- (5.10)
Entao, a entropia e o calor especifico sao
OFin o}
=— = 01 —1), 5.11
o= - T = ST - (5.11)
S ol
e =T— |,=T-2. 5.12
=T |~ 1 (5.12)

Veja que a derivada da entropia é descontinua pois, para T' > T., a energia livre F,,;, =

0—s=0.
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Com tudo isto, conseguiu-se explicar a descontinuidade no calor especifico do estanho,

conforme verificado experimentalmente por Keesom e Kok em 1932.

5.2 Modelo de Ginzburg-Landau e as Equacoes do

Estado Fundamental

Na secao anterior, trabalhamos com um parametro de ordem (PO) real. Porém, quando
acoplamos este com o campo eletromagnético, a prescricao de acoplamento minimo nos
pede que este PO seja complexo. Gracas a isso, Landau conseguiu, em 1950, explicar
as transigoes de fase de segunda ordem e também o efeito Meissner, dentro da teoria de
London (no préximo capitulo veremos como o acoplamento com um fundo de spin-carga
via conexao de spin e campo eletromagnético pede que o PO nao sé seja complexo, mas
também um espinor).

Neste sentido, considerando a teoria das transicoes de fase de segunda ordem estudada
na secao anterior, acoplamos o parametro de ordem minimamente com o eletromagne-

tismo. Chegamos, entao, a seguinte energia livre:
dBx 1 h= q-= B h?
For= | —{—|(=0—=A)¥| T—T)9)P+ 0"+ — 5.13
o= [ GG~ LOUP oo - TP+ S0l - ), (513)

onde h=9 x Aéo campo magnético local.

As equagoes de Ginzburg-Landau e a lei de Ampere sao
(D§+a0(T—TC)+§|\If|2)\If =0, (5.14)
dxh=1J, (5.15)
onde a corrente J ¢ dada por
J= %[\IﬂDi\If +ed. (5.16)

Observe que a equacao (5.16), é anédloga a equagao de London quando ¥ é constante

2

J = —— |0, PA. (5.17)

mc
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Esta equacao nos da um indicio de que o parametro de ordem V.. pode ser tratado como
uma funcao de onda macroscépica.

Vamos agora procurar as equacoes do estado fundamental usando o método de Abri-
kosov [14]. Este método consiste em postular uma equacao para o parametro de ordem
U da seguinte forma

(Dy +iDy)¥ = 0. (5.18)

Em principio isto poderia ser considerado muito arbitrario. Porém, existe uma outra
forma de chegar na equagao (5.18). Esta forma consiste em aproximar linearmente o
parametro de ordem V¥ na equagao de Ginzburg-Landau (5.14), desprezando assim os

termos com poténcias maiores ou iguais a dois como |¥|?. Com isto, chegamos a
(D3 + D3V = —ap(T — T.)V. (5.19)

A equagao acima pode ser vista como se fosse a equagao de Schrodinger para o oscila-
dor harmoénico, onde ao(T — T.) representa os autovalores da energia. Além disso, os
operadores D e Dy podem ser identificados como os operadores de posi¢ao e momento.
Isso é possivel quando o campo magnético é constante. Para entender isto, considere o

comutador das derivadas covariantes

h
(D1, Do) = —Z—Chg. (5.20)

Se o campo magnético hz for constante, temos uma nova “constante de Planck”dada
por 2h3h — h. Desta forma, conseguimos mapear a equagao de Ginzburg-Landau na sua
aproximacao linear e com campo magnético constante no problema do oscilador harmonico
quantico, cujo estado fundamental é justamente dado pela equagao (5.18) postulada por
Abrikosov.

E possivel exibir um gréfico da solu¢do da equagao (5.18) para ¥y quando o campo

magnético é constante e dado por

Al = —HQZQ, A2 = 0, (521)
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Solugao analitica para £=3.7126, N= 31, L2/L1=1e o = 1.0472
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0s

407

406

105

104

03

0z
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Figura 5.2: Densidade |¥|%2. A cor azul indica onde esta se anula em oposicio a cor

vermelha.

Esta figura (5.2) ja nos indica o aparecimento de configuragoes topolégicas de tipo
voértice e foi uma das maiores contribuicoes de Abrikosov no estudo da supercondutividade

14].

5.3 As Equacoes do Estado Fundamental e o Método
de Bogomol’nyi

Vamos obter novamente as equagoes do estado fundamental da se¢ao anterior usando um
método diferente daquele de Abrikosov. Para comecar, apresentamos uma féormula muito
util para modificar a parte cinética de nossa energia livre. Esta férmula é chamada de

Lichnerowicz-Weitzenbock e é dada por

d*x |D,U|? Dy |? d*x h
[ B - [ ep s Jgery. G2

Esta formula despreza os termos de superficie e, embora seja simples, sua generalizacao

para um fundo de spin-carga muda consideravelmente, como veremos no préximo capitulo.
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Usando a férmula (5.22) na energia livre (5.13), obtemos

dx 2, Ng 2 2, By 0
FGL—/7{’D+‘I’| +%h3|‘1” + ao(T = To) | Y| +§|‘1” +8_7r} (5.23)

Agora, escrevemos a expressao acima usando a transformacao de escala do Apéndice B.

Isto vai permitir reduzir o nimero de parametros da teoria de Ginzburg-Landau a um (k)

P 1 1 1 -
FGL:/7{|D+\If|2+§h3|@|2+ao(T—Tc)|\If|2+§|\If|4+(/f2—5)h2}- (5.24)

A equagdo (5.24) pode ser escrita como a soma de dois quadrados perfeitos (se kK = %)

>z 1 1.-, 1
Fow = [ SE0D U+ L baolT =T+ [0 4 (62~ D)~ Sao(T~Ths}. (525

Veja que o ultimo termo é uma derivada total e corresponde a quantizacao do fluxo
dos vortices (ndo interagentes). Entdo, para kK = \% temos exatamente dois quadrados

perfeitos. Isto quer dizer que o minimo da energia ¢é alcancado quando
D,V =0, (5.26)

hy = ao(T. —T) — |9 (5.27)

Aparentemente, as equagoes (5.26) e (5.27) s@o validas somente para x = \/LE Vamos ver
que isso nao ¢ totalmente verdade. Tirando as equacoes de movimento da energia livre

na sua forma (5.23) (veja que k nao aparece), obtemos

hq B o
(D-Dy + o-Uhy + ao(T = T.) + S U = 0, (5.28)
Ixh=7j, (5.29)

onde

ji= L WD+ (D)) — L, g (5.30)

2m 2m ’
j» = LD, 0+ (D, w) 0] — 2o wp (5.31)

2m * * 2m

Se usamos a condigdo de Abrikosov (5.18) no parametro de ordem ¥ podemos reduzir as
equacoes de movimento (5.28) e (5.29) a sua forma (5.26) e (5.27) (veja que em momento

nenhum introduzimos o parametro x).
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As equacoes do estado fundamental, estudadas como resultado do método de Bogo-
mol’nyi, sao restritas pelo valor de k. Contudo, se usamos a condi¢ao de Abrikosov, esta
é suficiente para determinar a segunda equacao do estado fundamental (5.27). Isto é
possivel devido a que a equagao (5.27) é exatamente a lei de Ampere (5.29) (nenhuma

aproximagao foi usada, somente o vinculo de Abrikosov).
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Capitulo 6

Teoria de Einstein-Cartan Aplicada
a Fenomenologia da

Supercondutividade

O entendimento da supercondutividade traz consigo muito fendmenos interessantes: a es-
trutura planar dos cupratos a alta temperatura (high T.), a coexisténcia entre dois estados
de ordem (por exemplo a fase supercondutora e uma ordem magnética), a presenca de dois
gaps (brechas) e a formagao de configuragoes do tipo stripes (listras) numa interrelagao
entre spin e carga. Neste capitulo, propomos um modelo geométrico-fenomenolégico
para discutir alguns dos fenomenos mencionados anteriormente usando o formalismo de
Einstein-Cartan e obtendo as equacgoes do estado fundamental. Mostraremos que as duas
equagoes do estado fundamental sao condigao suficiente para resolver as quatro equagoes
de movimento do modelo a ser proposto, no limite de Bogomol'nyi x = \/Li ou até além

deste valor (veja a discussao do capitulo anterior). Também vamos discutir os diferentes

limites das equagoes do estado fundamental.

40



6.1 Localidade e Correlacoes de Spin Através da Te-
trada e Conexao de Spin

O modelo de GL [4] explicou satisfatoriamente muitas caracteristicas fenomenoldgicas da
supercondutividade. Sua forma esta baseada nas teorias de transi¢ao de fases de segunda
ordem, no principio de acoplamento minimo com o eletromagnetismo e na presenca de
uma funcao de onda macroscépica que atua como parametro de ordem. Além disso, este
modelo também descreve um mecanismo para a quebra espontanea de simetria das teorias
de calibre e, com isso, consegue explicar o efeito Meissner.

A quebra espontanea da simetria tem inspirado fisicos que a usaram para descrever
um mecanismo de geracao de massa na fisica de altas energias. A mesma ideia também
é aplicada a teorias de Grande Unificagdo (GUTs - Grand Unified Theories) que tentam
descrever uma fisica além do Modelo Padrao. Dentro destas teorias, ha um modelo su-
persimétrico de Yang Mills com N = 2 que é equivalente a teoria de Donaldson [23].
Neste contexto, E. Witten propoe uma nova forma de calcular muitos resultados da teoria
de Donaldson, usando o funcional de Seiberg-Witten, cujas equacoes duais resultaram
ser as equagcoes do estado fundamental usado em muitas teorias de calibre com quebra
espontanea da simetria, incluindo o modelo de GL.

A explicacao do efeito Meissner na fisica da matéria condensada nos levou a propor um
mecanismo de quebra espontanea da simetria cuja aplicabilidade chegou a fisica de altas
energias. Acreditamos, de forma inversa, que existe uma retribuicao vinda das equagoes
de Seiberg-Witten dentro da fisica de altas energias, que pode nos ajudar a entender os
novos supercondutores na matéria condensada.

Cem anos se passaram desde o descobrimento da supercondutividade e ainda conti-
nuamos encontrando novo tipos de supercondutores, cujas propriedades nao podem ser
explicadas pela teoria microscopica BCS (Bardeen, Cooper e Schrieffer [3]) nem pela
formulacao fenomenolégica do modelo de GL [4]. Por exemplo, a estrutura planar nos

cupratos a alta temperatura, a presenca de supercondutividade e coexisténcia com outro
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estado de ordem, o surgimento de dois gaps e suas inomogeneidades, a formacao de novas
estruturas eletronico-geométricas, como as densidades de onda de carga e spin, CDW e
SDW (charge density wave, spin density wave), sdo temas interessantes que vao além das
teorias convencionais (BCS e GL). De fato, a interrelagao entre carga e spin junto com a
fase supercondutora nao somente coexistem mas parece que se estabilizam mutuamente
[5, 6, 12, 46]. Abordaremos esta coexisténcia introduzindo um acoplamento minimo com

os graus de liberdade de spin e carga (potencial eletromagnético A;(x) e conexao de spin

ab

w®) com um parametro de ordem espinorial de duas componentes. A conexao de spin vai
permitir acoplar o parametro de ordem aos graus de liberdade de spin e também promover
uma simetria de rotacoes locais. Esta simetria rotacional parece ser importante para o
entendimento da fase do pseudogap para os supercondutores de alta T, [8]. A presengca da
conexao de spin serd um dos ingredientes chave para a introducao de um fundo geométrico
do tipo Einstein-Cartan.

Além do parametro de ordem espinorial de duas componentes ¥, e da conexao de
spin wi, também introduziremos um outro conjunto de campos, que chamaremos de

correlagoes de spin e(z) (tetradas). Este nome é devido a uma dependéncia na posigao,

introduzida nas matrizes de Pauli (operadores de spin) através da seguinte relagao:
el(x)o, = oi(x). (6.1)

A introducao de todos estes novos ingredientes tem motivacao fisica desde a perspectiva
da matéria condensada e da supercondutividade. Porém, neste ponto, também podemos
analisar estes novos campos como se tivessem vindo de uma teoria gravitacional (lembre

que estamos fortemente inspirados pelo funcional de Seiberg-Witten). Entao, se supo-

ab

mos que a conexao de spin w{’ é o campo de calibre das rotacoes de Lorentz e que as
correlagoes de spin e?(x) sdo as tetradas responsdveis pela simetria sob transformagoes
gerais de coordenadas, naturalmente chegamos a um cendario no qual a superconduti-
vidade é estudada geometricamente. Este cendrio é aquele descrito pela geometria de

Einstein-Cartan [1, 2, 26].
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Quando usamos a teoria de Einstein-Cartan para o estudo da supercondutividade,
precisamos dar uma interpretagao fisica para as novas grandezas (tor¢ao e curvatura)
desde uma perspectiva da matéria condensada. Uma das interpretagoes mais comuns
¢ relacionada com a teoria de calibre de defeitos na fisica do estado sélido [32, 33, 34]
onde os efeitos de torcao e curvatura podem ser vistos como inser¢oes de densidades de
dislocacoes e disclinagoes no arranjo dos atomos dentro do material.

No que se segue, vamos propor uma energia livre para estudar a supercondutividade
desde uma perspectiva geométrica, considerando um parametro de ordem espinorial mi-
nimamente acoplado com um fundo de spin-carga e usando o formalismo de primeira
ordem para introduzir um fundo geométrico do tipo Einstein-Cartan. Este mecanismo é
conveniente porque ¢ relacionado com a teoria de defeitos em sélidos. Todas as grandezas
geométricas serao motivadas a partir de idéias requeridas no entendimento de supercon-

dutores de alta T..

6.2 Energia Livre para Dois Parametros de Ordem
Espinoriais e as Equacoes de Movimento

Nesta secao, propomos um modelo fenomenoldgico que considera as interacoes de spin e
carga minimamente acopladas com um parametro espinorial de duas componentes ¥,,,
cujo estado fundamental contém vértices de spin e vértices magnéticos.

Considerando a teoria de transigdes de fase de segunda ordem [4], o fundo de spin-
carga [5] e o principio de acoplamento minimo das teorias de calibre [31], propomos uma

energia livre analoga a do modelo de GL:
3 1 Ay |2 2 ijl TZI; T t
F = d’xe %(]D\IH — gR|V|* — €Y 7[@ ok (DY) + (D)o V])  (6.2)

N B h? o lap?
—a.(Uigw ot e e L )
GWIGW) + o O (6.3)
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onde, @ é um vetor constante e a derivada covariante é dada por

h

?

hq

h,
030; — 2w ()’ o

Di\I}Oé:[ 9 i a

68 AW 5. (6.4)

Na equacao acima, A; e wi®

sao o campo eletromagnético e a conexao de spin respecti-
vamente, responsaveis pelas simetrias locais U(1) e SU(2). O simbolo e indica o deter-

minante do campo local e, que nos permite introduzir a nogao de correlacoes de spin

através da seguinte equacao:

eta) = {03 (oo )

0>, (6.5)

onde o, sao as matrizes de Pauli constantes.

As grandezas fisicas R and T} estdo relacionadas com os tensores intensidade de
campo da simetria SU(2) e com o campo de calibre das correlagoes de spin; héo campo
magnético local, vindo da simetria U(1) (veja o apéndice A).

O modelo (6.3) tem muitos parametros (h, q, ¢, m, 3, g). Vamos aplicar uma trans-

formacao de escala (unidades reduzidas) para reduzir o nimero deles (veja o apéndice B).

Depois de aplicar a transformagao, obtemos a seguinte energia livre

, 1 ..
F = /d%e {|D\IJ\2 — gR|V|? — §e”’Ti’;[\Iﬁak(Dl\D) + (D) 0, U] (6.6)
L o 272 _ A T2 1
31U+ PR — G (U1 4 o (6.7)

Esta energia livre tem quatro conjuntos de campos independentes: o parametro de ordem

U, (z), que obedece uma equagao do tipo Ginzburg-Landau, o campo eletromagnético

ab

A;(x), a conexao de spin w(x), que descreve a interacao entre o magnetismo e o spin
minimamente acoplado com os outros parametros e a tetrada ef(z), que nos permite
introduzir um fundo geométrico para estudar a energia livre [1, 2, 26]. A abordagem aqui
usada é conhecida em teorias gravitacionais no formalismo de primeira ordem, para um
espago do tipo Einstein-Cartan. Além disso, tem sido usada também na teoria de defeitos

na fisica do estado sélido [32, 33, 34]. Esta ultima abordagem, relacionada com a matéria

condensada, é mais apropriada pelo fato de tratar com sistemas nao relativisticos.
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Agora, usando o principio variacional, obtemos

(6.5 —gR— Q.G —T'D,— VT + |\11|2> v =0, (6.8)

.. e . .
Oi(eF7) = — (UITIQ — jJ 6.9
(eF9) = 5 ( 7). (6.9)

1 1 .
(T, — €p0a) 19| + TS, + OIS, T = K| (6.11)
onde
1,
T = Ukéejlﬂl;, (6.12)
G _ L rgtini it

i=5 [(UH(D7W) + (D' 0)'] (6.13)
J = [Woy (D) + (D) oy U] (6.14)

i 1 + i i\t 1 i
K, = 3 (VTS (D) + (D'W)'E,, 0] + 7 (6.15)

O tensor energia-momento associado a nossa energia livre (6.7) é dado por

0, = (D:)(D;V) — a;(Vio,U) + k*h;h; + (6.16)
1 - - 1 ., 1
— 59 (DU)' (DY) — 4.(TT60) + 5|\If|4 + k2% + 3| (6.17)

Apesar da complexidade das equagoes de movimento e do acoplamento entre elas, mostra-
remos na secao seguinte que, devido a férmula de Lichnerowicz-Weitzenbock, estas quatro
equacoes de movimento nao sao tao complicadas como aparentam. De fato, escolhendo
apropriadamente o valor de x, podemos reduzir estas quatro equacoes de movimento a

somente duas equagoes diferencias de primeira ordem.

6.3 A Formula de Lichnerowicz-Weitezenbock com
Torcao e as Novas Equacoes de Movimento

A férmula de Lichnerowicz-Weitezenbock [47] ¢ comumente usada quando desejamos ob-

ter as equacoes do estado fundamental que minimizam a energia de nosso sistema. Esta
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formula é principalmente associada a espinores definidos numa variedade Riemanniana.
Contudo, sua forma e idéia sempre sao utilizadas quando estudamos configuragoes to-
poldgicas em teorias de calibre, como sélitons, vortices ou monopdélos. Usualmente, esta
férmula é aplicada a espagos com conexao afim simétrica (torgao nula). Porém, nesta
secao, faremos uma generalizagao para espacos com torcao. Nesta situacgao, a formula se

torna
/ﬁ%@Q&ﬁwF+mW@ﬁ):/ﬁ%@Dﬁwﬁ—gme—WWWDﬂn—(mmﬁﬁmbi&

A férmula acima (6.18) é obtida desprezando os termos de superficie e usando a condi¢ao

de metricidade

Esta condicao é naturalmente definida em espacos pseudo-Riemannianos e significa que
preservamos as distancias (produto escalar) e angulos. Sua defini¢ao na linguagem do

formalismo de primeira ordem é dada por uma condicao na tetrada:

Vel (x) =0, (6.20)

J

a qual nos permite obter a condicao de Fock-Ivanenko
Vioj(x) = 0. (6.21)

Uma dedugao da condic¢ao de Fock-Ivanenko pode ser vista em [30]. Aplicando a férmula

(6.18) na energia livre (6.7) e completando alguns quadrados, temos que

F:/JM{WDWF+§@+WWW—d>+(ﬁ—§)ﬁ+h4. (6.22)

Este mecanismo de obter as equacoes do estado fundamental foi primeiramente desenvol-

vido por Bogomol'nyi [15] e, neste caso particular em que k = \%, estas sao
(¢.D)¥ =0, (6.23)
h=ad—Vgu (6.24)
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Nao ¢é imediato ver que estas duas equagoes de primeira ordem satisfazem as quatro

equagoes de movimento (2.1-2.4). Para poder ver isto com mais clareza, voltamos a obter
~ . _ 1 ~ . .

as equagoes de movimento para Kk = % © usando a expressao da energia livre dada por

2

(6.22) em lugar de (6.7),

N (3.D)V + (h— &).¢V + ¥|¥|> = 0, (6.25)
e(¢.DW) o™ + %aj [e¢® (h; + Vo U — &,;)] = 0, (6.26)
%GZGj + (DU (DFW) + (D) (D) = 65, (6.27)
UiS,0!(3.D0) + (6.D) 5,0 = 0, (6.28)
onde
D;; = 0:D;, (6.29)
Gi = h; — Vo, U — a, (6.30)
6, — % (|D’,§\11|2 + %é?) | (6.31)

Agora é mais evidente ver como estas duas equagoes diferenciais de primeira ordem (6.23,
6.24) sao verdadeiramente solugoes das quatro equagoes de movimento (6.8-6.11) e (6.25-
6.28). Este limite é obtido para o valor especifico de k = \/Li’ contudo a validade das

equagoes do estado fundamental pode ir além desse valor especifico de x [16].

6.4 Analise das Equacoes do Estado Fundamental

Nesta se¢ao estudaremos as equagoes de Seiberg-Witten [23] (estados fundamentais) usando
as ferramentas de uma geometria de Riemann-Cartan no formalismo de primeira ordem.
Estas equagoes (6.23, 6.24) tem a seguinte forma:
620“(5043%81» — %wfb(Eab)ag — Aidap)¥s = 0, (6.32)
&; — Ulelo, U = h,. (6.33)
A equagao (6.23) parece muito com uma equagao de Dirac sem massa minimamente aco-

plada com o campo eletromagnético e com a conexao de spin. Contudo, nosso referencial
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¢ nao relativistico, o que faz com que sejamos cuidadosos com as analogias. Na préxima

se¢ao, discutiremos os diferentes limites das equacoes do estado fundamental.

6.4.1 Nao—Interacao e Nao—Correlagoes de Spin

Este limite é obtido considerando

wi® =0, (6.34)
A = 0, (6.35)
el = of, (6.36)

e é caraterizado por um confinamento planar [22] perpendicular a uma coordenada que de-
cresce exponencialmente o valor do parametro de ordem V,. As solucoes para as equagoes

do estado fundamental, neste caso, tém a seguinte forma

U o e Bellhtham) (6.37)

& o e By (6.38)

Neste limite o vetor constante &; pode ser interpretado como o operador de spin restrito
ao plano perpendicular a coordenada g3, devido a ele ser proporcional as matrizes de Pauli
pelo fator e=2%.

E importante mencionar que alguns supercondutores em altas temperaturas, especi-
ficamente os cupratos, apresentam camadas de CuOy que estao fracamente acopladas.
Portanto, elas mostram uma estrutura planar [48]. A idéia é tentar simular este com-
portamento planar introduzindo um parametro de ordem de duas componentes ¥, [22],

governado por uma equagao do tipo Dirac em trés dimensoes.
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6.4.2 O Limite de Abrikosov

Este é o limite onde obtemos os vértices de Abrikosov [14]. Nao consideramos correlagoes

de spin, nem a conexao de spin:

A # 0, (6.39)
w® =0, (6.40)
ed = oo (6.41)

Considere um espinor de duas componentes como nosso parametro de ordem

U, = e (6.42)

(e

Entao, em notacao matricial, as equagoes do estado fundamental sao:

Dyipy + (D1 — iDs) 4o, (6.43)
(D1 +iD2)thy — D3ihy = 0, (6.44)

As equagobes acima estao fortemente acopladas uma a outra. Porém, se considerarmos uma
interacao eletromagnética fraca, podemos assumir um comportamento planar semelhante

ao caso sem interacao nenhuma. Agora as equacoes do estado fundamental sao:

(D1 —iD2) 9o, (6.46)
(D1 +1iDa)yy = 0, (6.47)
hs = az — UlogW. (6.48)

Estas sao as equacoes do estado fundamental de Abrikosov e contém solucoes de tipo
vértice. Solugoes tipo vortice sao construidas a partir do parametro vy e as tipo anti-
vortice, pelo parametro ¥5. Em outras palavras, as duas componentes de nosso parametro
de ordem espinorial ¥, carregam independentemente ambas as solugoes em uma tnica

representacao.

49



Se consideramos a interacio via conexao de spin (&%) e desligamos a eletromagnética,
esperamos obter outro tipo de defeito topoldgico. De fato, o grupo de homotopia relaci-
onado a uma simetria de calibre local cujo campo de calibre toma valores na algebra do
grupo SU(2), nos leva a trabalhar com monop6los em lugar de vortices. Isto é devido
a que o grupo das rotagdes é nao-Abeliano. Contudo, a condigdo de confinamento do
parametro de ordem restringe as equagoes do estado fundamental a um plano, fazendo
com que o grupo das rotacoes vire Abeliano e trazendo assim vértices de spin.

Propusemos um modelo fenomenolégico-geométrico para o estudo da supercondutivi-
dade, relacionando muitos dos novos elementos com problemas atualmente relevantes a
este fenomeno. Embora o modelo tenha ganho outros graus de liberdade nao convencio-
nais (curvatura e torgao), discutimos a viabilidade de interpretar estas novas grandezas
como densidades de defeitos na fisica do estado sélido (disclinacoes e dislocagoes). Além
disso, a energia livre de nosso modelo obedece a equagoes do estado fundamental do tipo
Abrikosov, que resultaram ser as equagoes de Seiberg-Witten. Demostramos que essas
duas equagbes sao suficientes para resolver, num limite em particular (k = \/ié), as qua-
tro equagoes de movimento vindas de uma energia livre que descreve defeitos topolégicos

como vértices magnéticos e vortices de spin.
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Capitulo 7

Conclusoes Gerais, Perspectivas e

Encaminhamentos

A coluna vertebral desta tese é a teoria de Einstein-Cartan no formalismo de primeira or-
dem. Vimos como podemos aplicar esta teoria em diversos contextos fisicos, sendo o mais
popular aquele relacionado com modelos de gravitagao estendida. Neles, o surgimento da
torcao pode ser crucial para o entendimento da interacao gravitacional, especialmente em
cenarios onde as densidades de spin sao tao significativas quanto a densidade de matéria.
Dentro dos modelos de gravitacao estendida, vimos a importancia da classificacao das
lagrangeanas do ponto de vista da unitariedade, especialmente quando procuramos um
modelo de gravitacdo quantica. Generalizamos os resultados da gravitacdo massiva [42]
para o caso de tor¢ao propagante e vimos a relevancia de manter termos onde a tor¢ao
se propague para obter gravitons massivos. Verificamos, também, como somente em trés
dimensoes o modelo € livre de fantasmas. Concluimos que existe uma vantagem ao usar
o formalismo de primeira ordem para o estudo da unitariedade, pois reduzimos o nimero
de derivadas superiores no modelo. O prego a pagar ¢ trabalhar com um nimero maior
de graus de liberdade e com sistemas acoplados.

Na aplicacao do formalismo de Einstein-Cartan a sistemas nao relativisticos, vimos

uma formulacao para a teoria de defeitos na fisica do estado sélido baseada nas teorias
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de calibre [32, 33, 34], onde o arranjo dos dtomos dentro de um material pode ser visto
em analogia com a relatividade geral e a nocao de tecido espago-temporal. As grandezas
geométricas, curvatura e torgao, sao identificadas como as densidades de disclinagoes e
dislocagoes dentro do material.

Inspirados pela aplicacao na teoria de defeitos e motivados pelo funcional de Seiberg-
Witten, analisamos também a possibilidade de descrever uma teoria fenomenoldgica do
tipo Ginzburg Landau para supercondutividade. Fazemos isso usando a formalismo de
Einstein-Cartan, identificando a tetrada como um campo que introduz a nocao de spin
local e as correlagoes de spin. A introducao do spin local quebra a comutatividade entre
o operador de momento e o operador de spin. Porém, a conexao de spin entra como
um campo de calibre e resolve o dilema, introduzindo simetria sob rotacoes locais e uma
derivada covariante que comuta com o operador de spin local. Para poder introduzir
esta conexao de spin nao pudemos usar um parametro de ordem escalar complexo, como
nas teorias de Ginzburg-Landau convencionais, mas sim um espinor. Esta abordagem nos
permitiu fundamentar e viabilizar o uso do formalismo geométrico de Einstein-Cartan, sem
mencionar nenhum aspecto fisico da interacao gravitacional (desprezivel na fenomenologia
dos supercondutores).

Também fizemos uma revisao dos fundamentos da teoria de Ginzburg-Landau, onde
resgatamos a abordagem que Abrikosov usou para estudar as equacgoes do estado funda-
mental. Tais equagoes foram obtidas por ele usando uma condi¢ao para o parametro de
ordem e aplicando a lei de Ampere-Maxwell [14]. Neste sentido, elas sdo independentes
da forma total da energia livre. Isso contrasta com o método de Bogomol'nyi, geralmente
usado nas teorias de calibre e no estudo de estados de energia minima, onde as equagoes
do estado fundamental somente sao validas para o valor especifico de kK = \/iﬁ

Estudando a forma da energia livre (6.3) vimos que, embora o sistema seja complexo
e carregue muito mais graus de liberdade que os modelos de Ginzburg-Landau usuais, as
equacoes de movimento tém como solugao duas equacoes de primeira ordem bem simples

((6.23) e (6.24)). Além disso, vimos como os vértices de Abrikosov também sao solugdes
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quando trabalhamos com um parametro de ordem espinorial. Dentro das caracteristicas
do modelo proposto (6.7) vimos que, devido & presenca do escalar de curvatura R na
energia livre, este pode ser interpretado como uma espécie de temperatura local, podendo
assim descrever as inomogeneidades do gap dos supercondutores a altas temperaturas. Por
outro lado, vimos que uma das solugoes das equacoes do estado fundamental apresenta
um comportamento planar para o parametro de ordem. Este resultado nos da indicios
de que este modelo pode descrever potencialmente a estrutura de camadas dos cupra-
tos. B justamente este comportamento planar o que restringe a classificacao de defeitos
topologicos dentro das equagoes do estado fundamental, permitindo que o grupo nao-
Abeliano das rotacoes adquira um comportamento Abeliano e descreva vortices de spin.
Acreditamos firmemente que todos estes novos ingredientes geométricos sao relevantes
para o entendimento dos novos supercondutores na sua descri¢ao fenomenologica.
Finalmente comentaremos um pouco sobre as perspectivas desta tese de doutorado.
Entre estas, temos o comportamento das tetradas dentro do modelo (6.3). As equagbes
de movimento apresentam uma dinamica para estes campos mas, na descricao do estado
fundamental, as tetradas aparecem como campos de fundo, deixando certa liberdade na
solucao. Além disso, devido a estarmos desprezando a interagao gravitacional e, com
esta, também relaxando algumas simetrias (por exemplo, a simetria de Lorentz é restrita
a simetria de rotagoes), procuramos entender que tipo de vinculos podem ser aplicados
na simetria de transformagoes gerais de coordenadas, o que objetivamente seria propor
um ansatz adequado para as tetradas. Visamos também obter solucoes com ambos os
campos de calibre ligados (eletromagnético e conexao de spin), para obter um maior en-
tendimento da coexisténcia entre spin-carga [12], presente em muitos supercondutores.
Esta questao pode também ser estendida a outros sistemas de baixas dimensionalidade
como, por exemplo, o caso do grafeno, onde as deformacoes da planaridade sao parame-
trizadas pelo campo escalar de Kekulé [49]. Com a formulacao de primeira ordem aqui
descrita, seria interessante emprendermos uma analise mais refinada das interacoes ele-

tromagnéticas no grafeno e, para isto, propomos o cendrio em que a geometria associada
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as deformacoes seja descrita na formulacao de Einstein-Cartan. Esta nao é apenas uma
questao de simplesmente se refazer o estudo pois a introducao da tetrada nesta descri¢cao
pode representar o aparecimento de novas excitacoes de spin 1 que se acoplem ao campo
do féton. Este é um problema em aberto, apontado na literatura, que a nossa metodologia

de trabalho pode vir a elucidar.
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Apeéendice A

Alguns Aspectos do Modelo de

Calibre SU(2)-U(1) com Correlagoes

de Spin

Este modelo esta baseado nas idéias geométricas de Einstein-Cartan, onde as correlacoes
de spin e?(x) sao identificadas com as tetradas, que introduzem a simetria sob trans-

formagoes gerais de coordenadas como segue:

el(z) = o

(A.1)

Em nosso modelo, apresentado em (6.3), a nocao de spins locais aparece através de
e?(x)o, = o;(x) e ndo necessariamente devem ser identificados com uma transformagao
geral de coordenadas qualquer. Neste sentido, diferimos um pouco da abordagem da geo-
metria de Einstein-Cartan. Esta geometria descreve um espaco pseudo-Riemanniano com
torgao [2, 1, 26], mas também pode ser interpretada como descrevendo o espago interno a
um material, onde a curvatura e a tor¢ao sao as densidades de disclinagoes e dislocagoes
respectivamente [32, 33, 34].

Os tensores intensidade de campo do modelo de calibre SU(2)-U(1) com correlagoes
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de spin sao dados por

R = 0w’ — 0w + glwiws’ — wiw), (A.2)
TG = i€l — Djel + glwies — wied), (A.3)

A equagao acima significa que o campo magnético local é dado por h; = 1/2¢;; F ik,

Usando as tetradas, construimos a métrica

gij(x) = nabe?(fv)eg(ﬂc% (A.5)
onde,
1 00
=101 0 |- (A.6)
0 01

Entao, podemos usar tanto a métrica quanto as tetradas para subir, descer ou contrair
indices. Os escalares de curvatura e tor¢ao na equagao (6.3) sao expressoes contraidas dos

tensores intensidades de campo (A.2) and (A.3)

R = ejelRY (A7)
k krpa
7—‘74 - 6(17—;']" (Ag)
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Apeéendice B

Transformacao de Escala da Energia

Livre

Para reduzir o nimero de parametros da energia livre (6.3), fazemos a seguinte trans-

_ el
U = 6\1/, (B.1)

formacao de escala

ot = ", (B.2)
h2
2
= B.
e (B3)
2mhe
¢0 - q ) (B4)
D = £D. (B.5)
A=A, (B.6)
ab 1 ab
wi = gwi , (B.7)

mec | [

As expressoes acima nos permitem reescrever a energia livre (6.3) na forma (6.7), onde

ela é normalizada pelo seguinte fator

B

—

F' =
|al?

F (B.9)
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Portanto, ao final, ficamos somente com dois parametros g e x. Este tipo de reescalona-

mento foi feito pela primeira vez por Abrikosov [14].
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