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Resumo

As antigas teorias gravitacionais que utilizam um campo escalar para representar
o campo gravitacional sofrem de uma série de problemas dentre os quais podemos
evidenciar dois principais: a fonte do campo gravitacional € o traco do tensor de energia
momento e a métrica gravitacional é conformalmente plana. Essas duas caracteristicas
ndo possibilita o acoplamento entre gravitacao e eletromagnetismo e preveé a existéncia

de sistemas de referéncias preferenciais.

Esta tese apresenta uma nova teoria escalar da gravitacdo baseada na hipdtese
Einsteniana de que a gravitacdo ¢ uma manifestacdo da estrutura geométrica do espaco-
tempo. Na teoria geométrica-escalar toda forma de matéria e energia interage com o
campo gravitacional somente através de uma estrutura métrica que surge naturalmente
na dindmica ndo linear de um campo escalar. Essa propriedade nos permite superar os
problemas das antigas teorias escalares e construir uma teoria da gravitacdo que esta

de acordo com os principais dados observacionais.

Investiga-se também um modelo cosmoldgico baseado na gravitacdo geométrica-
escalar. Veremos como as questdes sobre a singularidade inicial e expansdo acelerada
do universo podem ser respondidas de maneira simples, sem que seja necessario o uso
de fluidos estranhos como usualmente € feito no modelo cosmolégico de Friedmann na
relatividade geral.
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Abstract

One of the main problems of the ancient proposals for scalar gravity theories comes
from the fact that the source of the gravitational field is the trace of the energy-
momentum tensor and the metric is conformally flat. These two properties does not
allows a coupling between gravity and electromagnetic fields and predicts existence of

a preferred referential frame.

The present thesis introduces a new scalar theory of gravity based on the Einstein’s
assumption that gravitation is an expression of the geometrical estructure of the
spacetime. In the geometric scalar theory of gravity all kind of matter and energy
interacts with the gravitational field only through a metric structure that naturally
arises with the non linear dynamics of a scalar field. This allows us to overcome the
problems from the previous scalar theories and construct a gravitational theory which

is in accordance with the main observational data.

It is also investigated a cosmological model inside the geometric scalar gravity.
We will see how the issues about initial singularity and accelerated expansion of the
universe can be answered without make use of strange fluids, as usually is done in the

Friedmann cosmological model in general relativity.
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Capitulo 1

Introducao

A relatividade geral de Einstein é considerada atualmente a teoria fisica padrdo
que descreve os fenoOmenos gravitacionais. Essa posicdo privilegiada de hoje, quase
cem anos apds sua criacdo, estd respaldada no grande éxito que a teoria tem obtido
ao longo desses anos, ndo s6 no campo matematico como na confirmacao de muitas
de suas previsdes tedricas. J4 em 1919, quatro ano apds a publicacdo do trabalho
de Einstein, a teoria ja havia sido bem estabelecida com uma correta verificacdo do
avanco do periélio de Mercurio, além da confirmacao de sua previsdo para o desvio da
luz quando propagando-se sob influéncia do campo gravitacional solar.

Embora esse reconhecimento atual seja merecido, a relatividade geral, assim como
qualquer outra teoria fisica, possui limitaces que inviabiliza sua aplicacdo na descricéo
de certos sistemas fisicos, ou for¢a-nos a introduzir conceitos exéticos na tentativa de
contornar certas discrepancias entre teoria e observacdo. Um claro exemplo desse
ultimo caso estd representado no conceito de energia escura. As observacgdes de
supernovas distantes sugerem que o universo expande-se de uma forma acelerada e
os modelos cosmoldgicos elaborados a partir da teoria de Einstein s6 conseguem gerar
um cendrio evolutivo desse tipo se adicionarmos ao contetudo material que compde
o universo uma forma esdrixula de fluido, totalmente desconhecido e que teria a

estranha propriedade de se repelir gravitacionalmente.

A busca por respostas mais convencionais a problemas como o citado acima tem
levado os cientistas a desenvolverem teorias gravitacionais alternativas a relatividade
geral. As opg¢Oes sdo variadas, acoplamento ndo minimo, torcdo, teorias tensoriais-

escalares, entre outras. Muitas delas se baseiam em variacbes dentro da prépria
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formulacdo da teoria de Einstein. As teorias f(R) por exemplo, que acrescentam
a lagrangiana de Einstein-Hilbert novas poténcias do escalar de curvatura R,
proporcionam uma modificagdo efetiva da teoria somente em regimes onde os efeitos
gravitacionais sdo intensos o suficiente que escapariam do dominio da relatividade
geral, tal como a cosmologia. Em uma situacdo limite adequada, a teoria de Einstein
seria devidamente recuperada, englobando os seus sucessos a essa nova formulacio

tedrica.

Uma modificagdo dessa maneira nao abrange totalmente a ideia de que se elabora
uma teoria nova, ao menos no sentindo em que Ernst Mach considera em sua critica
epistemoldgica [1]. Seguindo seu raciocinio, a maneira natural a que devemos nos
ater quando se realiza uma modificagdo em uma teoria paradigmatica é retornar a
suas origens e reexaminar, dentro de um contexto histdrico, o caminho percorrido
até sua consolidacdo atual. Embora isso ndo garanta sucesso a nova proposta, esse
pensamento pode nos levar a encontrar uma descri¢éo fisica realmente alternativa ao
modelo anterior. A prépria relatividade geral de Einstein surgiu a partir de profundas
modificacOes conceituais existentes na gravitacdo universal de Newton e representou

uma revolucdo na fisica tedrica.

A passagem da teoria de Newton para a de Einstein ndo se deu de forma imediata,
nem sequer de modo simples. Com o surgimento da relatividade especial em 1905,
pensava-se que a incorporacdo da gravitacdo ao conceito relativista naturalmente
ocorreria através da substituicio do potencial tridimensional Newtoniano por uma
funcdo escalar definida no espaco-tempo de Minkowski. Apresentando dificuldades
inesperadas, tanto do ponto de vista tedrico quanto observacional, este processo
culminou em uma longa discusséao cientifica que acabou levando Einstein a desisténcia
de uma formulac@o escalar da gravitacdo para dar lugar a conhecida interpretacdo

geométrica dos fendmenos gravitacionais estabelecido com a relatividade geral.

As chamadas teorias escalares da gravitacdo, mesmo com O crescente sucesso
da relatividade geral, se mantiveram ainda frequentes nas pautas de estudos da
comunidade cientifica até meados dos anos de 1970. Embora fosse incapaz de se
elaborar um teoria escalar realista, que pudesse descrever fendmenos considerados
basicos, como o desvio gravitacional da luz ou o avanco do periélio de Mercurio, essas
formulacdes muito servem como laboratdrio tedrico para confrontar o conhecimento
dos fendmenos gravitacionais. Entender as razdes dos fracassos e sucessos de uma

teoria muitas vezes pode nos fazer enxergar através de uma outra dtica fenomenos



fisicos previamente conhecidos.

No entanto, o papel do potencial gravitacional escalar pode ndo estar totalmente
determinado, e é isso o que esta tese ird mostrar. E possivel estabelecer uma descricio
geométrica dos fendOmenos gravitacionais, tal como a relatividade geral propde, a partir
de um unico campo escalar. Esse resultado fornece uma nova ferramenta tedrica
de investigacdo de sistemas gravitacionais que possibilitard olharmos de maneira
diferente para questoes em aberto na area. Por isso ndo nos limitamos a introduzir
uma nova teoria gravitacional, mostrando sua capacidade de reproduzir os efeitos
gravitacionais locais conhecidos e assim descrever satisfatoriamente todo o nosso
sistema solar. Este trabalho busca também desenvolver um modelo cosmolégico que
esteja de acordo com o que se conhece hoje do universo e que possa elucidar os
pontos ndo bem compreendidos pela comunidade de cosmoélogos. Veremos como
a gravitacdo geométrica-escalar naturalmente contorna as dificuldades existentes no
modelo cosmoldgico padrao atual, como, por exemplo, a singularidade inicial. Estes e

outros tépicos serao discutidos ao longo do desenvolvimento desta tese.

Seguindo esta introducdo, o proximo capitulo faz um breve resumo acerca da fisica
e a historia das teorias escalares que foram desenvolvidas nos anos entre o advento da
relatividade especial até a elaboracdo da relatividade geral. Entenderemos a origem
dos principais problemas das antigas teorias escalares da gravitacdo e como a teoria de

Einstein resolve essas dificuldades.

O capitulo 3 contém um desenvolvimento matemadtico que mostra como se da o
chamado processo de geometrizacdo nas teorias de campos escalares, um método
fundamental para a elaboracdo da teoria geométrica-escalar. Embora este capitulo
desvie um pouco do tema principal da tese, julgamos indispensavel ressaltar esse
estudo que faz parte da evolucdo do raciocinio fisico que proporcionou a criacdo da

gravitacdo geométrica-escalar.

O capitulo 4 apresentard a teoria geométrica-escalar da gravitacdo, seus
fundamentos e propriedades basicas. Mostraremos como nossa formulacdo nao
apresenta os problemas das antigas teorias escalares e, em particular, como é possivel
obter as mesmas previsoes que a relatividade geral dos chamados testes cldssicos da

gravitacao.

O modelo cosmoldgico serd desenvolvido no capitulo 5 com uma andlise de
algumas das principais componentes materiais que é fonte de estudo hoje, matéria
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ndo relativistica, radiacdo e energia escura. Também estudaremos a possibilidades
de introducdo de uma constante cosmoldgica ao modelo e a andlise da formacao de
estruturas do universo, através de perturbacdes lineares, sera feita no capitulo 6.

O ultimo capitulo resume e discute os resultados apresentados anteriormente e
traca perspectivas futuras para essa pesquisa.

A tese também contém dois apéndices que fornecem uma revisao tedrica sobre os
testes classicos da gravitacdo e o modelo cosmoldgico de Friedmann. Este ultimo serve
como um comparativo entre a teoria geométrica-escalar e a relatividade geral.



Capitulo 2

Da relatividade restrita a geral:
uma breve revisao

Nos anos que se seguiram a apresentacao da teoria da relatividade especial, nao
se imaginava encontrar uma maior dificuldade para adaptar a gravitacdo newtoniana
aos conceitos revoluciondrios que a relatividade restrita trazia consigo. A teoria
de Newton, baseada em acOes instantaneas a distancias, estd em desacordo com a
ideia relativista de que nada se movimenta mais rapido que a velocidade da luz e,
a solucdo desta incompatibilidade mostrou-se mais complexa do que se esperava,
devido a necessidade de se estabelecer uma generaliza¢do do principio de equivaléncia
de Galileo (também conhecido como o principio de equivaléncia fraco) que fosse
condizente com o principio da relatividade. A afirmacdo Galileana de que, na auséncia
de forcas externas, todos os corpos caem com a mesma aceleracdo (igualdade entre
as massas inerciais e gravitacionais), foi entdo reformulada por Einstein no que
hoje conhecemos como o principio de equivaléncia forte, tornando-se uma hipdtese
heuristica necessaria para a elaboracdo do que viria a ser a teoria geral da relatividade.

O principio de equivaléncia forte assegura que nédo € possivel distinguirmos entre
um referencial acelerado uniformemente e um outro sob a influéncia de um campo
gravitacional homogéneo e estdtico. Ele automaticamente inclui o principio de
equivaléncia fraco. Esse principio revelou consequéncias que foram importantes na
busca por uma teoria relativistica da gravitacdo, tais como o desvio da luz quando
se propagando em um campo gravitacional [2]. Mais ainda, exclui-se os sistemas de

referéncias preferenciais, como aqueles englobados pelo espaco-tempo de Minkowski
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no caso da relatividade especial, onde assume-se auséncia completa da gravitacao.
Essa ideia é frequentemente referenciada como o principio geral da relatividade e
estabelece uma necessdria invariancia da teoria segundo transformacoes entre sistemas

de referéncias arbitrarios?.

Hoje temos um entendimento muito mais claro desses principios que fundamentam
a teoria da relatividade geral mas, historicamente, as consequéncias do principio de
equivaléncia se deram de forma ndo linear. Somente através da solugédo dos diversos
impasses fisicos e matematicos, técnicos e conceituais, que surgiram com as diversas
tentativas de formular uma teoria gravitacional relativistica, que foi possivel esclarecer

as implicacdes do principio de equivaléncia.

Outros principios, provenientes dos conhecimentos fisicos da época e pré-
relativisticos, também serviram como guias para a busca de uma teoria que descrevesse
adequadamente os fendmenos gravitacionais. O principio da conservacao da energia
deveria ndo so ser satisfeito como levar em consideracdo o conceito unificado de
massa/energia e momento, estabelecido pela relatividade especial e o tensor de
energia-momento, 7),, . Esse principio exige que a fonte do campo gravitacional seja
uma estrutura derivada a partir do tensor de energia-momento e que sua equacdo
dindmica deve satisfazer a conservacdo da energia levando-se em conta também a
energia produzida pelo campo gravitacional. Essa ultima questdo, como sabemos, ndo

¢ contemplada satisfatoriamente pela relatividade geral [5-7].

Por fim, o principio da correspondéncia requer que a nova teoria da gravitacdo
incorpore a gravitacdo Newtoniana em uma certa situagdo limite (baixas velocidades
e campos gravitacionais fracos). Essa condicdo se faz plausivel de ser respeitada dado
o comprovado sucesso experimental da teoria de Newton ao lidar com os fenémenos
gravitacionais nas proximidades da Terra. Assim, vemos que a equacdo de Poisson,

0? 0? 0?

K +> By = 4rGp, @1

2 — -
VN = ( o2 022

serve como um ponto de referéncia para uma nova teoria da gravitacdo. Como é bem
conhecido, p representa a densidade de massa e G é a constante gravitacional de
Newton, enquanto que iremos utilizar ® para representar o potencial gravitacional

Newtoniano. A expressdo (2.1) pode ser vista como um modelo estrutural para as

'H4 na literatura excelentes discussdes sobre as interpretacées do principio de equivaléncia, veja por
exemplo as referéncias [3,4].



2.1 - Generalizagdo da mecénica newtoniana 7

equagdes de campo de uma teoria gravitacional. A dindmica do potencial gravitacional,
tal como a equacdo acima, deve estabelecer uma relacdo entre a fonte material (lado
direito da igualdade) e as derivadas primeira e segunda do campo (lado esquerdo).

Assim como o principio da equivaléncia e o principio geral da relatividade, a
conservacdo da energia e a correspondéncia Newtoniana ndo agiram como hipéteses
ou axiomas isolados e bem definidos como apresentados aqui, eram mais um
aglomerado de afirmac6es que afetavam as propostas de teorias como uma variedade
de consideragdes. Nesse sentido, esses principios como hoje os conhecemos, foram
construidos paralelamente a prépria relatividade geral durante os anos entre 1907 e
1915 [8,9].

Iremos brevemente revisar os pontos mais importantes dessa interessante histdria
e assim expormos as principais dificuldades encontradas nas teorias escalares da
gravitacdo e como a relatividade geral de Einstein contorna esses problemas, sendo
ainda hoje, a unica versdo de uma teoria gravitacional que sustenta as principais
observacgdes experimentais ja realizadas. Revisar tais questdes ird contextualizar a
construcdo da teoria geométrica-escalar da gravitacdo que propomos nessa tese.

2.1 Generalizacao da mecanica newtoniana

Em 1907 Einstein registrou as suas primeiras especulacdes acerca da possibilidade
de estender sua teoria da relatividade especial a movimentos acelerados [10]. Sua
descricdo é simples e breve, mas suas ideias sobre o tema podem ser reconstruidas

facilmente [11].

A proposta naturalmente surge com uma generalizacdo da forca Newtoniana ao
formalismo quadridimensional da relatividade restrita,

d dx*
— (M — | = F* 2.2
dr ( dr ) ’ (2.2)

onde 7 representa o tempo proprio, M é a massa do objeto que sofre acdo da forca F*,
e z* indica a sua posicdo no espaco-tempo. Os indices gregos assumem sempre valores
0,1,2,3 2. Esta definicdo é feita no espaco-tempo de Minkowski, onde a constancia
da velocidade da luz, indicada pela letra ¢, implica na condicdo de normalizacdo da

ZDurante toda esta tese usaremos essa notacfio para os indices gregos enquanto os indices latim
assumirdo valores de 1 a 3.
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velocidade das particulas,
dxt dx¥
M g gr = A, (2.3)
com 7, = diag(l,—1,—1,—1) sendo a métrica de Minkowski. Junto com isso, a
invariancia da massa da particula implica
dx¥

JFP— =0. 2.
um dr 2.4

Essa ultima expressdo nos permite ver claramente como o eletromagnetismo de
Maxwell se ajusta naturalmente a relatividade restrita. A forca eletromagnética é dada

por,
dzP
FY = FF.3— 2.5
em Tap dr ( )
onde
P = gVA* — OFAY (2.6)

é o tensor de Maxwell do eletromagnetismo [12], e 0# = 0/dx*. Devido ao carater
antissimétrico de F*¥, a expressao (2.4) é automaticamente satisfeita.

No caso gravitacional, podemos definir uma quadri-forca F}' nos moldes como
define-se a forca Newtoniana a partir do divergente do potencial gravitacional ®. No

dominio da relatividade restrita escrevemos
Fl' =mc 0" (2.7)

No entanto, o campo gravitacional deve satisfazer uma equacdo dindmica que seja
invariante segundo as transformagoes de Lorentz. Para isso, o operador de Poisson é

substituido pelo operador de d’Alembert, e o campo ® tem sua dindmica dada por

1 92 4G
Od=(-2 - V2)p=_"7 2,
<62 ot? > 2 P 28

para um sistemas de coordenadas z* = (ct,x,y,z) e com a varidvel p representando
a densidade de massa de repouso da fonte do campo gravitacional. Nessa formulacdo

que apresentamos o campo escalar ® é adimensional.

Essa generalizacdo satisfaz o principio da correspondéncia, mas a condicdo (2.4),
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junto com a forc¢a gravitacional definida em (2.7), implicam que,

dd

2= 0. (2.9)
dr

Em outras palavras, o potencial gravitacional deve permanecer constante ao longo da

trajetéria da particula, ou seja, a forca gravitacional deve ser nula na particula.

Além disso, uma andlise um pouco mais detalhada mostra que uma teoria como
proposta acima falha em cumprir o principio de equivaléncia fraco. Essa inconsisténcia
fisica leva Einstein a abandonar a formulacdo de uma teoria da gravitacao invariante
de Lorentz e o faz repensar nesse principio de equivaléncia para estabelecer as relacoes
entre um campo gravitacional e uma aceleracdo correspondente [8]. Mas antes que
ele voltasse a publicar sobre o assunto, o fisico finlandés Gunnar Nordstrom propds

algumas variacoes nessa formulacgédo para escapar dos problemas acima citados.

2.2 As teorias escalares de Nordstrom

Buscando contornar o problema da adaptacdo da mecadnica newtoniana a
relatividade restrita, NordstrOm primeiramente manteve a generalizacdo da equacao
dindmica do campo gravitacional (2.8), como proposta por Einstein. Todavia, sua
contribuicdo relevante veio no tratamento da quadri-forca para tornar sua definicio
compativel com a constancia da velocidade da luz. Propo0s entdo que a massa de um

corpo dependesse do campo gravitacional [13, 14].

A equacao (2.7), é entdo reescrita como
M—F—4v,— = Mc" — (2.10)

e o termo de derivada da massa impede o surgimento da condicdo (2.9).
Contrariamente, a contracao dessa tltima expressao com v* nos leva a uma equacao
diferencial facilmente integravel que indica a dependéncia da massa com o campo
gravitacional, a saber

M(®) = M,e®, (2.11)

com M, sendo uma constante de integracdo. Usando este resultado na equacgao (2.10),
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obtém-se a equacdo de movimento para uma particula teste,

9 00 dvy, dd
= =+, . (2.12)
OxH dr dr
Nordstrom afirmava que a equacdo dinamica de sua teoria, sendo independente da
massa, era um reflexo da igualdade entre as massas gravitacional e inercial. A
aceleracdo de diferentes particulas em um campo gravitacional ndo depende de suas
respectivas massas, implicando que a teoria contém o principio de equivaléncia fraco.
Porém, essa teoria possui problemas ao descrever o movimento de uma particula teste
em queda livre por exemplo. Considere um campo gravitacional estatico, 0% /0t = 0,
e assuma que este campo atue somente no sentido da queda da particula, por exemplo

® = ®(z). As equacoes (2.12) sdo escritas como

dvy, dd
—= = —v, — 3 2.13
dr Un dr’ n73, ( )
d® dv d®
2 3
— = — —. 2.1
dz dr s dr (2.14)
Escrevendo as velocidades da particula em termos do tempo local ¢, teremos
dt Vo dx’
—c= = —V; = —. 2.1
Vg =¢C I ) - Vi, com V; il (2.15)
Substituindo isso nas equacdes de movimento, verifica-se que
v, 9 V2\ d®  dV, avy
a - ( 2 > dz'  dt 0 dt (2.16)

onde definimos V2 = V2 + V2 + V2. Esse resultado diz que corpos que possuam
velocidades horizontais caem mais lentamente que aqueles que ndo as possuam, ou
seja, corpos girantes em queda livre serdo acelerados mais lentamente que os nio
girantes [15].

Outra questdo problemdtica estd relacionada com a determinacdo da fonte do
campo gravitacional. A densidade de massa, como se sabe, é dada em termos da
projecdo do tensor de energia-momento na direcdo do observador que se move com
velocidade v#,

p =Ty v'v"”. (2.17)

Assim, utilizar este parametro como a fonte do campo gravitacional resulta em uma
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dindmica do campo que depende da escolha do observador. Além disso, dos estudos
conduzidos por Laue [16], sobre a influéncia da relatividade restrita na teoria de corpos
deformaveis, ja se sabia que certas propriedades inerciais desses fluidos materiais
ndo poderiam ser reduzidas aquelas apresentadas pelas particulas que compode este
fluido. Foi o trabalho de Laue que generalizou o conceito do tensor de energia
do eletromagnetismo apresentado por Minkowski em 1908 no tratamento quadri-
dimensional dado a relatividade restrita. Seus estudos introduziram a noc¢do geral
do tensor de energia-momento 7, da matéria. Einstein entdo sugeriu que a tnica
quantidade escalar que poderia ser fonte do campo gravitacional era o traco do tensor

de energia-momento da matéria,

T =T, . (2.18)

Isso levou Nordstrom a formulacdo de uma segunda teoria gravitacional, no qual

acatava as criticas de Einstein.

2.2.1 Segunda teoria de Nordstrém

Como dito na sec¢do anterior, em sua segunda teoria gravitacional [17], Nordstrém
modifica a fonte do campo escalar da densidade de energia p para o traco do tensor
de energia-momento, 7. Isso implica em considerar que, assim como o campo
eletromagnético possui uma energia propria, o campo gravitacional deve conter uma
energia, o que leva a uma nao linearidade na teoria, ja que a relatividade especial
afirma que qualquer forma de energia é equivalente & uma massa e assim deve gerar
um campo gravitacional. Nordstrom incluiu essa nao linearidade através da adicdo de

um fator gravitacional na fonte do campo e na definicdo da quadri-for¢a gravitacional,

a saber G T
T
0= ———— 2.1
s (2.19)
e a forca gravitacional (2.7) se torna
2
= M g (2.20)

g

Novamente estamos trabalhando com uma formulacdo onde o campo escalar é

adimensional.
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A equacdo de movimento resultante dessa modificagao € tal que

0P dv dd
2 1
ey, 2.21
€ Our dr + U dr’ ( )
com a dependéncia da massa sendo agora dada de forma linear,

M(®)= M,®. (2.22)

Para analisarmos a conservacdo da energia, fica mais facil utilizarmos a maneira
pelo qual Einstein apresentou esta teoria de Nordstrom em 1913 [18]. O tensor de

energia-momento da matéria em um sistema fechado € tal que,
™ = pdovv”. (2.23)

Ja a contribuicdo do préprio campo gravitacional sera dado por,

A

1
wo_ n UV MV
t ypve <8 (i Xl ) 277 w> , (2.24)

com w = n* 0,P 0,P. Sob essas defini¢bes, o tensor de energia-momento total, T#” +

t*¥, se conservard. Basta ver que,

A

T
Y = —otodP = — — 9Hd 2.25
0 ArG 9 P e, ( )

onde utilizamos a equacao (2.19) e,
O, TH = g&"@, (2.26)

considerando-se a conservacdo da massa, expressa como J,(pv*) = 0. Portanto, estas
duas ultimas equacoes mostram que a divergéncia do tensor de energia-momento total

¢ nula, garantindo a conservacdo da energia.

Essa teoria chamou a atencdo de Einstein, que a qualificou como a unica teoria
gravitacional satisfatéria até o momento. Tanto que pouco tempo depois, publicou

uma reformulacdo geométrica para ela como veremos a seguir.
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2.2.2 Reformulacao de Einstein-Fokker

Em 1914, Einstein e Fokker publicaram um trabalho no qual aplicam a teoria do
calculo diferencial aos ultimos resultados de Nordstrom [19]. Mostra-se entdo que a
equacdo de movimento (2.21) consiste em uma geodésica em um espaco curvo descrito
pela métrica

Guw = % 1 (2.27)

Mais do que isso, o escalar de curvatura pode ser descrito em termos do d’Alambertiano
de @,
6

R:—@Dé. (2.28)

Como a métrica g,,, nada mais € que uma transformacéo conforme de 7, o tensor de

energia-momento se transforma como

T — i (2.29)

Assim, facilmente vemos que a equacao dinamica (2.19) pode ser reescrita como

_ 24nG
= 2

R T. (2.30)

C

Essa formulacdo descreve o campo gravitacional de uma forma covariante em
termos de variaveis geométricas, assim, o principio de equivaléncia forte esta garantido.
Um ponto interessante é que a massa ndo precisa mais ser dependente do campo

escalar.

Embora esta teoria escalar da gravitacdo tenha sido bem aceita, hoje podemos
evidenciar problemas que a época ndo eram tdo claros ou careciam de evidéncias
experimentais para confirma-los. Por um lado, a teoria de Nordstrém satisfaz os
principios basicos de equivaléncia, conservacdo e correspondéncia. Por outro, ao
utilizar o traco do tensor de energia-momento como fonte do campo gravitacional,
ndo se acopla o eletromagnetismo a gravitacao e, consequentemente, nao € previsto o
desvio da luz. Isso porque, para electromagnetismo, 7" = 0. Além disso, ndo podemos
interpretar a equacdo (2.30) de forma plena devido a restricdo existente na definicdo da
geometria do espaco-tempo. Essa equacdo s se reduz a teoria de Nordstrom no caso de
um sistema de coordenadas conformalmente Cartesiano. Na métrica (2.27), somente

o fator conforme tem um dinamica devidamente determinada pelo contetido material
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de um sistema, ou seja, sua estrutura ndo pode ser mudada apenas modificando-se a

distribuicdo de matéria desse sistema.

Ainda assim, a teoria de Nordstrom desempenhou um papel importantissimo para
Einstein na sua busca pela teoria geral da relatividade, mostrando-o todo o potencial
do ferramental matematico do calculo diferencial, indicando o caminho a ser seguido.
Trataremos desse assunto na préoxima secéo.

2.3 A proposta de Einstein

No ano de 1913, um trabalho de Einstein se tornou um marco inicial na busca
por uma satisfatéria descricdo dos fenémenos gravitacionais. Publicado em conjunto
com seu amigo matemadtico Marcel Grossmann, o artigo conhecido como Entwurt [20]
contém a primeira descricdo métrica do campo gravitacional, através de um tensor de
dois indices. Foram os indicios provenientes de suas tentativas passadas, para formular
uma teoria para uma campo gravitacional estatico [21], que levou a essa significante

modificacdo na representacdo do potencial gravitacional.

A relatividade restrita, faz uma generalizacdo do principio de inércia Newtoniano
ao descrever a trajetéria de particulas livres segundo geodésicas no espaco
quadridimensional de Minkowski. Isso nada mais é do que o principio de Hamilton
da minima acdo, a dindmica de uma particula teste é obtida a partir do principio

variacional,

5/ds = 5/ Ve2dt2 —dz? — dy? —dz? =0, (2.31)

onde a segunda igualdade representa o caso da relatividade restrita. Einstein entdo,
utilizando os avancos do cdlculo diferencial da época, propde que no caso de campos
gravitacionais gerais, a métrica plana de Minkowski deve ser substituida por uma
estrutura mais completa,

ds?® = g, dz"dz” . (2.32)

Particulas livres seguirdo geodésicas na métrica g,, e o campo gravitacional serd

representado por suas dez componentes [22].

Essa interpretacdo dos fendmenos gravitacionais abdica do conceito de forca da
mecanica Newtoniana (e também da ideia inicial de Nordstrom) para entender a

gravitacdo como uma manifestacdo da geometria do espaco-tempo. Contudo, assim
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como na gravitacdo Newtoniana, o principio da minima acdo apenas determina o
movimento de uma particula teste sujeita ao campo gravitacional. Era preciso ainda
estabelecer as equagbes dindmicas para g,, . Essa foi uma busca drdua, com uma
histéria interessante onde muito se discute sobre os fundamentos da relatividade geral.
Houve um momento onde Einstein e Grossmann equivocadamente desacreditaram da
ideia de que as equacOes de campo da teoria deveria ser covariante. Somente com
a reformulacdo geométrica da teoria de Nordstrom foi que Einstein retomou esse
caminho que culminou com a formulagdo de sua equacdo de campo e a teoria da
relatividade geral em 1915,

Gu =T, (2.33)

onde « € uma constante que iremos definir quando tratarmos do limite Newtoniano.

Para uma discussdo mais detalhada desse processo veja as referéncias [9, 23-25].

Note que a equacdo de Einstein acima mantém-se nos moldes da equacdo de
Poisson. O lado direito representa o contetido de matéria/energia que é fonte do
potencial gravitacional, enquanto o lado esquerdo é uma quantidade construida com o

campo g, e suas primeira e segunda derivadas porém, de forma nada trivial, a saber,

1 1
GH = <g“°‘g”5 - = g“”gaﬁ) { — g (Gaespr + IBerar = JaBrer — Gresaf ) +

2 2
1 1
+ 5 AE,)\ (ga&ﬂ +g,86706 _ga,875> - 5 )\evﬁ Iera
1
_Z goeg)w [(gekaa +9aes) —Grase )(9077,3 +98~vs0 =980y )

— 9 yso (gaaﬁ +98er0 —GaBse )] } )

onde a virgula indica uma derivada simples.

Para o propdsito do presente trabalho, € pertinente relembrarmos as propriedades
bésicas da relatividade geral e como essa teoria soluciona os problemas apresentados

com a teoria escalar da gravitacgéo.

2.3.1 Fundamentos da relatividade geral

A métrica arbitraria utilizada na teoria da relatividade geral para descrever os

fendmenos gravitacionais pode sempre ser decomposta em uma soma entre a métrica
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plana de Minkowski mais uma perturbacdo (nao necessariamente pequena),
g =+ b (2.34)

Assim, a teoria de Einstein possui uma formulacdo de campo onde interpretamos o
campo gravitacional como um campo de spin 2 propagando-se em um fundo plano
descrito pela métrica de Minkowski. Embora a expressdo acima seja exata, sua

equivalente covariante é na verdade um série infinita [26],

uv = Nuv — hl“/ + huahay - ... (235)

Seguindo essa descricdo podemos citar as principais hipdteses fundamentais que
cercam a relatividade geral.

Propriedades da relatividade geral:

e Ainteracdo gravitacional é descrita por um tensor de dois indices &, que satisfaz

uma equagao dinamica nao linear;

e A teoria satisfaz o principio geral da covariancia, em outras palavras, o campo

h,., ndo estd restrito ao dominio da relatividade especial;

e Reproduz a gravitacdo Newtoniana em uma aproximacao de campo fraco onde

h,. se relaciona néo trivialmente com o potencial gravitacional de Newton;

e Toda forma de matéria e energia interagem com o campo gravitacional somente

através da métrica g,,,,, dessa forma, a métrica de Minkowski ndo € um observével.

e Particulas testes e ondas eletromagnéticas se movem seguindo geodésicas no

espaco curvo descrito por g, ;

e A métrica g, interage universalmente com todos os campos da natureza através

do principio do acoplamento minimo?®.

Neste ultimo item vemos que, ao estabelecer o campo gravitacional como uma
propriedade geométrica do espaco-tempo ele se torna universal, garantindo que a luz

3F bem sabido que muitos estudos sugerem um acoplamento ndo minimo entre a métrica gravitacional
e os demais campos existentes na natureza. Isso representa abordagens alternativas a relatividade geral e
néo fazem parte do escopo dessa tese.
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também esteja sujeita a sua influéncia. Dessa forma, o campo eletromagnético, quando

na presenca de um campo gravitacional, é descrito pela acao,

1
167c

Sp = / Fy/—gdz, (2.36)

onde g ¢ o determinante da métrica g,, e F' € o invariante construido com o tensor

eletromagnético de Maxwell,
F = g"g" FuFag (2.37)

Fuy = Apy — Ay (2.38)

sendo o vetor A, o potencial eletromagnético. O ponto e virgula refere-se a derivada
covariante em relacdo a g, . A agdo (2.36), quando variada em relacdo ao potencial

vetorial, retorna as equagdes de Maxwell, que no caso do vacuo sdo descritas como

P =, (2.39)

Como dito anteriormente, a equagdo da geodésica que particulas testes seguirdo
nessa teoria pode ser obtida através da extremizacdo do elemento de linha (2.31).
Ap6s proceder com este calculo a equacdo resultante é

d2z" " dx®dz”

— 4+ T =0 (2.40)
dr

o0 dr dr
onde o termo Fg 5 € a conexdo métrica definida como
r*, = L ( + — ) (2.41)
af 9 g gllavﬁ gV,Baa gaﬁal/ . .

A conexdo métrica ndo é um tensor e é simétrica em seus indices o e 3. Além do
mais, a sua definicdo como apresentada acima tem como consequéncia a anulagdo da

derivada covariante da métrica, ou seja,

Guva = 0. (2.42)

A diferenca entre a geodésica seguida por uma particula teste massiva e uma onda
eletromagnética (féton) se da apenas através do parametro utilizado para descrever
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as suas trajetorias. Uma vez que para os fétons ds = 0, ndo podemos utilizar mais o
tempo préprio 7 como o parametro ao longo da curva, entretanto, é sempre possivel

encontrar um certo parametro \ tal que

detdz” 4

Jdetdz® o 2.43
I an an € (2:43)

e a equacio geodésica equivalente seja a mesma que (2.40) apenas trocando-se 7 por
A

2.3.2 Equacoes de campo e limite Newtoniano

Originalmente, Einstein postulou as equacées de movimento da teoria da
relatividade geral utilizando a equacdo de Poisson da gravitagdo Newtoniana como um
modelo, como ja temos falado aqui. Uma vez que se assume a métrica do espago-tempo
g, como sendo o potencial gravitacional verifica-se que, a inica quantidade construida
com no maximo segundas derivadas da métrica e que seja totalmente covariante, é a
combinagao

Guw=Ruw —nRgu. (2.44)

As quantidades R,, e R = ¢g"” R, sdo respectivamente o tensor de Ricci e o escalar

de curvatura, que sdo construidos com a métrica segundo as expressoes

R%5, =T%, 5-T05,+T,T% —T7sTS, (2.45)
Ry, = R%;4,00. (2.46)

A constante n é escolhida de tal forma que a conservacdo da energia permaneca valida.
Como o lado direito da equagdo dinamica contém o tensor de energia-momento [cf.
(2.33)] cujo o divergente é nulo, n = 1/2 é a tnica escolha que satisfaz G"*, = 0.
Portanto a equacgdo que determina a dindmica do potencial gravitacional na teoria da
relatividade geral é dada por

1
R, — 5 Rguw =rT,, (2.47)

onde x € uma constante que serd determinada mais adiante quando obtermos o limite

Newtoniano da teoria.
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Ainda assim, na mesma época que Einstein propds sua equacgédo de campo da teoria,
Hilbert obteve o mesmo resultado porém de uma forma mais elegante, utilizando um
principio variacional. Para reproduzirmos a equacao (2.47) tomamos a acdo do campo

gravitacional como sendo

Sy = —1/\5ng4$. (2.48)
2kc

Ap6s um cdlculo extenso mas direto a variacdo dessa acdo com respeito ao campo

gravitacional retornara
1 1
65, = —2“/ (6/=gR+\/—gdR) d*z = —m/\ﬁ—g G g d'z.  (2.49)

A matéria deve se acoplar minimamente a gravitacdo, ou seja, a densidade

lagrangiana L, € tal que a acdo correspondente seja simplesmente

1
Sy =~ / V=g Lnd'z. (2.50)
C
O tensor de energia-momento é definido como

o(v=9Lmn) =g
o = 5 Ty (2.51)

0 que garante a conservacao da energia [30]. Dessa maneira, o principio variacional
para a acdo total, S, + S,,, reproduzird exatamente a equacao (2.47) .

Com a equacdo de campo definida podemos verificar se num limite de um fraco
campo gravitacional estatico e de baixas velocidades de propagacdo a gravitacdo
Newtoniana é recuperada. Dentro desse regime o movimento de uma particula teste
deve ser igual a dinamica fornecida pela teoria de Newton. Em outras palavras, a
equacgao da geodésica,

1 &2z .
5y = Ty s (2.52)

deve ser identificada com a definicdo da forca Newtoniana a partir de seu potencial

gravitacional escalar,
S 9on
OxJ '

onde & ¢é o potencial de Newton. A aproximagado de campo fraco e estatico pode

Fi= (2.53)

ser representada como uma pequena perturbacdo da métrica plana de Minkowski, ou
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seja, seguindo a expressdo (2.34), tomamos h,, < 1 de modo que a componente da
conexao que aparece na equacao dindmica ser4,
i L
FOO ~ — 5 77 hoo,j . (2.54)
Neste caso estamos desconsiderando termos de ordem quadratica em h,, . Podemos
entdo identificar o potencial Newtoniano com a componente hy, de tal forma que a
métrica gravitacional terd a componente puramente temporal dada por

)
oo =1+2 7]2\7 . (2.55)

Nesse limite podemos escrever o tensor de energia-momento 7" ~ pv*v”, com a
quadri-velocidade sendo aproximada como v* ~ (¢,0). Vemos entdo que o traco da
equacio (2.47) resulta que R ~ —kpc?. Na equacdo de campo a tinica componente
que ndo se anula identicamente é aquela onde . = v = 0, que mostra que

=

ROO - 5 ,002 . (2.56)

Para o cdlculo de Ry, note que produtos de I'j, sdo de segunda ordem em h,, e
os termos contendo derivadas em relacdo a z° sdo despreziveis em comparacdo as
derivadas em relacdo a coordenadas espaciais por conterem uma poténcia extra de
1/c. Assim,

1
Roo =T o~ §V2®N : (2.57)
Portanto, a equacgdo dinamica da teoria se reduz a
2 k4
Viey =gpc, (2.58)

com k = 87(G/c* para que possamos corretamente identificar a equacfio acima com a
de Poisson [cf. (2.1)].

2.3.3 Testes da relatividade geral

Embora a teoria de Einstein fosse ja de principio conceitualmente consistente,
assim como deve ser para qualquer teoria fisica, a comprovacdo experimental de suas

previsoes é que a consolida efetivamente. Os testes cldssicos, obtidos dentro do regime
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do fraco campo gravitacional do nosso sistema solar, foram os primeiros experimentos
elaborados para verificar a consisténcia dos resultados provenientes da relatividade
geral e podem ser todos desenvolvidos satisfatoriamente até no maximo a segunda

ordem de aproximacao da solucgéo esférica e estatica das equacoes de Einstein.

Apesar de a relatividade geral ter se mostrado inicialmente consistente com essas
observagdes, outras areas, como a cosmologia, posteriormente levantaram inimeras
questOes acerca de sua validade, abrindo caminho para diversas teorias alternativas.
Com o passar dos anos e a evolucdo tecnolégica, viu-se um aprimoramento dos testes
gravitacionais, que se mantiveram importantes para confrontar essas diversas teorias
propostas. Juntamente com este avango experimental se desenvolveu uma forma de
parametrizar as predi¢oes de diferentes teorias, as chamadas métricas pds-Newtonianas
parametrizadas (PPN para a sigla em inglés) relacionam cada um dos testes cldssicos
da gravitacdo com parametros que definem, até a segunda ordem de aproximacdo, os
coeficientes das estruturas métricas previstas por diferentes propostas.

Toda teoria que, assim como a relatividade geral, representa a gravitagdo como um
fenémeno métrico onde a matéria curva o espaco-tempo ao seu redor, ird descrever
a configuracdo geométrica do nosso sistema solar através de uma métrica estatica e

esfericamente simétrica que pode ser escrita da seguinte forma
ds® = A(r)c2dt? — B(r)dr? — r?(d6? + sen?6 dp?) . (2.59)

Aceitando que o limite Newtoniano deve manter-se valido na teoria, os resultados que

obtivemos anteriormente mostram que, em uma primeira ordem de aproximacao temos

Q

onde estamos utilizando a chamada massa geométrica m = GM/c?, que se relacionan
com o potencial gravitacional Newtoniano como ®y/c? = —m/r. Assim, para
introduzirmos na métrica as correcdes pds-newtonianas de uma teoria, mantemos a

expansdo adicionando pelo menos mais um termo em cada uma das funcoes acima,

A(r)zl—Qa%—Qﬁ(%f—i—..., 2.61)

B(r):1+2fy%+..., (2.62)
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onde «, identificado como sendo igual a 1 através do limite Newtoniano, também esta
ligado com o desvio para o vermelho gravitacional. Os demais coeficientes 3 e y estdo
diretamente relacionados com as medicdes do avanco no periélio de Merctirio, o desvio

e o atraso temporal de propagacdo da luz no campo gravitacional do Sol.

Para o desvio angular que a luz sofre quando se propaga em um campo
gravitacional, calcula-se

Ao 1 dm

desv ™~ 9 d’

sendo d a distancia mais proxima que a trajetdria passa do centro de massa do sistema.

(1+7) (2.63)

No caso da precessdo do periélio da érbita dos planetas, a cada revolucao completada
sua posicao sofre um deslocamento cujo angulo equivalente é

6mm2c?

1
ACbper ~ 5(2"'27_5)

onde L é o momento angular por unidade de massa do planeta. Por fim, o atraso no

tempo de viagem da luz através de um campo gravitacional é dado por

- 147 27m 42,
sim (122 (1), 265

sendo x, e x, os pontos inicial e final da propagacao.

Para a relatividade geral, a métrica estdtica e esfericamente simétrica é dada pela

solucdo de Schwarzschild,
2 2mY\ 5 9 2m ! 2 2/ 102 2 2
ds® = 1—7 codt” — 1—7 dr® — r2(df” + sen“0 do”) . (2.66)

Expandindo os seus termos g, € ¢,; tal como foi feito anteriormente, escrevemos

2
ASC,L~1—2T—2(T> + o (2.67)
T T
Boy, ~14+20 4 (2.68)
T

de onde podemos inferir que os parametros PPN para a relatividade geral sdo dados
por
a=1, p=1, e y=1. (2.69)

Estes valores satisfatoriamente concordam com as observacoes [31] (para maiores
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detalhes sobre a deducao desses efeitos na relatividade geral consulte o Apéndice A).

Vemos entdo que as observacOes experimentais mais importantes da gravitagao
contemplam somente até o termo quadratico de m/r . Isso é importante pois, qualquer
teoria que se proponha descrever os fendmenos gravitacionais, deve estar de acordo
com a solucdo de Schwarzschild pelo menos até a segunda ordem de aproximacéo.

2.4 Teorias escalares pds -relatividade geral

Desde a sua formulacdo até os dias atuais a teoria da relatividade geral de Einstein
tem se mantido coerente com todos os testes experimentais ja realizados [33]. No
entanto, ao longo desses anos todos, sempre houveram questdes em abertos que
levaram os fisicos a buscarem caminhos alternativos na descricio dos fenémenos
gravitacionais. Dentre os muitos temas que levam a comunidade cientifica a buscar
nessas teorias respostas mais claras e sensatas que aquelas fornecidas pela relatividade
geral, destacam-se as questdes envolvendo problemas com energia e matéria escura

por exemplo.

A teorias alternativas da gravitacdo existem em grande ntimero e nas mais diversas
formulagdes, sendo que, aquelas que seguem os caminhos de Einstein, optando por
descrever a gravitacdo como um fenomeno métrico, sdo as que obtiveram maior
sucesso. Dentro desse extenso grupo, as chamadas teorias escalares-tensoriais e as

teorias f(R) sdo as que mais se destacam atualmente [32].

Na classe de teorias métricas puramente escalares, ou seja, onde o campo
gravitacional é representado por uma ou mais funcoes escalares que auxiliam na
geracdo de uma métrica gravitacional, muito foi feito até meados dos anos 1970, mas
todas as formulac¢oes falharam em estar de acordo com os testes classicos da gravitacao.
Ja em 1972, Wei-Tou Ni escrevia um compéndio de teorias métricas contendo uma
extensa revisio e andlise (segundo o recentemente elaborado método dos parametros

PPN) das teorias escalares da gravitacdo [34].

Seguindo Ni, essas diversas propostas de teorias escalares da gravitagdo tém
a propriedade comum de serem conformalmente planas, tendo suas métricas
gravitacionais a forma geral

2f(2®)

Juv = e Nuv 5 (2.70)
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onde ® é o potencial gravitacional. As equagdes de campo dessas teorias também

podem ser sumarizadas na expressao
0% o k(®) T, (2.71)

sendo T o traco do tensor de energia-momento. As fungdes f e k possuem expressoes
distintas de acordo com a teoria que se quer representar. A tabela abaixo mostra
as diferentes teorias escalares de acordo com a forma dessas fungdes e seus autores
(incluindo as duas teorias de Nordstrom pré-relatividade geral, que ja foram discutidas
nesse capitulo).

Teorias Escalares da Gravitagdo

Autor (ano) Funcoes bases
. =2
Nordstrom (1912)
k=1
) f=-Ind
Nordstréom (1913-14)
k=®
Littlewood (1953) f=-2In(1-®)
Bergmann (1956) k=1

Tabela 2.1: Diferentes propostas para teorias escalares da gravitacio segundo os parAmetros
definidos nas equagdes (2.70) e (2.71) .

O fato dessas teorias serem conformalmente planas € o principal problema delas
ndo conseguirem acoplar o eletromagnetismo a gravitacio, uma vez que as equacgoes
de Maxwell sdo conformalmente invariantes. Portanto, nenhuma das teorias mostradas
na Tabela 2.1 estdo de acordo com a medicdo do desvio da luz. Mais ainda, essas teorias
falham em fornecer a correta precessdao do periélio de Mercurio [35]. No entanto, o
artigo de Ni ndo cita a teoria proposta por Dowker em 1965 que ndo prevé o desvio
da luz mas também néo apresenta problemas quanto o avanco do periélio de Merctrio
[36].

A revisdo de Ni também fala das teorias escalares com velocidade da luz variavel.

Essas teorias surgem a partir dos trabalhos de Whitrow e Morduch [37, 38], que
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mostram que s6 é possivel conciliar as teorias escalares conformalmente planas com
o desvio da luz e o atraso no tempo de propagacdo da luz se admitir-se que a luz
dependa do campo gravitacional ® 4. Entretanto, todas as propostas acabam falhando
em algum outro teste da gravitacdo (para maiores informacdes veja os artigos de
Ni [34] e Page [35]).

2.5 Os problemas das teorias escalares da gravitacao

Vimos nas se¢Oes anteriores que, mesmo apds o surgimento da relatividade geral,
e com todo o sucesso experimental que ela mantém, muitas teorias gravitacionais
escalares foram sendo propostas ao longo dos anos. Porém, podemos listar os seus
principais problemas a partir de duas hipdteses basicas sob as quais tais teorias sao

construidas:

1. A fonte do campo gravitacional é o trago do tensor de energia-momento;
Como os campos eletromagnéticos possuem 7" = 0, é impossivel acoplar tais

campos a gravitagao.

2. A métrica é conformalmente plana;
Sendo a métrica fisica conforme ao espaco plano de Minkowski, a teoria prevé a

existéncia de sistemas de coordenadas preferéncias.

Ainda assim, a teorias escalares sdo frequentemente revisitadas na literatura, onde,
indiferentemente de suas limitacOes perante as observacoes, variados estudos discutem
suas diversas propriedades. A teoria de Nordstrom por exemplo, é alvo de estudos
sobre um modelo cosmolégico [41], transformacOes conformes [39] e principio de
equivaléncia [40]. Ravndal faz uma discussdo sobre a gravitacdo escalar e dimensoes
extras [42] e Giulini aborda as razdes tedricas que levou Einstein a abandonar o campo
escalar como fonte da gravitagcdo, demonstrando que tais argumentos ndo estavam téo
corretos [44]. Esses sdo alguns exemplos que evidenciam como as teorias escalares
continuam sendo alvo de constante estudo até hoje, mas nada foi efetivamente feito na
direcdo de solucionar os problemas basicos citados nos itens acima.

Com a relatividade geral de FEinstein, vemos que o grande diferencial é o

tratamento geométrico que a gravitacdo recebe, dando origem a uma teoria que

“*Einstein ja havia considerado essa hipétese em 1912, mas da maneira como ele formulou essa teoria
ela ndo previa nem o avanco no periélio de merctrio, nem o desvio da luz.
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contorna os problemas acima citados. Surge entdo uma questdo para as teorias
escalares da gravitacdo. Seria possivel descrevermos a interacdo gravitacional como
uma modificagdo da estrutura métrica do espago-tempo que ndo seja simplesmente

conformalmente plana e seja mediada por um campo escalar?

No proximo capitulo veremos que, se consideramos uma teoria escalar ndo linear,
ela naturalmente gera uma métrica, ndo conformalmente plana, que governa a
propagacdo do campo. Essa notdvel propriedade, recentemente descoberta, é que
tornara possivel a elaboracdo de uma nova teoria escalar da gravitacdo que tenha um

carater métrico como Einstein prop0s.



Capitulo 3

Geometrizacao de uma teoria
escalar nao linear

Nas tltimas décadas, as teorias de campos ndo lineares tem sido alvo de extensos
estudos sob a perspectiva dos chamados modelos anédlogos de gravitacdo. Tais sistemas
fisicos, de origem ndo gravitacional, imitam certos aspectos da gravitacdo descrevendo
processos distintos através de uma modificacdo efetiva da estrutura métrica do espago
de fundo sob o qual a teoria é formulada. Diversas sdo as origens desses modelos,
mas todos se baseiam em uma propriedade caracteristica das teorias ndo lineares:
a propagacdo de uma perturbacdo do campo é governada por uma métrica efetiva.
Mais precisamente, as particulas associadas as perturbagdes em torno de uma solucao
da teoria ndo seguem geodésicas na métrica de fundo, mas sim em uma geometria
curva que emerge com as ndo-linearidades dessas teorias. Existe uma gama enorme de

trabalhos nessa drea, para mais detalhes veja [46-50] e suas referéncias.

Essa geometrizacdo obtida através do conceito da métrica efetiva abrange somente
aspectos perturbativos de um sistema fisico. Porém, dois recentes estudos [51, 52]
conseguem ir além dessa formulagdo para o caso de uma teoria escalar nao linear.
Desenvolvem um meio de se estabelecer toda a dindmica dessa teoria através de
uma interacdo entre o campo e uma métrica associada a ele. Dessa forma, ndo
so as perturbacoes da teoria, mas também a propria dinamica do campo € descrita
nesta nova geometria. Dizemos entdo que a teoria é completamente geometrizada.
Essa ferramenta matemadtica possibilitou a idealizacdo da gravitagdo geométrica-

escalar apresentada nesta tese.

27
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Neste capitulo iremos rever o conceito de geometrias efetivas que é um passo inicial
importante para entendermos como se dd a geometrizacdo completa de uma teoria
escalar ndo linear. Dessa forma estaremos aptos para explicitar a maneira pela qual

surge a propriedade geométrica da teoria escalar da gravitagdo que esta tese apresenta.

3.1 Geometrias efetivas

Primeiramente iremos fazer uma breve revisdo acerca das técnicas de descricdo
geométrica no estudo de propagacoes de perturbacdes em teorias de campos. Para o
intuito deste trabalho € suficiente nos atermos somente a teorias escalares. Considere
entdo um campo escalar relativistico & propagando-se, com dinamica nao linear, no

espaco-tempo de Minkowski. A acdo que o descreve é tal que

S = /L(@,w)m diz 3.1

onde ~y representa o determinante da métrica de Minkowski, v, , para um sistema de
coordenadas arbitrarias e,
w=~"0,20,9, (3.2)

¢ o invariante cinético da teoria. A notacdo 0, indica a derivada simples em relacdo a

coordenada z*. Variando a acdo com relacido ao campo escalar ¢, obtemos

1 1 .
5S = — 2/ [ﬁ 0, (\/—7 Lu 7‘“’8,}1)) -3 Lq>] 50/~ d, (3.3)
com Ly representando uma derivada em termos da variavel X . Utilizando-se do

principio da minima a¢éo obtemos a equacdo de movimento da teoria,

1 1
7= o (v — Ly 7’“’&/@) =5Le, (3.4)

Essa é uma equacao diferencial parcial de segunda ordem que pode ser posta na
seguinte forma [53],

G (z,0,09) 9,0,% + G (,0,08) =0, (3.5)

onde a fun¢do G depende somente das coordenadas, do campo escalar e suas primeiras
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derivadas. Facilmente se mostra que o termo multiplicando a derivada segunda de ®
pode ser escrito como
g = L™ 4 2L, 0" ® 07 P, (3.6)

e a questdo basica na qual se atém os modelos andlogos é a associacdo do objeto g"
a componentes contravariantes da métrica de um espaco-tempo efetivo Riemanniano.

Essa associacdo pode ser feita de duas formas, complementares entre si.

Propagacao de raios

Na optica geométrica, para se estudar as superficies caracteristicas da teoria,
considera-se uma solucdo continua ®, da equacdo (3.4) e uma familia de solucoes

aproximadas do tipo onda, assim
®(x) = Do(x) + € f(2) e B (3.7)

onde ¢ é um parametro real, i = /—1 e, tanto a amplitude f(z) da onda quanto sua
fase S(z), sdo fungbes continuas. Assumindo que ambos ®, e ®(x) sdo solucbes da
equacdo de movimento (3.4), no limite onde ha uma rapida variagdo de fase, ou seja,
¢ — 0, encontramos a seguinte relacdo de dispersao [50],

3Pkoks =0, (3.8)

com k,, = 0,5 sendo o vetor de onda. Nesse caso, " é calculado em termos da solucéo
de fundo ®,. Esta é a conhecida equagao Eikonal, que determina toda a estrutura causal
da teoria [54].

Construindo uma inversa para a matriz g*¥, de acordo com a relagio G"“g,, = o, ,
e definindo uma estrutura afim de tal forma que §,,» = 0 (o simbolo | representa a
derivada covariante em relacdo a §,,,), obtemos a seguinte equacéo,

gwjka\mklx =0 . (39)

A expressdo acima mostra que os raios que descrevem as perturbacdes do campo
escalar se propagam seguindo geodésicas nulas na métrica efetiva g,,. Em outras
palavras, é a métrica efetiva quem determina a estrutura causal das excitacdes de um

campo escalar nao linear.
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Propagacao de ondas

A segunda analogia com a gravitacdo € construida ao estudarmos a dinamica de
uma perturbagdo de primeira ordem do campo. Considerando uma solu¢do continua
®, da equagdo de movimento, procuramos a equacdo que governa a evolucdo das

perturbacoes 6® em torno dessa solucao de fundo. Escrevemos,

b =>0,+ 6P, com P> < IP. (3.10)

Substituindo na equagéo dindmica do campo escalar, um célculo direto mostra que
as perturbacdes obedecem uma equacdo do tipo Klein-Gordon em um espaco-tempo
efetivo, no qual a métrica f** é determinada pelas quantidades nido perturbadas ®,,

[55,56]. Podemos escrever a equacdo de movimento dessas perturbacdes como
;60 +mdé® =0, (3.11)

onde o simbolo []x refere-se ao operador d’Alambertiano construido com a métrica

indicada em seu subindice, ou seja,

1
Df-:

Vi a,60)] (3.12)

by

sendo a métrica f*” e a massa efetiva 7 dados por

. il
o= : (3.13)
f LEN/T+ 2Lwww/Lu | _ g,
1 1 g8
~2
m° = Lesyw — =Lag + On® .(3.14)
L?U\/1+2waw/Lw[ o pleet g e Pis D=

Portanto, as perturbagdes se propagam como um campo escalar linear massivo em
um espaco-tempo emergente gerado pela configuracido de fundo do campo.

3.2 Geometrizacdo da dinAmica de um campo

Os processos de geometrizacdo tratados na se¢do anterior lida somente com

aspectos perturbativos de uma teoria. As métricas efetivas apresentadas acima sdo
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percebidas somente pelas perturbacées do campo, elas nada interferem na dindmica do
fundo. Iremos agora mostrar como é possivel geometrizar a dindmica do préprio campo
&, de modo que possamos representd-lo como que imerso em um espaco-tempo curvo
gerado por ele mesmo. Em outras palavras, buscamos uma descricdo geométrica, para
a dindmica de um campo escalar néo linear, onde tal campo possa ser visto como que
interagindo minimamente com uma meétrica construida a partir de fun¢des do prépio

campo escalar.

Voltemos entdo a variacao (3.3) e definimos a quantidade

1 1
T— L<\/— Loy 0,® ’“’)—fL , 3.15
7= 9, Y L 0, @ 5 Lo (3.15)
que consiste basicamente no lado esquerdo da equacdo de campo de ® . Introduzimos

o tensor métrico contravariante ¢** através do tensor binomial

q" = ay" + LT P, (3.16)
w
com « e 3 sendo funcionais de ® e w. A expressao covariante correspondente, definida
por ¢"® q,,, = 6., é dada por

1 B

Qv = — Y —0,20,%. (3.17)

a(a+f)

O determinante da métrica, ¢ = det (g, ), pode ser relacionado com o determinante

da métrica auxiliar v*¥ , a saber

—_ 3.18
V—q AT (3.18)

Com isso, uma substituicao direta na equacgdo (3.15) mostra que

Ly (a+P) 3/2 a32L, Lo
I = O, + ——= —_— o,e — —— . 3.1
a+p | ¢ +a3/2Lw F\Va+s 7o 2 Ly, (a+5) (3.19)

Como vimos na secdo anterior, a ideia bdsica do processo geometrizacdo é
estabelecer a métrica introduzida como o elemento principal da equacio dinamica do
campo, ou seja, aquele que ird determinar a estrutura causal da teoria. Portanto, neste
caso vemos que para isso é preciso que o segundo termo entre colchetes na expressdo

acima ndo contenha derivadas segunda de ®. A maneira mais simples de satisfazer
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isso consiste na imposicdo
a’3/2L,

Va+ 3

com C sendo uma constante arbitrdria. Sob esta condi¢do nos coeficientes da métrica

C, (3.20)

q"”, a dindmica do campo (Z = 0) é descrita como

0,8 = j(®,00), (3.21)
onde definimos que
3
. o«
J(®.0%) = 55 Lo Lu. (3.22)

Note que as equacOes (3.4) e (3.21) sdo equivalentes, de modo que podemos
interpretar a dindmica do campo ¢ como (i) ndo linear no espago-tempo de Minkowski
ou (i7) uma propagacdo “linear”, com fonte j(®, 0®), na métrica ¢*. Importante
enfatizar que o uso da palavra “linear” é feito apenas de maneira metafdrica, dado
que, uma vez que a métrica ¢*¥ depende de &, a dindmica do campo permanece sendo

altamente néo linear.

Uma segunda possibilidade de geometrizacdo consiste em relaxar a condicdo

(3.20), trocando a constante C' por uma funcao somente de @,

@ PLy _ b (3.23)
Jaip F®: '
Substituindo isso na expressao (3.19) obtemos,
Ly Fp Lg
P {qu)—i—(a—l—ﬁ)(F w 2Lw>:| . (3.24)

Esse método nos permite, através da funcdo F', escrever a dindmica do campo na
espaco-tempo determinado pela métrica g, como um campo se propagando sem fonte,
ou seja,

0,8 =0. (3.25)

e a funcao F(®P) satisfaz a condi¢do

—w——=0. (3.26)
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]

Portanto, neste caso, o campo ¢ propaga-se “livremente” * na métrica ¢"”. Note que os

dois caminhos de geometrizacdo que tratamos coincidem quando Ly = 0.

Esses resultados nos mostram que hd uma relacio entre a equacdo de movimento de
um campo escalar ndo linear e a propagacdo de ondas em uma geometria curva. Para
qualquer teoria com funcdo Lagrangeana L(®,w), existe sempre um espaco-tempo,
descrito por uma métrica como ¢"”, tal que essas dinamicas mencionadas acima sao

equivalentes.

Na relatividade geral, a matéria/energia curva o espaco-tempo onde ela mesmo se
propaga e € nesse sentido que entendemos como a estrutura métrica ¢*” é associada,
matematicamente, a processos gravitacionais através da geometrizacao mostrada neste
capitulo. No entanto, a pergunta que surge é a seguinte: € possivel atribuir a
métrica ¢"¥ uma interpretacdo fisica, no sentido de que ela desempenhe um papel
mais fundamental? A resposta a essa questdo € positiva e consiste na base da teoria

geomeétrica-escalar da gravitacdo, que desenvolveremos no préoximo capitulo.

!Novamente, fazemos um uso metaférico para a palavra “livremente”






Capitulo 4

Teoria geométrica-escalar da
gravitacao

Com os resultados do capitulo anterior, passamos a interpretar uma teoria escalar
ndo linear da seguinte forma. A auto-interacdo do campo ® € tal que o espaco-tempo
a sua volta curva-se e, como uma estrutura universal, passa a influenciar a propagacéo
do préprio campo ®. A partir dai podemos nos perguntar até que ponto o cardter
universal da métrica g, se mantém valido. De outra forma, qual o papel dessa métrica
quando o campo & interage com outros campos? Veremos que é possivel atribuir a
esse campo escalar as caracteristicas de um potencial gravitacional mantendo uma das
hipéteses principais da relatividade geral: a gravitacao é um fenémeno métrico. Assim,
a estrutura g, representara a métrica gravitacional do espaco-tempo. Essa proposta
foi apresentada recentemente no artigo [57] e constitui a base deste capitulo.

4.1 Fundamentos da gravitacdo geométrica-escalar

Para descrever os processos gravitacionais a partir de um potencial gravitacional
que seja uma funcao escalar, seguiremos as principais ideias contidas nas hipdteses
basicas que sdo tomadas pela relatividade geral. Dessa forma, assim como descrevemos
os fundamentos da teoria de Einstein na secdo 2.3.1, podemos fazer o mesmo para a

gravitacao geométrica-escalar.

35
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Propriedades da gravita¢do geométrica-escalar:

e A interacdo gravitacional é descrita por um campo escalar ¢ que satisfaz uma

dindmica n&o linear;

e A teoria satisfaz o principio geral da covaridncia, em outra palavras, o campo ®

ndo esta restrito ao dominio da relatividade especial;

e Reproduz a gravitacdo Newtoniana em uma aproximacdo de campo fraco onde &

se relaciona nio trivialmente com o potencial gravitacional de Newton;

e Toda forma de matéria e energia interagem com o campo gravitacional somente

através da estrutura métrica dada por

B(P)

" = ()" + o OHP YD, 4.1)

e dessa forma a métrica de Minkowski ndo é um observavel.;

e Particulas testes e ondas eletromagnéticas se movem seguindo geodésicas no

espaco curvo descrito por ¢, ;

e A métrica ¢, interage universalmente com todos os campos existentes na

natureza através do acoplamento minimo.

De imediato, assim como ocorre na relatividade geral, o acoplamento entre a
gravitacgdo e o eletromagnetismo na teoria geométrica-escalar estd garantido. O campo
de Maxwell, sob a influéncia de um campo gravitacional, serd descrito pela agéo,

1
Sp=—
16mc

/ Fy/—qd*. (4.2)

Obviamente, a variacdo dessa acdo em relacdo ao potencial vetorial A, retornard

precisamente as equa¢des de Maxwell em um espago curvo, neste caso, g, .

De acordo com os itens 3 e 5 acima, em um regime de baixas velocidades, com um
campo fraco e estatico, as equacdes de movimento de uma particula teste sdo descritas

como,
A2zt
dt?

:—CQFéoz—ai‘I)N, (4.3)
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com ®y sendo o potencial gravitacional de Newton. A conexdo métrica I'f}, deve ser

construida com a métrica gravitacional g, , assim

. 1 .
I~ — 3 d'(Ina), (4.4)
portanto,
P 1
c—év ~ D) In(a) . (4.5)

Com isso, podemos obter, dentro dessa aproximacao, a relacdo entre a componente

puramente temporal da métrica e o potencial ®y,

1 Dy
Qo= —=1+2—. (4.6)
[0 C
A expressdo acima também nos mostra a relacdo entre o coeficiente o da métrica
gravitacional e o campo ® até a primeira ordem de aproximacdo. Contudo, para
o desenvolvimento da gravitacdo geométrica-escalar iremos extrapolar essa relacao,

considerando uma expressdo mais geral, a saber
a= e, “4.7)

Pode-se ver claramente que esta escolha estd em acordo com os resultados

aproximativos acima.

Para estabelecermos completamente a teoria geométrica-escalar ainda € preciso
determinar a equacao dinamica do potencial gravitacional ® , bem como a dependéncia
funcional do coeficiente 5 da métrica. Neste capitulo nos ocuparemos desta tarefa, a
dindmica serd estabelecida a partir da técnica de geometrizacdo que apresentamos
no capitulo anterior e a funcdo [ serd determinada de tal forma que as solucoes
da teoria estejam de acordo com os dados observacionais. Veremos que a fonte
do potencial gravitacional ndo se resume somente ao traco do tensor de energia-
momento, evidenciando a diferenca da gravitacdo geométrica-escalar em relacdo as

teorias escalares anteriores.

Antes disso, é importante deixar claro algumas notacOes para evitar erros de
interpretacoes das equacdes matemadticas. Como na gravitacdo geométrica-escalar a
unica métrica relevante € a métrica gravitacional g, abdicaremos dos sub-indices que
utilizamos para representar o operador de d’Alambert no capitulo anterior. Assim, o

simbolo matematico [J serd construido sempre com a métrica gravitacional. De forma
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[}
>

semelhante, a derivadas covariantes, usualmente representadas pelo simbolo

estardo sempre sendo tomadas em relacdo a métrica gravitacional.

4.2 Equacgoes de campo

Considere a seguinte funcido Lagrangeana para o campo escalar @,
L=V(®)w. (4.8)

A dinamica resultante do principio variacional serd ndo linear devido ao fato de que
o termo cinético w estd reescalado pela funcdo V(®). Seguindo o que foi dito no
capitulo anterior, sobre as técnicas de geometrizacdo, optemos pelo segundo modo
onde os coeficientes da métrica ¢, satisfazem as relacées (3.23) e (3.26). Usando a
Lagrangeana acima, um célculo simples e direto mostra que essas relacoes se reduzem
a condicédo

a+pB=a3V(d), (4.9)

que, uma vez que o coeficiente « ja estd determinado [cf. (4.7)], estabelece uma
relacdo entre 5 e V, ou seja, a Lagrangeana do campo escalar. Como ja foi mostrado, a
equacao de movimento dessa teoria, na auséncia de outros campos, sera entdo escrita
como

0®=0. (4.10)

A condicdo (4.9) permite escrever a métrica gravitacional toda em termos do
coeficiente o e da fungdo V(®) que fixa a dindmica do campo escalar. De acordo
com as equacoes (3.16), (3.17) e (3.18), teremos

2
-1
q/“/ :a,-yl“/_t'_awaﬂ@a”(b, 41D
w
1 (@?V —1)
Quv = a Yuv — m 3M<IJ 8V(I), (412)
V=7
—q = . 4.13
VU= v @13

Com essas expressOes em maos, estamos aptos a desenvolver um principio variacional
para a teoria geométrica-escalar e estabelecer sua equagdo dindmica quando na

presenca de matéria e energia.
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A acdo que descreve a dinamica do campo ® no espaco-tempo gravitacional € entao

dada por
1
Sp = m/\ﬁ—qﬂﬁd“x, (4.14)

onde definimos o termo cinético construido com a métrica gravitacional como,
N=¢"0,20,2= (a+P)w. (4.15)

E mais pratico trabalhar com o campo escalar sendo adimensional uma vez que os
coeficientes da métrica, as fungdes « e 3, devem ser adimensionais também. Assim,
a constante de acoplamento x deve ter dimensdes de comprimento por energia para

garantir que S¢ tenha dimensdes de energia vezes tempo.

O processo de variacdo de Sg ¢ mais facilmente calculado se trabalharmos no

espaco-tempo auxiliar de Minkowski. Assim, usando (3.3) e (3.15), obtemos

8Sp = — % / I6®/—~d'z = / TaPVV 60 /—qd*z. (4.16)
K
Com a Lagrangeana dada em (4.8) e a condicdo (4.9), escrevemos [cf. (3.24)]
1
I= 09, (4.17)
(6]
e assim, 0
55@2_@ /\/Vmwmﬁ—qd%. (4.18)

que trivialmente mostra que na auséncia de outros campos o principio da minima acao

se reduz a equacdo (4.10) como era de se esperar.

Na presenca de matéria, segundo o principio do acoplamento minimo, adicionamos

uma densidade Lagrangeana correspondente L,, a acdo total S, ou seja,

com

Sy = 1 / vV—=q Ly, d*z (4.20)
C

De forma usual, escrevemos a variacdo da acdo de matéria em termos do tensor de
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energia-momento correspondente,

1

8Sm = 5 / V=qT" g, d*z (4.21)

onde defini-se,

T, = 2 5(\/:”’”), (4.22)

v—a gt

de forma que a conservacdo da energia estd garantida pelo principio da covaridncia

geral.

Contudo, na gravitacdo geométrica-escalar, a quantidade fundamental é o campo
escalar ¢, e ndo a métrica ¢,,,. Devemos continuar o processo de variacdo utilizando
a maneira pela qual a métrica gravitacional depende do campo escalar, descrita em
(4.12), ou seja

1 2y —1
S = 0 [a YV — M 9, 31/@]

a3V w
V' 0,88,0
N AR PTIE P

9,® 0, ® *® I\ (6®) — 6 (9,2 0,P)| (4.23)

(2?V —1) [0V
Q Q

Para calcular a expressdo acima ja utilizamos (4.7) e também temos definido V' =
dV/d®. O integrando da agdo variada, ¢S ,,, , pode ser escrito como
!/

T §q,, = [2T + (4 — “//) E} 6d — 201 6D,, (4.24)

onde definimos as quantidades

uv
po TV OO0 429
© 2y —1
oA = (O‘Q_) (T’\“ _ Eqw) 9,0 . (4.26)

O traco do tensor de energia-momento que aparece em (4.24) é construido como na
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forma usual com a métrica gravitacional,
T =T"q,,. (4.27)

Substituindo em 4.5 ,,, e eliminando os termos de integrais de superficies teremos,

1

/
58, = — - / [T+ <2 — ;/) E+CA;A} 6d\/—qdz, (4.28)

Finalmente, assumindo o principio variacional para a acdo total, a equacdo

dindmica geral do potencial gravitacional ® toma a seguinte forma,
VVOD =ky, (4.29)

onde simplificamos a notacdo escrevendo

1 v/ \

Vemos entdo que, na gravitacdo geométrica-escalar, a fonte do campo gravitacional
ndo se resume somente ao traco do tensor de energia-momento, outras contracoes
do T*” com as derivadas do campo ® surgem para dar origem a uma fonte material
mais complexa, caracterizada pelo termo x . Isso deixa evidente o acoplamento entre
o campo gravitacional e o eletromagnetismo. Nota-se que, mesmo com a anulacio do
traco do tensor de energia-momento do eletromagnetismo, sobram os termos F e CA; \-

Por fim, note que a teoria que estamos formulando possui trés funcdes que precisam
ser determinadas, sdo elas «, 3 e V. A primeira delas fixamos através do limite
de baixas velocidades e campo fraco [cf. (4.7)], enquanto a segunda pode ser
entendida como estando determinada pela condicdo de geometrizacao (4.9) assim que
estabelecermos V' (®), que é basicamente a Lagrangiana do campo escalar [cf. (4.8)].
Na proxima secdo desenvolveremos um raciocinio para tal objetivo, e assim fixarmos

completamente a teoria.
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4.3 Solucao estatica e esfericamente simétrica

O formato da Lagrangeana escolhido para o campo escalar restringe bastante a
dinamica da teoria, no entanto, com a indefinicdo da funcdo V(®), uma infinidade
de possibilidades ainda resta para a determinacdo da teoria geométrica-escalar da
gravitacdo. Para selecionarmos uma entre tantas possibilidades de Lagrangeanas na
forma (4.8), olhamos para a solucdo estdtica e esfericamente simétrica que deve

satisfatoriamente descrever o nosso sistema solar.

Iniciamos escrevendo a métrica auxiliar de Minkowski em coordenadas esféricas,
ds?, = Adt? — dR? — R? dQ>. (4.31)

Como estamos procurando por uma solugéo estatica e com simetria esférica, assumimos
que o campo gravitacional dependa somente da coordenada radial, ® = ®(R). A
métrica gravitacional (4.12) assume a seguinte forma,

R2

1 1
ds® = = 2dt? — dR? — =

—_ da? .32
o adV o ’ (4.32)

e, transformando a coordenada radial segundo R = \/ar, teremos que

1
ds® = — Adt* — Bdr? — r? dQ?, (4.33)
(6%
onde definimos,
p= L (Zde ) (4.34)
T a2V \2adr ' )

Note que a componente ¢,, do elemento de linha (4.33), na aproximacdo de campo

fraco, escreve-se como,

1 20 2m
Qo =—~ 1~ N1, (4.35)

Relembrando o que foi dito sobre os testes gravitacionais em nosso sistema solar,
verificamos que, para que a gravitacdo geométrica-escalar esteja de acordo com as

observacoes, a funcdo B desse mesmo elemento de linha deve se comportar tal que

qll ~ —Q. (4.36)
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Novamente, iremos extrapolar este requerimento impondo uma condi¢do mais geral
onde
B=a. (4.37)

Substituindo isso na equagdo dinamica da teoria (sem fonte material), (4.29),

encontramos 5 @
20 0
—_— = . .38
¢ dr 72 (4.38)
Portanto,
db=-In(2C—-2—), (4.39)
2 r

onde C' e ¢, sdo constantes de integracdo. A definicdo dessas constantes é obtida a
partir da andlise do comportamento assintdtico dessa solucdo, isso implica que C' = 1/2

e &, = m. Dessa forma,
o = %m (1 . 2m> , (4.40)

r

e o elemento de linha gravitacional da solucdo esfericamente simétrica serd o mesmo

que na relatividade geral, ou seja, o espaco-tempo de Schwarzschild,

2 2m\ ™!
ds? = <1 _ m> Adt? — (1 — m> dr? — r?dQ? . (4.41)

T T

Portanto, exatamente como na relatividade geral, a solu¢cdo do vazio, estdtica e
esfericamente simétrica da gravitacdo geométrica-escalar descreve satisfatoriamente o
movimento dos planetas em torno do Sol e também a propagacdo da luz que seguem

geodésicas na métrica g, .

Utilizando esta solug¢do que encontramos, e a dependéncia pré-determinada do
coeficiente «, encontramos a forma pelo qual a funcdo V' depende do campo escalar.

Em termos do coeficiente da métrica, escrevemos

(3-a)?

V= 403

(4.42)

Importante relembrar que este potencial é obtido a partir da extrapolacdo que fizemos
ao impor que ¢,; = «. Essa condicdo pode ser relaxada de tal maneira que ela ainda
seja valida até a segunda ordem de aproximacdo, garantindo assim a concordancia
com os testes gravitacionais atuais. Assim, se novas observagoes surgirem e exigirem

correc¢des no elemento de linha de Schwarzschild, isso pode ser feito ajustando a forma
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do V(®).

4.4 Limite Newtoniano

Como ja foi discutido no primeiro capitulo, uma teoria da gravitacdo deve se
reduzir a teoria newtoniana em um regime de campo fraco e estdtico. Basicamente
precisamos recuperar a equagdo de Poisson para o campo escalar. Para verificarmos
essa propriedade na gravitacdo geométrica-escalar facamos as seguintes consideracoes,

00

2 _— =
<P, =0, (4.43)

Sob estas condi¢des, mantendo somente até a primeira ordem em ®, obtemos
1
— 1429, Vax1+8D. (4.44)
(6]
A métrica gravitacional sera
40
quv ~ (1 + 2@) Yuv + ; (9#@ 81,(13 N (4.45)

e seu determinante,

V=g~ (1+28)y/—. (4.46)

Substituindo na equacao dinamica (4.29), verifica-se

VVOd ~ —V20. (4.47)

Para o contetido material que é fonte do potencial gravitacional, consideremos um

fluido perfeito. Lembrando que, no regime Newtoniano, escrevemos

™" = pc o’ , o' = (c,0), (4.48)

sendo o campo de velocidades definido na métrica gravitacional, ou seja, g, v"v” = .

Assim, o Unico termo do lado direito da equagdo dindmica que é de primeira ordem em

®, é o traco do tensor de energia momento,

T~ pc?, FExTVm0 e C*xT¥~0. (4.49)
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Portanto, teremos
X R ——. (4.50)
Isso nos leva a uma equacao de Poisson para o campo @,
K 2

V2o = §pc ) (4.51)

Esse resultado nos permite determinar a constante de acoplamento da matéria como

sendo, r
k= —r, (4.52)
C
e, como solucdo de (4.51), temos exatamente o que esperavamos
d
O~ (4.53)
C

4.5 Recapitulacao

A teoria geométrica-escalar da gravitacdo € uma alternativa proposta para descrever
0s processos gravitacionais através de um campo escalar ® . No entanto, toda forma de
matéria e energia interage com este campo somente através da métrica gravitacional
que ¢é construida com as derivadas de @,

B

g’ = ay" — w oHPI'D . (4.54)

Por se tratar de uma teoria geométrica, como o proprio nome indica, parte de
premissas diferentes daquelas assumidas nas teorias escalares anteriores, naturalmente
superando os problemas que cercam a gravitacdo escalar. Em particular, a fonte
do potencial gravitacional ndo é somente o traco do tensor de energia-momento
e a gravitacdo geométrica-escalar ndo € uma teoria gravitacional sob o dominio
da relatividade especial. Em outras palavras, seguimos as principais ideias que
fundamentam a relatividade geral para formular a gravitacdo geométrica-escalar, como

foi mostrado no inicio deste capitulo.

Os passos seguidos para construir a teoria geométrica-escalar foram guiados
pelos dados observacionais atuais que testam as teorias gravitacionais bem como

a correspondéncia com a gravitacdo Newtoniana. A teoria gravitacional que
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apresentamos aqui introduz um campo escalar com dindmica nao linear descrita pela
Lagrangeana
L=V(®)w, (4.55)

onde a fungdo V é identificada com os coeficientes da métrica segundo as expressoes

2
sz&?, (4.56)
a+B8=a’V, (4.57)

e o coeficiente « se relaciona com o potencial gravitacional tal que
o = 6_2(1) . (4.58)

A equacdo que governa a dinamica do potencial gravitacional ¢, na presenca de uma

fonte material, é entdo descrita como
VVO® =k, (4.59)

com x = 87G/c*, onde  representa o contetido material,

1 Vv’
=—- [T+ (2--= |E+CY,| . 4.60

X 2[ ( 1% 2 (4.60)
Essas determinacdes acabam resultando em uma solucao como a de Schwarzschild para
a relatividade geral no caso vazio, estatico e esfericamente simétrico. Dessa forma, a
gravitacdo geométrica-escalar ja se mostra de acordo com as principais observacoes

gravitacionais que existem atualmente.

Antes de procedermos com o desenvolvimento de um modelo cosmolégico previsto
pela gravitacdo geométrica-escalar, é importante ressaltar uma caracteristica distinta
entre essa teoria e teoria gravitacional de Einstein. Enquanto a relatividade geral nédo
¢é capaz de exibir um verdadeiro tensor para representar a energia gravitacional [6],
a gravitacdo geométrica-escalar permite a construcdo de tal quantidade de modo que
a conservacao desse tensor retorna a equacgao dindmica da teoria. Esse assunto foi
abordado com detalhes em [58], e ndo sera desenvolvido aqui por néo se tratar de um

topico diretamente relacionado com o intuito desta tese.



Capitulo 5

Cosmologia na gravitacao
geometrica-escalar

A cosmologia é uma area da fisica que se propde a estudar a estrutura dinamica
do universo como um todo. O seu desenvolvimento se deu somente apds o advento
da relatividade geral. Embora seja possivel pensar na cosmologia a partir da teoria
gravitacional de Newton, foi somente apds a teoria de Einstein permitir a elaboracao
de um modelo dindmico para o universo que a cosmologia Newtoniana foi estudada.

Os modelos cosmoldgicos sdo usualmente desenvolvidos em cima de trés hipdteses
basicas que funcionam como pilares para a sua construcdo. A primeira é o chamado
Principio Cosmoldgico, que afirma que o universo, quando observado de qualquer
ponto, apresenta sempre os mesmos aspectos fisicos. Matematicamente, assumimos
que hd um tempo cosmoldgico ¢ e, para cada ¢ = constante, a hipersuperficie
espacial correspondente deve ser homogénea, ndo possuindo pontos privilegiados;
e isotropica, nido tendo também qualquer direcdo preferencial para descrever o
universo. Dessa forma, o principio cosmoldgico implica que o espaco-tempo possa ser
sempre foliado em hipersuperficies do tipo espago que sdo esfericamente simétricas.
Observacoes, como a Radiacdo Césmica de Fundo (CMB na sigla em inglés para Cosmic
Microwave Background), fortemente sugerem a validacdo desse principio. Contudo,
muitos tém considerado modelos anisotropicos e inomogéneos para buscar respostas
a algumas questoes mal explicadas pelo modelo cosmolégico padrao, como formacoes

de estrutura ou o comportamento do universo primordial.

A segunda hipdtese provém de um postulado formulado por Weyl para tratar o

47
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problema conceitual da cosmologia na relatividade geral. Ele fez a seguinte pergunta:
como a relatividade geral, uma teoria construida para lidar com as observacoes entre
dois referenciais relativamente acelerados, poderia ser aplicada a um tnico sistema
fisico, como € o universo? Weyl argumentou que é sempre possivel construir uma classe
de observadores no universo que se movem junto com o movimento médio das galaxias.
Assim, propde-se a ideia de que o contetido material do universo se porta como um
fluido tal que suas particulas constituintes seguem geodésicas tipo tempo divergindo
de um ponto em um passado finito ou infinito. Ha portanto somente uma geodésica
passando por cada ponto do espaco-tempo e, consequentemente, a matéria possui em
cada ponto uma velocidade tnica. Isso possibilita tomarmos o contetido material do
universo como um fluido perfeito. Obviamente, as galaxias e aglomerados ndo seguem
estritamente este movimento, mas as variagoes em relacdo a um movimento médio

geral sdo menores que um centésimo da velocidade da luz [59].

A terceira e ultima hipdtese consiste no uso da teoria da relatividade geral para a
descricao matematica do universo. Claro estd que muitos modelos cosmoldgicos tem
sido elaborados a partir de propostas alternativas a relatividade geral, como as teorias
f(R), acoplamento ndo minimo, entre outras [60, 62]. Obviamente, nosso modelo
cosmologico substitui o conteido desta terceira hipétese basica assumindo a gravitacio

geométrica-escalar como a teoria fisica a descrever o universo.

5.1 Métrica de Robertson-Walker

Inicialmente, introduzimos um sistema de coordenadas com simetria esférica, z# =
(T,r,60,0¢), tal que a métrica auxiliar de Minkowski € escrita como

ds3; = dT? — dr® —r* (d6” + sin® 0 d¢?) . (5.1)
Iremos utilizar um sistema de unidades onde c = 1.

Com base no principio cosmolégico, é razodvel assumirmos que o potencial
gravitacional deva variar somente com o passar do tempo, assim, impomos que o
campo escalar seja somente uma funcio da coordenada temporal, ou seja, ® = ®(7').

As componentes ndo nulas da métrica gravitacional sdo obtidas através das definicoes
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feitas no capitulo anterior, sdo elas

1 .
" ===, ¢'=¢"=q¢"=

5.2
5 , (5.2)

onde as funcbes o e V também serdo dependentes somente da coordenada temporal

T . Portanto, o elemento de linha gravitacional é escrito como

1 1
ds® = =7 dT? — — (da® + dy* + d=*) . (5.3)

Utilizando uma transformacdo de coordenadas tal que
dT = Va3V dt, (5.4)

podemos reescrever a métrica gravitacional acima exatamente como a conhecida

métrica de Robertson-Walker no caso onde a curvatura do tri-espaco é nula,

A(t)

ds® = dt*> — | =2
s <A0

2
) (dm2 +dy? + dz2) , (5.5)

onde temos definido o fator de escala A(t) tal que

1
a
onde Ay é uma constante arbitraria introduzida por motivos que ficardo claros mais
adiante. O fator de escala descreve como as distancias entre objetos em um universo
homogéneo e isotrépico se expandem ou contraem. Na gravitacdo geométrica-escalar,
o fator de escala cosmologico é diretamente relacionado com o campo escalar pois,

sendo o = e 2? | temos que
A(t) = Age®. (5.7)

Por motivos de simplicidade, iremos reduzir nossa notacdo escrevendo

a(t) = iliot) =e?, (5.8)

resultando no elemento de linha gravitacional dado por

ds® = dt* — a(t)? (dz* + dy* + d2?) . (5.9)
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Este tltimo resultado mostra que, com a simples restricdo na dependéncia do potencial
gravitacional com a coordenada temporal, constrdi-se uma métrica homogénea,
isotrépica e espacialmente plana, sendo esta a mesma métrica utilizada na relatividade

geral para descrever o universo.

Note que o problema da planeza (veja o Apéndice B) ndo é sequer posto na
cosmologia da teoria geométrica-escalar pois a Unica geometria homogénea e isotrépica
permitida pela teoria tem secdo espacial com curvatura nula.

5.2 Conteudo material do universo

A partir dos resultados obtidos na sec¢do anterior passamos a descrever o conteudo
material do universo. De acordo com o postulado de Weyl, iremos descrever o tensor

de energia-momento como um fluido perfeito, ou seja,
T = (p+p) v'v" —pg"”. (5.10)

Essa formulacdo descreve o fluido material do universo do ponto de vista de um
observador comdével a ele, ou seja, v* = §/, que o decompde em uma densidade de
matéria p e pressdo p. A classe de observadores v* obviamente é definida na métrica

gravitacional, satisfazendo a condicido de normalizacédo
v, = ¢"ouu, =1, (5.11)
e o traco do tensor de energia-momento é o usual

T=p-—3p. (5.12)

Um fluido perfeito é descrito por uma equacao barotrépica onde a pressdo depende
somente da densidade de energia. Definimos essa dependéncia como

p=Ap, (5.13)

sendo )\ a constante de proporcionalidade. Dado que a métrica cosmoldgica que
estamos trabalhando aqui é a mesma utilizada na relatividade geral considerando-se

as secOes espaciais como planas, os resultados serdo os mesmos daqueles obtidos na
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secdo dos apéndices B.2. De acordo com a conservagao do tensor de energia-momento
(5.10), podemos determinar também a dependéncia da densidade de energia do fluido
com o fator de escala, a saber

Po
P= 30N (5.14)
onde p, é uma constante de integracao.

Utilizando essa descricdo para o conteudo material do universo e as defini¢oes

estabelecidas na secdo anterior, verificamos que
E=p, e C'=0. (5.15)

Substituindo essas quantidades na expressao (4.60), obtemos

1 1+ 3a?
X="3 [(P—3P)+ <1_3a2>p] ’ (5.16)

onde utilizamos que, segundo a definicdo feita para o coeficiente a e da funcao V (@),
escrevemos
2
v:% (3a® —1)* . (5.17)

5.3 Equacao dinamica

Para desenvolver o lado esquerdo da equacdo dindmica (4.29) em termos do fator
de escala é preciso atentar para uma questdo que até entdo ndo havia surgido nos
casos tratados no capitulo anterior. Lembrando a férmula geral que determina a raiz
quadrada do determinante da métrica g, ,

V=
o 5.18
vV—q BV ( )

vemos que o mesmo esta diretamente relacionado com a raiz quadrada da fungéo

V(®) e, de acordo com a expressao (5.17), verifica-se que hd uma singularidade nesse
espago-tempo no ponto a? = 1/3(,/—¢ — o), onde a prépria dindmica se torna
indefinida. Este comportamento singular ndo apareca explicitamente na forma da
métrica dada em (5.9) pois o termo contendo a raiz da funcao foi absorvido pela nova
coordenada temporal na transformacdo (5.4). Esta singularidade divide a variedade

métrica em duas regides que ndo possuem nenhuma ligacdo entre si por estarem
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separadas por uma singularidade. A essas regides denominamos Universo Pequeno (SU
na sigla em inglés para Small Universe) o caso onde o fator de escala estd limitado
entre os valores 0 e 1/+/3 e, Universo Grande (BU também na sigla em inglés para Big
Universe) o caso onde a > 1/+/3. Mais do que isso, é necessario impor vV > 0 para
garantir a positividade da expressdo (5.18) . Isso nos leva a seguinte definicao,

1
—g(3a2—1), se 0<a<—

4 V3’
VV = (5.19)
a,. 9 1
+—-(3a"—1), se a>—,
que resultara em dinamicas diferentes para cada uma dessas duas regides. Portanto,
o modelo cosmoldgico da gravitacdo geométrica-escalar proporciona duas solucoes

distintas para a evolucao do universo.

A parte que contém derivadas do campo provém do termo [J® que, com a

dependéncia somente temporal, escreve-se como

a _a®

Oe=2 19 (5.20)
a

a2’
onde definimos que & = dx/dt e utilizamos a relacdo @ = ® a. Com isso, finalmente
podemos escrever a equacdo dinamica da cosmologia na gravitacdo geométrica-
escalar que, apds uma simples manipulacio algébrica, resulta

a (2 =3\ +9)\a?) 1
a<a+2a2> = —Kpo a3(1+’\)(3a2—1)2’ para O<a<%, (5.21a)

i _a? (2 —3X\+9)a?) 1
a <a +2 a2> =+ kpo AN (302 — 172 para a > ﬁ (5.21b)

A primeira integral de cada uma dessas equacoes é facilmente obtidas usando-se uma
redefinicdo de variaveis com
u=a’. (5.22)

Dessa forma, verificamos que
= =24, (5.23)
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e, multiplicando ambos os lados das equagées (5.21) por a*, as reescrevemos como
d , 4 B (2 =3\ +9)\da?) 1
Ta (a u) = —2Kpo S (302 = 1) para 0 <a < % , (5.24a)
d , , _ (2 —3X+9)a?) 1
T (a u) = +2Kpo S (302 — 1) para a > % . (5.24b)

A integracdo € simples e as expressoes resultantes podem ser agrupadas com o uso de

uma funcdo modular,
M a=273
-2
=——-2 —_— 5.25
L Pyt (5.25)

onde M ¢ uma constante de integracio que, sendo >

> 0, deve ser estritamente
positiva e ndo nula. Substituindo esta ultima equacdo nas expressoes (5.21) é possivel

escrever a aceleracdo @ em termos do préprio fator de escala,

M Kpo 243X 6 a’
_25—1— 30 [|3a2—1| — Ba2 12| no SU, (5.26a)
i =
M KP0 243X 6 a?
-2 — BU. .26b
PR (EBY [|3a2—1] * (3@2—1)2} , moBU.  (5.26b)

Integrar a equacdo (5.25) é mais complicado e, embora seja possivel obter uma
solucdo analitica através de programas computacionais, resultando em uma série
de funcoes elipticas, pode-se extrair informagdes sobre o comportamento do SU e
BU a partir desse primeiro resultado. Nas proximas secOes iremos descrever essas
propriedades para os valores de \ especificos.

5.4 Universo com um unico fluido material

Espera-se que o comportamento do universo possa ser modelado com no minimo
duas componentes constituindo o seu fluido material, poeira (matéria nao relativistica
com pressdo nula) e radiacdo (fétons). Entretanto, buscando compreender melhor a
dindmica do modelo cosmoldgico na gravitacdo geométrica-escalar, vamos inicialmente

estudar separadamente cada uma dessas componentes que se mostram mais relevantes
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para compor o conteido material do universo. Consideraremos também o caso da

energia escura, para uma comparagao com o modelo cosmoldgico de Friedmann.

5.4.1 Universo vazio

A primeira solucdo mais simples que podemos encontrar é a de uma situacdo nao
muito realistica onde o universo estd completamente vazio, ou seja, p, = 0. Para este
cendrio a equacao (5.25) toma a seguinte forma,

. M
a? = — (5.27)
a
A solucdo que se mostra mais adequada fisicamente é a de um universo estatico, visto
que nao ha qualquer forma de matéria ou energia preenchendo a variedade. Assim,
terfamos M =0 e a = 0. Neste caso sé hd uma tnica variedade como solucéo e ela é

descrita por uma métrica de Minkowski.

Ainda assim, a equacdo (5.27) admite outra solu¢do onde hd uma expansdo ou

contracdo do universo com o fator de escala sendo do tipo,
a(t) = +agt'?, (5.28)

onde a(p é uma constante de integracdo positiva. Portanto, temos um universo, com
curvatura espacial nula, vazio e dinamico. Na relatividade geral uma solucido desse
tipo s6 € possivel se a curvatura da tri-secdo espacial for negativa.

5.4.2 Matéria nao relativistica

No caso da matéria ordindria, ndo considera-se que a pressdo seja um fator
determinante, de modo que assumimos A = 0. Com isso, a equagdo (5.25) evidencia
que o fator de escala a(t) possui dois pontos extremos (@ = 0), um situado no SU e
outro no BU. Calculando tais pontos e substituindo nas devidas expressoes em (5.26),
para sabermos o sinal da aceleracdo em cada caso, nota-se que no SU obtém-se um

maximo,

1 2K00

—1
</ = ke )
sy > 3 <1 + 3M > ) (5 29)
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enquanto o BU possui um minimo,

1 2Kpg -1
> — — . .
agy > 3 (1 Wi ) (5.30)

Isso mostra que nenhuma das duas solugbes, SU ou BU, possuem um
comportamento singular em a? = 1/3, devido a estes pontos extremos impedirem que
o fator de escala atinja o valor singular. O SU ainda possui um valor singular inicial

quando a = 0.

Note que no BU, devemos limitar inferiormente o valor da constante M para
garantirmos que o fator de escala ndo assuma valores imaginarios. Dessa forma, para
que a2, > 0, teremos ,

M > glip(). (5.31)

Independente do valor escolhido para a constante M vemos que a solu¢do BU é um
modelo cosmoldgico ndo singular. Esse é um resultado relevante, ainda mais pelo seu
contraste com a relatividade geral, onde ndo é possivel gerar aceleracao positiva sem
violar no minimo alguma das condicdes de energia. Neste modelo com matéria sem
pressdo compondo o universo, vemos que nao sé geramos aceleracdo positiva (no BU)

como também obtemos um ponto de ricochete que torna o universo nao singular.

O ponto em que ocorre o ricochete é determinado fixando a constante M, sendo
sempre maior que 1/4/3. Este seria um valor muito grande para o fator de escala
minimo do universo mas, lembrando a definicdo (5.8), vemos que a constante Aj é
quem ira estabelecer a verdadeira ordem de grandeza do fator de escala no momento
do ricochete.

Para visualizarmos melhor o comportamento do SU e BU podemos tracar um
diagrama de fases relacionando o parametro de Hubble H(¢t) = a/a (velocidade) e

o fator de escala. Montamos um sistema de equacoes diferenciais com essas variaveis,

a=H(t)alt), (5.32a)
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(a) Small Universe (b) Big Universe

Figura 5.1: Diagramas de fase para um universo preenchido com matéria sem pressdo.
Utilizamos M = 0.9kp, para podemos definir numericamente os valores extremos do fator
de escala. (a) A aceleracdo no SU é sempre negativa, além do que possui um comportamento
singular quando a = 0. (b) No BU a aceleragéo é positiva na regido em torno do ricochete,
originando uma fase de expanséo acelerada logo apds a passagem pelo ponto de minimo.

2
J— 2_
3H(t) SO BaE 172" para o SU,
- (5.32b)
2
_ 2
3H(t) +a(t)4(3a(t)2—1)27 para o BU,

onde o ultimo par de equacdes nada mais é que a equacao dinamica com A = 0 e o uso
do parametro de Hubble, H , substituindo as derivadas do fator de escala. Para tracar
a trajetoria no diagramas de fases utilizamos o fato de que H = 0 quando a = amnqaz ,

oU @ = Qmin , como condicdo inicial.

As Figuras 5.1 mostram o comportamento dindmico de cada uma das solucdes
possiveis, SU e BU. No primeiro caso [Figura 5.1(a)], o universo possui uma
singularidade em a« = 0. Ele se expande a partir desse ponto, atinge um maximo
e passa a se contrair em direcdo a singularidade novamente. O mesmo diagrama
nos permiti concluir que o SU nédo possui nenhuma fase de expansao acelerada. Tais
caracteristicas desfavorece a solu¢do SU como candidato a descrever o universo real,
a solucdo € singular e ndo apresenta aceleracdo positiva em nenhum instante. No
diagrama 5.1(b) fica claro a existéncia de um ricochete no BU, como haviamos dito

anteriormente. Obviamente, para apresentar um minimo, o BU possui um regime de
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Figura 5.2: Fator de escala em func¢fio da coordenada temporal para cada uma das solugdes
SU e BU. (a) No SU o fator de escala evolui a partir de um ponto singular e depois colapsa em
direcdo ao mesmo ponto. (b) O BU apresenta um universo infinito com o fator de escala tendo
um minimo ndo singular.

aceleracdo positiva que gera uma fase de expansao acelerada logo apds o ricochete.

Também € possivel plotar o préprio fator de escala em funcdo da coordenada
temporal, como estd mostrado nas Figuras 5.2.

5.4.3 Radiacao

No caso de o universo estd preenchido somente com fétons assumimos A = 1/3, e

o valor maximo para o fator de escala no SU ser4,

kpo 1 ( KPo ) 2
< —=Z 4+ /(= :
sy = 3M+3 i 3, (5.33)
enquanto que no BU o fator de escala possui um minimo dado por,
kpo 1 ( KPo ) 2
> — 4 = — . 5.3
apy 2 grtalgp) 3 (5.34)

Note que nesse caso ndo ha a possibilidade de o fator de escala atingir valores
imagindrios em qualquer um dos universos, ndo sendo necessdrio limitar a constante
M.
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Figura 5.3: Diagrama de fase para um universo preenchido com radiacfo. Utilizamos

M = 0.9kpo para podemos definir numericamente os valores extremos do fator de escala.
As dindmicas no caso da radiacdo sdo similares ao caso de poeira, mostrado nas Figuras 5.1.

As equacoes diferenciais bases para gerarmos o diagramas de fases serdo

a=H(t)a(t), (5.35a)
( 9 1+ 3a?
—3H(t) a(0FBal) —1)2 para o SU
- (5.35b)
9 1+ 3a?
—3H(t)*+ a1 Balt2 =172 para o BU,

e o resultado, muito similar ao caso anterior, é mostrado nas Figuras 5.3 . Portanto, um
universo dominado somente pela radiacdo também possui um ricochete (BU) e uma

fase de expansao acelerada.

5.4.4 Energia escura

O caso de energia escura mais popular na literatura é o da constante cosmoldgica
e refere-se ao fluido com equacdo de estado onde A = —1. Como estd mostrado
no Apéndice B, essa constante cosmoldgica estd diretamente ligada com a energia do
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Figura 5.4: Diagrama de fase para um universo dominado por energia escura (A = —1).
Utilizamos M = 0.9 kpy para podemos definir numericamente os valores extremos do fator de
escala. (a) A solucdo SU apresenta-se como as anteriores (matéria sem pressdo e radiacdo).
(b) O BU é um universo eterno ciclico.

vacuo, no entanto, na gravitacdo geométrica-escalar ndo se deve fazer essa associacao.
Mais adiante iremos investigar a maneira pela qual é possivel introduzirmos uma
constante cosmoldgica na dindmica da gravitacdo geométrica-escalar e entender o
porqué da inexisténcia de uma conexao entre energia escura e constante cosmoldgica.
Ainda assim, a energia escura representa uma solucdo distinta na gravitagao

geomeétrica-escalar como pode ser visto a seguir.

Ao analisarmos os pontos extremos desse caso vemos que a equagdo @ = 0 é um

polinémio de quinto grau para o fator de escala,

2kpoa’ +3Ma®> — M =0, parao SU, (5.36a)

2kpoa’ —3M a® + M =0, parao BU. (5.36b)

Como € bem sabido, polinémios de ordem igual ou superior a 5 ndo possuem uma
solucdo geral mas, se escolhermos um valor para a constante M, como por exemplo
M = 0.9kpo, que utilizamos nos casos anteriores, podemos calcular numericamente
as raizes desse polindmio e produzir um diagrama de fases. As equacOes para o fator

de escala e o parametro de Hubble para o caso da energia do vacuo estdo relacionadas
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Figura 5.5: Gréficos para o fator de escala em funcfo da coordenada temporal para o caso da
energia escura.

abaixo,
a=H(t)a(t), (5.37a)
( 3H(t)? 5 9a° SU
B T a@Ba(m? 12 PP
H = (5.37b)
9 5 — 9a?
—3H(t)*+ aBat =17 para o BU.

A Figura 5.4 mostra um resultado muito interessante para o BU, o universo nio sé
¢ eterno e ndo singular como também é ciclico. No SU a dindmica é muito similar aos
casos anteriores também. A Figura 5.5 mostra os respectivos graficos para o fator de

escala em funcdo do tempo.

Ha uma forma de analisarmos se esse resultado ocorre sempre independente da
escolha da constante M. Para isso, a partir das equacoes (5.25) e (5.26), escrevemos
duas inequagdes segundo a2 > 0 e & > 0. Para o SU esse par de inequacdes serd

5 M 2a°

) —_— > —— 5.38
>0 < on T34 (5.38a)
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Figura 5.6: Valores extremos do fator de escala para o caso de energia escura com A = —1.
M a® 1+ 3a®
a>0 & —< —-——=" ——F3. 5.38b
KPo 2 (1-—3a?)? ( )

Nota-se entdo que, independente do valor escolhido para a constante M , que deve ser
sempre maior do que zero, o SU sempre terd uma aceleracdo negativa. Para o BU,

teremos

a>0 & — > 5 (5.39a)

. M 5 1+ 3a?
a>0 < — <

a
— . 5.39b
Ko 2 (1-—3a2)? (5.39b)

Para mais facilmente visualizarmos as possibilidades de termos maximos ou minimos
no fator de escala tragcamos um grafico do lado direito desses pares de inequacoes, como
mostrado na Figura 5.6. A linha tracejada equivale & inequacéo para a> > 0, enquanto
a linha sélida provém da inequacdo ¢ > 0. Devemos ler estes graficos da seguinte
maneira. Escolhendo um valor especifico para a constante M o mesmo equivale a uma
linha horizontal no grafico. Segundo as expressoes em (5.38a) e (5.39a), os valores ndo
imaginarios do fator de escala sdo aqueles onde a linha tracejada encontra-se abaixo
do limite horizontal delimitado pelo valor de M . A linha sdélida, se estiver abaixo do
valor de M representa uma aceleracdo negativa, e positiva no caso contrdrio. Os pontos
onde a linha tracejada corta a linha horizontal do valor de M sao os extremos do fator

de escala.

Com isso, nota-se que, como foi dito antes, o SU possui aceleracdo negativa sempre,
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existindo um valor méximo sempre, independente do valor escolhido para M . No BU
vemos que M 2 0.7kpy, caso contrdrio sé haveria valores imagindrios para o fator
de escala. Acima desse valor, o BU é sempre um universo ciclico como o mostrado no

diagrama de fases anterior.

5.5 Escalar de curvatura

Além dos modelos cosmoldgicos discutidos na secdo anterior, onde fica evidente
uma distin¢do entre a gravitacdo geométrica-escalar e a relatividade geral, ha um outro
fato que notoriamente colabora para essa diferenca. Na relatividade geral o traco da
equacdo dinamica de Einstein relaciona o escalar de curvatura com o tensor de energia
momento,

R=xkT=x(1-3\)p. (5.40)

Portanto, o escalar de curvatura ndo pode mudar o seu sinal em um mesmo modelo de

universo.

Na gravitacao geométrica-escalar, a dindmica ndo estabelece nenhuma relacéo entre
a curvatura e o conteido material e, se calcularmos o escalar de Ricci diretamente da
métrica cosmoldgica, ,
R a a
il + 2 (5.41)
vemos que se a aceleracdo muda o seu sinal, o escalar de curvatura também pode passar
de positivo para negativo, ou vice e versa. Portanto, nos modelos que vimos na secdo
anterior, o tensor de Ricci sera positivo no entorno do ricochete e negativo no restante

do universo.

5.6 Constante Cosmologica

A primeira vez que a constante cosmoldgica surgiu no contexto da relatividade
geral foi quando Einstein, buscando uma descricao estética do universo, adicionou o
termo A a sua lagrangeana original como uma correcdo geométrica para suas equacoes
dindmicas. Podemos interpretar essa constante de um outro ponto de vista, ao invés
de uma modificacdo puramente geométrica da estrutura do espago-tempo, ela pode

ser colocada no lado direito das equacdes de Einstein para ser entendida como uma
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componente do fluido fonte da gravitacdo, com densidade constante e pressdo negativa
(p = —p) . Como jd foi dito aqui, o papel da constante cosmolédgica hoje € bem diferente
daquele pensado por Einstein, sendo fundamental para o entendimento da dindmica
do universo segundo a relatividade geral.

Na gravitacdo geométrica-escalar ja vimos que ndo podemos associar nenhum
fluido perfeito a uma constante cosmoldgica, isso devido a maneira pela qual a matéria
se relaciona gravitacionalmente com a geometria do espaco-tempo nessa teoria. A
menos que se use uma relacdo complicada entre pressdo e densidade, nao é possivel
obter a partir de um fluido material uma contribuicdo com um termo constante
a expansdo do universo, como ocorre na equa¢do de Friedmann com o termo de
constante cosmoldgica, onde

w2 (5.42)

3
Ainda assim, podemos alcancar um resultado como esse na cosmologia da gravitagao
geométrica-escalar através de uma modificacdo da estrutura lagrangeana do campo

gravitacional escalar.

Considere a densidade lagrangeana original do campo & adicionada de um

potencial,
L=V(®)w+U(P), (5.43)
onde definimos 5
== 5.
U 303 (5.44)

sendo ¥ uma constante. O principio variacional, ndo considerando a presenca de

matéria, resulta na equacdo dinamica
0o =%. (5.45)

Se desenvolvermos essa dindmica utilizando a geometria homogénea e isotropica, ela
se reduz a expressao

a a

-+2-=3, (5.46)

a a

que pode ser facilmente integrada da mesma forma que fizemos na secao 5.3, obtendo

PN
H2 = 3 (5.47)

A partir dai, as consequéncias cosmoldgicas sdo as mesmas daquelas na relatividade
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geral e podem ser encontradas no Apéndice B. O fator de escala terd uma dependéncia
exponencial com o tempo. Note que optamos por utilizar uma letra grega diferente
para a constante cosmolédgica na gravitagdo geométrica-escalar para evitar confusoes
conceituais, nessa teoria a constante cosmoldgica nao pode ser associada a um fluido
que represente a energia do vacuo como € feito na relatividade geral. ¥ tem sua origem

atrelada a natureza do campo gravitacional.

Embora a adicdo do potencial U a lagrangeana do campo gravitacional resulte em
uma dinamica exatamente igual aquela de Friedmann com constante cosmoldgica, suas
consequéncias para um sistema estatico e esfericamente simétrico ndo é o mesmo. Na
relatividade geral com constante cosmoldgica a solucao esférica do vacuo é conhecida
como Schwarzschild-de Sitter, que modifica a componente g,, da métrica com a adicao

de um termo A r?,

2m 1
Jo=1—"—+Ar*, e g,=——. (5.48)
r Yoo
Na gravitacdo geométrica-escalar a condicdo ¢, = —1/¢,; imposta sob a métrica

esfericamente simétrica (4.33), junto com a equacdo dinamica (5.45) s6 tem solucao se
> = 0. Na relatividade geral essa condicdo sobre as componentes temporais e radias
da métrica provém da prdpria equagao de Einstein. No entanto, nés a usamos aqui
como uma op¢do. Uma solugdo da equagdo (5.45) sem essa condicdo é teoricamente
possivel, mas ela teria um alto nivel de complicacdo e nédo seria de interesse nosso a

priori.
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Perturbac¢oes cosmoldgicas

Até agora, para desenvolvermos um modelo cosmolédgico a partir da teoria
geométrica-escalar da gravitacdo tomamos o universo como sendo homogéneo e
isotropico, respaldados pelo principio cosmolédgico. Entretanto, um modelo compativel
com o universo observado deve poder explicar como se deu a formagéo das estruturas
que enxergamos hoje como galdxias e aglomerados de galdxias. Para entendermos
como isso ocorre precisamos estudar a dindmica de pequenas perturbacdes tanto do
campo gravitacional quanto do conteudo material do universo. Entendemos que, se
houve pequenas flutuacdes na densidade de matéria/energia do universo primordial
(préximo ao bounce), a instabilidade gravitacional poderia amplificar estas flutuacgoes
levando a formacgdo das estruturas que observamos hoje. Neste capitulo iremos
desenvolver esta andlise proporcionando os primeiros passos para a elaboragdo de uma

teoria de perturbacdes lineares gravitacionais na gravitacdo geométrica-escalar.

6.1 Perturbacoes do potencial gravitacional

As perturbacoes lineares do potencial gravitacional na gravitacdo geométrica-
escalar correspondem a perturbagdes do campo escalar ¢ . Considerando somente a

primeira ordem, escrevemos
O = Oy(t) + 6P(t,2), (6.1)

65
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onde ®,(¢) é tomada como sendo uma solucdo exata das equacoes dindmicas, chamada
solucdo de fundo, e 09 (t, ) representa uma pequena perturbacdo sob essa solugéo de
fundo, com §®? < 6.

Consideremos o sistemas de coordenadas z* = (7,r,0,9) e a métrica de
Minkowski n»** = diag(l,—1,—1,—1) e, lembrando a definicdo da métrica
gravitacional,

¢ =an + gnwnvﬁaacb 95, (6.2)

calculamos as componentes da métrica perturbada, a saber

¢ = (a+p) 6, (6.3)
‘ ®\ Lt .

5 = — 5<ZT > 59 50, | (6.4)

8q7 = —a'sd 6, (6.5)

onde o simbolo ’ representa uma derivada em relagdo ao campo escalar e todas as
quantidades que ndo possuem um simbolo ¢ sdo calculadas no fundo. Usando as

definicoes de «, 5 e da funcdo V, simplificamos essas componentes como

8¢” = a3—a)dd, (6.6)
v (a=1)(a—9) (dd\T

5q" = 1 =l BRI FLL 6.7)
8¢9 = 2a6D5Y. (6.8)

As relacOes entre as componentes contravariantes e covariantes da métrica podem

ser obtidas ao perturbar-se a expressdo
7" G = O}, (6.9)
resultando
0 = — GQua Qup 64°° . (6.10)

Usando essa expressdo, mais a métrica do fundo (5.3), obtemos o elemento de linha
total,
ds® = (quv + 0quy) dat dz”
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o 2 —1)(a—9 -1 i ; :

ds? = [1— fedt| 4 (0o (4) 7 4L 50 et — L (1+20D) 6y da' da?
(6.11)
Agora podemos aplicar a transformacdo de coordenadas (5.4) afim de obtermos uma
métrica do fundo como a de Robertson-Walker. Introduzindo o tempo cdsmico ¢, o

elemento de linha total sera

a2—1)(9a2— : ; )
ds® = [1 - (3‘;3?1)} d? — C=DOCD) 56 dat dt — a2 (1+260) 5y dat dad, (6.12)

lembrando que H = & = a/a é o pardmetro de Hubble. Portanto, a perturbacio
gravitacional feita sob um universo homogéneo e isotrépico é dada pelas quantidades

4
= -0 1
5(]00 (3@2 . 1) 5 Y (6 33)
o (a®> = 1)(9a* 1) .
5qoi = T 5, (6.13b)
5(]ij = — 2@2 o 5@']' . (613C)

Para efeitos de comparacdo com a relatividade geral notamos que, como era
de se esperar, s6 ha perturbacbes escalares, mesmo as componentes vetoriais sdo
construidas a partir de gradientes de uma funcdo escalar. Ainda assim, seria um tanto
quanto precipitado deduzir limita¢des na teoria devido a este aspecto, dado a maneira
diferente em que fen6menos como as ondas gravitacionais devem ser interpretados.

As expressoes acima representam verdadeiras perturbacoes do campo gravitacional
e ndo podem ser geradas por nenhuma transformacado de coordenadas, iremos mostrar
isso mais adiante. Por agora vamos obter a equacdo que governa a dinamica dessas

perturbacoes.

6.2 Perturbacao da dindmica

Com a métrica gravitacional perturbada ja estabelecida passamos a obter a equacdo
dindmica perturbada. Faremos isso em partes, primeiro perturbando o lado esquerdo
(vVO®) e depois o contetido material ().

Calcular a perturbagdo do termo [0 é mais fécil se utilizarmos o equivalente no
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espaco de Minkowski,

/
00 = 3V (DMcp + ;/T/ w> , (6.14)

onde o operador [J,, é o d’Alembertiano calculado no espaco-tempo de Minkowski.
Essa simplificacdo € util somente se considerarmos o sistema de coordenadas z/ =
(T,z,y,z), onde a métrica de Minkowski assume a forma 7, = diag(1,—1,—1,—-1).
Assim, perturbando a equacéo acima e transformando para o tempo cdsmico ¢, obtemos

o seguinte resultado,

N 9a2 — 2\ . 4 2K Xo .9 (SaZ—l)2 2
O0®) =60 +2H | ——— | 6 - o4+ — )
§(O®) = 6P + <3a2_1>5 +(3a2_1)< » 3a>5 + 12 V46D,
(6.15)

com Y, indicando o contetido material do fundo e V? = ¢% 9;0; . Instituimos também

a seguinte notacdo matematica

. . d2(5)
b = 102) $ = 102
0 dt e 9 a2

O lado esquerdo da equacéo dindmica, dado por +/VI®, fica sendo

6 (VVO®) = §(302-1)0+a(9a>~2)00+ 3, (352 ) - (2425 | o B0 w260
(6.16)

Para calcular a perturbacdo do termo de matéria vamos primeiro obter a

perturbacdo do tensor de energia-momento utilizando a forma mista,
T, = (p+pvv” —pdy,. (6.17)

Assumindo que o fluido perturbado também € perfeito, obtemos

6T% = dp, (6.18)
5T% = (p+p)ouv;, (6.19)
5T = (p+p)ont, (6.20)
§T'; = —0pés, (6.21)

de onde é possivel notar que 67 = dp — 3dp e dFE = dp. A partir desses resultados
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calculamos também a perturbacdo do termo C'y . Lembremos que,

Q?V —1)

o=V pae,. (6.22)

onde o termo entre colchetes é nulo no fundo. Logo,

(a2 —1)(9a® — 1)
5Cy = YWY E § ([T4 — Eo]®,,) ,

(a? —1)(9a® — 1)

5
¢ 4a2H?

[5T£d> — Gp®o+ (p+ p)(vavt — 5 5%] (6.23)

onde também usamos o fato que {2 = H? . Podemos ver que,

(a? —1)(9a® — 1)
4a2H?

5Co=0 e 6C;= (p+p)(H dv; — 6,;). (6.24)

Como C é nulo no fundo podemos escrever que §C* = ¢**§C,,, e entdo teremos

) (]
3C°=0 e 0C"'= —5—25C’j. (6.25)
a
A partir dai obtemos o divergente
A A (a* = 1)(9a” — 1) ij 2
I(Cy) = (6CY)y = — (p+p) [Hq] 0v;,; —V 5@] , (6.26)

402 H?

e, com estes resultados podemos construir a perturbacdo do lado direito da equacao

dindmica. Lembrando que

1[/3a%+1 \
X_2|:(36L2_1>E_T_C;)\:| ; (6.27)
obtemos
p 2 1242
= — . - q)
o 2 (3a2—1)5 t 3x6 (3a2—1)25 +
(a®? —1)(9a® — 1) )
+ da2 H2 (1+ ) (H gV bv;,; —V?6®)| , (6.28)

onde temos definido a funcdo contraste de densidade § = dp/p e estamos assumindo

também que o fluido mantém seu carater perfeito, ou seja, ép = Adp. Portanto, a
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equacdo dinamica perturbada serd

) (9a® —2) . Xo (3a2+1) 12a’H Ba2-1)%_,
60 +2H (302 1) 6P + |3k ¢ 32 -12 BaZ-17 60 + w2V 6d =
—(443X) 2 124
KpPoa a
_ S B ¥
G 1) [(3@2_1)54- 3\0 (3a2—1)25 +
2 1 2 1 ..
A DO gy (H q” 6vi,; =V*3) | . (6.29)

402 H?

Também podemos perturbar as equagdes de conservacdo do tensor de energia-
momento para obter informacdes da evolucdo do contraste de densidade. Note que

T#Vﬂ' = (10 + p)vl/ va,u + (p + p) (Uu;uvy + HUu) — D= 0, (6.30)

onde 6 = v#,, € o fator de expansdo do fluido. Calculando a perturbacdo dessa
equacio obtemos

(0p +0p) vy + (p+ D) (6v°vy + dvy) + (0p + 6p) v, +

(6.31)
+ (p+ D) [6(Vu) V7 + vy 007 + 00y, 4+ v, 00| —p,u= 0,
onde estamos usando a mesma nota¢do adotada para o campo escalar, ou seja,
. 0(6X)
0X = . 6.32
9 (6.32)
Desenvolvendo a derivada covariante do campo de velocidade,
S(vus) = 60, — 0%, — T, duy, (6.33)
a equacao (6.31) é reescrita como
(8p 4 6p) vy + (p+ p)(60°vy, + dv,) + (6p + 6p) O v, +
(6.34)

+(p+p) [5% — 6T — 6T 6vy — Ty 8v; + 050, + v, 0] — p= 0.

Considerando a componente p = 0, teremos a perturbacdo da equacdo da
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continuidade,
dp+ (14 X)) (06p + pbdv, + pdd) =0, (6.35)

onde levamos em consideracdo a conservacao da norma do campo de velocidade, ou
seja
§ (vfv,) =0, (6.36)

0 que implica nas relacoes abaixo que muito simplificam nossos cdlculos,
0 0 1
ov’ +0v, = 0 e o’ = — 55(100‘ (6.37)

A variacao do fator de expansao pode ser desenvolvida como segue,

50 = 6(vh,) = St + 6Tk, + TV, 607,
= 60°+ 00+ 610, + 0T}, + Tl 6v° + T 60’ (6.38)
mas,
oT0 = — 6",  oT%, = 6d4},
e =3H=106, Th=0.
portanto,

80 =38+ 060’ + Sty (6.39)

e, substituindo estes resultados na equacdo (6.35) e utilizando a equacdo da
continuidade no fundo, obtemos

S+ (1+N) [35<i>+ W’,Z} ~0. (6.40)

Quando p = i na equacdo (6.34) obtemos a perturbacdo da equacao de Euller, a
saber
(p+p) (80 = 0T, — Ty dv; — T4 607 ) + povi— opy=0,  (6.41)

e, usando que,

1 . ‘
(5F20 = — H&Ioi + 5 56]00,2' e Fgo 52)]' + F?j ov! = H(Sqoi, (642)
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podemos escrever que

26,;

(1+X) [5@,—- e

]— AA+1)06v; — A= 0. (6.43)

Portanto, temos quatro variaveis, dp e dv; , e quatro equacgoes, (6.40) e (6.43) que,
juntas com a equacdo dinamica de 6® (6.29) formam um sistema dinamico fechado.
No entanto, antes de buscarmos solucdes para este sistema vamos abordar a questao
das transformacdes de calibre nas perturbacoes cosmoldgicas da gravitacdo geométrica-

escalar.

6.3 Transformacoes de calibre

Na relatividade geral a covariancia da teoria implica em uma liberdade na
escolha de coordenadas que, no estudo das perturbacdes do campo gravitacional,
exige a necessidade de se trabalhar com varidaveis que sejam invariantes segundo
transformacoes de coordenadas infinitesimais, as chamadas transformacgoes de calibre.

Isso porque uma transformagdo desse tipo,
= It = ot + ¢ (a), com [{| <1, (6.44)

infere uma modificacdo na métrica devido a forma pela qual um tensor de dois indices

se transforma, a saber

G = Guv = Juv — Juvsa £Y — e % = Gow faau ) (6.45)

onde as meétricas que aparecem no lado direito da equacdo acima representam a
geometria do fundo ndo perturbado, calculadas com as coordenadas x* [61]. Portanto,
se ndo trabalharmos com quantidades invariantes de calibre para representar as
componentes perturbadas da métrica as mesmas carecerdo de um significado fisico
claro. Nunca saberiamos dizer se tal perturbacdo é uma verdadeira instabilidade

gravitacional ou uma simples transformacéo de coordenada.

O mesmo pode ser esperado da teoria geométrica-escalar por ser ela também
covariante. No entanto, observamos que a forma particular pela qual a métrica

gravitacional ¢,,, € construida em termos do campo escalar, equacdo (6.2), implica que
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as perturbacOes provenientes de uma transformacéo de calibre como a (6.44) devem
ser tais que mantenha as formas obtidas na secdo 6.1. Da equagdo (6.45), deduzimos
que

5qlw = Quu(x) - Q;u/(x) = — Quvsa ga — qua 50{’1/ — Gav faau ) (6.46)
é a correciio adicionada & métrica de fundo apds uma transformacfo de calibre.! Assim,

devemos comparar esta ultima expressao com as componentes da métrica perturbada

em (6.13), resultando

: 250
0
_ 6.
¢ (3a2 —1)’ (6.472)
2 2
240 0__(@—1)(9@—1) ,
a2 — ¢ = 3 5, | (6.47b)
202 HE 65+ a* (&, + &) = — 2a*59 65 . (6.47¢)

Mas a transformacéo de calibre também gera uma perturbacdo no campo escalar dada
por

50 = d(z) — P(z) = — D= — HE, (6.48)

o que reduz as equacoes (6.47) a

(6®/H) 2H

50/H — (3a-1)° (6-49)
0 (3a—-1)7
f = - W 5(1)1‘ s (649b)
i +8,i=0. (6.49¢)

A primeira dessas equacgdes dd a dependéncia temporal da perturbag¢do do campo

gravitacional gerada pela transformacéo de calibre,

(6.50)

com ¢(&) sendo uma funcdo arbitraria dependente somente das coordenadas espaciais.

!Podemos simplesmente trocar a notacio g,.., costumeiramente utilizada na relatividade geral para
indicar a métrica gravitacional, pela ¢,,, devido ao fato de que (6.45) é um resultado geral para qualquer
tensor de dois indices.
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Substituindo isso nas equacgOes (6.49b) e (6.49c) encontramos as componentes
espaciais de ¢#. Entretanto, um cdlculo direto mostra que a perturbacgdo (6.50) é
incompativel com as equacoes dindmicas (6.29), (6.40) e (6.43) .

O ponto crucial é que, no processo de perturbacdo da métrica gravitacional
realizado na secdo 6.1 assumimos que somente funcdes explicitas do campo escalar
€ que sofrem variacdes, ou seja, 6v*” = 0 (em qualquer sistema de coordenadas). Isso
se faz necessdrio pois qualquer variacdo na estrutura auxiliar de Minkowski s6 pode ser
causada por um efeito de calibre, de forma que essa condicdo exclui esses efeitos. O que
ficou mostrado mais acima foi que, se conduzirmos uma transformacédo de coordenada
tal que 6y = 0, as perturbacdes introduzidas na métrica ficam completamente
determinadas (dependéncia temporal) e ndo satisfazem as equacOes dinamicas da
teoria, ndo podendo assim serem interpretadas como verdadeiras perturbacoes do
campo gravitacional.

6.4 Solucao das equacdes dindmicas perturbadas

Para solucionarmos o sistema dindmico é mais conveniente expandirmos as

perturbacoes em um conjunto completo de autofuncdes do operador de Laplace,
67Q ij= K Qx, (6.51)

que na nossa tri-secdo espacial plana sdo simplesmente ondas planas com vetor de onda
k, onde k* = §“k;k; . Os coeficientes da expansdo dependerfo somente da coordenada

temporal, assim
0 — 5(I)k(t)Qk(f) s 0 — (5k(t)Qk(f) s (5Ui — 5vk(t)Qk7l($) (6.52)

Simplificaremos a notacdo omitindo o subindice £ dos coeficientes. Aplicando isso
nas equagoes (6.29), (6.40) e (6.43), segue um sistema acoplado de trés equacoes

diferenciais ordindrias,

25 G
. _ _ H — .
0+ BaT "~ myay - M= 0, (6.53a)
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. . 2 _ 2 _

5+ (1+/\){35<I>+ [(“ iig Y54 ‘:’] k:2} 0, (6.53b)

. (9a® —2) _. xo (3a% +1) 12a2H (3a® — 1)%k? _

0P+ 20 ) 0 T N B T T Bao 1 T o0 =

AN T 25 1262 6®
Kpoa
= BT {36@ 1N Gty - (6.53¢)
2 2
_a+nl 41)52?2 Y (Hs0 — 60) k:Z] .
a

Para seguir adiante com o estudos das perturbacgdes e obter uma descricdo de como
evolui o contraste de densidade de matéria ¢ € indispensavel que tenhamos uma forma
explicita do fator de escala. Por isso vamos considerar uma situagéo limite onde a > 1.
A equacao (6.53c) se resume a

9k2
b+ 6HID + — 6® = 0. (6.54)

De acordo com a expressao (5.25), considerando somente o Big Universe e o caso onde
A > 0, temos que, quando o fator de escala é muito grande, a(t) « t'/3 e H < 1/t, e
com isso podemos resolver a equacao a cima, obtendo

b = 5(f° sin (;’ kt> , (6.55)

onde §®, é uma constante arbitraria. Substituindo este resultado em (6.53a) e (6.53b)

obtemos,

2 sin (2 kt)
(57} = 5’1}0 — § 5@0 / T dt7 (6.56)

in (3 kt
5= 6o — (3K*Suv,)t"? + gk%@o cos (3 kt) — 350, M +

226D, sin ( kt’
3t2/3/ / t’5/3 dt’, (6.57)
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Figura 6.1: Gréfico ilustrativo da integral I(¢) para k = 1. Para grandes valores de ¢
vemos que I tende a uma constante nao nula.

com Jv, e &, sendo constantes de integracao.

Note que, o raio de Hubble é proporcional ao tempo césmico, d  t, fazendo com
que o argumento das funcdes trigonométricas acima sejam dados pela razdo d;/\,
onde A\ = 1/k é o comprimento de onda das perturbacdes. Assim, se kt > 1, este modo
estd dentro do raio de Hubble e consiste de uma perturbacdo que gera um contraste
de densidade observavel. Por outro lado, se kt < 1, o modo estd além do universo

observével.
Para grande escalas (kt < 1) a perturbagdo do campo escalar permanece constante,
00 ~ 09;(k), e a a perturbacdo na velocidade cresce tal que

v & dvy — 0P;(k) a(t).

O crescimento do contraste de densidade depende justamente da parte constante
acima, a saber
6~ 0y — kv, alt) . (6.58)

Para pequenas escalas (kt > 1) 6® tem um comportamento oscilatério que decresce

rapidamente e perturbacdo da velocidade permanece praticamente constante com
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uma pequena oscilacdo proveniente da integral no lado direito da equacao (6.56).
Definindo I = [ ¢~/ sin (2 kt) dt, podemos ver que essa integral possui uma amplitude
constante com uma oscilacdo muito pequena (Figura 6.1). Por outro lado, o contraste
de densidade possui um modo crescente,

5~ k? (200, — 36w,) a(t) . (6.59)

Os outros termos na equacao (6.57) nao contribuem nesse regime.

Vemos entdo que o contraste de densidade possuem modos crescente que podem
dar origem as estruturas do universo. Estes resultados sdo diferentes dos obtidos
na relatividade geral o que significa que a cosmologia na gravitacdo geométrica-
escalar pode ser testada separadamente a partir de uma analise de dados propicia.






Capitulo 7

Consideracoes finais

Essa tese apresenta uma nova teoria da gravitacdo utilizando um tunico campo
escalar para descrever o potencial gravitacional. A teoria geométrica-escalar baseia-
se em uma das hipdteses fundamentais utilizada na relatividade geral: a gravitagéo é
um fendmeno que se manifesta universalmente como uma modificacdo da estrutura
geométrica do espaco-tempo. Desenvolver este conceito dentro de uma teoria escalar
foi possivel devido a um estudo recente onde mostra-se que teorias de campo
envolvendo fungdes escalares cuja dindmica é ndo linear podem ser re-interpretadas
como uma interagdo entre o campo escalar e uma métrica associada a ele, como foi
mostrado no capitulo 3. Estabelecer a maneira pela qual esta métrica interage com
os demais campos existentes na natureza permitiu a elaboracdo de uma teoria escalar
da gravitacdo que ndo contém os problemas que antigas versdes de teorias escalares

apresentavam.

As propostas anteriores para teorias escalares da gravitacdo mostram-se
problemadticas principalmente por duas propriedades que possuem, a saber, o trago
do tensor de energia-momento é fonte do potencial gravitacional e a métrica é
conformalmente plana. Sendo a métrica fisica conforme ao espaco plano de Minkowski,
essas teorias preveem a existéncia de sistemas de coordenadas preferenciais. Ademais,
o trago do tensor de energia-momento do eletromagnetismo € nulo, impossibilitando
um acoplamento com a gravitacdo. Como vimos no capitulo 4, a teoria geométrica-
escalar estabelece a interacdo do potencial gravitacional ® com a matéria/energia
através do acoplamento minimo com a métrica gravitacional g,,,, resultando uma fonte

material que envolve ndo sé o traco do tensor de energia-momento como também

79
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contragdes entre T e o divergente do campo escalar [cf. (4.60)]. Além disso, a
métrica de Minkowski ndo é um observdvel na teoria geométrica-escalar e a métrica

gravitacional ¢,,, ndo é conformalmente plana, como pode ser visto em (4.54).

Na verdade, a teoria geométrica-escalar € um método pelo qual pode se construir
teorias gravitacionais escalares que possuam uma descri¢do métrica como foi mostrado.
As funcoes o(®) e V (@), ligadas a métrica g, e a dinAmica do campo escalar ®, séo,
a priori, funcdes livres!. Diferentes escolhas de o e V levarfio a distintas formulactes
da teoria geométrica-escalar, que podem ser alvo de estudos em um momento futuro.
No entanto, as observagdes provenientes do nosso sistema solar, os chamados testes
classicos da gravitacdo, mostram como deve ser o comportamento das funcdes « e
V', até a segunda ordem de aproximacdo do termo m/r, para que a teoria esteja
de acordo esses dados. No presente trabalho, utiliza-se especificas formas para « e
V', satisfazendo as condi¢des provenientes das observagdes que falamos, que acabam
resultando que um sistema vazio, estatico e esfericamente simétrico é descrito pela

métrica de Schwarzschild.

Apresenta-se também um modelo cosmolégico para a gravitacdo geométrica-
escalar onde pode-se notar diversos comportamentos diferentes dos que ocorrem no
modelo de Friedmann da relatividade geral. Inicialmente, a teoria prevé duas solucoes
de universos distintos devido a forma escolhida da fungdo V', que estd diretamente
ligada com a dinamica do campo escalar . Separadas por uma singularidade, estas
solugdes sdo desconexas, em outras palavras, deve-se trabalhar com somente uma
delas para descrever o universo. Nesse sentido, a solu¢cdo do Big Universe (BU) [cf.
(5.24b)] é a que se mostra mais realista e ndo apresenta trés problemas que marcam a
cosmologia padrao atual: a singularidade inicial, planeza e a aceleracdo do universo,
apresentados no apéndice B. Na teoria geométrica-escalar a dinamica do fator de escala
para a radiacdo e matéria sem pressdo contém ndo somente um regime de expansio
acelerado como um ricochete que configura um universo eterno e ndo-singular. Nao é
necessario utilizar fluidos exdticos como a energia escura para gerar uma aceleracio
positiva a expansao do universo. Além disso, a teoria estabelece a métrica homogénea
e isotropica sem permitir a existéncia de curvaturas espaciais ndo nulas, em outras

palavras, o problema da planeza nem sequer existe na teoria geométrica-escalar.

Devido ao importante papel que a constante cosmoldgica desempenha atualmente

na cosmologia, mostramos que € possivel introduzir uma constante ¥ na dinamica

A funcéo 3 é dada em termos de a e V de acordo com a relacio (4.57).
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do fator de escala na gravitacdo geométrica-escalar através de uma modificacdo da
lagrangiana do potencial gravitacional [cf. (5.43)], mesmo que isso ndo seja necessario
a teoria geométrica-escalar. Com essa modificagdo o comportamento do fator de escala
em um universo vazio é exatamente aquele que define o universo de de Sitter, com
a(t) o /3 . Ainda assim, ha uma diferenca na definicdo da constante cosmolégica na
teoria geométrica-escalar, ¥ nao esta relacionada com a energia do vacuo, como ocorre

com A na relatividade geral (veja apéndice B).

Uma analise das perturbacoes cosmoldgicas mostrou simplicidade no tratamento
dessas inomogeneidades. Devido a forma particular com a qual a métrica gravitacional
¢ construida, perturbacées do campo escalar ddo origens a correcOes na meétrica
homogénea e isotrépica que ndo podem ser geradas por transformacoes de calibre.
Com efeito, ndo se faz necessdrio construir varidveis invariantes de calibre para estudar

as perturbacdes gravitacionais na cosmologia da gravitacdo geométrica-escalar.

O contraste de densidade, que determina a maneira pela qual se formam as
estruturas contidas no universo (galdxias e aglomerados de galdxias), foi obtido
no regime de expansdo desacelerada de um universo dominado pela matéria
(grandes valores do fator de escala) e possui modos crescentes que sdo diretamente
proporcionais ao fator de escala a(t). Portanto, instabilidades gravitacionais sdo
possiveis na teoria geométrica-escalar e sdo ligeiramente distintas do que se obtém
na relatividade geral, o que significa que a cosmologia da gravitacdo geométrica-
escalar pode ser testada separadamente se apropriadamente interpretarmos os dados
dentro desta nova teoria.

A continuidade desse trabalho de pesquisa sera dada conduzindo um estudo mais
detalhado das perturbacbes lineares na teoria geométrica-escalar da gravitacdo. E
preciso buscar estabelecer vinculos da teoria com os dados observacionais para se
ter uma estimativa melhor das previsdes tedricas do modelo cosmolédgico apresentado
nesta tese. Além disso, o conceito de ondas gravitacionais, muito discutido na
cosmologia padrao atual, deve ser elaborado na gravitacdo geométrica-escalar também.
Esta questdo estara diretamente ligada ao fato de as perturbacdes na teoria geométrica-
escalar possuirem todas as suas grandezas vetoriais e tensoriais construidas a partir de

funcgoes escalares.
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Apéndice A
Testes da relatividade geral

Neste capitulo iremos mostrar os cdlculos bdsicos dos testes experimentais da
relatividade geral. O proposito é evidenciar como a teoria de Einstein estd em acordo
com os dados observacionais provenientes dos ditos testes classicos gravitacionais,
como é o caso do avanco do periélio de Mercurio e o desvio da luz devido ao campo
gravitacional do Sol. Uma teoria gravitacional que esteja de acordo com estes testes se

mostra satisfatéria como uma descrigéo da fisica do nosso sistema solar.

Ainda assim, a relatividade geral possui outros testes significantes por irem além do
regime cldssico da teoria. O movimento orbital de um pulsar bindrio é uma indireta,
porém precisa indicacdo da existéncia de uma radiacdo gravitacional. Enquanto
as observacgbes proveniente dos modelos cosmoldgicos provavelmente sdo as mais

conclusivas. Entretanto, ndo abordaremos neste capitulo esta classe de testes.

A.1 Desvio para o vermelho gravitacional

O primeiro teste que iremos abordar ndo é uma verificacdo direta da teoria da
relatividade geral, por se tratar de uma consequéncia do principio de equivaléncia.
O chamado desvio para o vermelho gravitacional é um fendmeno que prevé a
variacdo da energia de foton quando este se propaga em um campo gravitacional.
Para exemplificarmos tal situacdo considere um campo gravitacional estdtico, um
observador em repouso com coordenadas espaciais x%, e outro observador também

em repouso cuja coordenadas espaciais sdo z%,. O observador A emite um féton cuja
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frequéncia v, define um periodo de tempo préprio, dr,, tal que
(dr4)* = g dada” = goo(a) di . (A1)

Ja o observador B recebera este mesmo féton e o identificard a uma frequéncia vp

caracterizada em um intervalo de tempo drp, tal que
(d75)* = goo(ah) dt? (A.2)

Como estamos assumindo um espaco-tempo estdtico, as componentes da métrica g,

ndo dependerdo da coordenada temporal, e portanto
th - dtB . (A.S)

A relacgéo entre os intervalos de tempo préprio para cada observador sera entdo

d 2 )
<TA ) - (900($4)> , (A.4)
drp Goo(2%)
e isso nos permite obter a relacdo entre as diferente frequéncias atribuidas ao féton por

cada um dos observadores,

i 1/2
Vg = Uy <m> . (A.5)

Se considerarmos que o posicionamento dos observadores é tal que o campo
gravitacional é mais fraco para A, a frequéncia medida por B serd menor que a emitida,

em outras palavras, a frequéncia do féton sofre um desvio para a regido do vermelho.

Note que nds obtemos essa deducdo sem qualquer uso das equacOes dinamicas
da relatividade geral, de tal forma que sua verificacdo experimental ndo é um teste
direto para a teoria de Einstein, mas sim uma verificacdo do principio de equivaléncia.
Ainda assim, a relatividade geral calcula este efeito apenas considerando-se o limite

Newtoniano onde, go, ~ 1+ GM/c*r.
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A.2 O avanco no periélio de Mercurio

O primeiro teste diretamente ligado com as solucoes da relatividade geral vem
do estudo do movimento de um planeta em o6rbita. No nosso sistema solar, devido
as diferencas nas ordens de grandeza da massa central e os planetas orbitantes, a
solucdo estatica e esfericamente simétrica de Schwarzschild satisfatoriamente descreve
o campo gravitacional do Sol. Mais que isso, os planetas podem ser tratados como
particulas testes neste sistema, de modo que a descricdo de seus movimentos ¢é feita

através de geodésicas tipo tempo na métrica de Schwarzschild,
2 2m\ o, 2m\ ™ 220192 2 2
ds* = 1—7 codt® — 1—7 dr® — r*(d0” + sen“0 d¢*) , (A.6)

onde m = MG/c?, e M refere-se & massa da estrela que gera o campo gravitacional,
no caso especifico do nosso sistema solar, o Sol. O fato dessa métrica ser estdtica e
esfericamente simétrica nos permite associar a ela respectivos vetores de Killing [27],

¢ =(1,0,0,0), (A.7)
n" =(0,0,0,1), (A.8)

que definem quantidades que permanecem constantes ao longo do movimento de
particulas testes. Se definirmos a quadri-velocidade de uma particula como sendo u*,

essas constantes de movimento podem ser definidas como
% uq € 77a Ugy (A.9)

para as simetrias temporal e azimutal respectivamente. Utilizando g,,, para representar

a métrica do elemento de linha (A.6), escrevemos

2m dt E
guuéﬂul/:goouoz <1>C: —, (A.10)

r dr c
com E uma constante. Se considerarmos uma particula de massa unitaria, u* é o seu
quadri-momento. Portanto, a equacdo (A.10) representa a conserva¢do da componente
temporal do quadri-momento, isto €, a conservacdo da energia. A quantidade F entdo,

é a energia relativistica por unidade de massa da particula. Analogamente para a
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simetria na direcdo azimutal, teremos

d
Gun'u” = gssu® = —r2sin? 0 d—f =—L, (A.11)

com L sendo também uma constante também. De forma semelhante, interpretamos a
conservacdo da componente ¢ do quadri-momento como a conserva¢do do momento

angular por unidade de massa da particula, L.

A conserva¢do do momento angular implica que a 6rbita estd contida em um tnico
plano e para simplificar as contas escolhemos uma érbita no plano equatorial, onde
6 = 7/2, e com isso df = 0 e sen §# = 1. Dividindo entdo a equacio (A.6) por dr>

teremos

2 -1 2 2
[ RN R

e, utilizando as equacoes (A.10) e (A.11) escrevemos

2 2
B (D)) e

No entanto, para calcularmos a forma como se comporta o periélio de um planeta
precisamos encontrar a variacdo de ¢ com a coordenada radial » . Assim, reescrevemos

a equacio acima como

dr\? 4 ome? L2 2mI?
<d¢> :B{(EQ—CQH R } (A.14)

Para resolvermos esta equacdo vamos primeiramente introduzir uma nova variavel

1
y=-, (A.15)
r
e substitui-la na equacdo anterior obtendo
dy\ 2mc? 9 E? -2
— | - — 2 = —. A.16
Derivando esta expressio escrevemos
d%y mc?
a2 V=t Bmy”. A.17)
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O ultimo termo do lado direito dessa expressao é muito pequeno para o caso das orbitas
planetarias do nosso sistema solar. Se considerarmos a razdo dos dois ultimos termos,
3my? 3L?

mc?/L? ~ 227 (A.18)

vemos que, para a 6rbita de Merctirio por exemplo, onde L ~ 2,8 - 10 m?/s e
r~5,8-1019 m , essarazdo é da ordem de 108 . Portanto, podemos satisfatoriamente
resolver a equacao diferencial acima através de uma aproximacao expandindo a funcao
y em termos do pardmetro adimensional m?c?/L?,

m?c?
YR Yo+ 5 Ui (A.19)

Substituindo isso na equacao diferencial (A.17), teremos

d*y, mc?  m2ce? [(d*y, 3L 2 9
d¢2+y0_ L2 + L2 d¢2+yl_w yO %07 (A'ZO)

onde temos desprezados os termos de ordem superior a m2c?/L?. A solucfio para a

ordem zero dessa equacao € tal que

m02

Yo =73 (1+€cosg). (A.21)

Esta € a tipica equacdo polar de uma secao conica onde e representa sua excentricidade.
Se 0 < € < 1, entdo sua forma é uma elipse e o ponto de méxima aproximacdo
da origem é o que chamamos de periélio. Note que esta solu¢do de ordem zero
ndo apresenta qualquer anomalia quanto ao periodo orbital de um planeta, 7' = 2.
Utilizando este ultimo resultado escrevemos a equacao de ordem 1,

d2 2
d(;j?l +y = 3& (1 + 2ecos @) , (A.22)

L2

onde desprezamos também os termos de ordem ¢2>. Se admitirmos uma solucéo
particular do tipo

Yy =C1+Cy¢sing, (A.23)

facilmente encontramos que

(A.24)
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resultando na solucao geral,

2

y%%(l—i—ecosqﬁ—i—e&ﬂbsinqﬁ) (A.25)
com )
mc
5o =3 (T) <1. (A.26)

Note que, como do € muito pequeno, também podemos escrevet,

cos ¢ + do ¢psin ¢ ~ cos[p (1 — do)]. (A.27)
Portanto, )
Yy~ % [+ ecos(po)] (A.28)

como=1-do.

Vemos entdo que, diferente da mecanica Newtoniana, as orbitas das particulas
testes na métrica de Schwarzschild tém a forma eliptica mas possuem um periodo
orbital cuja a variacdo angular percorrida é maior que 27. Na verdade, até uma

primeira ordem de aproximacao, podemos estimar essa distancia angular em

2

Ap (1—00)

~ 2 [1 +3 (mc>2] . (A.29)
L

Este fendmeno é conhecido como precessdo do periélio orbital. Os planetas em
orbitas descrevem uma trajetdria eliptica mas com o seu eixo rotacionando por uma
quantidade de 27wdo cada vez que ele passa pelo ponto de maior proximidade com
o Sol. Mercurio é o planeta que tem o menor periodo orbital, cerca de 415 anos
solares por cada século passado na Terra, ocasionando em um momento angular L
pequeno o suficiente para que sua precessdo de seu periélio seja observado com boa
precisdo. Com o resultado que calculamos na equacdo (A.29), quando utilizado os
dados astronomicos atuais, obtém-se um valor de aproximadamente 43,03 segundos
de arco por século para a érbita de Merctrio. Os dados observacionais apontam para
um valor de (43,11 + 0.45)"/século, o que evidencia um excelente acordo entre a

previsdo tedrica e as observagoes [66].
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A.3 Desvio da luz

O préximo teste gravitacional que iremos considerar consiste no estudo da
propagacdo de raios luminosos na métrica de Schwarzschild. Este caso se diferencia do
anterior apenas pelo fato de que a luz deve seguir geodésicas nulas, ou seja, ds = 0,
0 que nos obriga a utilizar um parametro afim, A\, diferente do tempo proprio para
descrever a quadri-velocidade dos fétons,

L dxH p v
ut = I tal que g, uu” =0. (A.30)
Como as constantes de movimento que definimos anteriormente se mantém neste caso
(uma vez que sdo propriedades das simetrias do espaco-tempo), o processo de obtencdo

da equacdo diferencial de segunda ordem para y = 1/r é o mesmo, resultando

Y |y 3y (A.31)
102 . .

O procedimento de solucdo dessa equacdo é mesmo método aproximativo que
utilizamos no caso de particulas massivas. Porém, analisando a ordem de grandeza do
lado direito dessa equacdo em relacdo a y, vemos que podemos aproximar a solucao

geral a partir da seguinte forma,

Y="%Y + €Y1, (A.32)

onde € é um parametro adimensional da mesma ordem de grandeza de m . Portanto, a
equacio de ordem zero sera,

dgyo

e +yo =0, (A.33)
tal que a solucéo é .

Yo=7p sing. (A.34)

Esta expressdo representa a equacdo de uma linha reta cujo ponto de maior
proximidade com a origem é dado pela constante R. A correcdo de primeira ordem
provém da equacéo,

d%y, 3m 3m

e +y = 7 (1 —cos®¢) = Y [1 — cos(2¢)] , (A.35)
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o qual tem como solugéo a expressao

3m 1
Y1 = R2 [1 + 3 cos(2¢)] . (A.36)

Dessa forma, a solucgdo geral serd dada por,

1 3m 1
= —sing+ — (1+ =cos2 . (A.37)
Y=g S0t om ( 3 ¢>

Isso mostra que um raio de luz passando préximo a uma massa gravitacional sofrerd um
desvio em sua trajetdria retilinea original. Esse desvio é observado através da diferenca
angular entre a posi¢do aparente da fonte luminosa (aquela que um observador mede)
e a sua posi¢do original. Para calcularmos essa quantidade, considere o limite » — oo

(y — 0) quando o angulo ¢ é muito pequeno. Usando isso na solucdo acima teremos

2m
~— A.38
¢ R (A.38)
e, por simetria, a deflexdo total serd o dobro desta, ou seja,
4m
Ap~ —. A3
o~ (A39)

Essa quantidade pode ser medida experimentalmente e consiste em um dos mais
antigos testes da relatividade geral, sendo que foi primeiramente medido em 1919
nas famosas experiéncias realizadas em Sobral, no Ceard, e na Ilha do Principe, no
continente africano. Atualmente estes dados sdo obtidos mais precisamente e medem
um desvio de cerca de (1,76 & 0,02)” . De acordo com o resultado que obtemos aqui, a
previsdo tedrica da teoria de Einstein é de aproximadamente 1, 75", mostrando-se em

acordo com as observacoes.

A.4 O atraso no tempo de propagacao da luz

O tultimo dos testes cldssicos gravitacionais a ser considerado foi proposto pelo fisico
americano Irwin Ira Shapiro e consiste em medir o tempo de viagem de um feixe de luz
propagando-se entre a Terra e Vénus, sob a influéncia do campo gravitacional do Sol.

Para deduzirmos os efeitos da curvatura do espago-tempo neste fendmeno iremos
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novamente considerar a métrica de Schwarzschild, mas agora sob sua forma isotrdpica,

que a torna independente da direcdo de propagacao da luz [2],

_ 2
ds?® = % Adt* — (1+m/2p)* (d:L‘2 +dy? + dz2) , (A.40)

onde p? = 22 + y? + 2%. Considere um feixe de luz passando a uma distAncia R do Sol
onde podemos aproximar a sua trajetoria como sendo tal que z = 0 e y = R. Portanto,

até a primeira ordem de aproximacdo em m/r, escrevemos

2m
cdt =~ |1+ ——— | dx. (A.41)
< \/902+R2>

Integrando esta equagéo e considerando que R?/x? < 1 obtemos,

2x
ct~ x+2mln <R> , (A.42)
e, como o feixe viaja até Vénus uam distancia x; , sendo entéo refletido de volta a Terra

percorrendo uma distancia x», o intervalo total de tempo dessa viagem é

1 4
tr = oy + wo 4+ 2min [ 22222 (A.43)
c R?

O termo logaritmico da expressdo acima é quem fornece a correcdo de primeira
ordem do resultado que seria obtido utilizando-se uma métrica plana (primeiro termo
do lado direito) e tem sido medido com uma precisdo de 0.1% desde 1979. Seu
resultado também estd em completo acordo com a previsdo tedrica da relatividade

geral.






Apéndice B
Cosmologia na relatividade geral

Neste capitulo, iremos fazer uma simples e breve revisdo acerca do desenvolvimento
tedrico da cosmologia na relatividade geral. Em outras palavras, elaboraremos um
modelo cosmoldgico a partir do principio cosmoldgico, hipdtese de Weyl e da relatividade

geral, para contrastar com os resultados obtidos no Capitulo 5.

B.1 Meétrica de Robertson-Walker

Na teoria geométrica-escalar vimos que a condi¢do de homogeneidade e isotropia
do universo € satisfeita ao restringir a dependéncia do campo gravitacional escalar
somente com a coordenada temporal, resultando na métrica plana de Robertson-Walker
[cf. (5.9)]. Ja na relatividade geral hd uma liberdade maior para descrevermos uma
variedade métrica homogénea e isotrépica que adiciona duas geometrias a mais, uma
com uma curvatura espacial positiva e outra negativa. As trés métricas possiveis sdo

descritas como !

ds? = dt? — a(t)? _dr + r2dQ? (B.1)
1—kr? ’ ’
onde
d0? = dh? +sin? 0 do? . (B.2)

O numero k é conhecido como constante de curvatura e assume valores que distingue
as possiveis geometrias tridimensionalmente homogéneas e isotrépicas. Entretanto, é

! Assim como no capitulo 5 vamos trabalhar neste apéndice com ¢ = 1.
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possivel normalizar essa quantitda de modo que ele assuma somente trés valores. O
caso onde k£ = 0 € simples de ver que o universo tem um tri-secdo espacial plana.
Quando k£ = +1 o espaco-tempo possui uma curvatura positiva e, quando k = —1,
a curvatura € negativa. A funcdo a(t), como antes, representa o fator de escala que

descreve como as distancias se escalonam a medida que o universo expande ou contrai.

A coordenada ¢ na métrica de Robertson-Walker é o tempo proprio cosmoldgico e
representa o tempo medido por um observador que vé o universo se expandir/contrair
uniformemente ao seu redor. Ja as coordenadas espaciais (r,6,¢) sdo as chamadas
coordenadas comoveis que, se o universo se expande ou contrai uniformemente, elas

permanecem constantes ao longo do tempo.

B.1.1 Distancia prépria

O significado fisico do fator de escala a(t) pode ser melhor entendido quando
analisamos a maneira pela qual calculamos a distancia propria em um tempo ¢ entre
um observador na origem e um objeto comdvel a uma distancia . Essa distancia é

igual ao comprimento da geodésica que liga esses dois pontos,

dp(t) = /ds. (B.3)

Como o dngulo ao longo da geodésica é constante, assim como o intervalo de tempo,

utilizando a métrica (B.1), temos que

sintr, k=41

dy(t) = a(t) /\/fw —a(t)x < r, k=0 (B.4)

sinh™'r, k=-1

Como ndo ha observadores privilegiados no universo, concluimos que a distancia
prépria entre quaisquer dois objetos coméveis deve ser proporcional a a(t), e a taxa

com a qual essa distancia muda com o tempo é

dy=—d,. (B.5)
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Se considerarmos que ¢, representa o tempo atual, vemos que ha uma relacdo linear

entre a distancia dos objetos e a velocidade com a qual eles se movimentam,
vp(t) = H(t)dp(t), (B.6)

onde
H(t)=—=. (B.7)

A equacgdo (B.6) expressa a famosa Lei de Hubble que diz como varia a distancia entre
dois objetos no universo a medida que o espaco se expande ou contrai. No tempo atual,
usualmente representado por ¢, o valor desse parametro é conhecido,

Hy=~ 70 km/s-Mpc. (B.8)

O parsec (pc) é uma unidade de medida de distadncias cosmoldgica, sendo que, 1pc
~3-10'"°m.

B.1.2 Desvio para o vermelho cosmoldgico

Quando medimos um objeto no universo, como estrelas ou galdxias, sabemos
precisar a sua posicdo angular mas ndo a sua distancia. Mas podemos medir o desvio
para o vermelho que a luz que recebemos desse objeto sofre. Essa quantidade estara
relacionada com o fator de escala e entdo pode ser usado para determinar a distancia
propria de um objeto.

Considere uma galdxia distante cuja a luz emitida em um instante de tempo .
chega até nos (observador na origem) no tempo t,. Portanto, ao longo da geodésica
nula que a luz segue, temos que

to gt 0 dr!
/te a(f)__/r 1—kr?2 (B9)

Como as coordenadas coméveis sdo independentes do tempo, podemos concluir que
a variacdo temporal entre dois sinais de luz subsequentes emitidos e recebidos se
relacionam como

O _ ﬂ, (B.10)
ate) — alto)

pois a variacdo do fator de escala é negligenciavel nessa escala de tempo. Se pensarmos
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nesses signais de luz como sendo dados pelo comprimento de onda da luz emitida e
recebida, a frequéncia correspondente a cada um desses sinais serd v = 1/4t, assim

v _ alte) (B.11)

Ve a(to)

Usando a definicdo usual do desvio para o vermelho gravitacional, z = (v, — vp) /10,
encontramos que a relacdo entre o desvio para o vermelho da luz emitida por uma

galaxia distante e fator de escala é dado por

14+2= (B.12)

Estritamente falando, quando z < 0, esta quantidade é chamada de desvio para o
azul, por indicar que a mudanca na frequéncia original da luz emitida se aproxima da
regido do azul, e ndo do vermelho. No entanto, as observacbes atuais indicam que o
universo estd em expansdo, ou seja, para qualquer objeto que olhamos, a(ty) > a(t.)
indicando que z > 0.

B.2 Conteudo material do universo

Para o caso de um fluido perfeito, o tensor de energia-momento é decomposto
unicamente, em relacdo & um observador que se move com velocidade v* = §/, da
forma

T = (p+ p) v*v” — pgh”, (B.13)

onde p representa a densidade de matéria do fluido e p sua pressdo. As equacdes de

conservacgao da energia e momento sdo dadas pela divergéncia nula desse tensor,
™,=0, (B.14)

e descrevem como o conteido material evolui no tempo. Essas expressdes podem ser
divididas em uma equacdo paralela ao observador v* e outras trés perpendiculares a
ele [67]. Utilizando a decomposicdo (B.13) e a métrica de Robertson-Walker, essas

equacoes sd0 escritas como .
. a
p+3-(p+p) =0, (B.15a)
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dyp (8, — vv,) = 0. (B.15b)

A informacdo que falta para integrarmos estas equagdes provém da equagdo de
estado que relaciona pressao e densidade. Essas quantidades sdo relacionadas através
de uma equacdo de estado barotrdpica do tipo p = p(p). Para o caso de um fluido

perfeito ela é tipicamente tomada como sendo
p=Ap, (B.16)

sendo A uma constante. Utilizando essa equacdo de estado podemos em fim resolver
as equacoes (B.15), resultando

Po
() = =iy (B.17a)
dip=0. (B.17b)

A priori, considera-se o universo como sendo constituido somente de matéria
barionica néo relativistica (estrelas, galdxias e etc) e da radiacdo proveniente dos fétons
que se propagam livremente. A primeira componente é representada por um gas de
particulas massivas ndo relativisticas cuja equacdo de estado é satisfeita para A = 0.
Dessa forma, a densidade de matéria no universo se comporta como

pmlt) = 2 (B.18)

e

\

sendo py uma constante e o sub-indice m refere-se a matéria. A radiacdo
eletromagnética, é descrita por uma gas de fétons, onde A\ = 1/3, resultando em

pr(t) =55 (B.19)

=
com o sub-indice r atenta para radiacéo.

Outros tipos de fluido possuem um particular interesse por gerar uma aceleracdo
positiva a expansdo do universo, fato este que é fortemente indicado pelas observacoes.
Esses fluidos sdo caracterizados pela equacdo de estado com A < —1/3, e conhecidos
na literatura como energia escura, devido o seu carater misterioso de pressiao negativa,
gerando um efeito gravitacional repulsivo. Além disso, esse fluido aparentemente néo
possui qualquer interacdo com a matéria ordindria que conhecemos. Um modelo de
energia escura muito trabalhado na literatura é descrito pela relacdo p = —p que,
como podemos ver através da equacao (B.17a), resulta em uma densidade de matéria
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constante.

Devido a essa propriedade de constancia na densidade, o tensor de energia-

momento desse fluido é descrito como [cf.(B.13)]
T = — A gh | (B.20)

onde A é uma constante. Ou seja, a famosa constante cosmoldgica de Einstein pode
ser adicionada as equacoOes dindmicas da relatividade geral através da insercdo de um
fluido cuja equacdo de estado contém A\ = —1. A constante cosmoldgica possui uma
outra caracteristica notéria por ser o tnico fluido com equacéo de estado (B.16) que
mantém seu tensor de energia-momento invariante sob uma mudanca de observador.
Em outras palavras, cada observador possui uma decomposicdo particular do T+,
descrevendo unicamente o fluido em questédo através de uma densidade e uma pressao
especifica. Mudando-se o observador, muda-se essa descri¢do. A Unica excecdo € para
o fluido com p = —p, que é decomposta de forma idéntica independente do observador
escolhido. Por isso, associa-se a constante cosmoldgica a energia do vacuo, ja que o
vacuo deve ser um fendmeno fisico que se manifesta igualmente para todo e qualquer

observador no universo.

B.3 Equacao de Friedmann

As equacoOes dindmicas cosmolégicas sdo obtidas resolvendo-se as equacOes de
Einstein da relatividade geral (2.47) utilizando-se a métrica homogénea e isotrépica
de Robertson-Walker, equagéo (B.1). O contetido material do universo é considerado
como sendo um fluido perfeito. O desenvolvimento das equacoes de Einstein pode
ser encontrado em diversos livros textos da area (por exemplo [64,68]) e resultam na

conhecida equagéo de Friedmann,

. 2
<a) _ gf’ N ﬁQ (B.21)

Como vimos na sec¢do anterior, a constante cosmoldgica, rotineiramente utilizada nas
equacdes de Einstein, pode ser introduzida a dinamica através de um fluido especifico,
a energia escura. Deixaremos entdo este elemento como sendo uma das componentes

possiveis que fazem parte do conteido material do universo, estando ela contida
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implicitamente na densidade p(¢) .

O lado esquerdo da equacdo (B.21), como vimos na secdo B.1, é conhecido como

parametro de Hubble, e a equagédo de Friedmann é costumeiramente escrita na forma

Substituindo o resultado geral da conservacido de energia-momento, (B.17a), obtemos

g2 P k

T 330N g2 (B.23)

A equacdo de Friedmann traz informacoes sobre a evolucdo do fator de escala que
caracteriza a geometria do universo. Se a derivarmos, é possivel obter mais detalhes
sobre como se dd essa evolucdo através da aceleracdo do fator de escala,

a K Po

Note que esta expressdo corrobora com a afirmacdo que fizemos na ultima secado.
Somente fluidos que possuam A < —1/3 podem gerar uma aceleracdo positiva no

universo.

Considere agora o caso da curvatura espacial ser nula, a equagdo de Friedmann
define o que chamamos de densidade critica do universo,

3H(t)?

(B.25)

Pe(t)

Se a densidade p(t) for maior que a densidade critica o universo possui uma curvatura
espacial positiva (k = 1), caso contrario o universo é negativamente curvado (k = —1).
A densidade critica é usada para definir o parametro de densidade,

o) = 2 (B.26)

que é frequentemente usado pelos cosmédlogos, ao invés da densidade de matéria
absoluta. Utilizando o parametro de densidade atual Q¢ = po/p.(to), a equagdo de
Friedmann (B.23) é reescrita como

H? Qo k

Fg - PEICESY R Hg (B.27)
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Observacgdes atuais fortemente sugerem que o lado esquerdo dessa equagéo,
quando calculado atualmente, é aproximadamente zero. Isso mostra que a curvatura
espacial atual deve ser muito proxima do zero também. Lembrando que, devido a
normalizacdo utilizada na constante de curvatura, quando se diz que k pode ser igual
a +1 ou —1 isso equivale a dizer que a curvatura pode assumir qualquer valor positivo
ou negativo, respectivamente. A excecdo é para k = 0, que indica um dnico caso onde
a curvatura espacial é nula. Isso da origem ao famoso problema da planeza. Dentro da
infinidade de valores possiveis, porque o universo apresenta uma curvatura espacial tdo
especifica, sendo que ndo hd nenhuma razao fisica que exclua as demais possibilidades?
Uma discussdo mais detalhada desse assunto pode ser encontrado em [69] e [70].

B.4 Universo com um unico fluido material

Uma vez que as equacOes de conservacdo ja foram resolvidas, com ajuda de
uma equacdo de estado para o fluido que compde o universo, resta-nos obter as
solucoes da equacdo de Friedmann, que nos fornecerd informacoes sobre a dindmica
do universo. Inicialmente faremos isso para cada uma das componentes que compde
o fluido material césmico separadamente; matéria, radiacdo e também a constante
cosmolégica. Como o intuito deste capitulo é resumir a base da teoria cosmoldgica
na relatividade geral e estabelecer um pardmetro de comparacdo com o modelo
desenvolvido na gravitacdo geométrica-escalar, consideraremos somente o caso onde

a geometria do espago-tempo possui secdo espacial plana, ou seja, £ = 0.

B.4.1 Universo vazio

Antes mesmo de introduzirmos uma componente material do universo é
interessante olharmos para a solu¢do completamente vazia da equacdo de Friedmann.
No caso onde hd curvatura mas nenhuma manifestacdo de matéria ou energia, a
equacao (B.23) se resume a

a’=—k. (B.28)

Se considerarmos o universo como sendo espacialmente plano, a inica solugéo possivel
€ que ele seja estatico, com o fator de escala sendo uma constante sempre. Este
tipo de solucdo tem uma geometria descrita pela métrica de Minkowski onde todas
as transformacoes da relatividade espacial se mantém validas.
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Quando consideramos um universo que possua curvatura, a equacao (B.28) nos diz
que a unica possibilidade é que essa curvatura seja negativa. Nesse tipo de solucdo o
universo pode estar se contraindo ou expandindo segundo uma dependéncia temporal
linear do fator de escala que, com uma normalizacao apropriada,

t
a(t) =+ —, (B.29)
lo
tal que t( € o tempo hoje. Sabendo a dependéncia temporal do fator de escala, podemos
inferir qual seria a idade do universo. Basta ver que, como H = a/a, temos que

t - E 5 (B.BO)
de modo que a idade do universo vazio com curvatura negativa, em uma rudimentar
estimativa, é

1
to = A ~ 14 bilhées de anos. (B.31)

0

As equacoes (B.4) e (B.9), mostram que a luz emitida em um tempo ¢, por um
objeto distante de nds, percorre uma distancia prépria d, () até ser observada por nés
hoje. Essa distancia € tal que

o qt

dy(to) = ca(tp) /te @, (B.32)
onde adicionamos a velocidade da luz para corrigir as unidades. Note que esta equacao
é valida para qualquer universo determinado pela métrica de Robertson-Walker. O
objeto mais distante que podemos observar é aquele cuja a luz foi emitida no instante
de tempo t. = 0. A distancia propria obtida nesse caso configura o horizonte visivel
do universo. Qualquer objeto situado a uma distdncia maior que esta ndo pode ser
visto porque a luz ndo teria tido tempo de chegar até nés. Em outras palavras, o
universo visivel consiste em todos os pontos que estdo conectados casualmente com o

observador. Para o universo vazio em expansao, o horizonte visivel é tal que

c o qt

Em outras palavras, em um universo vazio poderiamos enxergar ilimitadamente.

Um universo completamente vazio e dinamico pode ser visto apenas como uma
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curiosidade matemadtica da teoria de Einstein. No entanto, se um universo possui uma
densidade de energia muito menor que a densidade critica, entdo a solugdo acima pode

ser uma boa aproximacao.

B.4.2 Matéria nao relativistica

Para o caso de um universo espacialmente plano (kK = 0), preenchido somente
com matéria bariénica ndo relativistica, A = 0, a equacdo de Friedmann reduz a [cf.
(B.23)],

a? =" (B.34)
3a
A integracdo dessa expressao é imediata, retornando um fator de escala
£\ 2/3
alt) = <> : (B.35)
to

onde t( indica o tempo atual dado por

to = 2 ~ 9,5 bilhoes de anos. (B.36)
3 Hy

Esse valor é pequeno se comparado com a idade de algumas estrelas que conhecemos.
Essa solucao da equacdo de Friedmann prevé o universo possuindo um “inicio ”. Apesar
dele se expandir indefinidamente a medida que o tempo evolui, o universo teria uma
singularidade inicial caracterizada por a(0) = 0. Esta é uma singularidade fisica pois a
densidade de matéria e energia se tornam infinitas nesse instante. A esta singularidade
dé-se o nome de big bang, um instante de tempo no passado no qual toda forma de
energia esteve concentrada em um unico ponto. Mais do que isso, os modelos de big
bang sugerem que tudo o que ha hoje no universo passou a existir instantaneamente
em um volume infinitamente pequeno e que desde entdo esse volume se expande
indefinidamente. O problema da singularidade inicial cosmoldgica consiste em uma
importante questao cientifica que sera tratada mais adiante neste capitulo.

Em um universo dominado por matéria bariénica, a distancia prépria para um
objeto observado hoje € [cf. (B.32)],

t 1/3 c 1
dp(to) = 2cty |1 — <> =2— [1— ] : (B.37)
to 1 z
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Enquanto o horizonte visivel nesse universo de poeira cdésmica é dado por,

dp(to) =2 — . (B.38)

B.4.3 Radiacao

Um universo composto por fétons (A = 1/3), considerando-se a secdo espacial
como sendo plana, tem a equacédo de Friedmann descrita por

a2 = %, (B.39)

que resulta em um fator de escala tal que

t
a(t) = 4/—. (B.40)
to
A idade desse universo sera )
t) = —— B.41
0= S H, (B.41)

o que é menor ainda que o universo de matéria. Note que o modelo de um universo

dominado pela radiacao também possui uma singularidade inicial, ou big bang.

A distancia prépria de um objeto observado hoje é

c oz
tg) = — B.42
enquanto o horizonte visivel é dado por,
dp(to) = — (B.43)
nlto) = - .

B.4.4 Constante cosmologica

No caso de um universo espacialmente plano contendo somente energia escura na
forma de uma constante cosmoldgica, onde A = —1, a equacao de Friedmann assume
a forma

a? = “=a?, (B.44)
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Essa equacdo pode ser reescrita na forma

a= Hya, (B.45)

Hy = 1/% : (B.46)

e a solucdo para o caso de um universo em expansao € tal que

com

a(t) = efoli=to) (B.47)

Um universo que possui somente a constante cosmolédgica como fonte material é eterno
e possui um horizonte visivel infinito. Se hd uma singularidade, isso ndo é muito claro.
O fator de escala tende a zero somente quando o tempo tende ao infinito negativo, mas
a densidade de energia permanece constante. Esse modelo cosmoldgico, espacialmente
plano e com o fator de escala dependendo exponencialmente do tempo, é conhecido

também como universo de de Sitter.

Dentro desse universo, se observarmos um objeto luminoso a uma distancia cujo o
desvio para o vermelho é z, a distancia prépria até esse objeto, no momento em que o
observamos sera

dy(to) = — 2. (B.48)

No limite quando z > 1, a distdncia prépria tende ao infinito mas, note que, até que a
luz emitida pelo objeto observado chegasse até nds, o mesmo se distanciou ainda mais
devido a expansdo do espaco-tempo. No momento em que emitiu o sinal luminoso que
observamos em ¢t = t(, este objeto se encontrava a uma distdncia menor por um fator
de a(te) = 1/(1+ z), ou seja,

_
_H01+z'

dp(te) (B.49)
Assim, quando o desvio para o vermelho é muito maior que a unidade, d,(t.) — ¢/Hjp.
Em outras palavras, objetos situados a uma distdncia muito longa sdo vistos como
se eles tivessem acabado de atingir a distancia prépria ¢/Hp. Como objetos acima

dessa distancia tém velocidade de recessdo maior que a da luz,> nem mesmo os fétons

ZNote que é o espaco que estd se movendo e ndo o objeto propriamente. Isso ndo viola a lei relativistica
de que nenhuma particula se movimenta mais rdpido que a velocidade da luz pois o espago-tempo em si
néo é uma particula.
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emitidos por essas fontes podem chegar até nos.

B.5 Universo com multiplas componentes materiais

Sabemos que o nosso universo é composto por matéria bariénica (A = 0) e radiacédo

(A = 1/3). Além disso, evidéncias observacionais indicam a presenca de uma terceira

componente material no universo caracterizada pela constante cosmolégica (A = —1).

Considerando a contribuicdo dessas trés componentes, a equacdo de Friedmann pode
ser escrita como [cf. (B.23)]

2

Zg:SZT+(?+QA’ (B.50)

onde estamos considerando a secdo espacial plana e o parametro de densidade foi

decomposto em radiacdo €2, , matéria bariénica (£2,,) e constante cosmoldgica 24,

e foi utilizado as respectivas dinamicas obtidas a partir da conservacdo da energia e

momento. Como o universo € plano teremos g = Q0+ Q.0+ Q4 = 1. Multiplicando

essa ultima equacio por a’? pode-se obter o tempo cdsmico ¢ em funcdo do fator de
escala através da integracdo

. 1/ da
Hy J /Qu0/a®+ Quo/a+ Qpa?

(B.51)

Obviamente que esta ndo é uma integracdo fécil de se calcular analiticamente mas, para

valores fornecidos dos parametros de densidades, é possivel resolvé-la numericamente.

De acordo com os varios dados observacionais que a cosmologia possui
hoje, o universo é melhor descrito por um modelo como este, de multiplas
componentes. Os dados de supernovas, que sugerem que 0 nNOsso universo se expande
aceleradamente, inferem uma quantidade de matéria ndo relativistica presente no
universo correspondente a aproximadamente €2,,0 ~ 0.3. O parametro de densidade
de radiacdo, previsto de acordo com a densidade de energia da radiacdo cdsmica
de fundo, é bem menor do que a fracdo de matéria, sendo estimado em cerca de
0.0 ~ 8,4-107°. A maior parte do conteido material do universo seria composto

de energia escura, na forma de uma constante cosmoldgica, com Q2 ~ 0.7.
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B.6 Cosmologia nao singular

Vimos nas secOes anteriores como a relatividade geral produz um modelo
cosmoldgico que possui uma singularidade inicial. Na verdade, é possivel mostrar
através de uma série de teoremas que a singularidade é inevitdvel nos modelos
cosmologicos baseados na teoria de Einstein se a matéria ndo viola as condicoes de
energia [71]. Portanto, para contornar o problema da singularidade cosmoldgica é
preciso introduzir um tipo de fluido material ndo convencional, como a energia escura,
ou alterar a maneira pela qual representamos a interacdo gravitacional, estabelecendo
uma teoria alternativa a relatividade geral como as teorias f(R) por exemplo.

Evitar a singularidade cosmoldgica significa estabelecer um valor minimo para o
fator de escala, ou seja, a, = 0 e @ > 0. O sub-indice b atenta para que estas
condicdes sejam satisfeitas exatamente no momento do ricochete 3. Mas, como j&
dissemos anteriormente, a condicdo para ter uma aceleracdo positiva do fator de escala,
em qualquer instante, s6 pode ser satisfeita se considerarmos o universo como sendo
composto de fluidos cuja equacéo de estado corresponde a A < —1/3.

Muitos modelos cosmolégicos ndo singulares foram elaborados desde o
desenvolvimento da primeira proposta na década de 1970 [72], e um extenso resumo
pode ser encontrado em [73]. Estes modelos se mostram atrativos ndo sé por
apresentarem uma resposta ao problema da singularidade inicial, mas por irem mais
além e fornecer alternativas a outras questdes que cercam os modelos de big bang,
como o ja citado problema da planeza. Em um modelo cosmolégico de Friedmann é
preciso ter um ajuste fino muito preciso das condig¢des iniciais para que se explique o
estado de planeza hoje. Na cosmologia com ricochete a planeza é explicada apenas
considerando-se que uma quantidade de tempo maior do que medimos do ponto
minimo até hoje deve ter-se passado anteriormente ao ricochete.

Nos modelos de big bang também ndo ha explicacdo para o problema de
causalidade estabelecido pela isotropia média observada na radiacdo cdésmica de
fundo. A origem dos fétons da CMB aconteceu em um tempo muito anterior a hoje,
naquela época regioes do universos separadas por alguns graus angulares ndo estavam
conectados casualmente entre si, 0 que ndo sustenta a isotropia observada na CMB.

Como fétons separados casualmente podem estar em equilibrio hoje? Os modelos néo

3Nome usualmente utilizado no meio cientifico para referir-se ao ponto de minimo do fator de escala
em um universo nao singular.
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singulares respondem a esta questdo com o fato de que o universo neste caso € eterno.
Em outras palavras, nos modelos ricochetes, toda hipersuperficie espacial do instante
de producédo da CMB estd dentro do horizonte visivel de hoje.

Os problemas dos modelo de big bang citados acima também podem ser explicados
com o uso de cendrios inflaciondrios. No entanto, o problema da singularidade inicial

ainda persiste mesmo com a inflacdo.
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