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Resumo

Neste trabalho, retomamos o estudo de Gravitagao vista como uma teoria de calibre para o grupo
de Poincaré. Usando a interpretagao de uma teoria efetiva, exploramos o papel que a tor¢ao propa-
gante pode desempenhar na descricao de gravitons massivos em D-dimensoes. No caso particular
de 3D, fazemos um estudo especifico, considerando o termo de Chern-Simons, uma vez que este
também gera massa ao graviton. Particularmente interessados na anélise da consisténcia espectral,
construimos bases ortonormais de operadores, convenientes para o obtencao dos propagadores con-
tendo a conexao de spin e a vielbein como campos fundamentais. Na anélise geral de D-dimensoes,
concluimos que torcao propagante é imprescindivel para propagacao de gravitons massivos, usando
este formalismo para a gravitacao, e listamos as Lagrangeanas que descrevem gravitons massivos
de maneira consistente no que concerne a unitariedade ao nivel de arvore. Em 3D, concluimos que
apesar de o termo de Chern-Simons nao influenciar as condig¢oes de unitariedade, altera significa-
tivamente o espectro da teoria.
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Abstract

In this work, we reaccess the study of Gravitation seen as a gauge theory for the Poincaré group.
Using the interpretation of effective field theories, we explore the role played by propagating torsion
in the description of massive gravitons in D-dimensions. In the particular case of 3D, we make
an especific study, by considering the Chern-Simons term, since this term also can generate mass
for the graviton. Once we are particularly interested in the analysis of spectral consistency, we
build orthonormal basis of operators, suitable for the obtainment of propagators containing the
spin connection and vielbein as the fundamental fields. In the general analysis of D-dimensions,
we conclude that propagating torsion is mandatory for the propagation of massive gravitons in a
consitent way which concerns the unitarity at tree-level. In 3D, we conclude that in spite of the
Chern-Simons do not influenciate the unitarity conditions, it alters significantly the spectrum of
the theory.
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Capitulo 1

Introducao

A Gravitagao é certamente a interagao mais antiga conhecida pela humanidade. A teoria com maior
sucesso para descrever a Gravitagao ¢ a Teoria da Relatividade Geral de Einstein (RG). Ao nivel
macroscopico, esta teoria tem passado por intimeros testes experimentais. Apesar de nao haver
evidéncias experimentais do comportamento da Gravitagao ao nivel microscépico, espera-se que a
RG tenha problemas para descrever estes efeitos. Isto se deve ao fato de a RG ser incompativel
com os principios da mecanica quantica, que é a teoria supostamente correta para descrever o
mundo microscopico. Em outras palavras, as tentativas de descricao quantica da gravitagao, tem
falhado na missao de encontrar uma teoria unitaria e renormalizéavel.

As demais interacoes podem ser consideradas como sendo descritas de modo unificado pelo
principio de invariancia de calibre. Neste contexto, o espago-tempo é considerado como sendo um
palco para as interagoes e a Lagrangeana que descreve o modelo ¢ invariante por um grupo de
simetria unitario. Os campos de matéria pertencem & representacao fundamental deste grupo e
as particulas interagem umas com as outras por meio de uma troca de excitagoes pertencentes
a representacao adjunta do grupo de calibre. Por outro lado, na RG, a descricao do fendmeno
gravitacional considera o espago-tempo como um agente dinamico. A distribuicao de energia afeta
a geometria do espago-tempo e esta, por sua vez, altera a dinamica das particulas presentes neste
espago.

O grande sucesso da quantizagao das teorias de calibre, sugeriu a muitos fisicos procurar uma
descrigao similar para a gravitagao. Uma maneira de compatibilizar os dois cenérios seria considerar
o grupo de simetria de calibre da gravitacao como sendo o grupo de simetrias do proprio espago-
tempo, uma vez que é por meio deste que as particulas interagem gravitacionalmente. O espaco-
tempo na auséncia da interagao gravitacional é o espaco de Minkowski e, portanto, possui como
grupo de isometrias o grupo de Poincaré. Considerar este grupo como sendo um grupo de simetrias
locais, faz emergir campos de calibre, e espera-se relaciona-los com os mediadores da interacao
gravitacional.

Sabe-se que as particulas podem ser definidas em Teoria Quéantica dos Campos (TQC) como
sendo as representagoes unitarias do grupo de Poincaré. Este grupo tem a propriedade de possuir 2
invariantes de Casimir. Logo, as particulas sao caracterizadas por este par de cargas que podem ser



identificadas com massa e spin. Dessa maneira, a interagao proveniente da localizacao do grupo de
Poincaré, é resultante da interagao entre as massas e os spins dessas particulas. Vemos portanto,
que esta teoria nao deve corresponder em geral a RG, onde apenas a distribuicao de massas ¢é
importante. De fato, pode-se relacionar os graus de liberdade do tensor de torcao aos graus de
liberdade de spin. Nesta situacao, a RG pode ainda se pensada como sendo um caso particular em
que os graus de liberdade associados ao spin nao possuem papel importante no efeito gravitacional.
Porém, o mais importante seria explorar esses efeitos no nivel microscépico, que é onde o spin tem
papel importante.

As extensoes da RG, considerando Lagrangeanas com poténcias da curvatura e tor¢ao, nao
se mostraram suficientes para resolver, simultaneamente, os problemas da renormalizabilidade e
unitariedade da teoria. Sob este aspecto, mesmo incorporando a tor¢ao na descrigao gravitacional,
a teoria proveniente desta extensao nao deve corresponder a teoria fundamental para a intera-
¢ao gravitacional, podendo ser vista no méaximo como uma teoria efetiva. Neste contexto, um
parametro de massa, M, comum a todos os termos de interacao pode ser exibido no modelo e
a renormalizagao é vista de outra forma. Uma teoria dita nao-renormalizavel exige um nimero
infinito de contra termos para cancelar as divergéncias. No entanto, apenas um numero finito
de termos na Lagrangeana é suficiente para medir as contribui¢oes em processos feitos num certo
momento caracteristico, k < M. Isto porque as demais intera¢oes sao suprimidas por poténcias
de % Dessa forma, a teoria ainda pode ser preditiva quando restrita a processos onde k < M.

Uma vez que a tor¢ao possui um forte apelo tedrico quando a gravitagao é inserida no contexto
das teorias de calibre, é interessante analisar o possivel efeito da tor¢ao propagante nos modelos
efetivos. No trabalho da Ref. [1], sdo analisados os possiveis efeitos fenomenologicos que a interagao
das particulas do Modelo-Padrao (MP) com a torgao dinadmica poderia trazer. Notou-se que
estes efeitos, mesmo considerando o modelo como efetivo, traz inconsisténcias, como violacao da
unitariedade, ja nas primeiras correcoes de lagos. Estes efeitos s6 podem ser desprezados se a
massa caracteristica dos termos de torcao forem muito maiores que as massas das particulas do
MP. Em geral a massa caracteristica adotada na gravitacao quantica ¢ a massa de Planck, Mp.
Na formulacgao efetiva estamos considerando as propriedades de uma teoria mais fundamental em
baixas energias. Dessa maneira, para que efeitos de torcao dinamica estejam em conformidade
com a fenomenologia do MP e que seja importante como efeitos de baixas energias, deve-se ter
Mfermions < Mt < MP-

Uma das teorias candidatas a teoria fundamental ¢ a teoria das cordas (TC). Nos modelos
efetivos de baixas energias provenientes da TC, tomados como uma expanc¢ao no parametro da
acgao das cordas, é, a torgao aparece como associada ao campo de Kalb-Ramond e possui massa
da ordem de 5, que em geral é tomado como sendo da ordem de Mp. Logo, os graus de liberdade
da torgao deveriam ser descritos pela teoria fundamental. Além disso, também é mostrado em [1]
que nos modelos com a torcao induzida pela TC, somente termos de massa e de interagao devem
aparecer, fazendo com que tor¢ao propagante seja definitivamente proibida. Logo, efeitos de torgao
propagante podem ser decisivos para validar ou invalidar teorias mais fundamentais como TC e,
além disso, podem servir como indicios para formulagao destas teorias.

Assumindo a postura de tratar os modelos de gravitacao com torcao propagante como mo-



delos efetivos, investigamos nesta tese a possibilidade da propagacao de gravitons massivos nas
Lagrangeanas da gravitacao.

Gravitagao massiva tem sido um tema de particular interesse desde o inicio da tentativa de
descrever uma Gravitagao Quéantica. Mais recentemente, em conexao com modelos baseados nos
cenarios de branas-mundo, a discussao de gravitons massivos tem despertado grande atencao em
vista da possibilidade da sua producao no LHC e da viabilidade da detecc¢ao de efeitos da Gravitacao
Quéntica na escala de energia dos TeV’s [2]-[6]. Em quatro dimensoes, teorias de gravitagao
massiva sao motivadas pelo resultado notavel que elas poderiam modificar convenientemente a RG
na escala de grandes distancias (na verdade, escalas cosmologicas), de tal maneira que apresentaria
uma expansao acelerada de nosso universo sem necessitar da ideia de energia escura.

No cenério de branas, o graviton adquire massa por meio de uma quebra espontanea da in-
varidncia por reparametrizagoes do sistema de coordenadas [7|. Entretanto, como é comum nos
sistemas que apresentam o mecanismo de Higgs, é necessario na descrigao um valor esperado no
vacuo para um campo escalar extra.

Em trés dimensoes ha um modo alternativo de gerar massa para o graviton, como proposto por
Jackiw, Deser, and Templeton [8]. Em [8|, os autores propoem a adigdo de um termo topologico
a acao de Einstein-Hilbert de modo a descrever a propagacao de um graviton massivo. A teoria
final é também unitaria. Um termo analogo pode ser proposto em 4D em conexao com as teorias
com quebra da invariancia de Lorentz.

Tendo em vista que os graus de liberdade da torcao tém potencial para descrever gravitons
massivos, investigamos nesta tese a consisténcia espectral de modelos de gravitacao com torgao
propagante. Por consisténcia espectral, nos referimos as condig¢oes que devem ser impostas aos
parametros da Lagrangeana para resultar num espectro livre de particulas fantasmas e taquidnicas.

A analise do espectro fica facilitada com a obtencao dos propagadores do modelo. Dessa
maneira, dedicamos uma parte deste trabalho ao desenvolvimento de técnicas para obtencao dos
propagadores. Em particular, nos focamos na constru¢ao de um método algébrico, baseado nos
operadores de spin, em 3 e 4D. A conveniéncia do uso destes operadores se mostra particularmente
evidente no caso de simetrias de calibre, que é o caso das Lagrangenas da gravitacao estudadas
neste trabalho.

A organizacao desta tese € a seguinte: no Capitulo 2 apresentamos uma discussao sobre uni-
tariedade em TQC de um modo geral. Na primeira secao deste capitulo é discutido o Teorema
Otico; na segunda secdo estudamos as propriedades analiticas da funcio de Green de 2 pontos e
definimos os elementos necessarios para discutirmos a Equacao para o Maior Tempo na terceira
se¢ao. Com esta discussao queremos mostrar explicitamente a relagao entre unitariedade e a au-
séncia de excitagoes fantasmas e taquidnicas nos modelos em TQC. Em seguida, no Capitulo 3,
discutimos o método algébrico para obtencao dos propagadores nos casos com e sem simetrias de
calibre. Construimos bases de operadores de spin que atuam sobre a conexao de spin e vielbein
em 3 e 4D. Os resultados deste capitulo representam em sua maior parte contribuicoes originais
e foram publicados em parte na Ref. [9]. No Capitulo 4, discutimos sobre a expansao em campo
fraco nos modelos de gravitagao e como ela é usada para definir o modelo a ser quantizado. Em
particular, nos interessamos na discussao das simetrias de calibre resultantes deste processo. Ao



que consta ao autor desta tese, a maneira como a discussao é apresentada neste capitulo, também
constitui contribuicao original. Com as discussoes apresentadas nestes capitulos, nos concentra-
mos no problema de encontrar Lagrangeanas em 4D que propaguem gravitons massivos de modo
unitario. Isto é feito no Capitulo 5. No Capitulo 6, utilizamos a base de operadores de spin em
3D para analisarmos o espectro de uma Lagrangeana com termos de curvatura e torcao, além do
termo de Chern-Simons (CS) para Gravita¢ao. Uma vez que a introdugao do termo de CS em 3D,
j4 € uma maneira efetiva de originar massa ao graviton, nossa proposta neste capitulo é entender
como o mecanismo de geragao de massa, via termos de torgao, compete com este mecanismo ja
conhecido. Os trabalhos desses dois tltimos capitulos, representam uma das partes principais desta
tese e foram publicados nas Refs. [10, 11]. No Capitulo 7, apresentamos as consideragoes finais
com uma visao geral do problema da gravitacao quantica.



Capitulo 2

Unitariedade

Nosso objetivo neste capitulo ¢ mostrar como a condigao sobre os residuos dos propagadores asse-
gura a unitariedade da matriz S, quando a Lagrangeana satisfaz certas propriedades. Dividimos a
discussao em trés se¢oes. Na Secao 2.1, introduzimos os elementos de TQC, necessarios para discu-
tirmos o problema da unitariedade e mostramos um teorema conhecido como Teorema Otico para
vermos como a condi¢ao de unitariedade se repercute num caso particular, porém interessante, de
espalhamento entre 2 particulas. Usamos a Ref. [12| como referéncia para esta se¢ao. Na segunda
se¢ao, estudamos as propriedades analiticas da fungao de Green de 2 pontos, tendo em vista sua
aplicacao na Secao 2.3. Em seguida, demonstramos como a estrutura perturbativa das amplitudes
de espalhamento reflete trivialmente a unitariedade da matriz S, quando a Lagrangeana do mo-
delo satisfaz algumas condigoes simples. A discussao da Equagao para o Maior Tempo culmina na
condigao suficiente que se deve impor sobre os residuos dos propagadores para que o modelo seja
consistente sob o ponto de vista da unitariedade. A abordagem da Se¢ao 2.2 segue as linhas da
Ref. [13], ao passo que na Segao 2.3, usamos como referéncia a Ref. [14].

2.1 Teorema Otico

Para analisar um processo de espalhamento em TQC, comeca-se com um estado no espacgo de
Hilbert que em t — —o0 as particulas sao consideradas livres com momentos, cargas e spins bem
definidos. A interacao ocorre num intervalo de tempo, em torno de ¢ = 0, desprezivel em com-
paracao com os intervalos caracteristicos do processo de medida. A informacao bésica, necessaria
para o calculo das quantidades fisicas de interesse, é a amplitude de probabilidade de se medir em
t — 00 o sistema num estado onde as particulas estao livres novamente. Esses estados, definidos
assintoticamente, s@o conhecidos na literatura por estados in e out, respectivamente. A amplitude
de probabilidade para um processo, conforme descrito, acontecer é, portanto, dada por:

(inlout) . (2.1)

Uma hipotese basica em TQC é que tanto os estados in quanto os estados out formam um
conjunto ortonormal completo de estados. Dessa maneira, existe um isomorfismo entre os espagos



vetoriais formado com estes estados. O operador que estabelece este isomorfismo é denominado por
operador S. Esta contido neste operador toda a informacao da interacao que é estabelecida entre
as particulas que participam do processo. Usando o operador S podemos escrever a amplitude
(2.1) em termos dos elementos de matriz:

(in |S|in) . (2.2)

A propriedade de completeza das bases in e out e a existéncia do operador que estabelece o
isomorfismo entre esses espacos implicam que o operador S é unitario. Para demonstrar tal fato,
introduziremos a seguinte notacao: além do rétulo que caracteriza a propriedade assintotica do
estado, tn ou out, denotaremos por uma letra latina todos os outros atributos que as particulas
que constituem um dado estado possuem (ex.: carga, momento, spin, etc.). Quando fazemos
uma soma sobre os estados, utilizamos um simbolo de soma discreta. No entanto, como alguns
desses atributos que o indide coletivo descreve estao associados & uma variavel continua, deve-se
entender que com isso estamos fazendo a soma sobre os indices discretos e integrando sobre os
indices continuos.
A propriedade de completeza é expressa por:

Z lin, m)(m, in| = Z lout, m)(m, out| = 1. (2.3)

Pela ortonormalidade dos estados, temos:

Z (r, outlin, m) (m, inlout, s) = d,s. (2.4)
Usando (2.1), (2.2) e (2.3) em (2.4), obtemos:
> 85 Sims = brs. (2.5)

Em termos do operador S essa relagao expressa-se por:

STS =1. (2.6)

Pela sequéncia dos argumentos, como haviamos mencionado, vemos que a unitaridade do operador
S é consequéncia direta da completeza das bases in e out. Notemos que essa propriedade da matriz
S expressa a condi¢ao fundamental de que probabilidade total é conservada.

Num processo de espalhamento ha sempre a possibilidade de as particulas simplesmente nao
interagirem. Para analisarmos o que a condicao de unitariedade implica sobre as propriedades
da interacao, é conveniente definirmos a matriz de espalhamento T, que leva em conta somente
as amplitudes de probabilidade para que ocorra algum espalhamento nao trivial. Ou seja, T' é
definido pela relacao:

S =1+1T, (2.7)



onde o fator ¢ é por conveniéncia.
Usando (2.7) em (2.6), obtemos:

(14D (1 +iT) =1;
—i(T-T") =-TT. (2.8)

Para entendermos as consequéncias dessa propriedade satisfeita pelo operador T', vamos tomar
o elemento de matriz dessa expressdo entre os estados de duas particulas (pipo| e |k1k2):

i{pip2 | (T = TY) | kko) = — Z (H/%%) (o2 [T {ai}) {ai} IT| kaks) (2.9)

onde estamos omitindo o rétulo assintotico dos estados e inserimos um conjunto completo de esta-
dos no lado direito dessa expressao. Por simplicidade estamos considerando que o tinico atributo de
interesse seja 0 momento da particula e o indice coletivo {¢;} indica um conjunto de n momentos,
comn=1,23,....

Fatorando uma func¢ao ¢ de conservacao do momento total, definimos a partir do operador 7', a
matriz de espalhamento M. Sendo assim, podemos escrever a equagao (2.9) em termos da matriz
de espalhamento M :

i (M (pip2, kiks) — M* (pipa, kiks)) (27)* 0 (1 + p2 — k1 — ko) =

o0 f d3qi 1 ) )
) Z<H/ (27?)3E)M(plp2’{qi})M ({0 uks) (2m)
f=1 \i=1 i

x 6 ({gi} —p1—p2) (21)" 6" ({@i} — k — ko). (2.10)

Esta expressao pode ser abreviada da seguinte maneira:

2 Z(M(a—>b))54(a—>b):i/dﬂf/\/l(a%f)/\/l*(f%b)é‘l(a—>b)54(a—>f)
f=1

:>I(M(a—>b)):§:/dHf/\/l(a—>f)/\/l*(f—>b), (2.11)
f=1
foo3
_H d°q; 1
com dHf = 1 WZ—E

No caso particular em que nao ha espalhamento, ou seja, p; = k;, temos a seguinte identidade:
Z (M (p1, pa = p1, p2)) = 2EcmPemTior (1, P2 — qualquer possibilidade) . (2.12)

7



Ou seja, chegamos ao importante resultado de que a parte imaginaria da amplitude de proba-
bilidade de nao ocorrer espalhamento é proporcional a secao de choque total do espalhamento
entre duas particulas. Apesar de nos restringirmos a analise da amplitude de espalhamento para
duas particulas, a relagdo (2.8) tem implica¢oes nao triviais sobre a amplitude de espalhamento
envolvendo um ntumero arbitrario de particulas.

2.2 Representacao Espectral de Kallén-Lehmann

Dado um modelo em TQC, pode-se definir as func¢oes de correlacao. Essas estruturas, que sao
fungoes de pontos no espago-tempo ou dos momentos (definidas pela transformada de Fourier das
posigoes), sao dadas pelo valor esperado no vacuo do produto de um namero arbitrario de campos.
Ou seja, chama-se fungao de Green de n pontos a seguinte expressao:

Gi(1; i ) = (Q[D; (1) ... ()] Q) | (2.13)

onde |Q2) é o vacuo quantico da teoria e os indices i, ...,k estdo associados & representagao finita
do grupo de Lorentz a qual os campos pertencem. Também pode-se definir a funcao de Green
no espacgo dos momentos tomando a transformada de Fourier em cada uma das coordenadas da
fungao (2.13). Claramente esses momentos nao podem corresponder & momentos fisicos uma vez
que nao obedecem a relagao de camada de massa.

A importancia de se estudar a estrutura das func¢oes de Green é que elas contém a informagao
necessaria para a obtencao dos elementos de matriz S. A relagao entre a matriz S e as funcoes de
Green é dada por meio da féormula de reducao de LSZ. Pela formula de reducao de LSZ, podemos
expressar o elemento de matriz S, num processo envolvendo n particulas no estado inicial e m no
estado final, da seguinte maneira:

(p1a1, ooy Pran |S| k1b1, oy kmbm) = lim (p? —m2) J& (pr) lim (k2 —m?) I (kg) x
o promi " s Pom3 °
XGil...jm (p17---7pn§_k17'--a_km)- (214)

Os rotulos a e b dizem respeito & algum outro atributo das particulas além do momento (spin por

exemplo). No decorrer desta secao, discutiremos melhor o significado dos J’s que aparecem em
(2.14). Por ora, apenas é necessario dizer que sao fontes que absorvem ou emitem uma particula.
O que a expressao (2.14) nos diz é que a amplitude de transigdo de um processo envolvendo n+m
particulas é obtida essencialmente ao impor que os momentos que aparecem na funcao de Green de
n + m pontos satisfagam a condi¢ao de camada de massa. Pela anélise da estrutura analitica das
funcoes de Green, pode-se mostrar que elas apresentam polos quando os momentos sao tomados
na camada de massa. E o residuo dessa singularidade simples que contribui para o elemento de
matriz S.



Vamos nos ater com mais detalhes no estudo da funcao de Green de 2 pontos. Esta anélise vai
ser util para definirmos precisamente as fontes que aparecem em (2.14), além de expor algumas
das propriedades analiticas j& mencionadas nas discussoes anteriores.

A funcao de correlagao de 2 pontos para um campo que pertence & uma representacao finita
do grupo de Lorentz (especificada aqui por um indice latino que acompanha o campo), é definida
por:

Gii(w,y) = <‘T< )@}(y))‘9>. (2.15)

Consideremos primeiro o caso em que xg > 1y. Tomemos:

<Q )cpz— () B! (y)‘ Q> . (2.16)

Inserindo um conjunto completo de estados em (2.16), temos:
<Q ‘cpi (z) ®! (y)‘ Q> =3 (Q®; ()] s) <s

Os estados que formam o espaco de Hilbert, sao obtidos pela implementagao unitaria do grupo
de Poincaré no espago de Hilbert. Em particular para as translagoes, temos:

P! (y)( Q> . (2.17)

®; (z) = P*d; (0) e, (2.18)

onde P é o operador hermitiano gerador das translacoes no espago de Hilbert que é associado ao
observavel momento. Usando (2.18) em (2.17) e assumindo a invariancia translacional do vacuo,

obtemos:
t <Q ‘CI)i (z) ®f (y)‘ Q> = e (18, (0)] 5) <s \@} (0)‘ Q> (2.19)

As energias das particulas que compoem o espectro da teoria sao todas positivas. Dessa forma
podemos definir a funcao espectral pela relacao:

p” Z(s ) (Q]®; (0)] ><s‘q>; (O)’Q>. (2.20)

Com essa defini¢ao podemos escrever a expressao (2.19) como:

(o]o: @ 2 w)|2) = <zjr>3 / d*ppis (p2)0(p)e 7). (2.:21)
Escrevemos
psls) = [ datp ()8 (47 - ) (2.22)



e, portanto:

<Q

®; (x) (I)} (y)‘ Q> = /OOO da®p;; (a®) / djrp 0(p°)s (p* — a®) e~ (z=y)

com

+ 2 : d'p 0 2 2\ _—ip-(z—y)
A (:B—y,a) = i 39(p)5(p —a)e Py
(2m)

— ? / &y e~ (z=y)

@)/ 2By

Para o caso em que yg > ¢, todo o desenvolvimento é andlogo e chegamos ao resultado:

?} ) & (x>}9> - /0 ) da’py; (a) / (;ljf;g@(po)é (P — a?) e

[e) d4p )
_ _/ danij (a2)/ 39(—p0)5 (p2 . a2) A Ca0)
0 (2m)

= z/ da®py; (aQ) A~ (x — y,a2) ,
0

<Q

com

A~ (:c—y,aQ) = —i/(;;];,)

' 3—>
- _ L/d_pe—ip(fc—y)
(n) | 2B3

9(_p0>5 (p2 . a2) efip-(:cfy)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Dessa maneira, para a fungao de Green de 2 pontos para um campo numa representacao arbitraria

do grupo de Lorentz, temos:

Gij(z,y) = /00 da’p;; (a®) Ap (z —y,a?), (2.28)
0
onde
Ap(z—y,a®) = 0(zo—yo) A" (v —y,a®) + 0 (yo — z0) A~ (2 — y,a?)
= o) iy [0 ) 0 [ (7)o
= (2717)4 / d4pm (2.29)
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¢ o propagador de Feynman, A, para o campo escalar livre e AT e A~ sdo, respectivamente,
suas partes de energia positiva e negativa.
No espaco dos momentos, podemos escrever:
Ap(p) = —— (2.30)
Fp—pQ—mQ—i—ie' '

Consideremos agora a contribuigao dos estados de uma particula para a funcao espectral (2.20):

S b [ s — R~ T @12 0l (oA 2] 0] )

=3 a0 ) (212 0)1 ) (A2} )] 2)

)
=3 P52 — ) @10, @)1 (0. o] 0)] 2), )

onde m é a massa da particula e A é um indice discreto que essa particula possa ter (spin por
exemplo). Comparando essa expressao com (2.20), chegamos a seguinte forma para a funcao
espectral:

pis(?) = 5(p* = m?) Y (21®: (0)]p, ) (p. A

o! (0)‘ Q> + oy (5) - (2.32)

A funcao o;; ¢ a contribuicao de duas ou mais particulas para a fungao espectral. Em geral, no
caso de campos que nao pertencem a representagao de Lorentz trivial (escalar), sdo necessarias
varias fungoes espectrais invariantes para representar os estados de muitas particulas. No entanto,
o resultado principal da expressao (2.32), de que existe uma contribuigao isolada para o caso dos
estados de uma particula, nao se altera. Ou seja, o;; (p*) = 0 para p? < 4m?.

Substituindo (2.32) em (2.28), temos:

e~ (z—y)

1
of(0)] @ /d4
Vi (O) > (27T)4 ppg _ a2 + ie

e~ (z—y)

_ @;/dwml@ Ol ) {pAlef O] 0) S 0.33)

Gilo) = [ dapy () 8(a — m?) Y (218: 0)] ) (.
0 A
+contribuicoes de muitas particulas.

Portanto, temos a seguinte representacao para a fungao de 2 pontos no espago dos momentos:

! (2.34)

—m?2 4+ e

Gig(k) = 32 4211 (0) £, ) {1 A @] (0)] )

Podemos dizer que a fungao de 2 pontos, para um campo numa representacao do grupo de Lorentz
qualquer, possui uma singularidade isolada no valor da massa de repouso da particula que ele
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representa e uma linha de corte comegando nos estados de 2 particulas. A representacao da funcgao
de 2 pontos dada em (2.28), com a fungao espectral (2.32), é chamada de representacao espectral
de Kallén-Lehmann do propagador.

Em particular nos interessa as propriedades da funcao de Green quando avaliada no polo.
Usaremos o simbolo ~ para simbolizar a contribui¢cao no polo de uma determinada func¢ao. Dessa
maneira, temos:

kij (k)

G”(k?, k'/) ~ 254 (k? - ]’C/) m,

(2.35)

onde
Ra(k) = 3 (Q@, (0)] B, ) <k,>\)<1>}(0)‘§2>
A

B oy JE(R) T} (k)
= ) A (k)W, (2.36)

a

e A\* é o autovalor assocido ao autovetor J* de k;;. Os J's definidos aqui estao associados as fontes
de emissdo de uma particula que aparecem na formula de redugao (2.14). Para definirmos essas
fontes precisamente temos apenas que fixar a normalizacao dos J’s. Sendo assim, definimos as
fontes que aparecem em (2.14), como sendo os autoestados da matriz de residuos calculada no
polo da funcao de Green de 2 pontos e que obedece & normalizacao:

T (k) ke (k)T (k) = 1. (2.37)
> ;

Estamos assumindo que os autovalores de k;; sao todos positivos. No caso de autovalores negativos
a condigao de normalizagdo (2.37) deve ser definida com uma sinal negativo. Usando a condigao
(2.37) em (2.36), obtemos as componentes dos J's na base dos proprios J’s:

5
¥orh

Se algum dos autovalores for nulo, define-se a fonte associada a ele como nula também. Cabe
ressaltar que as fontes J’s sao definidas a menos de uma fase.

J (k) = (2.38)

2.3 A Equacgao para o Maior Tempo

Nesta secao discutiremos a relacao entre a unitariedade dos modelos em TQC com a condicao
imposta sobre os propagadores para a auséncia de particulas fantasmas no espectro da teoria.
Para dar sequéncia a discussao, vamos definir as regras de Feynman para construcao de dia-
gramas que contribuem perturbativamente para os elementos de matriz S. Suponhamos que os
modelos sejam descritos por uma fungao Lagrangeana e que esta, por sua vez, possa ser separada

12



num termo quadratico nos campos, que chamaremos de termo cinético, e termos que envolvem o
produto de trés ou mais campos, que chamaremos de termos de interacao. Como é bem conhe-
cido em TQC, as amplitudes de transicao podem ser representadas graficamente pelos chamados
diagramas de Feynman. Esses diagramas sao constituidos basicamente de propagadores, vértices
e fontes.

Para os nossos fins, consideremos uma Lagrangeana da forma:

L=Lo+ L+ Lp, (2.39)

onde
Lo(z) = ¥f (z) O (x) + ¢ (x) OF0; ()
Lr(xz) = /d4x1d4x2...aili2m (2,21, 29, . ) V" (x3)) o (4,) O (x,) ... (2.40)
Lp(x) = JYF+ TP + K'.

onde 1; (z) e ¢; (x) representam campos bosonicos complexos e reais, respectivamente. Nos limi-
taremos a analise no caso de campos bosdnicos uma vez que cobre as questoes levantadas nesta
tese. Os coeficientes a’s podem conter operadores diferenciais que atuam sobre os ¥’s e ¢’s e, se
tiverem uma dependéncia nao trivial nas variaveis de integragao, a Lagrangeana ¢é dita nao-local.
Todos os modelos discutidos nesta tese, nesse sentido, sao locais. Basicamente os propagadores
sao dados pela tranformada de Fourier da inversa do operador de onda O e os vértices sao dados
pela transformada de Fourier dos coeficientes a’s.

Definimos as regras de Feynman:

Propagador para um campo real:

2\~ 1 2\ 1
i J kzzj(k> '(O )ij (k)+((9 )ji (—F)
k2—m?2+ie k2 —m2+ie

DN~

Propagador para um campo complexo:

. 1 1 _1/
i J kij(k) .(O )ij '@
¢ ; ¢ k2—m2+4ie — " k2—m2+ie
H
Vértice:
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i1ky

iok:

Y D D ai s (kyk k) 8 (kR Ryt

{1..m—-1}{m..n—1}{n...}

As somas sao sobre todas as permutacoes possiveis das linhas idénticas entre si. No caso em que
0s s sao constantes esta soma resulta apenas num fator numérico chamado fator de simetria.
Fonte de emissao de uma particula para um campo complexo:

2 X iJ" (k)
(2.41)
Fonte absorc¢ao de uma particula para um campo complexo:
< 2 iJ* (—k)
(2.42)
Fonte para um campo real:
(2.43)

Com essas regras estabelecidas, podemos calcular perturbativamente os elementos de matriz S
para um dado processo.

A condicao de unitariedade da matriz S traz implicagoes nao triviais & matriz de espalhamento
T definida em (2.7). Vimos, por exemplo, que ela impde um vinculo & parte imaginaria da matriz
de espalhamento. Existem pelo menos duas questoes importantes que devem ser levantadas. A
primeira diz respeito a que tipo de modelos satisfazem esses vinculos, ou seja, que resulta numa
matriz S unitaria. A segunda é de como essas condig¢oes se traduzem ao nivel perturbativo, uma
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vez que é a maneira mais usual de se realizar calculos em TQC. No decorrer desta se¢ao tentaremos
explorar essas questoes.

Por simplicidade consideremos um modelo que contenha apenas um campo escalar real. Os
graficos de Feynman construidos com esse modelo, contém, como vimos, linhas internas, externas
e fontes. Denotemos por F(xy, s, ..., z,) um grafico de Feynman com n pontos com suas linhas
externas e fontes extraidas. Por exemplo, temos:

)

I T3
F(\‘r17x25'r3) - (Zg)3A31A12A23

A hipotese fundamental é a de que os propagadores satisfacam a representacao de Kallén-
Lehmann. Ou seja,

Ap(z) =0 (z0) A" (z) + 6 (—20) A™ (2). (2.44)

Para a discussao que segue é necessario definirmos o que seria um grafico com vértices circulados.
Dado um grafico representado por uma funcao F', definimos um gréfico anélogo por uma funcao
F <x1, ey T,y Tj, ..., Ty ) cOm 0S Vertices associados aos pontos x; e x; circulados. As regras para

construcao desses graficos sao as seguintes:

e Um propagador Ap(z; — z;) ndo muda se nem z; e nem z; estiverem sublinhados;

e Substituir Ap(z; — x;) por AT (z; —x;) se x; estiver sublinhado e x; néo estiver sublinhado;
e Substituir Ap(z; — z;) por A~ (x; — x;) se x; estiver sublinhado e z; nao estiver sublinhado;
e Substituir Ap(z; — x;) por A*(x; — z;) se x; e x; estiverem sublinhados;

e para cada x sublinhado trocar i por —i.

Com essas regras pode-se mostrar que se ¥ > z° para todo i # m, entao:

F (xl,....,ﬂ,...,xj,...,xn) =—F <q:1,....,xi,...,xj,...,xn> : (2.45)
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Ou seja, dado qualquer grafico com alguns vértices circulados e entre eles o vértice associado ao
ponto com o maior tempo entre todos os demais pontos, esse grafico corresponde ao negativo do
mesmo grafico s6 que com o vértice associado ao maior tempo nao sublinhado. Esta identidade
segue do quinto ponto das regras acima.

Desta propriedade segue a seguinte identidade:

> F(a.m) =0, (2.46)
sublinhamentos
onde a soma é feita sobre todas as possibilidades de sublinhamentos dos argumentos de F. Para
provar esta identidade basta assumirmos que um dos argumentos corresponde ao maior tempo,
digamos ;. Sendo assim, haverd um cancelamento por pareamento, onde um grafico com x;
sublinhado se cancela com outro grafico similar, mas com x; nao sublinhado.

Em geral estamos interessados nos graficos de Feynman tendo como variaveis os momentos e
nao as posicoes. Isto se da devido ao fato de que experimentalmente a preparacao de um sistema
para um processo de colisdo se da dessa forma. Sob este aspecto a equagao (2.46) leva vantagem
sobre (2.45), uma vez que a primeira nao faz referéncia a uma coordenada particular e, portanto,
continua sendo vélida no espaco dos momentos.

Podemos reescrever (2.46) no espago dos momentos da seguinte forma:

F(kyy ko) 4+ F (ko kn) = — > E. (k1. kn), (2.47)

sublinhamentos 0,todos

onde no lado esquerdo desta equagao evidenciamos as tranformadas de Fourier da funcao F' com
nenhuma e todas coordenadas sublinhadas respectivamente e, portanto, no lado direito a soma
¢ feita sobre as transformadas de Fourier de F' com todas as possibilidades de sublinhamento
excluindo o caso em que nenhuma e todas as coordenadas estao sublinhadas.

Consideremos os graficos que representam elementos de matriz S. Para isso, linhas externas e
fontes devem ser acopladas aos gréaficos amputados provenientes de (2.47). Adotemos a convengao
na discussao que segue que as linhas externas a esquerda correspondem a particulas entrando num
processo de espalhamento, ao passo que as linhas externas a direita correspondem & particulas
saindo deste processo. Desta maneira o fluxo de energia se d4 da esquerda para direita.

Os gréficos que contribuem em F, tém alguns dos propagadores A substiuidos por A* ou A*.
A presenca dos propagadores A* obriga o fluxo de energia positiva ser no sentido do vértice nao
circulado para o vértice circulado. Se ambos os vértices de um propagador estao circulados nao
hé restricao para o fluxo de energia. Além disso, também sabemos pelas regras de Feynman que
energia e momento se conservam em cada vértice. Todos estes fatos juntos impoem restricoes nao
triviais a forma que os gréaficos que compoem F, podem assumir. Em particular, alguns gréficos
com certas distribui¢oes dos vértices circulados nao contribuem para F.. Por exemplo:
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A razao pela qual este grafico nao contribui pode ser vista diretamente dos proprio grafico.
Vemos que a energia nao se conserva no vértice 2, por exemplo. Vejamos agora graficos que de
fato contribuem:

Como pode ser visto, nao ha nenhuma contradi¢cao com a conservacao da energia nos vértices.
Dessa maneira, podemos representar os graficos que contribuem através de certas regras de corte,
onde uma linha corta um grafico de Feynman de tal maneira que os vértices circulados formam
regioes conexas com alguma linha externa de saida. Tal regiao é chamada de regiao sombreada.
Podemos resumir as seguintes regras para construgao de graficos que pertencem a F:
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k2—m2+tie

- 210/(ko) (k2 — m?)
—

Vértice na regiao nao sombreada: ig
Vértice na regiao sombreada: -ig

Para entendermos o significado fisico da identidade (2.47), analisemos a definicao de ST. Este
operador pode ser definido por:

(ST 8) = (B]5] )", (2.48)

onde a operacao de conjugacao complexa implica também na substituicao de ie por —ie na prescri-
¢ao dos propagadores. No formalismo empregado usualmente em TQC, sabe-se que o operador S
é completamente definido pela Lagrangeana classica do modelo. Dessa maneira, pode-se mostrar
que ST também pode ser escrito como:

(a|s(c.i)l|8) = (als (£1,~0)]5). (2.49)

Dessa maneira, o operador ST pode ser visto como sendo o operador S associado com a Lagrangeana
L e com prescricio —ie para os propagadores.

Nio ¢ dificil nos convencermos que se £ ¢ hermitiano, os graficos para o operador ST serao os
mesmos graficos que aparecem na regiao sombreada em F, (com a inclusdo das linhas externas e
das fontes).

Com estes fatos, vemos que a identidade (2.47) é muito semelhante a condi¢ao de unitariedade
para a matriz de espalhamento 7', dada em (2.8). De fato, é direta a contrucao dos graficos de T" a
partir dos graficos de F e, como discutido acima, dos gréaficos de T a partir dos graficos de F'. Por-
tanto, para mostrarmos a equivaléncia entre (2.47) e (2.8), basta mostrarmos que os graficos que
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representam F, sdos os memos que representam 7177, Uma parte desta demonstracao é consequén-
cia da identificagao dos graficos que representam F' e F, respectivamente. Para completarmos a
demonstracao mostraremos que os propagadores cortados pela linha de corte correspondem a uma
soma completa de estados inseridos entre 7" e T,

Uma linha que liga a parte sombreada do gréafico & parte nao sombreada corresponde, pelas
regras (2.3), a matriz de residuos k;; (k). Se inserirmos um conjunto completo de estados entre T'f
e TT, teremos a seguinte contribuicao para este grafico:

DKl (k) Jf (k) IS (k) ks (K) (2.50)
Além disso, sabemos que de (2.36) e (2.37):

kit (k) = e (k) 1\ (= k). (2.51)

Usando este resultado em (2.50) e que kjl (—k) = ki (k), que segue do fato de a Lagrangeana
ser real, vemos que (2.50) equivale & substitui¢ao do propagador de Feynman pelo propagador na
camada de massa que corresponde & linha que divide os graficos correspondes a T' e T7. Fica assim
demonstrado que a identidade (2.47) equivale & condi¢do de unitariedade da matriz S dada em
(2.8).

Portanto, vemos que se iniciarmos com uma Lagrangeana real, a unitariedade da matriz S fica
assegurada. Contudo, vimos que dependendo do sinal dos autovalores da matriz de residuos do
propagador k;; as fontes devem obedecer uma normalizagao adequada. Por outro lado sabemos
que a da matriz de residuos esté associada ao modulo da funcao de onda de uma particula repre-
sentada pelo campo. Dessa maneira, essa matriz deve ser positivo definida para que as quantidades
fisicas calculadas & partir dela, como se¢oes de choque e taxas de decaimento, sejam também po-
sitivas. Particulas com normas negativas devem ser, portanto, evitadas a fim de nao prejudicar a
interpretacao fisica da teoria. Essas particulas sao chamadas em TQC de particulas fantasmas.

Aplicando a condic¢ao (2.47) a fungao de 2 pontos ao nivel de arvore, obtemos:

x—x+(x—><)*:—x—,Lx—xJ\—x

Notamos que o tdltimo gréfico ao lado direito se anula devido & condigao ky > 0. Essa equagao
reafirma o fato de que a parte imaginaria de um grafico de Feynman é obtida ao colocar as
particulas virtuais na camada de massa. Sendo assim, a equagao de unitariedade aplicada ao
propagador ao nivel de arvore relaciona a parte imaginaria do grafico ao residuo deste gréfico
quando este propagador é calculado na camada de massa. Além disso, para se evitar a presenca
de particulas fantasmas, deve-se exigir a positividade dos autovalores da matriz de residuos do
propagador. Portanto, a condicao de unitariedade pode ser assegurada impondo a condicao de
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auséncia de particulas fantasmas no espectro da teoria. Da discussao precedente, vemos que essa
condicao se resume a:

%Res(n‘pzzmz) > 0, (2.52)

onde II ¢ a fungdo de 2 pontos ao nivel de arvore saturada com as fontes fisicas (2.41) e (2.42).
No decorrer dos capitulos seguintes, usaremos esta condi¢ao para assegurar a unitariedade dos
modelos analisados ao nivel de arvore.
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Capitulo 3

Obtencao do Propagador

Vimos no capitulo anterior que a analise da unitariedade dos modelos em TQC se resume & analise
dos autovalores da matriz de residuos do propagador. Além disso, o estudo dos propagadores
de um modelo é tutil para se especificar o espectro de particulas que este modelo descreve. Uma
vez que um dos nossos objetivos nesta tese ¢ a analise da consisténcia espectral de modelos de
gravitacao, faremos uma discussao sobre um método algébrico de obtencao dos propagadores que
se mostra muito conveniente do ponto de vista técnico e fisico.

3.1 Bases Ortonormais de Operadores

A obtencao do propagador, como vimos pelas regras de Feynman do capitulo anterior, depende
somente da Lagrangeana quadratica nos campos (termo cinético). Para um campo que pertence
a uma representacao arbitraria do grupo de Lorentz, podemos escrever a parte quadratica desta
Lagrangeana da seguinte maneira:

(£), =5 3 WX, (3.1)
a,B,\,¢
onde O,5 ¢ o operador de onda, que pode conter métricas (n), tensores de Levi-Civita (€) e
derivadas, e U representa um multiplete de campos. O indice superior que aparece em V¥ diz
respeito ao campo componente contido no multiplete. O propagador saturado com as fontes fisicas
pode entao ser escrito como

m=i Y s (o) se (3.2)

a,8,A.¢
O problema da obtenc¢ao do propagador ¢é reduzido & inversao do operador de onda. No espaco
dos momentos os campos podem ser entendidos como objetos que moram num espago vetorial
de dimensao finita para cada valor do momento. Uma vez que se tenha uma base definida nesse
espaco vetorial, pode-se definir uma base para os operadores que atuam sobre ele. Pode-se, entao,
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expandir o operador de onda em termos dessa base completa de operadores e a inversao desse
operador se torna uma tarefa direta, porém, em geral, trabalhosa.

Em principio, qualquer base de operadores pode ser definida para a expansao do operador de
onda. No entanto, essa tarefa pode ser mais ou menos complicada dependendo da escolha da
base. Além disso, como a anéalise dos modos propagantes é um dos objetivos de se estudar os
propagadores de um modelo, também se torna conveniente uma escolha com caréter fisico bem
definido. Algebricamente, a tarefa se torna signicativamente mais simples se a base escolhida no
espaco vetorial for uma base ortonormal e a partir dela a construgao de uma base para o espaco
vetorial dos operadores lineares se torna direta.

Sabe-se da algebra linear que, dado um espaco vetorial V' de dimensao n, a dimensao do espaco
vetorial dos operadores lineares que atuam sobre V, O : V — V é n?. Além disso, se {u;} =1
¢ uma base em V', entao uma base para o espaco dos operadores lineares pode ser escolhida de tal
maneira que seja constituida de projetores e operadores de mapeamento, F;;, que satisfazem:

Pijuj = Uy, (33&)
Pyuy =0, j#k. (3.3b)

Pode-se mostrar que estes operadores satisfazem as seguintes relagoes:

PiiPu = uPu, (3.4)

P =1 (3.5)

Por uma questao de generalidade, supomos que o espago vetorial V' seja definido sobre o corpo
dos numeros complexos. Com isso, podemos definir um produto interno neste espaco e escolher a
base {u;} de tal maneira que seja ortonormal. Ou seja,

Os operadores (3.3a) podem entdo ser escritos como

P :uzuj

(3.7)

Estes fatos bem conhecidos em algebra linear possibilitam uma estratégia simples para a ob-
tengao de uma base completa e ortonormal, no sentido de (3.4) e (3.5), algebricamente conveniente
para a inversao do operador de onda. Primeiramente define-se os vetores de base e entao constroi-se
os operadores de projecao e mapeamento. Além da propriedade de ortonormalidade, é interessante
que os subespacos definidos por estes operadores tenham interpretagao fisica clara a fim de facilitar

a identificagao dos modos propagantes do modelo.
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3.2 Operadores de Spin

As particulas sao definidas em TQC como sendo as representagdes unitarias e irredutiveis do
grupo de Poincaré. Denotemos esse grupo em D dimensées como sendo P (1,D — 1). Pode-
se dividir esse grupo em classes de equivaléncia %,
p?. As classes de interesse fisico sao aquelas dadas por p? > 0 (particulas massivas) e p> = 0
(particulas sem massa). Os spins das particulas sao definidos pelas representagoes unitéarias do
subgrupo do grupo de Lorentz que deixa invariante um representante da classe dos momentos a
que estas particulas pertencem. Este grupo é denominado por grupo de isotropia. Para o caso de

particulas massivas em D dimensoes, podemos escolher um representante do momento da classe

que sao caracterizadas pelo sinal de

de equivaléncia por p* = (m, ﬁ) Logo, o grupo de isotropia é dado por SO (D — 1). Para o
caso nao massivo o momento caracteristico pode ser p* = (k,0,0, ..., k), de modo que o grupo de
isotropia ¢é essencialmente SO (D — 2).

Especialmente interessados em Gravitacao em 3 e 4D, faremos uma anélise detalhada da cons-
trugao dos operadores de spin nessas dimensoes.

Em 4D, para particulas massivas, o grupo de isotropia corresponde ao grupo SO (3). Os
spins das particulas sdo dados, dessa maneira, pelas representagoes irredutiveis de SU (2), que
corresponde ao grupo de cobertura de SO (3). Além disso, a representacao fundamental de SU (2)
é equivalente a sua complexo conjugada e, portanto, todas as representagoes de SU (2) sao reais.
Segue desse fato que as representagoes irredutiveis de SU (2) sdo equivalentes as representagoes de
SO (3). Sendo as Lagrangeanas invariantes de Lorentz, elas sdo também trivialmente invariantes
por SO (3). Dessa maneira, se o operador de onda é decomposto em operadores que projetam em
representagoes irredutiveis bem definidas de SO (3), eles serao automaticamente decompostos em
operadores com spins bem definidos. Além disso, os tnicos operadores de mapeamento que podem
ser construidos, sao aqueles associados ao mesmo spin, uma vez que a existéncia de operadores de
mapeamento implica na existéncia de uma bijecao entre os espacos que, por sua vez, s6 é possivel
se estes espacos tiverem a mesma dimensao. Entretanto, a construcao de operadores que mapeiam
um espaco com spin bem definido num subespago associado a outro spin, pode ser realizada
decompondo o espac¢o de spin maior numa soma direta de subespacos definidos por vetores que
preferenciam diregoes no espago (como no caso de quebra de Lorentz).

Os projetores de spin em 4D, que decompoem os campos vetoriais podem ser construidos
explicitamente usando a métrica e derivadas do seguinte modo:

P (O+)ab = Wap = %7 U= aaaa; (38&)
P (17)ab = eab = Nab — Wab- (38b)

Vemos, portanto, que o uso de projetores de spin e os mapeadores entre subespacos de mesmo
spin devem formar uma base para operadores de onda construidos apenas com métrica e derivadas.
Por outro lado, se vetores extras forem introduzidos na construcao dos modelos, como no caso de
quebra de Lorentz, os operadores com spins bem definidos nao serao suficientes para formar uma
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base. A construcao explicita dos projetores de spin para tensores de rank arbitrario pode ser feita
a partir do produto tensorial dos projetores que atuam sobre os vetores, seguindo as regras do
produto de representacoes de grupos.

Um dos objetivos desta tese é estudar a consisténcia de modelos gravitacionais que possibilitem
a descricao de gravitons massivos. Uma das possibilidades de se descrever gravitons massivos é
trabalhar com a conexao de spin e vielbein como campos independentes.

No trabalho [15], Sezgin e Nieuwenhuizen se propuseram a estudar a consisténcia espectral de
modelos gravitacionais em 4D no formalismo de primeira ordem. Nesse trabalho foi considerada a
Lagrangeana mais geral com termos de curvatura e tor¢ao com até duas derivadas e que preserva
invariancia por paridade. Para a obtencao dos propagadores foi construida uma base completa
de operadores para Lagrangenas invariantes por paridade e que contenham tensores de rank-2 e
tensores de rank-3 anti-simétricos em 2 indices. Este conjunto de operadores possui a interessante
propriedade de decompor os campos em subespacos com spin e paridade bem definidas. Além
disso, podem ser escritos tendo os operadores transverso, ¢, e longitudinal, w, do caso vetorial,
como blocos fundamentais. Estes operadores sao uma extensao da base de operadores de Barnes-
Rivers [16], que contempla s6 o caso de tensores de rank-2.

No Capitulo 5 faremos um estudo de uma Lagrangeana analoga aquela estudada em [15],
porém em dimensao arbitraria. Sendo assim, generalizamos a base de operadores de spin-paridade
proposta neste trabalho para uma dimensao qualquer. Como a generalizagao é direta, apenas
listamos a base de operadores no Apéndice A.

Podemos ilustrar como fica a tarefa de obter o propagador no caso dessa base de operadores
spin-paridade. Pode-se escrever o operador de onda dado em (3.1) como

Oup =Y _af (J*) P’ (T7) s (3.9)

Jyij

Os operadores diagonais P;* (JP ) projetam a componente de spin J e paridade P (%) do

campo , enquanto que os operadores Pijﬁ(J P (com i # j) sao mapeadores entre os espagos de
spin definidos pelos projetores Pi¥ (J P ) e Pj'-‘zf‘? (J Q). Isto pode ser resumido nas seguintes relagoes
algébricas:

5 (17), P (79),, = 00T (1), (310

ay
B

> Py (J7) 5 = Bas- (3.11)
i,JP

As matrizes al-zj’\ (J P ) sao os coeficientes da expansao do operador de onda em termos dos ope-
radores de spin. Este arranjo matricial se deve a algebra nao trivial dos operadores, que se da
somente entre os operadores de mesmo spin e paridade, como pode ser visto em (3.10). Quando

estas matrizes sao inversiveis, o propagador saturado com as fontes (3.2) é dado por:
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=i Z Sa " () PE ("), 585 (3.12)

a 7,]
767

Em 3D, usando apenas métricas e derivadas, pode-se construir os operadores e w em estrita
analogia com 4D, mas 6 nao deve corresponder a um operador de spin no sentido tridimensional.
Isto ocorre porque, para o caso massivo, o spin em 3D corresponde as representacoes unitarias do
grupo SO (2), que sao unidimensionais. Os operadores 6 e w separam o espago tridimensional numa
soma direta de 2 subespacos com dimensao 2 e 1, respectivamente. Sendo assim, somos for¢gados a
concluir que # nao projeta num subespaco de spin. Se considerarmos somente modelos construidos
com métricas e derivadas, a base de operadores dada Apéndice A, fazendo D = 3, é suficiente
para lidar com a questao. No entanto, em 30, modelos com quebra de paridade desempenham um
papel importante em TQC. A assinatura desses modelos é a presencga do simbolo de Levi-Civita no
operador de onda. No caso vetorial, a quebra de paridade define um bloco construtor independente
de 6 e w. A saber,

S = ¢abeq,. (3.13)

Este operador é conhecido como o operador de Chern-Simons e sua independéncia pode ser verifi-
cada estabelecendo sua algebra com os operadores 6 e w:

S0 =08 =S5, (3.14a)
Sw=wS =0, (3.14b)
S? = —06. (3.14c)

Além disso, (3.14a) e (3.14b) mostra que S é um operador linear que mapeia um vetor arbi-
trario em outro vetor que vive no subespaco transverso ao tri-momento. Contudo, este vetor é
independente do vetor obtido pela acao do operador 6. Isto é possivel uma vez que o subespaco
transverso em 3D ¢ bidimensional.

As relagoes (3.14a)-(3.14¢) nos permitem inverter um operador de onda, escrito em termos
do conjunto {#,w, S}, por meio da solugdo de um sistema linear de equagoes. Entretanto, esse
procedimento nao é muito conveniente, uma vez que a élgebra que estes operadores satisfazem nao
é ortonormal e a interpretagao fisica do modos propagantes nao é direta. Nosso ponto de vista é
que uma escolha mais conveniente seria uma base de operadores associada aos spins das particulas
em 3D.

Conforme a discussao acima, podemos escolher o momento representativo da classe do grupo de
Poincaré para particulas massivas em 3D como sendo k = (m,0,0). Portanto, o grupo de isotropia
deste momento representativo é o SO (2), o qual pode ser representado de um modo unitério pelo
grupo U (1). No caso da representagao vetorial, temos a seguinte relagdo entre os geradores do
grupo U (1) e os geradores do grupo de Lorentz associados as rotagoes espaciais, SO (2):

> g (0) J9 =" Tuur (o), (3.15)
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onde JW ¢ o gerador de U (1) na representacio j e J é o gerador de SO (2). O indice o indica a
estrutura matricial de J. Uma vez que estamos interessados nas representacoes irredutiveis de J,
que sdo unidimensionais, o indice o pode ser omitido. Entao, a eq. (3.15) pode ser simplificada
para

u, JD =" T, (3.16)
O gerador de rotacao J é dado por
\70a = ja(] = 07 (317&)

Para cada componente da eq. (3.16), temos
upJY = sug =0, (3.18a)
w J9 = su; = €. (3.18b)
Usando recursivamente a rela¢ao (3.18b), obtemos:

S2u; = Sy = U (3.19)

As relagoes (3.18a)-(3.19) nos permitem identificar o spin de cada componente:

up: s=0 (3.20a)
u: s=1 (3.20b)
ug: s =—1. (3.20c)

A condigao (3.19) nao especifica se o spin da componente u; é +1 ou —1. A escolha feita aqui é
arbitraria, mas conveniente. Ou seja, em 3D a componente 0 de um campo vetorial pode ainda ser
associada ao spin-0. No entanto, as duas componentes espaciais nao formam mais as componentes
de spin-1 (como acontece em 4D), mas sdo associadas a dois spins distintos: +1 e —1.

Em 4D, a tarefa de identificar os projetores de spin é mais direta que em 3D. Isto ocorre
porque as representagoes unitarias de SO (2), que correspondem as particulas em 3D, sdo aquelas
associadas ao grupo U (1). Por sua vez, a representacao fundamental de U (1) néo é equivalente a
sua complexo conjugada. Como as representacoes de SO (2) sao todas reais, elas podem ser identi-
ficadas como a soma direta da representac¢ao fundamental de U (1) com a sua complexo conjugada.
Todas as representagoes irredutiveis de SO (2) sao bidimensionais e podem ser associadas as re-
presentagoes de U (1) pela complexifica¢ao dos campos. Como exemplo, tomemos a representagao
vetorial de SO (2). Uma tranformagao de SO (2) sobre o vetor A = (A;, As) é dada por:
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cos) —senb A
( senf  cosf ) ( Ay ) ' (3.21)
Os auto-vetores normalizados desta transformagao sao dador por

N = % ( 1 ) , (3.22a)
N = % ( Ny ) (3.22b)

Entao, podemos definir uma base para o espago de Minkowski em (1 + 2) D, de tal modo que cada
vetor expande um subespa¢o unidimensional, que sdo os auto-espagos das tranformagoes de U (1).
Esta base é dada por:

1
e(0), = [ 0], (3.23a)
0
1 0
€(+1)a = (el)azﬁ 1 s (323b)
1 0
e(-1), = (er),=—74=| 1 |, (3.23¢)

onde pode-se ver prontamente que e (0) é um vetor tipo-tempo, ao passo que e; e ey sdo vetores
tipo-espaco.

Dessa maneira, sob uma mudanga de base, por uma transformacao unitaria conveniente, um
campo vetorial real se torna

Al Al 1 A1 —+ lAQ
— | 5 = — . . 3.24
()= (5)-m(ari) 620
Nesta base, a transformagao do vetor A’ sob a rotagao (3.21) é dada por

(o ) () 529

Sendo assim, podemos fazer a identificacao da representacao vetorial de SO (2), A, com a soma
direta das representagoes fundamental, (J; e fundamental conjugada, 0* de U (1) . Ou seja,

A ~OeO" (3.26)
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O operador # ¢é a identidade no espago de representacao A. Podemos separar este espago na
soma direta de 2 subespacgos unidimensionais. Entendendo como construir as representacoes de
spins em 3D, podemos associar aos vetores de base complexos e; e e; 0s seguintes projetores de
spin:

P = —el (el{)*, (3.27a)
o = el (eg)*. (3.27Db)

Nesta convencao, p é o operador de projecao associado ao espaco L], enquanto que o esta associado
com [J*. Também verificamos que p e ¢ estao relacionados pela operacao de conjugacao complexa,
p* = o, e sdo hermitianos (mas nao simétricos):
* *
Pab = (el)a (el)b = (62)1, (ez)a = Opq- (3.28)
Estas consideracoes estabelecem a identificagao dos modos de spin para campos vetoriais. Tam-
bém é importante expressar o operador de C-S em termos dos projetores de spin. Isto pode ser
: abc 1,2 ke : k = : =
feito notando que £*“ee; 5 = —1, uma vez que ey, €3 € & estao normalizados. Entao, podemos
escrever

Sab == —\/ﬁ (,Oab — Uab) . (329)

Poderiamos nos questionar sobre a possibilidade de se construir operadores de mapeamento en-
tre os subespacos definidos pelos vetores k e e; ou k e ey. De fato, estes operadores de mapeamento
nao sao necessarios uma vez que estes operadores teriam que exibir explicitamente os vetores e;
e ey, 0 que nao pode ser o caso nos modelos que preservam Lorentz, onde o operador de onda é
constituido apenas por 7’s, 0’s e €’s.

Para construirmos operadores de projecao de spin para tensores de rank-2, levamos em consi-
deragdo a decomposigdo do campo vetorial nas representagoes de U (1). Todas as representacoes
irredutiveis de U (1) sdo unidimensionais e, devido ao fato de U (1) ser abeliano, os spins das re-
presentacgoes obtidas pela multiplicagao tensorial das representacoes basicas, +1,—1 e 0, sao dados
simplesmente pela soma dos spins associados & estas representacoes. Para o tensor de rank-2,
temos

le-le0)e(le-180)=CBx082x1e2x -1626 -2), (3.30)

onde os numeros sublinhados representam os spins e os niimeros que nao estao sublinhados repre-
sentam a multiplicidade dos respectivos spins.

Para os nossos fins, um tensor geral de rank-2, T,;,, pode ser pensado como sendo o produto
tensorial de dois vetores, digamos A, e By,

Ty = AuBy. (3.31)

Como discutido, um vetor pode ser decomposto em suas componentes de spin, A, D (1& —1&0).
Usando os projetores p, o e w, podemos escrever:

Ay = (Pac + Oac + wae) AS. (3.32)
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Dessa maneira, temos para o tensor de rank-2, T,,:
Ty = (Packbd + PacObd + Pacwbd + TacPbd + TacObd + Tacbd + WaePbd + WacTbd + Wacwpa) T(3.33)

De acordo com nossa convengao, p, o e w estao associados aos spins +1,—1 e 0, respectivamente.
Entao, pp, pw, wp, po, op, ww, ow, wo e oo, estao associados aos spins +2, +1, +1, 0, 0, 0, —1,
—1 e —2, respectivamente.

Nosso interesse, no entanto, é estudar os modos de spin do campo do graviton, que é um tensor
simétrico de rank-2. Nesta situacgao, a simetrizacao dos operadores acima resultam nos operadores
de projecao de spin para o campo do graviton, que denotamos por h:

Phh (+2)ab;cd = pacpbda (3343)

P"(=2) yed = OacOba, (3.34b)
1

P (+1) g = 5 (Pacwbd + PocWad + PadWbe + PodWac) (3.34c)
1

ph <_1)ab;cd = 5 (Uacwbd + ObeWad + TadWpe + UdeGC) ) (334d)

phh (Ow)ab;cd = WacWhbd, (3346)
1

Phh (Os)ab;cd - 5 (pacabd + PocOad + PadObe + pbdaac) . (334f)

Podemos notar que todos os operadores de projecao sao hermitianos. Esta é uma consequéncia
de um teorema em &lgebra linear que diz que operadores de projecao associados com projegoes
ortogonais sao hermitianos. Também pode-se notar que os projetores associados a spins nao-triviais
sao complexos, ao passo que aqueles relacionados aos spins 0’s sao reais. Isto acontece devido ao
fato de que spins nao-triviais estao associados a representagoes nao-triviais do grupo U (1), que
por sua vez sao complexas.

Por outro lado, sabemos que a Lagrangeana é real. Conclui-se, portanto, que as estruturas
complexas (3.34a)-(3.34f) ndao podem aparecer sozinhas na decomposi¢ao do operador de onda
em termos dos operadores de projecao. Podemos assegurar, entretanto, que devido & invariancia
de Lorentz do modelo, aparecerao os projetores das representagoes irredutiveis de SO (2). Tais
operadores sao os operadores de Barnes-Rivers [16] para D = 3 e, dessa forma, sdo escritos em
termos de 6 e w. Usando a identidade # = p + o, podemos decompor os operadores reais de
Barnes-Rivers em termos dos operadores de spin (3.34a)-(3.34f). Uma vez que p* = o, o operador
de onda continua sendo real.

Como exemplo, tomamos o projetor associado ao tensor de rank-2 simétrico e de traco nulo.
Este operador projeta o tensor numa representagao nao trivial e irredutivel de SO (2) e, portanto,
bidimensional. Tal projetor ¢ dado por:

1 1
P (2) gyrea = 5 (0acOba + Oadblpe) — §9ab9cd- (3.35)

Substituindo § = p 4+ o na expressao (3.35), obtemos dois projetores em termos de p and o, um
para cada grau de liberdade de spin:
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phh (2)ab,cd = PacPbd T TacObd; (336)

e reconhecemos imediatamente o operador de Barnes-Rivers, P"* (2), como uma soma de operado-
res de spin 42 e spin —2 (eqs. (3.34a)-(3.34b)). Este processo de decomposigao pode ser repetido
para todos os operadores necessérios para esgotar as possibilidades de contragao dos campos na
Lagrangeana.

No Capitulo 6 faremos uma analise da consisténcia espectral de uma Lagrangeana contendo o
termo de Chern-Simons gravitacional no formalismo de primeira ordem. A parte deste termo, que
contribui para o operador de onda, pode ser escrita em termos dos operadores de spin, (3.34a)-
(3.34f), da seguinte maneira:

Sab;cd - —42\/@ <P (+2)ab;cd - P <_2)ab;cd> : (337>

Todas as outras relacoes entre os operadores sao dadas no Apéndice B.

3.3 Simetrias de Calibre

Até o momento a discussao feita nao contempla o importante caso em que os modelos possuem
simetrias de calibre. Neste capitulo discutiremos pormenorizadamente esta situacao. Consideremos
uma Lagrangeana composta com os termos quadraticos, Lo, e das fontes, Lr, dados em (2.40). A
equacao de campo vinda dessa Lagrangeana ¢ dada por:

> 0Ly =T, (3.38)
By

onde W) representa um multiplete de campos com o indice superior relacionado ao contetido de
campos e o indice inferior as componentes espaco-temporais desses campos. Por uma transformacao
de calibre infinitesimal, tem-se a transformacao dos campos:

U =0 4 50, (3.39)
com 0V satisfazendo:
PA _
> 056v) =0. (3.40)
JA

Uma vez tendo uma base completa de operadores de spin, como descrito no capitulo anterior, o
operador de onda pode ser dado em termos destes operadores e a equagao (3.40) pode ser escrita
como:

> ai (J7) B (IT) 5005 = 0. (3.41)

i’j’a7A
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Contraindo esta expressio com P’ (IQ)7C¥ e usando (3.10) e (3.11), obtemos:

Z CLZ;A (JP) Pé(lqs (IQ)'ya PZ»\ (Jp)aﬂ 6\1[2 = 0’
1,7,0,\
— > 0} (J7) B (I7) 695 = 0. (3.42)
Ty

Logo, podemos identificar os autovetores associados aos autovalores nulos nulos da matriz de
coeficientes:

V;(Dm)?/) (J7) fa (JF) = P (JP)aﬁ 5\1127 (3.43)

onde VL»(D’"W é a componente /i do enésimo autovetor pela direita associado ao autovalor nulo
da matriz dos coeficientes e os f, (J)’s sdo fungdes arbitrarias dos momentos. Contraindo (3.43)

com Pzﬁ)‘ <JP)757 obtemos:

SV IR ), () = BT, B (I7),00

izvm () B (7). o (7) = PV (7)., 00 S0

Somando sobre i, 1, JE e usando (3.5), podemos relacionar a variagdo do campo por uma tran-
formacao de calibre com os autovetores associados aos autovalores nulos da matriz de coeficientes:

(R,n)yp A
oWy = N VI (IR P (7)) fa () (3.45)
i,JP «
Essa expressao ¢ valida para todo valor independente de k e n.
Podemos ver também de (3.38)-(3.41), que as fontes que se acoplam aos campos devem satisfazer

vinculos para que a Lagrangeana seja invariante pela transformacao de calibre dos campos. De
fato, a invariancia da Lagrangeana implica que:

> vy =o. (3.46)
B
Usando (3.45) em (3.46), temos:
o VIER IRy PRI fa (J7) Y =0, (3.47)

i, JF o,y

Devido a arbitrariedade das funcgoes f,’s e da independéncia entre os graus de liberdade dos
diferentes spins, essa equacao se reduz a:
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Z VIR (JP) P2 (7). JY =0, (3.48)

A realidade da Lagrangeana 1mphca na hermiticidade do operador de onda que, por sua vez,
implica também na hermiticidade das matrizes de coeficientes. No caso particular que estamos
discutindo, onde os modelos sao construidos com a base (3.10) e os campos sao reais, os operadores

de spin satisfazem a propriedade: P/ (J P ) Pj;w (J P )

f Logo, a equagao (3.48) pode ser

apf’
escrita da seguinte maneira:

ZV B (g2 P (J7), LIV =0, Yk J on (3.49)

Para os casos mais gerais de campos complexos em dimensoes diferentes de 4, a base de opera-
dores de spin pode ser construida & partir de vetores de base complexos. Ainda assim os operadores
de spin devem satisfazer & condi¢do de hermiticidade: P;; (J )L s = Pji (J),5- Nesse caso a equagao
(3.49) se modifica apenas pela substiuicao de VL por VI*.

A presenca de simetrias de calibre nos modelos Lagrangeanos traz algumas dificuldades a
analise da consisténcia espectral do modelo. Uma delas é que, uma vez que uma classe de campos
satisfazem a mesma equacao de campo, o operador de onda nao possui inversa, pois nao é injetivo.
Esta nao inversibilidade do operador de onda é refletida nas matrizes de coeficientes definidas em
(3.9), o que também pode ser visto na relagao (3.45) entre a variacao de calibre dos campos e
os autovetores da matriz de coeficientes associados & autovalores nulos. Logo, a expressao para o
propagador saturado (3.12) fica mal definida.

No caso de simetrias de calibre a expressao correta para o propagador saturado com as fontes
fisicas é dada por, conforme Ref. [18]:

. —1¥ (7P 2 9 (7P 2 2\ —1
M=i Y LA (J7m?) P (17) 508 (0P —m®) ", (3.50)
a?/87JP )m27i7j
onde Afjﬂ (J P ,m2) ¢ a maior submatriz de a; —led (JP ) degenerada somente no polo p?> = m? e
com o mesmo sendo extraido do denomlnador
Para mostrarmos essa afirmacao, notamos primeiramente que a presenca de simetrias de calibre

implica que as matrizes de coeficientes possuem determinante nulo. Ou seja:

1 Y
det (@) = 1€ in €)1 .jn Biy jy Dinn i j,, = 0; (3.51)

= Qiyjy (€iyonin€rfn Vi Qingn) = 0.

A expressao entre parénteses sao os menores da matriz a. Podemos ver, portanto, que os autove-
tores associados aos autovalores nulos de a sao proporcionais aos menores de a:

Vi ocmy; (a) YV k. (3.52)
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Por questoes de simplicidade, consideremos que uma das matrizes de coeficientes possua apenas
um autovetor nulo. Deletando uma linha e uma coluna, especificas, obtém-se uma matriz regular
Ay com dimensao (n — 1) X (n —1). Assumimos que A;; seja obtida deletando a ultima linha e
coluna. Podemos entao definir uma matriz a,; que difere de a;; apenas pelo seu elemento a,,,:

ai; = ay, 4,J#n
dpn = Qpp + Q% (3.53)

A matriz a nao é degenerada. Isto pode ser entendido como um processo de fixa¢ao de calibre. O
determinante de a é dado por:

det (a) = ﬁﬁil...inﬁﬁ...a’n (aij, + @®6in05n) (Gisgy + O 0in05n) - (@i, + 0%05,0050) . (3.54)

Usando (3.51) e a definigado da matriz A;;, obtemos:

n
~ o 2
det (a> - EO‘ €iy.in—1nCj1.gn_1n@iygy - Qi _15n_15 (3'55)

= o’det (A).

Da regra de Cramer podemos escrever para inversa de a a seguinte expressao:

a,.; = (3.56)
onde m;; ¢ a matriz menor associada ao elemento a,;. Entao:

-1 1 1

B Myj a? n—1
- anet (A) + anet (A) (n - 1)' €i2-~~Z'7L71n€j2~~~jn71nai2j2"-ainfljnfl
= OéQdetj(A) + det (A) (n _ 2)!€i2-~~in71n€j2~~-jn71na’i2j2"'ainfljnfl (357)
mij —1
= 44
a?det (A) A

onde usamos (3.54) e o tltimo termo toma valores somente nas primeiras (n — 1) linhas e colunas.
Com essa discussao vemos que se comecgarmos com as matrizes degeneradas podemos diagonalizé-
las e inserir termos quadraticos de fixacao de calibre nos lugares dos autovalores nulos. A inversa
dessa matriz com o calibre fixado ¢ dada por (3.57). Devido a relagao entre os autovetores associ-
ados aos autovalores nulos de a e as suas matrizes menores dada em (3.52), vemos de (3.48) que,
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se usarmos a matriz inversa com o gauge fixado (3.57) na definigdo do propagador saturado com
as fontes fisicas, o primeiro termo de (3.57) se anula e o resultado final é invariante de calibre e
equivalente a definicao (3.50) do propagador no caso de simetrias de calibre. E importante notar
que, para o caso de simetrias de calibre nao abelianas, ao se fazer calculos de um ou mais lacos
das amplitudes de espalhamento, deve-se levar em conta as excitagoes fantasmas de Fadeev-Popov
para se garantir a unitariedade da matriz S [17].
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Capitulo 4

Gravitacao ao nivel linear

Todas as interacoes fundamentais que possuem um tratamento quantico consistente, sao descritas
em termos de campos pertencentes a alguma representacao finita do grupo de Lorentz. Além disso,
o palco onde essas interacoes ocorrem é o espago de Minkowski. O processo de definicao da teoria
quantica da gravitagao nao é tao direto quanto nas demais interagoes. No formalismo de segunda
ordem a teoria cléssica da gravitagao é descrita em termos da métrica, que é uma representagao
do grupo de difeomorfismos e nao do grupo de Lorentz. Devido ao grande sucesso desta teoria
ao nivel classico é interessante que qualquer alternativa a descrigao do fenémeno gravitacional
tenha como um certo limite a acao de Einstein-Hibert da Relatividade Geral. Como ja discutido
anteriormente, estamos interessados particularmente no papel que a torcao possa desempenhar nas
propriedades quanticas da teoria. A torcao aparece naturalmente quando tratamos a gravitacao
como sendo uma teoria de calibre do grupo de Lorentz. Nessa formulacao os campos fundamentais
sao a conexao de spin e a vielbein e a teoria é invariante tanto por difeomorfismos quanto por
transformacoes de Lorentz locais. A ac¢ao tipo Einstein-Hilbert leva & RG, apesar de o contetdo
de campos fora da camada de massa ser diferente desta.

A torcao também pode aparecer num contexto mais geométrico onde se considera uma conexao
nao simétrica para o fibrado tangente. No entanto, adotamos nesta tese a postura de construirmos
os modelos gravitacionais por meio da localizacao do grupo de Lorentz com o intuito de estreitar
a descricao da gravitacao com as demais interacoes, onde um processo de localizagao de grupos
unitarios também pode ser usado para defini-las. Outra caracteristica da interagao gravitacional
¢ que os modelos normalmente considerados nao sao da forma (2.39), dificultando a aplicagao dos
resultados derivados & partir desta hipotese. Uma possivel maneira de se contornar esta dificuldade
e definir, pelo menos em principio, um sistema quéantico é linearizando a agao gravitacional. Este
processo é feito expandindo-se os campos fundamentais em torno de um fundo classico nao diné-
mico. Dessa maneira, os campos quantizaveis sao as perturbagoes em torno deste fundo classico.
A questao que se poe no final deste processo se refere as simetrias de calibre do modelo linearizado.
Isto porque, como dito anteriormente, o modelo nao linear possui invariancias e é imprescindivel
que se tenha pleno dominio dos resquicios que estas invariancias deixam no modelo linearizado.
Além disso, a analise destas simetrias também é uma forma de aferir se o0 modelo linearizado estéa
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bem definido. Ou seja, se preserva importantes caracteristicas do modelo nao linear (neste caso as
simetrias).

Nesta se¢ao, discutiremos esse processo e faremos a conexao dos modelos gravitacionais com
o tratamento dos capitulos anteriores. Na formulacao que nos é conveniente, a Lagrangeana que
descreve o fendmeno gravitacional é dada por:

el (eh;w, @), (4.1)

onde estamos denotando com indices latinos a representagao do campo sob transformagoes de
Lorentz locais e com indices gregos a representacao destes campos por difeomorfismos. Além
disso, €}, € o objeto que estabelece o isomorfismo entre o espago tangente a variedade de base
e 0 espaco interno de simetria dos campos por tranformagoes de Lorentz locais. A presenca do
determinante da vielbein, e, se faz necessaria para a invariancia da agao por difeomorfismos e w, ab
¢ a conexao de calibre do grupo de Lorentz local. Sob transformagoes de difeomorfismos e Lorentz
locais esses campos se transformam da seguinte maneira:

) = I ),
wluab(x/) _ %w'yab,(x) (4‘2>
¢y () = A%(2)e (@),
W, (@) = A% () Ay (@) w, (@) = (GuA% () A (2), (4.3)

onde A é uma matriz pertencente a representacao vetorial do grupo de Lorentz e as coordenadas
2’ e x relacionam-se pelo difeomorfismo:

't = fF (2" a%), (4.4)

sendo os a®’s parametros do grupo de difeomorfismos.

As transformagoes por difeomorfismos, (4.2), sdo de natureza um pouco diferente das transfor-
magoes por Lorentz local, (4.3), devido ao fato de que nas primeiras nao s6 a forma funcional dos
campos se altera como também as coordenadas espago-temporais. A densidade Lagrangeana, por
exemplo, se transfoma da seguinte maneira sob (4.2):

) b -1 _ b
L (2);0, (@) =T Ha) L(efw, ™), (4.5)
onde J (x) é o jacobiano da transfomacio (4.4). A presenca de J~! ¢ devido ao fato de estar-
mos considerando o determinante da vielbein como fazendo parte da densidade Lagrangeana. Se
considerarmos difeomorfismos infinitesimais, no entanto, é possivel calcularmos explicitamente as
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transformacoes funcionais dos campos:

O (2" — e€” + € (N 5%3&5”))

e’Z (x“ + e&H + 62)\“) = oy ¢ (x)
— € () = e (v)—e(&” eu ,(z) + ’;e‘; (z))
+€ A” 6 5 v ,ua /\V a( ))

(-
te? (g”gaewﬁg £W es () + &5l , (1))

(s €t (2) - SEE el <x>) (46)
w/“ab(l‘y> _ wyab(xu —E(f w, ( )_{_fl;wy (Qj))
+e? (=, x>+s£,, Wi o+ A (1)

+e? (€75, w a(fﬂ +§5u W ()
( W (@) 1 Lo <x>), (47)

onde £ e M\ sao fungoes arbitrarias das coordenadas espago-temporais e € é o pardmetro infinite-
simal dos difeomorfismos.
Usando essas relagoes em (4.5), obtemos:

/ (6% (0% (6% 1
E(e“ +ef%pa + e <)\ e — & (({56“,5 + 5&65)7(1 — 5{‘36#7&,5)) :
/ 14 (0% « 1
wy, + €Wy + € (A Wi = & ((fﬁwuﬂ +&hws) , — §§ﬂ€u,aﬁ>)
= (1 — €0, &'+ € (8 M4+ — L ( L,E4 08" + 0,610, §”)>) (ez;wu ab) (4.8)

Usando (4.6) e (4.7) e expandindo funcionalmente o lado esquerdo desta equagdo em torno dos
e’s e w’s nao transformados, podemos escrever esta expressao, considerando termos até segunda
ordem no parametro ¢, da seguinte maneira:

L(eswl) = L(epw) — b, (E"L) + €2, (ay (5”28 5) - A“E)

0
+ (5% wig ~ Salhe —£+saéﬁ£) (4.9)

O ultimo termo se anula quando impomos que a Lagrangeana se transforma como (4.5).

Dessa maneira, vemos que as transformagoes por difeomorfismos (4.2) e (4.4) podem ser con-
sideradas, quando truncamos a expansao em Taylor em (4.4), como sendo uma transformacao de
calibre mais termos de derivadas totais, que podem ser desprezados. Ou seja,

L(ew,) = Lleyw,) —ed, (§'L) + €D, (8,, (5#2511 E) - )\“E) : (4.10)
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Com esta condicao, podemos tratar as transformagoes (4.2) e (4.3) como sendo, essencialmente,
do mesmo tipo.

Consideramos as transfomacoes dos campos:

e (x) = el (x)+eArel + e Ngel, (4.11a)

W, (x) = w,”(x)+eAw, + EAw, ?, (4.11D)

onde os termos de variacao podem ser tanto devido aos difeomorfismos quanto as transfomacoes de
Lorentz local. Vejamos os vinculos que estas transformagoes impoem sobre a Lagrangeana (4.1).
Partimos da condigao de invariancia da Lagrangeana:

L (e’f; (x) ;w’# ab (m)) = L (ez (z);w, ab (ZL‘)) ) (4.12)
Usando (4.11a) e (4.11b) em (4.12), obtemos até segunda ordem em e:

L (e + el + EAgetw, P 4 eAw,  + € Mgw, ) = L (e w, ) ;

Y

2 2 2
— L (efj; w, ®) + E%Alez + 62%A262 4+ € L Aref Avel + €55 7L aAelAyw,

2 defde, efdw,

+€5wi£abA1wu ab 4 GQ(Mi—ﬁabAQ(‘UM b 4 %—5% ffé‘{fdu aAw, bAw, =L (ez; w, ). (4.13)

Como dissemos no inicio desta se¢ao, uma maneira de obtermos um modelo usual em TQC,
com a Lagrangeana do tipo (2.39), é considerarmos os campos a serem quantizados como sendo
perturbagoes em torno de um campo de fundo. Nesta tese consideraremos sempre o campo de
fundo definindo um espaco de Minkowski. Além disso, supomos que essas perturbagoes sao da
mesma ordem que aquelas produzidas pela variagao de calibre. Ou seja:

e, = 0, +ee), (4.14a)
w,? = e, (4.14b)

Substituindo (4.14a) e (4.14b) em (4.13), temos:

6L 52L 52L 6 (Are?
€e— €2 &y —— o, <@ ANT +EM &
ded decSeb deddw,, cd deb
Hle=6,w=0 BTV le=6,w=0 HoTY e=06,w=0 e=4§ v e=4
oL e 5L 52L
2 a a b 2 a cd
+ € @ Aze# 556“5617 Ale# Aley +e€ m Ale# Alwu
K le=68,w=0 e=§ BTV le=6,w=0 e=4 e=4 K v e=38,w=0 e=§ w=0
oL 8L 8L § (Aw, *
+ 65 ab +e? Sw abgy cd W, ot Sw  ab§ec &, Alwu o ( - }Lg ) ajﬂ 19
w“ e=6,w=0 “n wy e=4,w=0 “u €v e=46,w=0 w=0 JUJP w=0
oL €2 2L
2 ab ab cd _
+ € 5w _ab Agwu Em A1wH Ajw, =0 (4.15)
H e=48,w=0 w= H v e=8,w=0 w=0 w=0
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Vemos, portanto, que a invariancia da Lagrangeana (4.12), juntamente com as hipoteses (4.14a)-
(4.14b), leva aos seguintes vinculos, ordem & ordem em e :

oL oL
Ajet|  +—— Aw, P =0 (4.16)
de? I ow ab ©
K e=0,w=0 e=§ K e=0,w=0 w=0
6 (A€l 2 2
% (5 1:“) ég + 5511;217 ég Fy j(; - cd Wy o Alez
e” e=6,w=0 v =4 e” v e=6,w=0 e“ wy e=6,w=0 e=4
oL 1 62L 52L
+ s Agelt 5 Forset Avrell|  Agel Y Avel|  Agw,
Cu e=§,w=0 e=§ Cuocy e=4,w=0 e=§ e=§ Cuo e=4,w=0 e=§ w=0
5L 5 (Aqw, * 2L 52L
+ ab ( - ;Lg ) (ZJF’ To + ab cd a)l’ o ab§ec élc’ Alwﬂ o
(5(&)# e=§,w=0 6wp w=0 &Uu 50.11, e=§,w=0 (SUJH 66" e=§,w=0 w=0
oL 1 52L
-+ Aow ab - Aqw ab Alwl, cd =0 (4.17)
5w# ab K 2 Sw ab(swy cd 13
e=4§,w=0 w=0 K e=0,w=0 w=0 w=0
Expandindo a Lagrangeana (4.1) em torno dos campos de fundo, obtemos:
oL
a ~a. ~ ab\ __ a. ab ~a
C(éu—i-ee#,ewu ) —E(e#,wﬂ ) +e— €, +
e=9,w=0 H e=0,w=0
2 2 2
et G0+ S 0L goch 4205 &,
dw,, K 2 detdeb wv deow,, wev
K e=0,w=0 K e=0,w=0 K e=0,w=0
2 2
€ 0°L - ab~
+ —m wu “bwl, Cd. (418)
2 0w, Pow, o
e=0,w=0

Observando os vinculos que a Lagrangeana deve satisfazer ao nivel nao linear para que seja invari-
ante por difeomorfismos ou Lorentz local, (4.16) e (4.17), notamos que a Lagrangeana linearizada
(4.18) tem potencial para possuir uma simetria de calibre pela seguinte transformagao dos campos:

ey (x)

& () + Avey| (4.19a)

e=0

~/
w

b
o

) = @, ®(2) + Aw, ab (4.19Db)

w=0

O efeito dessa transfomagcao em (4.18) é dado por:
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oL oL
~la, ~/ ab) __ ~a.,~ ab a ab
ﬁlm (6 “,w © ) = ﬁlm (e#,wu ) +€ Sea Aley + m Alw“ +
® e=0,w=0 H e=4,w=0
1 6L 1 6L 1 6L
+ &= Aqeted + - EAel + - ANTANT
2 desdeb ey 9 Seageb HE T D Sea seb ey
pev e=4,w=0 e e=0,w=0 e e=9,w=0
5L 52L
+ & — Aels, 4 ——— e Aqw,,
desdw,, ° P desdw,, ° W=y
e=4,w=0 e=4,w=0
5L 1 5L
2 a cd ab~ cd
P A e A w P e e— A w w
T € 56“5&)11 cd 15 =1%y + 20w a,b(swu cd %u v +
® e=4,w=0 # e=4,w=0
2 1 62‘C ~ abA cd 1 52£ A abA cd 4.9
+ € 5—(500 ab(;w od wu 1w, + 5—5(4) ab(’)‘w od 1&1“ 1w, . ( . O)
K v e=06,w=0 B v e=0,w=0

O termo proporcional & € se anula devido a (4.16). O termo proporcional & €2 também se anula
se os termos com apenas uma derivada funcional em relagdo aos campos em (4.17) forem nulos
identicamentes. Dessa forma, concluimos que a expansao (4.18) deve ser feita em torno de uma
solugao classica do modelo Lagrangeano se quisermos que as simetrias da Lagrangeana nao linear
se repercutam no modelo linearizado. Supondo que esse seja o caso na expansao (4.18), obtemos
a Lagrangeana linearizada & seguir:

1 6L 5L
~a, ~ ab _ ~q ~ ~a ~ cd
£G07) = Fiasa R P Euly
e=4,w=0 B e=9,w=0
1 52‘C ~ ab~ cd
+§W wu wy s (4.21)
e=0,w=0

onde desprezamos o termo constante em (4.18), uma vez que este nao afeta a dindmica dos cam-
pos. Esta Lagrangeana possui as simetrias de calibre (4.19a) e (4.19b). Nos modelos especificos
que discutiremos a seguir, adotaremos a postura de definir o modelo a ser quantizado pela La-
grangeana expandida em torno de campos que sao solugoes das equacoes de Euler-Lagrange, uma
vez que pensamos ser esta a maneira correta de definir o modelo linearizado que preserve carac-
teristicas fundamentais do modelo nao-linear, como as simetrias. Sabemos, portanto, de antemao
que trabalharemos com modelos com simetria de calibre e, nesse caso devemos usar o formalismo
desenvolvido na secao (3.3) para analisarmos os propagadores dos modelos.
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Capitulo 5

Gravitons Massivos

Tendo em vista a motivacao que demos na Introducao sobre a consideracao de modelos que pro-
paguem gravitons massivos, consideraremos nesse capitulo o problema da geragao de massa para
o graviton devido a termos de tor¢ao explictos na Lagrangeana. Nossa motivacao provém de um
trabalho recente [19], onde os autores mostraram que uma agao particular com termos de R?, sem
torgao, é equivalente a gravitacao massiva de Pauli-Fierz ao nivel linear, como foi proposto em ou-
tros trabalhos [21]-[20]; além do mais, eles também descreveram como, somente em trés dimensoes,
nao ha particulas fantasmas, de tal modo que o modelo preserva unitariedade. De fato, a questao
da unitariedade nas teorias de gravitacao massiva é um topico de muita relevancia na literatura
8], [19]-[23].

Especificamente, nos investigaremos se é possivel uma generalizagao dos resultados de [19], ao
considerarmos tor¢ao propagando-se em uma dimensao arbitraria. Consideraremos a vielbein e a
conexao de spin como campos independentes. Nosso ponto de vista é que esta ¢ uma descri¢ao
mais fundamental para a gravitagao, uma vez que é baseada nas idéias fundamentais da descri¢ao
de Yang-Mills [24]-[25]. Como deve ficar claro na sequéncia, nos concluiremos que termos explicitos
do campo de tor¢ao sao necessarios para descrever um graviton massivo. Nos analisamos também
a unitariedade do modelo, e para isso nos consideramos a Lagrangeana mais geral que preserva
paridade sem termos com derivadas superiores em D dimensoes. No6s obtemos um certo niimero de
Lagrangeanas unitarias que propagam um graviton massivo e as comparamos, quando restringimos
para D = 4, com aquelas encontradas por Sezgin e Nieuwenhuizen [15]. Como noés consideramos
apenas termos quadraticos na curvatura e torcao na Lagrangeana, devido ao teorema de Gauss-
Bonet, ha um termo redundante entre as possibilidades para D = 4. Mas, para D # 4, este termo
deve ser considerado, uma vez que o teorema de Gauss-Bonet nao envolve termos quadréticos para
D # 4. Entao, estruturalmente, esta é diferenca importante das Lagrangeanas consideradas em
[15]. O resultado é que nos encontramos um conjunto de Lagrangeanas com um graviton massivo
que, no caso particular de D = 4, sdo reduzidas aquelas estudadas em [15]. Contudo, nos devemos
mencionar que nés nao temos nenhuma intengao de reproduzir todos os resultados de [15], onde ha
uma analise completa e exaustiva. Nos realizamos nossa discussao em D dimensoes e, para D = 4,
noés devemos apontar os casos que correspondem a intersecgoes com as situagoes contempladas em
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[15].

5.1 Descricao do Modelo

Para investigar as mudancas que ocorrem quando a torcao se propaga, noés iniciamos considerando
a mesma Lagrangeana analisada por Nakasone e Oda na Ref. [19], com a diferenga que nos
consideramos aqui o sinal correto para o termo de EH. Nos modelos das Refs. [19] e [21] o
sinal oposto é essencial para a reducao da Lagrangeana ao modelo de Pauli-Fierz. Entretanto,
como mostrado em [19], esta reducdo ¢ possivel somente em trés dimensoes. Isto pode ser visto
notando que, em 3 dimensoes, a Lagrangeana de EH nao possui modos propagantes, ao passo que
em dimensoes maiores que trés ela propaga um modo nao massivo unitariamente. Com o sinal
“errado”, o modelo apresenta necessariamente particulas fantasmas em seu espectro. Portanto,
nosso ponto de partida é a Lagrangeana abaixo:

1
Lrp=c¢ (—?R + aR® + R R 4+ 7 (Ruap R ™ — AR, R" + R2)) : (5.1)

onde a, [ e 7y sao constantes adimensionais e e é o determinante da vielbein. No trabalho da Ref.
[19], seus valores sao dados por:

D
a=-—r—>76 (5.2)

Nos nao adotamos estas escolhas aqui, porque agora a Lagrangeana (5.1) contém R, R,, € Ryuap
com a vielbein, e, e a conexao de spin, w, @ tomados como campos independentes. No6s deve-
mos analisar se a Lagrangeana (5.1) resulta numa teoria quantica consistente no que concerne a
unitariedade e causalidade. Nossas convencoes sao

RW‘“’ = Ouw, ™+ w, W, b, (5.3a)
R = €¢/R,", (5.3b)
R = efl‘eZRW“b, (5.3¢)
naw = (1,—1,—-1,-1), (5.3d)

onde os indices Gregos se referem a variedade mundo e os Latinos a variedade tangente. No
que segue, né6s devemos considerar flutuagoes dos campos fundamentais para definirmos a teoria
quantica:

e, = 0, +ey, (5.4a)
w,® = @, (5.4b)
Nos também definimos os campos ¢ e x:
|
¢ab = 5 (eab + 6ba) 5 (55&)
L, .
Xab = 5 (Eab — €ba) » (5.5b)



onde estamos usando indistintamente indices gregos e latinos na flutuacao dos campos. Isso se
justifica devido ao fato de estarmos fazendo a expansao em torno da solucao de espaco plano.
Dessa maneira, a diferenca entre os campos com indices gregos e latinos sao de ordem superior na
expansao perturbativa das flutuacgoes.

A Lagrangeana, até termos de segunda ordem nas flutuacoes quénticas, pode ser escrita como

(Lr)y =) WaOas¥s, (5.6)
a,B

onde VU, carrega as 40 componentes dos campos (5.4b) e (5.5a)-(5.5b). Para investigar o espectro
do nosso modelo, nés trabalhamos com um conjunto completo de operadores de projecao de spin
para um modelo com conservacao de paridade e que descreve um tensor de rank-3 antissimétrico
em dois indices e um tensor de rank-2. Com a ajuda destes projetores, dados no Apéndice A, nos
podemos escrever a parte bilinear da Lagrangeana como:

(Cr)a = D waal] (J7) PF(I7) 45 20, (5.7)
a,B,ij, b\, JP

com ¥ e A, sendo os campos componentes (5.4b) e (5.5a)-(5.5b). As matrizes dos coeficientes
a;j (J P ), representando a contribui¢ao do spin (J) e paridade (P), sao dadas por:

w ¢
1 1 2 s 2 1
—= +3 14/
a2)="( "4 21ﬁp PV, (5.8)
¢ VP 2K2 0
. 1 )
a<2)2—2—/€2—|—2’yp, (5.9)
w w X
w [~ — P
a(1M) = w v 0 0 : (5.10)
X i p2\/§152 0 0
w w ¢ X
w [ BB+ (D-3)k —2(D-3)? PP L L (-2 — i/ (D - 2)
a(17)= ¢ B 0 0 0
¢ srin/p? (D —2)'/? 0 0 0
X sLin/p? (D —2)'/? 0 0 0

(5.11)
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(5.12)
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1
a(07) = = + 2" (5.13)

Explicitamos acima e ao lado esquerdo de cada matriz o indice referente aos campos para ficar
clara a contribuicao de cada coeficiente das matrizes para os propagadores dos respectivos campos.

Como pode ser visto prontamente, as matrizes para os spins J = (1%, 01) sdo degeneradas; isto
reflete o fato de que ha algumas invariancias locais em nossa Lagrangeana. Nos ja esperavamos por
isto, conforme discutido no Capitulo (4). Dessa maneira, para obtermos os propagadores saturados
com as fontes, (3.50), devemos considerar as submatrizes ndo degeneradas e os vinculos satisfeitos
pelas fontes. No presente caso, os vinculos satisfeitos pelas fontes expressam o fato de elas serem
conservadas:

8aTabC = 8@2((113) = aaz[ab] — 07 (514)

onde 7%¢, Y Yl 530 as fontes para os campos w, ¢ e y, respectivamente.
As submatrizes nao degeneradas sao dadas por:

I B R 1 Y G e 5.15
2K2
1
w ); (5.16)

1, 1p2 _
bi; (1+) _ ( 22 %—1216]9

(D-2) ﬁpQ 4+ D=3

oS-

2 2K — L
b (17) = —2(D — 3)yp? N E (5.17)
_ (D=2 1 0
2 K2
bij (07) = B %2;23 (D=Dort =iViHgs ; (5.18)
Z\/EW 0
_ 1
a(27) = 52 + 2vp%; (5.19)
1 )
a(07) = =+ 2w (5.20)
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Suas respectivas inversas sao listadas na sequéncia:

2k 0 —i/p?—=
a;' (2) =—=| . v (5.21)
S Y/ A
1 Jf O T
b7t (17) = =25 24 : 5.22
) i et B (5.22)
4 0 (D=2 1
b (17) = == 1/2 2 K : (5.23)
] (D-2) ( P B0 s (B0) —2(D - 3)
94 0 i /2 D=2)
bi—jl (07) = - /<c_2 . /5(D-2) Dao 1 pD V2r? s | (5.24)
(D=2)"p? \ —ivP 55 50— (1-3)+2(D-1ap
1
a ' (27) = Y (5.25)
2’)/ <p2 - 4’Y”2>
1

o (0)

(5.26)

2y (p2 + 2722)

Podemos ver imediatamente que h& dois polos nao massivos nos setores 2 e 0% e dois polos
massivos nos setores 2~ e 0~. Estes resultados apontam uma diferenga notével com respeito aqueles
apresentados na Ref. [19], devido ao fato de nao termos a propagagao de um spin-2 massivo para a
vielbein; entao, nés nao esperamos a presenca de um graviton massivo em nenhuma dimensao. Na
verdade, como serd mostrado na discussao que segue, se nés impusermos unitariedade do modelo,
este se torna trivial, no sentido de que nenhum dos modos podem se propagar .

5.2 Obtencao de Gravitons Massivos

Nossa motivagao inicial era investigar o papel da propagacao da tor¢ao na descri¢ao da gravitagao
massiva. Desde entao, nossos resultados nao tém sido encorajadores no sentido de que, como visto
na analise da secao anterior, nao ha a possibilidade da propagacao de um graviton massivo em
nosso modelo inicial.

Analisando a estrutura das matrizes (5.15)-(5.20), nés podemos compreender como resolver
este problema. Nos termos de curvatura, nés temos apenas contribuigcoes para propagadores ww,
w e ¢w. Uma vez que a estrutura das contribui¢des we e ¢w sio sempre da forma v/2x (fungao
das constantes x, a, 8 e D), nao esperamos que o determinante possa exibir zeros em p? = m? # 0,
os quais corresponderiam & polos massivos. Sendo assim, pode-se dizer que o tinico modo de se
obter gravitons massivos é inserir uma contribuicao do tipo ¢¢ nestas matrizes. No entanto, isto
sO € possivel se introduzirmos termos explicitos de torcao na nossa Lagrangeana.
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Dentre todos os possiveis termos quadraticos que podemos formar com a torcao, as contribui-
¢oes independentes sao: T,, T, T, °T%., Tup.T"* Numa tentativa inicial, nés poderiamos
tomar um caso representativo e verificar se ele realiza o trabalho que temos em mente, & saber,
introduzir um polo massivo. Contudo, como desejamos encontrar possiveis Lagrangeanas unitarias
que descrevem gravitons massivos, nos deixamos de lado nosso modelo inicial e consideramos a

Lagrangeana mais geral que conserva paridade, sem derivadas superiores, que ¢ dada por

1
L = —AR+ER*+ (s +1t) RyR™ + (s — ) Ry R™ + G (2d + q) Rapea R

1 2 1
+5 (2d + q — 67) Rapea R + 3 (d — q) Rapea R + 5 (4u + v + 3N) Ty T

1 1
(=2u +v = 3\) T T + —— (—u+2w — (D = 1) N) T, "7 . (5.27)

*5 D—1 a

Os fatores constantes sao escolhidos deste modo confuso para simplificar a analise das condic¢oes
para unitariedade. Linearizando £ e usando os resultados do Apéndice A, podemos escrever Lo
em termos dos operadores de spin. A Lagrangeana linearizada total pode ser escrita novamente
como

= Y waal) (J7) P (IT) 5 N (5.28)
a,B,ij,J P

Mas agora, as matrizes de coeficientes sao dadas por

[Ds+2d—2r +2(D -1 & p*+w  —ivV2/pPw 0
a(07) = Z\/_\/_w 2[w— (2220)] % 0 |; (5.29)
0 0

M S 1/2 1/2 1/2
e lT e ) E () P ()
a(l7) = _M (2[1)0—?) o [w—l—u(%) z\/ﬁ%l w+u(T_2)] z\/ﬁﬁ w—+ u %)] :
Zf<D 2)1;2 ( D 1u) -t PQﬁ [w+u<¥>] Pzﬁ [w+u (%)] pQﬁ [w-i—u(%)]
WP () i fuen(252)] iy fwea(22)] st o ea (22
(5.30)
[s+2d—2r]p? + % —i/p*Lu
+) 2 V2 .
a (2 ) < z\/]?\%u (u+ )\) p2 ) (5'31)
a(27) = dp*+ 5; (5.32)
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(t—2r)p?+ () -G/l

4 (1+) _ _(2311;;) @ Z\/F@ : (5.33)
W ity
a (0*) — qp2 + . (534)

Novamente ha degenerescéncias e, para a obtencao do propagador saturado, devemos extrair as
submatrizes nao degeneradas. As inversas dessas matrizes sao dadas abaixo:

s (wtN)p? iv/p? J5u
“1(2%) = p2 2d — 2 A)p?+ 2 V2 . (535
a ( ) p [(s+ r)(u+A)p +2 } <_Z\/ﬁ\}§u [8+2d—27’]p2+% ( )
a™'(07) = (qp” + v)_l, (5.36)

—1 (=) _ 2 U -1
at(27) = (dp?+3) (5.37)
1 1 9 UV -1 L;v) LU\}U)

b (1) = { (t—=2r)(utv)p +] ( o 32 ) (5.38)

( ) 3 2 (23\@) (t—2r)p2+(%4”)

D1_1 PDQ_Q) (S+t)+p} {wﬂLU(?)}pzﬁ-%}l x  (5.39)

2(D—2)w+u ’ (54())

b (0T) = p? B[Ds+2d—2r+2(D—1)§] [w—?k]ﬁ—w(D—Q))\}_ (5.41)

2[w = 22 p? iV2y/PPw
: ( —ivV2y/PPw [Ds+2d—2r+2(D—1)§]p2+w)' (5.42)

Podemos agora ver que nossas chances de descrever um graviton massivo aumentaram. Ao
mesmo tempo, a introdugao dos novos termos deram dindminca aos outros setores de spin. Dessa
maneira, aparentemente, poderiamos obter uma Lagrangeana anéloga a Pauli-Fierz, ou seja, com
apenas uma particula de spin-2 massiva se propagando, se inibirmos a propagac¢ao dos modos ex-
tras, impondo relagoes entre os parametros da Lagrangeana de tal forma que estes polos se anulem.
Entretanto, deve-se tomar o cuidado de se verificar se tais condi¢oes possuem uma intersec¢ao nao
nula com aquelas associadas a unitariedade do modelo. Tais relagoes, por sua vez, sao dadas ao
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aplicarmos a condigao de positividade do residuo dos propagadores obtidos de (3.50). Os zeros dos
determinantes das submatrizes ndo degeneradas sao os polos das matrizes (5.35)-(5.42). Portanto,
quando analisadas nos polos, essas matrizes sao também degeneradas e, sendo assim, possuem
apenas um autovalor nao nulo. Além disso, como os blocos formadores dos operadores de spin, 6
e w, tomam respectivamente valor +1 ou —1 nos polos massivos, os proprios operadores de spin
tomam esses mesmos valores quando avaliados nos polos massivos. Dessa maneira, a positividade
da forma quadréatica (3.50) é assegurada se a seguinte condicao é satisfeita:

(=) tr A (J7) |pozmz > 0, (5.43)

com P sendo a paridade do operador e as matrizes A (JP ) sendo quaisquer uma das matrizes
(5.35)-(5.42) com o polo analisado extraido. Se aplicarmos essa condi¢ao as matrizes (5.35)-(5.42),
juntamente com a imposigao da positividade das massas (auséncia de taquions)

p? =m? >0, (5.44)

obtemos as seguintes condi¢oes, para cada spin independentemente, sobre os parametros da La-
grangeana (5.27):

251 2d—2r+5>0; ul(u+A) <0, (5.45)
27 d<0; u>0. (5.46)
17 2r+¢t>0; uww(u+v) <O0. (5.47)
D -2 D -2
1 %(S‘I—t)—f-d] < 0; wu {w—ku (T)} > 0. (5.48)
D -2
0" : [Ds+2d—2r+2(D—1)¢ > 0; wA {w — (T) )\} > 0. (5.49)
0 : ¢<0; v>0. (5.50)

Para o caso de polos nao massivos, a analise requer um cuidado extra, isto porque aparecem
novas singularidades, vindas dos proprios operadores de spin, quando avaliados no polo p? = 0.
Por esta razao, nés procederemos de uma forma um pouco diferente para obtermos a condi¢ao de
unitariedade para estes modos.

Devido as singularidades dos operadores de spin, mesmo as matrizes com polos massivos podem
contribuir para o residuo dos polos ndo massivos. As singularidades p=® e p~* acabam se cancelando
quando usamos os vinculos satisfeitos pelas fontes. Também pode ser mostrado que dentre todas
as singularidades p~2, somente aquelas associadas com o termo de Einstein-Hilbert sobrevive. O
resultado final para o residuo do polo nao massivo é dado por

A 4 2 1 «
Im Res (II) 2 = ?( rabe yabe ) < by 12 ) % [P (2*,n) - mp (0+777)} X ( ;cd ) :
(5.51)
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Como a matriz que aparece nesta equagao é hermitiana, ela pode ser diagonalizada por uma
transformacao unitaria conveniente. Realizando esta mudanga de variaveis, podemos reescrever
esta expressao como

A1 1
Im Res (IT) 5p— ( (@b)* % by — 55 ~;*Tg’> (5.52)

Além disso, escolhendo uma base conveniente no espago de Minkowski D-dimensional, podemos
expandir as fontes 7(®);

PO — e b eanl 4 D) + (), (5.59)
onde
= (po,d), (5.54a)
= (o —p), (5.54b)
a 1,...D—2, (5.54c¢)
e
P o= #=0 (5.55a)
pqg = (po)*+(P)?#0, (5.55b)
Do = (€0 =0, (5.55¢)
€n-€g = —5aﬁ- (555(31)

Estes vetores expandem o espago de Minkowski D-dimensional. Usando (5.53) em (5.52),
obtemos:

D

Vamos renomear os (D — 2) ¢3’s por ¢;, com i = 1,...,D —2 = N. Entao, esta expressao pode
ser escrita como

A af 1 ax B
Im Res (II) 2y = 5? <03a503 — —_203a035) : (5.56)

N
/\ 1 . .
Im Res (IT) oy = p_ E N (Jeil* + |e;1? = (cfej + ) - (5.57)

Esta expressao se anula para D = 3 (N = 1) e é positivo-definida para D > 3 (N > 1) se
a condicao \ = % > 0 é escolhida. Além disso, uma vez que a matriz que aparece em (5.51) é
degenerada, ha apenas um modo propagante.
Podemos também analisar o espectro do modelo inicial (5.1). Comparando esta Lagrangeana
com aquela definida em (5.27), vemos que ambas coincidem se fizermos a identificagao:
d ¢ D -2

1
A=—; P[B—4dyv=s+tia+y=E y==—===71; u=-—v=-J\

2 5 = 3 5 u+w=0. (5.58)




Pode-se ver, das matrizes (5.15)-(5.20), que estas relagoes confirmam nossa afirmacao de que
o modelo (5.1) possui polos massivos apenas nos setores 2~ e 0~. Além disso, a relacio u = —v é
incompativel com as condigoes para a unitariedade desses polos, dadas em (5.46) e (5.50). Portanto,
o modelo inicial nao possui modos massivos para [D = 3 e possui apenas um graviton sem massa
para D > 3.

Devemos agora procurar por possiveis Lagrangenas unitarias que resultam das possiveis inter-
secgoes das condigoes (5.45)-(5.50). Entretanto, ha um claro conflito entre estas condigdes. Como
pode ser verificado, as condi¢oes para o setor 27 requerem que u > 0, ao passo que as condigoes
para o setor 27 impoem que v < 0. Sendo assim, para valores arbitrarios dos parametros na
Lagrangeana (5.27), temos um modelo ndo unitario. Para obtermos unitariedade para um gravi-
ton massivo propagante, devemos assumir que alguns modos nao se propagam. Ao se fazer isso,
as condicoes relacionadas & esses modos nao precisam ser satisfeitas. As condi¢Oes para a nao
propagacao de um modo podem ser lidas diretamente das matrizes (5.35)-(5.40). Elas s@o obtidas
requerendo a auséncia do polo associado ao modo em questao. Na sequéncia, apresentamos as
condigoes que devem ser satisfeitas para obtermos um modelo unitario com um graviton massivo
propagante:

1) d=0; 2r+t<0; s=—t; u:—v;é>v>0; q < 0; w(w—ﬁ) > 0.

2K2

Estas condigoes correspondem a seguinte Lagrangeana:

1 1 1
L = ——2R + fRQ — QtRabRba + aqRabcdRade + 6 (q — 67") RabcdRCdab
K
—EQR pea R4 + E —v+ L (T b T — 2T, Tbca)
3 abc 4 /’1',2 abc abc
1 (D _ 1) brpac
D1 (” 2w - a— ) Ty T (5.59)

onde os parametros satisfazem as condi¢oes do item i. Os modos que se propagam sao: spin-2* nao
massivo (para D > 4), e modos de spin-2", spin-0*e spin-0~ massivos. Ha vérios casos particulares
de (5.59) correspondendo & inibi¢ao da propagacao dos modos 0F e 0.

i) d=0; —2r+s>0; t==2r;w=—-u(22); —LH<u<0;Ds—2r+2(D—-1)£=0;¢q<

0;v > 0.
Com estes parametros, temos a segunda Lagrangeana unitaria:
1 2r—D 1
L=—"R+ T2 R4 (s—2r) RyR™ + (5 + 2r) RipyR" + ~qRupea R

K2 2(D-1) 6

1 dab 2 pa | 1 3 b
- _ wbe caa - abe aci . 4 . Ta CTCLC
—|—6(q 67) Rapea R qubdR +12 U+U+/<;2 b

1 3 1
+3 (—2u +v— §> T T — (u + ?) T, "T* .. (5.60)
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Além do graviton massivo, este modelo carrega o graviton sem massa (para D > 4) e uma particula
massiva de spin-0~.

i) d=0; —2r+s>0; u=—v; s+t <0;2r+t<0; w(w—v(%)) < 0; é>v>0;q<
0; Ds—2r+2(D—-1)¢=0.

A Lagrangeana associada é dada por

2r — Ds 1 1 1
L=-AR+— "R t) RipR™® = qRapea R + = (v — —= ) Tope T
+2(D—1) + (s+1) Ry 6q bed +2 v 2 b

1 cdab 2 acbd 1 1 abc ba
+ = (q - 67') RabcdR - _qRabcdR +-|—-v+—= TabcT + (S — t) RabR

6 3 4 K2

(D B ]') bac

+t 51 (v + 2w — Y T, 1T . (5.61)

Este modelo propaga os gravitons massivo e sem massa (para D > 4), juntamente com particulas
massivas de spin-1~ e spin-0~.

iv) d=0; 2r+¢t>0; =2r+s > 0; w:—u(¥);—ﬁ—12<u<0; 5222(’"5?13); qg<0;v>
0; u>—v.

Estas condicoes esgotam nossas possibilidades de descrever um graviton massivo de maneira uni-
taria. A Lagrangeana associada é dada por

L=-AR+ 22&;—_1)18)32 + (s +1) Ry R*™ — (u - %) T, 'T* .+ %qRabcdR“de
1 cdab 2 acbd | L 3 abe
+ 8 (q — 67) Rypea R — quabcdR + T (4u +v+ F) Towe
1 3 bea ba
+ 5 (—2u +v— ?) Tope T + (s — t) Ry R, (5.62)

Além dos gravitons massivo e sem massa (para D > 4), ha particulas dindmicas massivas de spin-
1" e spin-0~. Como mencionamos na Introducao, ha um consideravel interesse em Gravitacao em
D = 3. Dessa maneira, é conveniente enfatizar que nossos resultados sao validos para esta dimensao
também. Com a ressalva de que nesta dimensao nao ha nenhuma particula sem massa de spin-2*
se propagando, os outros aspectos analisados sao essencialmente os mesmos. Para compararmos
nossos resultados com aqueles apresentados em Ref. [15], nos investigamos estas condigdes para
D = 4. Neste caso, temos as seguintes Lagrangeanas unitarias:

1) L=—-AR — 2tRabRba + éqRabcdRade + % (q - GT) RabcdRCdab - %qRabcdRade
+ 1 (v + %) (Twe T = 2T T") + & (v + 2w — %) T, T,
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comr<—%; é>v>0; q<0; r< =2t w(w—$)>0.

if) L= —AR—=3sRpR™ + 55Rap B* + §qRapea R + § (¢ = 128) Rapea B — 5qRapea R*
+ % (4u + v+ ?32) Top T + % (_Qu +u— ?32) T T — (u + $> T, bac 3

com—%<u<0; qg<0; s<0; v>0.

iii) ﬁz —>\R + (S + t) RabRab + (S — t) RabRba -+ %qRabcdRade + % (q — 128) RadeRCdab
_ %qRabcdRade + %1 (—U + 5_12) TabcTabc + % (1} _ %) Tabchca + % (’U + 2w — %) Tab bac .

com s <0; s+t<0; ww—v)<0; 5 >v>0; ¢<0.

iv) L= AR+ (s+1) RpR?® + (s — t) Rep R + L0 Rupeg R + % (q — 61) Rapeq R4
_ 2 acbd | 1 3 abc | 1 (_ 3 beca 1 bpac
2qRabca R + 5 (du + v + 25) Top T + ¢ (6 2u+ v — %) T T (u—5)T, *T* .,

com 2r+t>0; s <0; —$<u<0;q<0; v > 0.

Para obtermos estes resultados, tomamos £ = 0 devido & versao quadri-dimensional do teorema
de Gauss-Bonet, o qual afirma que para espacos assintoticamente planos

/ d*ze (Rua R ™ — AR, R"* + R*) = 0 (5.63)

e, dessa maneira, nao ha necessidade da presenca dos trés termos correspondentes nas Lagrangeanas
acima. Estas condigbes correspondem a casos particulares daqueles listados em [15]. Portanto, to-
das as Lagrangeanas que descrevem um graviton massivo de uma maneira unitaria em D-dimensoes
sao reduzidas & algum caso particular ja4 mencionado em [15].

5.3 Conclusao

Nos comegamos nossa discussao tentando generalizar os resultados de [19] para o caso de torgao
nao trivial se propagando. Concluimos que nossa suposicao inicial de simplesmente considerar
a mesma forma para a Lagrangeana nao é suficiente para descrever gravitons massivos, e o re-
querimento da unitariedade é tdo severo que o modelo se torna trivial. Algumas consideragoes
nos guiaram a conclusao de que, se nés desejarmos introduzir gravitons massivos, devemos incluir
termos explicitos de tor¢ao na Lagrangeana. Além disso, como estamos interessados na anélise
da unitariedade, consideramos a Lagrangeana que preserva paridade mais geral em D-dimensoes
sem derivadas superiores, e investigamos os vinculos que deve se impor sobre os parametros de
tal maneira a assegurar a unitariedade. Encontramos um conjunto de Lagrangeanas unitarias em
D-dimensoes que propagam um graviton massivo, e verificamos que estas Lagrangeanas concordam
com aquelas listadas em [15], no caso particular de D = 4. Mas, para D # 4, como o teorema de
Gauss-Bonet inclui produtos de mais do que dois tensores tipo-curvatura, had muitas outras condi-
¢oes compativeis com os vinculos impostos pela unitaridade, uma vez que se tem o parametro « a
disposicao.
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A proposta inicial foi parcialmente alcancada, uma vez que encontramos Lagrangeanas unitarias
com torgao propagante que descrevem no minimo um graviton massivo. Entretanto, o que fizemos
nao é propriamente uma generaliza¢ao dos resultados de [19], pois 14, as Lagrangeanas linearizadas
correspondem a Lagrangeana de Pauli-Fierz, a qual é intrinsicamente definida no formalismo de
segunda ordem para a Gravitacao. Nos poderiamos tentar definir tal modelo no caso em que a
tor¢ao se propaga inibindo a propagagao dos demais modos, com excecao do graviton massivo.
Contudo, estamos mais interessados em consideragoes que devem ser feitas para langar alguma
luz sobre modelos para gravitons massivos, quando consideramos uma proposta mais fundamental
para gravitagdo (no sentido das teorias de calibre). A licdo que tiramos é que na verdade a
tor¢ao desempenha um papel crucial na discussao, confirmando resultados anteriores a que nos
nos referimos na elaboracao da presente tese.
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Capitulo 6

Gravitacao em 3D com Termos de
Chern-Simons, (Curvatura)® e (Tor¢ao)?

Em dimensoes impares, a consideragao do termo de Chern-Simons é tentadora. No caso dos campos
vetoriais, este termo é conhecido por dar massa ao fé6ton de um modo invariante de calibre. Para
gravitagao planar, este termo foi primeiramente considerado por Deser, Jackiw e Templeton na
Ref. [8]. De fato, a Lagrangeana de EH com o sinal errado associada ao termo de C-S propaga
uma particula massiva de spin-2 que viola paridade. Apesar do fato de o termo de C-S possuir trés
derivadas, foi mostrado que este modelo nao possui particulas fantasmas ou acausalidades. Além
disso, a presenca das trés derivadas sugerem que as divergéncias ultravioletas do modelo possam
ser estabilizadas rendendo um modelo renormalizavel por contagem de poténcias. Na verdade, isto
foi mostrado explicitamente nas Refs. |26, 27, 28]. A questao da unitariedade nas extensoes dessas
teorias, como na incorporagao de termos quadraticos na curvatura, nao ¢ uma tarefa facil de se
analisar, como discutido em [29, 30, 31, 32].

Como vimos no capitulo anterior, modelos de gravitacao com tor¢ao dinamica podem natu-
ralmente resultar num modo de gerar massa para os gravitons. Dessa maneira, nés tomamos o
ponto de vista que, um melhor entendimento de ambos, tor¢ao propagante e gravitons massivos em
espacos tri-dimensionais podem ser tteis em nossa compreensao da gravitagao massiva em conexao
com tor¢ao dinamica em quatro dimensoes.

Em conexao com a correspondéncia AdS/CFT em trés dimensoes, gravitagdo quantica planar
tem sido objeto de grande e renovado interesse [33|. Como mostrado na Ref. [34], a Gravitagao de
EH com constante cosmoldgica negativa possui solugoes de buracos-negros e por essa razao esta
interessantemente relacionada as teorias de campos conformes em duas dimensoes na fronteira AdS.
No trabalho [35], Witten reacessou outros aspectos relevantes da Gravitagdo em trés dimensoes.
Num artigo subsequente, Li, Song and Strominger [36] propuseram um modelo de Gravitagao chiral
num espaco-tempo tridimensional e focaram seus esforcos no estudo da Gravitagao topologicamente
massiva.

Uma vez que estamos convencidos da relevancia da investigacao dos aspectos da gravitacao
quantica no espago-tempo tridimensional, poderiamos ir além e tentar entender como os graus de
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liberdade associados a tor¢ao poderiam influenciar e afetar as propriedades da gravitacao quantica
planar, previamente contemplada na auséncia de torcao. Nesta discussao, estamos preocupados
em realizar uma investigacao nos possiveis efeitos que a tor¢ao pode induzir nos aspectos quanto-
mecanicos da gravitacao planar. A emergéncia de gravitons massivos, uma vez que tor¢ao dinamica
é permitida, é de especial interesse para nos.

Neste capitulo, estamos interessados principalmente no termo topologico de CS, mas com a
modificacao de que devemos permitir que a torcao se propague. Isto é apelativo sempre que
adotamos o formalismo de primeira ordem para gravitacao, uma vez que, como mostrado em
[37, 38], a conexdo de spin e a vielbein podem ser combinadas de tal modo que formam uma
conexao para uma verdadeira teoria de calibre. Deste modo, a intensidade de campo relacionada
a esta conexao carrega ambos, o tensor de Riemann e o tensor de tor¢ao. Nosso principal objetivo
¢ investigar o espectro e as propriedades de unitariedade da teoria de calibre topologica para
gravitacao no formalismo de primeira ordem. Para fazer nossa analise mais geral, adicionamos
termos tipo (curvatura)? e (torgao)?.

Nossos resultados nos permitem discutir o papel desempenhado pelo termo de CS sobre as
condicoes para a unitariedade e as propriedades espectrais do modelo. Noés também analisamos
o caso onde o termo de CS é descartado e comparamos com os resultados obtidos no capitulo
anterior, para D = 3, para verificar a consisténcia da base de operadores proposta no Capitulo (3)
e dada no Apéndice B.

6.1 Descricao do Modelo

Para efeitos de generalidade, investigamos uma Lagrangeana gravitacional geral que inclui termos
quadraticos na curvatura e tor¢ao além do termo de CS:

£ = el R+ g (30349 =€) R+ SRR 4 2B R 4 (6.1)

é (w47 + 28) T T + i (w47 — 28) Tppe T + % (u—2s —t)T,,"T] + dLcs,
onde r, s, t, u, sao parametros arbitrarios com dimensao de massa igual a 1, ao passo que &, (e
~ sao parametros com inverso da dimensao de massa e d é adimensional. Além disso, justificamos
que esta combinacao aparentemente nao usual é uma questao de mera conveniéncia. De fato, em
nossa andlise das condigdes espectrais (assunto da Sec. 6.3), os pardmetros associados a densidade
Lagrangeana acima se combinam de tal modo que a forma que propomos em (6.1) resulta em
simplificagoes algébricas consideraveis, sem nenhuma perda de generalidade em nossos resultados.

O termo
E _ _aBy R ab 2 c a b 6.2
cs = ¢ ( aﬁabw»y + 3wab w,b’c w’ya ) ( : )

¢ o conhecido termo de CS. Algumas consideragoes devem ser feitas. Primeiro, a auséncia de
termos quadraticos do tensor de Riemann ¢ devido ao fato de que, em trés dimensoes, o tensor
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de Riemann pode ser escrito em termos do tensor de Ricci e do escalar de curvatura. Segundo, a
auséncia da constante cosmolégica e do termo de C-S translacional, e“”’\TW“e,\a [39], se devem a
questoes mais sutis. De acordo com nossa discussao no Capitulo 4, estamos adotando a postura
de expandir o campo do graviton em torno do espaco de Minkowski. No entanto, é sabido que
nao ha solugoes planas para teorias com esses dois termos na auséncia de matéria. Como uma
consequéncia imediata, a introdugao destes termos estragaria a simetria de calibre presente na
versao linearizada do modelo. Terceiro, poténcias maiores que dois na curvatura e torcao nao
foram consideradas com intuito de evitar derivadas superiores que usualmente sao prejudiciais
as propriedades de unitariedade do modelo. Finalmente, uma vez que estamos considerando o
termo de C-S e portanto um modelo que viola a paridade, ha a possibilidade de considerarmos
termos quadraticos construidos a partir dos tensores duais da torcao e do tensor de Ricci, como
por exemplo, (—:u’”\T o R, R L, €, T, R, Todos estes termos de mistura acoplam a
intensidade de campo da vielbein e da conexao de spin de um modo néo trivial. E interessante
notar que estes termos podem ser considerados como originando-se de um modelo de gravitacao
com quebra de simetria de Lorentz em (14 3)-dimensoes na presenga de um vetor de fundo, v*, tipo
tempo. Os termos: e"**v, T, *Ry,, " v, RT, .\ e e"* v, T, *R,, resultam, respectivamente, os
termos mencionados acima em 3D para um vetor de fundo tipo tempo, v* = (i;0). Em conexao
com um artigo de Kostelecky [40] e o trabalho da Ref. [41], uma investigagao da possivel origem
e as consequéncias de tais termos em 4D no espectro dos modelos de gravitacao com desvios da
simetria de Lorentz e um estudo completo da gravitacao em 3D com a inclusao dos termos tipo
T — R acima, exigem uma atencao especial e é o assunto de uma investigagdo que realizamos no
trabalho da Ref. [42].

Para definirmos o modelo a ser quantizado, devemos considerar as seguintes flutuacoes em
torno do vacuo de Minkowski:

e =06,"+¢e/, )
w® =, (6.3b

Daqui em diante, a distingao entre os indices Gregos e Latinos se torna desnecessaria. Também
é conveniente decompormos a flutuagao da vielbein, €,,, nas suas partes simétrica, ¢q, € anti-
simétrica, €,°X.. Uma decomposigao analoga é feita para o campo dual da flutuagao da conexao
de spin, sendo, ¥4 a parte simétrica e €, A\, a parte anti-simétrica:

éab = gbab + Eachw (648’)
Wabe = ebcd (wad + GadeAe) . (64b)

Na sequéncia, devemos considerar ¢, x, ¥ e A como os campos fundamentais do modelo linearizado.
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6.2 Calculo do Propagador

Consideremos a Lagrangeana (6.1) até segunda ordem nas flutuagoes quanticas,

(L), = 5 3 0005, (65

a,B

onde ¥, ¢ um multiplete que carrega as 18 componentes (Pap, Yab, Xas Aa) € Oap € 0 operador de
onda que contém 7’s, €’s e no maximo duas derivadas cada termo.

Como ja foi dito, o problema da obten¢ao do propagador é reduzido ao problema da inversao
do operador de onda e, uma vez que se tenha uma base completa de operadores na qual o operador
de onda pode ser expandido, a inversao do operador de onda se torna uma tarefa factivel, porém
em geral trabalhosa.

Um primeiro passo para obtencao do propagador para gravitacao de CS no formalismo de
segunda ordem foi realizado em [43, 44|, com a ajuda de uma base de operadores que é uma
extensao dos operadores de Barnes-Rivers [45]. Entretanto, a consideragao de Lagrangeanas com
um grande nimero de parametros livres, especialmente no formalismo de primeira ordem, faz com
a tarefa de inversao do operador de onda seja tecnicamente muito dificil [46, 47|, devido & algebra
nao trivial que estes operadores satisfazem.

Conforme discutido no Capitulo (3), uma técnica mais eficiente que simplifica enormemente esta
tarefa é decompor o operador de onda do modelo linearizado numa base ortogonal de operadores.

Ficou claro naquela discussao que a base de operadores spin-paridade obtida como uma gene-
ralizagao daquela proposta em [15] nao pode lidar com o termo de CS de uma maneira direta, uma
vez que o operador de onda contém o simbolo de Levi-Civita. Em outras palavras, este conjunto
de operadores nao forma uma base para Lagrangeanas que violam a paridade, os quais sao o tipo
de modelos que o termo de CS se encaixa. Para solucionar essa questao, propusemos uma base de
operadores alternativa que é, na verdade, a mais conveniente para 30D no que concerne & analise
espectral dos modelos. Uma vez estabelecida esta base, o operador de onda pode ser escrito como

Ous =Y af (J) P (I79) 5 (6.6)

Jyij

onde as matrizes a (J) sdo os coeficientes que contribuem para o setor de spin-J na expansao do
operador de onda na base de operadores dadas no Apéndice B. Por construcao estes operadores
satisfazem as seguintes relagoes:

Z PZ‘II ]’PQ Pk;[E (JRS)IB,Y — 5jk5\I/A5[J6QRP5]E ([PS) ’ (67)

ay
D Pi(J) 5 = bas: (6.8)
i,JPP

A Lagrangeana considerada (6.1) ¢ invariante sob Lorentz local e transformagoes gerais de
coordenadas. Isto implica, conforme a anélise geral do Capitulo 4, que a Lagrangeana linearizada
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é invariante sob algumas transformagcoes locais dos campos. Dessa maneira, algumas das matrizes
de coeficientes devem ser degeneradas. Isto de fato ocorre. Os coeficientes aZA (J) formam uma
matriz 6 X 6 de spin-0, uma matriz 8 x 8 de spin-1 e uma matriz 4 x 4 de spin- 2 Listamos abaixo
as maiores submatrizes nao degeneradas obtidas destas

u+4r+2(B—v)p®  2V2r 0 8v/2id~/p?
B 2v/2r 2(u+r) 0 0
—8iv/2d+\/p? 0 —2V2it\/p?  —4t + £p?
2u + Bp?  —4did+/p? 0 — i/ p?
4id\/p®  2u+ ﬁp iu\/ 0
a(l)= , (6.9b)
0 —iu/p? (u—t)p 0
iuy/ p? 0 0 %(u—t)p2
2u+2(8+7)p? 8id+/p? 0 2iu/ p?
—8idr/p? 2u+2 (6 + 7 2 2iu\/p®? 0
a(2) = 0 o Y , (6.9¢)
U/ p 2sp 0
— 24U/ p? 0 0 2sp?

onde p? = p,p?, com p® sendo o tri-momento relativistico. Suas inversas, que sao necessarias para
a obtencao dos propagadores, sao dadas no Apéndice C.

Na discussao da Segao 5.2, consideramos a mesma Lagrangeana (6.1), exceto o termo de C-S,
num espago-tempo de dimensao arbitraria. Portanto, é conveniente compararmos nossos resultados
encontrados até aqui, quando fazemos d = 0, com aqueles da Secao 5.2, para 2 + 1 dimensoes
(D = 3), para verificarmos a consisténcia da base de operadores. A primeira vista, nota-se que ha
trés matrizes a mais no trabalho do Capitulo 5. De fato, o spin-2~ e o spin-0~, que estao contidos
na decomposicao do campo da conexao de spin, nao devem aparecer aqui porque os operadores
de spin associados com estes spins sao identicamente nulos em trés dimensoes. Também pode ser
verificado que os operadores de spin associados com o spin-17, da Secao 5.2, sao mapeados nos
operadores de spin-0 quando usamos as relagoes de dualidade dos campos. Isto pode ser notado
na matriz de spin-0 acima: para d = 0, ela se torna bloco-diagonal com os blocos correspondendo
aos blocos de spin-0" e de spin-1T que aparecem na Secao 5.2. As matrizes de spin-2 e de spin-1
permanecem essencialmente as mesmas, quando comparadas as matrizes de spin-2" e spin-1~. As
diferencas sao alguns rearranjamentos nos parametros de spin-1 e a duplicacao da dimensao da
matriz no trabalho desta secao, devido & separagao das helicidades que ocorre nos spins em 3D
quando comparados com 4D. Deve ser enfatizado que, comparando os paramentros usados em
ambas as secoes, tem que se contemplar o fato de que em trés dimensoes o tensor de Riemann
pode ser expresso em termos dos tensores de Ricci e do escalar de curvatura.
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6.3 Analise da Consisténcia Espectral

Nesta secao, analisamos a consisténcia espectral do modelo. Com este estudo, devemos impor
condigbes sobre os parametros da Lagrangeana (6.1), de tal modo que particulas nao fisicas, ou
seja particulas fanstasmas e taquionicas, nao se propaguem. Para efeitos de clareza, separamos a
discussao para os casos de polos massivos e nao massivos.

6.3.1 Polos massivos

Em termos das matrizes inversas (C.1)-(C.5), dadas no Apéndice C, podemos escrever o propagador
como:
. A * A _
M7y =iy A (Im?) SaPyt (J79) 5 Sep® —m®) 7, (6.10)
,L'j7a76
onde A(J,m?) ¢ a matriz 4 x 4 que ¢ degenerada no polo p* = m?.
A condicao para auséncia de particulas fantasmas e taquionicas sao dadas respectivamente por:

SRes(IT]2-pm2) >0, and m* > 0. (6.11)

A condigao para auséncia de particulas fantasmas para cada spin esta diretamente relacionada &
positividade das matrizes (3 A;; (J,m?) P) .5 - Entretanto, pode ser mostrado que estas matrizes
possuem apenas um autovalor nao nulo quando avaliadas no polo e que, portanto, é igual ao
traco de A(J,m?). Além disso, os proprios operadores P;; contribuem com um sinal (—1)" quando
calculados no polo, onde NV ¢ a soma dos ntimeros de p’s e 0’s em cada parte do projetor. Portanto,
a condicao para auséncia de particulas fantasmas para cada spin é reduzida para:

(=D)NtrA(J, m?)|e—mz > 0. (6.12)
Usando as condigoes (6.11) e (6.12) para as matrizes (C.1)-(C.5), temos:

Spin-2 @ us(s —u) <0; (B+7) > 0; (6.13a)
Spin-1: 8 < 0; ut(u—t) < 0; (6.13b)
Spin-0: (s+t—u)(s—u)t>0; (r+uu(u+3r)<0; £>0; (B+7)>0. (6.13¢c)

E notével que as condicoes para auséncia de particulas fantasmas e taquiénicas sdo equivalen-
tes aquelas obtidas na Secao 5.2 no caso tridimensional, mesmo que o termo de C-S estrague a
identificacao direta das respectivas matrizes de spin.

As raizes dos denominadores das matrizes (C.2), (C.4), e (C.6), que sdo dadas no Apéndice C,
nos dao as massas das particulas propagantes. Um olhar cuidadoso na combinagao dos parametros
nos revela que apenas os termos de tor¢ao sao cruciais para obtencao do espectro massivo (como
discutido na Segao 5.2). Esta é uma notéavel diferenga com o formalismo de segunda ordem, onde
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o termo de CS faz emergir um graviton massivo. Entretanto, isto é devido ao caréter de derivadas
superiores de tal teoria.
O espectro de massas,

Cm? = 8d u(u — s) 82 \* _u(u—s) 8d? .

2: m2 (B+7)2+s(6+7)i\/(—(5+7)2) +28(6+7)(6+7)2’ (6.14a)
o _ 8% 2ut 8d2\? 2ut  8d?

Lomd = +6(u—t)i\/(52) H2 (6.14D)

2 32d? 2t (s — u) B u (3r + u) .

o _(5(6—7)+£(5+t—U) 2<ﬁ—v><r+u>) (6.14c)

3242 2t (5 — ) u@r+u) O\ tu (s — u) (3r + u)
jE\/(« >) A

5= "E€Gti-u 20B-7(+u B=)(r+u)(s+t—u)

¢ mudado significantemente pelo termo de CS. Nos setores de spin-1 e spin-2 o numero de particulas
muda de um para dois. A influéncia do termo de CS no setor de spin-0 é restrita a mudar as massas
das particulas. Estes fatos ocorrem devido & propriedade de quebra de paridade do termo de CS.
Em trés dimensdes, toda particula massiva possui um grau de liberdade [48]. Uma vez que o spin
é representado em 3D por um operador pseudo-escalar [49], deve haver um dublete de spins com
o mesmo valor absoluto para massa, |m|, de tal maneira que seja constituida uma representagao
irredutivel do grupo de Lorentz extendida pela inversao temporal e transformagoes de paridade.
Por outro lado, numa teoria com quebra de paridade, este dublete é perdido e cada componente
de spin adquire um valor diferente para |m|. Isto se torna explicito quando analisamos o papel do
termo de CS em cada valor das massas das particulas (6.14a)-(6.14c).

6.3.2 Polos nao massivos

Para o calculo dos propagadores sem massa, algumas sutilezas requerem um cuidado extra. O
operador de onda, assim como sua inversa, é covariante por Lorentz, portanto pode ser expresso
em termo das seguintes estruturas:

DPaPo
Wabh = 77 eab = Nab — Wab;, €abes Pa- (615)

Como discutimos anteriormente, para obtencao do propagador, é extremamente conveniente
decompormos € como p + o para construirmos um conjunto ortonormal de operadores de spin
em 3D. Contudo, para o calculo do residuo no polo sem massa, a dependéncia explicita em p,
complica a identificagao dos projetores de spin. Neste estagio, nds reescrevemos o propagador em
termos do conjunto (6.15). Além disso, uma vez que o modelo possui invariancia de calibre, ha
alguns vinculos que as fontes satisfazem. Eles aparecem para inibir a propagacao dos modos nao
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propagantes. As expressoes explicitas para estes vinculos sao dadas em termos dos autovetores
associados aos autovalores nulos das matrizes dos coeficientes:

DV (NP (") 0S5 = 0. (6.16)

Esta equacao implica nos seguintes vinculos para as fontes fundamentais:

pa(Sab + Sba + 6bcaQC) = 07 (617&)
pa(zab + Eba) = 07 (617b)
onde Sy, €. € Xy sao as fontes para os campos ¥, A e ¢ respectivamente. Para compararmos com
os resultados anteriores, expressamos a resposta final para o propagador nao massivo em termos

da fonte para a conexao de spin. A relagdo entre os campos dada em (6.4a) e (6.4b) nos permite
escrever as fontes fundamentais como:

1
S = §(equ7'apq + €pgaTy "), (6.18a)

Qa = _QUCdTCdM (618b)

com Ty sendo a fonte para wgpe.
Usando (6.17a), (6.17b), (6.18a), e (6.18b), pode-se mostrar que

1 4 2 1
I 2 _ 0) = ab*zab* ' = (Nae Nad) — (NapDe dezde
(» ) 225 —u) (T ) _9i 1 2(77 Mod + TocTlad) = (NavTed) | (T )
2id 1
_—Eab* ‘A~ Ulactdbe cae © ZCd 6.19
pz(s — u)z {2 (77 €dbe T Mbd€ )p :| ( )

+ termos que nao contribuem para o residuo,

onde 7., = p°Ture. Este resultado, para d = 0, concorda com aquele obtido no Capitulo 5 para o
caso tridimensional. Pode-se mostrar que esta parte do propagador se anula. Para calcularmos
explicitamente o outro termo, vamos expandir a fonte ¥,, como

Xab = C1PaPb + C2(Pa€y + Po€a) + C3€q6, (6.20)

onde
Pa = (p07m7 (6213)
o = (po, —P), (6.21b)

com
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2=¢* =0, (6.22a)
p-a = (po)* + (P)*, (6.22D)
e=q.e=0, (6.22¢)
e =-1 (6.22d)

A expansao (6.20) é a mais geral para um tensor de rank-2 que satisfaz (6.17b). Usando esta
expanao em (6.19), pode-se mostrar que o termo devido a Lagrangeana de CS também se anula.
Portanto, mesmo com d # 0, ndao ha particulas sem massa se propagando no modelo e as relagoes

(6.13a)-(6.13c) sao as tnicas que devem ser impostas para assegurar a unitariedade da Lagrangeana
(6.1).

6.4 Conclusao

Consideramos uma Lagrangeana de gravitacao geral sem derivadas superiores e com um termo
de CS que quebra a paridade no formalismo de primeira ordem. Nosso interesse era investigar
as possiveis Lagrangeanas unitarias que se poderia obter da Lagrangeana inicial e determinar a
influéncia do termo de CS no espectro de particulas.

A proposta de aplicar a base de operadores de spin desenvolvida na Secao (3) foi implementa
com sucesso. Dois fatos notaveis devem ser enfatizados: primeiro, sua propriedade de ortogo-
nalidade faz com que a inversao do operador de onda seja mais direta e, segundo, a analise das
simetrias de calibre do modelos se torna um procedimento sistematico. Além disso, os resultados
que aparecem na literatura, mas sem o termo de CS, sao recuperados, como era de se esperar.
Ficou claro que a base de operadores nao é apenas de mera conveniéncia algébrica. O papel da
paridade e o conceito de spin em 3D, dao aos operadores um significado fisico bem definido. Uma
construcao anédloga pode ser implementada para lidar com modelos com quebra de Lorentz em
4D, uma vez que termos com quebra de paridade em 3D estao intrinsecamente relacionados com
termos com quebra de simetria de Lorentz em 4D [42].

Da analise da consisténcia espectral, (Se¢ao 6.3), vemos que o termo de C-S nao modifica as
relacoes de unitariedade. Portanto, as possiveis Lagrangeanas unitarias sao as mesmas que aquelas
listadas na Secao 5.2 adicionadas com o termo de CS. A principal contribuicao deste termo, devido
ao seu carater de quebra de paridade, é aumentar o ntimero de particulas massivas nos setores
de spin-1 e spin-2, assim como modificar suas massas. Além disso, apenas modos massivos se
propagam. No caso particular da Lagrangeana de EH-CS no formalismo de primeira ordem, nao
h& modos massivos se propagando e, consequentemente, nao ha nenhum modo propagante. Desta
maneira, concluimos que o termo topologico de CS é compativel com a propagacao da torgao
mesmo impondo que a unitariedade deve ser respeitada.

Entendemos que o termo de CS nao altera as condi¢oes para unitariedade devido ao seu carater
de baixo nimero de derivadas e em virtude do seu aspecto topolégico. Na verdade, como sabemos,
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um termo de CS sozinho nao resulta em perturbagoes locais que poderiam ser identificadas como
particulas. O mesmo nao precisaria ser verdade para outros termos que violam paridade (como
aqueles listados na Segao 6.1), uma vez que eles carregam um maior ntimero de derivadas. Nao
temos nenhum argumento em favor desta afirmativa, mas nossa opiniao é que eles deveriam ser
investigados. Além disso, nao esperamos nenhuma modificagao no contetdo de particulas do setor
massivo, uma vez que, analisando os possiveis graus de liberdade que podem se propagar, todos
os modos massivos foram consistentemente excitados. O genuino modo de spin-2 nao massivo
(correspondendo ao graviton sem massa) nao deveria existir em trés dimensdes por uma simples
contagem nos graus de liberdade na camada de massa. Resta elucidar se os modos sem massa
restantes poderiam se propagar em compatibilidade com a unitariedade.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Apesar do imenso esfor¢o empregado desde os primérdios da formulagao das teorias da RG e da
TQC, a tentativa de compatibilizacao dessas teorias numa descricdo comum tem-se se mostrado
um objetivo arredio. Atualmente existem muitas propostas para o que seria tal teoria no seu nivel
mais fundamental. Embora muitas destas propostas tenham se mostrado promissoras, a certeza
de sucesso ainda parece ser algo fugaz.

Tal situagao abre espaco para especulagoes, que a principio poderiam parecer atitudes desespe-
radas, mas que poriam um fim no problema. Uma delas seria a de considerar a teoria da Gravitagao
e das demais interagoes, como sendo fundamentalmente distintas e, portanto, nao necessitariam
de um tratamento comum.

Algumas consideragoes, parecem inviabializar esta alternativa. O desenvolvimento da Fisica,
sempre foi permeado pela ideia da unificacao dos conceitos e principios. Grandes saltos no en-
tendimento dos fenémenos ocorreram quando este amélgama de descrigoes se fez presente, de tal
maneira que ter teorias fundamentais descorrelacionadas nos causa um certo desconforto. Além
disso, essa postura traz uma certa assimetria & RG. Por um lado, se tem o tensor energia-momento
associado & matéria, que por sua vez encontra a descricao adequada dentro do tratamento de
TQC. Por outro lado, se tem a geometria que seria eminentemente classica. Mesmo que o tensor
energia-momento seja tomado como uma média, dependeria do estado quantico ao qual esta média
¢ tomada. Parece, portanto, que a abordagem do problema deve ser outra.

Uma vez assumido que se deve considerar o aspecto quantico da Gravitagao, cabe-se questi-
onar sobre quais os principios envolvidos na formulacao das teorias de Gravitagao a tornam tao
indomesticavel.

Uma das principais caracteristicas da teoria da gravitacao ¢ que ela tenta elucidar questoes
fundamentais da Fisica que nas demais interagoes sao dadas como assumidas. A teoria da RG, por
exemplo, se guiou fortemente nas especulagoes de Mach sobre a interpretacao dos efeitos inerciais
como sendo efeitos dindmicos gravitacionais. A inércia de um corpo deixa de ser uma propriedade
intrinseca e passa a ser devida aos movimentos relativos entre as particulas. Dessa maneira, o
campo gravitacional é destituido de seu carater absoluto e é reconhecido como uma quantidade
que depende do estado de movimento dos observadores, ou do sistema de coordenadas escolhido.
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Apesar de se saber que o principio de Mach, como cunhado por Einstein, nao ser completamente
verificado na RG, é certo que esta teoria conserva muitos de seus aspectos filosoficos [50, 51]. Ao
se questionar sobre a origem dos referenciais inerciais e relaciona-los com a distribui¢ao de matéria
no universo, Mach introduziu a ideia de que tanto a gravitagao como o proprio espaco-tempo sao
fendomenos emergentes.

Do ponto de vista relativista, portanto, a Gravitacao é mais do que uma teoria de campo para
uma interagao. Nesse sentido, a ideia da descrigao gravitacional como excitacoes fisicas sobre um
fundo fixo, nao é correta. Isto porque, sob este aspecto a questao da quantizacao da Gravidade é
a questao de compatibilizacao de conceitos completamente distintos. Por um lado, os principios
da Mecanica Quéantica e por outro, da origem do préprio espago-tempo.

Uma abordagem que se asemelharia a essas ideias, seria a de considerar a Gravitagao e a geome-
tria do espaco-tempo como sendo também fendémenos emergentes. Ou seja, em principio a teoria
que descreveria a micro-fisica no seu nivel mais fundamental teria informagcao suficiente para fazer
emergir em baixas energias tanto a Gravitacao e o espago-tempo como as demais interagoes. Ape-
sar de essa postura parecer nao encaminhar a solucao de problemas como o da estrutura da teoria
mais fundamental, alguns modelos propostos na literatura, para encaminhar a questao da quanti-
zacao da gravitagao, parecem nao estar em contradigao com esta postura. Para citar 2 exemplos:
o principio holografico, embutido na correspondéncia AdS/CFT, trata essa questao relacionando
teorias que contém Gravitagao com outras que nao a contém. Outros encaminhamentos, baseados
num grupo de grande unificagao, também tratam o aparecimento de estruturas geométricas como
provindo de um mecanismo de quebra espontanea de simetria.

Sob a otica da Fisica de Particulas, a gravitacao deve ser considerada como apenas mais uma
interacao. Nesse sentido, deve corresponder a excitagoes fisicas sobre um fundo fixo, em geral
considerado como sendo o espago de Minkowski. As questoes mais fundamentais que sao encami-
nhadas na RG, deveriam corresponder & manifestacoes de baixas energias desta teoria. Sigamos
em frente com essa ideia.

Uma maneira eficiente de pensar na descri¢ao da interacgao na Fisica de Particulas é por meio do
teorema de Noether. Sabemos que uma simetria global na Lagrangeana permite definirmos cargas
conservadas. Ao generalizarmos essa simetria, tornando-a local, somos levados a introduzir um
novo campo que promove a interacao entre as cargas conservadas. Logo, a existéncia de simetrias
globais e, portanto, cargas conservadas, sugere que essas cargas devam interagir.

Sabe-se que a conexao entre Gravitacao e espaco-tempo é devida ao Principio de Equivaléncia
(PE) e este, por sua vez, se baseia na igualdade entre massa inercial e gravitacional. Essa igualdade
é verificada experimentalmente com grande precisao. Portanto, o entendimento da gravitacao
como as demais interacoes, ou seja, como uma interacao ocorrendo sobre o espago-tempo, parte do
pressuposto de que essa igualdade deixa de ser valida para energias suficientemente altas (na ordem
da escala da MP). Se mesmo nessa escala de energia supusermos a existéncia de um espago-tempo
continuo, chegaremos numa situagao inusitada. Ainda se pode referir as propriedades inerciais dos
sistemas fisicos e, portanto, podemos construir grandezas conservadas devido as simetrias espago-
temporais. Contudo, tais grandezas conservadas nao seriam responsaveis por nenhuma interagao.
Ou seja, essa simetria espago-temporal seria apenas global. A carga responsavel pela interacao
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gravitacional nessa escala de energia deve confudir-se com o tensor energia momento em baixas
energias. Essa situagao me parece desconfortdvel. Mais natural seria pensar que todas as cargas
existentes interajam e que o tensor energia momento s6 passe a existir num certo regime de energia
e, dessa maneira, o proprio espaco-tempo s6 passe a existir nesse nivel de energia.

Um dos poucos exemplos que temos de uma teoria com sucesso tanto no nivel microscopico
quanto macroscopico é o Eletromagnetismo. Com isso, quero dizer que as equagoes de Maxwell
descrevem muito bem efeitos cléssicos e quanticos num intervalo de energia que abrange desde
escalas onde os efeitos quanticos sao importantes até onde eles sao suprimidos pelos efeitos da
descoeréncia fisica. No entanto, sabe-se que em muitos sistemas classicos (como superconduti-
vidade, fisica de plasma, etc.), as equagoes de Maxwell podem sofrer alteragoes para descrever
corretamente os efeitos eletromagnéticos. Se tivéssemos acesso somente & esses efeitos macrosco-
picos, possivelmente nao teriamos éxito ao descrevermos seus efeitos quanticos. Ainda assim essas
alteracoes poderiam ser geradas se nao vissemos a EDQ como fundamental, mas sim como uma
teoria efetiva.

A RG é uma teoria com enorme sucesso na escala macroscopica e cosmologica que pode chegar
a 10m. Na busca pela sua formulacdo quantizada, espera-se definir uma teoria microscopica
consistente e gerar em baixas energias a RG. No entanto, efeitos quéanticos da Gravitacao, devem
aparecer na escala de 1073°m. Dessa maneira, a validade de tal modelo deveria abranger um
intervalo da ordem de 50 ordens de grandeza na escala de energia. A experiéncia que temos com as
demais interacoes, faz com que tenhamos duvidas sobre o sucesso de tal abordagem. Assim como
no caso do eletromagnetismo microscopico, quando tratado como fundamental, que é incapaz de
gerar os efeitos nao-lineares observados em alguns sistemas classicos. Ou seja, a postura de se
considerar uma teoria de campos fundamental para descricao da Gravitacao Quéantica que seja
equivalente & RG em baixas energias, pode nao ser a mais adequada.

As consideracoes levantadas nessas notas finais, sao meramente especulativas e podem parecer
desconectadas. No entanto, visam mais do que qualquer coisa, levantar questoes que me parecem
relevantes ao se pensar na questao da Gravitagao Quéantica.
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Apéndice A

Projetores de Spin-Paridade em
D-Dimensoes

Neste Apéndice, listamos os operadores em D dimensoes utilizados para obtencao dos propagadores
na Segao (5.2).

L P52 (07) ey = Q(D—\/El) (OatOaeps — OarOaspe)

2. Py (0) apsaer = # (wWablacps — wapllaspe)

3. P (0%) yperay = Q(D—le) (Oablarpe — Baclaspe)

4. Py (0) spear = ﬁ (Oavpe — Oacps) war

5. Py (0%) absed = 55 0ab0ca

6. Py (07) abred = WapWed

7. P (04) syeq = 7 Oabted

8. Py’ (0%) e = T Wabbed

9. P (07) spesdes = Q(D—l,l) O (Ogewer — Oqpwee) — Oac (Ogewns — Ogpne )]
10. PiP(17) abesdes = Q(D—I,Q) [Oat (OaeOcy — OapOce) — Oac (Oacbps — Oarbhe)]
11. P:?lw (1_)ab;def = _W (edeeafpb + edeebfpa - 9df9aepb - edfebepa)

12. Pg (1) e = 3 Wad (Ougpe — Obeps) + woa (BugPe — Ouehy)]
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Py (1) apesay = W (Oacbbaps + 0acOprpa — OapOcaps — Oapberpa)
Py (1) wpear = 3 [Waa (Orcpo — Opppe) + Wra (Bacps — Oaspe)]

P (17) apsaer = W (OacOdrpb — Ovelippa — OapOaeps + ObsOicpa)
PE" (17 ) apsiey = 3 [Waa (Oveps — Opgpe) + Woa (Bagpe — Oacpy)]

Pﬁx (1_)abc;df = W (eacebdpf - eabecdpf - eacebfpd + eabecfpd)

P (17) apesar = 3 [Waa (Opspe — Ofcpp) + Wra (Bacpo — Oanpe)]

Py (17) apyed = 3 (Bacwd + Opewad + Oagwse + Opawac)
Py (17) absed = 5 (Bacwbd — Badwoe — Obewad + Opawac)
PYX(17) abed = % (Oacwrd — Oagwie + Opewad — Opawac)
P (17) absed = 3 (Bucwa + Oadbe — Opead — Opatac)
P (17 )abesdes = 3Wad [Obewes — Oppwee — Oeetwr + Oepwpe]

P (17) spesdes = W {Oab [Ocewar — Ocywae] — Oac [Obewar — Oppwael }
P5 (1) abesder = qpgyi7z {Wab [BagBee — Bacles] — wac [Barbhe — baclis]}
P 2 ) apier = 2 | (Buathe + Ouclos — 5250000 ) s — (Gudbor + OusOha — gy 0asblr ) v
PrY (2%) e df = =42 [<9ad‘9bf + Oaptha — D T Qazﬂdf> Pe — <9ad9cf + 0ap0ca — ﬁeaﬂdf) Pb}

P;)Qd) (2+> abed — % (eacebd + ‘gadebc) (D i) eabecd

Py (2+)abc;def = %gad (Opewer — Oppwee — Ocewf + Ocppe) — Qad [Orewer — Opfee — Ocewrs + O pipe]
—hlﬁae 6cawsr — dewcf]+i9af [Obawee — ecdwbe]_m b (Bgewer — Oapwee) — Bac (Bgewnr — Bapwre)]

PL’?(lw (1+)ab;def = \/Ti (Hafebdke - Hbdeaepf + eadebepf - eadebfpe)
P:?zw (1+)ab;def = _% (ebfeae - Hafebe)pd
Ploéx (1+)abc;df = \/Ti (eafecdpb - ebdeafpc + eadebfpc - eadecfpb)

Pé%x (1+)abc;df = _% (gbdgcf - ecdebf) Pa
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34.
35.

36.

37.

38. P,
39.

40.

P35 (1) absed = 5 (Oaclba — Oadbhe)
P (17) abesdes = 3Wad [Obeber — Oppbee]
P (1) gpesaer = ~ 22 [0 (Obswed — Oeswpd) — Oag (Opeted — Oeetwsa)]
P5? (17) spesdes = —% e (O fwae — Opewas) + Obd (Ocewar — Ocfae)]
(1) abesdef = }ﬁad [Opewer — Oppwee — et + gcfwbe]"i_ieae 6cawn s — dewcf]-i-i@af [Obawee — Ocawpe]
P (0~ )abc;def = % {0ad [ObcOcr — ObrOce] + Oac [Obf0ca — Ovabes] + bas [OdOce — Obebea) }
(2

P (27) pesder = 200 (Opeler — 9bf9ce)—m [0 (OacOcr — OgpOce) — Oac (Oacbpr — Oabe)]
& {0aa [O0eOcs — OprOce] + Ouc [Onr0ca — Ovaber) + Oay [Ovalce — Opebea) }

69



Apéndice B

Operadores de Spin em 3D e Relacoes
Tensoriais

Neste Apéndice, listamos os operadores de spin em 3D construidos na Segao (3) e algumas identi-
dades satisfeitas por eles.

B.1 Operadores para campos vetoriais: A — A
Setor de spin-0

o PA4(0),, = wa
Setor de spin-1

o P (1) = pab

o Py (=1 = Tab

Identidades entre os operadores

o PAA (1>ab = eab - PlAlA <+1)ab + PQI%A (_1>ab

Identidades tensoriais

T]ab = PAA (O)ab + PAA (1)ab
koky = K*P*(0),,
8abckc = l\/ﬁ (PﬁA (+1)ab - PQéA (_1>ab)
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B.2 Tensores simétricos de rank-2, h — h

Setor de spin-0

hh (s _ 1
d Pll (O )ab;cd - §9ab90d7
hh (Ow _
d P22 (O )ab;cd = WabWed,
hh ((sw _ 1
d P12 (O )ab;cd - Eedbw@d?

hh (ws _ 1
[ ) P21 O )ab;cd = Tiwa;ﬁcd.

Setor de spin-1

hh _ 1
° Py (+1)ab;cd = 5 (Pacwbd + PocWad + PadWhe + PodWac)
hh _ 1
L P22 (_1)ab;cd Y (Uacwbd + ObcWad + O adWhe + Ubdwac) 5
hh (1+— _ 1 h g __h h g __h k€
i P12 (]‘ )ab;cd - §8ghe (pgo-c Wpd + PO Wad + pgo-dwbc + pbadwac) V2!
hh (1—+ _ 1 h h 9 h h 9 k€
o Py (1 )ab;cd = 5Eghe (Uapgwdb + 04 PgWeb + Oy Plwda + 0 pdwca) iz

Sector de spin-2
g ‘Plhlh (+2)ab;cd = panbd?

L] P2h2h (_2)ab;cd = O4cO0bd-

Identidades entre os operadores

o P'"(1)pea = 3 (Oactwrad + Opead + Oadwie + Opatac) = P (+1) + P (+1)
o P (2>ab;cd = % (eacebd + eadebc - eabgcd) = Plhlh (+2) + P2hZh (+2)

Identidades tensoriais

1
5ab,cd = 5 (nacnbd + nadnbc> = Phh (2) + Phh (1) + Plhlh (Os) + chgh (Ow)

Navtlea = 2P(" (0°) + V2P (0%) + V2P (04%) + Py (0°)

kaklea + kekana = V/2k* (P1h2h (0%) + P3 (04%)) + 2k> Py (0%)

kakenpa + kakae + kokeNaa + kpkanae = 2k* P (1) + 4k* Py (0%)

kokpkekq = k* P (09)

(Cccallbd + EechTlad + EcdaTlve + EcanTlac) k¢ = 2VE2 (Pl (+2) = Py (—=2) = Pl (1T7) + P (171))
(Secakka + Ecerkaka + Ecaakihe + Ecarkake) K¢ = 2k*VE2 (=Pl (177) + P (177))

2. . hh oy
onde os indices dos operadores P}" ()., foram omitidos.
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Apéndice C
Matrizes Inversas da Secao 6.3

As matrizes inversas que aparecem no propagador (6.10) sdo dadas por:

AR AY A Al
1Al A AR Al
Do | AY AR AR AD |

—AY AR AR A

at(0) =

onde

Do =8p"[(u+7)((u+2r+B—7)p") ((u—1t—15)&p* — 4t (u—1s))) — 64d°p* (u —t — 5)) ,
—2r* ((u—t — s) &p” — 4t (u — 5))] (C.2)

AT =4+ r)(—4t(u— ) + (u—t — )&pH))p%,

Agg) = —2V/2r (2(u—t—s)(—4t+&p°) — 8t%) p?,

Agg) = (Qu+4r+2(B—7)p°) (2(u—t—s) (=4t +&p°) — 8*) — 256d°p” (u —t — s)) p°,

AY = 64dt (r + u) p?,

Aﬂ) = —32V/2id (u — t — 5) (r 4 u) \/p*p?,

Ay = 4w+ 2+ (5 - DI )+ (=8 = 96%) = G4 =t = )

Ag%) = —64V/2drtp?, A O = 64idr (u —t — s) \/p*p?,

AL = A(—4t + &) (u(3r + u) + (u+7)(8 — 7)p?) — 256p°d(u + 1),

A = —8V2i/p2t (u(3r +u) + (B — ) (u+7)p?)

AR =8p* (u—t—s) (ulBr+u)+ (8 =) (u+r)p?).
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onde

onde

1 1 1 1
5
1 _A12 All _A14 A13

1) = — , C.3
B U A o
_A14 A13 _A34 A33
1 1 2
- §p2 <4d2 (u— t)2p2 — (5292 (u—1t)p — ut) ) , (C4)

— 0 (G- 087 - w)

= —5 (=" dV/pPp”
= —du(u—1)p’,

=——\/_u( (u—t) Bp° —ut)

=— (<§p2ﬁ — t) (u—1)"+ Gp‘*ﬁQ — 2t2> (u—t)—t? (%5192 + t) — 4 (u—t) d2p2> :

= —2idu?
A, A A Ay
= L[ A A A A (€5)
D, Ags) A(14) A:(as) A( e
—AF) AR A Aéi
Dy = 2p? (160[232p2 — (u(s—u)+p°s(B+ 7))2> : (C.6)
AR = s (su+s(B+)p* —ud)p?
A%) = 4z'd52\/p2p2,
/ﬂ? :-—4duspa
Ag = ur\/p ( s—u—+ﬂﬂ+7))
1
A = —— (s —u)+ s (8+7)p)" = 165 +u? (u(s —u) + 5 (5+7)p?) ) .

Agi) = —didu®+/p2.
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