
CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FISICAS

CBPF

TESE DE DOUTORADO:

Cenários Supersimétricos em Presença de
Anisotropias Espaço-Temporais

Luis Giraldo Durand Bernald





A
meus pais

I



Agradecimentos

-A Deus, que faz possível todas as coisas.

-Ao Professor Helayël, um grande ser humano, pela excelente orientação, a
grande paciência, o estímulo para trabalhar e pelo exemplo que ele é para todo
cientista, inclusive além da Física.

-A minha família pelo carinho de sempre, pela confianca e o apoio constante.

-Ao CBPF pela acolhida e as condições de trabalho concedidas e à Bete pela
ajuda aos pós-graduandos .

-A todos meus amigos do CBPF, pelos bons momentos, a companhia e o afeto.

-Ao CNPq pelo apoio financeiro.

II



Abstract

The main focus of this thesis is to pursue an investigation of a possible connec-
tion betewen Lorentz-Symmetry Violation (LSV) and effects of Supersymmetry
(SUSY). We adopt the viewpoint that LSV takes place at energies sufficiently
high so that SUSY cannot be neglected.
By then coupling Lorentz-violation models to SUSY, we choose some particular
classes of abelian gauge theories to understand how LSV and SUSY may be con-
nected to one another. An outstanding result is the important role SUSY fermion
condensates play in the mechanism of LSV. This is new in the literature and we
also work out how this fermionic condensation mechanism affects the photon and
photino dispersion relations. This supersymetric landscape with LSV, then en-
compass the effects of SUSY and LSV and they yield an interparticle electrostatic
potential with a non-trivial confining profile.
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Resumo

O objetivo central desta tese é a discussão do Modelo-Padrão Estendido (SME)
em um cenário onde a Supersimetria (SUSY) está presente. A nossa premissa
é que a violação da simetria de Lorentz (LSV) ocorre em uma escala de energia
alta o suficiente onde os efeitos da SUSY, exata ou quebrada, não devam ser
desprezados.
Com esta proposta, abordamos duas categorias de modelos de gauge abelianos,
bastante estudados na literatura, em um cenário dominado pela SUSY. Observa-
mos, nesta investigação, a condensação de férmions e relacionamos este fenômeno
a LSV e, ate mesmo, a violação da SUSY. Trabalhamos relações de dispersão
para os fotinos e estudamos ações efetivas fotônicas com efeitos de SUSY e LSV
e suas consequências no potencial inter-partícula estático no caso de duas cargas
opostas.

Palavras-chaves: Violação da simetria de Lorentz, Supersimetria,
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Capítulo 1

Introdução

Hoje em dia, não há dúvida de que o conceito de simetria tem-se convertido em
um princípio organizador da Física Moderna; serve também como guia na explo-
ração, formulação e unificação das leis fundamentais da Natureza. Entretanto,
apesar de que o paradigma atual consista em impor o princípio de invariância
da leis das Física, nosso mundo cotidiano é altamente assimétrico, de modo que,
no caminho entre as escalas fundamentais e o regime de baixas energias, algo
deve ter acontecido. Esse algo é chamado de quebra de simetria. Na Natureza,
existem duas formas de quebrar a simetria: A primeira é a quebra explícita de
simetria, onde o Lagrangeano do sistema possui termos que não são invariantes
sob um determinado grupo de simetria, o que termina resultando em equações
dinâmicas assimétricas. Mais interessante é a quebra espontânea de simetria, na
qual as equações dinâmicas são invariantes, mas o vácuo da teoria não mantem
esta simetria. A quebra espontânea de simetria é responsável pela existência de
cristais (invariância translacional é quebrada), ferromagnetismo (quebra da sime-
tria rotacional), supercondutividade (invariância de fase de partículas carregadas
é quebrada) e a estrutura da teoria unificada eletrofraca, entre alguns exemplos
que podemos mencionar. Com isto em mente, fica claro que uma busca de novas
simetrias deve levar em conta esta discussão; assim, para cada nova simetria que
descobrimos, a mesma deve ser quebrada total ou parcialmente de alguma forma,
de outro modo ela deveria ter sido observada há muito tempo. Nesta competição
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por entrar na história como uma nova simetria da Natureza, certamente a Super-
simetria (SUSY) sobressai. Esta possui a faculdade de unificar bósons e férmions
como sendo parte de uma mesma estrutura (supermultipleto), unificando desta
forma a matéria e as forças. Além disso, a SUSY pode ser a resposta a um dos
fenômenos mais intrigantes da Natureza, como é o problema de hierarquia, assim
como propor candidatos à matéria escura do universo [1].

A discusão que acabamos de apresentar também se pode refletir no sentido
contrário, de modo que é admissível nos perguntarmos até que ponto uma simetria
que considerarmos bem estabelecida é exata na Natureza. Este pensamento longe
de parecer meramente estético é chave para procurar sinais de uma nova Física. A
razão desta afirmação se deve a que se espera que os efeitos das teorias candidatas
de gravitação quântica sejam extremamente pequenos por causa da supressão por
potências da massa de Planck. Portanto, pequenos desvios de alguma simetria
que seja essencial na construção do Modelo Padrão ou da Relatividade Geral,
como é o caso da simetria CPT e a simetria de Lorentz, sugerem fortemente que
elas são vestígios dos efeitos de uma teoria mais fundamental.

Os primeiros que expuseram a possibilidade teórica de que uma candidata
a teoria fundamental prevê um tipo de violação deste tipo foram Kostelecký e
Samuel no trabalho pionero da Ref.[2]. Estes autores mostraram que, no con-
texto da teoria de campos de cordas, é possível induzir uma violação da invariâ-
cia de Lorentz (LSV), através de um mecanismo que quebra espontaneamente a
simetria, com campos tensorias adquirindo um valor esperado no vácuo não-nulo.
Posteriormente, a quebra da simetria de Lorentz não se restringiu somente ao
território das cordas, e começou a ser estudada em otros modelos como teorias
de campos não-commutativas [3] ou cenários de mundos-brana [4]

Com a motivação de pôr à prova a ideia da LSV, surgiu na literatura uma
variedade de teorias para teste, nas quais se evita as dificultades de lidar com
uma teoria microscopica para favorecer um enfoque fenomenológico. O comum
denominador destes modelos é a introdução de um conjunto de parâmetros que
permitem (ou melhor dito, controlam e caracterizam) a violação da simetria de
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Lorentz. Dentre estes podemos citar o modelo de Robertson-Mansouri-Sexl [5],
modelos de relações de dispersão [6] e o modelo THεµ[7]. Contudo, a teoria
mais geral de todas elas é o modelo proposto por Kostelecký e colaboradores [8]
chamado de Modelo Padrão Estendido (SME).

OModelo Padrão Estendido é uma teoria efetiva que incorpora ao Lagrangeano
do Modelo Padrão (SM) e da Relatividade Geral (GR) todos os possíveis termos
escalares (infinitos, em princípio) que se podem construir com os campos do SM e
da gravitação contraídos com coeficientes de índices tensorias apropriados e que,
no final, são os parâmetros fenomenológicos que dão conta da LSV. É importante
ressaltar que os termos adicionados são escalares somente sob transformações
que mudam o sistema de referência (transformações passivas), garantindo a inde-
pendência da Física do sistema dos observadores que a estudam. Contrariamente,
estes termos não são invariantes se a transformação que é realizada sobre o sistema
(uma transformação ativa), a qual se define como aquela que atua sobre as vari-
aveis dinâmicas (campos) enquanto o marco de referência é fixado. Isto é causado
pela presença dos coeficientes tensoriais já mencionados, que serão interpretados
como campos de fundo: campos externos que permeiam nosso sistema/universo,
definindo direções privilegiadas no espaço-tempo e cujas fontes não podem ser
acessadas. Em consequência, estes campos não se vêem afetados pelas transfor-
mações ativas, destruindo assim a equivalência entre estes e as transformações
passivas.
No que segue da exposição, vamos nos restringir a uma sub-classe do SME. Especi-
ficamente, vamos estudar o setor formado por todos os termos renormalizáveis de
dimensão D ≤ 4 e invariantes de gauge. Este setor é chamado de Modelo Padrão
Estendido Mínimo (minimal SME)

Com relação aos testes experimentais, o amplo alcance coberto pelo SME
permitiu uma extensa pesquisa. No limite de espaço plano, para os diversos
setores do Modelo Padrão, foram realizados estudos fenomenológicos que incluem
elétrons, fótons, múons, bárions, neutrinos e o setor de Higgs [9]. Da mesma
forma, o setor gravitacional tem sido analisado nas Ref. [10, 11, 12].
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A violação da invariância CPT também vem sendo estudada no contexto de
uma teoria de Dirac modificada [14], no seu limite não-relativístico, calculando
o espectro de átomos de hidrogênio não-relativísticos [13]. Na linha de modelos
fermiônicos em presença da LSV, tem-se dedicado um grande esforço para asso-
ciar propriedades magnéticas de partículas neutras e de spin nulo, considerando
acoplamentos não-mínimos de campos de fundo com a matéria fermiônica e os
bósons [15, 16]. No âmbito da Física Atômica e da Ótica, devemos citar uma linha
de trabalhos concebidos para examinar os efetos da LSV em cavidades eletromag-
néticas e sistemas óticos [17, 18], que vêm contribuindo para o estabelecimento
de novos limites sobre os parâmetros associados à LSV.

Até agora, argumentamos que a origem da LSV é consequência da dinâmica
de teorias mais fundamentais como, por exemplo, as cordas. Porém, todas estas
teorias envolvem escalas de energia muito acima das escalas dos aceleradores at-
uais, de modo que fenômenos tais como a supersimetria (SUSY), que acredita-se
manifestar nestes regimes, em princípio, não deveriam ser ignorados. Isto está
resumido na hipótese de que, na escala fundamental onde ocorre a LSV, a super-
simetria é exata ou, se já foi quebrada, deixa os seus resíduos através da presença
de parceiros supersimétricos já dissociados. Portanto, a formulação de teorias que
implementam a SuSy em modelos que quebram a simetria de Lorentz abrem uma
rica linha de pesquisa na atualidade, sendo os pioneros os trabalhos das referên-
cias [19, 20, 21, 22, 23]. Mais recentemente na literatura, a relação entre a quebra
da SUSY e a LSV foi discutida por Chkareuli e Pospelov-Tamarit [24, 25], onde
os autores consideram a possibilidade de que a quebra da SUSY e da simetria de
Lorentz possuam uma origem comum se a matéria supersimétrica fosse acoplada
com a gravitação de Horava-Lifshitz.

Dentro desta linha de pesquisa, nosso grupo do CBPF vem subscrevendo, há
varios anos, a tese de que a quebra de SUSY e a LSV não são fenômenos total-
mente independentes no regime de altas energias. Nosso enfoque particular sobre
a relação entre SUSY/LSV é baseada na seguinte ideia-chave: A LSV é colocada
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dentro de um cenário onde a SUSY ainda se mantém como uma simetria exata,
para após se perceber que a quebra da simetria de Lorentz induz naturalmente
uma violação da SUSY. Finalmente, com a ideia de que a SUSY está presente
desde o inicio, afirmamos que os campos de fundo (vetorial ou tensorial), respon-
savéis pela LSV devam ser campos componentes de algum supermultipleto, o qual
introduz em nosso modelo campos de fundo de natureza fermiônica.

Seguindo esta direção, nossos esforços vêm-se concentrando em propor um
cenário dominado pela supersimetria para estudar a LSV, nos restringindo con-
tudo ao setor de gauge abeliano da versão mínima do SME, o qual é descrito pelo
seguinte Lagrangeano:

L(SME)
g.a. = −1

4FµνF
µν − 1

4(kF )µναβF µνFαβ + 1
2(kAF )αεαβµνAβF µν . (1.1)

Aqui, o termo kAF , conhecido também na literatura como o termo tipo Chern-
Simons ou termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ) quebra tanto a simetria de Lorentz
como a simetria CPT. A proposta de supersimetrização para este termo passa
por encaixar o campo vetorial de fundo dentro de um supermultipleto quiral [26].
Entretanto, o termo tensorial, kF , só viola a simetria de Lorentz e seus graus de
liberdade são reduzidos, por argumentos de causalidade, o que abre a posibilidade
de ser colocado dentro de um multiple quiral ou vetorial [27].

A presente Tese representa a continuação desta linha de pesquisa. Assim, os
primeros esforços são dedicados a obter as relações de dispersão para cada setor
por separado, encontrado que as relações de dispersão para o fóton são as mesmas
que no caso não-supersimétrico. Posteriormente as relações de dispersão do fotino
são calculadas. Elas representam a contribução original da Tese e confirmam a
quebra da Supersimetria devido a presença de polos diferentes ao do caso fotônico.
Neste processo, mostramos também que os campos de fundo fermiônicos acabam
por se agrupar e formar estruturas bilineares (condensados) que induzem efeitos
físicos como o desdobramento das massas dos parceiros supersimétricos exibidas
dentro de um conjunto de relações de dispersão estendidas para o setor do fó-
ton e do fotino. Nesta direção, podemos citar também o interessante trabalho
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de Tomboulis [28]. Esta é a primeira questão original que atacamos na Tese:
remeter a origem microscópica das entidades que violam a simetria de Lorentz ao
fenômenos de condensação de férmions de uma natureza ainda supersimétrica.

Para poder levar estes efeitos a um território semi-fenomenológico, calculare-
mos as teorias efetivas de cada setor (CPT-par e-ímpar) integrando o campo
do fotino em cada caso. Mostraremos que os modelos fotônicos derivados têm
uma dependência nos condensados fermiônicos que, neste contexto, serão os men-
sageiros da LSV. Dentro de uma eletrodinâmica modificada (que carrega os vestí-
gios da SUSY), discutimos a surgimento de um potencial inter-partícula que pos-
sui um termo de perfil confinante acompanhado de um termo de tipo Yukawa
cujos parâmetros incorporam a contibuição dos campos bosônicos e dos bilin-
eares fermiônicos. Concluímos, assim, que a LSV e a dinâmica supersimétrica
que induzem a formação de pares de férmions podem estar presentes na ener-
gia electrostática de interação entre duas partículas de cargas opostas. Estas
questões, e a derivação sistemática de relações de dispersão estendidas para o
fotino, formam um outro conjunto de problemas originais de pesquisa investiga-
dos nesta Tese. O formalismo que aqui desenvolvemos mostrou-se muito propício
para a elaboração de respostas a estes objetos de pesquisa

A organização da Tese é como segue: O Capítulo 2 resume de forma breve os
principais aspectos do setor puramente fotônico do SME (mínimo); na continu-
ação, no Capítulo 3, revisamos as diferentes propostas para implementar a super-
simetria no contexto de una teoria que realiza a quebra da simetria de Lorentz,
incluindo a linha particular seguida por nosso Grupo. Os capítulos restantes con-
têm o material original da Tese. Assim, temos que o Capítulo 4 é dedicado a
derivar as relações físicas que desejamos discutir: A separação das massas fóton-
fotino, as relações de dispersão e as ações efetivas fotônicas herdadas da LSV.
No Capítulo 5, calculamos o potencial eletrostático entre duas cargas opostas.
Finalmente no Capítulo 6 organizamos as nossas Discussões Finais e Futuros En-
caminhamentos
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Acrescentamos ainda os Apêndices A e B. O primeiro deles faz uma breve ex-
posição dos conceitos fundamentais da SUSY, aliás, aí são coletados as definições
relevantes e a notação utilizada para o leitor que desejar reproduzir os cálculos.
Já no final, o Apêndice B reúne uma série de resultados úteis da álgebra espino-
rial e das matrizes de Dirac; além disso são relatados nesta seção alguns aspectos
particulares de cálculo.
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Capítulo 2

Eletrodinâmica e Violação da
Simetria de Lorentz

Desde a formulação do SME até nossos dias o estudo fenomenológico do mesmo,
constitue um campo ativo e muito rico em pesquisa que só tem crescido com os
anos. Este grande aparato fenomenológico pode ser organizado em dois grandes
subconjuntos. O primeiro grupo são os experimentos terrestres de alta precisão,
que procuram desviações da simetria de Lorentz a baixas energias, que por sua
vez pode ser classificado pelos setores do SME que atingem. Assim, a lista inclui
experimentos de comparação de relogios (geralmente impõem limites para os pró-
tons e nêutrons) , experimentos com cavidades resonantes (similares aos anteriores
com a diferença que limita os parâmetros do setor electromagnetico), balanças de
torção para spins (setor dos elétrons), experimentos com spins nucleares (quarks
e fótons), armadilhas de Penning(elétrons/positrons, prótons/anti-prótons) e ex-
perimentos com mésons neutros.

O segundo grupo são as observações astrofísicas, que permite não só impor lim-
ites no mSME como também em operadores de dimensões maiores por causa das
altas energias atimgidas nas fontes astrofísicas (≈ 1020eV ). Uma breve lista inclui
as reações limiares (varias partículas), Radiação síncrotron, tempos de vô para
fótons e neutrinos, e birrefringência do vácuo (fótons). As seguintes referências
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são excelentes para o leitorque deseja conhecer os detalhes [29].

De todos os setores do Modelo Padrão Estendido referidos, provavelmente o
mais estudado, mesmo antes de ser formalmente proposto, é aquele que corre-
sponde ao setor do fóton, ou setor de gauge Abeliano. Na formulação mínima,
este setor é descrito pela adição de dois termos. O primeiro deles viola também
a simetria CPT e é formado por um operador de dimensão 3, enquanto que o se-
gundo respeita CPT e é conformado por um termo de dimensão 4. A fenomenolo-
gia deste setor mostra que, para ambos casos, o fenômeno da birrefringência do
vácuo emerge como uma consequência natural da LSV, convertendo-se em uma de
seus principais aspectos. Neste breve capítulo, resumiremos os aspectos relevantes
destes modelos, apresentaremos as equações de movimento, relações de disper-
são e os limites superiores impostos pelas observações, tanto astrofisicas quanto
terrestres, para os parâmetros que controlam a quebra da simetria de Lorentz.
Particularmente, vamos nos deter no setor que conserva a simetria CPT, dis-
cutindo a redução de graus de liberdade do tensor responsável pela LSV, visando
preparar o terreno para a supersimetrização.

2.1 Eletrodinâmica com o termo CPT-ímpar

O lagrangeano que descreve tanto a violação de Lorentz como da simetria CPT
no setor de gauge do SME é dado por:

LMaxwell + LCPT-ímpar = −1
4FµνF

µν + 1
4εµναβ(kAF )µAνFαβ + jµA

µ. (2.1)

Aqui, kAF é um vetor constante com dimensão de massa que se acopla a um op-
erador de dimensão 3, é invariante perante uma transformação de Lorentz ativa
e dá conta da LSV. Pode-se verificar também que o Lagrangeano é invariante de
gauge a menos de uma quadri-divergência.

Historicamente, este foi o primeiro termo a ser estudado; apareceu, original-
mente como uma generalização paraD = 3+1 do termo de Chern-Simons (termos
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topologicos genuinos de CS só existem em dimensões ímpares [30]). Em associ-
ação aos autores da ref. [31], que foram os primeiros a estudar as consequências
fenomenológicas da quebra de Lorentz, este modelo também é conhecido como
a Eletrodinâmica de Carroll-Field-Jackiw (CFJ). Estes autores mostraram que a
LSV resulta em uma atividade ótica do vácuo (birrefringência), isto é, a existên-
cia de modos de propagação com velocidades de fase diferentes, produzindo uma
rotação no plano de polarização. Para ilustrar como isto acontece, começaremos
desenvolvendo as equações da teoria.

Utilizando as relações de Euler-Lagrange no Lagrangeano (2.7), encontramos
as seguintes equações de movimento :

∂µF
µν − (kAF )µF̃ µν = jν ,

∂µF̃
µν = 0, (2.2)

e que, em função dos campos elétrico e magnético assume a forma (por conveniên-
cia, vamos renomear kAF = v):

∇ · ~E = ρ+ ~v · ~B,
∇× ~B − ∂0 ~E = ~J + v0 ~B − ~v × ~E,

∇ · ~B = 0,
∇× ~E + ∂0 ~B = 0. (2.3)

Em função dos campos ~E e ~B, fica claro como as equações de Maxwell são
modificadas; pode-se observar que isto só afeta o setor inomogêneo. Manipulando
as equações Maxwell modificadas, chegamos à equação de onda satisfeita pelo
campo de gauge (no espaço de momenta) :

OµνAν(p) = jµ

com:
Oµν(p) = −p2ηµν − iεµναβvαpβ. (2.4)

Logo, a relação de dispersão será dada pela equação detO = 0, a qual é:

p4 − p2v2 − (v · p) = 0. (2.5)

10



Chamando de p = (ω, ~p), encontramos que, em primeira ordem, esta equação tem
as soluções:

|~p|± = ω ∓ 1
2(~v − v0 cos θ), (2.6)

o que evidencia dois modos de propagação diferentes. A mudança na fase, φ, de
uma onda circularmente polarizada é proporcional à distância, L, percorrida pela
luz:

∆φ = 1
2(|~p+| − |~p−|)L = 1

2(~v − v0 cos θ)L.

Este resultado é passivel de observação e serve para establecer limites sobre o
parâmetro vµ.

Certamente o interesse pelo termo de CFJ vai além dos testes astrofísicos,
como se pode evidenciar pela ampla literatura surgida a partir de 1990, onde
múltiplos aspectos da teoria têm sido objeto de pesquisa. Assim, podemos men-
cionar pesquisas em propagação eletromagnética em guias de ondas [32], emissão
de radiação Cherenkonv no vácuo [33], modificações no efeito Casimir [34], re-
dução dimensional [35], possíveis efeitos nas anisotropias da radiação cósmica de
fundo [36], análise de consistência (estabilidade, causalidade e unitariedade) [37],
modificações induzidas na QED [38] e controvérsias em torno da geração do termo
ímpar nas correções radiativas [39]

2.2 Eletrodinâmica com o termo CPT-par

O Lagrangeano para este caso é:

LMaxwell + LCPT-par = −1
4FµνF

µν + 1
4(kF )µναβF µνFαβ + jµA

µ. (2.7)

Aqui, kF é um tensor constante adimensional que realiza a quebra da simetria de
Lorentz e se acopla a um operador de dimensão 4. Por inspeção simples, vemos
que as simetrias deste tensor são:

(kF )µναβ = −(kF )νµαβ = −(kF )µνβα , (kF )µναβ = (kF )αβµν . (2.8)
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A primeira identidade limita o número de componentes independentes de 256
para 36, enquanto a segunda só deixa 21. O grau de liberdade correspondente à
parte totalmente antisimétrica do tensor kF pode ser eliminada, já que é propor-
cional a uma derivada total no Lagrangeano. Similarmente, podemos eliminar o
grau que corresponde ao duplo traço, pois este é absorvido no termo cinético e
posteriormente, eliminado, por uma normalização do coeficiente que multiplica o
termo de Maxwell. Isto incorpora o seguintes vínculos em nosso tensor:

(kF )µ[ναβ] = 0 e (kF )µν µν = 0. (2.9)

Com isto temos, finalmente, 19 componentes independentes.

As equações de movimento para este Lagrangeano são:

∂µF
µν + (kF )µναβ∂µFαβ = jµ

∂µF̃
µν = 0. (2.10)

Assim, a Eletrodinâmica-kF modifica somente o setor inhomogêneo das equações
de Maxwell. Similarmente ao caso anterior, a relação de dispersão é dada por:

p0± = (1 + ρ± σ)|~p|
onde:

ρ = −1
2K̃

µ
µ ,

σ2 = 1
2(K̃µνK̃

µν)− ρ2,

K̃µν = (kF )µναβ p̂αp̂β,

p̂µ = pµ

|~p|
. (2.11)

Como se pode ver novamente, a relação de dispersão apresenta a dos modos pro-
pagantes com velocidades diferentes, portanto aqui também aparece o fenômeno
da birrefringência.
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Outro aspecto interesante é que a Eletrodinâmica que viola Lorentz pelo
termo CPT-par possui uma interessante analogia com a Eletrodinâmica de meios
macroscópicos. Para exibir esta equivalência, são utilizadas as seguintes combi-
nações lineares do tensor kF [40]:

(KDE)ij = −2(kF )0i0j,

(KHB)ij = −1
2ε

0pqiε0klj(kF )pqkl,

(KDB)ij = −(KHE)ji = (kF ) i0 pqε0pqj, (2.12)

onde KDE e KHB são matrizes 3× 3 simétricas e que, junto à condição de duplo
traço nulo de kF , implica tr(KDE+KHB) = 0; portanto, as duas matrizes têm um
total de 11 componentes independentes. Conjuntamente, o vínculo (kF )µ[ναβ] = 0
mostra que KDB = (KHE)T é de traço nulo; por conseguinte, esta traz as 8 com-
ponentes restantes.

Com estas definições as equações de movimento (2.10) assumen a forma fa-
miliar das equações macroscópicas de Maxwell:

∇ · ~D = j0 , ∇× ~H − ∂0 ~D = ~J,

∇ · ~B = 0 , ∇× ~E + ∂0 ~B = 0; (2.13)

com os campos ~D e ~H sendo definidos convenientemente por:
~D ≡ (1 +KDE) ~E +KDB

~B,

~H ≡ (1 +KDE) ~B +KDB
~E. (2.14)

Outra decomposição muito útil é a que apresentamos abaixo:

(K̃e+)ij = 1
2(KDE +KHB)ij,

(K̃e−)ij = 1
2(KDE −KHB)ij − 1

3δ
ij(KDE) ll ,

(K̃0+)ij = 1
2(KDB +KHE)ij

(K̃0−)ij = 1
2(KDB −KHE)ij,

(K̃tr) = 1
3(KDE) ll . (2.15)
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Todas as matrizes definidas aqui possuem traço nulo; além disso, de (2.12) percebe-
se que todas elas são simétricas, com exceção de K̃0+, que é anti-simetrica.

Em termos destas matrizes, o Lagrangeano (2.7) se escreve como:

L = 1
2

[
(1 + K̃tr) ~E2 − (1− K̃tr) ~B2

]
+ 1

2
~E(K̃e+ + K̃e−) ~E +

−1
2
~B(K̃e+ + K̃e−) ~B +−1

2
~E(K̃0+ + K̃o−) ~B. (2.16)

Esta equação mostra que a permissividade, ε, e a permeabilidade efetiva, µ, mu-
dam da forma ε− 1 = −(µ−1 − 1) = K̃tr, implicando uma modificação na veloci-

dade de propagação da luz (c = 1/εµ = 1− K̃tr

1 + K̃tr

).

Fenomenologicamente, a descomposição mostrada acima, (2.15), é importante
devido ao fato de que a birrefringência induzida pela quebra de Lorentz é con-
trolada pelos 10 coeficientes (K̃e+)ik e (K̃0−)ik, os quais são fortemente limitados
pelo experimentos de espectropolarimetria de fontes cósmicas [42], fornecendo
limites superiores da ordem de 10−32. Por outro lado, estudos das nove compo-
nentes restantes (que serão são chamadas de componentes não-birrefringentes),
em experimentos de laboratórios [43, 44], impõem limites, no melhor dos casos,
da ordem de 10−16 enquanto, experimentos de ausência de emissão de radiação
Cherenkov em raios cósmicos ultra-energéticos [45] estabelecem limites superiores
para estes parâmetros na ordem de 10−19−10−17. O que estes limites nos mostram
é a grande diferença entre os parâmetros birrefringentes e não-birrefringentes,
sendo que os primeiros estão muito mais restringidos do que os segundos. Esto
fato motivará a se adotar uma aproximação onde os 10 parâmetros birrefrin-
gentes, (K̃e+)ik e (K̃0−)ik, são zerados. Na literatura, a teoria que resulta de
eliminação destes componentes é conhecida como Teoria Modificada de Maxwell
Não-Birrefringente, e para a qual o tensor que governa a violação de Lorentz, kF ,
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assume a nova forma:

(kF )µναβ = 1
2(κ̃νβηµα − κ̃ναηµβ + κ̃µαηνβ − κ̃µβηνα)
com:

κ̃µν = (kF ) µαν
α . (2.17)

O tensor κ̃µν é um tensor simétrico sem traço, que dá conta das 9 componentes
restantes. Na ref. [46], com o propósito de calcular o propagador de gauge da
teoria, é proposta uma decomposição para κ̃ em função de dois vetores arbitrários
ξµ e χµ:

κ̃µν = 1
2(ξµχν + ξµχν)− 1

4η
µν(ξ · χ) (2.18)

Entretanto, o caminho para a eliminação de graus de liberdade ainda pode
continuar. Na ref. [41], as componentes do tensor κ̃ foram reduzidas adotando o
ansatz ξµ = χµ:

κ̃µν = ξµξν − 1
4η

µν(ξρξρ) (2.19)

O uso de este ansatz é um caso especial, e tem se mostrado útil para poder acoplar
o modelo não-birrefringente à gravitação. Logo, o que inicialmente era um tensor
de 19 componentes independentes, agora é representado por um quadrivetor ξµ.
Para nós, esta descomposição é particularmente atraente já que, se desejamos im-
plementar uma extensão supersimétrica, será necessário diminuir as componentes
do tensor kF de modo que evitemos trazer campos parceiros com spins maiores
que 2, que podem, potencialmente levar a uma violação da causalidade.

Pelo exposto acima, adotaremos, a partir de agora, este ansatz, o qual trans-
forma nosso Lagrangeano para a forma:

LCPT-par = 1
4(kF )µναβF µνFαβ = 1

8ξµξνF
µ
κF

κν + 1
16ξρξ

ρFµνF
µν . (2.20)

Assim, após se ter passado por um processo de eliminação de graus de liberdade,
chegamos a um Lagrangeano onde a violação da simetria de Lorentz é controlada
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por um vetor, ξµ, da mesma forma que tínhamos no caso ímpar. Observamos
também que, como consequência do ansatz escolhido, o Lagrangeano obtido só
viola a simetria de Lorentz no primeiro termo.

A Eq. (2.20) nos fornece um Lagrangeano apropiado para o nosso progama
de supersimetrização, que será desenvolvido no próximo Capítulo. Esperamos,
com a discussão do presente Capítulo, ter fornecido alguns aspectos essenciais
dos modelos de gauge Abelianos com LSV e que serão utilizados como o nosso
laboratório teórico para as nossas explorações a respeito da relação entre LSV e
SUSY, na busca de cenários para alguma física além do Modelo-Padrão.
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Capítulo 3

Violação da Simetria de Lorentz
e Cenários Supersimétricos

No presente capítulo, revisaremos os diferentes caminhos adotados para tentar
construir modelos supersimétricos que incorporem a LSV. Dado que, tanto a
simetria de Lorentz quanto a SUSY são simetrias espaço-temporais, é natural
esperar que a quebra de uma delas esteja vinculada à quebra da outra; assim,
uma provável violação da simetria de Lorentz pode trazer alguma luz à quebra
da SUSY, sendo esta última um problema ainda em aberto. Aliás, as primeiras
tentativas procuravam manter a SUSY exata, restringindo-se o tratamento à sub-
algebra das supercargas e translações. Como já é conhecido a quebra da simetria
de Lorentz pode proceder de uma teoria fundamental como as cordas, na qual a
supersimetria forma parte vital de sua formulação; este fato nos assinala que não
é possivel desconectar ambas as quebras e que ambos fenômenos devem conviver.

3.1 Enfoques para incorporar a Supersimetria

Uma primeira proposta para incorporar supersimetria em modelos com quebra de
Lorentz encontra-se no trabalho de V.Kostelecký e M.Berger [47]. O objetivo dos
autores foi investigar se as propriedades dos modelos supersimétricos poderiam
ser mantidas apesar da quebra da simetria de Lorentz.
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A visão que adotaram foi modificar a álgebra da SUSY, de modo que os
tensores violadores de Lorentz apareçam nas relações de comutação dos geradores
da SUSY. Seu argumento é que, mesmo modificando a álgebra, a teoria se mantém
supersimétrica se a propriedade de que o comutador de duas transformações de
supersimetria reproduz uma translação ([δ1, δ2] = 2iε̄1σµε2∂µ). Nas palavras dos
autores, a essência da supersimetria é uma transformação entre bósons e férmions
que produz um operador de translação sob anti-conmutação:

[Q,Pµ] = [Pµ, Pν ] = 0 , {Q,Q} = 2γµPµ. (3.1)

Com o propósito de desenvolver esta ideia, os autores formularam uma extensão
do modelo de Wess-Zumino que incorpora um termo que viola a simetria de
Lorentz (mas não CPT), que chamaremos de LLorentz. Logo, o Lagrangeano total
do modelo é:

LWZ−LV = LCin. + LMassa + LInt. + LLorentz, (3.2)

com:

LCin. = 1
2∂µA∂

µA+ 1
2∂µB∂

µB + 1
2iΨ̄γ

µ∂µΨ + 1
2F

2 + 1
2G

2,

LMassa = m
(
− 1

2Ψ̄Ψ + AF +BG
)
,

LInt. = g√
2

[
F (A2 −B2) + 2GAB − Ψ̄(A− iγ5B)Ψ

]
, (3.3)

e

LLorentz = kµν∂
µA∂νA+ kµν∂

µB∂νB +

+1
2kµνk

µ
ρ(∂νA∂ρA+ ∂νB∂ρB) +

+1
2ikµνψ̄γ

µ∂νψ.

(3.4)

Aqui, o coeficente kµν é un tensor de segunda ordem, simétrico, sem traço, adi-
mensional e invariante sob transformações ativas e que mensura a magnitude da
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violação da simetria de Lorentz.

Pode-se mostrar que o Lagrangeano total, LWZ−LV , é invariante sob transfor-
mações modificadas de supersimetria:

δA = ε̄Ψ,
δB = iε̄γ5Ψ,
δΨ = −(iγµ∂µ + iKµνγ

µ∂ν)(A+ iγ5B)ε+ (F + iγ5G)ε,
δF = −ε̄(iγµ∂µ + iKµνγ

µ∂ν)Ψ,
δG = ε̄(γ5γ

µ∂µ + iKµνγ
µ∂ν)Ψ. (3.5)

Agora, se calculamos o comutador entre duas transformações modificadas de
SUSY obtemos:

[δ1, δ2]novo = 2iε̄1γµε2∂µ + 2iKµν ε̄1γ
µε2∂

ν (3.6)

No formalismo da SUSY-N = 1, em termos de supercampos, o modelo é repre-
sentado da forma:

SWZ−CPT =
∫
d4x d2θ d2θ̄

{
Φ∗(n)Φ(n) + [12Φ2δ2(θ) + g

3Φ3δ2(θ) + h.c.]
}
, (3.7)

onde definimos Φ(n)

Φ(n)(x, θ, θ̄) = UΦ(x, θ, θ̄) = eikµν(θ̄σµθ)∂νΦ(x, θ, θ̄)

= φ+ iθσµθ̄(∂µ + kµν∂
ν)φ− 1

4θ
2θ̄2(∂µ + kµν∂

ν)(∂µ + kµρ∂ρ)φ

+
√

2θψ + i
√

2θσµθ̄θ(∂µ + kµν∂
ν)ψ + θ2F. (3.8)

Os autores também mostraram que é possível construir uma extensão que viole
a simetria CPT:

LWZ−CPT = LCin. + LMassa + LInt. + LCPT ,
com:

LCPT = kµ(A∂µB −B∂µA) + 1
2k

2(A2 +B2)− 1
2kµΨ̄γ5γ

µΨ (3.9)
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Este Lagrangeano se transforma como uma derivada total sob o conjunto de
transformações infinitesimais:

δA = ε̄Ψ,
δB = iε̄γ5Ψ,
δΨ = −(iγµ∂µ + ikµγ

µ)(A+ iγ5B)ε+ (F + iγ5G)ε,
δF = −ε̄(iγµ∂µ + ikµγ

µ)Ψ,
δG = ε̄(γ5γ

µ∂µ + ikµγ
µ)Ψ, (3.10)

porém, este modelo exibe uma dificuldade de encontrar uma realização para a
carga quiral associada. Isto se deve a que não há uma propiedade de fechamento
para o comutador de duas transformações já que [δ1, δ2]left 6= [δ1, δ2]right.

Quase ao mesmo tempo, Nibbelink e Pospelov [?] também se focaram no
problema de introduzir a quebra da simetria de Lorentz em teorias de campo
supersimétricas. Porém, a motivação destes autores para introduzirem a SUSY
foi para tentar resolver o problema que apresentam os operadores violadores de
Lorentz de dimensão 3 no regime UV, onde correções quânticas dão conta da
transmutação dimensional de um operador dimensionalmente maior em outro de
dimensão menor, com um coeficiente quadraticamente divergente:

[LV ]dim=5 ∼ (Fator de Loop) Λ2
UV × [LV ]dim=3 (3.11)

Aqui, [LV ]dim=3,5 representam operadores genéricos de dimensões 3 e 5, que vio-
lam a simetria de Lorentz. Logo, se a escala do cutoff, ΛUV , é tomada da ordem de
M(escala da nova física), são gerados operadores de dimensão 3 muito divergentes.

É aqui que a supersimetria entra em cena, já que esta pode prover regras de
seleçao para os operadores violadores de Lorentz tendo a função de uma simetria
protetora. Assim, os autores mostraram que no Modelo Padrão Minimamente
Supersimétrico (MSSM) os requerimentos de uma SUSY exata e a simetria de
gauge restringem os operadores que quebram Lorentz para ter dimensão 5 ou
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maior. Assim, constróem uma ação supersimétrica para o setor de gauge do
MSSM que incorpora todos os possíveis operadores de dimensão 5:

S =
∫
d4x d2θ

( 1
16e2W

2 +mE+E−

)
+ h.c+

∫
d4x d2θ d2θ̄Ē±e

±VE± +

+ 1
M

∫
d4x d2θ d2θ̄

(
iNµ
±Ē±e

±VDµE± −
1
2N

µW̄ σ̄µW
)

+

+ 1
M

∫
d4x d2θCµνλWσµν∂λW + h.c, (3.12)

onde E± são supercampos quirais, V é o supercampo vetorial , Nµ
± e Cµνλ são

tensores constantes responsáveis pela LV.

E o que acontece com os operadores de dimensão 3? Estes são permitidos,
uma vez que a supersimetria é quebrada. Assim, uma vez que a SUSY é suave-
mente quebrada as divergências quadráticas são estabilizadas. Deste modo, ao
implementar a quebra da SUSY, os operadores de dimensão 3 são gerados por
transmutação dimensional da forma (ms ∼ 1TeV ):

[LV ]dim=5 ∼ (Fator de Loop)m2
s × [LV ]dim=3; (3.13)

embora se possa esperar que o termo de Chern-Simons possa aparecer via cor-
reções quânticas, os autores mostraram que tal termo não é de fato gerado [20]

3.2 Nosso critério de supersimetrização

Com o trabalho da ref. [49], em 2003, nosso grupo do CBPF iniciou uma linha de
pesquisa com uma visão para incorporar a SUSY que se distanciava do enfoque
de Berger-Kostelecký, evitando modificar a álgebra da SUSY . O resultado foi
um programa no qual se acomodam os termos do SME em extensões que são
originalmente supersimétricas e que, quando se exige que os campos de fundo
adquiram valores constantes para implementar a quebra da simetria de Lorentz,
encontra-se que tanto a SUSY como a simetria de Lorentz são violadas simul-
taneamente. Este fato define uma escala muito especial.
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A construção destas extensões segue em essência o que pode ser chamado de
critério canônico de supersimetrização, no qual qualquer ação que seja consider-
ada como candidato para nossa extensão deve satisfacer os seguintes princípios:
adimensionalidade, realidade e ser invariante pelas simetrias de gauge, Lorentz e
SUSY. Este último nos motiva fortemente a adotar o formalismo de supercampos,
de modo que a invariância perante SUSY seja garantida desde o inicio e de forma
manifesta.

Com estas diretrizes, o último passo é incorporar o que chamaremos de supercam-
pos de fundo, que serão os supercampos onde procuraremos acomodar os tensores
que realizam a quebra de Lorentz. Estes supercampos de fundo, junto aos su-
percampos que contêm os campos fundamentais do modelo acomodarão todos os
elementos de que precisamos para constuir nossas ações supersimétricas.

No nosso caso (estamos estudando o setor eletromagnético do Modelo Padrão
Estendido), o único campo fundamental que consideraremos é o campo de gauge,
Aµ, e o correspondente tensor intensidade de campo, Fµν . Na nossa particular
abordagem, contrariamente às propostas anteriormente apresentadas, teremos um
fundo de natureza fermiônica, e suas consequências podem ser muito ricas.

Logo, da teoria supersimétrica de Maxwell temos os seguintes supercampos
relevantes:

Em primeiro lugar, declaramos o supercampo vetorial, que acomoda o campo
do fóton e seu parceiro o fotino. No calibre de Wess-Zumino este é expresso como:

VWZ = (θσµθ̄)Aµ + θ2θ̄λ̄+ θ̄2θλ+ θ2θ̄2D. (3.14)

A partir dele, é construído o supercampo Wα, definido por Wα = −1
4D̄

2DαV ,
onde:

DαV = (σµθ̄)αAµ + 2θαθ̄λ+ θ̄2λα +
2θαD − iθ2θ̄2(σµ∂µλ̄)α + θ2(σµνθ)αFµν (3.15)
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e

Wα(x) = λα(x) + iθσµθ̄∂µλα(x)− 1
4 θ̄

2θ2�λα(x) +

2θαD(x)− iθ2(θ̄σµ)α∂µD(x) + (σµνθ)αFµν(x)

−1
2θ

2(σµνσρ)α∂ρFµν(x)− i(σµ∂µλ[x])αθ2. (3.16)

Com este supercampo, reproduzimos a ação de Maxwell:

S
(SUSY )
Maxwell =

∫
d4xd2θd2̄ θ

{
WαW

αδ2(θ̄) + W̄αW̄
αδ2(θ)

}
=
∫
d4x

{
− 1

4F
µνFµν + i

2λσ
µ∂λ̄+ 2D2

}
. (3.17)

no que se segue, veremos como aplicar este critério para construir extensões su-
persimétricas para os dois termos do setor de gauge Abeliano do SME.

3.3 Supersimetrização do termo CPT-ímpar

Neste caso, o termo que se quer supersimetrizar é:

SCPT-ímpar =
∫
d4x

1
2ε

µναβ(kAF )µAνFαβ. (3.18)

O primeiro a se considerar é especular onde podemos acomodar o campo de
fundo (kAF )µ ≡ vµ. Para isto, a simetria de gauge nos dá uma noção. Assim, sob
uma transformação de gauge, Aµ → Aµ + ∂µα(x), nossa ação transforma-se :

δS = 1
8

∫
d4x εµναβα(x)(∂µvν − ∂νvµ)Fαβ. (3.19)

Para que a ação seja invariante de gauge devemos exigir que o campo vµ seja o
gradiente de algum campo escalar. Utilizando um principío de economia (para se
evitar ter que lidar com campos de spins altos), podemos propor como uma boa
hipótese que a origem deste campo de fundo seja a componente escalar de um
supercampo quiral, que é o supercampo que possui o conjunto mínimo possível
de campos componentes . Designaremos este supercampo de fundo por S:

S(x) = s(x) +
√

2θψ(x) + iθσµθ̄∂µs(x) +

θ2F (x) + i√
2
θ2θ̄σ̄µ∂µψ(x)− 1

4 θ̄
2θ2�s(x). (3.20)
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Nosso objetivo agora é reproduzir o termo que viola a simetria de Lorentz.
Para isto, analisemos a estrutura que este termo possui:

(F µν − intensidade de campo)× (Aα − campo de gauge)× (campo do fundo)
(3.21)

Cada campo que está representado em (3.21) deve pertencer a um supercampo
em específico. Assim, temos que o campo de gauge aparece tanto dentro do super-
campo vetorial, V , como na derivada DαV ; por outro lado, o campo F µν aparece
dentro de DαV e do supercampo Wα; finalmente, propormos que o campo de
fundo deva ter sua origem na componente do supercampo quiral, S. Com isto,
temos identificado todos os supercampos com os quais podemos construir nossa
ação, a mesma que será dada por um produto conveniente destes supercampos
acima. A forma explícita de como são encontrados os campos de (3.21) dentro
de cada supercampo é mostrada a seguir:

Campo de Gauge Intensidade de campo

V : (θσµθ̄)Aµ ⇒ 1© −−−−
DαV : σµαα̇θ̄

α̇Aµ ⇒ 2© θ̄2(σκρ) β
α θβFκρ ⇒ 3©

Wα : −−−− (σλγ) ε
α θεFλγ ⇒ 4©

Componentes Bosônicas

S : s⇒ 5© −i(θσµθ̄)∂µs⇒ 6©

Devemos ter em mente que, sem importar qual seja a combinação escolhida para
multiplicar os supercampos, nossa ação será consitituída pelo termo proporcional
a θ̄2θ2. Assim, a nossa estratégia consistirá em multiplicar convenientemente os
termos numerados do 1© até 6©, de modo que temos que multiplicar os termos
para que reproduzam a estrutura de campos em (3.21) e ao mesmo tempo dêm
conta da mais alta potência nas variáveis de Grassmann. Por último, temos que
ter cuidado para que todos os índices das representações de Lorentz estejam satu-
rados. Com todas estas regras, percebemos, sem muita dificulatade, que há uma
combinação possível é o produto dos termos 3© 4© 5©. Assim temos:
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3© 4© 5© = s θ̄2(σκρ) β
α θβ(σλγ) β

α θβFλγFκρ. (3.22)

Utilizando a parte totalmente antisimétrica de σκρσλγ, e deslocando uma
derivada de uma das intensidades de campo, chegamos à seguinte forma

3© 4© 5© ∼ ∂µsε
µναβAνFαβ θ̄

2θ2. (3.23)

Isto nos indica que a ação em supercampos que contém o termo CPT-ímpar é da
forma ∼ Wα(DαV )S, ao qual será acrescentado seu Hermiteano conjugado para
garantir a realidade da ação. Logo, a proposta para a extensão supersimétrica do
termo de Chern-Simons que viola a simetria de Lorentz é escrita em superespaço-
N=1 sob a forma:

SCPT−ímpar =
∫
d4x d4θ{Wα(DαV )S + W̄α̇(D̄α̇V )S̄}. (3.24)

A expressão em campos componentes segue abaixo:

S
(SUSY )
Maxwell + S

(SUSY )
CPT-ímpar =

∫
d4x

[
−
[

1
4 + (s+ s∗)

2

]
FµνF

µν+

i

2∂µ(s− s∗)εµαβνFαβAν + [2 + 4(s+ s∗)]D2

− (1
2 + 2s)iλσµ∂µλ̄− (1

2 + 2s∗)iλ̄σ̄µ∂µλ

−
√

2λσµνψFµν +
√

2λ̄σ̄µνψ̄Fµν
+λλF + λ̄λ̄F ∗ − 2

√
2λψD − 2

√
2λ̄ψ̄D

]
. (3.25)

Como podemos ver, a Eletrodinâmica de Carroll-Field-Jackiw é reproduzida,
fixando-se convenientemente a componente bosônica do supercampo S como
segue:

(s+ s∗) = 0 e (s− s∗) = − i2vµx
µ. (3.26)

Deste modo, o quadrivetor constante, vµ, que realiza a quebra da simetria de
Lorentz no modelo clássico é acomodado dentro do supercampo de fundo e se
obtém do gradiente da parte imaginária do escalar complexo s. A supersimetria,
então, fixa que o vetor de fundo, vµ, seja necessariamente dado pelo gradiente de
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uma função escalar, o que assegura a invariância de gauge do termo que viola a
simetria de Lorentz.

Agora que já identificamos o campo de fundo, vµ, passemos a analisar as
transformações de SUSY para o supercampo de fundo, S:

δs =
√

2εψ
δψα =

√
2Fεα + i

√
2σµαα̇ε̄α̇∂µs

δF = i
√

2ε̄α̇σµα̇α∂µψα. (3.27)

Para que vµ seja constante, necessariamente ∂µs 6= 0. Logo, para uma configu-
ração do tipo: S =

{
∂µs 6= 0, ψ = 0, F = 0

}
, vemos que é inevitável a quebra da

SUSY. É neste sentido que diremos que a quebra da simetria de Lorentz induz a
quebra da SUSY.

Este ponto é central em toda nossa proposta. O critério para se estabele-
cer uma quebra que não seja explícita da SUSY é através da emergência de um
férmion de Goldstone; em nosso caso especial, a geração de δψα 6= 0. Nos trata-
mentos convencionais, δψα 6= 0 através de uma configuração não-trivial constante
do campo F , δψα =

√
2εαF 6= 0, com ∂µs = 0. O escalar auxiliar F 6= 0 induz o

modo fermiônico de Goldstone.
A abordagem que estabelecemos aqui foge a este mecanismo:

δψα 6= 0 porque ∂µs 6= 0. (3.28)

Desta forma, ∂µs ≡ vµ, estabelece uma direção privilegiada no espaço-tempo e
esta anisotropia, que quebra a simetria de Lorentz, induz a geração do modo
fermiônico de Goldstone, ∂Ψ 6= 0, configurando assim a quebra (espontânea de
SUSY). Insistimos neste ponto, pois é esta abordagem que difere a nossa proposta
dos demais cenários de SUSY com LSV.
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3.4 Supersimetrização do Termo CPT-par

Agora, a nossa tarefa é supersimetrizar a ação:

S =
∫
d4x(kF )µναβF µνFαβ =

∫
d4x

1
4

(1
2ξµξνF

µ
κF

κν + 1
8ξρξ

ρFµνF
µν
)
. (3.29)

Como no caso anterior, o primeiro passo será decidir onde podemos localizar o
fundo vetorial, ξµ. No trabalho da Ref.[50], dois caminhos foram sugeridos para
implementar uma extensão supersimétrica: 1) ξµ pode aparecer como o gradiente
de um escalar (Neste caso, a LSV está presente em um supercampo quiral) ou
2) um vetor completo (com componentes transversais e longitudinais); no último
caso, ξµ deve ser a componente vetorial de um supercampo escalar real, que se
denomina supercampo vetorial.

3.4.1 Escolha do Supercampo Quiral

Neste caminho, escolhe-se por identificar o vetor de fundo, ξµ, com o gradiente
do campo escalar complexo, S, que pertence a o supermultipleto Ω:

Ω(x) = S(x) +
√

2θζ(x) + iθσµθ̄∂µS(x) +

θ2G(x) + i√
2
θ2θ̄σ̄µ∂µζ(x)− 1

4 θ̄
2θ2�S(x). (3.30)

Dado que aqui ξµ é um vetor complexo, a supersimetria modifica um pouco a
forma do tensor (kF )µναβ, de modo que este é construído como segue:

κ̃µν = 1
2(∂µS∂νS∗ + ∂νS∂µS

∗) + 1
4ηµν(∂κS∂

κS∗). (3.31)

(kF )µναβ = 1
2(ηµακ̃νβ − ηµβκ̃να + ηνβκ̃µα − ηνακ̃µβ). (3.32)

Isto ficará claro observando-se a forma do setor puramente fotônico da ação que
se propõe em seguida (na verdade, como veremos abaixo, a Eq.(3.35)).
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A ação em supercampos que incorpora o termo CPT-par é proposto como:

S
(SUSY )
CPT-par =

∫
d4xd2θd2θ̄

[
(DαΩ)Wα(D̄α̇Ω̄)W̄ α̇ + h.c

]
. (3.33)

Contrariamente ao caso ímpar, onde tínhamos uma expressão relativamente
simples para a ação em campos componentes, a ação do caso par é extremamente
complexa. Para tal, é pertinente que, se desejamos derivar alguma fenomenologia,
temos que simplificar estas expressões. Isto será possível se adotarmos valores
particulares para as componentes do supercampo de fundo, Ω.

A expansão de nossa ação completa é organizada da forma que se segue:

S
(SUSY )
CPT-par = Sférm + Sbós + Smisto, (3.34)

com cada setor dado por:

Sbós =
∫
d4x

[
D2(32|G|2 + 16∂µS∂µS∗) + 8iDF µν(∂µS∂νS∗ − ∂µS∗∂νS)

−8F µκF ν
κ (∂µS∂νS∗ + ∂µS

∗∂νS)− 4F µνFµν∂ρS∂
ρS∗

]
, (3.35)

Sférm =
∫
d4x

[ 1
2∂λζσ

µ∂µζ̄λσ
λλ̄+ 1

2∂λζσ
µλ̄λσλ∂µζ̄ + 2∂µζ∂µλζ̄λ̄+

−1
2∂λζσ

λ∂µζ̄λσ
µλ̄− 2∂λζσλσ̄µ∂µλζ̄λ̄−

1
2λσ

λσ̄µ∂λζζ̄∂µλ̄+

−1
2ζλζ̄�λ̄− ζλ∂µζ̄ σ̄

µστ∂τ λ̄+ 1
2ζλ∂µλ̄σ̄

νσµ∂ν ζ̄ +

+1
2∂µζσ

µσ̄νλζ̄∂νλ̄−
1

2
√

2
ζ�λζ̄λ̄− 1

2ζ∂νλ∂µλ̄σ̄
µσν ζ̄ +

−1
2ζ∂νλ∂µζ̄ σ̄

νσµλ̄+ ζ∂µλζ̄∂
µλ̄− 2ζσµ∂µλ̄ζ̄σ̄ν∂νλ+ h.c.

]
, (3.36)
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Smisto =
∫
d4x

[
− 4iD2ζσµ∂µζ̄ − 2

√
2iDG∗ζσµ∂µλ̄+ 2

√
2D∂νλσν σ̄µζ∂µS∗ +

2Dζσν∂µζ̄F µ
ν + iDετρµνζσν∂µζ̄Fτρ +

√
2G∗ζσµ∂νλ̄F ν

µ +
i√
2
G∗ετρµνζσν∂µλ̄Fτρ +

√
2iζστ σ̄ν∂νλ∂µS∗F µ

τ +

− 1√
2
ετρµλζσλσ̄

ν∂µS
∗∂νλFτρ − 4

√
2iG∗Dζσµ∂µλ̄+

+2
√

2Dζ∂µλ∂µS∗ −
i√
2
εµνκτζ∂τλ∂µS

∗Fνκ + 1
2
√

2
εµνκτζ∂τλ∂µS

∗Fνκ +

−4iD2ζ̄ σ̄µ∂µζ − 2Dζ̄σ̄ν∂µζF µ
ν + iDενκµρζ̄ σ̄ρ∂µζFνκ +

+2
√

2iDG∗∂µζσµλ̄+ 2D∂µστ ζ̄F µ
τ + iDετρµν∂µζσν ζ̄Fτρ +

2∂µζστ σ̄νκζ̄FνκF µ
τ + iετρµλ∂µζσλσ̄

νκζ̄FτρFνκ +
√

2G∗∂µζστ λ̄F µ
τ

−2iG∂νλσν σ̄µλ∂µS∗ + 4
√

2iGD∂µλσµζ̄ − 2
√

2iGDζ̄σ̄µ∂µλ+

−
√

2Gζ̄σ̄µ∂τλF τ
µ + i√

2
Gεµντρζ̄ σ̄ρ∂τλFµν − 2i|G|2λ̄σ̄µ∂µλ+

+ i√
2
G∗ετρµν∂µζσνλ̄Fτρ − 2

√
2iGDλσµ∂µζ̄ + 2i|G|2λσµ∂µλ̄+

2
√

2D∂µSζ̄∂µλ̄+
√

2i∂µ(λ̄ζ̄)∂λSF λµ − 1√
2
εµλτρ∂µ(λ̄ζ̄)∂λSFτρ +

−2
√

2Dλ̄∂µζ̄∂µS + 2
√

2Dζ̄σ̄µσν∂νλ̄∂µS −
√

2iζ̄σ̄νσµ∂µλ̄Fνλ∂λS +

− 1√
2
ενκλρζ̄ σ̄ρσ

µ∂µλ̄Fνκ∂λS + 2G∗λ̄σ̄µσν∂νλ̄∂µS − 2
√

2∂µS∂µDζ̄λ̄+

+
√

2D∂νζσν σ̄µλ∂µS∗ −
i√
2
σ̄λ∂λζλσ

ν∂µS
∗F µ

ν −
1
2∂λζσ

λλ̄λσµ∂µζ̄ +

+ 1
2
√

2
εµνκρλσρσ̄

λ∂λζ∂µS
∗Fνκ −

i√
2
∂ρζσ

ν σ̄ρλ∂µS
∗F µ

ν +

− 1
2
√

2
εµνκα∂λζσασ̄

λλ∂µS
∗Fνκ +

√
2Dλσλσ̄µ∂λζ∂µS∗ + h.c.

]
. (3.37)

Se observamos cuidadosamente, podemos perceber que nossa ação tem uma
depêndencia no campo auxiliar, D, da forma αD2 +βD com α e β sendo funções
dos campos componentes e a intensidade de campo: α, β = f(F µν , λ, S, ζ, G, ).
Eventualmente, ao incorporarmos o termo cinético (super-ação de Maxwell), ter-
emos que acrescentar o termo 2D2, de modo que, ao se calcular a equação de
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movimento para D ( δS
δD

= 0) , encontramos que D = − β

2(2 + α) . Este valor,
quando substituído na ação, fornece uma contribuição do tipo:

(Contr. D) = −
∫
d4x

β2

4(2 + α) . (3.38)

No caso mais geral, esta última expressão é extremamente longa fornecendo ter-
mos na ação que serão agrupados em setores FF , F̃ F̃ , FF̃ , λλ, λλ̄, λ̄λ̄ e Fλ. O
leitor interessado na forma explícita destes termos poderá consultar a ref. [51];
porém, não é o propósito deste tese tratar o caso mais geral da Eq.(3.39). No
próximo capítulo, trabalharemos uma forma particular desta contribuição.

3.4.2 Supercampo vetorial

A segunda proposta para supersimetrizar o termo CPT-par afasta-se um pouco do
método até aqui descrito para construir super-ações compatíveis com a violação
da simetria de Lorentz. A diferença é que, neste caso a supersimetria não dá
conta da forma do vetor de fundo; ao contrário, este é intruduzido a priori, como
a componente, ξµ, de um supermultipleto vetorial constante Ξ:

Ξ = C + θχ+ θ̄χ̄+ θ2M + θ̄2M∗ + θσµθ̄ξµ + θ2θ̄ψ̄ + θ̄2θψ + θ2θ̄2B. (3.39)

Dado que, aqui, o supercampo vetorial Ξ não busca representar o campo de
Maxwell Aµ, não vamos impor sobre ele a condição de invariância de gauge (que
elimina um grau de liberdade de Aµ). Logo, a simplificação de componentes que
se tinha no caso do VWZ não pode ser aplicada a Ξ.

Para este caso especial, onde Ξ não tem dependência em xµ, as transformações
de SUSY para o supercampo vetorial são simplificadas, e adquirem a forma listada
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abaixo:

δC = εαχα + ε̄α̇χ̄
α̇ ,

δχα = 2Mεα + σµαα̇ε̄
α̇ξµ,

δχ̄α̇ = −εασµ
αβ̇
εβ̇α̇ξµ + 2M∗ε̄α̇,

δM = ε̄α̇ψ̄
α̇,

δM∗ = εαψα,

δξµ = εασµαα̇ψ̄
α̇ − ε̄α̇σ̄µα̇αψα,

δψ̄α̇ = 2ε̄α̇B,
δψβ = 2εβB,
δB = 0. (3.40)

Podemos observar, de forma imediata, que a SUSY é quebrada desde o inicio em
virtude do caráter constante do supercampo Ξ. De novo, é o modo fermiônico χα
a assinalar a quebra de SUSY, através do fundo não trivial ξµ. χα é, neste caso
particular de cenário supersimétrico, o férmion de Goldstone que aparece como
pertubação em torno do fundo ξµ.

A proposta dos autores de [51] para a super-ação que contém o termo CPT-par
é como segue:

S = k
∫
d4x d2θ d2θ̄

{
(DαΞ)Wα(D̄α̇Ξ)W̄ α̇ + h.c.

}
, (3.41)

e cuja expansão completa em campos componentes é organizada da seguinte
forma:

S = k
∫
d4xd2θd2θ̄

{
(DαΞ)Wα(D̄α̇Ξ)W̄ α̇ + h.c.

}
= Sbós + Sférm + Smisto,

(3.42)

onde:
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Sbós = k
∫
d4x

{
ξµξνF

ν
κF

κµ + 1
4ξκξ

κFµνF
µν +

i

4ξνξµε
ντρκFτρF

µ
κ − 2D2ξµξ

µ + 8|M |2D2 + h.c.
}
, (3.43)

Sférm = k
∫
d4x

{
− iψσµ∂µλ̄χ̄λ̄+ ψλψ̄λ̄+ i

2∂µλσ
µψ̄χ̄λ̄+ ψλ∂µλσ

µχ̄+

− i2λσ
µχ̄∂µλ̄+ λ2ψ̄λ̄+ iχλ∂µλσ

µψ̄ − iχλψσµ∂µλ̄+ h.c.
}
, (3.44)
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e

Smisto = k
∫
d4x

{
− 3

4iχλξµ∂
µD − 1

2χλξµ∂νF
ν
µ +

− i2χλε
αβµνξν∂αFβµ + 4χλBD +Dχσµχ̄∂νF

ν
µ

i

4Dε
αβµνχσνχ̄∂αFβµ − 6iDM∗χσµ∂µλ̄+ iD∂νλσ

ν σ̄µχξµ

−4D2χψ − i

2χσ
τ χ̄Fτρ∂νF

νρ + 1
4ε

τρκαχσαχ̄Fτρ∂νF
ν
κ +

+1
4ε

λνκρχστ χ̄Fτρ∂λFνκ + i

8ε
µναβετρβκχσ

κχ̄Fτρ∂µFνα +

+M∗χστ∂νλ̄F
ν

τ + i

2M
∗ετρµαχσα∂µλ̄Fτρ + 1

2χσ
τ σ̄ν∂νλξµF

µ
τ +

+ i

4ε
τρµασασ̄

ν∂νλξµFτρ − 2DχστρλFτρ + 1
2χ∂µλχ̄∂

µλ̄+

+iχ∂µλξµ − χ̄σ̄νχ∂µDF µ
ν + i

2ε
νκµαχ̄σ̄αχ∂µDFνκ +

+iMD∂µλσ
µχ̄+ i

2Mλσκχ̄∂µF
µ
κ −

1
4Mεµνκαλσαχ̄∂µDFνκ +

−i|M |2λσµ∂µλ̄+ iM∂νλσ
ν σ̄µλξµ − 4MDλ2

−1
2 χ̄σ̄

ν∂µλF
µ

ν + i

4ε
νκµαχ̄σ̄α∂µλFνκ + i

2M
∗∂µλσ

µλ̄+

+iλσµ∂νλ̄ξνξµ −
i

2λσ
µ∂µλ̄ξνξ

ν − 1
2ε

βνµαλσα∂νλ̄ξβξµ +

+1
2ε

νκµαλσαψ̄ξµFνκ −Bλσµλ̄ξµ + χ̄∂νλ̄ξµF
µν +

+ i

2ε
τρνµχ̄∂νλ̄ξµFτρ −

i

2 λ̄σ̄
ρλξµF

µ
ρ −

1
4ε

µτραλ̄σ̄αλξµFτρ +

−iD∂µλ̄σ̄µσνχ̄ξν + 1
2∂µλ̄σ̄

µσκχ̄ξνF
ν
κ + i

4ε
λνκρ∂µλ̄σ̄

µσρχ̄ξλFνκ +

−iM∗∂µλ̄σ̄
µσνλ̄ξν −

1
2 χ̄λ̄ξµ∂νF

µν + i

4 χ̄λ̄ε
τρναξα∂νFτρ +

−1
2D

2χ̄ψ̄ +Dχ̄σ̄νκψ̄Fνκ − 2M∗Dψ̄λ̄− i

2ψσ
τ λ̄ξµF

µ
τ +

+1
4ε

τρµαψσαλ̄ξµFτρ −Bλσµλ̄ξµ + 4BDχ̄λ̄+ h.c.
}
. (3.45)
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Esta última expressão, sobretudo, parece intratável. Entretanto com o auxílio
de varios truques da álgebra espinorial e de aspectos das representações espinorias
do grupo de Lorentz, poderemos trazer esta expressão, em termos de espinores
de Majorana com 4 componentes, para uma forma muito mais compacta, o que
facilitará enormemente as nossas discussões futuras.
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Capítulo 4

Fótons, Fotinos e Relações de
Dispersão

No Capítulo anterior, vimos as propostas de ações supersimétricas para os se-
tores par e ímpar e sua estrutura detalhada em campos componentes; contudo,
faz-se necessário torná-la mais apresentáveis se desejamos ter termos de expressões
manipuláveis que nos permitam obter resultados práticos. Neste Capítulo, nos-
sos esforços serão encaminhados no sentido de reduzir os Lagrangeanos obtidos,
fazendo escolhas particulares em nosso conjunto de parâmetros livres, priorizando
sobretudo aqueles que representam os parceiros supersimétricos dentro do super-
multipleto de fundo. Também, discutiremos o procedimento para encontrar as
relações de dispersão em cada caso e analisaremos os espectros de massa obtidos.
Por último, preparemos o terreno para nosso próximo Capítulo, chegando a ações
efetivas para o setor fotônico.

4.1 O Caso CPT-ímpar

Comecemos, em primeiro lugar, com o caso CPT-ímpar, que é o mais simples
e delineará o método a seguir para os casos complexos. Nosso primeiro passo
será reescrever a ação (3.25) em função de espinores de 4-componentes; para
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isto definiremos os seguintes 4-espinores: Λ̄ =
 λ

λ̄

 que descrevera o fotino,

e Ψ̄ =
 ψ

ψ̄

 que representa a componente fermiônica do supermultipleto de

fundo, S. Uma vez feita esta reescritura, procederemos à eliminação do campo
auxiliar, D, da ação por meio das equações de Euler-Lagrange. Ao fazer isto,
eventualmente, teremos produtos de bilinares fermiônicos que serão colocados em
uma forma conveniente, utilizando a técnica dos rearranjamentos de Fierz (ver
Apêndice A). Ao seguir o método descrito, nossa ação assume, agora uma forma
mais amigável, como mostrado a seguir:

SCPT−ímpar =
∫
d4x
[
−1

4FµνF
µν + 1

4vµε
µαβνFαβAν −

i

2Λ̄γ̄µ∂µΛ

+
(
Re(F ) + 1

4Ψ̄Ψ
)

Λ̄Λ− i
(
Im(F ) + 1

4iΨ̄γ5Ψ
)

Λ̄γ5Λ

−1
4
(
vµ + Ψ̄γµγ5Ψ

)
(Λ̄γµγ5Λ) +

√
2Λ̄γµνγ5ΨFµν

]
. (4.1)

Pode-se apreciar, nesta ação, como uma consequência dos rearranjamentos es-
pinoriais, o aparecimento de bilinares formados pelo campo espinorial de fundo,
Ψ, e que, junto ao campo escalar, F , fornece termos tipo-massa para o setor do
fotino. Estes bilineares a que acabamos de nos referir serão denominados, de
agora em diante, condensados fermiônicos. Serão denotados por:

Θ = Ψ̄Ψ,
τ = Ψ̄γ5Ψ,

Cµ = Ψ̄γµγ5Ψ.

Já que Ψ é um espinor de Majorana, podemos mostrar que Θ é um condensado
real, que τ é um imaginário puro e que Cµ é um pseudo-vetor com componentes
reais. Aliás, em virtude dos rearranjamentos de Fierz e da natureza Grassmaniana
das componentes de Ψ, chegamos às seguintes relações:

Θ2 = −τ 2 = −1
4CµC

µ. (4.2)
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Tais relações impõem severas restrições sobre nossos condesandos. No seguinte
parágrafo, vamos enumerar as suas consequências:

• Cµ não pode ser de tipo-espaço, já que Θ2 = −τ 2 > 0.

• Cµ = 0 tem como consequência que Θ = τ = 0, de modo que nenhum
condesado sobrevive.

• Se Θ = τ = 0, então Cµ é de tipo-luz.

• Se Cµ é tipo-tempo então Θ 6= 0 e τ 6= 0. Neste caso especial, todos os
condesandos contribuem simultaneamente.

Antes de prosseguir, não podemos deixar de apontar como é que a quebra da
simetria de Lorentz implica necessariamente no surgimento de uma classe de
partículas fermiônicas, os modos de Goldstino. Para esclarecer esto fato analise-
mos a transformação de SUSY do campo de fundo Ψ.

δΨ = ∂µ(A−Bγ5)γµε+ fε+ gγ5ε, (4.3)

onde ε é o espinor de Majorana que parametriza a transformação, A e B são
respectivamente a parte real e imaginária do campo s, e f e g são as partes real
e imaginária do campo auxiliar F . A transformação mostra que, mesmo no caso
no caso em que f = g = 0, a variação δΨ 6= 0, já que ∂µB é não trivial (de
fato ∂µB = −1

4vµ), o que identifica um férmion de Goldstone produzido como
uma pertubação com respeito ao background. Desta forma, a SUSY é quebrada
juntamente com a simetria de Lorentz.

Agora que a nossa ação já foi reescrita, vamos acomodar os campos Aµ e Λ

em um dubleto, Φ =
 Λ
Aµ

, uma vez que a LSV induz termos bilineares mistos

no fóton (Aµ) e no fotino (Λ). Em forma matricial a ação fica:

S =
∫
d4x

1
2ΦtO(CPT−impar)Φ =

∫
d4x

1
2
(

Λ̄a Aµ
) Jab Laν

Mµb Nµν

 Λb

Aν

 ,
(4.4)
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onde os blocos do operador O(CPT−impar) são:

Laν = 2
√

2(γµνγ5)abΨ∂µ
Mµb = 2

√
2Ψ̄(γνµγ5)ab∂ν

Jab = −i(γµ∂µ)ab + (2Re(F ) + Θ
2 )δab − i(2Im(F ) + i

τ

2)γab5 −
1
2 (vµ + Cµ) (γµγ5)ab

Nµν = �θµν − vρερλµν∂λ. (4.5)

Como é conhecido, se desejamos obter os propagadores de nosso modelo o que
temos que fazer é calcular a inversa do operador O(CPT−impar), porém é aqui que
surge uma primera dificuladade técnica em lidiar com a inversão desta super-
matriz, com setores bosõnicos e elementos fermiônicos. Para realizar esta tarefa
procederemos como indicado nas etapas abaixo.

Em geral se o nosso operador de onda, O, é representado sob a seguinte forma
matricial:

O =
 J L

M N

 , (4.6)

o operador inverso pode ser escrito como:

O−1 =
 X Y

W Z

 , (4.7)

onde as sub-matrizes X,Y , W e Z são encontradas como segue:

X = (J − LN−1M)−1

Y = J−1LW

W = −N−1MX

Z = (N −MJ−1L)−1. (4.8)

Estes blocos podem ser reescritos da seguente forma:

X ≡ (J − LN−1M)−1 = (1− J−1LN−1M)−1J−1

Z ≡ (N −MJ−1L)−1 = (1−N−1MJ−1L)−1N−1

Y ≡ −J−1L(N −MJ−1L)−1 = −J−1L(1−N−1MJ−1L)−1N−1

W ≡ −N−1M(J − LN−1M)−1 = −N−1M(1− J−1LN−1M)−1J−1. (4.9)
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Lembrando que, para nosso estudo, os blocos X e Z representam, nesta ordem,
os propagadores do fotino e fóton, as relações de dispersão para estas particulas
são estabelecidas se tomamos:

det(J − LN−1M) = ∆fotino = ∆F = 0
det(N −MJ−1L) = ∆fóton = ∆B = 0. (4.10)

Tomemos por exemplo o caso do fotino. O determinante que fornece a sua relação
de dispersão é:

det(J − LN−1M) = det(J)× det(1− J−1LN−1M), (4.11)

e, dado que 1− J−1LN−1M é inversível, reduzimos a relação de dispersão a:

det(J) = ∆F = 0. (4.12)

Seguindo um procedimento similar, para o fóton temos que a relação de dispersão
é dada, em forma reduzida, por:

det(N) = ∆B = 0. (4.13)

Voltando ao nosso caso de estudo, o modelo CPT-ímpar, a relação de disper-
são do fotino é dado pelo numerador da matriz inversa J−1, que pode, em sua
generalidade, ser escrita como:

J−1 = A14×4 +Bγ5 +Rµγ
µ + Sµγ

µγ5 + lµν , (4.14)
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e onde os coeficientes são expressos como segue:

A =
(

2Re(F ) + 1
2Θ

)(
4|F |2 + 3

2Θ2 + 2δ − p2 + v2

4 + 1
2(v, C)

)
/∆F ,

B = i
(

2Im(F ) + i

2Θ
)(

4|F |2 + 3
2Θ2 + 2δ − p2 + v2

4 + 1
2(v, C)

)
/∆F ,

Rµ =
[(
p2

2 + v2

8 + Θ2

4 + (v, C)
4 − 2|F |2 − δ

)
2pµ −

{(p, v) + (p, C)}
2 (vµ + Cµ)

]
/∆F ,

Sµ =
[(
p2

2 + v2

8 + Θ2

4 + (v, C)
4 − 2|F |2 − δ

)
(vµ + Cµ)− {(p, v) + (p, C)}pµ

]
/∆F ,

lµν =
[
−2(2Im(F ) + i

2τ)(pµvν + pµCν)− (2Re(F ) + 1
2Θ)(pαvβ + pαCβ)εαβµν

]
/∆F ,

∆F =
(

4|F |2 + 3
2Θ2 + 2δ − p2 + v2

4 + 1
2(v, C) + (p, v) + (p, C)

)
×(

4|F |2 + 3
2Θ2 + 2δ − p2 + v2

4 + 1
2(v, C)− (p, v)− (p, C)

)
+

p2(v2 + C2 + 2(v, C))

= p4 − p2[8|F |2 + 4δ − v2

2 − (v, C)]− 2(p, v)(p, C)− (p, v)2 +

(4|F |2 + 3
2Θ2 + 2δ + v2

4 + (v, C)
2 )2

com
δ = Re(F )Θ + iIm(F )τ (4.15)

Mesmo que só precisemos dar a forma de ∆F , escolhemos mostrar a expressão
completa da inversa de J , já que esta será relevante no próximo capítulo , além
de que o cálculo formal dos propagadores requer o cálculo desta matriz completa.

No caso do fóton, a relação de dispersão é dado por det(N) = 0; este caso já
foi discutido previamente e corresponde à expressão:

p4 + v2p2 − (v.p)2 = 0. (4.16)

Deste modo observa-se que só o campo vetorial de fundo, vµ, afeta os modos de
propagação do fóton. O escalar de fundo, F , e os condensados fermiônicos θ, τ
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e Cµ não influenciam os modos de propagação do fóton do tradicional modelo
não-supersimétrico de Carroll-Field-Jackiw.

De (4.15) e (4.16) vemos que vµ é o único parâmetro que aparece tanto na
relação de dispersão do fóton como na do fotino. Consideremos o caso particular:

Ψ = 0 e F = 0, (4.17)

devido a esta escolha, todos os condensados fermiônicos são desligados. Nesta
particular situação, a relação de dispersão para o fotino lê-se:

∆(fotino) = p4 − 1
2v

2p2 − (v.p)2 + 1
4v

4. (4.18)

Aqui, fica claro que um fóton sem massa, que de acordo com (4.18) é caraterizado
por (v.p) = 0, não é acompanhado por um fotino sem massa, uma vez que (v.p) =
0 não é um zero de ∆(fotino) quando p

2 = 0 é considerado. Isto confirma o fato que
a quebra da simetria de Lorentz induz uma quebra da SUSY, e que é evidenciada
pela separação entre as massas do fóton e o fotino na situação exemplificada. No
caso particular em que vµ é tipo-espaço ( ver Klinkhamer [38] ), um fóton sem
massa é acompanhado por um fotino massivo cuja massa é calculada como sendo:

m(fotino) = 1
2 |~v|, (4.19)

onde ~v e a componente espacial de vµ. Para esta situação particular, a separação
de massas do fóton-fotino é diretamente governada por vµ.
Por outro lado, se vµ é nulo e os condesados fermiônicos são todos não-triviais,
p2 = 0 é sempre um zero de (4.18) (de modo que um fóton sem massa está pre-
sente no espectro para o caso descrito), porém nunca é um zero do ∆(fotino);
desta forma, para este caso particular, um fotino sem massa nunca aparece, o
que é, novamente, compatível com o nosso cenário de supersimetria quebrada a
partir da LSV.

Finalmente é oportuno mencionar que os blocos M e L que, apesar de não
contribuírem aos espectros do fóton e do fotino, são relevantes para o cálculo do
progador do setor fóton-fotino e para a análise dos resíduos dos propagadores
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< AµAν >, < Λα Λβ > e < ΛαAµ > em seus respectivos polos.

4.2 O Caso CPT-par

Agora que já exploramos o método para estudar o espectro de nosso primeiro
modelo supersimetrizado, estamos prontos para abordar o caso CPT − par, o
qual exigirá um tratamento mais detalhado devido à sua complexidade. De fato,
já desde o inicio somos obrigados a fazer escolhas particulares nos parâmetros
do supercampo de fundo, Ω, de modo que o Lagrangeano (3.35-3.37) possa ser
tratado de forma mais objetiva. Ao proceder deste modo, a escolha na qual S é
linear em xµ (S = ζµx

µ, ζµ = cte), ∂µξ = 0 e G = 0 não só é conveniente, como
também é compatível com a SUSY e reproduz corretamente o termo kF .

Uma vez que nossa escolha é implementada no Lagrangeano e, após definir os
4-espinores Z = (ξ ξ̄) e Λ = (λ λ̄) além de utilizar os rearranjamentos de Fierz,
como fizemos no caso ímpar, chegamos à com a expressão mais simples para ação:

Sbóson =
∫
d4x

[
D2(32|G|2 + 16∂µS∂µS∗) + 8iDF µν(∂µS∂νS∗ − ∂µS∗∂νS)

− 8F µκF ν
κ (∂µS∂νS∗ + ∂µS

∗∂νS)− 4F µνFµν∂αS∂αS
∗
]

(4.20a)

Sferm =
∫
dx4(CµΛ̄γνγ5∂µ∂νΛ + qCµΛ̄γµγ5�Λ) , onde: q = 4−

√
2

16
(4.20b)
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Smisto =
∫
d4x

[
D
(

10
√

2Re(∂µS)(Z̄∂µΛ)− 8
√

2iRe(∂µS)(Z̄Σµν∂νΛ)

8
√

2Im(∂µS)(Z̄Σµνγ5∂νΛ) + 10
√

2iIm(∂µS)(Z̄γ5∂
µΛ)

)
− 3
√

2Im(∂νS)[∂µF µν ]Z̄Λ + 3
√

2Re(∂νS)[∂µF µν ]Z̄γ5Λ+
4
√

2i∂[νFµ]αIm(∂αS)Z̄ΣµνΛ + 4
√

2i∂[νF̃µ]αRe(∂αS)Z̄ΣµνΛ+

4
√

2∂[νFµ]αIm(∂αS)Z̄Σµνγ5Λ + 4
√

2∂[νF̃µ]αRe(∂αS)Z̄Σµνγ5Λ
]
.

(4.20c)

Para completar nossa simplificação, devemos eliminar o campo auxiliar, D;
contudo não devemos nos esquecer que nosso Lagrangeano só descreve o termo
supersimetrizado-kF ; portanto, antes de prosseguir, é necessário adicionar a super-
ação de Maxwell. Com isto, a ação total que incorpora todos os termos é da
forma:

S
(total)
CPT-par = S

(susy)
Maxwell + S

(susy)
CPT-par = S +

∫
d4x βD +

∫
d4xαD2. (4.21)

Eliminando, então, o campo auxiliar, chegamos a

S
(total)
CPT-par = S −

∫
dx4 β2

4(2 + α) , (4.22)

onde S denota a parte da ação que não tinha dependência em D, α e β são
expressos em termos das componentes de fundo e dos campos do setor de gauge
como se mostra a seguir :

α = 16(∂κS∂κS∗),
β = 16mµνF

µν + 10
√

2Re(∂µS)(Z̄∂µΛ)− 8
√

2iRe(∂µS)(Z̄Σµν∂νΛ) +
8
√

2Im(∂µS)(Z̄Σµνγ5∂νΛ) + 10
√

2iIm(∂µS)(Z̄γ5∂
µΛ), (4.23)

onde mµν = Re(∂µS)Im(∂νS)−Re(∂νS)Im(∂µS).

43



O cálculo de β2 novamente requer o uso dos rearranjamentos de Fierz e das
propriedades dos bilineares formados pelos espinores anticomutantes de Majo-
rana. Neste caso, os condensados fermiônicos são definidos de forma similar:

Θ = Z̄Z

τ = Z̄γ5Z

Cµ = Z̄γµγ5Z,

com a diferença de que, agora, a dimensão de [Θ] = M−1. Assim, encontramos
que a forma final para β2 é a seguinte:

β2 = Λ̄
(
ã+ b̃γ5 + w̃ργργ5

)
Λ +

16mαβF
αβ
[
10
√

2Re(∂µS)(Z̄∂µΛ)− 8
√

2iRe(∂µS)(Z̄Σµν∂νΛ) +

+8
√

2Im(∂µS)(Z̄Σµνγ5∂νΛ) + 10
√

2iIm(∂µS)(Z̄γ5∂
µΛ)

]
+256mµνmαβF

µνFαβ, (4.24)

onde os operadores diferenciais ã, b̃ e w̃ρ são definidos como:

ã = 42Θsαβ�ωαβ + 84iτRe(∂αS)Im(∂βS)�ωαβ + 8Θs� +
16iτRe(∂ρS)Im(∂ρS)�, (4.25)

b̃ = 42τsαβ�ωαβ + 84iΘRe(∂αS)Im(∂βS)�ωαβ + 8τs� +
16iΘRe(∂ρS)Im(∂ρS)�, (4.26)

w̃ρ =−4(1 + 8∂κS∂κS∗)]Cαdαρ, (4.27)

sendo

dαρ = −1
4(1 + 8∂κS∂κS∗)

×
[
− 50ηραtµν�ωµν + 40tακ(ηβαηκρ − ηκαηβρ)�ωαβ +

+40[Im(∂µS)Re(∂νS)−Re(∂µS)Im(∂νS)]ηκαε βρ
κν �ωµβ +

+8δακ (rκρµν + uκµνρ)�ωµν
]
, (4.28)
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Para chegarmos a última linha usamos:

rθαβρ = (ηθαενµβρ + ηραενµβθ + ηρβενµαθ + ηθβενµαρ)Re(∂νS)Im(∂µS), (4.29)

uθραβ = 2tθρηαβ − 2tθαηβρ − 2tβρηθα + tαβηθρ + t(2ηθαηβρ − ηαβηθρ), (4.30)

sαβ = Im(∂αS)Im(∂βS)−Re(∂αS)Re(∂βS), (4.31)

tαβ = Im(∂αS)Im(∂βS) +Re(∂αS)Re(∂βS), (4.32)

t = ηαβtαβ, (4.33)

s = ηαβsαβ, (4.34)

θαβ = ηαβ −
∂α∂β
�

, (4.35)

e
ωαβ = ∂α∂β

�
, (4.36)

sendo θαβ e ωαβ os usuais operadores de projeção transverso e longitudinal.

Finalmente incorporando o termo β2 na ação, obtem-se:

S(full) =
∫
dx4

[
−1

4F
µνFµν +KµναβF

µνFαβ − 64
(1 + 8∂ρS∂ρS∗)

mµνmαβF
µνFαβ

−Λ̄ ã

4(1 + 8∂κS∂κS∗)
Λ− Λ̄ b̃

4(1 + 8∂κS∂κS∗)
γ5Λ +

Λ̄
[
− (C, ∂)∂µ + q�Cµ + Cαdαµ

]
γµγ5Λ + 2Z̄NΛ

]
. (4.37)

Analisemos de perto a matriz, N , que realiza o acoplamento do fóton (Aµ) ao
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fotino (Λ) :

N =I(1) + iI(2)γ5 + iIµνΣµν , (4.38a)
com:

I(1) =− 3
2
√

2Im(∂µS)∂αFαµ + 20
√

2
(1 + 8∂κS∂κS∗)

mαβRe(∂ρS)∂ρFαβ, (4.38b)

I(2) =3
2
√

2Re(∂µS)∂αFαµ + 20
√

2i
(1 + 8∂κS∂κS∗)

mαβIm(∂ρS)∂ρFαβ, (4.38c)

Iµν =2
√

2
[
Im(∂αS)∂[νFµ]α +Re(∂αS)∂[νF̃µ]α

]
−

− 16
√

2
(1 + 8∂κS∂κS∗)

mαβRe(∂µS)∂νFαβ

√
2εαβµν

[
Re(∂ρS)∂αF̃ βρ − Im(∂ρS)∂αF̃ βρ

]
− 8

√
2

(1 + 8∂κS∂κS∗)
εαβµνmθλRe(∂αS)∂βF θλ. (4.38d)

Chamamos a atenção para o fato de que o termo misto Aµ−Λ aparece na forma
Z̄NΛ; a matriz N é escrita em termos das matrizes 1, γ5 e Σµν ,e os coeficientes
I(1), I(2) , Iµν contêm termos do campo de fundo S ( através de ∂µS) e da
intensidade de campo Fµν . De forma global, o termo Z̄NΛ é quadrático nas
componentes de fundo e quadrático (mas não-diagonal) nos graus de liberdade
do setor de gauge (Aµ e Λ).

A este ponto, estamos prontos para calcular as relações de dispersão do modelo
ímpar. Seguindo os mesmos passos que no caso anterior, vamos expressar (4.37)
em forma matricial:

S
(total)
CPT-par = 1

2

∫
dx4Ψ̄OCPT-parΨ, (4.39)

onde o operador matricial OCPT-par é dado por:

OCPT-par =
 M N

′

N
′

Q

 , (4.40)
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com as sub-matrices dadas como se mostra abaixo:

M =− ã

4(1 + 8∂κS∂κS∗)
14×4 −

b̃

4(1 + 8∂κS∂κS∗)
γ5+

− pµ

2 γµ +
(

(p, C)pµ − qp2Cµ + Cαdαµ

)
γµγ5 (4.41a)

Qµν =− 1
2� θµν + (Jµαβν − Jµανβ + Jαµνβ − Jαµβν)�ωαβ

onde (4.41b)

Jµαβν =Kµαβν −
64

(1 + 8∂ρS∂ρS∗)
mµαmβν (4.41c)

Notemos que, diferentemente do caso ímpar, a eliminação do campo auxiliar,
D, fornece uma nova contribuição para o tensor que quebra a simetria de Lorentz,
Kµναβ, e que fica expressa a traves do tensor Jµναβ. Porém, este termo adicional
é de quarta ordem nas potências dos campos componentes ∂µS, que, como será
discutido em breve, não representa uma contribição relevante, e pode ser descon-
siderado para a aproximação de primera ordem. Por outro lado, podemos ter
uma postura diferente e fazer a exigência de que o tensor Kµναβ deva permanecer
inalterado e manter sua forma original; assim, somos obrigados a anular a nova
contibuição, o que implica em zerar o tensor mµν . Se adotamos esta postura,
temos uma justificativa para fazer uma imposição sobre a realidade do gradiente
do campo S. A título de comparação, devemos nos lembrar que, no caso ímpar,
o gradiente de S foi escolhido como sendo imaginário puro a fim de reproduzir o
termo de Carroll-Field-Jackiw, enquanto que, no caso par, nenhuma restrição é
exigida sobre ∂µS a não ser que tenha valor constante.
Resumindo: da mesma forma que no caso ímpar, temos que exigir uma relação
para as partes real e imaginária do gradiente do campo de fundo S. As possibil-
idades que temos são fazer zero o valor da parte imaginária, ou da parte real, ou
fazer zero a combinação mµν = 0.

Um procedimento convencional consistiria em calcular explicitamente a in-
versa do operador de onda, O−1, para obter os propagadores Λ̄Λ, ΛAµ e AµAν
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cuja estrutura de polos corresponde às relações de dispersão. No entanto, se só
estamos interessados nas relações de dispersão para o fóton e o fotino, temos que
considerar apenas as matrizes M and Q, como já discutido previamente. Por-
tanto, os polos dos setores do fóton e o fotino são os zeros das equações detQ = 0
and detN = 0, respetivamente.

O propagador do fotino corresponde à matriz inversa M−1, cuja estrutura de
polos é dada no det M :

M−1 = A+Bγ5 + vθγ
θ + ωθγ

θγ5, (4.42)

cujos coeficientes lêem-se:

A = ãp2

16(1 + 8∂κS∂κS∗)∆F

(4.43a)

B =− b̃p2

16(1 + 8∂κS∂κS∗)∆F

(4.43b)

vµ =
[

ã2 − b̃2

16(1 + 8∂κS∂κS∗)2 −
p2

4 − w̃
2
]
pµ

2∆F

+ (w̃, p)w̃µ
∆F

(4.43c)

ωµ =(1− q)p2(p, C) pµ
2∆F

+ (Cαpβdαβ) pµ
2∆F

− p2

4∆F

[
(p, C)pµ − qp2Cµ + Cαdαµ

]
,

(4.43d)

e o denominador, ∆F , que aparece em cada um destes termos é da forma:

∆F =p4

16 − (p, w̃)2 − p2ã2

32(1 + 8k∂κS∂κS∗)2 + p2b̃2

32(1 + 8k∂κS∂κS∗)2 + p2

2 w̃
2.

(4.43e)

Podemos separar o denominador ∆F em duas partes: a primeira formada por ter-
mos até segunda ordem nas potências de ∂µS, e o segundo termo exclusivamente
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com potências mais altas em ∂µS:

∆F =p4Θ2∆̃ = p4Θ2
( 1

16Θ2 +
[
C(1)p2 + C(2)

µν p
µpν

]
+O(3)

)
, (4.44a)

onde

C(1) =(q2 − q − 1
2) +

[
1

(1 + 8∂µS∂µS∗)

]
(4q − 2)(ηµνtµν) (4.44b)

aC(2)
µν =

[
1

2(1 + 8∂µS∂µS∗)

]
[42q − 29]tµν . (4.44c)

O motivo desta divisão não é arbitrário. Já sabemos que os parâmetros que
realizam a quebra da simetria de Lorentz são muitos pequenos; portanto, se em
nossas relações aparecem termos que são muito menores que os ditos parâmetros,
podemos em boa aproximação, desconsiderá-los.
Lembrando que nosso parâmetro para a LSV, o tensor Kµναβ, é uma combinação
linear de bilineares em ∂µS, este é de segunda ordem, logo os termos de O(3)
ou maiores na Eq.(4.44) podem ser descartados. Também devemos notar que
o coeficiente C(2)

µν é muito menor que C(1), pois |tµν | << 1; portanto, para esta
aproximação, é possível remover o termo que mistura os momenta e encontrar
uma relação de dispersão simples para o fotino, dada por:

∆(aprox)
F = C(1)Θ2p4(p2 −m2) = 0, (4.45)

com
m2

(fotino) = − 1
16Θ2C(1).

(4.46)

Notemos que C(1) é negativo e que esta relação é uma boa aproximação, porém
não é exata, levando em onta todas as ordens nos parâmetros da quebra. Vale a
pena ter esta limitação em mente.

Aqui, ao contrário do modelo ímpar, a massa do fotino mostra uma dependên-
cia explicita no condesando Θ (tem dimensão de massa−1; ), aliás, lembrando os
limites experimentais para as componentes de kF (e portanto para o vector ξµ) e
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o valor de C(1) na Eq.(4.44) podemos ver, de fato, que só o condensado fermiônico
fixa a massa do fotino.
Assim, para um fotino na escala TeV, o condensado Θ é estimado ser de ordem
O(TeV−1) que corresponde a uma longitude de onda na escala sub-milimétrica.
Este resultado deve ser mais explorado, já que poderia apontar a uma quebra de
SUSY em regimes de energia dos aceleradores. É uma promissora perspectiva.

Por outro lado, a relação de dispersão do fóton é similar ao caso não-supersimétrico:

p0
± = (1 + ρ± σ)|p̄|, (4.47)

onde ρ = 1
2K̃

α
α and σ2 = 1

2(K̃αβ)2 − ρ2, with K̃αβ = Kαβµν p̂µp̂ν and p̂µ = pµ/|p̄|.

Notemos que, como no caso ímpar, a relação de dispersão do fóton nâo é
modificada pela presença de parceiros supersimétricos. Este é um aspecto que
merece uma maior reflexão.

4.3 Ações Efetivas

Nesta Seção vamos calcular as ações efetivas que resultam após se integrar o
campo fermiônico para os casos estudados ??. Para isto, eliminaremos os termos
que misturam os campos Aµ−Ψ por meio de redefinições consistentes no campo
do fotino que diagonalizem os operadores OCPT−par e OCPT−ímpar.

A forma de como é escolhida esta redefinição segue de uma simples inspeção de
nossos Lagrangeanos. Como já é costume, trabalharemos primeiro o caso ímpar,
onde serão mostrados os detalhes de nosso procedimento.
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S =
∫
d4x

[
− 1

4FµνF
µν − 1

4vµε
µναβFαβAν +

1
2Λ̄JΛ +

√
2Λ̄Σµνγ5ΨFµν

]
,

esta ação pode ser reescreta como:

=
∫
d4x

[
− 1

4FµνF
µν − 1

4vµε
µναβFαβAν +

1
2Λ̄J

(
Λ + J−1√2Σµνγ5ΨFµν

)
+
√

2
2 Λ̄Σµνγ5ΨFµν

]

o qual nos induce a escolher a seguinte redefinição para o campo fermiônico:

Υ = Λ + J−1√2Σµνγ5ΨFµν ,
Ῡ = Λ̄−

√
2Ψ̄γ5Σµν J̄−1Fµν .

Substituindo-se estos novos campos chegamos a:

=
∫
d4x

[
− 1

4FµνF
µν − 1

4vµε
µναβFαβAν +

1
2

(
Ῡ +
√

2Ψ̄γ5Σµν J̄−1Fµν

)
JΥ +

√
2

2 Λ̄Σµνγ5

(
Υ− J−1√2Σµνγ5Fµν

)
ΨFµν

]
= 1

2ῩJΥ− 1
4FµνF

µν − 1
4vµε

µναβFαβAν +

Fµν(Ψ̄Σµνγ5J
−1Σαβγ5Ψ)Fαβ. (4.48)

Aqui, observamos a não-localide presente na redefiniçõ do campo Υ; porém já
que se integrará o mesmo para eliminarmos o termo de mistura, a redefinição
é admissível. Também observamos a formação de um condesado fermiônico (e
que a mesmo tempo é um operador) cujo cálculo requer o uso da algebra das
matrizes γµ. O cálculo deste condensado (ver Apêndice B para detalhes) lava-nos
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à seguinte ação efetiva:

S
(efetivo)
fóton−ímpar

=
∫
d4x

[
− 1

4FµνF
µν − 1

4vµε
µναβFαβAν +

+Fµν
(1

4ΘA+ 1
4τB + 1

2CρS
ρ
)
F µν + Fµλ(2CµSν)F ρλ +

+Fµν
( i

4τA+ i

4ΘB
)
F̃ µν − 1

2τFµλl
λ
ν F̃

µν
]
, (4.49)

onde os coeficientes A,B, Sµ e lµν estão dados em (4.15).

Destacamos aqui que a supersimetrização do modelo de Carroll-Field-Jackiw
induz o aparecimento de termos axiônicos, FF̃ , que quebram a simetria CP, fato
que, como se verá em breve, é exclusivo deste caso.

O caso par segue um procedimento similar, onde, para desacoplar os campos,
utilizamos a seguente redefinição para o fotino: Υ = Λ + M−1N̄Z. Assim, após
se fazer a substituição, a ação efetiva assume a forma:

S
(efetivo)
fóton−par =

∫
d4x

[
L

(antigo)
fóton−par − Z̄(NM−1N̄)Z

]
=

∫
d4x

[
L

(antigo)
fóton−par − (I(1)I(1) − I(2)I(2) + 1

2IµνI
µν)(AΘ +Bτ)−

i(2I(1)I(2) − 1
2Iµν Ĩ

µν)(Aτ +BΘ) + (I(1)I(1) + I(2)I(2))ωρCρ

+1
2IµνI

µνωρC
ρ + 2I(1)IκρωκCρ − 2I(2)ĨκρωκCρ

]
. (4.50)

Na última expressão, L(antigo)
fóton−par, denota os termos puramente fotônicos da Eq.

(37); além disto, os coeficientes A,B e ωµ são definidos em (4.43). Finalmente,
I(1), I(2), Iµν e o dual Ĩµν sâo os coeficientes da matriz N , que é dada na Eq. (4.38)

Ao contrário do caso ímpar, todos os termos da ação efetiva, exceto L(antigo)
fóton−par,

estão multiplicados por termos que são quadráticos nos coeficientes I o que resulta
na aparição de termos de O(3)[∂µS] ou superiores e que, conforme nossos critérios
de aproximação, podem ser ignorados. Logo, a ação reduzida simplifica-se para
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a expressão (no espaço dos momenta):

S
(efetivo)
fóton−par =

∫
d4p

[
− 1

4FµνF
µν − 16tµνF µκF ν

κ − 4FµνF µν(tαβηαβ)
1
∆̃

(y4 −
1
8)tρλ

(
4p2F ρ

µ F µλ − ηρλp2FµνF
µν
)

+
1
∆̃

(5y
8 + 13

16)tρλ
(
pµpνF

µρF νλ
)]
, (4.51)

com ∆̃ definido pela Eq. (43)

Observamos aqui um aspecto comum a ambos os modelos: a presença de ter-
mos ∂F.∂F como os termos que possuem as derivadas mais altas; portanto, eles
são igualmente sensíveis na escalas de altas frequências. Fica como objeto de fu-
tura investigação, o estudo da birrefringência a partir de ações fotônicas efetivas
dos casos par e ímpar, como uma forma esperada de se encontrar peculiaridades
específicas de um ou outro caso no setor puramente fotônico. Este ponto será
encaminhado para futura análise.

No próximo Capítulo, exploraremos um pouco mais as consequências das ações
efetivas calculadas, focalizando nossa atenção no caso estático e calculando o
potencial de interação entre duas cargas opostas.
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Capítulo 5

Potenciais Inter-partícula

Neste Capítulo final, trabalharemos a energia de interação do ponto-de-vista do
formalismo das variáveis invariantes de gauge. Para isto, calcularemos o valor es-
perado do operador Hamiltoniano, H, no estado físico |Φ〉, que descreve as fontes.
A construção das quantidades H e |Φ〉 será o tema de discussão das seções deste
Capítulo.

5.1 Formalismo invariante de gauge

A física moderna das particulas elementares é fortemente sedimentada sobre as
teorias de gauge. As equacões de campo para estas teorias são invariantes per-
ante transformações de gauge. Pelo princípio de invariânça de gauge, todas as
grandezas físicas devem ser independentes do gauge utilizado. Por exemplo, os po-
tenciais eletromagnéticos, Aµ, são definidos a menos um gradiente de uma função
arbitrária, mas o tensor intensidade de campo eletromagnético é um observável
físico e é invariante de gauge. Em uma teoria de gauge quântica, espera-se que
todas as variáveis dinâmicas observaveis sejam invariantes de gauge. Na eletrod-
inâmica, o campo carregado, ψ(x), não cumpre este requisito pois altera sua fase
sob uma transformação de gauge, ψ′ = exp(ieα(x))ψ, sendo α arbitrario.
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Quem primeiro se dedicou a contruir um campo equivalente a ψ, mas que seja
invariante de gauge, foi Dirac, que mostrou [54] que o campo composto

Ψ(x) = exp
[
− iq

h

∫
d4z cµ(x, z)Aµ(z)

]
ψ(x), (5.1)

é uma variável invariante de gauge sempre que o coeficiente cµ satisfazer a condição:

∂µc
µ(x, x′) = δ4(x− x′). (5.2)

Dado que a solução desta equação não é única, existem tantas descrições
invariantes de gauge quantas forem as funções cµ que verificam Eq.(5.2). Uma
solução de especial interesse é aquela denominada de ansatz da corda:

Ψ(x) = exp
[
− iq

h

∫
C−ξx

dzµAµ(z)
]
ψ(x), (5.3)

onde o argumento da exponencial é, agora, uma integral de linha sobre o contorno,
C, que é um caminho que une um ponto fixo, ξ, a x. Daqui podemos ver q
este ansantz translada a dependência de gauge a uma dependência na escolha
particular do contorno C.
Esta relação entre a escolha do gauge e o contorno de integração vem sendo
estudada nas Ref.[55]. Tomando C como uma linha reta, pode-se mostrar as
seguintes equivalências:

• Se C é parametrizado por uma reta, z = ξ+α(x−ξ), com α ∈ [0, 1] obtemos
o gauge de Fock-Schwinger [56]: (xµ − ξµ)Aµ = 0.

• Se C é parametrizado por uma reta tipo-espaço, ~z = ~ξ + α(~x − ~ξ), com
α ∈ [0, 1] e ξ0 = x0 = cte, obtemos o gauge de Poincaré.

• Se C é parametrizado por uma reta tipo-tempo, z0 = ξ0 + α(x0 − ξ0), com
α ∈ [0, 1] e ~ξ = ~x = cte, obtemos o gauge temporal.

• Se C é parametrizado por uma reta onde o ponto ξ é tomado no infinito
e z = x + αn, com α ∈ 〈−∞, 0] e n sendo um vetor unitario, obtemos o
gauge axial.
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No que sesegue, trabalharemos utilizando um contorno de integração retilíneo
tipo-espaço, de modo que a integral de linha na exponencial torna-se:∫

C−ξx
dzµAµ(z) =

∫ x

ξ
dziAi(z) =

∫ 1

0
dα ziAi(α~x− α~ξ). (5.4)

Passemos, agora, a discutir a interpretação do operador invariante de gauge,
Ψ. Seja |E〉 um auto-estado do operador de campo elétrico, Ei(x), com autovalor
εi(x), de modo que Ei(x)|E〉 = εi(x)|E〉; a ação que realiza Ψ no estado |E〉
pode ser derivada a partir de :

Ei(x)Ψ(y)|E〉 = Ψ(y)Ei(x)|E〉+ [Ei(x),Ψ(y)]|E〉,

=
(
εi(x) + q

∫ 1

0
dα yiδ(3)(α~y − ~x)

)
Ψ(y)|E〉,

onde o comutador entre os campos Ei e Ψ é calculado em [55]. Assim, podemos
ver que o operador Ψ(x) fornece uma contribuição ao campo elétrico. Isto se
interpreta dizendo que o operador Ψ(x) é responsável pela criação de um férmion
envolto por uma nuvem de campos de gauge. Na literatura, isto é chamado de
matéria vestida.

Para este caso específico, vemos que o elétron é acompanhado por um campo
elétrico estático restrito a uma linha (tubo) , já que a integral não é nula só no
contorno de integração.

Outro exemplo é aquele proposto por Dirac, onde se escolheu uma solução es-
fericamente simétrica para o coeficiente cµ na Eq.(5.2), de modo que o invariante
de gauge Ψ assume a forma:

Ψ(x) = exp
[
− iq

~
∂iAi
∇2

]
ψ(x), (5.5)

encontrado-se que:

Ei(x)Ψ(y)|E〉 =
(
εi(x)− q

4π
xi − yi

|~x− ~y|

)
Ψ(y)|E〉,
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que representa a criação de um elétron acompanhado por um campo elétrico
Coulombiano.

Finalmente, um estado interessante para nos é aquele formado por um par de
cargas opostas (férmion-antiférmion), onde o primeiro se encontra na posição ~y ′

e o segundo na posição ~y. Este estado é construído da seguinte forma:

|Φ〉 ≡ Ψ̄(~y)Ψ(~y ′) |0〉 ,

= ψ̄(y) exp
[
iq

~

∫ y

ξ
dziAi(z)− iq

~

∫ y′

ξ
dziAi(z)

]
ψ(~y ′) |0〉 ,

= ψ̄(y) exp
[
iq

~

∫ y

y′
dziAi(z)

]
ψ(~y ′) |0〉 ,

(5.6)

onde |0〉 é o estado físico do vácuo e a integral de linha é calculada ao longo de
um caminho tipo-espaço que conecta o ponto inicial, ~y, ao ponto final ~y ′ . Este
estado é o que será utilizado para calcular a energia de interação entre duas cargas
estáticas.

5.2 Hamiltonianos Estendidos

Nesta Seção nosso propósito será implementar o método desenvolvido por Dirac
para sistemas com vínculos. Construiremos os Hamiltonianos canônicos associ-
ados aos Lagrangeanos efetivos discutidos no Capítulo anterior, encontraremos
os vínculos secundários da teoria, eliminaremos os graus de liberdade não-físicos
mediante uma fixação de gauge e, finalmente, calcularemos os colchetes de Dirac.
Antes de iniciar, será conveniente fazer algumas considerações; em primeiro lugar,
devemos dizer que só estamos interessados no caso estático, para tanto eliminare-
mos qualquer derivada temporal em nossos Lagreangeanos. Assim, por exemplo,
teremos que substituir o D’Alembertiano, � = ∂µ∂

µ, pelo operador −∇2.

Em segundo lugar, serão necessárias algumas escolhas particulares para os
parâmetros presentes nos Lagrangeanos. Por exemplo, para o caso CPT-ímpar,
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trabalharemos o caso especial: vµ = 0, F 6= 0, δ 6= 0, Ci = 0 e C0 6= 0. Com esta
escolha nosso Lagrangeano assume a forma:

Límpar = −1
4Fµν

[ ∇4 − a∇2 + b2

∇4 −m1∇2 +m2
2

]
F µν − C2

0
2 Fi0

[ ∇2 +m2

∇4 −m1∇2 +m2
2

]
F i0

+Q2 Fµν
[ ∇2 −m2

∇4 −m1∇2 +m2
2

]
F̃ µν . (5.7)

Aqui, introduzimos o seguinte conjunto de parâmetros, por custões de conveniên-
cia:

a2 = m1 − (2P + C2
0), m1 = 8|F |2 + 4δ,

b2 = m2(m2 − C2
0), m2 = 8|F |2 + 3

2µ
2 + 2δ,

P = µ(2Re(F ) + µ

2 ) + iτ(2Im(F ) + i
τ

2), Q = 2iRe(F )τ − 2Im(F )µ.
(5.8)

As dimensões de massa para estes parâmetros estão organizadas a continu-
ação: [a] = [b] = 1 e [m1] = [m2] = [P ] = [Q] = 2

De forma análoga, no caso CPT-par, demandaremos que a única componente
não-nula do tensor tµν seja t00 6= 0; esta escolha é motivada pelo fato de não se
ter os momenta pµ misturados na relação de dispersão. Logo o Lagrangeano se
torna:

LPar = −1
4γFµν

(∇2 −M2)
(∇2 −m2) F

µν + 16t00Fi0F
i0 − A4

A2
t00Fi0

∇2

(∇2 −m2)F
i0

−A5

A2
t00F

i0 ∂i∂j
(∇2 −m2)F

j0. (5.9)

Novamente, introduzimos um conjunto de parâmetros que simplifica a notação:

γ = A3A2−A4tαα
A2

, A2 = −C(1),

M2 = A3A1
A3A2−A4tαα

, A3 = (1 + 16tαα) ,

m2 = A1
A2
, A4 = 4

(
y

4 −
1
8

)
,

A1 = 1
16Θ2 , A5 =

(5y
8 + 13

16

)
, (5.10)
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onde o analese dimensional mostra: [A2] = [A3] = [A4] = [A5] = [γ] = 0,
[m] = [M ] = 1 e [A1] = 2.

Para se construir os correspondentes Hamiltonianos, calcularemos em primeiro
lugar os momenta conjugados, Πµ:

Πµ = δL
δ(∂0Aµ) . (5.11)

De acordo com a definição (5.11), encontramos que os momenta canônicos con-
jugados para cada caso são:

Π0
(ímpar) = 0, (5.12)

Πi
(ímpar) = −

[ ∇4 − ξ2∇2 + ρ2

∇4 −m1∇2 +m2
2

]
F i0 −Q

[ ∇2 −m2

∇4 −m1∇2 +m2
2

]
Bi, (5.13)

Π0
(par) = 0, (5.14)

Πi
(par) = (α∇2 − β)

(∇2 −m2)F
i0 + 2A5

A2
t00

∂µ∂j
(∇2 −m2)F

j0, (5.15)

onde, na Eq.(5.15), definimos as variáveis α = γ − 32t00 + 2A4
A2

e β = γM2 −
32t00m

2. Similarmente na Eq. (5.13) definimos ξ2 = a2 + C2
0 e ρ2 = b2 −m2C

2
0 .

Alem disso temos: [α] = 0, [ξ] = 1 e [β] = [ρ] = 2.

Da Eq.(5.14) e Eq.(5.12), vemos que, para ambos os casos, o vínculo primário
é o mesmo,o qual, segundo a abordagem de Dirac, é escrito como uma equação
fraca Π0 ≈ 0.

Com as expressões para os Πµ calculadas, mostra-se que os Hamiltonianos
canônicos lêem-se:
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H
ímpar
C =

∫
d3x

−1
2Πi

∇4 −m1∇2 +m2
2

∇4 − ξ2∇2 + ρ2

Πi + 1
4Πi

[
∇2 −m2

2
∇4 − ξ2∇2 + ρ2

]
Bi +

+Q2 Πi

 ∇2 −m2
2

∇4 −m1∇2 +m2
2

Bi + 1
4Πi

∇4 −m1∇2 +m2
2

∇4 − ξ2∇2 + ρ2+

Πi.+

+Q2BiΠi − A0∂iΠi

, (5.16)

e ademais:

H
par
C =

∫
d3x

 −A0∂iΠi − 1
2Πi (∇2 −m2)

(α∇2 − β)Πi + 1
4Fij

(
∇2 −M2

∇2 −m2

)
F ij +

+1
2∂

i∂kΠk (∇2 −m2)
(∇2 + Ω2)2 (α∇2 − β)

∂i∂jΠj + A5

A2
t00 ×


(

(∇2 −m2)
(α∇2 − β)Πi + (∇2 −m2) ∂i∂kΠk

(∇2 + Ω2) (α∇2 − β)

)
∂i∂j

(∇2 −m2) ×(
(∇2 −m2)
(α∇2 − β)Πj + (∇2 −m2) ∂j∂mΠm

(∇2 + Ω2) (α∇2 − β)

) , (5.17)

onde 1
Ω2 = 2A2

A5
t00

1
α∇2 − β

.

O algoritmo de Dirac-Bergmann nos diz que, para encontrar os vínculos se-
cundários, temos que impor a condição de consistência. Esta condição é simples-
mente a validade, em cada instante de tempo, de nossso vínculo primário, Π0 ≈ 0.
Utilizando a equação de movimento para uma variável dinâmica , Ȧ ≈ {A,HC},
obtém-se o conhecido vínculo secundário, Γ1 = ∂iΠi ≈ 0. A conservação no
tempo de Γ1 não fornece nenhum novo vínculo, portanto o processo é retido neste
passo. Podemos observar que, apesar de se ter Hamiltonianos diferentes, temos
os mesmos vínculos que no caso tradicional; além disso, mostra-se facilmente que
eles são de primeira classe.
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Prosseguindo com o progama de Dirac para construir os Hamiltonianos re-
sponsáveis por gerar as translações no tempo como uma equação ordinária (ou
seja no sentido forte), devemos somar aos nossos Hamiltonianos canônicos uma
combinação linear dos vínculos, cujos coeficientes desempenham o papel de mul-
tiplicadores de Lagrange. Assim, o Hamiltoniano estendido escreve-se:

H = HC +
∫
d3x (c0 (x) Π0 (x) + c1 (x) Γ1 (x)) ,

onde c0 (x) and c1 (x) são funções arbitrárias do tempo e espaço.

Com um pouco de cuidado, pode-se ver que estes Hamiltonianos são passíveies
de simplificação. Em [57], Dirac concluiu que as variáveis Π0 e A0 podem ser
abandonadas por não possuirem significado físico. Para ver isto, lembremos que
Π0 = 0 para todo instante de tempo e a equação de movimento para A0, Ȧ0(x) =
{A0(x), H} = c0(x), nos diz que A0 é uma quantidade cuja derivada temporal é
uma função arbitrária. Logo, Π0 pode ser abandonado e o termo no Hamiltoniano
A0∂iΠi pode ser absorvido sem complicações, redifinindo a função c(p,i)(x) em
(5.16) e (5.16) . Após desta eliminação, os Hamiltonianos estendidos assumem
as formas:

H
ímpar
C =

∫
d3x

−1
2Πi

∇4 −m1∇2 +m2
2

∇4 − ξ2∇2 + ρ2

Πi + 1
4Πi

[
∇2 −m2

2
∇4 − ξ2∇2 + ρ2

]
Bi +

+Q2 Πi

 ∇2 −m2
2

∇4 −m1∇2 +m2
2

Bi + 1
4Fij

∇4 − a2∇2 + b2

∇4 − ξ2∇2 + ρ2

F ij +

+Q2BiΠi + c(i)(x)∂iΠi

 (5.18)
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H
par
C =

∫
d3x

 c(p)(x)∂iΠi − 1
2Πi (∇2 −m2)

(α∇2 − β)Πi + 1
4Fij

(
∇2 −M2

∇2 −m2

)
F ij +

+1
2∂

i∂kΠk (∇2 −m2)
(∇2 + Ω2)2 (α∇2 − β)

∂i∂jΠj + A5

A2
t00 ×


(

(∇2 −m2)
(α∇2 − β)Πi + (∇2 −m2) ∂i∂kΠk

(∇2 + Ω2) (α∇2 − β)

)
∂i∂j

(∇2 −m2) ×(
(∇2 −m2)
(α∇2 − β)Πj + (∇2 −m2) ∂j∂mΠm

(∇2 + Ω2) (α∇2 − β)

) , (5.19)

onde c(p,i)(x) = c
(p,i)
1 (x)− A0(x).

Chamamos atenção para o fato de que a presença da função arbitrária c(x)(p,i)

é indesejavel, já que não temos um modo dar a esta significado em uma teoria
quântica. Para evitar este problema, temos que impor uma vínculo de gauge ad-
hoc de modo que todos os vínculos da teoria sejam de segunda classe. Adotando
o enfoque da ref. [55], um vínculo particularmente conveniente é

Γ2 (x) ≡
∫
Cζx

dzνAν (z) ≡
1∫

0

dλxiAi (λx) = 0, (5.20)

Pode-se observar que, que sem perda de generalidade, podemos nos restringir
ao caso de ζ i = 0. Desta forma podemos constuir a matriz de vínculos, Mab =
{Γa,Γb}, que permitirá calcular os colchetes de Dirac para duas variaveis dinâmi-
cas, A e B, segundo a definição:

{A,B}(D) = {A,B} − {A,Γa}Mab{Γb, B} , onde Mab = M−1
ab . (5.21)

Em virtude de (5.21) pode-se mostrar que:{
Πi (x) ,Πj (y)

}
(D)

= 0, (5.22)

{Ai (x) , Aj (y)}(D) = 0, (5.23)
{
Ai (x) ,Πj (y)

}
(D)

= δ j
iδ

(3) (~x− ~y)− ∂xi
1∫

0

dλxjδ(3) (λ~x− ~y) . (5.24)
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A transição para o cenário quântico é realizada pela subsituição do colchete de
Dirac pelas relações de comutação entre operadores, de acordo a regra: {A,B}(D) →
(−i/~) [A,B].

Con ajuda da Eq.(5.24), podemos calcular os seguintes colchetes :

{Πk(x),Ψ(y)}(D) = iq

~

∫ 1

0
dλykδ

(3) (x− λy) Ψ(y), (5.25)

e {
Πk(x), Ψ̄(y)

}
(D)

= −iq
~

∫ 1

0
dλykδ

(3) (x− λy) Ψ̄(y), (5.26)

que são importantes porque permitem conhecer a forma do estado Πi(x)|Φ〉:

Πi (x) |Φ〉 = Ψ̄(y)Ψ(y′)Πi(x) |0〉+
([

Πi(x), Ψ̄ (y)
]

Ψ (y′) + Ψ̄(y) [Πi(x),Ψ (y′)]
)
|0〉 .

(5.27)
Utilizando os comutadores das eqs. (5.25) e (5.26) mostra-se que

Πi (x)
∣∣∣Ψ (y) Ψ (y′)

〉
= Ψ (y) Ψ (y′) Πi (x) |0〉+ q

∫ y′

y
dziδ

(3) (z− x) |Φ〉 . (5.28)

5.3 Energia de Interação

Agora que nos é claro como atua o operador de momento canônico no estado físico
|Φ〉, estamos preparados para determinar a energia de interação inter-partícula.
Temos que assinalar que os férmions serão considerados como tendo massa infinita
(caso estático), o que significa que não haverá campo magnético, que podemos
eliminar dos Hamiltonianos. Também, nesta aproximação, podemos ignorar o
campo ψ para efeitos de cálculos ja que ele se desacopla [58]. Assim, levando em
conta esta consideração o valor esperado do hamiltoniano no estado Φ reduz-se
a:

〈H〉Φ
ímpar = 〈Φ|

∫
d3x

1
2Πi

(∇4 −m1∇2 +m2
2

∇4 − ξ2∇2 + ρ2

)
Πi

|Φ〉. (5.29)
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〈H〉Φ
par = 〈Φ|

∫
d3x

−1
2Πi (∇2 −m2)

(α∇2 − β)Πi

|Φ〉. (5.30)

Utilizando (5.28), encontramos que, para os dois casos, o valor esperado do Hamil-
toniano apresenta a seguinte estrutura:

〈H〉Φ = 〈H〉0 + 〈H〉(1)
Φ + 〈H〉(2)

Φ , (5.31)

com 〈H〉0 = 〈0|H |0〉 sendo o valor esperado no vácuo , e 〈H〉(1)
Φ , 〈H〉(2)

Φ as con-
tribuições energéticas que interpretaremos como o potencial entre cargas opostas.

Em particular, para o caso CPT-ímpar temos que os termos 〈H〉ímpar (1)
Φ e

〈H〉ímpar,(2)
Φ estão dadas pelas intregais:

〈H〉ímpar (1)
Φ = − 1

4
√

1− 4ρ2/ξ4

{ ∫
d3x

∫ y′

y
dz′iδ

(3) (x− z′)×

[
(1 +

√
1− 4ρ2/ξ4) ∇2

∇2 −M2
1
− (1−

√
1− 4ρ2/ξ4) ∇2

∇2 −M2
2

]
×∫ y′

y
dziδ(3) (x− z)

}
, (5.32)

〈H〉ímpar (2)
Φ = 1

2(M2
1 −M2

2 )

{ ∫
d3x

∫ y′

y
dz′iδ

(3) (x− z′)×[
(m1M

2
1 −m2) 1

∇2 −M2
1
− (m2 −m1M

2
2 ) 1
∇2 −M2

2

]
×∫ y′

y
dziδ(3) (x− z)

}
, (5.33)

de forma análoga, para o caso CPT-par chegamos a:

〈H〉par (1)
Φ = − q

2

2α

∫
d3x

∫ y′

y
dz′iδ

(3) (x− z′)
1−

β/α
∇2

−1

x

∫ y′

y
dziδ(3) (x− z) ,

(5.34)
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〈H〉par (2)
Φ = q2m2

2α

∫
d3x

∫ y′

y
dz′iδ

(3) (x− z′)
 1
∇2 − β/α


x

∫ y′

y
dziδ(3) (x− z) .

(5.35)
Percebe-se de forma imediata, a dependência na distância entre os campos estáti-
cos externos para todas as integrais. Um guia de como devem ser calculadas as
integrais mostradas acima encontra-se em [63], onde se calcula a seguinte integral:

∫ y′

y
dziδ(3)(x− z) = (y′ − y)i

|y′ − y|
1

|x− y|2
×
∑
k,l

Y ∗lm(θ, φ)Ylm(θ′, φ′). (5.36)

Finalmente, após realizar estas integrações, pode-se mostrar que o potenciais
entre duas partículas carregadas opostas, a uma distância |~y ′ − ~y|, lêem-se:

V (par) = − q2

4πα
e−
√
β/α L

L
+ q2m2

8πα ln
(

1 + Λ2

β/α

)
L, (5.37)

V (ímpar) = − q2

4π
√

1− 4ρ2/ξ4

(1 +
√

1− 4ρ2/ξ4)e−M1L

2L −
(1−

√
1− 4ρ2/ξ4)e−M2L

2L

+

q2

8π
√
ξ4 − 4ρ2

(m1M
2
1 −m2

2) ln
(

1 + Λ2

M2
1

)
+ (m2 −m1M

2
2 ) ln

(
1 + Λ2

M2
2

).
(5.38)

Nas relações (5.37), (5.38) Λ é um cutoff ultravioleta e |y−y′| ≡ L. Devemos
destacar que este cutoff surge quando manipulamos as integrais divergentes (no
UV) (5.35) e (5.33). No presente nível de cálculos, devemos decidir acerca da
escolha de um cutoff adequado. Por exemplo, no caso par, seguindo cadeia de
definições para A1, A2, A3, A4, α, β, and γ, fica claro que o único polo que cor-
responde a uma massa física é exatamente a massa do fotino, previamente dada
na Eq. (4.46). Isto significa que o potencial derivado acima só tem sentido para
distâncias acima do comprimento de onda do fotino, λfotino ≡ m−1

fotino. Logo,
nos é permitido de fazer a identificação Λ(par) = mphotino.
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Com a escolha do cutoff realizada podemos concluir que, enquanto a inter-
ação estatica do par partícula-antipartícula se encontre dentro de um regime de
distâncias r > λphotino, a forma V , dada pela Eq. (5.37), é consistente e assume
a forma seguinte:

V (par) = − q2

4πα
e−
√
β/α L

L
+ q2m2

8πα ln
(

1 +
m2
photino

β/α

)
L. (5.39)

Um procedimento similar nos leva a propor um cutoff Λímpar = M1, logo o po-
tencial no caso CPT-ímpar lê-se:

V (ímpar) = − q2

4π
√

1− 4ρ2/ξ4

(1 +
√

1− 4ρ2/ξ4)e−M1L

2L −
(1−

√
1− 4ρ2/ξ4)e−M2L

2L

+

q2

8π
√
ξ4 − 4ρ2

(m1M
2
1 −m2

2) ln(2) + (m2 −m1M
2
2 ) ln

(
1 + M2

1
M2

2

)L (5.40)

Merece atenção a presença de uma tensão de corda finita (que é representada
pela constante no potencial linear) nas Eq. (5.37) e (5.38). Aliás, é interesante
notar que podemos falar sobre uma tensão de corda porque o quadro qualitativo
usual do confinamento, em termos de um fluxo elétrico que serve de ligação aos
quarks, se manifesta naturalmente no formalismo invariante de gauge usado neste
capítulo [52, 59, 60, 61, 62, 63, 64].
Fechamos este capítulo com os resultados finais para potenciais estáticos partpicula/anti-
partícula obtidos a partir das ações fotônicas efetivas que incorporam os conden-
sados fermiônicos que parametrizam simultaneamente a LSV e a quebra de SUSY.
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Capítulo 6

Reflexões Conclusivas e Futuros
Encaminhamentos

Ao longo desta Tese, exploramos as consequências de incorporar, de um modo
particular, a Supersimetria no setor de gauge Abeliano do SME. Esta inclusão,
que em princípio poderia parecer fora dos patrões, tem-se mostrado necessária,
uma vez que a origem da LSV reside em alguma teoria fundamental onde a SUSY
é uma peça-chave; por exemplo, em um cenário de supercordas. Na literatura,
diversos autores reconhecem esta necessidade, porém a forma de como realizar
esta implementação move-se no âmbito do especulativo. Isto se deve principal-
mente ao fato de que ainda não conhecemos exatamente como a Supersimetria
deve ser quebrada. Contrariamente aos progamas de supersimetrização iniciais,
onde se procurava manter a SUSY exata com o setor da LSV tratado como uma
deformação na geometria do superespaço, o enfoque abordado nesta Tese tem a
particularidade de propor um vínculo entre a quebra da SUSY e a violação da
simetria de Lorentz. Esta dependência traz o que considero um dos aspectos mais
interessantes do modelo: o surgimento de uma estrutura mais complexa para os
campos de fundo.
Assim, a supersimetria mostra que é possível a quebra de Lorentz mesmo se os
coeficientes clássicos do SME são zerados. Isto nos permite falar de um setor
fermiônico da teoria responsável pela LSV, com a presença de campos fermiôni-
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cos de natureza Grassmaniana que desempenham o papel de campos de fundo.
Neste ambiente, deve-se mencionar que, quando a quebra da simetria de Lorentz
é realizada e estes campos passam a ter um valor constante, os férmions super-
simétricos de fundo se condensam em bilineares. Desta forma, a contribuição
destes campos aos parâmetros da teoria e às grandezas físicas (como por exem-
plo as massas) é dado sempre através do fenômeno de condensação fermiônica.
Contudo, esta qualidade apresenta algumas dificultades de interpretação. Todos
os condensados têm a propriedade, em virtude de sua origem Grassmaniana, de
que as suas potências superiores a dois são nulas (lembremos que, por exemplo,
Θ3 = 0). Fisicamente, um parâmetro como a massa não deveria ter natureza
Grassmaniana. Poderíamos tentar reinterpretar este aspecto argumentando que,
ao nível Lagrangeano, os campos fermiônicos de fundo são, na verdade, valores
esperados no vácuo, perdendo assim a sua natureza anticomutante. Não obstante,
a anticomutatividade, é esencial se os férmions de fundo são de natureza genuina-
mente supersimétricas. Este ponto abre uma questão que merece a nossa futura
exploração. Encontramo-nos frente à questão de interpretar massas a partir de
condensados fermiônicos e, de fato, a maneira mais imediata é se associar os con-
densados a valores esperados no vácuo de bilineares espinoriais anti-comutantes.
A pergunta que resta a partir deste ponto-de-vista é buscar uma dinâmica fun-
damental que possa justificar a formação dos pares condensados no fundo super-
simétrico.
Com relação aos potenciais estáticos, encontramos que estes possuem termos
proporcionais à distância de separação entre partículas, manifestando um carater
confinante. O novo aspecto apresentado aqui é que os parâmetros envolvidos nos
potenciais são ditados pela supersimetria.

Olhando para o futuro, ficam ainda várias questões pendentes. Mesmo com os
cálculos das relações de dispersão para o caso CPT-ímpar e o caso CPT-par (re-
alizado por um supermultipleto quiral somente), é necessário obter as expressões
completas dos propagadores. A tarefa mencionada é relevante desde que deve-
mos saber se as escolhas particulares (adotadas na simplificação dos modelos) são
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compatíveis com as análises de estabilidade, causalidade e unitariadade. Isto nos
coloca no problema de inverter totalmente os operadores bosônico e fermiônico,
dados pelos elementos diagonais do operador de onda O. Neste trabalho, tentou-
se inverter o operador bosônico pelo método de operadores de spin, porém a
presença do vetor constante Cµ

par (ou C
µ
ímpar) dificultou o procedimento. Uma al-

ternativa longa é calcular o operador inverso pelo método de cofatores. Já no caso
do operador fermiônico, teremos que inverter a matriz-4x4 mais geral que se pode
escrever na representação das matrizes-gamma. Nesta Tese, calculou-se, pelo
metodo de cofatores, um subconjunto destas matrices considerando nulo o coefi-
ciente proporcial às matrizes Σµν . Os autores da Ref.[65] estudaram atentamente
o problema, sem esta restrição, com a pequena diferença de que a parametrização
é realizada por 4 vetores quadridemsionais (que dão conta dos 16 coeficientes ma-
triciais livres). Menos urgente é calcular o caso onde o supermultipleto vetorial
é o responsável pela quebra de Lorentz; contudo este caso poderia resultar mais
atraente se a análise dos propagadores for mais rica do que nossos casos prévios.

Dentro de nossa concepção de estabelecer a conexão entre a LSV e a SUSY
com um fundo de genuínos parceiros bosônicos e fermiônicos, enfrentamos uma
limitação bem severa. E cabe aqui esta auto-crítica: há uma grande arbitrariade
na escolha dos supermultipletos que podem acomodar o setor de fundo. Não
temos ainda um modo sistemático de selecionar estes supercampos através de
testes físicos que possam revelar pequenos desvios da simetria de Lorentz. Esta
limitação de hoje é fonte de um estimulante objeto de pesquisa.

Finalmente, com a visão mais no horizonte, seria interessante começar a con-
struir extensões supersimétricas para outros setores do SME, com uma ênfase
mais ambiciosa na relação emtre a SUSY (local, portanto, fala-se de uma super-
gravidade) e a violação de Lorentz em cenários com gravitação. Este novo cenário
é um bom ponto-de-partida para novas investigações exploratórias.
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Apêndice A

Elementos Básicos da SUSY-N=1

(Os Apêndices A e B utilizam as conveções das referências [66, 67])

O modelo mais elementar para campos supersimétricos é o modelo de Wess-
Zumino sem interação e sem termo de massa. Este modelo é construído com um
campo escalar complexo, φ, um espinor de Majorana, Ψ = (ψ̄ ψ)t, e um campo
auxiliar escalar complexo, F :

L = ∂µφ∂
µφ∗ + i

2∂µψ̄σ̄
µψ − i

2 ψ̄σ̄
µ∂µψ + |F |2. (A.1)

A supersimetria é estabelecida por um conjunto de transformações que rela-
cionam os campos bosônico e fermiônico de modo que a ação, S =

∫
d4xL, seja

invariante:

δφ =
√

2ξψ
δψ = i

√
2σµξ̄∂µφ+

√
2ξF

δF = i
√

2ξ̄σ̄∂µψ (A.2)

Estas transformações de SUSY exibem a propriedade de fechamento sob comu-
tação, o que mostra uma estrutura de grupo subjacente.

[ δ(susy-1), δ(susy-2) ]f = 2i(ξ2σ
µξ̄1 − ξ1σ

µξ̄2)∂µf, (A.3)
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onde f = (φ, ψ, F ).

Assim, duas transformações de supersimetria geram uma transformação de
traslação. Este fato aponta que os geradores das traslações, Pµ, devem estar
presente na álgebra da SUSY.

Para poder incorporar as transformações de SUSY dentro de uma álgebra,
definiremos o geradores da supersimetria como:

δsusy = iεAQA = i(εαQα + ε̄α̇Q̄
α̇), (A.4)

onde ε e Qα, a chamada carga quiral comportam-se como espinores de Majorana.

Calculando o comutador de duas transformações de SUSY:

δ1 =i(ξ1Q+ ξ̄1Q̄) e δ2 = i(ξ2Q+ ξ̄2Q̄), (A.5)

encontramos :

[δ1, δ2] =− ξβ2 {Qα, Qβ}ξα1 − ξ2 β̇{Q̄α̇, Q̄β̇}ξ̄1α̇

− ξα2 {Q̄β̇,Qα}ξ̄1 α̇ + ξα1 {Qα, Q̄
β̇}ξ̄2β̇, (A.6)

quando comparado com (A.3), leva às seguintes relações:

{Qα, Qβ} ={Q̄α̇, Q̄β̇} = 0,
{Q̄β̇, Qα} =2(σµ)αβ̇Pµ,
{Qα, Q̄β̇} =2(σµ)αβ̇Pµ. (A.7)
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Esta álgebra é completada como segue:

[Mµν ,Mρλ] = i(ηνρMµλ − ηµρMνλ + ηµλMνρ − ηνλMµρ),
[Pµ,Mρλ] = i(ηµρPλ − ηµλPρ),

[Pµ, Pν ] = 0,

{Qα, Qβ} = 0 = {Q̄α̇, Q̄β̇},
{Qα, Q̄β̇} = 2(σµ)αβ̇Pµ,

{Qα, Q̄β̇} = 2(σ̄µ)β̇αPµ,
[Qα, Pµ] = 0,

[Mµν , Qα] = −i(σµν) β
α Qβ,

[Mµν , Q̄α̇] = −i(σ̄µν) β̇
α̇ Q̄β̇. (A.8)

Uma estrutura deste tipo é chamada de álgebra de Lie graduada, já que ela en-
volve comutadores e anti-comutadores.

Temos que mencionar aqui que esta não é a única geralização para a álgebra
de Poincaré. Estas extensões acrescentam un novo índice, A, às cargas quirais,
tal que QA

α , Q̄β̇ B = 2(σµ)αβ̇PµδAB, onde A = 1, 2, ...N . Para o nosso caso, esta-
mos estudando a superálgebra cuando N=1: a chamada Supersimetria Simples.
N ≥ 2 define as Supersimetrias Estendidas.

A.1 Formalismo em Supercampos N=1

Um elemento do super-espaço é denotado por pM = (xµ, θα, θ̄α̇) , M toma valores
em {µ, α , α̇}; xµ denota as coordenadas espaço-temporais e θα , θ̄α̇ denotam as
coordenadas fermiônicas de natureza anti-comutante. Um elemento do grupo de
translações finitas neste espaço pode ser definido como:

G(x, θ, θ̄) = eip
MRM , (A.9)
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onde RM = (−Pµ, Qα, Q̄
α̇) representa um triplete de geradores. Então:

G(x, θ, θ̄) = exp (−ixP + θQ+ θ̄Q̄). (A.10)

O produto de dois elementos G1(x, θ, θ̄) = eB e G2(y, ξ, ξ̄) = eA, naturalmente, é
outro elemento do grupo de super-translações G3(x′ , θ′ , θ̄′). Utilizando a identi-
dade Baker-Hausdorff-Campbell:

eAeB = eA+B+ 1
2 [A,B]+...,

chega-se a:

G2 . G1 =G3(x′ , θ′ , θ̄′)
= exp (−i[xµ + yµ − θσξ̄ + ξσθ̄]Pµ + (θ + ξ)Q+ (θ̄ + ξ̄)Q̄). (A.11)

portanto, a translação induzida pela multiplicação de G1 e G2 é:

x
′ µ = xµ + yµ + i(ξσµθ̄)− i(θσµξ̄)
θ
′ α = θα + ξα

θ̄
′

α̇ = θ̄α̇ + ξ̄α̇. (A.12)

Vamos, agora, introduzir o conceito do supercampo.

Um supercampo é uma função diferenciável definida no superespaço. De-
vido ao caráter Grassmaniano das coordenadas fermiônicas, uma expansão em
potências de θα, θ̄α̇ tem um número finito de termos. Logo, a forma geral de um
supercampo pode-se expressar como um polinômio finito em potências de θ e θ̄:

S(x, θ, θ̄) =φ(x) + θαψα(x) + θ̄α̇χ
α̇(x) + θ2M(x) + θ̄2N(x) + θ2θαξα(x)

θ2θ̄α̇λ
α̇(x) + θασµαα̇θ̄

α̇Aµ(x) + θ2θ̄2F (x). (A.13)

Os coeficientes desta expansão são chamados de campos componentes. Ao con-
junto destes campos, denomina-se o supermultipleto. Então, para um supercampo
geral, o supermultipleto, S, é composto pelos campos :

S = {ψα , χα̇ , ξα , λα̇ , φ , M , N , F , Aµ}, (A.14)
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onde temos 4 espinores de Majorana que correspondem a 16 graus de liberdade
fermiônicos , 4 escalares complexos com 8 graus de liberdade bosônicos e 1 vector
complexo com outros 8 graus de libertade bosônicos. Assim, o número de graus
de libertade fermiônicos é igual ao número de graus de liberdade bosônicos e se
tem uma realização linear da SUSY.

Para encontrar a representação em operadores diferenciais dos geradores da
supersimetria, procedemos do mesmo modo que no caso do gerador Pµ. Lem-
brando, a representação diferencial de Pµ, pode-se obter da relação:

e−iy.Pφ(x)eiy.P = φ(x+ y). (A.15)

Assim, em analogia, podemos utilizar a seguinte expressão como ponto de partida
:

e(−iyP+iξQ+iξ̄Q̄) Φ(x, θ, θ̄) e(iyP−ξQ−iξ̄Q̄) = Φ(x′ , θ′ , θ̄′). (A.16)

Sem perda de generalidade, podemos fazer x = 0 e y = 0. Então,

(1 + iξQ+ iξ̄Q̄) Φ (1− iξQ− iξ̄Q̄) = Φ(iξσµθ̄ − iθσµξ̄, θ + ξ, θ̄ + ξ̄)

Φ + i[ξQ+ ξ̄Q̄,Φ] = i(ξσµθ̄ − θσµξ̄)∂µΦ + ξα
∂

∂θα
Ψ + ξ̄α̇

∂

∂θ̄α̇
Φ

Φ + i[ξQ,Ψ] + i[ξ̄Q̄,Φ] = Ψ + i(ξσµθ̄∂µ − iξα
∂

∂θα
)Φ

+ i(−θσµξ̄∂µ − iξ̄α̇
∂

∂θ̄α̇
)Φ. (A.17)

Aqui, usamos a seguintes convenções para as representações diferenciais das su-
percargas quirais:

[Qα,Φ] =r(Qα)Φ e [Q̄α̇,Φ] = r(Q̄α̇)Φ. (A.18)

Logo, a estrutura da representação diferencial para as cargas de supersimetria
fica sendo:

Qα = −i∂α + σαα̇θ̄
α̇∂µ,

Q̄α = i∂̄α̇ − θασαα̇∂µ. (A.19)
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Além disto, a lei de transformação para um supercampo S é:

δ(ξ,ξ̄)
susyS(x, θ, θ̄) = i(ξQ+ ξ̄Q̄)S(x, θ, θ̄). (A.20)

Já que a derivada nas coordenadas espaço-temporiais, ∂µ, não tem caráter
anticomutativo o comutador [∂, δsusy] é nulo e, portanto, a derivada usual de um
supercampo também é um supercampo. Este fato, porém, não é válido se consid-
eramos as derivadas fermiônicas. Pode-se mostrar que os comutadores [∂α, δsusy]
e [∂̄α̇, δsusy] não são nulos; logo, as derivadas fermiônicas de um supercampo, ∂αS
e ∂̄α̇S, não são supercampos.

Para encontrar expressões que sejam covariantes, temos que mudar as derivadas
∂α e ∂̄α̇ por derivadas covariantes, Dα , D̄α̇, que verifiquem as regras de anti-
comutação {Dα, Q̄

α̇} = 0 e {Dα, Q̄
α̇} = 0.

As expresssões para estas derivadas covariantes são dadas por :

Dα = ∂α + i(σµ)αβ̇ θ̄β̇∂µ,
Dα = −∂α − iθ̄α̇(σ̄µ)α̇α∂µ,
D̄α̇ = −∂̄α̇ − iθβ(σµ)βα̇∂µ,
D̄α̇ = ∂̄α̇ + i(σ̄µ)α̇βθβ∂µ. (A.21)

A importância das derivadas covariantes reflete-se no fato de que elas permitem
estabelecer vínculos covariantes para reduzir o número de graus de liberdade de
um supercampo geral. Este ponto será exposto em seguida.

A.2 Supercampos Quirais

Definimos um supercampo complexo quiral, Φ, pela condição

D̄α̇Φ = 0, (A.22)
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Este vínculo reduz os graus de liberdade do supercampo Φ, cuja expansão em
campos componentes fica:

Φ(x, θ, θ̄) =L(x) +
√

2θψ(x) + iθσµθ̄∂µL(x) + (θ)2F (x)+

− i√
2

(θ)2∂µψ(x)σµθ̄ − 1
4(θ)2(θ̄)2�L(x). (A.23)

Similarmente, define-se o supercampo anti-quiral, Φ̄, por

DαΦ̄ = 0, (A.24)

com:

Φ̄(x, θ, θ̄) =L̄(x) +
√

2θ̄ψ̄(x)− iθσµθ̄∂µL̄(x) + (θ̄)2F̄ (x)+

+ i√
2

(θ̄)2θσµ∂µψ̄(x)− 1
4(θ)2(θ̄)2�L̄(x). (A.25)

Fisicamente, um supercampo quiral descreve um campo escalar complexo, L, um
campo auxiliar F e um spinor de Weyl, de categoria-left.

Um cálculo rápido mostra que a variação de Φ por uma transformação de
SUSY, δΦ̄ = i(ξQ+ ξ̄Q̄)Φ , reproduz as transformações de (A.2). Logo o modelo
de Wess-Zumino pode ser reproduzido utilizando o supercampo quiral. Porém,
devemos ter um mecanismo pelo qual as coordenadas Grassmanianas sejam sat-
uradas. Isto é feito por meio da integração Grasmmaniana.

A.3 Integração sobre as coordenadas de Grass-
mann

Para poder construir ações supersimétricas utilizando o formalismo de supercam-
pos, é preciso definir uma regra de integração para as coordenadas Grasmmani-
anas.

76



Para o caso de D = 4 definimos os diferenciais grassmanianos dθA, dθB como
aqueles que verificam:

dθ2 = −1
4dθ

αdθβεαβ , d2θ̄ =− 1
4dθ̄α̇dθ̄β̇ε

α̇β̇ , d4θ = d2θd2θ̄

{dθA, dθB} ={dθA, θB} = 0.∫
d2θ(θθ) =

∫
d2θ̄(θ̄θ̄) = 1∫

d2θθα =
∫
d2θ̄θ̄α̇ = 0, (A.26)

que motivam a as seguintes definiciones:

δθ = θ2 e δθ̄ = θ̄2 (A.27)

.
Assim, o cálculo da integral de um supercampo, Φ, é dado por∫

d4θΦ = Φ|θ2θ̄2 . (A.28)

Portanto a integração grassmaniana projeta a componente de maior ordem nas
potencias de θ.

Logo, a ação de Wess-Zumino (livre) em suprcampos é dada por:

S =
∫
d4x d4θ Φ̄(x, θ, θ̄)Φ(x, θ, θ̄) (A.29)

A.4 Supercampos Vetoriais

Um supercampo vetorial é definido como aquele que verifica a condição de reali-
dade:

V (x, θ, θ̄) = V †(x, θ, θ̄) (A.30)

Na verdade, é um escalar de Lorentz, é real, mas é denominado vetorial por ser
o supermultipleto mínimo a conter um 4-vetor entre a suas componentes. Com
esta condição, podemos mostrar que a expansão em campos componentes é dada
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por:

V (x, θ, θ̄) =C(x) + θξ + θ̄ξ̄ + θ2M(x) + θ̄2M∗(x) + (θσµθ̄)Aµ(x)+

θ2θ̄2[Ψ̄ + i

2 σ̄∂µξ] + θ̄2θ[Ψ + i

2σ
µ∂ξ̄] + θ2θ̄2[D(x)− 1

4�C(x)]. (A.31)

Este supercampo possui 8 graus de liberdade bosônicos e 8 fermiônicos. É possível
reduzir este número introduzindo uma geralização da transformação de gauge.

A.4.1 Teoria de Gauge Abeliana Supersimétrica

Seja V um supercampo vetorial. Definimos a transformação de gauge super-
simétrica por:

V
′ = V + Φ + Φ̄, (A.32)

onde Φ é um supercampo quiral. A soma Φ + Φ̄ é dada por:

Φ + Φ† =(φ+ φ̄) +
√

2θψ +
√

2θ̄ψ̄ + θ2H + θ̄2H∗ − 2θσµθ̄∂µIm(φ)

+ i√
2
θ2θ̄σ̄µ∂µψ + i√

2
θ̄2θσµ∂µψ̄ −

1
2θ

2θ̄2�Re(φ)

Logo, as variações das componentes do supercampo vetorial devido a uma
transformação supersimétrica de gauge são:

δ C(x) = 2Reφ(x),
δ χ(x) =

√
2ψ(x),

δ H(x) = M,

δ Aµ(x) = −2∂µImφ(x),
δ λ(x) = 0,
δ D(x) = 0.

Aqui, podemos observar que os campos λ, D são invariantes de gauge e que a
transformação do campo A′µ(x) = Aµ(x) − 2∂µImφ(x) corresponde à transfor-
mação Abeliana de gauge familiar. Este fato é o que motiva a nomenclatura
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desta transformação para os supercampos vetoriais.

Se a transformação de gauge supersimétrica é uma simetria do modelo, então é
possível, mediante uma escolhea adequada do supercampo Φ, eliminar os campos
C
′ ,χ′ ,F ′ e uma componente do campo A′µ do supercampo vetorial transformado,

V
′(x, θ, θ̄). Esta escolha é conhecida como o calibre de Wess-Zumino e reduz o

supercampo vetorial a:

VWZ(x) = θσµθ̄Aµ(x) + θ2θ̄λ̄(x) + θ̄2θλ(x) + θ2θ̄2D(x). (A.33)

Este multipleto tem 3 graus de liberdade bosônicos no campo Aµ, 1 grau de
liberdade bosônico no campo D e 4 graus de liberdade fermiônico no campo λ.

Para construir termos dinâmicos para o campo Aµ, definimos o supercampo
intensidade de campo:

Wα = −1
4D̄

2DαV , W̄α̇ = −1
4D

2D̄α̇V.

Desta definição, é fácil mostrar, em virtude de D3 = D̄3 = 0, que os supercampos
Wα e W̄α̇ são quiral e antiquiral respetivamente.

O supercampo intensidade de campo exibe invariância perante uma transfor-
mação de gauge supersimétrica :

W
′

α =Wα −
1
4D̄

2Dα(Φ + Φ̄) = Wα + 1
4D̄

β̇D̄β̇DαΦ

=Wα + 1
4D̄

β̇{D̄β̇, Dα}Φ = Wα + i

2σ
µ

αβ̇
∂µD̄

β̇Φ = Wα. (A.34)

Em campos componentes , o supercampo intensidade de campo é dado por:

Wα(x) = λα(x) + iθσµθ̄∂µλα(x)− 1
4 θ̄

2θ2�λα(x) +

2θαD(x)− iθ2(θ̄σµ)α∂µD(x) + (σµνθ)αFµν(x)

−1
2θ

2(σµνσρ)α∂ρFµν(x)− i(σµ∂µλ[x])αθ2. (A.35)
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Finalmente, a ação para uma teoria de gauge supersimétrica Abeliana assume
a forma dada pela expressão:

S
(SUSY )
U(1) =

∫
d4xd2θ d2θ̄

{1
4W

αWαδ
2(θ̄) + 1

4W̄α̇W̄
α̇δ2(θ)

}
(A.36)

=
∫
d4x{−1

4FµνF
µν − i

2λσ
µ∂µλ̄+ i

2∂µλσ
µλ̄+ 2D2}. (A.37)

O primeiro termo é a expressão familiar da ação para o campo Aµ, o segundo
termo é uma contribuição exclusiva da supersimetria e introduz o campo fer-
miônico λ(x), parceiro supersimétrico do fóton e que será chamado de “fotino”
ou “gaugino”, no caso das teorias supersimétricas de Yang-Mills.
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Apêndice B

Convenções e Relações
Espinoriais

B.1 Espinores

B.1.1 Notação

Denotamos a componente de um spinor na representação (1
2 , 0) como ψα e um

spinor na representação (1
2 , 0)∗ como ψ̄α̇.

(ψα)† = ψ̄α̇ (ψα)† = ψ̄α̇ (B.1)

ψα = εαβψβ ψα = εαβψ
β

ψ̄α = εαβψβ ψ̄α = ε̄αβψ̄
β. (B.2)

Métrica Espinorial

ε = εαβ = (εαβ)−1 =
 0 − 1

1 0

 , εαβ = −εβα

ε̄ = εα̇β̇ = (εα̇β̇)−1 =
 0 1
−1 0

 , εα̇β̇ = −εβ̇α̇. (B.3)
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B.1.2 Convenções para a adição e conjugação Hermiteana
de biespinores

Contração de índices

ψξ = ψαξα = −ξαψα = ξαψα = ξψ,

ψ̄ξ̄ = ψ̄α̇ξ̄
α̇ = −ξ̄α̇ψ̄α̇ = ξ̄α̇ψ̄

α̇ = ξ̄ψ̄,

ψσµξ̄ = ψα(σµ)αα̇ξ̄α̇,
ψ̄(σ̄µ)ξ = ψ̄α̇(σ̄µ)αα̇ξα.

Conjugação

(ψξ)† = ξ̄ψ̄ = ψ̄ξ̄,

(ψσµξ̄)† = ξσµψ̄ = −ψ̄σ̄µξ,
(ψσµνξ)† = ξ̄σ̄µνψ̄,

(ξσµνψ) = −(ψσµνξ). (B.4)

B.2 Relações úteis para os Espinores de 4-componentes

a) Relação I

Os espinores de Majorana anti-comutantes verificam as seguintes relações:

(Φ̄Ψ) = (Ψ̄Φ),
(Φ̄γ5Ψ) = (Ψ̄γ5Φ),
(Φ̄γµΨ) = −(Ψ̄γµΦ),

(Φ̄γµγ5Ψ) = (Ψ̄γµγ5Φ),
(Φ̄ΣµνΨ) = −(Ψ̄ΣµνΦ),

(Φ̄Σµνγ5Ψ) = −(Ψ̄Σµνγ5Φ).
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b) Relação II: Análise de Realidade

Reais

(Z̄Λ)† = Λ†γ0Z = Λ̄Z = Z̄Λ,
(Z̄γµγ5Λ)† = Λ†γ5γ

µ †γ0Z = Λ†γ5γ
0[γ0γµ †γ0]Z = Λ̄γµγ5Z = Z̄γµγ5Λ, ,

(Z̄Σµνγ5Λ)† = Λ†γ5Σµν †γ0Z = Λ†γ5γ
0[γ0Σµν †γ0]Z = −Λ̄Σµνγ5Z = Z̄Σµνγ5Λ.

Imaginários Puros

(Z̄γ5Λ)† = Λ†γ5γ
0Z = −Λ†γ0γ5Z = −Λ̄γ5Z = −Z̄γ5Λ,

(Z̄γµΛ)† = Λ†γµ †γ0Z = Λ†γ0[γ0γµ †γ0]Z = Λ̄γµZ = −Z̄γµΛ,
(Z̄ΣµνΛ)† = Λ†Σµν †γ0Z = Λ†γ0[γ0Σµν †γ0]Z = Λ̄ΣµνZ = −Z̄ΣµνΛ.

c) Relação III

As segintes relações foram usadas para reescrever as ações expressas em campos
componentes bi-espinoriaes em termos de espinores com 4 componentes.

Sendo w uma grandeza complexa , então:

w(ξχ) + h.c. = Re(w)(Z̄X)− iIm(w)(Z̄γ5X),
w(ξ̄χ̄) + h.c. = Re(w)(Z̄X) + iIm(w)(Z̄γ5X),

w(ξ̄σ̄µχ) + h.c. = −Re(w)(Z̄γµγ5X) + iIm(w)(Z̄γµX),
w(ξσµχ̄) + h.c. = Re(w)(Z̄γµγ5X) + iIm(w)(Z̄γµX),

w(ξσµσ̄νχ) + h.c. = Re(w)ηµν(Z̄X)− 2iRe(w)(Z̄ΣµνX)− 2Im(w)(Z̄Σµνγ5X)
−iIm(w)ηµν(Z̄γ5X),

w(ξ̄σ̄µσνχ̄) + h.c. = Re(w)ηµν(Z̄X)− 2iRe(w)(Z̄ΣµνX) + 2Im(w)(Z̄Σµνγ5X)
+iIm(w)ηµν(Z̄γ5X).
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B.3 Álgebra das Matrizes de Dirac

a) Convenções

Vamos trabalhar utilizando as matrices de Dirac na representação de Weyl:

γµ =
 0 σµ

σ̄ 0

 , Σµν = i

4[γµ, γν ];

além disto, nossa convenção para a matriz-γ5 será:

γ5 = i

4!εκαβθγ
κγαγβγθ =

 −1 0
0 1

 , ε0123 = 1. (B.5)

b) Produto de 2 matrizes gamma

γµγν = ηµν − 2iΣµν . (B.6)

c) Produto de 3 matrizes gamma

A diferença do produto anterior, o produto de 3 matrices gamma não é tão triv-
ial e requer um poco de atenção. Para começar vamos rever um poco sobre a
simetrização de índices em um tensor:

Seja as componentes de un tensor T µ1...µn , a antisimetrização sobre todos os
indices é expressa como:

T [µ1...µn] = 1
n!δ

µ1...µn
ν1...νn T

ν1...νn .
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Agora, vamos proceder definindo o seguinte tensor, Γµνρ = 6γ[µγνγρ]; então:

Γµνρ =6γ[µγνγρ]

=δµνραβθγ
αγβγθ

=[−εκµνρεκαβθ]γαγβγθ = −6
6[εκµνρ 14×4 εκαβθ]γαγβγθ

= 6
4![−ε

κµνργκ][εκαβθγκγαγβγθ] = [6iεκµνργκ][
i

4!εκαβθγ
κγαγβγθ]

=6iεκµνργκγ5.

Por outro lado, temos:

Γµνρ =γµγνγρ + γργµγν + γνγργµ−
γνγµγρ − γργνγµ − γµγργν

(usando a álgebra de Clifford)
=2ηµνγρ + 2ηρνγµ + 2ηµργµ − 2γνγµγρ − 2γργνγµ − 2γµγργν

=2ηµνγρ + 2ηρνγµ + 2ηµργµ − 4ηµνγρ + 4ηνργµ − 4ηµνγρ + 4ηµργν

− 6γµγργν

6iεκαµνγκγ5 =6ηµνγα + 6ηναγµ − 6ηµαγµ − 6γµγργν ,

portanto:
γµγνγρ = ηµνγρ + ηνργµ − ηµργν − iεµνρκγκγ5. (B.7)

Com este resultado, podemos inicialmente derivar uma identidade importante.
Assim, vamos construir o seguinte produto:

εµναβγ
µγν = 1

4 [εµναβγµγνγρ] γρ
1
2εµναβγ

µγν + 1
4(−iεµνρκεµναβγκγ5)γρ

1
2εµναβγ

µγν = i

2δ
κρ
αβγκγργ5 = i

2[γκ, γρ]γ5,
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que com um pouco de manipulação nos leva finalmente a:

Σµνγ5 = − i2ε
µναβΣαβ. (B.8)

Com o produto de 3 matrices conhecido, também podemos derivar outras
identidades que apareceram frequentemente:

γµΣαβ = i

2(ηµαγβ − ηµβγα − iεµαβνγνγ5),

Σαβγµ = i

2(ηµβγα − ηαµγβ − iεαβµνγνγ5). (B.9)

d) Produto de 4 matrices gamma

γµγµγαγβ = ηναηµβ + ηµνηαβ − ηµαηνβ + iεµναβγ5 +
2i ηναΣβµ + 2i ηαβΣνµ + 2i ηνβΣµα +
2i ηµνΣβα + 2i ηβµΣαν + 2i ηαΣνβ. (B.10)

Contudo, é mais interessante o produto de duas matrices Σ:

ΣµνΣαβ =1
4
(
ηµαηνβ − ηναηµβ + iεναβµγ5

)
+

i

2
(
ηναΣµβ − ηνβΣµα − ηµβΣαν − ηµαΣνβ

)
. (B.11)

Para o cálculo de ambos resultados foi utilizada a identidade (B.8).

e) Identidade que envolve o produto de 5 matrices

Nosso propósito agora é procurar uma expressão para a produto ΣµνγθΣαβ, que,
como se pode ver, no fundo envolve o produto de 5 matrices gamma. Este pro-
duto tem a particularidade de que se é realizado fazendo produtos sucessivos
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seguindo um ordem (que pode ser direita o esquerda) temos resultados diferentes
em aparência. Vamos ver isso com mais detalhe.

Em primiro lugar, se o cálculo é feito realizando o produto de matrizes pela
dereita o resultado obtido é:

ΣµνγθΣαβ

dereita =1
4(ηθνηβµ − ηθµηβν)γα + 1

4(ηθµηαν − ηθνηαµ)γβ+
1
4(ηαµηνβ − ηµβηνα)γθ + 1

4(ηανηβθ − ηνβηθα)γµ+
1
4(ηθαηµβ − ηθβηαµ)γν

i

4ε
βµνργργ5η

θα − i

4ε
αµνργργ5η

θβ+
i

4ε
θαβνγµγ5 −

i

4ε
θαβµγνγ5.

Por outro lado, se a multiplicação e feita pela esquerda, temos :

ΣµνγθΣαβ

esquerda =1
4(ηθνηβµ − ηθµηβν)γα + 1

4(ηθµηαν − ηθνηαµ)γβ+
1
4(ηαµηνβ − ηµβηνα)γθ + 1

4(ηανηβθ − ηνβηθα)γµ+
1
4(ηθαηµβ − ηθβηαµ)γν

i

4ε
µαβργργ5η

θν − i

4ε
ναβργργ5η

θµ+
i

4ε
θµναγβγ5 −

i

4ε
θµνβγαγ5.

Isto nos faz sugerir a seguinte identidade para garantir a consistência do produto
de matrizes

Identidade: A = B,

onde:

A = i

4
(
εβµνργργ5η

θα − εαµνργργ5η
θβ + εθαβνγµγ5 − εθαβµγνγ5

)
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B = i

4
(
εµαβργργ5η

θν − εναβργργ5η
θµ + εθµναγβγ5 − εθµνβγαγ5

)
.

Porém, nenhuma das duas expressoes anteriores é conveniente para ser utilizada
em nossos cálculos, já que bilineares formados por qualquer um delas não tem
realidade definida (Isto é possuem uma parte real e imaginaria). Porém, isto é
facilmente solucionado ao fazer uso da seguinte expressão para nosso produto:

ΣµνγθΣαβ =1
4(ηθνηβµ − ηθµηβν)γα + 1

4(ηθµηαν − ηθνηαµ)γβ+
1
4(ηαµηνβ − ηµβηνα)γθ + 1

4(ηανηβθ − ηνβηθα)γµ+
1
4(ηθαηµβ − ηθβηαµ)γν

i

8
(
εβµνργργ5η

θα − εαµνργργ5η
θβ + εθαβνγµγ5 − εθαβµγνγ5

)
i

8
(
εµαβργργ5η

θν − εναβργργ5η
θµ + εθµναγβγ5 − εθµνβγαγ5

)
. (B.12)

f) Identidade que envolve o produto de 6 matrices Gamma

ΣρλΣµνΣαβ = i

16(ηναηρµ − ηµαηρν)ηλβ + i

16(ηνβηρα − ηναηρβ)ηλµ+
i

16(ηµβηρν − ηνβηρµ)ηλα + i

16(ηµαηρβ − ηµβηρα)ηλν+
1
16η

νβελµαργ5 −
1
16η

ναελµβργ5

1
16η

µβελανργ5 + 1
16η

µαελνβργ5

1
16(ηµαηλν − ηναηλµ)Σρβ + 1

16(ηναηλβ − ηνβηλα)Σρµ+
1
16(ηναηρβ − ηνβηρα)Σµλ + 1

16(ηναηρµ − ηµαηρν)Σλβ+
1
16(ηνβηλµ − ηµβηλν)Σρα + 1

16(ηµβηρν − ηνβηρµ)Σλα+
1
16(ηµβηλα − ηµαηλβ)Σρν + 1

16(ηµβηρα − ηµαηρβ)Σνλ+
1
4(ηµαηνβ − ηµβηνα)Σρλ + i

4ε
ναβµγ5Σρλ. (B.13)
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4. Rearrangementos de Fierz

O conjunto de 16 matrizes:

ΓA = {1, γµ,Σµν , γ5, iγ
µγ5}, (B.14)

forma uma base para as matrizes-4× 4. Qualquer matriz pode ser expressa como
uma combinação linear das matrizes ΓA:

M =
∑

cAΓA. (B.15)

Para encontrar os coeficientes cA, basta multiplicar a última expressão por ΓB,
onde o índice embaixo denota a inversa das matrices Γ :

ΓA = {1, γµ,Σµν , γ5, iγµγ5}. (B.16)

ΓA = (ΓA)−1. (B.17)

Assim, temos

MΓB =
∑

cAΓAΓB
tr(MΓB) =tr(

∑
cAΓAΓB)

tr(MΓB) =
∑

cAtr(δAB 1) então

cA =1
4tr(MΓA).

Com isto, a matriz M pode ser escrita como:

M = 1
4tr(MΓA)ΓA. (B.18)

Por exemplo, seja Mαβ = ΨαΨ̄β

ΨαΨ̄β = 1
4ΨγΨ̄δ(ΓA)δγ(ΓA)αβ = −1

4Ψ̄δ(ΓA)δγΨγ(ΓA)αβ

= −1
4(Ψ̄ΓAΨ)ΓAαβ,

portanto:
ΨΨ̄ = −1

4(Ψ̄ΓAΨ)ΓA. (B.19)
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Este resultado é importante, já que aparecerá muita vezes no momento que elim-
inamos os campos auxiliares de nossas super-ações. Assim, se Ψ é um espinor de
Majorana representando o campo de fundo fermiônico (Ψ ou Z no capitulo 4),
pelas propriedades acima temos:

ΨΨ̄ = −1
4Θ 14×4 −

1
4τγ5 + 1

4Cµγ
µγ5. (B.20)

Também, podemos trabalhar a expressão

(Ψ̄Mχ)(Θ̄N ξ) =Ψ̄αMαβ χβ Θ̄γ Nγδ ξδ = (Ψ̄αξδ)Mαβ χβ Θ̄γ Nγδ

= 1
4
[
Ψ̄κξλ(ΓA)λκ

]
ΓAδαMαβ χβ Θ̄γ Nγδ

= −1
4(Ψ̄κ(ΓA)λκξλ)(−Θ̄γ Nγδ ΓAδαMαβ χβ).

Com esta última manipulação, estamos prontos para deduzir as relações de or-
togonalidade para os condensados fermiônicos :

(Ψ̄Mχ)(Θ̄Nξ) = −1
4(Ψ̄ΓAξ)(Θ̄N ΓAM χ). (B.21)

Para Ψ = χ = Θ = ξ e M = N = 1, temos

(Ψ̄Ψ)(Ψ̄Ψ) =− 1
4(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄ΓAΨ)

(Ψ̄Ψ)2 =− 1
4(Ψ̄Ψ)2 − 1

4(Ψ̄γ5Ψ)2 + 1
4(Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ)

5(Ψ̄Ψ)2 =− (Ψ̄γ5Ψ)2 + (Ψ̄γµγ5Ψ)2. (B.22)

Da mesma forma, se agora Ψ = χ = Θ = ξ e M = N = γ5, temos

(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γ5Ψ) =− 1
4(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄γ5ΓAγ5Ψ)

(Ψ̄γ5Ψ)2 =− 1
4(Ψ̄Ψ)2 − 1

4(Ψ̄γ5Ψ)2 + 1
4(Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γ5γ

µγ5γ5Ψ)

5(Ψ̄γ5Ψ)2 =− (Ψ̄Ψ)2 − (Ψ̄γµγ5Ψ)2(∗∗). (B.23)
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Somando as duas últimas relações encontramos :

(Ψ̄γ5Ψ)2 = −(Ψ̄Ψ)2

Levando (Ψ̄γ5Ψ)2 = −(Ψ̄Ψ)2 na expresão (∗) ou (∗∗), chegamos ao resultado
importante:

(Ψ̄Ψ)2 = −(Ψ̄γ5Ψ)2 = 1
4(Ψ̄γµγ5Ψ)2 . (B.24)

Vamos derivar, agora, as relações de ortogonalidade entre os condensados fer-
miônicos de Majorana.

1era relação

(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γ5Ψ) =− 1
4(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄γ5ΓAΨ)

=− 1
4(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γ5Ψ)− 1

4(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γ5γ5Ψ)

+ 1
4(Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γ5γ

µγ5Ψ)

=− 1
2(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γ5Ψ) então

(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γ5Ψ) = 0. (B.25)

2da relação

(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) =− 1
4(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄γµγ5ΓAΨ)

=− 1
4(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ)− 1

4(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγ5γ5Ψ)

+ 1
4(Ψ̄γνγ5Ψ)(Ψ̄γµγ5γ

νγ5Ψ)

=− 1
4(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ)− 1

4η
ν
µ(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γνγ5Ψ)

=− 1
2(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) então

(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) = 0 . (B.26)
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3da relação

(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) =− 1
4(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄γµγ5ΓAγ5Ψ)

=− 1
4(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5γ5Ψ)− 1

4(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγ5γ5γ5Ψ)

+ 1
4(Ψ̄γνγ5Ψ)(Ψ̄γµγ5γ

νγ5γ5Ψ)

=− 1
4(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ)− 1

4η
ν
µ(Ψ̄γνγ5Ψ)(Ψ̄γ5Ψ)

=− 1
2(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) então

(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγ5Ψ) = 0. (B.27)

Além disto,

(Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γνγ5Ψ) =− 1
4(Ψ̄ΓAΨ)(Ψ̄γµγ5ΓAγνγ5Ψ)

= 1
4(Ψ̄Ψ)(Ψ̄γµγνΨ)− 1

4(Ψ̄γ5Ψ)(Ψ̄γµγνγ5Ψ)

− 1
4(Ψ̄γλγ5Ψ)(Ψ̄γµγλγνγ5Ψ)

= 1
4η

µν(Ψ̄Ψ)2 − 1
4η

µν(Ψ̄γ5Ψ)2

− 1
4
[
ηλν (Ψ̄γµγ5Ψ) + ηλµ(Ψ̄γνγ5Ψ)− ηµν(Ψ̄γλγ5Ψ)

]
= 1

2η
µν(Ψ̄Ψ)2 − 1

2(Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γνγ5Ψ) + 1
4η

µν(Ψ̄γµγ5Ψ)2

CµCν = (Ψ̄γµγ5Ψ)(Ψ̄γνγ5Ψ) = ηµν(Ψ̄Ψ)2 = ηµνΘ2 (B.28)

Observação Prática:

Com o conjunto das 16 matrizes (B.14) e as identidades de traço, é possível
esboçar um método recursivo para calcular o produto de um número arbitrário
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de matrizes gamma. Seja M dada por:

M = γν1 × ...× γνn

que sabemos pode-se escrever como:
= Σ cA ΓA, (B.29)

onde os coeficientes são dados por cA = 1
4 tr(γ

ν1 × ...× γνnΓA).
Sabe-se que para, n par, temos:

tr(γν1 × ...× γνn) = (−1)kην1νk
n∑
k=2

tr(γν2 × ...γνk−1γνk+1 ...× γνn), (B.30)

e é nulo se n é ímpar.

Portanto, se M é o produto de un número par de matrizes gamma, temos

M = 1
4tr(γ

ν1 × ...× γνn)14×4 + 1
4tr(γ

ν1 × ...× γνnγ5)γ5 +
1
4tr(γ

ν1 × ...× γνnΣµν)Σµν . (B.31)

Contrariamente, se M é dado pelo produto de un numero ímpar de matrizes
gamma:

M = 1
4tr(γ

ν1 × ...× γνnγµ)γµ − 1
4tr(γ

ν1 × ...× γνnγµγ5)γµγ5

(B.32)

4. Modo útil de inversão no espaço espinorial

Seja uma matriz dada por :

M = a 14×4 + bγ5 + vµγ
µ + wµγ

µγ5. (B.33)

Então, a matriz inversa é:

M−1 = A 14×4 +Bγ5 +Rµγ
µ + Sµγ

µγ5 + lµνΣµν , (B.34)
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onde:

A = a(a2 − b2 − v2 + w2)/∆,
B = −b(a2 − b2 − v2 + w2)/∆,
Rµ = {[v2 + w2 − (a2 − b2)]vµ − 2(w, v)wµ}/∆,
Sµ = {2(v, w)vµ − [v2 + w2 + (a2 − b2)]wµ}/∆,
lµν = {4ibvµwµ − 2avαwβεαβµν}/∆,
∆ = (a2 − b2 − v2 + w2 − 2(v, w))(a2 − b2 − v2 + w2 + 2(v, w)) + 4v2w2.

(B.35)

5. Desenvolvimentos Suplementares

a) Ações Efetivas

Nesta seção, calcularemos com mais detalhe as ações efetivas do fóton. Por con-
veniência é melhor começar pelo caso CPT-par. A contribução que recebe nossa
ação é dada pelo seguinte bilinear:

S = Z̄(NMN̄)Z,

onde :

N = I(1) + iI(2)γ5 + iIµνΣµν = R + iIµνΣµν ,

N̄ = I(1) + iI(2)γ5 − iIµνΣµν = R− iIµνΣµν ,

M = A+Bγ5 + vθγ
θ + ωθγ

θγ5,

com I(1), I(2), Iµν , A, vθ, ωθ reais, B é imaginário puro ,Iµν é anti-simétrico e Z̄ =
(ζ ζ̄)t um espinor de fundo constante. Além disto, lembremos a definção de
nossos condensados fermiônicos:

Θ = Z̄Z,

τ = Z̄γ5Z,

Cθ = Z̄γθγ5Z.
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Vamos trabalhar a seguintes expressões particulares:

Bilinear 1:

Z̄ΣµνγθΣαβZ = i

8
(
εβµνρCρη

θα − εαµνρCρηθβ + εθαβνCµ − εθαβµCν
)

+
i

8
(
εµαβρCρη

θν − εναβρCρηθµ + εθµναCβ − εθµνβCα
)
,

IµνIαβ(Z̄ΣµνγθΣαβZ) = i

8
(
εβµνρCρη

θα − εαµνρCρηθβ + εθαβνCµ − εθαβµCν
)
IµνIαβ+

i

8
(
εµαβρCρη

θν − εναβρCρηθµ + εθµναCβ − εθµνβCα
)
IµνIαβ

= i

4
[(
εµαβρCρη

θν + εβµνρCρη
θα
)
IµνIαβ +

(
εθαβνCµ + εθµναCβ

)
IµνIαβ

]
= 0.

Bilinear 2:

Z̄Σµνγθγ5ΣαβZ =1
4(ηθνηβµ − ηθµηβν)Cα + 1

4(ηθµηαν − ηθνηαµ)Cβ+
1
4(ηαµηνβ − ηµβηνα)Cθ + 1

4(ηανηβθ − ηνβηθα)Cµ+
1
4(ηθαηµβ − ηθβηαµ)Cν ,

IµνIαβ(Z̄Σµνγθγ5ΣαβZ) =2IθµIµαCα + 1
2C

θIµνI
µν .

Também:

Z̄(ΣµνΣαβ)Z = θ

4(ηµαηνβ − ηναηµβ)− i

4τε
µναβ,

Z̄(ΣµνΣαβγ5)Z = τ

4(ηµαηνβ − ηναηµβ)− i

4θε
µναβ,

l.c.(Z̄γZ) = 0,
l.c.(Z̄ΣZ) = 0,

l.c.(Z̄Σγ5Z) = 0.
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onde l.c. refere-se a combinações lineares.
Voltando à nossa ação, podemos calcular o produto, organizando-o da forma:

Z̄(NMN̄)Z =Z̄(R + iIµνΣµν)M(R− iIµνΣµν)Z
=Z̄(RMR)Z + IµνIαβZ̄(ΣµνMΣαβ)Z+
iIµνZ̄(ΣµνMR)Z − iIµνZ̄(RMΣµν)Z.

1o termo:

Z̄(RMR)Z = Z̄(I(1) + iI(2)γ5)(A+Bγ5 + vθγ
θ + ωθγ

θγ5)(I(1) + iI(2)γ5)Z
= (I(1)I(1) − I(2)I(2))(Aθ +Bτ) + 2iI(1)I(2)(Aτ +Bθ) +

(I(1)I(1) + I(2)I(2))ωθCθ.

2o termo:

IµνIαβZ̄(ΣµνMΣαβ)Z = AIµνIαβZ̄(ΣµνΣαβ)Z +BIµνIαβZ̄(ΣµνΣαβγ5)Z +
vθIµνIαβZ̄(ΣµνγθΣαβ)Z + ωθIµνIαβZ̄(Σµνγθγ5Σαβ)Z

= 1
2IµνI

µν(Aθ +Bτ)− i

2Iµν Ĩ
µν(Aτ +Bθ) +

2ωθIθµIµαCα + 1
2ωθC

θIµνI
µν .

3o termo:

iIµνZ̄(ΣµνMR)Z = iIµν Z̄Σµν(A+Bγ5 + vθγ
θ + ωθγ

θγ5)(I(1) + iI(2)γ5)Z
= (ivθI(1) − ωθI(2))Iµν(Z̄ΣµνγθZ) +

(iωθI(1) − vθI(2))Iµν(Z̄Σµνγθγ5Z) +
l.c.(Z̄ΣZ) + l.c.(Z̄Σγ5 Z)

= (ivθI(1) − ωθI(2))ĨθρCρ − i(iωθI(1) − vθI(2))IθρCρ.
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4o termo:

−iIµνZ̄(RMΣµν)Z = −iIµν Z̄(I(1) + iI(2)γ5)(A+Bγ5 + vθγ
θ + ωθγ

θγ5)ΣµνZ

= −(ivθI(1) + ωθI
(2))Iµν(Z̄γθΣµνZ)

−(iωθI(1) + vθI
(2))Iµν(Z̄γθΣµνγ5Z) +

l.c.(Z̄ΣZ) + l.c.(Z̄Σγ5 Z)
= −(ivθI(1) + ωθI

(2))ĨθρCρ − i(iωθI(1) + vθI
(2))IθρCρ.

Portanto, temos:

S = Z̄(NMN̄)Z = (I(1)I(1) − I(2)I(2) + 1
2IµνI

µν)(Aθ +Bτ) +

i(2I(1)I(2) − 1
2Iµν Ĩ

µν)(Aτ +Bθ) +

(I(1)I(1) + I(2)I(2) + 1
2IµνI

µν)ωθCθ +

2I(1)IθρωθCρ − 2I(2)ĨθρωθCρ.

Agora que derivamos as formas de vários bilineares importantes, podemos
calcular facilmente a contribuição para a ação do caso CPT-ímpar, dada por:

S = Fµν(Ψ̄Σµνγ5J
−1Σαβγ5Ψ)Fαβ, (B.36)

S = Fµν(Ψ̄Σµνγ5J
−1Σαβγ5Ψ)Fαβ

= (Ψ̄ΣµνΣαβΨ)FµνAFαβ + (Ψ̄ΣµνΣαβγ5Ψ)FµνBFαβ +
(Ψ̄ΣαβγθΣµνΨ)FαβRθFµν + (Ψ̄ΣαβγθΣµνγ5Ψ)FαβSθFµν
(Ψ̄ΣρλΣµνΣαβΨ)FρλlµνFαβ. (B.37)

Os quatro primeiros termos contêm bilineares que já foram calculados no caso
anterior; o único novo corresponde ao quinto termo e envolve o produto de 3
matrizes Σ;

97



3 bilinear

(Ψ̄ΣκλΣµνΣαβΨ) = i

2η
ναΨ̄ΣκλΣµβΨ + (µ↔ ν , α↔ β)− (µ↔ ν)

−(α↔ β) + l.c.(Ψ̄ΣΨ) + l.c.(Ψ̄Σγ5Ψ)

= i

8Θ(ηναηκµηλβ − ηναηκβηλµ) + τ

8η
ναεκλµβ +

(µ↔ ν , α↔ β)− (α↔ β)− (µ↔ ν), (B.38)

portanto:

Fκλ(Ψ̄ΣρλΣµνΣαβΨ)Fαβ = τ

4FκλF
ν
βε
κλµβ − τ

4FκλF
µ
βε
κλνβ

Fκλ(Ψ̄ΣρλΣµνΣαβΨ)lµνFαβ = τ

2FκλlµνF
ν
βε
κλµβ (B.39)

b) Cálculo de β2

No Capítulo 4, definimos a grandeza

β = 10
√

2Re(∂µS)(Z̄∂µΛ)− 8
√

2iRe(∂µS)(Z̄Σµν∂νΛ) +
8
√

2Im(∂µS)(Z̄Σµνγ5∂νΛ) + 10
√

2iIm(∂µS)(Z̄γ5∂
µΛ) +

16mµνF
µν

= t1 + t2 + t3 + t4 + 16mµνF
µν . (B.40)

De modo que, ao eliminar o campo auxiliar, nossa ação recebia uma contribuição
proporcional a β2. Como se pode observar, o cálculo desta quantidade passa por
produtos combinados dos termos tn, os quais mediante rearranjamentos de Fierz
produzirão termos proprorcionais aos condensados fermiônicos na ação.

Com o propósito de ilustrar isto, definamos o seguinte conjunto de matrizes:

Γµν(n) = {I4×4η
µν , γ5η

µν , Σµν , Σµνγ5} , n = 1...4 (B.41)

Desta forma, qualquer termo se pode escrever como tn = vµ Z̄Σµν
(n)∂νΛ. Logo, o
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produto de dois termos é dado por:

tn × tm =
∫
d4x vµwα

(
Z̄Γµν(n)∂νΛ

)(
Z̄Γαβ(m)∂βΛ

)
= (−1)(s+1)vµwα

∫
d4x

[
Λ̄Γµν(n)

(
ZZ̄

)
Γαβ(m)∂ν∂βΛ

]
(utilizando [B.20] −→)

= (−1)(s+2)

4 vµwα Θ
∫
d4x

[
Λ̄Γµν(n) Γαβ(m)�ωνβΛ

]
+

(−1)(s+2)

4 vµwα τ
∫
d4x

[
Λ̄Γµν(n) γ5 Γαβ(m)�ωνβΛ

]
+

(−1)(s+1)

4 vµwα Cκ

∫
d4x

[
Λ̄Γµν(n) γ

κγ5 Γαβ(m)�ωνβΛ
]
, (B.42)

onde s = {0, 1} e depende do sinal que se obtém após de intercambiar a ordem
dos espinores Z e Λ no primeiro parêntese de (B.42). Por outro lado as integrais
dos colchetes podem ser simplificadas analisando um pouco integrais do tipo:

I =
∫
d4x (Φ̄γα ∂µ∂νΦ) =

[
T. Superficie

]
+
∫
d4x (∂µ∂νΦ̄γα Φ),

mas pela propriedade dos espinores :
=
[
T. Superficie

]
−
∫
d4x (Φ̄γα ∂µ∂νΦ).

Logo, a integal I é nula. Da mesma, formas pode-se mostrar:∫
d4x (Φ̄Σαβ ∂µ∂νΦ) = 0∫

d4x (Φ̄Σαβ γ5 ∂µ∂νΦ) = 0 (B.43)

Assim, no momento de fazer os nossos cálculos só precisamos levar em conta
termos proporcionais às matrizes 1, γ5 e γµγ5, que aparecerão na expansão do
produto das Γµν(n).

Exemplo
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Se n = 3 e n = 4 temos que t3t4 reduz-se:

t3 t4 = 1
4vµwα Cκ

∫
d4x

[
Λ̄Σµν γκ(γ5)2ηαβ�ωνβΛ

]
= 1

8vµw
β Cκε

µνκλ
∫
d4x

[
Λ̄γκγ5�ωνβΛ

]
= −16Im(∂µS)Re(∂βS)Cκεµνκλ

∫
d4x

[
Λ̄γκγ5�ωνβΛ

]
.
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