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.

O que é, pois, o tempo?

Se ninguém me pergunta, sei o que é; mas se

quero explicá-lo a quem me pergunta, não sei.

Santo Agostinho
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Resumo

Neste trabalho, abordamos alguns aspectos perturbativos em teorias de gravitação com a
violação da simetria de Lorentz. Propomos um conjunto de operadores de projeção para
modelos de gravitação com um vetor de fundo e da classe da gravitação de Ho°ava-Lifshitz.
Utilizando esses operadores, desenvolvemos um procedimento de fácil implementação para
obter o propagador e analisar a unitariedade de modelos Lagrangianos, que é especialmente
adequado para modelos com violação de paridade. Interessantemente, esse método simpli�ca
a tarefa de estudar as propriedades do espectro de partículas do modelo, que em geral pode
ser bastante dispendiosa. Além disso, esta proposta torna mais clara a interpretação física
dos modos propagantes.

Como aplicações importantes do método proposto, investigamos o efeito combinado
da ação quadridimensional de Chern-Simons e Ricci-Cotton para a gravitação de Einstein-
Hilbert, modi�cada com termos de derivada superior. As consequências para o espectro de
partículas são analisadas. Surpreendentemente, inferimos que as condições para ausência de
táquions e fantasmas impõe restrições sobre o vetor de violação de fundo para a gravitação
de Chern-Simons em (1+3)D, que são drasticamente diferentes quando comparadas com as
teorias de calibre com violação de Lorentz. Também, discutimos as propriedades espectrais
para um modelo geral de gravitação de Ho°ava-Lifshitz. Uma atenção especial é dada ao modo
de spin-0, que aparece naturalmente na teoria devido a violação da simetria de Lorentz. Por
�m, com os resultados obtidos, investigamos algumas consequências experimentais no limite
de baixas energias da teoria.
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Abstract

In this work, we deal with some perturbative aspects of gravity models with Lorentz symme-
try violation. We propose a set of projection operators to deal with gravity models with a
background vector and the class of Ho°ava-Lifshitz gravity models. Using these operators, an
uncomplicated and easily procedure for obtaining the propagator and to analyze the unitarity
of the aforementioned systems is built up. This is specially suitable for parity violating mod-
els. Interestingly enough, this method converts the task of probing the unitarity of a given
3D system, that is in general a time-consuming work, in a simpli�ed manner; besides, it also
greatly clari�es the physical interpretation of the propagating modes.

As important applications of the proposed method, we investigate the combined e�ect of
four-dimensional Chern-Simons and Ricci-Cotton terms for the Einstein-Hilbert gravity mod-
i�ed with higher-derivative terms. The consequences for the particle spectrum is analyzed.
Surprisingly, we infer that (1+3)D Chern-Simons gravity imposes a drastically di�erent con-
straint on the background if compared to ordinary Lorentz violating gauge theories whenever
conditions for the suppression of tachyons and ghosts are imposed. Also, we discuss spectral
properties of a general model of Ho°ava-Lifshitz model. A special attention is given for the
spin-0 mode, which naturally appears due to the Lorentz symmetry violation. Finally, with
the obtained results, some experimental e�ects on the low energy regime are investigated.
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Capítulo 1

Introdução e Contextualização do

Tema

Apesar do papel consagrado que a simetria de Lorentz desempenha na Física de Altas Ener-
gias, nas últimas duas décadas tem havido grande atividade em se considerar modelos em que
essa simetria é violada. Um motivo para todo esse entusiasmo vem da necessidade de uma
revisão da estrutura do espaço-tempo no regime em que a intensidade da força gravitacional é
relevante quando comparada com as outras interações fundamentais. Nesse regime de energia,
o espaço-tempo pode ser discreto com a presença de um comprimento fundamental mínimo
lP = 1, 6× 10−35 m. Isso sugere uma violação da simetria de Lorentz.

Mais entusiasmante ainda seria a possibilidades de detectar resquícios de uma viola-
ção da simetria Lorentz, advindos das teorias mais fundamentais de gravitação quântica,
em medidas experimentais de baixas energias. De fato, Collins, Pérez, Sudarsky, Urrutia e
Vucetich [1, 2] sugerem que diminutos efeitos de violação de Lorentz na escala de Planck(
EP = 1, 2× 1019 GeV

)
, podem ser relevantes a um nível de baixas energias, quando se leva

em consideração efeitos não-perturbativos ou renormalização a laços de ordens mais altas.
(Para uma opinião contrária, veja [3]). Essa postura tem derrubado o folclore-padrão de que
indícios experimentais da natureza da gravitação quântica são impraticáveis, baseado no ar-
gumento simplista que esses efeitos só devam aparecer em energias da ordem da escala de
Planck, muito além da capacidade dos aparatos experimentais atualmente. Mesmo se não de-
tectarmos experimentalmente sinais de uma violação de Lorentz, permanece como um grande
problema teórico entender os mecanismo que fazem emergir a simetria de Lorentz num regime
de baixas energias.

Tais observações, além de estabelecerem restrições físicas aos parâmetros dessas teorias,
poderiam servir como guia para a construção de teorias a níveis de energias mais altos. Os
principais modelos candidatos a uma teoria de gravitação quântica podem apresentar indícios
de uma violação da simetria de Lorentz. A gravitação quântica em laços [4, 5, 6] exibe uma
fase em que a simetria de Lorentz é violada1. Nesse contexto, foi sugerido que efeitos de
gravitação quântica possam ser observados experimentalmente. Efeitos da discretização do
espaço-tempo podem resultar em variações mensuráveis na estrutura de propagação de fótons
e neutrinos de fontes distantes como Gamma Ray Bursts e Neutrino Bursts[9]. Os trabalhos

1Existem opiniões distintas na literatura. A Referência [7] propõe conciliar a simetria de Lorentz com
espaço-tempo discretizado por meio do conceito de conjuntos causais. Outra visão é apresentada por Rovelli
e Speziale [8]. Eles a�rmam que na gravitação quântica em laços, o comprimento fundamental mínimo não
aparece como uma propriedade �xa da geometria, mas como um autovalor mínimo (e não nulo) de um obser-
vável quântico. Assim, a simetria de Lorentz local não seria violada, da mesma maneira que a discretização
dos autovalores dos operadores de momento angular não viola invariância rotacional na mecânica quântica.
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seminais nessa linha de investigação são [10, 11, 12, 13]. Gostaríamos de ressaltar que não
contemplaremos a gravitação quântica em laços nessa tese.

A violação da simetria de Lorentz também é possível ser decorrente de teorias de cordas.
Kostelecký e Samuel sugerem que campos tensoriais, advindos de teorias de campos de cordas,
possam obter valores esperados não-nulos e, consequentemente, quebrar a simetria de Lorentz
espontaneamente [14]. Dentro do contexto da teoria de cordas de Liouville, a �utuação do
espaço-tempo de fundo pode induzir propriedades óticas não-triviais do vácuo, interferindo
na estrutura de propagação das partículas relativísticas [15, 16, 17, 18].

Outro cenário possível de violação de simetria de Lorentz vem das teorias de campos não-
comutativas. Nessa classe de modelos, assume-se que as coordenadas do espaço-tempo formam
uma álgebra não-comutativa, induzindo uma violação na simetria de Lorentz. Uma conexão
entre alguns limites especí�cos de teorias de cordas e teorias de campos não-comutativas foi
apresentada por Seiberg e Witten [19]. O estudo das consequências da violação de Lorentz em
teorias de campos não-comutativas, pode indicar fortes restrições a energias muitas ordens
de grandeza acima da escala de energia experimental [20, 21, 22, 23]. Também, efeitos de
violação da simetria de Lorentz no setor gravitacional podem surgir em conexão com modelos
baseados nos cenários de branas-mundo [24].

Tendo em vista a possibilidade de uma violação da simetria de Lorentz no setor gra-
vitacional, investigamos, nesta tese, alguns aspectos perturbativos de modelos de gravitação
com violação de Lorentz por um vetor de fundo [25, 26, 27] e a gravitação de Ho°ava-Lifshitz
[28, 29]. A gravitação com violação de Lorentz por um vetor de fundo é motivada dentro de
um cenário de teoria de campos efetiva advindo de uma teoria de gravitação quântica consis-
tente (teoria de cordas). A gravitação Ho°ava-Lifshitz pretende ser um modelo de gravitação
quântica consistente independente da teoria de cordas, analogamente às teorias de Yang-Mills.
Mesmo que a teoria de cordas forneça ferramentas poderosas para estudar propriedades das
teorias de Yang-Mills via dualidade AdS/CFT, a imersão das teorias de Yang-Mills dentro da
teoria de cordas não é um requisito para a sua consistência quântica.

Também é importante destacar que o mecanismo de violação da simetria de Lorentz
por um vetor de fundo é fundamentalmente distinto da proposta de Ho°ava para a gravita-
ção. Ainda que ambos se encaixem na categoria de modelos não-invariantes pela simetria de
Lorentz, no caso da gravitação de Ho°ava-Lifshitz a violação da simetria de Lorentz é rea-
lizada através de uma estrutura preferencial de foliação de hipersuperfícies tridimensionais
tipo-espaço. Isso induz a separação das coordenadas espacial e temporal, que explicitamente
quebra o grupo de transformações gerais de coordenadas ao subgrupo de transformações

xi 7→ x̃i
(
t, xj

)
, t 7→ t̃ (t) . (1.1)

Já a violação de Lorentz proposta por Kostelecký e colaboradores é implementada através de
um quadrivetor de fundo oriundo de uma condensação não-trivial. É esperado que o módulo
desse vetor seja muito pequeno num regime de baixas energias devido a uma série de restrições
experimentais [30]. Em contrapartida, espera-se que a gravitação de Ho°ava-Lifshitz evolua
para um regime relativístico em baixas energias.

A busca por modelos de gravitação quântica foi ditada principalmente pela di�culdade
de se obter, simultaneamente, uma teoria quântica de campos renormalizável e unitária para
descrever a gravitação. Tentativas de se acrescentar termos com derivadas superiores à Lagran-
giana de Einstein-Hilbert não resolveram tal problema. Ainda que esses termos melhorem as
divergências no regime ultravioleta, estes podem trazer excitações fantasmas que prejudicam
a propriedade de unitariedade da matriz S e uma interpretação apropriada das probabilidades
nos processos de espalhamento. (Para uma discussão mais aprofundada, encaminhamos o
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leitor às Referências [31, 32, 33]). Com isso em mente, julgamos que um teste inicial e im-
portante para a consistência quântica de qualquer teoria modi�cada da gravitação é requerer
unitariedade, no sentido que o espectro de partículas não contenha taquiôns e nem fantasmas.

Essa discussão sofreu um interesse renovado devido a possibilidade de produção e de-
tecção de grávitons massivos na escala de energia do LHC (Large Hadron Collider) e do ILC
(International Linear Collider) [34, 35, 36, 37]. Grávitons podem adquirir massa através do
mecanismo de Kaluza-Klein, oriundo dos efeitos das grandes dimensões extras [38] ou em
conexão com os cenários de branas-mundo [39]. Destacamos, no entanto, o mecanismo de
geração de grávitons massivo advindo de modos de torção propagante, que foram objeto de
pesquisa nas Referências [40, 41].

Nesse contexto julgamos ser necessário e conveniente desenvolver um método geral para
a obtenção dos propagadores de modelos de gravitação com violação de Lorentz. Esse é o
principal objetivo dessa tese. Com os propagadores em mãos, é possível obter uma descrição
do espectro de partículas do modelo e propriedades quânticas e relativísticas dos processos
de espalhamento. Mais exatamente, pode-se distinguir cada modo de excitação e, com isso,
determinar condições sobre os parâmetros livres do modelo Lagrangiano a �m de restringir a
propagação de táquions e fantasmas.

Existem vários métodos para a obtenção dos propagadores, mas, particularmente para
o caso da gravitação quântica na aproximação de campo fraco, que é nosso interesse, os
métodos algébricos foram desenvolvidos intensivamente, especialmente os métodos baseados
nos operadores de projeção de spin [42, 43, 44, 45]. Os operadores de projeção de spin para
modelos invariantes por transformações de Lorentz em 4D têm a propriedade interessante de
decompor os campos em setores de spin-paridade de�nidos. Nessa tese, seguimos a linha de
trabalhos anteriores [40, 46, 47, 48] para construir um conjunto ortonormal de operadores,
que é adequado para lidar com modelos com violação de Lorentz por um vetor de fundo e
da classe dos modelos de Ho°ava-Lifshitz, incluindo os modelos com violação de paridade.
Com esse resultado, a discussão sobre as propriedades espectrais dos modos propagantes e
a identi�cação dos modos físicos e não-físicos �ca facilitada, assim como a determinação da
estrutura das simetrias de calibre.

A organização da tese é como segue:

O Capítulo 2 serve de sustentação teórica para os Capítulos 3 e 4. Embora, os resultados
apresentados sejam conhecidos da literatura, a técnica apresentada é fruto de uma linha de
pesquisa realizada no Grupo de Teoria de Campos e Partículas Elementares do CBPF [49,
50, 51, 40, 46, 52, 47, 41, 53, 54]. Um novo conjunto de operadores de projeção para modelos
tridimensionais é apresentado. Utilizando esses operadores, desenvolvemos um procedimento
de fácil implementação para analisar a unitariedade de modelos Lagrangianos planares de
eletromagnetismo e gravitação, com possível violação de paridade. Interessantemente, esse
método converte a tarefa de estudar a análise de unitariedade para um sistema em 3D, que
em geral pode ser bastante dispendiosa num problema algébrico mais simples de se lidar.
Além disso, esta proposta torna mais clara a interpretação física dos modos propagantes.
Para testar a e�cácia do algoritmo proposto, a unitariedade de alguns sistemas relevantes,
acrescido de termos de derivada superiores e do termo de Chern-Simons são investigados.

No Capítulo 3, é investigado o efeito combinado da ação quadridimensional de Chern-
Simons e Ricci-Cotton para a gravitação de Einstein-Hilbert, modi�cada com termos de
derivada superior. As consequências para o espectro de partículas são analisadas. Surpre-
endentemente, inferimos que as condições impostas sobre o vetor de violação de fundo são
drasticamente diferentes quando comparadas com as teorias de calibre com violação de Lo-
rentz. Os resultados originais desse capítulo foram publicados na Referência [48].
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O Capítulo 4 segue das considerações apresentadas na Referência [55]. Discutimos as
propriedades do espectro de partículas para um modelo geral de gravitação de Ho°ava-Lifshitz.
Uma atenção especial é dada ao modo de spin-0, que aparece naturalmente na teoria devido
à violação da simetria de Lorentz. Por �m, com os resultados obtidos, investigamos alguns
efeitos no limite de baixas energias da teoria.

Considerações �nais e perspectivas futuras sobre o problema da gravitação quântica em
conexão com a violação da simetria de Lorentz são realizadas no Capítulo 5.

Os Apêndices A, B e C apresentam os operadores de projeção de spin 3D, um método
alternativo para obtenção do propagador da gravitação com violação da simetria de Lorentz
e relações tensoriais entre operadores de projeção para gravitação de Ho°ava-Lifshitz, respec-
tivamente.

Devido ao fato que cada capítulo estuda-se modelos em contextos de espaços-tempo
diferentes, deve-se atentar a notação que será usada: µ̂, ν̂, ρ̂ . . . denotam índices (1+2)-
dimensionais no espaço de Minkowski, µ, ν, ρ, . . . representam índices (1+3)-dimensionais no
espaço de Minkowski e i, j, k, . . . denotam índices tridimensionais espaciais.
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Capítulo 2

Um Novo Conjunto de Operadores

Projeção de Spin em 3D

As conhecidas complexidades das teorias de campos em 4D tem forçado frequentemente os
físicos teóricos a testar modelos em espaço-tempos de dimensões inferiores. Em geral, o
fundamento de tais modelos foram obtidos através de uma projeção da dimensão física, o
que, de fato, pode não deixar clara as sutilezas inerentes à dimensão particular da teoria.
Conforme indicado corretamente por Binegar [56], um desenvolvimento teórico das teorias em
sua dimensão nativa é algo imprescindível. Nesse sentido, teorias tridimensionais merecem
um destaque dada suas aplicações no mundo real.

Surpreendentemente, a física planar sofreu um considerável desenvolvimento nas últimas
décadas. Uma série de novos resultados experimentais advindos principalmente da Física da
Matéria Condensada, acompanhado por uma convergência de ideias teóricas trouxeram um
interesse renovado ao assunto. Dentre os inúmeros e interessantes modelos planares que fo-
ram investigado, vale destacar o grafeno1. Esse sistema de carbono genuinamente planar se
demonstrou um bom ambiente para a veri�cação de ideias e ferramentas de teorias quânticas
de campos planares. Consequentemente, podemos esperar que as técnicas da QED3 quando
aplicadas a sistemas de matéria condensada em dimensões mais baixas possam levar a resul-
tados interessantes [57]. Com relação a modelos gravitacionais, existem bons motivos para
se fazer pesquisa em gravitação planar: a gravitação (1+2)-dimensional tem relevância física
direta com modelos que são con�nados a uma dimensionalidade inferior. De fato, a física de
modelos gravitacionais na presença de cordas cósmicas (in�nitamente longa e com simetria
cilíndrica) é descrita adequadamente por modelos tridimensionais [58].

Por outro lado, modelos eletromagnéticos e gravitacionais acrescidos do termo de Chern-
Simons tem sido objeto de muita discussão. No caso vetorial, esse termo fornece massa ao
fóton de maneira invariante de calibre; enquanto que, para a gravitação planar, o termo de
Chern-Simons é responsável pela violação de paridade e a presença de um modo de spin-2
massivo no espectro de partículas do modelo [59].

Além disso, sistemas eletromagnéticos e gravitacionais de ordem superior sofreram um
renovado interesse. Um exemplo é a eletrodinâmica proposta por Lee e Wick [60, 61] em
4D, cuja versão não-abeliana tem sido explorada como uma possível extensão do modelo
padrão [62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72]. Também, recentemente, Bergshoe�, Hohm e
Townsend (BHT) propuseram uma ação para gravitação em 3D [73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80],

1Grafeno é um sistema bidimensional plano consistindo de uma monocamada de átomos de carbono num
arranjo hexagonal.
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cujo limite de campo fraco não propaga táquions e fantasmas. De fato, o modelo BHT é um
dos raros exemplos de sistema de ordem superior que não propaga modos fantasmas [81, 82].

Dadas essas considerações, é natural sugerir uma investigação aprofundada de modelos
eletromagnéticos e gravitacionais com o termo de Chern-Simons acrescido de termos com de-
rivadas de ordem mais altas em 3D. A introdução de derivadas mais altas pode pôr em risco
a unitariedade desses modelos. Por isso, apresentamos um esquema de fácil implementação,
especí�co para modelos planares, que permite uma discussão construtiva e baseada em prin-
cípios físicos das propriedades do espectro de partículas de modelos gerais eletromagnéticos e
gravitacionais em 3D.

Tal procedimento é descrito neste capítulo por meio da de�nição de uma base opera-
dores de projeção de spin especí�ca para modelos em 3D. Isso permite a decomposição do
Lagrangiano em seus componentes de spin, a análise do espectro de partículas e a obtenção
de condições sobre os coe�cientes do modelo Lagrangiano para assegurar unitariedade desse
modelo. Além disso, os exemplos considerados neste capítulo servirão como aplicação-modelo
do método e como embasamento para o entendimento da utilização dessa formalismo nos
capítulos subsequentes.

O arcabouço teórico do formalismo de operadores de projeção de spin é descrito na
Seção 2.1. Começamos construindo uma nova classe de operadores para modelos em 3D e
discutimos como obter o propagador com o uso desses operadores. Em seguida, apresentamos
um algoritmo para análise da consistência espectral de modelos em 3D. Esse formalismo é
exempli�cado em modelos eletromagnéticos e gravitacionais com derivadas superiores acres-
cidos o termo de Chern-Simons na Seção 2.4. Estabelecemos as conclusões na Seção 2.5. Os
resultados deste capítulo foram apresentados nas Referências [46, 47, 41, 54].

Neste capítulo, as letras gregas com acento circun�exo (µ̂, ν̂, ρ̂, . . .) denotam índices do
espaço-tempo (1 + 2)D e as letras latinas (m,n,m′, n′) representam índices convencionais.
Seguimos a convenção de que a assinatura da métrica é (+1,−1,−1) e ε012 = +1, onde εµ̂ν̂ρ̂
é o símbolo de Levi-Civita.

2.1 Um Novo Conjunto de Operadores de Projeção de Spin

para Modelos 3D

Na análise dos aspectos quânticos de qualquer teoria de campos, é dedicado um interesse
considerável à descrição do espectro de partículas e às propriedades relativísticas e quânticas
dos processos de espalhamento da teoria em investigação. Algumas dessas questões podem
ser entendidas por meio da análise dos propagadores da teoria, que são obtidos através da
inversão do operador de onda. Portanto, é de fundamental importância realizar essa inversão
de maneira criteriosa. Para isso, devemos buscar um conjunto adequado de operadores lineares
atuando sobre os campos do modelo.

Começamos buscando uma base no espaço vetorial dos operadores de onda. O espaço
vetorial onde esses operadores atuam é formado pelas representações de dimensão �nita do
grupo de Lorentz. Em 4D, por exemplo, é sempre possível decompor esses espaços vetoriais
como a soma direta de subespaços com spin de�nido, já que localmente o grupo de Lorentz
restrito pode ser visto como o produto Cartesiano SU (2) × SU (2).2 Além disso, os úni-
cos operadores de mapeamento que podem ser construídos entre esses projetores são aqueles
associados com o mesmo spin. De fato, a existência de operadores de mapeamento implica

2Formalmente, existe um isomor�smo entre as álgebras de Lie so (1, 3) ' su2 (C)⊕ su2 (C) .
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numa bijeção entre os espaços vetoriais, que pode ser realizado se, e somente se, eles tiverem
a mesma dimensão. A construção de operadores que estabeleçam mapeamentos entre espaços
de subspin com spin distintos só pode ser realizado através da decomposição em subespaços
de spin de�nido por vetores preferenciais do espaço-tempo. A construção explícita dos ope-
radores de projeção de spin para campos de ranks arbitrários pode ser realizada através do
produto tensorial dos operadores de projeção de spin de acordo com as regras da teoria de
grupos. Os operadores de projeção de spin em 4D, que decompõe os campos vetoriais pode
ser explicitamente construído utilizando a métrica de Minkowski e derivadas parciais, como
segue:

P (0)µν ≡ ωµν =
∂µ∂ν
�

, � = ∂µ∂
µ, (2.1a)

P (1)µν ≡ θµν = ηµν − ωµν . (2.1b)

em que µ e ν representam índices do espaço-tempo (1 + 3)D.

Uma análise cuidadosa das de�nições (2.1a)-(2.1b) permite concluir que a construção
de operadores e mapeadores de spin para campos de rank mais alto podem conter apenas
métricas e derivadas parciais. No caso de campos simétricos de spin-2 essa construção resulta
nos conhecidos operadores de Barnes-Rivers [42, 43, 44, 45]. Conforme veremos nos Capítulos
3 e 4, se houver a existência de coordenadas preferenciais do espaço-tempo na construção do
modelo, tal como ocorre em modelos com violação da simetria de Lorentz, então os operadores
com spin de�nido não serão su�cientes para formar uma base para os operadores de onda dessa
classe de modelos [48, 55].

Para modelos tridimensionais, deve-se ter um cuidado especial na obtenção do operador
de onda e, por conseguinte, o propagador. Uma indicação para isso é que em 3D existe
a possibilidade de se considerar modelos com violação de paridade. O sinal dessa violação
de paridade é a presença do tensor de Levi-Civita, que nos permite de�nir o operador de
Chern-Simons,

Sµ̂ν̂ = εµ̂ν̂ρ̂∂ρ̂. (2.2)

Esse operador é independente do operador transverso, θ, e longitudinal, ω. Isso pode ser visto
na álgebra do operador S com θ e ω:

Sθ = θS = S, (2.3a)

Sω = ωS = 0, (2.3b)

S2 = −�θ. (2.3c)

Podemos ver que o operador S �vive� no subespaço transverso, no sentido em que é um
operador linear que mapeia um vetor arbitrário num vetor no subespaço transverso. Mesmo
assim, S é independente de θ; isso é possível, pois o subespaço transverso é bidimensional em
3D.

No entanto, o principal motivo para a necessidade revisão dos operadores de Barnes-
Rivers no mundo planar é devido ao fato que θ não é mais um operador de spin em 3D. De fato,
no caso massivo, as representações de spin em 3D correspondem as representações unitárias
de SO (2), que são unidimensionais. Os projetores θ e ω dividem o espaço tridimensional
numa soma direta de subespaços com dimensão 2 e 1, respectivamente. Portanto, θ não é
um operador de projeção num subespaço de spin. Isso quer dizer que não é possível uma
interpretação física transparente dos modos relacionados a modelos com violação de paridade
mesmo se estes forem expressos em termos da base {θ, ω, S}. Uma maneira consistente de
abordar essa questão é através de uma base associada ao spin das partículas em 3D, que será
construída em sequência.
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Para isso, vamos rever alguns conceitos. Em teoria quântica de campos, as partículas
são identi�cadas como representações unitárias do grupo de Poincaré. Essa identi�cação
fornece dois números quânticos para as partículas: massa e spin. O spin é caracterizado
pelas representações unitárias do grupo de isotropia (little group) do momento representativo
da partícula � o subgrupo do grupo de Lorentz que deixa inalterado um quadrimomento
representativo da classe que a partícula pertence (massivo ou não-massivo).

Em 4D, a tarefa de identi�car os operadores de spin é mais simples que em 3D. Isso se
deve ao fato que em 4D o spin das partículas massivas é dado pelas representações unitárias
e irredutíveis do grupo SO (3). Tais representações são associadas com as representações
do grupo SU (2), que é o grupo de recobrimento de SO (3). Além disso, a representação
fundamental de SU (2) é equivalente a sua representação complexo conjugada. Portanto,
todas as representações de SU (2) são reais e, consequentemente, as representações de SO (3)
estão relacionadas com as representações de SU (2) (SO (3) ' SU (2) /Z2). Isso implica que se
o operador de onda é decomposto em operadores que projetam em representações irredutíveis
bem de�nidas de SO (3), então estas são automaticamente identi�cadas como operadores com
spin bem de�nido.

O spin de partículas massivas em 3D apresenta uma situação distinta, já que as represen-
tações unitárias de SO (2) são associadas com U (1). A representação fundamental de U (1)
não é equivalente a seu complexo conjugado. Uma vez que as representações de SO (2) são
reais, estas não são relacionadas diretamente com as representações de U (1), mas sim com a
soma direta das representação fundamental de U (1) e seu conjugado complexo. Porém, todas
as representações irredutíveis de SO (2) são bidimensionais e podem ser associadas com as
representações de U (1) através da complexi�cação dos campos.

Consideremos, por exemplo, a representação vetorial de SO (2). Um transformação de
SO (2) sobre um vetor A = (A1, A2) é dada por(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
A1

A2

)
. (2.4)

Os autovetores normalizados dessa transformação são:

V1 =
1√
2

(
1
i

)
, V2 =

1√
2

(
1
−i

)
, (2.5)

com autovalores λ1 = e−iθ e λ2 = eiθ, respectivamente. Portanto, podemos de�nir uma base
para o espaço de Minkowski em 3D, com a propriedade de que cada vetor gera um subespaço
unidimensional que é o autoespaço das transformações de U (1):

e (0)µ̂ =

 1
0
0

 , (2.6a)

e (+1)µ̂ ≡ (e1)µ̂ =
1√
2

 0
1
i

 , (2.6b)

e (−1)µ̂ ≡ (e2)µ̂ =
1√
2

 0
1
−i

 , (2.6c)

onde e (0) é um vetor tipo-tempo e os vetores e (±1) são tipo-espaço.
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Dessa forma, através de uma transformação unitária adequada, mapeamos o campo
vetorial real em (

A1

A2

)
−→

(
Ā1

Ā2

)
=

1√
2

(
A1 + iA2

A1 − iA2

)
. (2.7)

Por conseguinte, a transformação de rotação (2.4) sob o vetor Ā é dada por(
eiθ 0
0 e−iθ

)(
Ā1

Ā2

)
. (2.8)

Esse raciocínio nos permite concluir que é possível fazer uma identi�cação das representações
vetoriais reais de SO (2), 4, como uma soma direta da representação fundamental de U (1),
�, e sua respectiva conjugação complexa �∗:

4 ∼ �⊕�∗. (2.9)

O operador θ é a identidade no espaço da representação 4, que é a soma direta dois
subespaços unidimensionais. Tendo em mente essa discussão, propomos que os operadores de
projeção de spin-1 estejam associados com os vetores complexos como:

θµ̂ν̂ = ρµ̂ν̂ + σµ̂ν̂ , (2.10)

onde

ρµ̂ν̂ = − (e1)µ̂ (e1)∗ν̂ , (2.11a)

σµ̂ν̂ = − (e2)µ̂ (e2)∗ν̂ . (2.11b)

Convencionamos que os operadores ρ e σ sejam os projetores nas representações � e �∗,
nessa ordem. Levando-se em consideração as de�nições (2.6b) e (2.6c), pode-se notar que
ρ e σ estão relacionados pela conjugação complexa, ρ∗ = σ e, que além disso, estes são
Hermitianos e não-simétricos:

ρµ̂ν̂ = (e1)µ̂ (e1)∗ν̂ = (e2)ν̂ (e2)∗µ̂ = σν̂µ̂. (2.12)

Isso completa a decomposição e a identi�cação dos operadores de projeção de spin para campos
vetoriais.

Também é importante expressar o operador de Chern-Simons (2.2) em termos dos opera-

dores de projeção de spin. Para tal, notamos que εµ̂ν̂ρ̂e1µ̂e2ν̂
kρ̂√
k2

= −i, que pode ser calculado
com as expressões (2.6a)-(2.6c), no referencial da partícula. Isso nos permite escrever Sµ̂ν̂ no
espaço de momenta como:

Sµ̂ν̂ = iε ρ̂
µ̂ν̂ kρ̂ = iεσ̂τ̂ ρ̂ηµ̂σ̂ην̂τ̂kρ̂

= iεσ̂τ̂ ρ̂ (ρµ̂σ̂ + σµ̂σ̂) (ρν̂τ̂ + σν̂τ̂ ) kρ̂ (2.13)

= iεσ̂τ̂ ρ̂ (e1µ̂e2σ̂e2ν̂e1τ̂ + e2µ̂e1σ̂e1ν̂e2τ̂ ) kρ̂

=
√
k2 (ρµ̂ν̂ − σµ̂ν̂) .

A expressão resultante (2.13) torna mais clara a interpretação da álgebra entre os operadores
{θ, ω, S} apresentada nas equações (2.3a)-(2.3c).

Existe a possibilidade de se considerar a construção de operadores de mapeamento entre
os subespaços de�nidos por k e e1 ou k e e2. De fato, isso será alvo de discussão no Capítulo 3
uma vez que esses operadores dependem explicitamente nos vetores e1 e e2, e portanto violam
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a simetria de Lorentz. Para modelos que preservam a simetria de Lorentz, o operador de onda
é construído apenas com objetos covariantes: ηµ̂ν̂ , ∂µ̂ e εµ̂ν̂ρ̂.

Antes de prosseguir, é importante rever o signi�cado da paridade em 3D com relação
aos operadores aqui de�nidos. Em 3D, uma representação possível do operador de paridade
no espaço de Minkowski é

P =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 . (2.14)

Das equações (2.6b)-(2.6c) e (2.11a)-(2.11b) temos que PρP−1 = σ e PσP−1 = ρ. Isso
mostra explicitamente que, ao contrário do que ocorre em 4D, não é possível assinalar uma
paridade de�nida para cada projetor de spin. Cabe observar que PωP−1 = ω e PθP−1 = θ,
ou seja, ω e θ são invariantes por transformação de paridade. Como os operadores ρ e σ estão
relacionados por uma transformação de paridade temos como implicação física que em modelos
que preservam paridade, as excitações massivas de spins não-nulos |s| devem se propagar como
dubletes de spin ±s e com a mesma massa m.

Depois dessa pequena digressão, podemos construir os operadores de projeção de spin
para tensores de rank 2. Podemos enumerar as representações de spin e as multiplicidades
para tensores de rank 2:

(+1⊕−1⊕ 0)⊗ (+1⊕−1⊕ 0) = (3× 0⊕ 2×+1⊕ 2×−1⊕+2⊕−2) , (2.15)

onde os algarismos sublinhados denotam o spin e os algarismos não sublinhados estão relaci-
onados com a multiplicidade do spin.

No caso geral, um tensor de rank 2, Tµ̂ν̂ , pode ser escrito como o produto de dois vetores,
digamos Aµ̂ e Bν̂ :

Tµ̂ν̂ = Aµ̂Bν̂ . (2.16)

Já que um vetor arbitrário pode ser decomposto em suas componentes de spin, Aµ̂ ⊃ (1⊕−1⊕ 0),
por meio dos operadores de projeção de spin ρ, σ e ω,

Aµ̂ = (ρµ̂ρ̂ + σµ̂ρ̂ + ωµ̂ρ̂)A
ρ̂, (2.17)

então um tensor arbitrário de rank 2, pode ser decomposto em suas componentes de spin
como segue:

Tµ̂ν̂ = (ρµ̂ρ̂ρν̂σ̂ + ρµ̂ρ̂σν̂σ̂ + ρµ̂ρ̂ων̂σ̂ + σµ̂ρ̂ρν̂σ̂ + σµ̂ρ̂σν̂σ̂ (2.18)

+ σµ̂ρ̂ων̂σ̂ + ωµ̂ρ̂ρν̂σ̂ + ωµ̂ρ̂σν̂σ̂ + ωµ̂ρ̂ων̂σ̂)T ρ̂σ̂.

Notemos que ρ, σ e ω estão associados com o spin +1, -1 e 0, respectivamente, o que implica
que ρρ, ρω, ωρ, ρσ, σρ, ωω, σω, ωσ, σσ (com os índices omitidos) estão associados com o
spin +2, +1, +1, 0, 0, 0, -1, -1 e -2, nessa ordem.

No caso do campo correspondente ao gráviton hµ̂ν̂ , que é um tensor simétrico de rank
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2, a simetrização dos operadores acima levam aos seguintes operadores de projeção de spin:

P hh (+2)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = ρµ̂ρ̂ρν̂σ̂, (2.19a)

P hh (−2)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = σµ̂ρ̂σν̂σ̂, (2.19b)

P hh (+1)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ =
1

2
(ρµ̂ρ̂ων̂σ̂ + ρν̂ρ̂ωµ̂σ̂ + ρµ̂σ̂ων̂ρ̂ + ρν̂σ̂ωµ̂ρ̂) , (2.19c)

P hh (−1)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ =
1

2
(σµ̂ρ̂ων̂σ̂ + σν̂ρ̂ωµ̂σ̂ + σµ̂σ̂ων̂ρ̂ + σν̂σ̂ωµ̂ρ̂) , (2.19d)

P hh11 (0)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = ωµ̂ρ̂ων̂σ̂, (2.19e)

P hh22 (0)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ =
1

2
(ρµ̂ρ̂σν̂σ̂ + ρν̂ρ̂σµ̂σ̂ + ρµ̂σ̂σν̂ρ̂ + ρν̂σ̂σµ̂ρ̂) . (2.19f)

Conforme esperado, os operadores (2.19a)-(2.19f) são Hermitianos. Além disso, os operadores
de projeção que estão associados com spins não nulos são complexos dado que as represen-
tações não triviais de U (1) são complexas. Em contrapartida, os operadores relacionados
com o spin-0 são reais. Para Lagrangianas reais, as estruturas complexas (2.19a)-(2.19d) não
podem aparecer sozinhas na decomposição do operador de onda em termos dos operadores de
projeção de spin (essa decomposição será esclarecida posteriormente). Podemos garantir, no
entanto, que devido a invariância de Lorentz dos modelos, os projetores das representações
irredutíveis de SO (2) estarão presentes no operador de onda.

Os operadores de Barnes-Rivers são escritos exclusivamente em termos de θ e ω. Usando
a decomposição θ = ρ+ σ, podemos decompor esses operadores em termos dos operadores de
projeção de spin. Já que ρ∗ = σ, o operador de onda é explicitamente real. Consideremos, por
exemplo, o projetor de Barnes-Rivers advindo de uma redução dimensional para 3D associado
com o spin-2 para um tensor simétrico de rank 2:

P hh (2)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ =
1

2
(θµ̂ρ̂θν̂σ̂ + θµ̂σ̂θν̂ρ̂)−

1

2
θµ̂ν̂θρ̂σ̂. (2.20)

Esse operador projeta numa representação não-trivial e irredutível de SO (2) (portanto, bidi-
mensional). Levando em consideração a decomposição (2.10), reescrevemos (2.20) em termos
dos projetores em graus de liberdade de spin, isto é,

P hh (2)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = ρµ̂ρ̂ρν̂σ̂ + σµ̂ρ̂σν̂σ̂. (2.21)

Isso mostra que o operador de Barnes-Rivers P hh (2) é exatamente a soma dos projetores
de spin P (+2) e P (−2) (2.19a)-(2.19b). Esse processo de decomposição pode ser realizado
para todos os operadores necessários a �m de exaurir todas as possibilidades de contrações
possíveis entre os campos da Lagrangiana livre.

Para o operador de Chern-Simons gravitacional,

Sµ̂ν̂,ρ̂σ̂ = θµ̂ρ̂Sν̂σ̂ + θµ̂σ̂Sν̂ρ̂ + θν̂ρ̂Sµ̂σ̂ + θν̂σ̂Sµ̂ρ̂, (2.22)

(Sµ̂ν̂ de�nindo na equação (2.2)) esse processo de decomposição resulta em

Sµ̂ν̂,ρ̂σ̂ = −4i
√
k2
(
P (+2)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ − P (−2)µ̂ν̂,ρ̂σ̂

)
. (2.23)

As relações entre os todos os operadores de projeção de spin e as identidades tensoriais rele-
vantes são apresentadas no Apêndice A.
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2.2 Obtenção dos Propagadores

Já estamos em condição de calcular os propagadores de modelos gerais para o eletromagne-
tismo e gravitação em 3D. Consideremos, desta forma, um modelo Lagrangiano L em 3D que
seja função de um campo vetorial Aµ̂ ou de um campo simétrico de rank 2, hµ̂ν̂ . A parte
quadrática de L pode ser escrita como

(L)2 =
1

2

∑
α,β

ϕαOαβϕβ, (2.24)

onde α, β representam um índices vetoriais ou tensoriais, Oαβ é um operador diferencial
local (operador de onda) e ϕα corresponde ao campo quântico do modelo. Por exemplo, para
modelos eletromagnéticos ϕα = Aµ̂ e para modelos de gravitação no formalismo de segunda
ordem, ϕα = hµ̂ν̂ onde a �utuação da métrica pode ser obtida através da expansão em campo
fraco gµ̂ν̂ = ηµ̂ν̂ + hµ̂ν̂ .

Com auxílio das identidades apresentadas no Apêndice A, podemos expandir o operador
de onda na base do operadores de projeção de spin como

Oαβ =
∑
mn,J

a (J)mn P
ϕϕ
mn (J)αβ , (2.25)

em que a (J)mn são os coe�cientes da expansão do operador de onda. Os operadores dia-
gonais, Pϕϕmm (J), são projetores do campo ϕ sobre o setor de spin J . Os operadores não
diagonais, Pϕϕmn (J) (m 6= n) implementam o mapeamento dentro do subespaço de spin corres-
pondente. Os operadores Pϕϕmn (J) satisfazem as propriedades de ortogonalidade multiplicativa
e decomposição da unidade:∑

β

Pmn(I)αβPm′n′(J)βγ = δnm′δ
IJPmn′(I)αγ , (2.26)

∑
m,J

Pmm(J)αβ = δαβ. (2.27)

As propriedades (2.26) e (2.27) convertem a tarefa de inverter o operador de onda (2.25)
num problema algébrico: basta inverter as matrizes dos coe�cientes a (J)mn. Mas, em geral,
a (J)mn pode ser degenerada devido às simetrias de calibre presente no modelo, que aparecem
consistentemente devido a vínculos satisfeitos pela fontes físicas. As expressões explícitas
para esses vínculos podem ser escritas em termos do autovetores nulos a esquerda V (L,N)

j das
matrizes de coe�cientes a (J)mn degeneradas [45]:∑

β

V (L,N)
n (J)Pmn (J)αβ Sβ = 0, (2.28)

que é válido para todo índice m e N , onde N representa a multiplicidade dos autovetores
nulos.

Assim, o procedimento apropriado para obter o propagador saturado com fontes físicas,
Π, consiste em inverter qualquer submatriz de dimensão igual ao posto de a (J)mn. Na prática,
basta remover as linha e colunas degeneradas de a (J)mn (denotada por A (J)mn) e invertê-la.
Como resultado �nal, obtemos

Π = i
∑
J,mn

S∗αA (J)−1
mn Pmn (J)αβ Sβ. (2.29)
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Deve ser enfatizado que o propagador saturado com as fontes físicas, Π, é invariante de
calibre, devido aos vínculos satisfeitos pelas fontes (2.28). Essa propriedade do método de
se conseguir lidar facilmente com as possíveis degenerescências do operador de onda é uma
grande virtude comparado com outros métodos que não utilizam os operadores de projeção
ortonormais. Nesse procedimento apresentado, a �xação do calibre não é necessária para a
obtenção dos propagadores.

2.3 Prescrição para Análise da Consistência Espectral

Por questão de simplicidade, separamos a discussão da prescrição para analisar a consistência
espectral de modelos 3D em duas partes: uma relacionada aos polos massivos e a outra aos
polos não-massivos.

� polos massivos

Para assegurar que não haja a propagação modos de táquions e fantasmas para um
dado modelo em 3D, é necessário garantir que, para cada polo simples do propagador(
k2 = m2

)
,

=mRes(Π|k2=m2) > 0 e m2 ≥ 0. (2.30)

(Uma demonstração detalhada desse resultado de teoria quântica de campos é dada no
Capítulo 2 da Referência [41]). À luz da equação (2.29), chegamos a conclusão de que
a condição para ausência de fantasmas em cada modo de spin está diretamente asso-

ciada à positividade das matrizes
(∑

mnA
(
J,m2

)−1

mn
Pmn (J)

)
αβ
, onde A

(
J,m2

)−1

mn
=

Res A (J)−1
mn

∣∣∣
k2=m2

é a matriz A (J)−1
mn com o polo de massa m extraído. Pode-se mos-

trar que essas matrizes possuem apenas um autovalor não-nulo no polo, igual ao traço
de A−1

(
J,m2

)∣∣
k2=m2 . Além disso, os operadores Pmn (J) contribuem com um sinal

(−1)p, onde p é a soma do número de ρ's e σ's em cada termo do propagador. O sinal
(−1)p pode ser compreendido pelo fato que no referencial de repouso da partícula ρ e σ
contribuem com um sinal negativo, enquanto que ω contribui com um sinal positivo. Em
suma, a condição para ausência de táquions e fantasmas é que para cada polo massivo
no propagador tenhamos:

(i) m2 > 0, (2.31a)

(ii) (−1)pTrA
(
J,m2

)−1
> 0. (2.31b)

� polos não-massivos

A análise dos polos não-massivos apresentam algumas sutilezas, que requerem alguns
cuidados extras. De fato, à primeira vista, a base de operadores aparenta ser mal-
de�nida para momenta tipo-luz. No entanto, as fontes físicas apresentam vínculos
oriundos das simetrias de calibre do modelos que torna a expressão para a obtenção
do propagador (2.29) bem-de�nida, mesmo para momenta tipo-luz. As fontes físicas
satisfazem os vínculos de conservação da forma kµ̂S µ̂ = 0 para modelos eletromagné-
ticos e kµ̂S µ̂ν̂ = 0 para os modelos gravitacionais (cuja expressão geral é dada pela
equação (2.28)). Consequentemente, uma maneira conveniente para impor a condição
de ausência de fantasmas é escrever expressão inversa do operador de onda em termos
das estruturas

ωµ̂ν̂ =
kµ̂kν̂
k2

, θµ̂ν̂ = ηµ̂ν̂ − ωµ̂ν̂ , εµ̂ν̂ρ̂, kµ̂. (2.32)
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Essa tarefa pode ser assistida pelas relações apresentadas no Apêndice A. Além disso,
as fontes devem ser expandidas numa base de momenta adequada:

Sµ̂ = c1kµ̂ + c2qµ̂ + c3εµ̂, (2.33)

Sµ̂ν̂ = c1kµ̂kν̂ + c2 (kµ̂εν̂ + kvεµ̂) (2.34)

+ c3 (kµ̂qν̂ + kν̂qµ̂) + c4qµ̂qν̂

+ c5 (qµ̂εν̂ + qν̂εµ̂) + c6εµ̂εν̂ ,

onde ci são coe�cientes complexos e

kµ̂ = (k0,~k), (2.35a)

qµ̂ = (k0,−~k), (2.35b)

satisfazendo

k2 = q2 = 0, (2.36a)

k · q = (k0)2 + (~k)2, (2.36b)

k · ε = q · ε = 0, (2.36c)

ε2 = −1. (2.36d)

A expansão (2.33)-(2.34) é a mais geral possível para fontes vetoriais e para tensores
simétricos de rank 2, quando suplementadas com os vínculos de conservação (2.28). Por
�m, deve-se assegurar positividade do resíduo do propagador

=mRes(Π|k2=0) ≥ 0. (2.37)

2.4 Aplicação para Modelos Planares com Violação de Pari-

dade

A �m de ilustrar explicitamente a utilidade do método proposto, vamos considerar modelos
concretos para o eletromagnetismo e a gravitação. Discutiremos a obtenção dos propagadores
e as condições para ausência de táquions e fantasmas da eletrodinâmica de Lee�Wick�Chern-
Simons adicionada de um termo tipo Chern-Simons de derivada superior. Como exemplo de
modelo de gravitação, abordaremos a gravitação de Einstein-Hilbert no formalismo métrico,
acrescido de termos com derivadas de ordem superior e o termo de Chern-Simons, que viola
paridade. Também, estabeleceremos uma discussão dos modos propagantes com a presença
do termo de Ricci-Cotton, que simultaneamente viola paridade e é um termo com derivadas
de ordem superior.

2.4.1 Eletromagnetismo com Derivadas Superiores

O primeiro exemplo é a Lagrangiana de Lee-Wick-Chern-Simons

LMCS = −α
4
Fµ̂ν̂F

µ̂ν̂ − β

4
Fµ̂ν̂�F

µ̂ν̂ +
µ

2
εµ̂ν̂ρ̂Aµ̂∂ν̂Aρ̂, (2.38)
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em que Fµ̂ν̂ = ∂µ̂Aν̂ − ∂µ̂Aν̂ e � = ∂µ̂∂
µ̂. α e µ são constantes de unidades UV m2 e m

3
2 ,

respectivamente, enquanto β é adimensional. Isso, pois, sempre se pode rede�nir os campos
de tal forma que o termo com o maior número de derivadas, que domina no regime k2 →∞,
�que com um parâmetro adimensional.

Queremos assegurar que todos os passos do método sejam cuidadosamente detalhados,
pois este exemplo servirá como guia de implementação do método de operadores de projeção
de spin para o restante da tese. Primeiramente, devemos escrever a Lagrangiana quadrática,
a menos de derivadas parciais na forma da equação (2.24):

(LMCS)2 =
1

2
Aµ̂Oµ̂ν̂Aν̂ (2.39)

onde Oµ̂ν̂ é o operador de onda no espaço de momenta é dado por:

Oµ̂ν̂ =
(
−αk2 + βk4

)
θµ̂ν̂ − iµεµ̂ν̂ρ̂kρ̂. (2.40)

Com auxílio das respectivas identidades apresentadas no Apêndice A:

θµ̂ν̂ = PAA11 (+1)µ̂ν̂ + PAA22 (−1)µ̂ν̂ (2.41a)

εµ̂ν̂ρ̂k
ρ̂ = i

√
k2
(
PAA11 (+1)µ̂ν̂ − PAA22 (−1)µ̂ν̂

)
(2.41b)

podemos expandir o operador de onda (2.40) em termos da base de operadores de projeção
de spin em 3D, na forma

Oµ̂ν̂ =
∑
mn,J

a (J)mn P
AA
mn (J)µ̂ν̂ , (2.42)

donde obtemos as seguintes matrizes de coe�cientes da expansão:

a (0) = 0, (2.43)

a (1) =

(
−αk2 + βk4 + µ

√
k2 0

0 −αk2 + βk4 − µ
√
k2

)
. (2.44)

Pode-se observar que o setor de spin-0 é completamente degenerado. Isso já era esperado,
uma vez que é conhecido que o modelo (2.38) possui uma simetria de calibre

A′µ̂ = Aµ̂ + δAµ̂. (2.45)

O termo δAµ̂ pode ser obtido através da análise geral baseada no método dos operadores de
projeção de spin. De fato, podemos relacionar a variação do campo por uma transformação
de calibre com os autovetores nulos a direita das matrizes de coe�cientes V (R,N)

i [45, 41],

δΨα =
∑
n,J,β

V
(R,N)ψ
i (J)PΨλ

mn (J)αβ fβ (J) , (2.46)

que é válida para todo índice de n e N . No exemplo considerado, essa expressão se reduz a

δAµ̂ = ∂µ̂

(
∂ν̂f

ν̂
)
, (2.47)

para uma função arbitrária f ν̂ .

A simetria de calibre do modelo (2.38) surge adequadamente para inibir a propagação
do modo de spin-0. Como consequência dessa simetria as fontes físicas satisfazem vínculos
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Figura 2.1: Grá�co da polinômio ∆
(
k2
)
/k2, onde ∆

(
k2
)
é o termo que aparece no deno-

minador do propagador (2.49) e m2 = α
β . A análise do comportamento do grá�co permite

distinguir a natureza das raízes desse polinômio.

para inibir a propagação de estados não-físicos. Assim, a expressão geral (2.28) é simpli�cada
para

kµ̂S µ̂ = 0, (2.48)

que é a conhecida relação de conservação da quadricorrente eletromagnética.

O inverso da matriz de coe�cientes do setor 1 é dado por:

a (1)−1 =
1

∆

(
−αk2 + βk4 − µ

√
k2 0

0 −αk2 + βk4 + µ
√
k2

)
, (2.49)

onde ∆ =

[(
k2 − α

β

)2
β2k2 − µ2

]
k2 =

(
β2k6 − 2αβk4 + α2k2 − µ2

)
k2. O polo do propaga-

dor é um polinômio quártico em k2, e portanto, possui quatro raízes. Uma dessas corresponde
a um polo não-massivo (k2 = 0) e a massa das outras três denotaremos por m1, m2 e m3.

Podemos distinguir quatro casos no que diz respeito a natureza das raízes do denomina-
dor do propagador (conforme ilustrado na Figura 2.1): 1. µ = 0, se reduz a eletrodinâmica de

Lee-Wick, 2. 0 < µ2

α2 <
4α
27β , temos três polos reais e com massas positivas, 3. µ2

α2 = 4
27
α
β , que

implica num polo duplo e, portanto, na violação da unitariedade do modelo, e �nalmente, 4.
µ2

α2 >
4
27
α
β , surge necessariamente dois polos complexas, resultando em excitações taquiônicas.

O primeiro e o segundo caso são candidatos a ter um espectro livre de táquions e fantasmas
e os analisaremos minuciosamente.
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Caso µ = 0: Eletrodinâmica de Lee-Wick Nesse caso, a matriz de coe�cientes a (1) �ca
simpli�cada para:

a (1) =

(
−αk2 + βk4 0

0 −αk2 + βk4

)
, (2.50)

e a sua inversa é dada por

a (1)−1 =
1

β
(
k2 − α

β

)
k2

(
1 0
0 1

)
(2.51)

A condição para ausência de táquions é, portanto,

m2 =
α

β
> 0. (2.52)

A condição para ausência de fantasma lê-se

(−1)TrA(1,m2)−1|k2=m2 = − 1

α
> 0, (2.53)

o que implica imediatamente que α < 0.

Para os polos não-massivos, seguimos as instruções dadas na Seção 2.2. O vínculo
kµ̂S µ̂ = 0 nos permite escrever o propagador como:

Π =
1

β
(
k2 − α

β

)
k2
iS∗µ̂Sµ̂. (2.54)

Expandimos a corrente S µ̂ numa base de momenta (conforme a expressão (2.34)) e impomos
a condição (2.37),

=mRes(Π|k2=0) =
1

α
|c1|2 > 0, (2.55)

o que obriga α > 0. Esse resultado está em clara contradição com a condição de unitariedade
obtida no setor massivo. Isso nos permite concluir que a eletrodinâmica de Lee-Wick necessa-
riamente propaga excitações fantasmas em nível de árvore. Apesar disso, existem alternativas
para contornar essa situação. Em (1 + 3)D, Lee e Wick propuseram uma interpretação em
que essa classe de modelos podem ser unitários e estáveis se os estados associados as polos
massivos dos propagadores possuírem um comprimento de decaimento, e portanto, ausentes
do espectro de partículas da teoria (os trabalhos originais são apresentados em [60, 61] e uma
revisão é dada em [83]).

Caso 0 < µ2

α2 <
4
27
α
β : Nessa situação, os polos do propagador representam três excitações

com massas reais e positivas, que podemos ordená-las m1 < m2 < m3, sem perda de generali-
dade (conforme a Figura 2.1). Também podemos escrever ∆

(
k2
)

=
(
k2 −m2

1

) (
k2 −m2

2

) (
k2 −m2

3

)
β2k2.

Assim, por meio da condição (−1)TrA(1,m2
i )|k2=m2

i
> 0, para cada mi, i = 1, 2, 3, obtemos

relações contraditórias com a suposição inicial de que m1 < m2 < m3:

m1 :
βm2

1 − α
β2
(
m2

1 −m2
2

) (
m2

1 −m2
3

) < 0⇒ βm2
1 < α, (2.56)

m2 :
βm2

2 − α
β2
(
m2

2 −m2
1

) (
m2

2 −m2
3

) < 0⇒ βm2
2 > α, (2.57)

m3 :
βm2

3 − α
β2
(
m2

3 −m2
1

) (
m2

3 −m2
1

) < 0⇒ βm2
3 < α. (2.58)
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Portanto, esse modelo também está fadado a conter modos fantasmas.

Outra possibilidade interessante é adicionar à Lagrangiana (2.38) um termo de derivada
superior da forma do termo de Chern-Simons,

LECS =
λ

2
εµ̂ν̂ρ̂�Aµ̂∂ν̂Aρ̂. (2.59)

Esse termo foi contemplado na Referência [84]. Embora a estrutura formal do termo LECS seja
muito similar à LCS , mantendo a propriedade de violação de paridade, este difere fundamen-
talmente em dois aspectos: não carrega informação das transformações de calibre �grandes�3

e não é um termo topológico. Isso pode ser visto reescrevendo a ação da extensão do termo
de Chern-Simons como:

SECS =
λ

2

ˆ
d3xεµ̂ν̂ρ̂�Aµ̂∂ν̂Aρ̂ (2.60a)

= −λ
2

ˆ
d3xεµ̂ν̂ρ̂∂σ̂Aµ̂∂

σ̂∂ν̂Aρ̂ (2.60b)

= −λ
4

ˆ
d3xεµ̂ν̂ρ̂Fσ̂µ̂∂

σ̂Fν̂ρ̂ (2.60c)

= −λ
2

ˆ
d3xεµ̂ν̂ρ̂fµ̂∂ν̂fρ̂, f µ̂ =

1

2
εµ̂ν̂ρ̂Fν̂ρ̂, (2.60d)

em que foi utilizado: uma integração por partes no passo (2.60a)-(2.60b), a de�nição do
tensor intensidade de campo Fµ̂ν̂ = ∂µ̂Aν̂ − ∂ν̂Aµ̂ (juntamente com uma integração por par-
tes) no passo (2.60b)-(2.60c) e a de�nição do tensor intensidade de campo dual no passo
(2.60c)-(2.60d). Pela expressão da ação (2.60d), observa-se que esta depende apenas do ten-
sor intensidade de campo e, portanto, não tem como carregar informação das transformações
de calibre �grandes�, em contraposição com a ação de Chern-Simons que depende do vetor
potencial. Também, pelas expressões (2.60a) e (2.60d), percebe-se que na covariantização da
teoria para espaços-curvos, haverá a explícita dependência da métrica, e consequentemente a
ação SECS não é topológica.

Com o termo adicional (2.59), o operador de onda no espaço de momenta �ca escrito
como

Oµ̂ν̂ =
(
−αk2 + βk4

)
θµ̂ν̂ − i

(
µ+ λk2

)
εµ̂ν̂ρ̂k

ρ̂, (2.61)

Seguindo os mesmos passos indicados na Seção 2.4.1, chegamos a seguinte modi�cação
para a matriz de coe�cientes do setor de spin-1:

a (1) =

(
−αk2 + βk4 +

(
µ+ λk2

)√
k2 0

0 −αk2 + βk4 −
(
µ+ λk2

)√
k2

)
. (2.62)

A respectiva matriz inversa é dada por

a−1 (1) =
1

∆

(
−αk2 + βk4 −

(
µ+ λk2

)√
k2 0

0 −αk2 + βk4 +
(
µ+ λk2

)√
k2

)
, (2.63)

onde
∆ =

[
β2k6 −

(
αβ + λ2

)
k4 +

(
α2 − 2λµ

)
k2 − µ2

]
k2. (2.64)

3As transformações de calibres �grandes� são de�nidas como transformações de calibre que não são homo-
tópicas (isto é, não podem ser deformadas continuamente) à identidade. Uma discussão aprofundada sobre
o papel das transformações de calibre �grandes�, especialmente em teorias de Chern-Simons não-abelianas, é
realizada na Referência [59].
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Ainda que nesse caso tenhamos uma análise mais geral, não temos uma perspectiva melhor
para garantir a unitariedade do modelo, dada a presença de múltiplos polos no mesmo setor de
spin. As condições análogas às equações (2.56)-(2.58) fornecem relações contraditórias para
ausência de táquions e fantasmas no mesmo espírito da argumentação realizada na Seção
2.4.1, implicando necessariamente que o modelo não é unitário. Esse resultado está de acordo
com a análise independente realizada na Referência [84].

2.4.2 Gravitação de Ordem Superior

A Lagrangiana da gravitação de Einstein-Hilbert no formalismo métrico incluindo derivadas
de ordem superior e o termo de Chern-Simons pode ser escrita como:

LG =
√
g
(
αR+ βRµ̂ν̂R

µ̂ν̂ + γR2
)

+
µ

2
LCS , (2.65)

onde o termo de Chern-Simons é dado por:

LCS = εµ̂ν̂ρ̂Γλ̂µ̂σ̂

(
∂ν̂Γσ̂

ρ̂λ̂
+

2

3
Γκ̂
ν̂λ̂

Γσ̂ρ̂κ̂

)
, (2.66)

e α, β, γ e µ são coe�cientes arbitrários.

Adotando a aproximação de campo fraco para a métrica, gµ̂ν̂ = ηµ̂ν̂ + hµ̂ν̂ , em que
consideramos o campo hµ̂ν̂ como a �utuação quântica da métrica, podemos escrever a parte
quadrática do Lagrangiano (2.65) como:

(LG)2 =
α

2

(
−1

2
hµ̂ν̂�hµ̂ν̂ +

1

2
h�h− h∂µ̂∂ν̂hµ̂ν̂ + hµ̂ν̂∂µ̂∂ρ̂h

ρ̂
ν̂

)
+
β

4

(
hµ̂ν̂�2hµ̂ν̂ + h�2h− 2h�∂µ̂∂ν̂h

µ̂ν̂ − 2hµ̂ν̂�∂µ̂∂ρ̂h
ρ̂
ν̂ + 2hµ̂ν̂∂µ̂∂ν̂∂ρ̂∂σ̂h

ρ̂σ̂
)

(2.67)

+ γ
(
h�2h− 2h�∂µ̂∂ν̂h

µ̂ν̂ + hµ̂ν̂∂µ̂∂ν̂∂ρ̂∂σ̂h
ρ̂σ̂
)

+
µ

4
h ν̂
µ̂ ε

µ̂λ̂ρ̂∂λ̂

(
�hν̂ρ̂ − ∂ν̂∂σ̂h σ̂

ρ̂

)
,

em que h = hµ̂µ̂. A expressão (2.67) permite-nos obter o operador de onda Oµ̂ν̂,ρ̂σ̂ para o
modelo. Tal operador de onda pode ser expandido em termos da base de operadores em graus
de liberdade de spin com auxílio das identidades fornecidas no Apêndice A. Isso permite obter
as matrizes dos coe�cientes na expansão:

a(0) =

( (
(3β + 8γ) k2 − α

)
k2 0

0 0

)
, (2.68)

a (2) =

 (
α+ βk2 + µ

√
k2
)
k2 0

0
(
α+ βk2 − µ

√
k2
)
k2

 . (2.69)

Novamente, devido à simetria de calibre do modelo, a matriz correspondente ao setor de spin-0
é não inversível. Essa propriedade aparece consistentemente devido ao vínculo de conservação
das fontes gravitacionais kµ̂S µ̂ν̂ = 0.

A maior matriz inversa não degenerada de a (0), ao qual denotamos por A (0)−1 é dada
por

A(0)−1 =
1

[(3β + 8γ) k2 − α] k2
, (2.70)
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e a(2)−1 é escrito como:

a (2)−1 =
1[

(α+ βk2)2 − µ2k2
]
k2

(
α+ βk2 − µ

√
k2 0

0 α+ βk2 + µ
√
k2

)
. (2.71)

Donde obtemos as relações de dispersão para dois modos massivos independentes:

m2
± = −α

β
+

µ2

2β2
±
√(

µ2

2β2
− α

β

)2

− α2

β2
(2.72)

Utilizando as restrições (2.31a)-(2.31b) para as matrizes (2.70)-(2.71), a �m de garantir
a ausência de táquions e fantasmas, obtemos as seguintes condições sobres os parâmetros da
Lagrangiana:

Spin-2 : α < 0, β > 0, (2.73)

Spin-0 : α > 0, 3β + 8γ > 0. (2.74)

Para valores arbitrários dos parâmetros α, β e γ o modelo é não unitário. Uma maneira de
resolver esse problema é inibir a propagação do modo massivo de spin-0, tomando 3β+8γ = 0.
De forma notável, essa é exatamente a condição considerada no modelo de Bergshoe�-Hohm-
Townsend (BHT) [73, 74]. Este modelo se propõe a descrever uma partícula massiva de
spin-2.

Outra alternativa consiste em inibir o modo massivo de spin-2, impondo β = 0. Desta
forma

a(0)−1 =
1

8γk2
(
k2 − α

8γ

) . (2.75)

A condição para ausência de táquions se reduz a α/γ > 0 e a ausência de fantasmas γ > 0.
Desta forma, concluímos, também, que o modelo αR + γR2 é unitário para valores positivos
de α e γ. Inusitadamente, a adição do termo de Chern-Simons ao modelo αR + γR2 torna
esta teoria não-unitária [85, 86]. De fato, a matriz inversa do setor de spin-2, para o modelo
αR+ γR2 + µ

2LCS se reduz a

a (2)−1 = − 1(
k2 − α2

µ2

)
µ2k2

(
α− µ

√
k2 0

0 α+ µ
√
k2

)
(2.76)

donde temos a presença de um modo massivo m2 = α2

µ2
> 0. A condição para ausência de

fantasmas é dada por

Tra
(
2,m2

)−1
= − 2

α
> 0, (2.77)

que está em discordância com a condição imposta no setor de spin-0 (α > 0). Portanto, além
do termo de Chern-Simons não ser um elixir para a cura de unitariedade da gravitação, este
pode trazer excitações fantasmas em algumas situações especiais.

Para a análise dos polos não-massivos, deve-se utilizar a expressão original do propagador
(2.29) para se calcular o resíduo no polo. Os vínculos satisfeitos pelas fontes nos permitem
trabalhar consistentemente com as singularidades. Utilizando os vínculos e descartando os
termos que não contribuem para o resíduo no polo, obtemos

Π =
1

αk2
iS∗µ̂ν̂

[
1

2
(ηµ̂ρ̂ην̂σ̂ + ηµ̂σ̂ην̂ρ̂ − ηµ̂ν̂ηρ̂σ̂) + iµεµ̂ρ̂λ̂ην̂σ̂k

λ̂

]
S ρ̂σ̂. (2.78)
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Com uma expansão adequada numa base de momenta (2.33), pode se mostrar que essa
expressão se anula identicamente e que, por tal motivo, não há a propagação de modos não-
massivos para esse modelo de gravitação planar. Com esses resultados inferimos, conforme
conhecido na literatura, que o modelo de BHT e αR+ γR2 são unitários.

Com efeito, somente o modelo BHT pode ser considerado, de fato, um sistema gravita-
cional de derivada superior. Pode ser demonstrado que o modelo αR+γR2 é conformalmente
equivalente a gravitação de Einstein, e que apesar de possuir derivadas quárticas da métrica,
sua versão escalar-tensorial consiste num modelo de segunda ordem [87]. Até agora, o modelo
BHT é o único modelo de gravitação de genuinamente ordem superior cuja versão linearizada
em 3D seja unitária [73, 74, 81]. Além disso, o modelo BHT não apresenta uma fenomeno-
logia patológica como acontece na gravitação de Einstein-Hilbert em 3D: ausência de força
gravitacional no limite não-relativístico, de�exão gravitacional independente do parâmetro de
impacto, ausência de dilatação temporal e ausência de desvio espectral gravitacional. Pode se
mostrar que esses �testes clássicos da gravitação� estão presentes para o modelo BHT [88, 53].

Além dos termos Lagrangianos considerados, existe a possibilidade de construir um termo
de derivada superior do tipo Chern-Simons, através da contração do tensor de Ricci (Rµ̂ν̂)
com o tensor de Cotton (Cµ̂ν̂ = εµ̂ρ̂σ̂D

ρ̂G σ̂
ν̂ , Gµ̂ν̂ = Rµ̂ν̂ − 1

4δµ̂ν̂R):

LRC = λεµ̂ν̂ρ̂Rµ̂σ̂Dν̂R
σ̂
ρ̂ . (2.79)

Não é conhecido pelo autor desse trabalho um estudo minucioso da propriedades do termo
de Ricci-Cotton na gravitação em 3D. Embora, na Referência [75] os autores estabelecem
uma interessante relação entre a extensão do termo de Chern-Simons de derivada superior no
eletromagnetismo e a gravitação de Ricci-Cotton no contexto da supergravidadeN = 2 em 3D.
Podemos nos perguntar se esse termo pode ser adicionado consistentemente ao Lagrangiano
(2.65), no sentido que haja somente a propagação de modos físicos.

Seguindo a mesma receita da expansão de campo fraco e a obtenção do operador de
onda, pode-se mostrar que o termo de Ricci-Cotton afeta apenas o setor de spin-2. A matriz
de coe�cientes na expansão para o setor de spin-2 é dada por

a (2) =

 [
α+ βk2 −

(
µ+ λk2

)√
k2
]
k2 0

0
[
α+ βk2 +

(
µ+ λk2

)√
k2
]
k2

 (2.80)

e a respectiva inversa é dada por:

a (2)−1 =
1

∆

(
α+ βk2 +

(
µ+ λk2

)√
k2 0

0 α+ βk2 −
(
µ+ λk2

)√
k2

)
, (2.81)

onde o denominador é dado por:

∆ =
[
−λ2k6 +

(
β2 − 2µλ

)
k4 +

(
2αβ − µ2

)
k2 + α2

]
k2. (2.82)

Analisando os polos do propagador, é possível perceber que essa teoria pode descrever até
três polos massivos. Acontece que, com a mesma argumentação realizada para o termo tipo
Chern-Simons de derivada superior para o eletromagnetismo, essas três excitações não podem
se propagar de maneira unitária concomitantemente. Esse resultado está de acordo com a
Referência [75] e nos atenta, mais uma vez, para a di�culdade de se conciliar teorias com
derivadas superiores e o requerimento da unitariedade.

Esperamos que essa discussão possa ter sido útil para ilustrar a aplicação da proposta
da nova classe de operadores de projeção de spin para modelos 3D.
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2.5 Conclusão

Neste capítulo, propomos uma base de operadores ortonormais adequada para obter o pro-
pagador e avaliar as propriedades espectrais de modelos que incluem termos com violação de
paridade. Isso permite avaliar as condições sobre os coe�cientes livres da Lagrangiana para
garantir a ausência de modos de táquions e fantasmas. A presença de termos com o símbolo
de Levi-Civita sugere ser conveniente a separação dos campos nos seus graus de liberdade que
correspondam ao spin 3D. Isso é particularmente notório, já que em 3D todas as partículas
massivas com spin não-trivial, possuem dois graus de liberdade, e estes se propagam inde-
pendentemente em modelos que possuam violação de paridade. Assim, como os operadores θ
e ω, a base de operadores proposta é explicitamente consistente para momenta tipo-tempo.
Para momenta tipo-luz, mostramos como obter corretamente o propagador saturado com
fontes físicas, exempli�cado em alguns modelos propostos. Os resultados para a análise de
unitariedade coincidiram com os resultados apresentados na literatura.

Com relação à base de operadores de projeção de spin, duas características notáveis
devem ser enfatizadas: 1) a propriedade de ortogonalidade torna a inversão do operador de
onda mais simples e 2) a análise das simetria de calibre do modelo torna possível a descrição de
um algoritmo sistemático para a obtenção do propagador e a análise do espectro de partículas.
Além disso, o estudo do papel do spin em 3D fornece a esse conjunto de operadores uma
interpretação física. Conforme veremos nos Capítulos 3 e 4, uma construção análoga pode ser
implementada para lidar com teorias com violação de simetria de Lorentz, dada a intrínseca
relação de teorias planares e a violação da simetria de Lorentz em 4D.

Esse método sistemático para analisar a consistência espectral pode ser implementado
para outras classes de modelos planares com violação de paridade. Um caminho interessante
é considerar termos Lagrangianos que envolvam modos propagantes de torção, como por
exemplo εµ̂κ̂λ̂T â

κ̂λ̂
Rµ̂â, Rεµ̂ν̂κ̂Tµ̂ν̂κ̂ , εµ̂ν̂κ̂T â

κ̂â Rµ̂ν̂ . Outra possibilidade é considerar modelos
que conservam paridade, mas fazer uso do campo dual. O formalismo de primeira ordem para
a gravitação em 3D é um bom cenário dessa possibilidade, já que pode-se escrever a �utuação
da tetrada e â

µ̂ e da conexão de spin ω âb̂
µ̂ como:

ẽµ̂ν̂ = φµ̂ν̂ + εµ̂ν̂κ̂χ
κ̂, (2.83a)

ω̃ ν̂κ̂
µ̂ = εν̂κ̂σ̂

(
ψµ̂σ̂ + εµ̂σ̂ρ̂λ

ρ̂
)
, (2.83b)

em que φµ̂ν̂ é a contribuição simétrica da tetrada e χκ̂ é o vetor dual a contribuição antissi-
métrica. Já ψµ̂σ̂ corresponde a parte simétrica do campo dual à �utuação da conexão de spin
e λρ̂ é o vetor dual à parte antissimétrica do campo dual. De fato, um estudo detalhado sobre
modelos gravitacionais em 3D com a presença de torção dinâmica e termos de (curvatura)2

junto com o termo de Chern-Simons foi realizado nas Referências [47, 41], mostrando a e�cácia
dessa nova classe de operadores de projeção de spin.
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Capítulo 3

Análise Espectral de um Modelo de

Gravitação com Violação da Simetria

de Lorentz

O entendimento da estrutura de teorias quânticas de campos em 3D possui aplicações que vão
além do mundo planar. O desenvolvimento de uma base de operadores de projeção de spin e
o estudo da estrutura do espectro de teorias de calibre e gravitação, realizado no Capítulo 2,
fornecem ferramentas para uma análise mais aprofundada de algumas classes de modelos em
4D. Essa conexão é bastante estreita nas teorias com violação da simetria de Lorentz por um
campo vetorial de fundo [89, 25], uma vez que esse vetor pode servir como uma coordenada
de imersão de modelos planares num espaço-tempo quadridimensional.

Discorremos acerca de tal proposta na Seção 3.1, onde revisamos alguns conceitos gerais
sobre a violação da simetria de Lorentz através de um vetor de fundo. Em seguida, concen-
traremos em descrever a possibilidade dessa violação no setor gravitacional na Seção 3.2. A
partir daí, estamos aptos a seguir as linhas gerais do Capítulo 2, a �m de construir uma base
de operadores nos graus de liberdade, ao invés de operadores nos modos de spin. Tal constru-
ção, feita na Seção 3.3, é compatível com a estrutura de modelos com violação da simetria de
Lorentz por um quadrivetor de fundo vµ. Na Seção 3.4 é obtido os propagadores e feita uma
discussão sobre o papel da simetria residual da violação da simetria de Lorentz. Análise do
espectro de partículas para um modelo geral de gravitação com derivadas superiores e termos
de violação da simetria de Lorentz é realizada nas Seção 3.5. Os resultados apresentados
nas Seções 3.3, 3.4 e 3.5 correspondem a contribuições originais desse trabalho [48]. Por �m,
estabelecemos conclusões �nais na Seção 3.6.

Neste capítulo, as letras gregas (µ, ν, ρ, σ, . . .) denotam índices do espaço-tempo (1 + 3)D
e as letras latinas (m,n,m′, n′) representam índices convencionais. Seguimos a convenção de
que a assinatura da métrica é (+1,−1,−1,−1) e ε0123 = +1, onde εµνρσ é o símbolo de
Levi-Civita.

3.1 Violação da Simetria de Lorentz através de um Vetor de

Fundo

A possibilidade de se investigar propriedades experimentais de teorias fundamentais, que
teriam um papel dominante apenas numa escala de energia da ordem da energia de Planck,
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é algo fascinante. Um caminho promissor nesse sentido pode ser feito através do estudo
da fenomenologia de violação de simetrias em que acredita-se serem fundamentais, mas que
podem ter sido quebradas num regime de altíssimas energias. As relíquias da violação dessas
simetrias poderiam ser detectáveis em experimentos de baixas energias fornecendo indícios a
respeito de teorias fundamentais subjacentes.

Um problema é que qualquer proposta de uma nova Física e, em particular de uma
violação da simetria de Lorentz, sofre muita restrição devido ao fato de que as teorias de
campos relativísticas, além de serem o alicerce das teorias das interações fundamentais, estão
bastante estabelecida experimentalmente � muitos desses experimentos de alta precisão [30].
Outro fato a que devemos estar atentos quando falamos de violação de simetria de Lorentz é a
estreita relação entre a simetria de Lorentz e a invariância por transformações de CPT1. Um
teorema estabelece que, numa teoria quântica de campos de partículas relativísticas, unitária
e local, a violação da simetria de CPT implica em violação da simetria de Lorentz, embora
a recíproca não seja verdadeira [90]. Além disso, Greenberg [91] estabelece que teorias de
campos que violam CPT, por possuírem partículas e antipartículas com massas distintas,
devem ser não-locais.

Nesse contexto, a proposta de violação da simetria de Lorentz por um campo de fundo,
tem-se consolidado como uma forte linha de investigação nas duas últimas décadas. Conforme
proposto por Kostelecký e Samuel [14], essa classe de modelos pode ser gerada como limite de
baixas energias de teorias de campos de cordas. Do ponto de vista teórico, esse mecanismo
é bastante interessante já que a invariância de Lorentz é quebrada através de uma conden-
sação não-trivial dos campos. Desta maneira, a dinâmica subjacente, advinda de uma teoria
mais fundamental, pode permanecer invariante pela simetria de Lorentz. Do ponto de vista
experimental, a proposta do modelo padrão estendido por termos de violação da simetria de
Lorentz também é atraente, pois representa correções de pequena magnitude ao Lagrangiano
do Modelo Padrão da Física de Partículas.

A característica marcante desses modelos é dada pelas propriedades de transformação
do vetor de violação da simetria de Lorentz vµ, que atua como uma coordenada de imersão.
Conforme apresentado na Tabela 3.1, vµ se transforma como um quadrivetor sob transfor-
mações Lorentz de observador (ou passiva), mas como um escalar sob transformações de
partículas (ou ativas). As transformações passivas ocorrem quando considera-se o mesmo
sistema físico (não-transformado) sob dois observadores relacionados por uma transforma-
ção de referencial. A presença da simetria sob transformações passivas acontece quando a
descrição de um sistema por observadores diferentes é dado pelo mesmo conjunto de equa-
ções. As transformações ativas acontecem quando se considera um sistema físico original e
transformado, conforme descrito pelo mesmo observador. Uma simetria do ponto de vista
ativo existe quando as probabilidades de transição para todos os estados do sistema original
e transformado coincidem [92]. Para a classe de modelos com violação da simetria de Lorentz
por um vetor de fundo, a simetria de Lorentz de observador é preservada, mas a simetria
por transformações de Lorentz de partículas é violada (uma revisão introdutória ao assunto é
apresentada em [93] e uma discussão mais aprofundada é dada em [25]).

1As transformações de CPT consistem na ação combinada das operações discretas de conjugação de carga
(C), inversão de paridade (P) e inversão temporal (T).
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Transformação de Observador Transformação de Partícula

ϕ′µ = Λµνϕν ϕ′µ = Λµνϕν

v′µ = Λµνvν v′µ = vµ

Tabela 3.1: Comparação das propriedades de transformação do vetor de fundo vµ por trans-
formações de observador e partícula. A transformação de observador ou passiva acontece
quando deixamos espaço-tempo intacto e transformamos as bases de dois sistemas de referen-
ciais inerciais. Na transformação de partículas ou ativa, o sistema de coordenadas permanece
�xo e os campos físicos são transformados. A presença de um vetor de fundo torna essas duas
transformações não equivalentes �sicamente.

Com isso, pode ser contemplada a deformação de modelos Lagrangianos em 4D através
da imersão de um termo tipo Chern-Simons tridimensional por meio do vetor de fundo vµ.
Para o eletromagnetismo tal deformação pode ser dada por

LCFJ = −1

4
FµνF

µν +
1

4
εµνρσvµAνFρσ, (3.1)

conhecido na literatura como modelo de Carroll-Field-Jackiw [89]. Pode-se notar que no caso
em que vµ = (0, ~v) recaímos a uma estrutura muito similar ao termo de Chern-Simons em
(1+2)D apresentado na Seção 2.4.1.

É interessante citar algumas propriedades desse modelo, que serão útil para posterior
comparação com os resultados do modelo de gravitação. Apesar da violação da simetria
de Lorentz, o modelo (3.1) é invariante por transformações de calibre na camada de massa
[94, 95], isto é, quando se leva em consideração as equações de movimento. Devido a isso, o
fóton continua a possuir duas polarizações independentes, porém estas adquirem velocidades
de propagação distintas da velocidade da luz (portanto, a invariância por boosts de Lorentz
não é preservada) e velocidades de propagação diferentes entre si (portanto a invariância por
transformação de paridade não é preservada). Esse fato faz com que o vácuo se comporte
como um meio birrefringente, uma vez que a luz com essa propriedade tem seu plano de pola-
rização rotacionado ao longo da propagação. Essa propriedade foi comparada com resultados
experimentais, impondo grandes restrições sobre a magnitude do vetor vµ [96].

Outro resultado importante é que a natureza do vetor de fundo altera drasticamente o
espectro de partículas e as propriedades de unitariedade e causalidade do modelo. Conforme
as Referências [97, 50], um vetor tipo-espaço da forma vµ = (0, ~v) possui um propagador
consistente com as condições de unitariedade e causalidade. Já para o vetor tipo-tempo

da forma vµ =
(
v0,~0

)
a análise das excitações propagantes evidencia que não é possível

impor simultaneamente as condições para ausência de táquions e fantasmas. É um dos nossos
objetivos, para as seções subsequentes, avaliar as condições de unitariedade sobre o vetor vµ

para modelos de gravitação com violação da simetria de Lorentz.

3.2 Gravitação com Violação da Simetria de Lorentz através

de um Vetor de Fundo

O quadrivetor constante, vµ, que resulta numa anisotropia do espaço-tempo e consequen-
temente na violação da simetria de Lorentz também pode ter um papel relevante no setor
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gravitacional. Jackiw e Pi propuseram acoplar o vetor vµ com um termo tipo Chern-Simons
quadridimensional [94]. Dado o efeito notável do termo de Chern-Simons em 3D, que leva
a uma descrição invariante de calibre de grávitons massivos, essa proposta tem como obje-
tivo investigar esse mecanismo de geração de massa num espaço-tempo quadridimensional. O
termo de Chern-Simons em 4D, também pode surgir como efeito da gravitação quântica: (i)
devido a anomalia Adler-Bell-Jackiw (ABJ) no acoplamento de férmions na gravitação, (ii)
como contra-termo para o cancelamento da anomalia de Green-Schwarz em teoria de cordas
heterótica e (iii) na gravitação quântica em laços devido a efeitos de violação de paridade (P) e
carga-paridade (CP) [98]. Uma visão geral sobre a gravitação de Chern-Simons com quebra de
simetria de Lorentz é dada em [98]. Para uma discussão mais aprofundada de alguns aspectos
particulares desse modelo remetemos às Referências [99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107].

Além disso, juntamente com os termos de Einstein-Hilbert e Chern-Simons, podemos
contemplar os efeitos da inclusão de termos de (curvatura)2 e do termo de Ricci-Cotton,
construído como uma imersão em 4D do termo homônimo em 3D com o vetor vµ. Assim,
consideremos o modelo Lagrangiano,

L =
√−g

(
αR+ βRµνR

µν + γR2
)

+ µLCS + λLRC , (3.2)

onde α, β, γ, µ e λ são parâmetros arbitrários. O termo de Chern-Simons é dado por:

LCS = −1

2
εµνρσvµΓκνλ

(
∂ρΓ

λ
σκ +

2

3
ΓλρηΓ

η
σκ

)
(3.3)

e o termo de Ricci-Cotton lê-se:

LRC =
√−gεµνρσvσRµλ∇νR λ

ρ , (3.4)

em que o tensor de Riemann, a conexão de Christo�el, o tensor de Ricci, o escalar de curvatura
e derivada covariante associada com a métrica gµν são dados, respectivamente por: Rµνρσ =
∂ρΓ

µ
νσ + ΓµρλΓλνσ − (ρ↔ σ), Γµνρ = 1

2g
µσ (∂νgσρ + ∂ρgσν − ∂σgνρ), Rνσ = Rµνµσ, R = gνσRνσ e

∇µ.
Algumas observações sobre o modelo Lagrangiano (3.2) devem ser levadas em consi-

deração. Os termos de (curvatura)2 contribuem com derivadas superiores às equações de
movimento. Ainda que esses termos melhorem as divergências ultravioleta da teoria, estes
podem trazer partículas fantasmas, que podem prejudicar a propriedade de unitariedade da
matriz S e uma interpretação apropriada das probabilidades nos processos de espalhamento
[31, 32, 33]. O espectro de partículas é modi�cado com o surgimento de modos massivos
de spin-2 e spin-0. É interessante veri�car essas consequências sob in�uência dos termos de
violação de Lorentz.

Baseado no argumento de isotropia espacial, os autores de [94] restringiram a discussão

para quadrivetores da forma vµ =
(
v0,~0

)
. Com essa escolha, as reparametrizações espaciais

das coordenadas espaciais e as transformações de reparametrização temporal permanecem
sendo uma simetria da ação modi�cada pelo termo de Chern-Simons. Nesse caso, as equações
de campo da gravitação de Einstein-Hilbert modi�cada pelo termo de Chern-Simons possui
um solução de Schwarzchild [94, 95, 98]. Isso faz com que esse modelo passe pelos testes
clássicos da relatividade geral.

Apesar do caso particular vµ =
(
v0,~0

)
ter sido amplamente usado na literatura, não

existe nada canônico nessa escolha de coordenada de imersão em detrimento de outras pos-
sibilidades que podem ser investigadas. Aliás, motivados por recentes trabalhos que indicam
uma possível anisotropia espacial em escalas cosmológicas [108, 109], buscaremos seguir a
discussão sem nos restringirmos a valores particulares de vµ.
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Outro aspecto importante que deve ser ressaltado é que a ação de Chern-Simons pode
ser entendida como proveniente da ação

SCS =
µ

4

ˆ
d4xϑ ∗RR (3.5)

em que ϑ atua como um campo escalar acoplado à densidade de Pontryagin ∗RR, de�nida por

∗RR = ∗Rµ ρσ
ν Rνµρσ (3.6)

e o dual do tensor de Riemann é dado por:

∗Rµ ρσ
ν =

1

2
ερσκλRµνκλ. (3.7)

Porém, o termo de Pontryagin (3.6) pode ser escrito como uma divergência

∂µK
µ =

1

2
∗RR (3.8)

da corrente topológica de Chern-Simons

Kµ = εµνρσΓκνλ

(
∂ρΓ

λ
σκ +

2

3
ΓλρηΓ

η
σκ

)
(3.9)

Integrando por partes a ação SCS , obtemos

SCS =
µ

2

ˆ
∂M

ϑKµdx
µ − µ

2

ˆ
d4x (∂µϑ)Kµ, (3.10)

em que o primeiro termo é usualmente descartado, já que este é avaliado na fronteira da
variedade quadridimensional do espaço-tempo. O segundo termo depende da derivada da
quantidade ϑ. A densidade Lagrangiana da ação (3.10) coincide com a Lagrangiana (3.3)
mediante a identi�cação vµ ≡ ∂µϑ = const. Formalmente, se ϑ = const a ação de Chern-
Simons (3.10) se anula identicamente.

Os termos de Chern-Simons e Ricci-Cotton trazem derivadas de ordem terceira e quinta,
respectivamente, às equações de movimento. Isso pode modi�car signi�cativamente a evolução
das soluções não-lineares da teoria. No limite linearizado da teoria o termo de Ricci-Cotton se
parece como um termo de Chern-Simons com derivadas superiores, conforme mostraremos na
Seção 3.4. Algumas propriedades do análogo ao termo de Ricci-Cotton no eletromagnetismo
em 3D são discutidas em [84], onde se argumenta que o termo com derivadas superiores não
preserva as propriedades topológicas do termo de Chern-Simons. Em princípio, poderia-se
escolher vetores de fundo distintos para os vetores de Chern-Simons e Ricci-Cotton. Assumi-
remos, no entanto, um ponto de vista simpli�cador de que a quebra de simetria de Lorentz
surge da presença de apenas um vetor de fundo vµ. Uma resposta mais conclusiva para essa
situação só pode ser estabelecida numa abordagem mais fundamental onde o mecanismo de
quebra espontânea de simetria é de�nido explicitamente.

Para valores não triviais de vµ, o modelo não-linearizado (3.2) não é invariante sob
transformações ativas de difeomor�smos. Porém, os autores de [94] mostram que a simetria
por difeomor�smos pode ser recuperada dinamicamente por meio das equações de movimento.
A argumentação realizada é como segue: qualquer contribuição para a ação gravitacional da
forma

SX =

ˆ
d4xϑX, (3.11)
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em que X é uma densidade escalar por difeomor�smos e

δSX ≡
ˆ
d4x
√−gXµνδgµν (3.12)

traz um adição do termo Xµν à equação de Einstein. A consistência das equações de campo
exige que

∇µXµν = 0. (3.13)

Dada uma transformação in�nitesimal de coordenadas

δxµ = ξµ (x) , (3.14)

uma densidade escalar X se transforma como

δX = ∂µ (ξµX) (3.15)

e ϑ sendo um parâmetro externo, não se transforma. Portanto,

δSX =

ˆ
d4xϑ∂µ (ξµX) = −

ˆ
d4xvµξ

µX. (3.16)

Alternativamente, podemos avaliar δSX (equação (3.12)) variando gµν de acordo com

δgµν = ∇µξν +∇νξµ, (3.17)

e consequentemente

δSX = 2

ˆ
d4x
√−gXµν∇µξν = −2

ˆ
d4x
√−g (∇µXµν) ξν . (3.18)

Comparando as expressões (3.16) e (3.18) concluímos que

DµX
µν =

1

2
√−g v

νX, (3.19)

já que ξµ é arbitrário. Dessa forma, para vetores vµ 6= 0 a condição de consistência implica
que X = 0, que é equivalente à equação de campo advinda da variação de SX com relação a
ϑ.

Esse fato implica numa simetria de calibre da ação linearizada, isto é, o modelo é inva-
riante sob as transformações de campo da �utuação da métrica,

h′µν = hµν + ∂µξν + ∂νξµ, (3.20)

dado que o campo hµν satisfaça as equações de movimento.

Uma discussão importante são as propriedades dos modelos (3.1) e (3.2) sob as trans-
formações discretas de conjugação de carga (C), inversão de paridade (P), inversão temporal
(T) e as possíveis combinações dessas simetrias discretas (CP, CT, PT, CPT). As operações
de transformação P, T e PT sobre um quadrivetor podem ser representadas, respectivamente,
por

P ν
µ =


+1

−1
−1

−1

 , (3.21a)
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T ν
µ =


−1

+1
+1

+1

 , (3.21b)

(PT ) ν
µ =


−1

−1
−1

−1

 . (3.21c)

Tendo em vista a propriedade de transformações do vetor de fundo vµ (apresentado na Tabela
3.1), modelos com um vetor de violação de Lorentz necessariamente viola PT. De fato, uma
Lagrangiana com violação da simetria de Lorentz da forma

LV SL = εµνρσvµBνρσ, (3.22)

onde Bνρσ é um tensor, se transforma como

L′V SL = εµνρσvµΛ α
ν Λ β

ρ Λ γ
σ Bαβγ . (3.23)

Uma transformação de Λ = PT sempre traz um sinal negativo, pois temos 3 operações
Λ = −δ ν

µ . As transformações de conjugação carga C dos modelos eletromagnéticos e gravi-
tacionais (C†AµC = −Aµ, C†gµνC = +gµν) implicam que esses modelos preservam C, e conse-
quentemente violam CPT. A violação de P ou de T individualmente, depende da forma espe-
cí�ca do vetor de fundo vµ. Por exemplo, vµ = (1, 0, 0, 0)⇒ LV SL = ε0ijkTijk (i, j, k = 1, 2, 3)
é invariante por transformação de T = δ j

i , mas não de P = −δ j
i . O caso vµ = (0, 0, 0, 1) ⇒

LV SL = ε3ν̂ρ̂σ̂Tν̂ρ̂σ̂ (ν̂, ρ̂, σ̂ = 0, 1, 2) é invariante por transformação de P = η ν̂
µ̂ , mas não de

T = −η ν̂
µ̂ .

Alguma evidência experimental da violação de paridade no setor gravitacional pode ser
obtida estudando perturbações em torno de uma solução de fundo. Conforme veremos na
Seção 3.5.1, a gravitação modi�cada pelo termo de Chern-Simons apresenta propriedades de
propagação de ondas gravitacionais no vácuo fundamentalmente diferente da gravitação de
Einstein-Hilbert. Os modos de helicidade do gráviton se propagam com relações de dispersão
distintas entre si, resultando num efeito de birrefringência do vácuo. Para analisar os modos
de excitação do modelo (3.2), construiremos uma base ortonormal de operadores em graus de
liberdade adequado a modelos de violação de Lorentz.

3.3 Construção de uma Base Ortonormal de Operadores

Por meio de uma inspeção do modelo Lagrangiano (3.2), percebe-se que além da métrica
de Minkowski e derivadas, existem termos com a presença do tensor de Levi-Civita εµνρσ
e o vetor de fundo vµ, que não podem ser expressa em termo dos operadores de Barnes-
Rivers (3.24a)-(3.24d) [42]. Tal situação é análoga ao caso discutido no Capítulo 2, em que
há uma necessidade de uma extensão do conjunto de operadores de spin para acomodarem
adequadamente o tensor de Levi-Civita em 3D. Essa extensão também se faz necessária para
modelos 4D com violação da simetria de Lorentz pela presença de um vetor de fundo.

Os operadores de Barnes-Rivers formam uma base ortonormal de operadores para mo-
delos 4D invariantes por transformações de Lorentz e CPT, para campos simétricos de rank
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2:

P (2)µν,ρσ =
1

2
(θµρθνσ + θµσθνρ)−

1

3
θµνθρσ; (3.24a)

P (1)µν,ρσ =
1

2
(θµρωνσ + θµσωνρ + θνρωµσ + θνσωµρ) ; (3.24b)

P11 (0)µν,ρσ =
1

3
θµνθρσ; P12 (0)µν,ρσ =

1√
3
θµνωρσ; (3.24c)

P21 (0)µν,ρσ =
1√
3
ωµνθρσ; P22 (0)µν,ρσ = ωµνωρσ. (3.24d)

Porém, quando acrescentam-se termos que violam essas simetrias deve-se estender esse con-
junto para acomodar novos operadores que aparecem na Lagrangiana linearizada. Já que
almejamos efetuar a análise com um vetor de fundo vµ arbitrário, vamos de�nir uma base
de operadores ortonormais que separem os campos de acordo com os seus graus de liberdade
individuais. Isso é mais conveniente devido ao fato que diferentes escolhas de vetor de fundo
podem levar a um espectro de partículas distinto, haja visto que o grupo de simetria residual
da quebra da simetria de Lorentz depende explicitamente da forma do vetor de fundo.

Como ponto de partida para estabelecer uma base de operadores nos graus de liber-
dade adequados, devemos decompor os operadores de Barnes-Rivers de maneira a acomodar
operadores que violam a simetria de Lorentz tais como

Sµν,ρσ =
1

2
(θµρSνσ + θµσSνρ + θνρSµσ + θνσSµρ) , (3.25)

em que Sµν = εµνρσv
ρ∂σ, que aparecem nos termos de Chern-Simons e Ricci-Cotton na versão

linearizada da teoria.

A primeira dica para realizar essa tarefa é notar que o operador Sµν,ρσ �vive� inteiramente
no setor de spin-2. Isso pode ser visto pelo fato que Sµν,ρσ é aniquilado pelos operadores de
spin-1 e spin-0, mas permanece inalterado pelos operadores de spin-2, como evidenciado pelas
seguintes relações:

P (2)µν,ρσ S
ρσ
,κλ = Sµν,κλ, (3.26a)

P (1)µν,ρσ S
ρσ
,κλ = 0, (3.26b)

Pmn (0)µν,ρσ S
ρσ
,κλ = 0, m, n = 1, 2. (3.26c)

Feitas essas ressalvas, podemos prosseguir na tarefa da obtenção de uma base de operadores
nos graus de liberdade para modelos de gravitação. Para isso, devemos de�nir os blocos
construtores desses operadores.

3.3.1 Blocos Construtores dos Operadores

Num contexto de violação de simetria de Lorentz existe a necessidade da rede�nição dos blocos
construtores para os operadores nos graus de liberdade. Sabidamente, os blocos construtores
podem ser construídos a partir do quadrimomento relativístico kµ e de três outros vetores
normalizados tipo-espaço eµi , i = 1, 2, 3. Motivados pela necessidade da inclusão do vetor
de quebra de simetria de Lorentz vµ podemos escolher, sem perda de generalidade, eµ3 =√

k2

k2∗

[
vµ − (v·k)

k2
kµ
]
(k2
∗ = (v · k)2 − v2k2) de modo a decompor vµ num termo proporcional

ao momento kµ e seu complemento ortogonal,

vµ =
(v · k)

k2
kµ +

√
k2
∗
k2
eµ3 , (3.27)
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Suponhamos, por ora, que o quadrimomento kµ seja tipo-tempo. Com cuidados devidos, toda
discussão pode ser adaptada também para o caso em que o quadrimomento kµ é tipo-luz.
Essa situação estará presente na análise dos polos não-massivos realizada na Seção 3.5.1.

Também escolhemos eµ1 e eµ2 tais que sejam ortogonais entre si e ortogonais a kµ e a eµ3 .
É necessário, também, que k2

∗ 6= 0, já que k2
∗ = 0 implica que vµ ‖ kµ e portanto os termos de

Chern-Simons (3.3) e Ricci-Cotton (3.4) se anulam identicamente.

De posse dos quadrivetores kµ, eµi , i = 1, 2, 3 pode-se de�nir os seguintes operadores de
projeção:

ωµν =
kµkν

k2
, (3.28a)

ρµν = −eµ1eν1 , (3.28b)

σµν = −eµ2eν2 , (3.28c)

τµν = −eµ3eν3 = − 1

k∗
[
k2vµvν − (v · k) (kµvν + vµkν) + (v · k)2 ωµν

]
. (3.28d)

Deve-se notar que o operador transverso, θµν , pode ser relacionado com esses operadores por

θµν ≡ ηµν − ωµν = ρµν + σµν + τµν . (3.29)

O operador de Chern-Simons que viola a simetria de Lorentz, Sµν = iεµνρσvρkσ, pode
ser escrito em termos dos blocos construtores. Utilizando-se as relações (3.27), (3.29) e
ερσκλe1ρe2σe3κ

kλ√
k2

= 1 pode-se mostrar que

Sµν = i
√
k2
∗ (eµ1e

ν
2 − eν2eµ1 ) . (3.30)

Com a base de operadores nos graus de liberdade (3.28a)-(3.28d) pode-se obter o pro-
pagador e analisar a consistência espectral da teoria de Maxwell-Chern-Simons-Proca com
violação da simetria de Lorentz (3.1). Esse problema foi considerado em [50, 97] utilizando
abordagens distintas. Em vez disso, vamos para águas mais profundas em enfrentar a cons-
trução do operadores análogos para modelos de gravitação.

3.3.2 Operadores nos Graus de Liberdade para Modelos de Gravitação

Os operadores do setor de spin-2 resultam da decomposição do operador P (2)µν,ρσ (3.24a).
Uma maneira e�ciente de decompor esse operador de projeção de spin em seus autovetores
normalizados ψmµν

P (2)µν,ρσ =
∑
m

ψmµνψ
m
ρσ, (3.31)

(para valores arbitrários de spin, essa decomposição deve incluir um fator oriundo da paridade
P do setor de spin: P (J) = (−1)P

∑
m ψ

mψm), onde

P (2) ρσ
µν, ψmρσ = ψmµν . (3.32)

De posse dos autovetores {ψm}, podemos de�nir um conjunto de operadores de projeção
(m = n) e mapeamento (m 6= n) nos graus de liberdade:

Pmn ≡ ψmψn. (3.33)

31



Uma observação importante é que por meio de uma transformação de rotação pode-se
de�nir conjunto de operadores nos graus de liberdade equivalente [45]. De fato, uma rotação
no conjunto dos autovetores,

ψ̃m =
∑
n

Umnψ
n, (3.34)

com Umn ortogonais (UUT = 1), rede�ne um conjunto de projetores rotacionados

P̃mn = ψ̃mψ̃n = Umm′ψ
m′Unn′ψ

n′ = Umm′Pm′n′U
T
n′m. (3.35)

Mas, como esperado, os projetores de spin permanecem inalterados por tal rotação. De fato,
utilizando a decomposição (3.31) com o conjunto de autovetores rotacionados temos que

P̃ =
∑
m

ψ̃mψ̃m =
∑
m,n,n′

UmnUmn′ψ
nψn

′
=
∑
m

ψmψm = P. (3.36)

Por meio da identidade (3.29) obtemos que

Pµν,ρσ (2) =
1

2
[(ρµρσνσ + ρµσσνρ + σµρρνσ + σµσρνρ) + (σ ↔ τ) + (ρ↔ τ)] (3.37)

+
2

3
(ρµσρνρ + σµσσνρ + τµστνρ)−

1

3
[(ρµνσρσ + σµνρρσ) + (σ ↔ τ) + (ρ↔ τ)] .

De�nindo ψmρσe
ρ
je
σ
k = αmjk

P (2) ρσ
µν, ψmρσ = αm12 (P12 + P21)µν + αm13 (P13 + P31)µν + αm23 (P23 + P32)µν (3.38)

+ α̃m11ρµν + α̃m22σµν + α̃m33τµν

onde

α̃m11 =
1

3
(2αm11 − αm22 − αm33) , (3.39a)

α̃m22 =
1

3
(−αm11 + 2αm22 − αm33) , (3.39b)

α̃m33 =
1

3
(−αm11 − αm22 + 2αm33) . (3.39c)

A �m de obtermos um conjunto de autovetores
{
ψmµν

}
que satisfaça a condição (3.32),

devemos encontrar um conjunto de coe�cientes

~αm = (αm12, α
m
13, α

m
23, α̃

m
11, α̃

m
22, α̃

m
33) . (3.40)

satisfazendo
~αm · ~αn = δmn, (3.41)

e sob a condição de que α̃m11 + α̃m22 + α̃m33 = 0.

Uma escolha possível e conveniente dos coe�cientes ~αm associados a decomposição do
operador P (2), que posteriormente levará a uma interpretação adequada dos modos propa-
gantes é

{~αm} =

{(
1√
2
, 0, 0, 0, 0, 0

)
;

(
0,

1√
2
, 0, 0, 0, 0

)
;

(
0, 0,

1√
2
, 0, 0, 0

)
; (3.42)(

0, 0, 0,
1√
2
,− 1√

2
, 0

)
;

(
0, 0, 0,

1√
6
,

1√
6
,− 2√

6

)}
. (3.43)
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Assim, o conjunto de autovetores
{
ψmµν

}
�ca escrito,

ψ1
µν =

1√
2

(e1µe2ν + e2µe1ν) , (3.44a)

ψ2
µν =

1√
2

(e1µe3ν + e3µe1ν) , (3.44b)

ψ3
µν =

1√
2

(e2µe3ν + e3µe2ν) , (3.44c)

ψ4
µν =

1√
2

(ρµν − σµν) , (3.44d)

ψ5
µν =

1√
6

(ρµν + σµν − 2τµν) . (3.44e)

Com os autovetores (3.44a)-(3.44e), podemos construir os operadores de projeção nos
graus de liberdade através da relação (3.33):

P11 (2)µν,ρσ ≡ ψ1
µνψ

1
ρσ =

1

2
(ρµρσνσ + ρµσσνρ + σµρρνσ + σµσρνρ) , (3.45a)

P22 (2)µν,ρσ ≡ ψ2
µνψ

2
ρσ =

1

2
(ρµρτνσ + ρµστνρ + τµρρνσ + τµσρνρ) , (3.45b)

P33 (2)µν,ρσ ≡ ψ3
µνψ

3
ρσ =

1

2
(τµρσνσ + τµσσνρ + σµρτνσ + σµστνρ) , (3.45c)

P44 (2)µν,ρσ ≡ ψ4
µνψ

4
ρσ =

1

2
(ρµνρρσ + σµνσρσ)− 1

2
(ρµνσρσ + σµνρρσ) , (3.45d)

P55 (2)µν,ρσ ≡ ψ5
µνψ

5
ρσ =

1

6
[ρµνρρσ + σµνσρσ + 4τµντρσ + ρµνσρσ + σµνρρσ (3.45e)

−2 (ρµντρσ + τµνρρσ)− 2 (σµντρσ + τµνσρσ)] .

Analogamente, os operadores de mapeamento são dados por Pmn (2)µν,ρσ ≡ ψmµνψnρσ (m 6= n).
Por exemplo,

P14 (2)µν,ρσ ≡ ψ1
µνψ

4
ρσ =

1

2
(e1µe2ν + e2µe1ν) (ρρσ − σρσ) . (3.46)

Os operadores de mapeamento podem ser expressos em termos dos objetos ε, v, ρ e σ
de modo a facilitar a expansão do operador de onda em termos dos operadores nos graus de
liberdade (3.52). Por exemplo, P14 (2) pode ser escrito como

P14 (2)µν,ρσ =
1

2
εκλτη (ρµρσνλρσκ + ρνσσµλρρκ − σνσρµκσρλ − σµρρνκσσλ)

vτkη√
k2
∗
. (3.47)

Caso necessário, os outros operadores de mapeamento também podem ser expressos dessa
forma.

O modelo de nosso interesse (3.2), é invariante pelas transformações de calibre (3.20).
Por esse motivo, o setor de spin-1 se mostrará ausente na análise dos modos propagantes.
Apesar disso, o setor de spin-1 pode ser relevante para modelos gravitacionais sem essa sime-
tria de calibre ou com a presença de outros campos propagantes. Portanto, por questão de
completude, listamos os projetores de graus de liberdade para o setor de spin-1:

P11 (1)µν,ρσ =
1

2
(ρµρωνσ + ρνρωµσ + ρµσωνρ + ρνσωµρ) , (3.48a)

P22 (1)µν,ρσ =
1

2
(σµρωνσ + σνρωµσ + σµσωνρ + σνσωµρ) , (3.48b)

P33 (1)µν,ρσ =
1

2
(τµρωνσ + τνρωµσ + τµσωνρ + τνσωµρ) . (3.48c)

Estes podem ser obtidos através da decomposição do projetor (3.24b) utilizando a mesma
linha de argumentação apresentada nessa subseção.
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3.4 Obtenção dos Propagadores

Por meio da aproximação de campo fraco em torno de uma métrica de Minkowski, gµν =
ηµν + hµν , podemos escrever a parte quadrática da Lagrangiana (3.2), a menos de derivadas
totais, como

(L)2 =
α

2

(
−1

2
hµν�hµν +

1

2
h�h− h∂µ∂νhµν + hµν∂µ∂ρh

ρ
ν

)
+
β

4

(
hµν�2hµν + h�2h− 2h�∂µ∂νh

µν − 2hµν�∂µ∂ρh
ρ
ν + 2hµν∂µ∂ν∂ρ∂σh

ρσ
)

+ γ
(
h�2h− 2h�∂µ∂νh

µν + hµν∂µ∂ν∂ρ∂σh
ρσ
)

(3.49)

+
µ

4
εµνρσvµh

κ
σ ∂ν

(
∂κ∂λh

λ
ρ −�hκρ

)
+
λ

4
εµνρσvµh

κ
σ �∂ν

(
∂κ∂λh

λ
ρ −�hκρ

)
.

Em seguida escrevemos a Lagrangiana quadrática (3.49) na forma

(L)2 =
1

2
hµνOµν,ρσhρσ, (3.50)

onde o operador de onda Oµν,ρσ no espaço de momenta é dado por:

Oµν,ρσ =
1

2

(
α+ βk2

)
k2P (2)µν,ρσ +

[
(6β + 2γ) k2 − α

]
k2P11 (0)µν,ρσ (3.51)

+
1

4

(
µk2 + λk4

)
Sµν,ρσ,

em que Sµν,ρσ é dado pela Equação (3.25)

A base dos operadores em graus de liberdade permite expandir o operador de onda como

Oµν,ρσ =
∑
J,mn

a (J)mn Pmn (J)µν,ρσ . (3.52)

Vamos esclarecer a notação. Os coe�cientes da expansão do operador de onda são dados por
a (J)mn. Os operadores diagonais Pmm (J) são projetores para cada grau de liberdade m no
setor de spin J relacionado ao campo hµν , enquanto Pmn (J) com m 6= n são operadores de
mapeamento entre os projetores Pmm (J) e Pnn (J). A nomenclatura dos operadores como
projetores e mapeadores são oriundos das relações de ortonormalidades que esses operadores
satisfazem: ∑

ρσ

Pmm′ (I)µν,ρσ Pn′n (J)ρσ,κλ = δm′n′δ
IJPmn (I)µν,κλ . (3.53)

A propriedade de decomposição da unidade pode ser expressa como:∑
J,m

Pmm (J)µν,ρσ = δµν,ρσ. (3.54)

Os coe�cientes a (J)mn podem ser organizados como matrizes que representam a estru-
tura do operador de onda relacionado a um spin particular, J . Quando essas matrizes não
são singulares, o propagador saturado é dado por:

Π = i
∑
J,m,n

a−1
mn (J)S∗µνPmn (J)µν,ρσ Sρσ, (3.55)
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onde Sµν são fontes físicas que satisfazem vínculos de conservação.

Acontece que a Lagrangiana (3.2) na sua forma linearizada pode ser invariante sob trans-
formações locais dos campos (3.20). Como consequência da simetria de calibre, as matrizes de
coe�cientes se tornam degeneradas. Conforme a discussão da Seção 2.2, a receita correta para
obter o propagador invariante por transformações de calibre é efetuar a inversa de qualquer
submatriz não degenerada com dimensão igual ao posto de a (J)mn, na qual denotamos por
A (J)mn, e saturá-la com fontes físicas.

Para o modelo (3.2), os coe�cientes a (J)mn formam matrizes 2× 2, 3× 3 e 5× 5 para os
setores de spin-0, -1 e -2, respectivamente, correspondendo aos 10 graus de liberdade contidos
num tensor simétrico de rank 2,

a(0) =

(
2 (3β + γ) k4 − αk2 0

0 0

)
, (3.56)

a (1) =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 (3.57)

a (2) =
k2

2


α+ βk2 0 0 −i

√
k2∗
(
µ+ λk2

)
0

0 α+ βk2 −i
√

k2
∗

2

(
µ+ λk2

)
0 0

0 i

√
k2
∗

2

(
µ+ λk2

)
α+ βk2 0 0

i
√
k2∗
(
µ+ λk2

)
0 0 α+ βk2 0

0 0 0 0 α+ βk2

 ,

(3.58)

em que k2
∗ = (v · k)2 − v2k2.

A matriz de spin-0 é degenerada, enquanto a matriz de spin-1 se anula identicamente,
manifestando a simetria de calibre do modelo. Para o setor de spin-2, temos uma estrutura
tipo bloco-diagonal com as linhas e colunas 1-4, 2-3 e 5. Isso permite a inversão de cada bloco
independentemente. As inversas das matrizes de coe�cientes, necessárias para a obtenção dos
propagadores, com a degenerescência devidamente extraída no setor de spin-0, são dadas por:

A (0) =
1

k2 (2 (3β + γ) k2 − α)
, (3.59)

a (2)−1
1-4 =

2

∆14k2

(
α+ βk2 i

√
k2
∗
(
µ+ λk2

)
−i
√
k2
∗
(
µ+ λk2

)
α+ βk2

)
, (3.60)

a (2)−1
2-3 =

2

∆23k2

(
α+ βk2 i

√
k2∗
2

(
µ+ λk2

)
−i
√
k∗
2

(
µ+ λk2

)
α+ βk2

)
, (3.61)

a−1
5 (2) =

2

(α+ βk2) k2
, (3.62)

onde ∆14 =
(
α+ βk2

)2 − k2
∗
(
µ+ λk2

)2
, ∆23 =

(
α+ βk2

)2 − k2∗
4

(
µ+ λk2

)2
. Uma maneira

alternativa para se obter o propagador é descrita no Apêndice B. Esse método suplementar
é, de certa forma, algebricamente mais simples, de modo que pode ser utilizado para �ns
conferência com os cálculos realizados aqui; infelizmente, este fornece um menor compreensão
sobre as propriedades físicas dos modos propagantes.

35



À primeira vista, percebe-se que o setor de spin-0 não é afetado pelos termos de violação
da simetria de Lorentz. Uma explicação vem do fato que o operador Sµν,ρσ reside inteiramente
no setor de spin-2 como assinalado pelas equações (3.26a)-(3.26c).

Por outro lado, no setor de spin-2 aparecem excitações independentes devido a violação
da simetria de Lorentz. Em teorias de campos relativísticas, o spin das partículas é de�nido
como representações unitárias do grupo de isotropia (little group) de�nido por um momento
representativo da classe na qual a partícula pertence. Um vetor de fundo que quebra a
isotropia do espaço-tempo, e portanto, modi�ca a estrutura de spin da teoria. Isso �ca
explícito no setor de spin-2, em que alguns graus de liberdade se propagam independentemente.

Um fenômeno análogo ocorre em teoria de gravitação em (1+2)D com termos de violação
de paridade. Já que o spin é representado por um operador pseudo-escalar em (1+2)D,
deve-se haver um dublete de spins com o mesmo valor da massa absoluta, |m|, para que
sejam formadas as representações irredutíveis do grupo de Lorentz estendido por inversão
temporal e transformação de paridade. Já na teoria com violação de paridade, tal como a
gravitação de Chern-Simons apresentada no Capítulo 2, essa estrutura de dubletes é perdida
e cada componente de spin adquire uma massa distinta, na qual interpretamos como graus
de liberdade que se propagam independentemente. Para uma discussão mais aprofundada,
remetemos às Referências [47, 41].

Uma conexão clara entre a teoria com violação da simetria de Lorentz e a teoria tridi-
mensional com violação da paridade é estabelecida quando considera-se um vetor de fundo
com componente espaciais vµ = (0, ~v). Nesse caso, existe a quebra de simetria

SO (1, 3)→ SO (1, 2) ; (3.63)

portanto, as partículas massivas não devem ser de�nidas como a imersão SU (2) ↪→ SO (1, 3),
mas como U (1) ↪→ SO (1, 2). Além disso, se a simetria do modelo considerado for estendida
através da conservação de paridade, as partículas podem ser de�nidas por dubletes de spins
(+s,−s), já que por transformação de paridade, o spin +s é mapeado no spin −s. Esse é o
motivo pelo qual a matriz penta-dimensional (3.58) é dividida na soma direta de represen-
tações fundamentais de U (1) e sua representação complexo conjugada (ou equivalentemente
representações de SO (2)).

Os três blocos que aparecem no setor de spin-2 podem ser vistos como provenientes de
uma redução dimensional. Se designarmos o operador τ com papel de helicidade 0, a decom-
posição do operador de spin-2 (conforme as equações (3.45a)-(3.45e)) podem ser compara-
dos com os operadores tridimensionais de�nidos no artigo [46] . Por exemplo, os projetores
P11 (2) e P44 (2) são, respectivamente, P (2++) e P (2−−) na Referência [46]. Nesse caso, o
spin-2 é divido em três setores de spin tridimensionais: o spin-2 corresponde ao bloco 1-4
(P (2) = P11 (2) + P44 (2)), o spin-1 corresponde ao bloco 2-3 (P (1) = P22 (2) + P33 (2)) e o
spin-0, corresponde ao setor 5 (P (0) = P55 (2)).

3.5 Análise do Espectro de Partículas

Nessa seção, analisamos a consistência do espectro de partículas do modelo (3.2). Como
resultado desse estudo, poderemos impor condições sobre os parâmetros da Lagrangiana (3.2)
de forma a inibir a propagação dos modos não-físicos, isto é, táquions e fantasmas.

Numa teoria quântica de campos com invariância relativística, é conhecido que a condição
para ausência de táquions é m2 ≥ 0, onde k2 = m2 é um polo do respectivo propagador. A
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condição para ausência de modos fantasmas é dada por

=mRes(Π|k2=m2) > 0. (3.64)

Com o formalismo dos operadores de projeção, podemos nos aproveitar da decomposição geral
dos operadores de projeção de graus de liberdade,

Pmn (J) = (−1)P ψmψn, (3.65)

onde P está relacionado com a paridade do operador de spin, para reescrever o propagador
(3.55) como

Π = i (−1)P
∑

J,m,n,N

S∗mA
(
J,m2

N

)
mn
Sn
(
k2 −m2

N

)−1
, (3.66)

em que Sm = ψmρσSρσ e A
(
J,m2

N

)
mn

são as inversas das submatrizes não degeneradas com o
polo extraído.

Percebe-se pela equação (3.66) que a condição de positividade (3.64), para fontes arbitrá-
rias, é garantida se os autovalores da matriz A

(
J,m2

)
mn

forem positivos. Ademais, pode-se
mostrar que essas matrizes, para polos massivos, tem apenas um autovalor não-nulo no polo,
que coincide com o traço de A

(
J,m2

)
mn

. Portanto, a condição para ausência de fantasmas
para cada spin �ca simpli�cada para:

(−1)P trA(J,m2)|k2=m2 > 0. (3.67)

Por outro lado, numa teoria com violação da simetria de Lorentz, essas condições dever
ser revisitadas, já que, por exemplo, a relação de dispersão é modi�cada e pode ser mais geral
do que simplesmente k2 = m2. Nesse caso, seria interessante reavaliar a caracterização das
excitações taquiônicas e fantasmas para uma teoria não for invariante por transformações de
Lorentz. Devido a algumas peculiaridades que aparecem para diferentes escolhas de vetor
de fundo, vamos adiar a discussão da caracterização de táquions e fantasmas para cada caso
particular.

O setor de spin-0 não é afetado pelos termos de violação de simetria de Lorentz. Então, a
metodologia usual para a análise da unitariedade permanece válida. O polo de spin-0 massivo
permanece como m2 = α

6β+2γ e as condições para a ausência de táquions e fantasmas são
dadas por:

Spin 0 : α > 0; 3β + γ > 0. (3.68)

É interessante notar que o bloco 5 do setor de spin-2 fornece um gráviton massivo com
contribuição do termo RµνRµν . Porém, o polo massivo m2 = −α

β leva a condições de ausência
de táquions e fantasmas

Spin 2, Bloco 5 : α < 0; β > 0, (3.69)

que são contraditórias com a positividade da constante de gravitação de Newton (α > 0).
Sendo inconsistente com as condições de unitariedade, requereremos daqui em diante que
β = 0, isto é, a ausência do termo Ricci ao quadrado, RµνRµν . Antes de continuar a análise
geral para assegurar a ausência de táquions e fantasmas na teoria com o termo de Chern-
Simons e Ricci-Cotton, é instrutivo estudar um caso especial, em que o termo de Ricci-Cotton
não é considerado (λ = 0). Nessa situação, a submatriz correspondente ao bloco 1-4 é dada
por

a (2)−1
1-4 =

2

µ2k2
(
α2

µ2
− k2
∗

) ( α iµ
√
k2
∗

−iµ
√
k2
∗ α

)
. (3.70)
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O conteúdo de partículas do modelo é estabelecido pelos polos do propagador. Para o
bloco 1-4 da matriz de spin-2, os polos são dados pelas raízes da relação de dispersão

α2

µ2
−
(

(v · k)2 − v2k2
)

= 0. (3.71)

A solução dessa equação para os modos propagantes é

k0 =

∣∣∣~k∣∣∣
|~v|

[
v0 cos θ ±

√
α2

µ2~k2
− v2 sin2 θ

]
, (3.72)

onde θ é o ângulo entre ~v e ~k. Deve-se notar que só ocorre a presença de polos massivos se
|~v| 6= 0 . A esse ponto, convém abrir a discussão para a interpretação dos modos de energia
negativa, a �m de garantir que não haja a propagação de táquions.

Em teorias de campos relativísticas, as relações de dispersão são da forma k0 = ±E(~k),

com E(~k) =
√
~k2 +m2. As soluções de energia negativa são incorporadas de maneira natural

na teoria com a de�nição do propagador causal de Feynman que leva em conta a contribuição
de um modo de energia negativa como sendo a aniquilação de um modo de energia positiva.
Além disso, a invariância por transformações de CPT do modelo sugere a interpretação dos
modos de energia negativa que se propagam para o passado como sendo um modo de energia
positiva se propagando para o futuro.

Porém, no problema aqui em questão, a invariância por transformações de CPT é perdida
e as relações de dispersão podem ser mais gerais da forma k0 = E± com |E+| 6= |E−| (por
exemplo, (3.72)). As diferentes massas para a partícula e antipartícula gera uma situação
problemática para garantir a propriedade de localidade na teoria quântica, conforme discutido
em [91].

Analisando a relação (3.72), percebemos que no caso v0 6= 0, temos massas diferentes
para a partícula e antipartícula e, nesse caso, a positividade da energia não pode ser garantida
para direções arbitrárias de propagação, pelo fato da explícita dependência em cos θ. Devemos,
portanto, concluir que é incompatível assumir que v0 6= 0 e |~v| 6= 0 simultaneamente, para
garantir a consistência quântica da teoria.

No caso particular em que v0 = 0 e |~v| 6= 0, os polos são dados por:

k0 = ± 1

|~v|

√
α2

µ2
+ ~v2~k2 sin2 θ. (3.73)

A relação de dispersão é do tipo k0 = ±E e, potencialmente, a interpretação dos modos
de energia negativos podem ser consistentemente associados como antipartículas, nesse caso.
Apesar da ausência de invariância por transformações de CPT, no caso de um vetor de fundo
com componentes espaciais a quebra de simetria de Lorentz preserva uma simetria SO (1, 2)
residual, conforme discutido na Seção 3.4. De fato, existe uma estreita ligação entre os modos
massivos de spin-2 e o gráviton massivo que aparece na gravitação topológica massiva em
3D. Isso força uma interpretação dos modos de energia negativo, que são consistentemente
discutidos na gravitação planar. Sabemos que no modelo em 4D, permanece uma simetria por
transformações de CP̃T , onde C e T são as usuais conjugação de carga e inversão temporal,
P̃ é uma transformação de Lorentz discreta e imprópria que inverte apenas uma componente
espacial no plano ortogonal de�nido pelo vetor de violação de simetria de Lorentz ~v. P̃ é a
transformação usual de paridade em (1 + 2)D. Portanto, podemos concluir que o modo de
energia negativo pode ser consistentemente interpretado como um modo de energia positivo
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com polarização de spin oposta. O fato desse modo de excitação ser não-taquiônico está em
concordância com resultados obtidos anteriormente na literatura [51].

Para concluir a análise espectral, devemos garantir a positividade dos resíduos dos polos
dos propagadores. Primeiramente, deve-se observar que, fora da camada de massa, a matriz

residual a (2)−1
1-4 (equação (3.70)) tem dois autovalores distintos, a saber, C

(
α+ µ

√
k2
∗

)
e

C
(
α− µ

√
k2
∗

)
, com C = 2

[
µ2k2

(
α2

µ2
− k2
∗

)]−1
. Na camada de massa, isto é, em k2

∗ = α2

µ2
,

um dos autovalores se anula dependendo do sinal de α/µ. Fisicamente, interpretamos esse fato
como a propagação de apenas uma polarização de spin: +2 para α/µ > 0 ou −2 para α/µ < 0.
Esse fato remete a gravitação topologicamente massiva em 3D em que ocorre a propagação
de apenas um modo de helicidade ±2 dependendo do sinal do termo de Chern-Simons [59].

Conforme discutido, a condição para a positividade dos autovalores no polo é simpli�cada
à condição de positividade do traço da matriz de coe�cientes (vide equação (3.67)). Nesse
caso,

Res tra (2)−1
1-4

∣∣∣
k20=E2

= − 2α

µ2~v2k2
, (3.74)

em que no polo,

k2 =
α2

µ2~v2
− ~k2 cos2 θ. (3.75)

Para valores de momento pequeno, ~k2 < α2

µ2~v2
, a condição para ausência de modos fantasmas,

expresso pela equação (3.74), impõe:
α < 0. (3.76)

Pode-se questionar se o modelo seria consistente para α > 0 para valores especí�cos
de ~k cos2 θ. Nós entendemos que a dependência explícita na direção de propagação para a
consistência do modelo é uma situação estranha e tal possibilidade deve ser descartada. De
fato, no caso em que a dinâmica das partículas �ca restrita ao plano ortogonal a ~v, cos θ se
anula e k2 se torna positivo de�nido. Curiosamente, o requerimento de uma constante de
Newton negativa é consistente com a relação obtida na gravitação topologicamente massiva,
mostrando mais uma vez a estreita relação entre essas duas teorias.

No caso mais geral, em que o termo de Ricci-Cotton está presente (λ 6= 0), os modos
massivos do propagador do bloco 1-4 é dado pelas raízes do polo

∆1-4 = α2 − k2
∗
(
µ+ λk2

)2
. (3.77)

A condição para ausência de fantasmas é dada por

Res
(
tra (2)−1

14

)∣∣∣
k20=E2

=
2α
(
k2

0 − E2
)

k2∆1-4
> 0. (3.78)

Porém, a condição (3.78) está condenada a propagar modos fantasmas. A razão é simples:
devido a natureza do termo de Ricci-Cotton trazer derivadas superiores, o denominador (3.77)
possui três polos massivos ∆1-4 = C

(
k2

0 − E2
1

) (
k2

0 − E2
2

) (
k2

0 − E2
3

)
, com E2

1 < E2
2 < E2

3

ou dois polos massivo dependendo da escolha de vµ, ∆1-4 = C ′
(
k2

0 − E2
1

) (
k2

0 − E2
2

)
, com

E2
1 < E2

2 . Em ambos os casos, se tr a (2)−1
1-4

∣∣∣
k20=E2

1

é positivo (negativo), então tr a (2)−1
1-4

∣∣∣
k20=E2

2

é negativo (positivo). Portanto, a positividade do resíduo em todos os polos não pode ser
assegurada simultaneamente. Tal problema é recorrentes em teorias com derivadas superiores.
É comum o aparecimento de partículas fantasmas quando existe mais de um polo massivo no
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mesmo setor de spin. Tendo em vista essa discussão somos obrigados a impor que λ = 0, isto
é, eliminar o termo de Ricci-Cotton da teoria.

A análise da consistência espectral para o bloco 2-3 segue a mesma linha de argumentação
do bloco 1-4 e os principais resultados permanecem inalterados. Isso encerra a discussão desta
análise para os polos massivos. Vamos abordar, em seguida, a análise para o polo não-massivo.

3.5.1 Gráviton Não-Massivo

Os polos não-massivos devem ser tratados com cuidados adicionais. A primeira vista, aparenta-
se que a base de operadores é mal de�nida para quadrimomento tipo-luz (k2 = 0). Porém,
pode-se mostrar que as fontes físicas satisfazem vínculos (kµSµν = 0) devido a simetria de
calibre do modelo. Esses vínculos tornam o propagador saturado uma expressão bem-de�nida
mesmo para momento tipo-luz. De fato, as estruturas que sobrevivem quando os projetores
são saturados com fontes físicas para momenta tipo-luz são dados por:

P11 (0)µν,ρσ =
1

2
ηµρηνσ + t.q.n.c.r., (3.79a)

P11 (2)µν,ρσ =
1

2
(ρµρσνσ + ρµσσνρ + σµρρνσ + σµσρνρ) + t.q.n.c.r., (3.79b)

P22 (2)µν,ρσ = t.q.n.c.r., (3.79c)

P33 (2)µν,ρσ = t.q.n.c.r., (3.79d)

P44 (2)µν,ρσ =
1

2
(ρµνρρσ + σµνσρσ)− 1

2
(ρµνσρσ + σµνρρσ) + t.q.n.c.r., (3.79e)

P55 (2)µν,ρσ =
1

6
ηµνηρσ + t.q.n.c.r., (3.79f)

onde t.q.n.c.r. é um acrônimo para �termos que não contribuem para o resíduo�. Da expressão
de τµν em termos de vµ e kµ (equação (3.28d)), pode-se mostrar que τµνSνρ = 0. Por isso
P22 (2) e P33 (2) não contribuem para o resíduo, e apenas ρ's, σ's e η's aparecem na expressão
�nal.

Outra observação que deve ser feita é que, para para os operadores de mapeamento, a

contribuição dos operadores pode ser diagonalizada
(
P̃mn = Umm′Pm′n′U

T
n′n

)
de tal maneira

que os projetores rotacionados contribuam com o correspondente autovalor. Dessa maneira,
os propagadores podem ser escritos como

=mRes(Π|k2=0) = S̃∗µν
[

2

α− µ |v · k| P̃11 (2)µν,ρσ +
2

α+ µ |v · k| P̃44 (2)µν,ρσ

]
S̃ρσ. (3.80)

É interessante notar que a contribuição dos operadores de mapeamento são responsáveis pela
separação dos dois graus de liberdade usuais do gráviton. Isso resulta no fenômeno de birre-
fringência do vácuo [94, 98]. No caso em que o parâmetro de violação da simetria de Lorentz
µ se anula, recuperamos o conhecido propagador do gráviton em 4D.

A separação da dinâmica em graus de liberdades independentes para o modo não-massivo
é análogo ao fenômeno que ocorre com as partículas massivas em 3D, na presença de termos de
quebra de paridade. Existe, de fato, uma grande semelhança entre partículas massivas em 3D
e partículas sem massa em 4D, já que estes compartilham a mesma estrutura de representação
do grupo de Poincaré. Assim como em 3D, termos de quebra de paridade fornecem diferentes
massas para partículas que propagar-se-iam como dubletes de spin, conforme discutido em [47].
O mesmo papel de quebra de paridade aparece com o propagador do gráviton não-massivo
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(3.80) em 4D, onde os modos de helicidades não estão mais relacionados por transformações
de CPT.

Para analisar a unitariedade, deve-se lembrar que as fontes são arbitrárias e que P̃11 (2)
e P̃44 (2) são operadores independentes. A �m de garantir a positividade da expressão (3.80),
devemos impor que os autovalores sejam positivo de�nidos, independentemente. Isso implica
que

|µ (v · p)| < α. (3.81)

A condição (3.81) signi�ca, em particular, que as restrições para garantir que essa teoria
com violação da simetria de Lorentz esteja de acordo com o requerimento usual da positividade
da constante de Newton em 4D. Porém, tal condição é con�itante com o requerimento da
equação (3.76). Isso não deveria ser uma surpresa a luz da estreita relação estabelecida entre
as teorias com violação da paridade em 3D e a violação da simetria de Lorentz em 4D, com
um vetor de quebra com componentes espaciais. De fato, é conhecido que as gravitações
topologicamente massivas são consistentes apenas se α < 0. No entanto, em 3D o gráviton
não-massivo não se propaga e, portanto, não há con�ito de unitariedade. Em uma gravitação
de Chern-Simons com quebra de simetria de Lorentz em 4D, concluímos, portanto que a
propagação de grávitons sem massa e modos massivos advindos da violação da simetria de
Lorentz não são compatíveis se formos forçados a impor o requerimento da não-propagação
de modos fantasmas.

Ainda que os nossos esforços tenham sido para encontrar as relações corretas dos parâ-
metros livres da teoria e o vetor de fundo de violação de Lorentz a �m de garantir a ausência
de táquions e fantasmas, deve-se enfatizar que essas condições são válidas em nível de árvore,
advindo da nossa inspeção dos polos e resíduos dos propagadores livres. Interações e correções
em laços podem trazer modos não-físicos que, por sua vez, podem ser suprimidos através de
uma nova análise do espectro e encontrando novas condições nos parâmetros corrigidos, de
maneira a eliminar os táquions e fantasmas na ação corrigida por loops. Portanto, a supressão
de fantasmas e táquions deve ser reavaliada em cada ordem em laços na teoria de perturbação.

3.6 Conclusão

Consideramos um modelo Lagrangiano geral para gravitação com derivadas superiores e vio-
lação de simetria de Lorentz através da inclusão de termos de Chern-Simons e Ricci-Cotton
no formalismo de segunda ordem da gravitação. Foi de nosso interesse investigar as con-
sequências da violação da simetria de Lorentz no espectro de partículas e nas propriedades de
unitariedade do modelo.

Para esse objetivo, desenvolvemos um método baseado nos operadores de projeção em
graus de liberdades. Essa base proposta torna a análise algebricamente conveniente e a in-
terpretação física dos resultados mais clara. A sugestão de de�nir operadores nos graus de
liberdade fornecem uma �exibilidade maior para a identi�cação dos modos de excitação da
teoria. Essa generalidade é especialmente interessante se o vetor de fundo não for �xado a

priori, já que nessa situação não temos adiantadamente uma de�nição para a representação
das partículas. No caso em que a violação da simetria de Lorentz é realizada por um vetor de
fundo com apenas componentes espaciais, uma simetria residual SO (1, 2) permanece. Nesse
caso, os projetores de graus de liberdade se estruturam de tal maneira que excitações planares
podem ser prontamente identi�cadas. Vagamente falando, podemos interpretar esse fato como
uma geração dinâmica dos spins das partículas através dos graus de liberdades independentes
dos campos.
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A violação da simetria CPT ameaça a interpretação dos modos de energia negativos
que aparecem nas teorias quânticas de campos. Isso é assunto de debate aprofundado na
literatura [91]. Concluímos que um vetor de fundo com v0 6= 0 e ~v 6= 0 traz inconsistências
para a teoria quântica, já que a energia não é positiva de�nida para direções arbitrárias de
propagação. A situação onde v0 = 0 e ~v 6= 0 apresentou excitações não taquiônicas depois
de uma revisão dos papéis das simetrias discretas do modelo. Apesar disso, mostramos que
esses modos são estados de norma negativa (isto é, fantasmas) e possuem massas da ordem da
massa de Planck. Esse fato é um alerta para possíveis inconsistências na versão quântica do
modelo. Não obstante, esse modo problemático não deve ser excitado em processos de baixas
energias e possivelmente deve-se obter resultados consistente se o modelo for visto como
uma teoria efetiva advindo de uma teoria mais fundamental (consistente). O caso restante,
onde v0 6= 0 e ~v = 0, que foi objeto de investigação em [94], especi�camente a gravitação
modi�cada de Einstein-Hilbert-Chern-Simons propaga somente o gráviton sem massa. Os
nossos resultados estão de acordo com Jackiw e Pi que mostraram que as duas polarizações
do gráviton se propagam independentemente para essa teoria. O comportamento geral dos
termos de (curvatura)2 não são alterados pelo termo de Chern-Simons, no sentido que o
termo R2 propaga um modo de spin-0 massivo e o termo de RµνRµν propaga um modo de
spin-2 fantasma. O termo de derivada superior de Ricci-Cotton inevitavelmente traz modos
fantasmas.

Quando comparado com o resultado da análise da consistência espectral para modelos
de eletromagnetismo, temos uma restrição drasticamente diferente para a forma do vetor de
fundo. No modelo eletromagnético de Chern-Simons com violação da simetria de Lorentz,
foi constatado que um vetor de fundo do tipo-espaço vµ = (0, ~v) deixa a teoria livre de

táquions e fantasmas, mas que um vetor tipo-tempo vµ =
(
v0,~0

)
leva a uma teoria quântica

inconsistente [97, 110]. Nessa tese, surpreendentemente, concluímos justamente o oposto
para modelos gravitacionais estendidos por um termo tipo Chern-Simons com violação de
Lorentz: o único modelo livre de táquions e fantasmas é dado por um vetor tipo-tempo da

forma vµ =
(
v0,~0

)
. Isso representa um con�ito nas condições de unitariedade, no sentido

em que se supusermos que ambas teorias se acoplam com um mesmo vetor vµ advindo de
uma teoria mais fundamental, então o modelo de gravitação e eletromagnético adicionados do
termo de Chern-Simons não podem satisfazer a condição de ausência de táquions e fantasmas
simultaneamente.

Possíveis extensões que incluam tensores de fundos mais gerais, como considerado na Ex-
tensão do Modelo Padrão (Standard Model Extension) proposto por Kostelecký e colaborado-
res [25, 26, 27], poderiam ser abordadas também. No caso de dois vetores de fundo linearmente
independentes, teríamos uma violação da simetria de Lorentz da forma SO (1, 3) → U (1) e
espera-se as excitações não se organizem de forma planar. Tal cenário pode ser relevante
quando a violação da simetria de Lorentz for desencadeada por um mecanismo de quebra
espontânea da supersimetria [111, 110], uma vez que o segundo vetor de fundo pode aparecer
a partir de uma condensação fermiônica. Além disso, presumimos que os operadores nos graus
de liberdade podem ser de�nidos e que o segundo vetor de violação da simetria de Lorentz
deve dividir os vetores construtores em três contribuições ortogonais: kµ, e3µ e e2µ de acordo
com uma decomposição de Gram-Schmidt.

Uma outra investigação possível, seria de um problema análogo, mas no formalismo de
primeira ordem da gravitação, onde a tetrada e a conexão de spin são consideradas como
campos independentes. Nessa situação, espera-se uma di�culdade muito maior, já que com
a presença dos modos de torção uma pletora de modos de excitação, 2+, 2−, 1+, 1−, 0+,
0− [45, 40] são esperados. No caso, de violação de Lorentz com torção, os modos de polari-
zação de spin poderão se propagar independentemente. Apesar dessa di�culdade, essa linha
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de investigação pode ser bastante interessante, haja visto que nesse formalismo existe a pos-
sibilidade de se incluir além do termo de Chern-Simons no formalismo de primeira ordem,
εµνρσvσ(Rµντκω

τκ
ρ + 2

3ω
λ

µκ ω
τ

νλ ω
κ

ρτ ), outras combinações que não foram contempladas na li-
teratura envolvendo o tensor de Ricci e o tensor de torção: εµνρσvµT τ

νρ Rστ , ε
µνρσvµRTνρσ e

εµνρσvµT
τ

ντ Rρσ. Certamente, os efeitos da torção dinâmica irão revelar consequências inte-
ressantes nesse cenário.
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Capítulo 4

Considerações sobre os Modos de

Excitação de um Modelo Geral da

Gravitação de Ho°ava-Lifshitz

A recente proposta de Petr Ho°ava de uma nova classe de modelos para gravitação [28, 29,
112, 113] foi recebida com grande entusiasmo pela comunidade de teoria de campos, gravi-
tação e cosmologia. A grande apreciação por essa classe de modelos, cunhada de gravitação
de Ho°ava-Lifshitz, veio do fato de que esta proposta é candidata a uma teoria quântica de
campos consistente para gravitação, uma vez que possui um melhor comportamento no re-
gime ultravioleta. Para chegar a esse resultado, Ho°ava propôs abandonar a invariância por
difeomor�smos como uma simetria fundamental para a gravitação e construir um modelo com
propriedade de escala anisotrópica do espaço-tempo no regime ultravioleta. Esta mudança de
paradigma na gravitação é discutida na Seção 4.1.

Apesar desse grande furor, logo se percebeu que a formulação original e mais simples
da gravitação de Ho°ava-Lifshitz que impõe a condição de projetabilidade e de balanço deta-

lhado1, pode apresentar di�culdades para a descrição fenomenológica e o seu limite de baixas
energias pode não corresponder à Relatividade Geral. Essa questão fez surgir uma série de
possíveis formulações da gravitação de Ho°ava-Lifshitz com a inclusão de inúmeros termos
com coe�cientes arbitrários na formulação da Lagrangiana ou com a introdução de campos
auxiliares a �m de modi�car a estrutura das simetrias do modelo. Tais diferentes formulações
da gravitação de Ho°ava-Lifshitz são abordadas na Seção 4.2.

A contribuição original desse trabalho é realizada nas Seções 4.3, 4.4 e 4.5 [55]. Busca-
mos estender os métodos baseados nos operadores de spin compatíveis com as simetrias da
gravitação de Ho°ava-Lifshitz, incluindo os modelos com violação de paridade. Assim como
discutido nos Capítulos 2 e 3, a vantagem desse método é poder obter o propagador, que em
geral é uma tarefa dispendiosa, de uma maneira sistemática e sem a necessidade de �xação
de calibre. Com isso, pode-se avaliar os modos propagantes da teoria, bem como estabele-
cer condições sobre os coe�cientes do Lagrangiano a�m de evitar a propagação de táquions
e fantasmas. Por �m, destacamos alguns efeitos dos modos propagantes da gravitação de
Ho°ava-Lifshitz no limite de baixas energias.

Neste capítulo, as letras minúsculas do alfabeto latino (i, j, k, . . .) denotam índices do
espaciais 3D. Usaremos, também, um ponto sobre a variável para representar a derivada

1As condições de projetabilidade e de balanço detalhado são possíveis restrições, que podem ser impostas
ao modelo, cujas de�nições serão apresentadas na Seção 4.2.
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temporal e ∇i representa a derivada covariante associada a métrica espacial gij . Rijkl, Rij =

Rkikj e R = gijRij denotam o tensor de Riemann, Ricci e escalar de curvatura associados a
métrica espacial gij , nessa ordem.

4.1 Propriedade de Escala Anisotrópica do Espaço-Tempo e Di-

feomor�smos que Preservam a Foliação

Uma das grandes motivações em se considerar modelos estendidos para gravitação, como a gra-
vitação de Ho°ava-Lifshitz, vêm da di�culdade de se obter uma teoria de gravitação quântica
em 4D, que seja simultaneamente renormalizável e unitária. A gravitação de Einstein-Hilbert
é uma descrição consistente para gravitação ao nível clássico, porém é conhecido que esta
teoria não é renormalizável perturbativamente [114, 33, 115]. Existem modelos relativísticos
para a gravitação com termos de derivada superior que são renormalizáveis em 4D [32], porém
que esbarram no problema de serem não-unitários.

Vamos olhar essa questão mais de perto. Resultados gerais de teoria de campo, mostram
que se a constante de acoplamento de uma teoria possui dimensão [massa]d, então um diagrama
de Feynman de ordem L se comporta no regime de alto momenta como

´
dkkA−Ld, onde A

depende do processo especí�co, mas não em L [115]. Portanto, em teorias que possuem
constante de acoplamento com unidade de massa negativa, como é o caso da constante de
Newton ([GN ] = 1/m2), as integrais de espalhamento devem divergir para processos de ordem
mais altas. Além disso, o propagador do gráviton na gravitação de Einstein-Hilbert assume a
forma geral de

1

(kµ)2 , (4.1)

onde (kµ)2 = kµk
µ = ω2 −

(
ki
)2

e kµ =
(
ω, ki

)
representa o quadrimomento. Isso faz com

que a gravitação de Einstein-Hilbert não satisfaça os testes usuais de renormalizabilidade:
Pode ser mostrado que um diagrama com L laços possui termos divergentes proporcionais a
uma potência L + 1 do tensor de curvatura [115]. Portanto, para que haja o cancelamento
das divergências ultravioleta seria necessário um número in�nito de contra-termos. Tal fato,
caracteriza a teoria como não-renormalizável, ao menos em nível de teoria de perturbação.
Mesmo que a gravitação de Einstein-Hilbert possa ser tratada como uma teoria de campos efe-
tiva, o seu regime ultravioleta ainda precisa ser de�nido consistentemente para uma descrição
adequada dos fenômenos de gravitação quântica.

Existe a alternativa de se adicionar termos relativísticos de derivada superior a Lagran-
giana da gravitação de Einstein-Hilbert [32, 31], que teriam in�uência desprezível no domínio
de baixa frequência dos experimentos clássicos. Esses termos, além de trazerem novas inte-
rações, modi�cam a estrutura do propagador, que pode ser representado esquematicamente
como

1

(kµ)2 +
1

(kµ)2GN (kµ)4 1

(kµ)2 +
1

(kµ)2GN (kµ)4 1

(kµ)2GN (kµ)4 1

(kµ)2 + · · · (4.2)

=
1

(kµ)2 −GN (kµ)4 .

No regime de alto momenta, o propagador é dominado pelo fator 1/ (kµ)4, o que melhora as
divergências ultravioleta da teoria. De fato, por contagem de potências mostra-se que todas
as divergências envolvendo grávitons possuem grau de divergências menor ou igual a quatro
[32]. Por outro lado, essa nova estrutura do propagador apresenta outro problema para a
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consistência quântica desse modelo � a presença de uma excitação fantasma. O propagador
(4.2) possui dois polos

1

(kµ)2 −GN (kµ)4 =
1

(kµ)2 −
1

(kµ)2 −G−1
N

, (4.3)

que correspondem aos grávitons com e sem massa. A diferença de sinal dos termos do lado
direito da equação (4.3) implica que um desses modos necessariamente corresponde a um
fantasma e, portanto, na violação da unitariedade, ao menos na abordagem de teoria de
perturbação. Olhando dessa maneira podemos constatar que o problema da não-unitariedade
da gravitação com derivadas de ordem superior parece ser oriundo da introdução de derivadas
temporais de ordens mais altas na estrutura do propagador.

Uma alternativa para resolver esse impasse consiste em abandonar a premissa que os
propagadores sejam formado por invariantes de Lorentz. Assim, podemos introduzir derivadas
espaciais de ordens mais altas, sem necessariamente ter que introduzir derivadas temporais de
ordem superior. Desta forma, evitamos a introdução de partículas fantasmas e garantimos que
o propagador tenha um comportamento melhor no regime ultravioleta, concomitantemente.
Tal solução, já conhecida em sistemas de matéria condensada [116], foi introduzida por Petr
Ho°ava como proposta de teoria quântica de gravitação consistente dentro do contexto das
teorias de campos [28, 29].

Para essa nova classe de modelos, os propagadores podem ser escritos esquematicamente
como

1

ω2 − c2 (ki)2 − g (ki)2z , (4.4)

onde consideramos explicitamente a velocidade da luz c, a constante de acoplamento g e o
expoente crítico z > 1. O denominador do propagador pode conter, também, potências de(
ki
)2

entre 1 e z, que não afetam a ideia geral da discussão a seguir.

No regime de altas energias, o termo c2
(
ki
)2

é suprimido em relação a g
(
ki
)2z

e a parte
dominante do propagador �ca sendo:

1

ω2 − g (ki)2z . (4.5)

O modelo passa a ter uma propriedade de escala anisotrópica do espaço-tempo de�nido por
um expoente crítico z > 1, uma vez que nesse regime as transformações de escala devem
ser anisotrópicas. Em tal regime, a teoria possui uma propriedade de escala anisotrópica do
espaço-tempo:

xi → bxi, t→ bzt. (4.6)

Além disso, a análise dimensional é colocada num novo contexto: as dimensões canônicas
dos objetos serão medidas em unidades de momento espacial

[
ki
]
. Também postula-se que as

dimensões do espaço-tempo são dadas por:[
xi
]

=
[
ki
]−1

, [t] =
[
ki
]−z

, (4.7)

re�etindo uma anisotropia do espaço-tempo.

Essa modi�cação melhora o comportamento a pequenas distâncias, podendo, para va-
lores apropriados de z, tornar a teoria renormalizável por contagem de potências. O termo
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c2
(
ki
)2

pode ser considerado como uma deformação importante desse propagador, que deve
ser ressomado como correções perturbativas

1

ω2 − c2 (ki)2 − g (ki)2z =
1

ω2 − g (ki)2z +
1

ω2 − g (ki)2z c
2
(
ki
)2 1

ω2 − g (ki)2z + · · · . (4.8)

Em baixas energias, o termo c2
(
ki
)2

predomina sobre g
(
ki
)2z

, retornando ao regime
relativístico, onde z = 1. Do ponto de vista do regime infravermelho, os termos de curvatura
mais altas representam uma correção à propriedade de escala z = 1 e o propagador pode ser
interpretado como

1

ω2 − c2 (ki)2 − g (ki)2z =
1

ω2 − c2 (ki)2 +
1

ω2 − c2 (ki)2 g
(
ki
)2z 1

ω2 − c2 (ki)2 + · · · (4.9)

Olhando dessa perspectiva, o polo do propagador (4.9) não apresenta modos fantasmas e,
ao contrário das teorias relativísticas com derivada superior, derivadas temporais de ordem
mais altas não aparecem. Entende-se, também, que a simetria de Lorentz deve aparecer como
uma simetria emergente a longas distâncias, mas que pode estar ausente no regime de altas
energias.

Com essas ideias em mente, podemos buscar um modelo Lagrangiano para gravitação
que possa ter a estrutura do propagador (4.4) em (1+3)-dimensões. Além disso, a teoria deve
ter propriedade de escala anisotrópica do espaço-tempo z > 1 no regime ultravioleta, com z
apropriado para assegurar a renormalização por contagem de potências. Em tal situação, a
invariância por difeomor�smos

xµ 7→ x̃µ
(
t, xi

)
(4.10)

não pode ser uma simetria fundamental da teoria, haja visto que a dimensão temporal tem
um papel privilegiado em teorias com propriedade anisotrópica do espaço-tempo. Assim,
deve-se introduzir uma estrutura adicional à variedade espaço-temporal M: uma foliação
tridimensional preferencial de superfícies tipo-espaço F . O grupo de transformações adaptado
as foliações é um subgrupo dos difeomor�smos caracterizado por reparametrizações temporais
sem dependência espacial e os difeomor�smos puramente espaciais:

t 7→ t̃ (t) , xi 7→ x̃i
(
t, xi

)
, (4.11)

Este conjunto de transformações é conhecido na literatura como difeomor�smos que preservam

a foliação e denotado por Di� (M,F). Localmente, as transformações Di� (M,F) são dadas
por:

δt = f (t) , δxi = ξi
(
t, xj

)
. (4.12)

Para de�nir um modelo Lagrangiano com tal simetria é conveniente utilizar a decompo-
sição ADM (Arnowitt-Deser-Misner) [117]. Na convenção que adotaremos, a métrica espaço-
temporal 4D (4)gµν é decomposta em termos dos campos lapsoN , deslocamento Ni e a métrica
espacial gij como

ds2 =
(
N 2 −NiN

i
)
dt2 − 2Nidx

idt− gijdxidxj . (4.13)

Dada a equação (4.13), podemos relacionar os campos da decomposição ADM com o inverso
da métrica quadridimensional por

(4)g00 =
1

N 2
, (4)g0i = −N

i

N 2
, (4)gij = −gij +

N iN j

N 2
, (4.14)
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e o determinante da métrica espaço-temporal é dada por√
−det(4)gµν = N

√
det gij . (4.15)

Sob as transformações de reparametrização in�nitesimais dada pelas equações (4.12), os
campos da decomposição ADM se transformam como:

δN = ξj∂jN + ḟN + fṄ , (4.16a)

δNi = ∂iξ
jNj + ξj∂jNi + ξ̇jgij + ḟNi + fṄi, (4.16b)

δgij = ∂iξ
kgjk + ∂jξ

kgik + ξk∂kgij + fġij . (4.16c)

Com as dimensões do espaço-tempo anisotrópicas (4.7), devemos ter necessariamente
que a unidade da função deslocamento N i tenha a dimensão de

[
N i
]

= [c] =

[
dxi
]

[dt]
= [k]z−1 . (4.17)

Já o campo lapso N e a métrica espacial, podem ser escolhidos como sendo adimensionais,

[N ] = [gij ] = 1. (4.18)

4.2 Formulações da Gravitação de Ho°ava-Lifshitz

Uma vez estabelecido os princípios básicos da teoria, podemos buscar classes de modelos com-
patíveis com a invariância por difeomor�smos que preservam a foliação (4.11) e que possuam
propriedade de escala anisotrópica do espaço-tempo (4.6) com z > 1 no regime ultravio-
leta. Essas duas condições possibilitam a construção de uma grande quantidade de termos
independentes, que possuem coe�cientes arbitrários no modelo Lagrangiano.

Para isso, vamos enumerar os possíveis termos Lagrangianos compatíveis com a simetria
de difeomor�smos que preservam a foliação (4.11). Comecemos comKijK

ij eK2 =
(
gijKij

)2
,

que são escritos em termos da curvatura extrínseca

Kij =
1

2N (ġij −∇iNj −∇jNi) . (4.19)

Kij é covariante sob difeomor�smos espaciais e transforma-se como um escalar sob reparame-

trizações temporais. Os termos KijK
ij e K2 =

(
gijKij

)2
são designados de termos cinéticos,

devido ao fato de possuírem derivadas temporais da métrica espacial.

A ação cinética é montada com esses dois termos e o elemento de volume invariante
dtd3x

√
gN ,

SK = gK

ˆ
dtd3x

√
gN

(
KijKij − λK2

)
, (4.20)

em que λ é um parâmetro livre na gravitação de Ho°ava-Lifshitz. O limite λ = 1 corres-
ponde aos termos cinéticos da ação de Einstein-Hilbert na decomposição ADM. Utilizando as
dimensões do espaço-tempo anisotrópicas (4.7), (4.17) e (4.18) mostra-se que [Kij ] = [k]z e,
então

[SK ] = [gK ] [t] [x]3 [Kij ]
2 = [gK ] [k]z−3 (4.21)

A ação cinética é escolhida ser adimensional por de�nição e, por conseguinte, para que a
constante de acoplamento seja adimensional é necessário impor que z = 3. Esta é justamente
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a condição mínima para que a gravitação de Ho°ava-Lifshitz seja renormalizável por contagem
de potências em (1+3)D.

Os termos que não contém derivadas temporais são denominados de termos potenciais.
Os termos construídos somente com a métrica espacial gij (até a dimensão canônica [k]6)
foram enumerados na Referência [118]:

[k]6 : R3, RRijR
j
i, RijR

j
kR

k
i, R∇2R, ∇iRjk∇iRjk (4.22a)

[k]5 : εijkRilDjR
l
k , KijR

ij , (4.22b)

[k]4 : R2, RijRij , ∇2R, (4.22c)

[k]3 : εijk
(

Γlim∂jΓ
m
kl +

2

3
ΓnilΓ

l
jmΓmkn

)
, (4.22d)

[k]2 : R, (4.22e)

[k]0 : 1. (4.22f)

Os termos quadráticos do tensor de Riemann não aparecem nessa lista devido ao fato de que
em 3D o tensor de Riemann pode ser escrito em termos do tensor de Ricci e do escalar de
curvatura.

A lista dos termos (4.22a)-(4.22f) não esgota todas as possibilidades de termos poten-
ciais. De fato, Blas, Pujolás e Sibiryakov mostraram nas Referências [119, 120] que termos
envolvendo o objeto

Ai =
1

N ∂iN (4.23)

fornecem deformações relevantes e que, portanto, devem ser incluídos na ação da gravitação
de Ho°ava-Lifshitz. O objeto (4.23) se transforma covariantemente sob difeomor�smos que
preservam a foliação. As Referências [119, 120] indicam que a gravitação Ho°ava-Lifshitz
incrementada desse objeto tem a possibilidade de resolver o problema do acoplamento forte
do modo de spin-0 e tornar a teoria viável do ponto de vista fenomenológico.

Os termos potenciais construídos com Ai são:

[k]6 :
(
AiAi

)3
,
(
AiAi

)2
R, AiAiAjAkRjk, Ai∇4Ai, (4.24a)

[k]5 : KijAiAj , Kij∇iAj K∇iAi, εijkAiAl∇jRlk, (4.24b)

[k]4 : Ai∇2Ai,
(
AiAi

)2
,AiAjRij , (4.24c)

[k]2 : AiAi. (4.24d)

Os termos que se acoplam com a curvatura Kij têm a propriedade de serem ímpares sob
transformação T e CPT. Além desses, existe a possibilidade de se adicionar termos contendo
derivadas mais altas do objeto Ai,

Ai1i2···in = ∇i1∇i2 · · · ∇in ln (N ) , (4.25)

cuja lista de termos contém:

[k]6 :
(
Aii
)3
, AijkAijk,

(
A i
i

)
R, . . . (4.26a)

[k]5 : KijAij , (4.26b)

[k]4 :
(
Aii
)2
,
(
AiAi

)
Ajj , AijAij , RAii. (4.26c)
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O número de termos independentes compatíveis com os difeomor�smos que preservam a foli-
ação de dimensão ≤ 6 é superior a 70 [121, 122].

Dado esse grande número de termos independentes, algumas simetrias adicionais podem
ser impostas a �m de restringir a teoria. Por isso, ao se referir a gravitação de Ho°ava-Lifshitz
deve ser especi�car claramente qual formulação está sendo considerada. Uma restrição que
foi considerada na formulação original de Ho°ava é a condição de balanço detalhado (detailed

balance), que impõe que os termos dependentes da métrica espacial sejam da forma

LV = E ijGijklEkl, (4.27)

onde E ij é advindo de um princípio variacional,

√
gE ij =

δWg

δgij
, (4.28)

e Gijkl denota a métrica generalizada de De Witt, de�nida por

Gijkl =
1

2
(gikgjl + gilgjk)− λgijgkl, (4.29)

em que λ é uma constante de acoplamento. A motivação por tal restrição tem suas origens
em modelos de teoria de campos na matéria condensada [123]. Tal condição, além de di-
minuir o número de constantes arbitrárias do modelo, pode implicar numa simpli�cação das
propriedades de renormalização da teoria [29, 124].

Outra restrição que modi�ca signi�cativamente a estrutura da gravitação de Ho°ava-
Lifshitz é a condição de projetabilidade. Esta condição impõe que a função lapso N seja
dependente apenas da coordenada temporal,

N = N (t) . (4.30)

Interpretando a função lapso como o campo de calibre associado às transformações t 7→ t̃ (t),
parece natural restringir esse campo com a mesma dependência do espaço-tempo que as
reparametrizações temporais. Evidentemente, a condição de projetabilidade evita a presença
de termos no Lagrangiano que envolvam a derivadas espacial de N e, portanto, diminui o
número de parâmetros livres da teoria. Além disso, com essa condição é possível estabelecer
N = 1 por �xação de calibre. Tal condição pode ser obtida na Relatividade Geral com as
reparametrizações por difeomor�smos. Com a invariância por difeomor�smos que preservam
a foliação (4.11), isso não seria possível, haja visto que esta envolve apenas reparametrizações
temporais, que não dependem das coordenadas espaciais.

A condição de balanço detalhado e de projetabilidade não são mandatórias na gravitação
de Ho°ava-Lifshitz e modi�cam consideravelmente as propriedades da teoria. Apesar dessas
duas condições simpli�carem a estrutura da teoria, estas podem não ser compatíveis com
considerações fenomenológicas [125, 126, 127]. A condição de balanço detalhado implica
na ausência de uma solução de vácuo de de Sitter [128] e em possíveis di�culdades de se
acoplar matéria à teoria [129]. Já a condição de projetabilidade, implica que o modo extra
de spin-0 seja um modo fantasma [127], que traz instabilidades na teoria quântica. Além
disso, esse modo spin-0 se acopla fortemente, o que pode trazer di�culdades para ter um
limite infravermelho compatível com as observações fenomenológicas [130, 126]. Conforme
discutido nos trabalhos de Mukohyama [131], a condição de projetabilidade também traz uma
descontinuidade vDVZ (van Dam-Veltman-Zakharov) [132, 133] semelhante ao que ocorre na
gravitação massiva de Pauli-Fierz [134, 135]. Algumas considerações sobre o espectro da teoria
com a condição de projetabilidade são realizadas na Seção 4.4.
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Ho°ava e Melby-Thompson propuseram uma abordagem completamente diferente para
a gravitação de Ho°ava-Lifshitz [112, 113]. Sabendo dos problemas advindos do modo pro-
pagante de spin-0, eles propuseram estender a simetria de difeomor�smos que preservam a
foliação para

U (1) nDi� (M,F) . (4.31)

Tal simetria está presente na versão linearizada da teoria com λ = 1 (na equação (4.20)) e
pela contagem dos graus de liberdade o modo de spin-0 não deve se propagar nessa situação.
De fato, isso foi mostrado explicitamente em [112]. Para estender essa simetria para a versão
não-linear da teoria é necessário a introdução de um campo de calibre A e de um campo
escalar auxiliar ν, conhecido como prepotencial Newtoniano. Esse modelo possui o mesmo
número de graus de liberdade que a gravitação de Einstein-Hilbert e, por isso, é conhecido na
literatura como gravitação covariante de Ho°ava-Lifshitz.

Ao contrário do que pensavam em sua formulação original, a gravitação de Ho°ava-
Lifshitz com a simetria estendida (4.31) não implica necessariamente que λ = 1. De fato,
da Silva demonstrou que é possível construir uma classe de modelos compatíveis com (4.31),
inclusive com acoplamento com a matéria [136, 137]. A versão dessa teoria sem a condição
de projetabilidade é estudada na Referência [122].

Ainda que considerações bastante interessantes possam ser feitas na gravitação de Ho°ava-
Lifshitz com restrições, estaremos interessados principalmente na formulação sem as condições
de balanço detalhado e projetabilidade. Também não analisaremos a gravitação covariante de
Ho°ava-Lifshitz. Permitir inúmeros termos Lagrangianos pode tornar a tarefa de se obter o
propagador e analisar as propriedades espectrais numa tarefa bastante árdua. Usando méto-
dos de operadores de spin, esta análise pode ser feita de um modo sistemático e simpli�cado.

4.3 Decomposição dos Modos Propagantes do Gráviton

Tendo de�nido a estrutura dos modelos de gravitação de Ho°ava-Lifshitz e seus campos fun-
damentais, podemos nos concentrar em construir, de modo análogo aos capítulos anteriores,
um conjunto de operadores para a decomposição e análise dos modos de excitação da teoria.
Neste trabalho, consideraremos como campo de fundo o espaço de Minkowski. Em torno dessa
solução podemos realizar uma expansão de campo fraco

N = 1 + n, gij = δij + hij , (4.32)

onde n e hij são as �utuações quânticas do modelo da função lapso e da métrica espacial,
respectivamente. A função deslocamento Ni é a própria �utuação quântica.

A quebra da simetria de Lorentz SO (1, 3) da teoria linearizada para SO (3) tem con-
sequências não-triviais, especialmente na interpretação dos modos propagantes. Uma teoria
quântica de campos relativística usual é invariante sob transformações de Poincaré. Isso
provê a classi�cação para as partículas como representações unitárias e irredutíveis do grupo
de Poincaré pelos números quânticos: massa e spin. O spin é caracterizado pelas representa-
ções unitárias de grupo de isotropia (little group) de SO (1, 3), isto é, o subgrupo do grupo
de Lorentz que deixa invariante o quadrimomento representativo que a partícula pertença.
Para o caso de partículas massivas em 1 + 3 dimensões, podemos escolher um representante

do quadrimomento da classe de equivalência por kµ =
(
m,~0

)
, de modo que o grupo de iso-

tropia é dado por SO (3). Para o caso não massivo, o quadrimomento característico pode
ser kµ = (E, 0, 0, E). Nesse caso, o grupo de isotropia é o grupo Euclidiano bidimensional,
ISO (2), consistindo das rotações e translações em duas dimensões (vide [138]).
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Para as classes de modelo da gravitação de Ho°ava-Lifshitz podemos proceder da mesma
maneira. Separamos os modos propagantes �no que seria o spin�, de�nido pelo subgrupo do
grupo das rotações que deixam um vetor representativo de momento espacial invariante. En-
tão, para separar os graus de liberdade nesses modos de spin podemos construir um conjunto
completo de operadores para modelos com propriedade de escala anisotrópica do espaço-
tempo. Para tal, é sensato utilizar os operadores de Barnes-Rivers para modelos relativísticos
tridimensionais (SO (1, 2)) [40] e adaptá-los para modelos que tenham simetria do grupo de
rotações tridimensional (SO (3)). Isso pode implementado através da substituição

ηµ̂ν̂ → δij , kµ̂ → ki, (4.33)

onde µ̂, ν̂ = 0, 1, 2 e i, j = 1, 2, 3. kµ̂ é o momento relativístico em (1+2)D e ki é o momento
espacial em 3D. Por exemplo, nessa situação o operadores transverso θij e longitudinal ωij ,
que são os blocos construtores para os operadores de Barnes-Rivers, podem ser escritos como

θij = δij − ωij , (4.34a)

ωij =
kikj
k2

, (4.34b)

com k2 = kiki.

Desta maneira, podemos organizar em forma de matriz os operadores de projeção para
gravitação de Ho°ava-Lifshitz de acordo com o respectivo setor de spin (P (0), P (1), P (2)), já
que as possíveis representações de spin contidas nos campos dessa teoria são n ∈ 0, Ni ∈ 0⊕1,
hij ∈ 0⊕ 1⊕ 2. No caso de modelos Lagrangianos que preservam a paridade esses operadores
são dados por:

P (0) =

hij
hij
Ni

n

hkl hkl Nk n
1
2θijθkl

1√
2
θijωkl

1√
2
θij k̄k

1√
2
θij

1√
2
ωijθkl ωijωkl ωij k̄k ωij

1√
2
k̄iθkl k̄iωjk ωik k̄i

1√
2
θkl ωkl k̄k 1

, (4.35a)

P (1) =
hij
Ni

hkl Nk[
1
2 (θikωjl + θjkωil + θilωjk + θjlωik)

1√
2

(
θikk̄j + θjkk̄i

)
1√
2

(
θikk̄l + θilk̄k

)
θik

]
, (4.35b)

P hh (2) =
1

2
(θikθjl + θilθjk − θijθkl) , (4.35c)

onde de�nimos k̄i = ki√
k2

para simpli�car a notação.

Acontece que existe a possibilidade de inclusão de termos que violam paridade na gravi-
tação de Ho°ava-Lifshitz. Essas deformações aparecem tanto na formulação original proposta
por Ho°ava como em subsequentes modi�cações. Em geral, tais termos são caracterizados
pela presença do símbolo de Levi-Civita εijk e estes não podem ser escritos em função dos
projetores de Barnes-Rivers SO (3), uma vez que o tensor de Levi-Civita εijk é um bloco
construtor independente de θ e ω.

Uma maneira de lidar com essa situação é notar que com a presença de termos que
violam paridade, os modos transversos podem se propagar independentemente e não como
dubletes de paridade (conforme discutido na Referência [46], testado na Referência [47] e
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apresentado com detalhes em [41]). Na prática, os dois graus de liberdade do operador θ
podem ser divididos por dois operadores ortonormais

θij = ρij + σij , (4.36)

satisfazendo ρ2 = ρ, σ2 = σ e ρ · σ = 0. Essa decomposição é útil para lidar com termos que
violam paridade, inclusive os termos contendo o símbolo ε, já que ρ e σ podem ser de�nidos
de tal modo a satisfazer

εijkkk = εpqr (ρipσjq + σipρjq) kr. (4.37)

Os operadores nos graus de liberdade para modelos relativísticos planares (teorias com
simetria SO (1, 2)) com termos que violam paridade foram desenvolvidos na Referência [46]
e podem ser adaptados convenientemente para modelos de gravitação Ho°ava-Lifshitz com
violação de paridade. No caso particular desses operadores para os campos da decomposição
ADM, obtém-se,

P (1) =

hij (+)
hij (−)
Ni (+)
Ni (−)

hkl(+) hkl(−) Nk(+) Nk(−)
2ρikωjl 2εpqrρipσkqωjlk̄r

√
2ρikk̄j

√
2εpqrρipσkqωjr

2εpqrσiqρkpωlj k̄r 2σikωjl
√

2εpqrσiqρkpωjr
√

2σikk̄j√
2ρikk̄l

√
2εpqrσkqρipωlr ρik εpqrρipσkqk̄r√

2εpqrρkpσiqωlr
√

2σikk̄l −εpqrσipρjqk̄r σik


(4.38a)

P (2) =
hij (+)
hij (−)

hkl(+) hkl(−)[
1
2 (ρilρjk + σilσjk − ρijσkl − σijρkl) εpqr (ρkiσlqρjp − σkjρlpσiq) k̄r
εpqr (ρikσjqρlp − σilρjpσkq) k̄r 2ρikσjl

]
(4.38b)

Nas matrizes (4.38a)-(4.38b) �ca subentendido que os operadores possuem as mesmas propri-
edades de simetria (com o fator numérico) dos campos associados.

Vale a pena enfatizar que os operadores de projeção adaptado a gravitação de Ho°ava-
Lifshitz (4.35a)-(4.35c) e (4.38a)-(4.38b) foram construídos de modo a satisfazer a relação de
ortogonalidade e a decomposição da unidade:∑

β

Pmm′(I)αβPn′n(J)βγ = δm′n′Pmn(I)αγ , I, J = 0, 1, 2 (4.39a)

∑
m,J

Pmm(J)αβ = δαβ, (4.39b)

em que os índices latinos m,n,m′, n′ indexam os operadores e os índices gregos (α, β, γ, . . .)
representam genericamente índices tensoriais, vetoriais ou ausência de índices espaciais.

4.4 Obtenção dos Propagadores e Análise do Espectro de Par-

tículas para um Modelo Geral da Gravitação de Ho°ava-

Lifshitz

O estudo dos propagadores de uma teoria fornece os ingredientes principais para o entendi-
mento dos processos de espalhamento de uma teoria. A análise das propriedades do espectro
de partículas para modelos de gravitação de Ho°ava-Lifshitz pode ser seguida da mesma ma-
neira que a análise dos Capítulos 2 e 3, dada as modi�cações necessárias. Em particular,
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a teoria em questão não é covariante pela simetria de Lorentz. Isso implica que as condi-
ções para garantir a ausência de táquions e fantasmas em nível de árvore devem ser revistas
cuidadosamente.

O primeiro fato que devemos atentar é que a estrutura geral da Lagrangiana quadrática
é dada por

(L)2 =
∑
αβ

ϕαOαβϕβ +
∑
α

ϕαSα, (4.40)

onde o operador de onda Oαβ é um operador diferencial local, ϕα = {hij , Ni, n} são as
�utuações quânticas do modelo e Sα = {Sij , Si, S} são as fontes de matéria da métrica
espacial, do campo deslocamento e lapso, respectivamente. Com o conjunto de operadores
adaptado à gravitação de Ho°ava-Lifshitz Pϕψmn (J) (Eqs. (4.35a)-(4.35c) e (4.38a)-(4.38b))
podemos decompor o operador de onda Oαβ no espaço de momenta:

Oαβ =
∑
mn,J

a (J)mn P
ϕψ
mn (J)αβ , (4.41)

onde amn (J) são os coe�cientes da expansão do operador de onda. Os operadores diagonais
Pϕϕmm são projetores no setor de spin-J associados ao campo ϕ e os operadores fora da diagonal
Pϕψmn (J) (m 6= n) implementam o mapeamento dentro do subespaço de spin-J entre os campos
ϕ e ψ. As propriedades (4.39a) e (4.39b) satisfeitas pelos operadores facilitam a tarefa da
inversão do operador. No caso em que as matrizes de coe�cientes são inversíveis, o propagador
saturado com fontes externas Sα é dado por:

Π = i
∑

αβ,mn,J

S∗αa (J)−1
mn Pmn (J)αβ S ′β. (4.42)

Não obstante, as matrizes amn (J) podem ser degeneradas devido às simetrias de calibre
do modelo Lagrangiano. Esse fato não representa grandes di�culdades para a obtenção do
propagador haja visto que em tais casos, as fontes satisfazem vínculos de modo a inibir a
propagação de modos não-físicos. Com isso em mente, pode-se veri�car que o procedimento
correto para a obtenção do propagador consiste em inverter qualquer submatriz (que denota-
mos por Amn (J)) de dimensão igual ao posto da matriz amn (J). Na prática, basta remover
as colunas e linhas degeneradas de acordo com o número de graus de liberdade da simetria
de calibre, inverter Amn (J) e saturá-la com fontes físicas para obter o propagador:

Π = i
∑

αβ,mn,J

S∗αA (J)−1
mn Pmn (J)αβ S ′β. (4.43)

Os modelos de teoria quântica de campos com propriedade de escala anisotrópica do
espaço-tempo possuem polos nos propagadores dados pela forma geral,

ω2 −Q (k) = 0, (4.44)

onde Q representa uma função polinomial ou racional do módulo do momento espacial k.
Então, para cada modo propagante, exigimos que Q (k) ≥ 0 para todo momento k, para
garantir que este não seja um táquion. No limite de baixas energias, os termos que contém
momento mais alto se tornam menos relevantes e a relação de dispersão se simpli�ca a

ω2 − c2k2 = 0. (4.45)

Neste caso, exigiremos que a velocidade de propagação seja positiva c2 ≥ 0.
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Por outro lado, a condição para garantir a ausência de partículas fantasmas pode ser
obtida de maneira análoga a análise realizada no Capítulo 2,

(−1)P trA(J,Q)−1
mn|polo > 0. (4.46)

onde P é a paridade associada ao operador de spin e A−1
mn(J,Q) é a inversa da matriz Amn (J)

com o polo ω2 = Q (k) extraído. Conforme ressaltado anteriormente, a condição (4.46)
transforma a análise das condições de unitariedade, que em geral é uma tarefa dispendiosa,
num problema algébrico de analisar as matrizes de coe�cientes.

Com essas considerações, podemos estabelecer um modelo geral da gravitação de Ho°ava-
Lifshitz, explicitando somente os termos que afetam o propagador

SHL =

ˆ
dtd3x

√
gN

(
αKijK

ij + βK2 + Lg + LA
)
, (4.47)

onde os termos do potencial, que estão exclusivamente relacionados com a métrica espacial
são dados por

Lg = a1R+ b1RijR
ij + c1R

2 + a2∆R+ b2Rij∆R
ij

+ c2R∆R+ a3∆2R+ µLCS + λLRC , (4.48a)

e o termo tipo Chern-Simons lê

LCS = εijk
(

Γlip∂jΓ
p
kl +

2

3
ΓqilΓ

l
jpΓ

p
kq

)
, (4.48b)

enquanto o termo de Ricci-Cotton é escrito como

LRC = εijkRilDjR
l
k . (4.48c)

O Lagrangiano relacionado com Ai pode ser expresso como:

LA = rKij∇iAj + sK∇iAi + u1R∇iAi + u2∆R∇iAi
+ η1AiAi + η2Ai∆Ai + η3Ai∆2Ai. (4.48d)

Devemos enfatizar, que nesse ponto, não vamos adotar a postura de evitar a discussão
com os termos que violam a simetria P, T ou CPT. Julgamos interessante discutir como a
presença desses termos modi�cam as relações de dispersão dos modos propagantes.

Dado o modelo Lagrangiano de�nido pela equação (4.47), podemos obter o operador de
onda através de uma série de manipulações algébricas (incluindo integrações por partes), de
modo a colocá-lo nos moldes da equação (4.40). Em sequência, decompomos o operador de
onda na forma (4.41) com auxílio das identidades fornecidas no Apêndice C.

Algumas observações devem ser feitas. Para obtenção da matriz de coe�cientes do setor
de spin-1 pode-se notar que não há necessidade de decompor os modos propagantes nos graus
de liberdade, já que não há contribuição dos termos que violam paridade nesse setor. Então,
por simplicidade, utilizaremos os operadores que preservam paridade (4.35b). Por outro lado,
os termos de Chern-Simons e Ricci-Cotton que violam paridade (equações (4.48b) e (4.48c))
afetam o setor de spin-2. Isso exige que utilizemos os operadores nos graus de liberdade
(4.38b) nesse setor. Com isso em mente, escrevemos as matrizes de coe�cientes do operador
de onda,

a (2) =

(
α
2ω

2 − 1
2

(
a− bk2

)
k2 −ik2

(
µ+ 1

2λk
2
)√

k2

ik2
(
µ+ 1

2λk
2
)√

k2 α
2ω

2 − 1
2

(
a− bk2

)
k2

)
, (4.49a)
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a (1) =

 α
2ω

2 −αω
√
k2√
2

−αω
√
k2√
2

αk2

 , (4.49b)

a (0) =


(
α
2

+ β
)
ω2 + 1

2
Ak2 β√

2
ω2 −βω

√
2k2

√
2
(
a− uk2

)
k2 + 1√

2
siωk2

β√
2
ω2 1

2
(α+ β)ω2 − (α+ β)ω

√
k2 1

2
(r + s) iωk2

−βω
√

2k2 − (α+ β)ω
√
k2 2 (α+ β) k2 − (r + s) ik2

√
k2√

2
(
a− uk2

)
k2 − 1√

2
siωk2 − 1

2
(r + s) iωk2 (r + s) ik2

√
k2 2ηk2

 ,

(4.49c)

onde rede�nimos alguns coe�ciente para simpli�car a notação:

a = a1 − a2k
2 + a3k

4, (4.50a)

b = b1 − b2k2, (4.50b)

c = c1 − c2k
2, (4.50c)

u = u1 − u2k
2, (4.50d)

η = η1 − η2k
2 + η3k

4, (4.50e)

A = a+ (3b+ 8c) k2. (4.50f)

Conforme mencionado no Capítulo 2, a estrutura de degenerescência das matrizes (4.49a)-
(4.49c) fornece informações sobre as simetrias de calibre e os vínculos satisfeitos pelas fontes
do modelo. Em particular, a matriz de spin-1 é degenerada e a 2ª e 3ª linha e coluna da
matriz de spin-0 são proporcionais. Somando o resultado da expressão (2.28) para essas duas
matrizes obtemos

ω

2
Sj + kiSij = 0. (4.51)

Como um teste de consistência, podemos veri�car que para o caso da gravitação de
Einstein-Hilbert, onde α = −β = a1 = 1

16πG e todos os outros coe�cientes identicamente
nulos, surge uma simetria adicional na matriz de spin-0: a 3ª e 4ª colunas �cam proporcionais.
Isso provê outro vínculo para as fontes

ωS + kiSi = 0 (apenas para E-H). (4.52)

Esse último resultado é compatível com o vínculo de conservação de fontes relativísticas
kµSµν = 0 (µ, ν = 0, 1, 2, 3) se for levado em conta que: (i) as contribuições dos campos h0i

e hi0 são dadas por N i; isso gera um fator 2 na decomposição dos coe�cientes de matrizes, o
que implica em um fator 1

2 para a fonte Si e (ii) na expansão de campo fraco N = 1 + g, e
com a estrutura da decomposição ADM para 4g00 implica que h00 é identi�cado com 2n; isso
traz um fator 1

2 associado com a fonte S.
De posse das matrizes de coe�cientes, podemos realizar a análise espectral desse modelo

conforme proposto no Capítulo 2. Por questão de clareza, realizaremos a discussão separada-
mente para cada modo de spin.

Setor de Spin-2

A matriz a (2) da equação (4.49a) é não-degenerada. Para obter o propagador, basta inverter
a (2) conforme a equação (4.42):
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a (2)−1 =
1

D(2)

(
α
2ω

2 − 1
2

(
a− bk2

)
k2 −i

(
µ+ 1

2λk
2
)
k2
√
k2

i
(
µ+ 1

2λk
2
)
k2
√
k2 α

2ω
2 − 1

2

(
a− bk2

)
k2

)
, (4.53)

onde o denominador é dado por D(2) =
(
α
2ω

2 − 1
2

(
a− bk2

)
k2
)2 − (µ+ 1

2λk
2
)2
k6. Pode-se

observar que este possui dois polos na energia. Isso evidencia uma característica interessante
dos termos com violação de paridade: ele permite que cada componente de spin±2 se propague
independentemente, com diferentes relações de dispersão

ω2
± =

1

α

(
a− bk2

)
k2 ± 2

α

(
µ+

1

2
λk2

)
k2
√
k2. (4.54)

Adotando a postura de que a velocidade de propagação de todos os modos propagantes
deve ser positiva (equação (4.45)), exigiremos que

c2
(2) =

a1

α
> 0. (4.55)

A condição para ausência de fantasmas deve ser feita para cada polo ω2
± = Q± (k). A equação

(4.46) implica 1/α > 0 para ambos os casos. Então, a condição para ausência de táquions e
fantasmas é dada por

Spin-2 : a1 > 0; α > 0. (4.56)

A partir dessa análise, podemos concluir que termo de Chern-Simons (4.48b) e de Ricci-
Cotton (4.48c) nesse caso não in�uencia as condições de unitariedade.

Setor de Spin-1

Já que a matriz coe�cientes do setor de spin-1 é degenerada, utilizaremos a prescrição dada
pela equação (4.43). Uma matriz não-degenerada pode ser obtida eliminando-se a 2ª linha e
coluna. A respectiva inversa é dada por

A (1)−1 =
2

αω2
. (4.57)

Aparentemente, esse modo possui um polo ω2 = 0, que poderia trazer di�culdades
de interpretação. Mas, acontece que o coe�ciente (4.57) está relacionado com o projetor
P hh11 (1)ij,kl = 1

2 (θikωjl + θilωjk + θjkωil + θjlωik). Isso implica que o momento espacial ki
é contraído com a fonte Sij na expressão do propagador (4.43). Desta forma, utilizando o
vínculo sobre as fontes (4.51), veri�ca-se que o resíduo no polo ω2 = 0 do propagador saturado
com fontes físicas se anula identicamente. Portanto, devemos entender esse polo com um modo
não-propagante.

Setor de Spin-0

A discussão do setor de spin-0 trouxe as discussões mais interessantes na literatura. A redução
da simetria por difeomor�smos para a simetria por difeomor�smos que preservam a foliação
possibilita a presença mais graus de liberdade propagantes na gravitação de Ho°ava-Lifshitz em
comparação com a gravitação de Einstein-Hilbert. Justamente o setor de spin-0 da gravitação
de Ho°ava-Lifshitz que possui �espaço� para esse novo modo propagante.
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A 2ª e 3ª linha e coluna da matriz a (0) (equação (4.49c)) são degeneradas. Obtemos
A (0) eliminando a 3ª linha e coluna de a (0) (equação (4.49c)). A respectiva inversa é dada
por

A (0)−1 =
1

D0

 A
(0)
11 A

(0)
12 A

(0)
13

A
(0)∗
12 A

(0)
22 A

(0)
23

A
(0)∗
13 A

(0)∗
23 A

(0)
33

 , (4.58)

em que

D0 =

{[
1

2
αη (α+ 3β)− 1

8
k2
(
α
(

(r + s)2 + 2s2
)

+ 2βr2
)]
ω2 (4.59a)

+

[(
1

2
Aη −

(
a− uk2

)2)
(α+ β)− 1

8
Ak2 (r + s)2

]
k2

}
k2ω2,

A
(0)
11 =

(
(α+ β) η − 1

4
(r + s)2 k2

)
ω2k2, (4.59b)

A
(0)
12 = −

√
2βηω2k2 − i√

2
(r + s)

(
a− uk2 +

1

2
siω

)
ωk4, (4.59c)

A
(0)
13 = −

(
1

2
√

2
i (sα− rβ)ω +

1√
2

(
a− uk2

)
(α+ β)

)
ω2k2, (4.59d)

A
(0)
22 = (α+ 2β) ηω2k2 −

(
1

2
s2ω2 + 2

(
a− uk2

)2 −Aη) k4, (4.59e)

A
(0)
23 = −1

4
i ((r + s)α+ 2rβ) k2ω3 +

(
a− uk2

)
βk2ω2 − 1

4
iAk4 (r + s)ω, (4.59f)

A
(0)
33 =

1

4

(
(α+ 3β)αω2 +A (α+ β) k2

)
ω2. (4.59g)

Assim, chegamos a seguinte relação de dispersão para o modo propagante nesse setor de spin:

ω2 +

(
1
2Aη −

(
a− uk2

)2)
(α+ β)− 1

8Ak
2 (r + s)2

1
2αη (α+ 3β)− 1

8

(
α
(

(r + s)2 + 2s2
)

+ 2βr2
)
k2
k2 = 0. (4.60)

No caso geral, o grande número de coe�cientes arbitrários di�culta bastante a análise das
condições para ausência de táquions e fantasmas e, inclusive, algumas situações intrigantes
podem acontecer. Por exemplo, quando η = u = 0 e r = −s 6= 0 obtemos a relação de
dispersão ω2 + 4a

2

r2
= 0, que é uma solução de energia constante e negativa.

Na ausência dos termos que violam CPT (r = s = 0), não temos maiores di�culdades
em prosseguir com a análise. Nesse caso,

A (0)−1 =
1

D(0)

 2η (α+ β) −2
√

2ηβ −
√

2a (α+ β)

−2
√

2ηβ
2η(α+2β)ω2−(4a2−2Aη)k2

ω2 2aβ

−a
√

2 (α+ β) 2aβ (α+3β)αω2+(α+β)Ak2

2k2

 , (4.61)

com
D(0) = η (α+ 3β)αω2 −

(
2a2 −Aη

)
(α+ β) k2 (4.62)

e a relação de dispersão dada por

ω2 −
(
2a2 −Aη

)
η

(α+ β)

(α+ 3β)α
k2 = 0, (4.63)
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que é uma função racional do quadrado do momento espacial dado que η = η
(
k2
)
(equação

(4.50e)). Esse resultado é compatível com a relação de dispersão apresentada na Referência
[126].

Para pequenos valores de momento, a condição para a positividade da velocidade de
propagação desse modo é dada por

c2
(0) =

a1 (2a1 − η1)

η1

(α+ β)

(α+ 3β)α
> 0. (4.64)

Já para obter a condição para ausência de fantasmas, tem que se analisar o resíduo da
matriz de coe�cientes no polo. Utilizando a relação de dispersão (4.63) veri�ca-se (através
de um Sistema de Computação Algébrica, por exemplo) que A (0)−1 |polo possui para um
autovalor não-nulo, que coincide com o respectivo traço. Portanto, a expressão (4.46) é
válida:

trA (0)−1 |polo =

(
a2 + 2η2

)
(α+ β)2 + 4β2η2

αη2 (α+ β) (α+ 3β)
> 0. (4.65)

Desta forma, a condição para ausência de fantasmas pode ser escrita como

α (α+ β) (α+ 3β) > 0. (4.66)

Unindo os resultados (4.64) e (4.66) com o resultado obtido no setor de spin-2 (equação (4.56))
deve-se impor que

Spin-0 : (α+ β) (α+ 3β) > 0; η1 (2a1 − η1) > 0, (4.67)

para ausência de táquions e fantasmas nesse setor.

Para �ns comparativos, podemos reanalisar como a condição de projetabilidade afeta as
estruturas das matrizes de coe�cientes e, por conseguinte, os modos propagantes. A imposição
de que o campo lapso não depende das variáveis espaciais N = N (t) implica que os termos
da Lagrangiana quadrática contendo as perturbações do lapso, n, são derivadas totais. Isso
signi�ca que a 4ª linha e coluna da matriz de coe�cientes de spin-0, se anula identicamente,

a (0)p =


(
α
2 + β

)
ω2 + 1

2Ak
2 β√

2
ω2 −βω

√
2k2 0

β√
2
ω2 1

2 (α+ β)ω2 − (α+ β)ω
√
k2 0

−βω
√

2k2 − (α+ β)ω
√
k2 2 (α+ β) k2 0

0 0 0 0

 . (4.68)

Com essa simpli�cação, percebe-se que a matriz a (0)p é duplamente degenerada: a
coluna 4 é nula e as colunas 2 e 3 são proporcionais. Uma submatriz de posto completo de
a (0)p pode ser obtida eliminando a 3ª e 4ª linha e coluna,

A (0)p =

( (
α
2 + β

)
ω2 + 1

2Ak
2 β√

2
ω2

β√
2
ω2 1

2 (α+ β)ω2

)
. (4.69)

Sua inversa é dada por

A (0)−1
p =

4

D(0)pω2

(
1
2 (α+ β)ω2 − β√

2
ω2

− β√
2
ω2

(
α
2 + β

)
ω2 + 1

2Ak
2

)
, (4.70)
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onde
D(0)p = (α+ 3β)αω2 + (α+ β)Ak2. (4.71)

fornece a relação de dispersão para o respectivo modo propagante. Para garantir que esse
modo não seja um táquion, devemos impor que

c2
(0)p = − (α+ β) a1

(α+ 3β)α
> 0. (4.72)

Pode ser veri�cado explicitamente que Res
{
A (0)−1

}∣∣∣
polo

é degenerada e, desta forma,

seu único autovalor nulo coincide com o seu traço. Deve-se impor, então, que

tr

(
Res

{
A (0)−1

}∣∣∣
polo

)
=

2 (α+ β)2 + 4β2

α (α+ β) (α+ 3β)
> 0. (4.73)

A única maneira de reconciliar as condições (4.72) e (4.73) seria impor a1 < 0; mas, isso
contradiz as condições de unitariedade impostas no setor de spin-2. Portanto, podemos inferir
que a gravitação de Ho°ava-Lifshitz com a condição de projetabilidade não é compatível com
a unitariedade em teoria de perturbação ao nível de árvore.

Uma maneira de contornar esse problema é incrementar o modelo com uma simetria de
calibre Abeliana, [112, 113, 139, 136] de modo a inibir a propagação do spin-0. Isso é possível
com a introdução de um campo de calibre A e um campo auxiliar escalar ν, conhecido como
prepotencial Newtoniano. Com essa abordagem, o modelo passa a ter o mesmo número de
graus de liberdade que a gravitação de Einstein-Hilbert.

4.5 Aspectos do Modos Propagantes da Gravitação de Ho°ava-

Lifshitz num Regime de Baixas Energias

Com os resultados gerais dos propagadores (equações (4.53), (4.57) e (4.61)), podemos con-
templar alguns resultados no limite de baixas energias da teoria, onde os termos contendo
derivadas espaciais de ordem superiores se tornam menos relevantes. Em tal situação, a ação
para a gravitação de Ho°ava-Lifshitz não-projetável (4.47) pode ser simpli�cada para

SHL =

ˆ
dtd3x

√
gN

(
αKijK

ij + βK2 + aR+ ηAiAi
)
. (4.74)

e as matrizes de coe�cientes inversas do propagador para esse modelo simpli�cado são dadas
por:

A (0)−1
HL =

1

D(0)

 2η (α+ β) −2
√

2ηβ −
√

2a (α+ β)

−2
√

2ηβ 2η(α+2β)ω2−2a(2a−η)k2

ω2 2aβ

−
√

2a (α+ β) 2aβ (α+3β)αω2+(α+β)ak2

2k2

 , (4.75)

A (1)−1
HL =

2

αω2
, a (2)−1

HL =
2

αω2 − ak2
, (4.76)

com D(0) = η (α+ 3β)αω2 − a (2a− η) (α+ β) k2.
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É instrutivo comparar os propagadores da gravitação de Ho°ava-Lifshitz (equações (4.75)
e (4.76)) com os propagadores da gravitação de Einstein Hilbert em coordenadas ADM e com
o mesmo conjunto de operadores utilizados para a gravitação de Ho°ava-Lifshitz. Estes podem
ser escritos como

A (0)−1
EH =

1

αk2

(
0 1√

2
1√
2

1
4k2

(
ω2 − k2

) ) , (4.77a)

A (1)−1
EH =

2

αω2
, a (2)−1

EH =
2

α (ω2 − k2)
. (4.77b)

Através das matrizes de coe�cientes, somos capazes de estabelecer diferenças entre os
dois modelos. Analisando a estrutura de polos dos propagadores, podemos concluir que os
modos de spin-2 não-massivos se propagam em ambos os modelos, mas com velocidades de
propagação distintas. Isso corresponde ao conhecido gráviton de helicidades ±2 do modelo
relativístico. Ambos os modelos coincidem por não terem modos dinâmicos no setor de spin-1.
Porém, a gravitação de Ho°ava-Lifshitz possui um modo propagante no setor de spin-0, que
está ausente na gravitação de Einstein-Hilbert.

Esse novo grau de liberdade pode levar a alguns efeitos inesperados. Um cenário seme-
lhante acontece na gravitação massiva de Pauli-Fierz [134], em que há a presença de um modo
massivo de spin-2. Para enriquecer a discussão, vamos considerar também a gravitação de
Pauli-Fierz. Esta consiste em adicionar à Lagrangiana de Einstein-Hilbert, o termo de massa:

LPF = −β
4

[
(hµν)2 −

(
hµµ
)2]

. (4.78)

Através do mesmo processo de decomposição ADM e do operador de onda na base de proje-
tores, obtemos as seguintes matrizes de coe�cientes da expansão do operador de onda:

a (0)
−1
PF =

1

3β2
(
α
(
ω2 − k2

)
− β

)× (4.79a)


2β2 −2

√
2β
(
αk2 + β

)
−2
√
2αβω

√
k2

√
2βαω2 −

√
2β2

−2
√
2β
(
αk2 + β

)
4
(
αk2 + β

)2
4αω

(
αk2 + β

)√
k2 β

(
α
(
ω2 − k2

)
− β

)
− 2k2α2ω2

−2
√
2αβω

√
k2 4αω

(
αk2 + β

)√
k2 +3β

(
α
(
ω2 − k2

)
− β

)
+ 4k2α2ω2 2αω

(
β − αω2

)√
k2

√
2αβω2 −

√
2β2 β

(
α
(
ω2 − k2

)
− β

)
− 2k2α2ω2 2αω

(
β − αω2

)√
k2

(
β − αω2

)2

 ,

a (1)−1
PF =

2

β (α (ω2 − k2)− β)

 αk2 + β αω
√
k2√
2

αω
√
k2√
2

1
2

(
αω2 − β

)
 , (4.79b)

a (2)−1
PF =

2

α (ω2 − k2)− β . (4.79c)

Pela inspeção dos coe�cientes das matrizes, nota-se a presença de um polo massivom2 = β
α em

todos os setores de spin SO (3). Essa análise realizada com operadores de projeção relativístico
SO (1, 3), mostra que a gravitação de Pauli-Fierz possui 5 graus de liberdade propagantes,
correspondendo ao spin-2 massivo em 4D.

Dito isso, estamos em condições de comparar a gravitação de Ho°ava-Lifshitz, Pauli-
Fierz e Einstein-Hilbert numa situação de massas pontuais e estáticas acopladas a fontes de
matéria relativística. Uma fonte pontual estática de massaM localizada na origem do sistema
de coordenadas pode ser descrita por

SµνM (t,x) = Mδµ0 δ
ν
0δ

3 (x) . (4.80)
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Em termos das decomposição ADM, temos S = Mδ (ω), Si = Sij = 0. Os propagadores

saturados com a fonte estática e fontes arbitrárias
{
S ′,S ′i,S ′ij

}
são dados por

−iΠHL = Mδ (ω)
1

(2a− η) k2

{(
θij −

2β

(α+ β)
ωij

)
S ′ij −

1

2
S ′
}
, (4.81a)

−iΠEH = Mδ (ω)
1

2αk2

{
θijS ′ij −

1

2
S ′
}
, (4.81b)

−iΠPF = Mδ (ω)
1

3 (αk2 + β)

{
δijS ′ij − S ′

}
(4.81c)

para a gravitação de Ho°ava-Lifshitz, Einstein-Hilbert e Pauli-Fierz, respectivamente. No
caso particular do limite Newtoniano, a energia de interação de uma fonte pontual de massa
M ′ separada por uma distância R de um objeto de massa M é dada por (vide Figura 4.1):

EHL = − 1

2 (2a− η)

MM ′

R
, EEH = − 1

4α

MM ′

R
, EPF = − 1

3α

MM ′

R
(β → 0) , (4.82)

respectivamente para a gravitação de Ho°ava-Lifshitz, Einstein-Hilbert e Pauli-Fierz, considerando-
se o limite não-massivo (β → 0).

~kM M ′

Figura 4.1: Potencial estático de uma interação gravitacional entre duas massas pontuais M
e M ′.

Por outro lado, para o cálculo com matéria eletromagnética relativística deve-se levar
em conta que esta satizfaz a propriedade S ′ µµ = 0. Em termos das componentes ADM, a
imposição de traço nulo para o tensor eletromagnético se escreve:

1

2
S ′EM + δijS ′ ijEM = 0. (4.83)

Usando a identidade (4.83) junto com o condição de conservação da fonte (4.51) pode-se
mostrar que a energia de interação de uma massa pontual M com um fóton de energia E′,
separados por uma distância R, em nível de árvore, é dada por (vide Figura 4.2):

EHL = − 1

2a− η
ME′

R
, EEH = − 1

2α

ME′

R
, EPF = − 1

2α

ME′

R
(β → 0) , (4.84)

respectivamente para a gravitação de Ho°ava-Lifshitz, Einstein-Hilbert e Pauli-Fierz, considerando-
se o limite não-massivo (β → 0).
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→

k αβ

µ

p

p′ = p+ q

ν

Figura 4.2: Processo de espalhamento de um fóton por uma massa pontual �xa.

Aparece um fator de 2 com relação ao valor da equação (4.82) para a gravitação de
Ho°ava-Lifshitz e Einstein-Hilbert, mas um fator de 3

2 para a gravitação de Pauli-Fierz (subs-
tituindo a massa pela energia total), conforme a Tabela 4.1. Isso implica que experimentos
com fontes estáticas não podem distinguir a gravitação de Einstein-Hilbert com a versão não-
projetável da gravitação de Ho°ava-Lifshitz ao nível de arvore, já que ambos experimentos
fornecem os mesmos resultados a menos de uma constante multiplicativa.

Einstein-Hilbert Ho°ava-Lifshitz Pauli-Fierz (β → 0)

ϕ 1
4α

1
2(2a−η)

1
3α

Aµ 1
2α

1
2a−η

1
2α

Tabela 4.1: Comparação com da constante de Newton efetiva para a gravitação de Einstein-
Hilbert, Ho°ava-Lifshitz e Pauli-Fierz (no limite de massa nula) acoplada a um campo escalar
e vetorial.

Já o modo de helicidade 0, no limite não-massivo da gravitação de Pauli-Fierz (β → 0),
não se desacopla da teoria. Se as constantes gravitacionais para os modelos de Pauli-Fierz
e Einstein-Hilbert forem ajustadas para resultarem no mesmo potencial Newtoniano para a
interação de escalares (equação (4.82)), aparece um fator de 3/4 no ângulo de desvio da luz pelo
sol, comparado com a previsão da gravitação de Einstein-Hilbert [140, 133, 132, 141] (equação
(4.84)). Esse efeito pode ser explicado pela maneira diferente que os modos de helicidade
±2 e helicidade 0 se acoplam com os campos escalares e vetoriais. Deve-se estar atento, no
entanto, que esse aparente paradoxo, conhecido como descontinuidade vDVZ, aparece somente
na abordagem perturbativa da versão linearizada da teoria. A análise não-perturbativa desses
resultados, mostram que não há uma descontinuidade na teoria, conhecido como mecanismo
de Vainshtein [142]. A Referência [135] apresenta uma revisão recente sobre esse assunto.

Nessa linha, pode-se procurar por um experimento dinâmico que possa desvendar efeitos
experimentais do modo escalar extra na gravitação de Ho°ava-Lifshitz. Uma possibilidade
interessante seria trabalhar um teste através do experimento do pulsar gravitacional. Este
consiste de uma distribuição de massa esfericamente simétrica e harmonicamente pulsante. De
fato, de acordo com o teorema de Birkho�, é nula a radiação de qualquer fonte esfericamente
simétrica na gravitação de Einstein-Hilbert [143]. Olhando os coe�cientes dos propagadores
da gravitação de Einstein-Hilbert (equações (4.77a)-(4.77b)) pode-se veri�car que de fato este
é o caso, já que o modo propagante da gravitação de Einstein-Hilbert está associado com
um operador transverso P (2) que se anula quando contraído com uma fonte esfericamente
simétrica. A estrutura dos propagadores da gravitação de Ho°ava-Lifshitz leva a uma situação
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diferente, porque possui modos propagantes associados a operadores longitudinais. Nesse caso
apenas o modo de spin-0 produz energia radiante e, portanto, o teorema de Birkho� não é
válido para a versão não projetável da gravitação de Ho°ava-Lifshitz.

4.6 Conclusão

No presente capítulo, propusemos um conjunto ortonormal de operadores de projeção adequa-
dos para modelos de gravitação não-relativísticos da classe dos modelos de Ho°ava-Lifshitz,
incluindo os modelos com termos de violação de paridade. Assim como apresentado nos ca-
pítulos anteriores, essa abordagem é vantajosa para se obter os propagadores, que em geral é
uma tarefa dispendiosa, pois pode-se realizá-la de maneira sistemática, inclusive no que tange
o tratamento das simetrias de calibre. Através dessa metodologia, foi possível determinar
condições sobre os coe�cientes de um modelo geral da gravitação de Ho°ava-Lifshitz, a �m de
inibir a propagação de modos de táquions e fantasmas.

Em particular, reproduzimos um resultado existente na literatura que mostra que a
versão projetável da gravitação de Ho°ava-Lifshitz apresenta necessariamente a propagação
de um modo escalar fantasma. A versão não-projetável da teoria apresenta um espectro de
partículas �saudável� às custas de um número muito grande de parâmetros livres da teoria. Por
�m, a partir das expressões obtidas para os propagadores, obtivemos alguns resultados semi-
clássicos para o acoplamento de um objeto estático com campo escalar e um campo vetorial.
Isso permitiu distinguir algumas características do espectro da gravitação de Ho°ava-Lifshitz,
Einstein-Hilbert e Pauli-Fierz.

Em conexão com a presente investigação, seria interessante considerar o acoplamento
de férmions à gravitação de Ho°ava-Lifshitz. Dessa maneira, os modos de torção da gravi-
tação podem ser excitados e essa incorporação pode trazer novos aspectos técnicos ao nosso
tramento. A extensão do nosso método para incluir torção na gravitação de Ho°ava-Lifshitz
também é motivada pela possível produção e o consequente decaimento de grávitons massivos
na escala TeV e, assim, comparar os nossos resultados com resultados de gravitação quântica
em modelos que preservam a simetria de Lorentz [40, 41].

Outro ponto que merece uma atenção especial, são aspectos da gravitação de Ho°ava-
Lifshitz além da aproximação de campo fraco [144]. Em particular, estabeleceu-se uma dis-
cussão bastante interessante na literatura ligada a soluções de buracos negros da gravitação de
Ho°ava-Lifshitz [145]. A quebra de difeomor�smos pode exigir a revisão de alguns conceitos
fundamentais estabelecidos na gravitação de Einstein-Hilbert. O fato das partículas terem re-
lações de dispersão deformadas, pode implicar que perturbações de pequeno comprimento de
onda, se propaguem com velocidades arbitrariamente altas. Isso incita a possibilidade de que
a radiação da gravitação de Ho°ava-Lifshitz possa escapar de qualquer região dentro de um
buraco negro [146]. Se for o caso, o próprio conceito de buraco negro estaria perdido. Além
disso, o fato de que a teoria possui partículas com velocidade de propagação distintas, implica
que cada partícula vê um horizonte distinto. Portanto, se a entropia for de�nida em termos
da área do horizonte, esta será dependente da partícula em consideração [147]. Por �m, a
própria obtenção das soluções requer cuidados adicionais. Como o teorema de Birkho� não é
satisfeito, as soluções esfericamente simétricas não são estáticas. E a soluções estáticas não
são assintoticamente planas [146]. Além disso, a própria a existência de soluções de buracos
negros em rotação pode depender da classe de gravitação de Ho°ava-Lifshitz em que se está
considerando [148, 149].
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Capítulo 5

Re�exões Finais

Nesta tese apresentamos um método para o estudo de alguns aspectos perturbativos para
modelos de gravitação com violação da simetria de Lorentz, a saber, os modelos com violação
de Lorentz por um vetor de fundo e a gravitação de Ho°ava-Lifshitz. As principais conclusões
desse trabalho que concernem esses assuntos especí�cos foram apresentadas no �nal de cada
capítulo, respectivamente. Reservamos, portanto, este último capítulo para uma discussão
geral sobre o problema da gravitação quântica.

Todo edifício de conhecimento cientí�co existente sobre a vida, o universo e o tudo mais
foi gerado por meio da cognição de cientistas sobre a realidade. Esta é sempre guiada por
concepções fundamentalmente pessoais. Como um exemplo, podemos citar Einstein e a sua
teoria da relatividade. Mesmo realizando uma revolução extraordinária, Einstein, um cientista
fruto do tempo em que viveu, não teria como incorporar as lições da mecânica quântica, que
foram aprendidas ao longo do século XX, na estrutura do espaço-tempo.

Cabe ao século XXI completar os passos dados pela concepção da mecânica quântica e a
relatividade de Einstein para uma revolução que ainda não aconteceu: uma teoria de gravita-
ção quântica. O fato que a relatividade geral apresentar resultados sem sentido físico, quando
quantizada, faz repensar sobre aspectos mais fundamentais relacionados com a estrutura do
tempo e do espaço. Podemos dizer que já se foram os bons tempos em que a humanidade se
contentava em acreditar num espaço-tempo contínuo. Nesse contexto, coube a inúmeros pes-
quisadores propor programas audaciosos, cujos principais produtos foram a teoria de cordas
e a gravitação quântica em laços. Ambos programas nos trouxeram novas ideias e visões para
o problema da gravitação quântica, com inúmeras lições aprendidas.

A gravitação quântica em laços propõe rever a estrutura do espaço-tempo na escala de

energia de Planck EP =
(
~c5/G

) 1
2 = 1, 2 × 1019 GeV. Como consequência das propriedades

de quantização, chega-se invariavelmente a conclusões relevantes de que, por exemplo, espaço
é discreto. Essa granularidade pode ter consequências relevantes no mundo macroscópico.
Uma das melhores possibilidades é através do estudo de uma nova Física principalmente
relacionadas a desvios de simetrias bem testadas experimentalmente: a simetria de Lorentz e
a invariância por CPT.

A teoria de cordas é a única teoria candidata a gravitação quântica �nita em cada
ordem de perturbação potencialmente capaz de descrever as partículas do modelo padrão e
as outras interações fundamentais. Dentre as lições aprendidas das teorias de cordas temos
que o papel da mecânica quântica é tão relevante, que devemos estar dispostos a modi�car
a estrutura da relatividade geral de Einstein. Mesmo assim, depois de 30 anos da concepção
das ideias originais, as promessas de uma teoria de uni�cação do modelo padrão de partículas
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com a gravitação quântica, muitos pesquisadores da comunidade de Física de Altas Energias
cansaram por esperar resultados, que até agora não podem ser provados experimentalmente,
nem mesmo numa visão de longo prazo. É necessário a busca por novas ideias.

De fato, a Física destacou-se como um ramo da ciência capaz de fazer experimentações
e previsões das teorias, e não apenas a catalogação dos fenômenos. Nesse sentido, colocar
a simetria de Lorentz num pedestal inviolável, além de me parecer um erro, não se mostra
uma concepção racional. Embora os modelos atualmente propostos precisam dessa hipótese
para concordarem com os experimentos atuais, uma postura mais audaz seria tentar buscar
entender teoricamente como a partir de um cenário de violação de Lorentz na escala de Planck,
chegamos a uma simetria tão exata no mundo sensível.

Sugestões como o Modelo Padrão Estendido (de Kostelecký e colaboradores), a gravita-
ção de Ho°ava-Lifshitz, gravitação quântica em laços, o modelo de velocidade da luz variável
ou a existência de grandes dimensões extras me parece uma postura correta de fazer Física
além do modelo padrão da Física de Partículas Elementares e do modelo padrão cosmológico.
Apesar desses modelos não fornecerem um quadro-geral e completo para uma teoria uni�cada
como se propõe a teoria de cordas (ou até a teoria M), estas estão dispostas a fazerem previ-
sões físicas bem-de�nidas, refutáveis e falseáveis. Outra alternativa é explorar a possibilidade
de produção e detecção de grávitons massivos na escala de energia do LHC (Large Hadron

Collider) e, futuramente, no ILC (International Linear Collider). Devemos aproveitar esse
momento da humanidade, em que grandes projetos de colaboração cientí�ca são largamente
�nanciados por motivos tecnológicos, para obtermos sinais de uma física numa escala mais
fundamental.

Durante os anos de desenvolvimento desse trabalho, muitas ideias foram discutidas e
algumas não foram seguidas adiante. Dentre essas, destacamos duas linhas de pesquisa pos-
sivelmente interessantes, em conexão com modelos de gravitação com violação de Lorentz,
que não foram su�cientemente explorados na literatura: a gravitação de Myers-Pospelov e
modelos de supergravidade com violação da simetria de Lorentz.

Myers e Pospelov [150] propuseram a introdução de operadores de dimensão 5, que mo-
di�cam a relação de dispersão para escalares, férmions e campos vetoriais. Essa abordagem
é fundamentalmente distinta da linha de pesquisa proposta por Coleman-Glashow [151] e
Colladay-Kostelecký [25, 26], que consideram apenas operadores de dimensão 4 ou menor,
como deformações relevantes para o modelo padrão. Como exemplo, consideremos uma pos-
sível deformação do eletromagnetismo de Maxwell:

L = −1

4
FµνF

µν +
ξ

MP
vµFµν (v · ∂) vαF̃

αν . (5.1)

Essa ação serve de toy-model para o estudo das propriedades de operadores de ordem 5
[152], e suas possíveis implicações no modelo padrão. É possível estabelecer fortes restrições à
magnitude do ξ por meio de experimentos de baixas energias [150]. Isso corrobora, novamente,
a ideia que interações da escala de Planck e efeitos de gravitação quânticas podem confrontados
com limites observacionais com a tecnologia disponível atualmente.

O termo de Myers-Pospelov pode ser escrito como algo que pode ser visto como uma
inclusão do operador (v · ∂)2 no termo de Chern-Simons. Usando como analogia ao termo
eletromagnético, podemos introduzir um termo de Myers-Pospelov gravitacional:

LMP =
1

2
εµνκλvλΓρµσ (v · ∇)2

(
∂νΓσρκ +

2

3
ΓσναΓακρ

)
. (5.2)

A presença do termo (5.2) como deformação da ação de Einstein-Hilbert pode trazer altera-
ções signi�cativas para a teoria. Baseados em alguns estudos preliminares, adiantamos que
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esse termo traz modi�cações signi�cativas ao espectro da teoria e que situações pouco conven-
cionais para as relações de dispersões das partículas aparecem. Por isso, sugerimos um estudo
mais criterioso de efeitos gravitacionais clássicos e dos possíveis consequências fenomenológicas
advindas desse termo.

Outra possibilidade interessante tange a supergravidade com violação da simetria de
Lorentz. Essa linha de investigação foi bastante explorada dentro do contexto das teorias de
calibre abelianas supersimétricas. Em particular, foi proposta uma extensão supersimétrica
minimal para a ação tipo Chern-Simons,

SCS =
1

4

ˆ
d4xεµνρσvµAνFρσ, (5.3)

preservando a álgebra supersimétrica usual em (1+3)-dimensões nas Referências [111, 110].
Essa abordagem é fortemente motivada dada a origem dessa classe de modelos em teorias de
cordas � teoria em que a supersimetria é um componente essencial. Isso incita uma discussão
fundamental sobre as escalas de energia de quebra de supersimetria, ESUSY , e da simetria
de Lorentz, EV L. Os trabalhos [111, 110, 153, 154] sugerem a possibilidade da violação da
simetria de Lorentz através da condensação não-trivial de campos componentes advindo de
teorias supersimétricas. Já Colladay et al. [155] e Farias et al. [156] propõe uma deformação
da álgebra supersimétrica permitindo uma estrutura para a violação da simetria de Lorentz.

A �m de estabelecer uma hierarquia entre as escalas de energia ESUSY e EV L, sugerimos
a investigação do papel das quebras de supersimetria e simetria de Lorentz numa escala de
energia mais alta, onde os efeitos da supergravidade se tornam mais relevantes. A supergra-
vidade pode ser entendida como a teoria de calibre para as simetrias do espaço-tempo e da
supersimetria [157, 158, 159, 160, 161]. Nesse contexto, a tetrada, eaµ, e a conexão de spin,
ωabµ , podem ser vistos como os campos de calibre para as simetrias do espaço-tempo, enquanto
o gravitino, ψ α

µ (campo não-massivo real de spin 3/2), como campo de calibre da supersi-
metria. Portanto, julgamos conveniente, que seja realizado a supersimetrização do modelo de
violação de Lorentz no formalismo de primeira ordem (em que a tetrada e a conexão de spin
são considerados campos independentes):

LCS = εαβγδvδ(Rαβabω
ab
γ +

2

3
ω c
αb ω

a
βc ω

b
γa ), (5.4)

e não no formalismo métrico como abordado nessa tese.

Para a realização dessa tarefa, um possível caminho é através do estudo da extensão
supersimétrica do invariante topológico de Pontryagin,

ˆ
d4x
√−gR∗µνabRµνab, (5.5)

onde R∗µνab = εabcdR
cd

µν . Esse objeto está contido dentro do supermultiplete

W̄ab ⊗W ab, (5.6)

em que Wabα é o supermultiplete de Weyl da supergravidade1 [163, 164] e ⊗ é o produto
tensorial no entre supermultipletes (vide [159]). Porém, está demonstrado que, na camada

1 O multiplete de WeylWabα é um multiplete escalar da supergravidade de Einstein, que possui dois índices
de Lorentz locais a, b e um índice espinorial α. Este contém a curvatura de Weyl na terceira componente
conforme deduzido na Referência [162].
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de massa, o invariante topológico supersimétrico de Pontryagin é idêntico ao invariante não-
supersimétrico (5.5) [163]. Portanto, para obter a supersimetrização do termo (5.4), podemos
deformar o supermultiplete W̄ab ⊗W ab com um supermultiplete escalar S,

SW̄ab ⊗W ab.

Esta tarefa foi realizada na Referência [165], com uma motivação e contexto completamente
distinto do que estamos propondo. O multiplete escalar S pode atuar como um supercampo de
fundo, cuja condensação dos campos componentes é responsável por uma violação da simetria
de Lorentz. Para realizar esse programa, deve ser feita uma análise cuidadosa e criteriosa
dos cálculos apresentados e estudar a estrutura da superálgebra de teoria. As consequências
desse modelo podem elucidar alguns aspectos importantes acerca da estrutura das simetrias
do espaço-tempo.

68



Apêndice A

Operadores de Projeção de Spin 3D e

Relações Tensoriais

Nesse apêndice, listamos os operadores de projeção de spin em 3D que foram construídos no
Capítulo 2 e algumas identidades satisfeitas por estes.

A.1 Operadores para Campos Vetoriais: A− A

Setor de Spin-0

� PAA (0)µ̂ν̂ = ωµ̂ν̂ .

Setor de Spin-1

� PAA11 (+1)µ̂ν̂ = ρµ̂ν̂ ,

� PAA22 (−1)µ̂ν̂ = σµ̂ν̂ .

Identidades entre os Operadores

� PAA (1)µ̂ν̂ = θµ̂ν̂ = PAA11 (+1)µ̂ν̂ + PAA22 (−1)µ̂ν̂ .

Identidades Tensoriais

ηµ̂ν̂ = PAA (0)µ̂ν̂ + PAA (1)µ̂ν̂ , (A.1)

kµ̂kν̂ = k2PAA (0)µ̂ν̂ , (A.2)

εµ̂ν̂ρ̂k
ρ̂ = i

√
k2
(
PAA11 (+1)µ̂ν̂ − PAA22 (−1)µ̂ν̂

)
. (A.3)

A.2 Operadores para Campos Tensoriais Simétricos de Rank-2:

h− h

Setor de Spin-0
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� P hh11 (0)µ̂ν̂;ρ̂σ̂ = 1
2θµ̂ν̂θρ̂σ̂,

� P hh22 (0)µ̂ν̂;ρ̂σ̂ = ωµ̂ν̂ωρ̂σ̂,

� P hh12 (0)µ̂ν̂;ρ̂σ̂ = 1√
2
θµ̂ν̂ωρ̂σ̂,

� P hh21 (0)µ̂ν̂;ρ̂σ̂ = 1√
2
ωµ̂ν̂θρ̂σ̂.

Setor de Spin-1

� P hh11 (+1)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = 1
2 (ρµ̂ρ̂ων̂σ̂ + ρν̂ρ̂ωµ̂σ̂ + ρµ̂σ̂ων̂ρ̂ + ρν̂σ̂ωµ̂ρ̂) ,

� P hh22 (−1)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = 1
2 (σµ̂ρ̂ων̂σ̂ + σν̂ρ̂ωµ̂σ̂ + σµ̂σ̂ων̂ρ̂ + σν̂σ̂ωµ̂ρ̂) ,

� P hh12 (±1)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = 1
2ετ̂ η̂κ̂

(
ρτ̂µ̂σ

η̂
ρ̂ων̂σ̂ + ρτ̂ν̂σ

η̂
ρ̂ωµ̂σ̂ + ρτ̂µ̂σ

η̂
σ̂ων̂ρ̂ + ρτ̂ν̂σ

η̂
σ̂ωµ̂ρ̂

)
kκ̂√
k2
,

� P hh21 (∓1)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = 1
2ετ̂ η̂κ̂

(
ση̂µ̂ρ

τ̂
ρ̂ωσν̂ + ση̂µ̂ρ

τ̂
σ̂ωρ̂ν̂ + ση̂ν̂ρ

τ̂
ρ̂ωσµ̂ + ση̂ν̂ρ

τ̂
σ̂ωρ̂µ̂

)
kκ̂√
k2
.

Setor de Spin-0

� P hh11 (+2)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = ρµ̂ρ̂ρν̂σ̂,

� P hh22 (−2)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = σµ̂ρ̂σν̂σ̂.

Identidades entre os Operadores

� P hh (1)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = 1
2 (θµ̂ρ̂ων̂σ̂ + θν̂ρ̂ωµ̂σ̂ + θµ̂σ̂ων̂ρ̂ + θν̂σ̂ωµ̂ρ̂) = P hh11 (+1) + P hh22 (−1),

� P hh (2)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ = 1
2 (θµ̂ρ̂θν̂σ̂ + θµ̂σ̂θν̂ρ̂ − θµ̂ν̂θρ̂σ̂) = P hh11 (+2) + P hh22 (−2).

Identidades Tensoriais

δµ̂ν̂,ρ̂σ̂ =
1

2
(ηµ̂ρ̂ην̂σ̂ + ηµ̂σ̂ην̂ρ̂) = P hh (2) + P hh (1) + P hh11 (0) + P hh22 (0) , (A.4)

ηµ̂ν̂ηρ̂σ̂ = 2P hh11 (0s) +
√

2P hh12 (0) +
√

2P hh21 (0) + P hh22 (0) , (A.5)

kµ̂kν̂ηρ̂σ̂ + kρ̂kσ̂ηµ̂ν̂ =
√

2k2
(
P hh12 (0) + P hh21 (0)

)
+ 2k2P hh22 (0) , (A.6)

kµ̂kρ̂ην̂σ̂ + kµ̂kσ̂ην̂ρ̂ + kν̂kρ̂ηµ̂σ̂ + kν̂kσ̂ηµ̂ρ̂ = 2k2P hh (1) + 4k2P hh22 (0) , (A.7)

kµ̂kν̂kρ̂kσ̂ = k4P hh22 (0) , (A.8)

(εκ̂ρµ̂ην̂σ̂ + εκ̂ρν̂ηµ̂σ̂ + εκ̂σµ̂ην̂ρ̂ + εκ̂σν̂ηµ̂ρ̂) k
κ̂ =

2
√
k2
(
P hh11 (+2)− P hh22 (−2)− P hh12 (±1) + P hh21 (∓1)

)
, (A.9)

(εκ̂ρµ̂kν̂kσ̂ + εκ̂ρν̂kµ̂kσ̂ + εκ̂σµ̂kν̂kρ̂ + εκ̂σν̂kµ̂kρ̂) k
κ̂ = 2k2

√
k2
(
−P hh12 (±1) + P hh21 (∓1)

)
.

(A.10)

Aqui, os índices µ̂ν̂; ρ̂σ̂ dos operadores P hhmn (J)µ̂ν̂,ρ̂σ̂ foram omitidos.
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Apêndice B

Método Alternativo para Obtenção do

Propagador

A obtenção dos propagadores para modelos gravitações com violação da simetria de Lorentz
através de um vetor de fundo foi considerado na Referência [51], porém com a utilização de
um método algébrico sem a decomposição em operadores nos graus de liberdade. Portanto, é
válido veri�car a consistência dos resultados obtidos com essa técnica distinta. Essa compa-
ração pode ser feita notando-se que o operador de Chern-Simons gravitacional pode se escrito
da forma:

Sµν,ρσ = i
√
k2
∗

[
−2P14 (2)µν,ρσ + 2P41 (2)µν,ρσ − P23 (2)µν,ρσ + P32 (2)µν,ρσ

]
. (B.1)

As expressões para Pmn (2) foram de�nidas na Subseção 3.3.2.

Tal decomposição torna claro o fato, que não é tão óbvio a primeira vista, que o operador
Sµν,ρσ é composto de duas componentes irredutíveis:

(τS)µν,ρσ =
1

2
(τµρSνσ + τµσSνρ + τνρSµσ + τνσSµρ) (B.2)

= −i
√
k2
∗

[
P23 (2)µν,ρσ − P32 (2)µν,ρσ

]
,

(θτS)µν,ρσ =
1

2
((θµρ − τµρ)Sνσ + (θµσ − τµσ)Sνρ + (θνρ − τνρ)Sµσ + (θνσ − τνσ)Sµρ) (B.3)

= −2i
√
k2
∗

[
P14 (2)µν,ρσ − P41 (2)µν,ρσ

]
,

em que S e τ são dados por 3.25 e 3.28d, respectivamente e k2
∗ = (v · k)2 − v2k2. Além disso,

pode-se mostrar que outros dois operadores chave, (τS)2
µν,ρσ e (θτS)2

µν,ρσ, podem ser escritos
em termos de θ, τ e S ou Pmn (2), de acordo com a conveniência:

(τS)2
µν,ρσ = k2

∗

[
1

2
(θµρτνσ + θµστνρ + τµρθνσ + τµσθνρ)− (τµρτνσ + τµστνρ)

]
(B.4)

= k2
∗

[
P22 (2)µν,ρσ + P33 (2)µν,ρσ

]
,

(θτS)2
µν,ρσ = k2

∗ [(θµρ − τµρ) (θνσ − τνσ) + (θµσ − τµσ) (θνρ − τνρ)]− (SµρSνσ + SµσSνρ)

(B.5)

= 4k2
∗

[
P11 (2)µν,ρσ + P44 (2)µν,ρσ

]
.
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Pode-se mostrar por inspeção direta que os operadores (B.2)-(B.5) satisfazem a seguinte
tabela de multiplicação:

P (2)ρσ,κλ (τS)ρσ,κλ (τS)2
ρσ,κλ (θτS)ρσ,κλ (θτS)2

ρσ,κλ

P (2)µν,ρσ P (2) τS (τS)2 θτS (θτS)2

(τS)µν,ρσ τS (τS)2 k2
∗ (τS) 0 0

(τS)2
µν,ρσ (τS)2 k2

∗ (τS) k2
∗ (τS)2 0 0

(θτS)µν,ρσ θτS 0 0 (θτS)2 4k2
∗ (θτS)

(θτS)2
µν,ρσ (θτS)2 0 0 4k2

∗ (θτS) 4k2
∗ (θτS)2

Tabela B.1: Tabela de multiplicação dos operadores no setor de spin-2

Restringindo a discussão para o setor de spin-2 somente, o problema de calcular os
propagadores é reduzido à resolução de um problema de álgebra linear

(
xP (2) + yτS + z (τS)2 + uθτS + v (θτS)2

)
(aP (2) + bS (2)) ≡ P (2) , (B.6)

na qual a Tabela B.1 é bastante útil. A solução geral desse problema é dada por:

x =
1

a
, y =

b

b2k2
∗ − a2

, z = −1

a

b2

b2k2
∗ − a2

, u =
b

4b2k2
∗ − a2

, v = −1

a

b2

4b2k2
∗ − a2

. (B.7)

Para o operador de onda (3.51) tem-se que a = 1
2k

2
(
α+ βk2

)
e b = 1

4

(
µk2 + λk4

)
. Portanto

esse resultado coincide com o resultado obtido pelo método da base de projetores ortogonais
realizado na Seção 3.4.

Deve-se notar que, sem a de�nição de uma base ortonormal de operadores, existem algu-
mas ambiguidades em se escolher os blocos fundamentais que fecham a álgebra de operadores,
tal como na Tabela B.1. Dessa maneira, tal procedimento pode resultar em operadores re-
dundantes que põe em risco a tarefa de inverter o operador de onda adequadamente. Outro
fato é que mesmo de posse dos propagadores, o uso de uma base não ortonormal pode causar
di�culdades na interpretação dos modos propagantes. Conforme discutido na Seção 3.5, a
base de operadores nos graus de liberdade permite a separação do propagador em setores
independentes. Isso torna a identi�cação e interpretação física dos modos propagantes mais
direta.
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Apêndice C

Relações Tensoriais entre Operadores

de Projeção para Gravitação de

Ho°ava-Lifshitz

Com o intuito de auxiliar o uso dos operadores em graus de liberdade e SO (3) para gravitação
de Ho°ava-Lifshitz, listamos algumas identidades satisfeitas por esses. A �m de evitar que a
notação �que carregada, alguns índices dos operadores serão omitidos.

C.1 Operadores para Campos Vetoriais: N i −N i

Identidade entre os Operadores

PNN (1)ij = PNN33

(
1++

)
ij

+ PNN44

(
1−−

)
ij
. (C.1)

Identidades Tensoriais

δij = PNN33 (0)ij + PNN (1)ij , (C.2a)

kikj = k2PNN33 (0)ij , (C.2b)

εijkk
k =
√
k2
(
PNN12

(
1++

)
ij
− PNN21

(
1−−

)
ij

)
. (C.2c)

C.2 Operadores para Campos Tensoriais Simétricos de Rank-2:

h− h

Identidade entre os Operadores

P hh (1)ij,kl = P hh11

(
1++

)
+ P hh22

(
1−−

)
, (C.3a)

P hh (2)ij,kl = P hh11

(
2++

)
+ P hh22

(
2−−

)
. (C.3b)
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Identidades Tensoriais

δij,kl = 12 (δikδjl + δilδjk) = P hh (2) + P hh (1) + P hh11 (0) + P hh22 (0) , (C.4a)

δijδkl = 2P hh11 (0) +
√

2P hh12 (0) +
√

2P hh21 (0) + P hh22 (0) , (C.4b)

kikjδkl + kkklδij =
√

2k2
(
P hh12 (0) + P hh21 (0)

)
+ 2k2P hh22 (0) , (C.4c)

kikkδjl + kiklδjk + kjkkδil + kjklδik = 2k2P hh (1) + 4k2P hh22 (0) , (C.4d)

kikjkkkl = k4P hh22 (0) , (C.4e)

(εpkiδjl + εpkjδil + εpliδjk + εpdjδik) k
p =

2
√
k2
(

2P hh12

(
2−+

)
− 2P hh21

(
2+−)− P hh12

(
1+−)+ P hh21

(
1−+

))
, (C.4f)

(εpkikjkl + εpkjkikl + εplikjkk + εpdjkikk) k
p =

2k2
√
k2
(
−P hh12

(
1+−)+ P hh21

(
1−+

))
. (C.4g)

C.3 Operadores entre Campos Tensoriais Simétricos de Rank-2

e Campos Vetoriais: h−N

Identidades Tensoriais

P hN
(
1+
)
ij,k

= P hN13

(
1++

)
+ P hN24

(
1−−

)
, (C.5a)

δijkk =
√

2k2P hN13 (0) +
√
k2P hN23 (0) , (C.5b)

1

2
(kiδkj + kjδki) =

√
k2

√
2

(
P hN13

(
1++

)
+ P hN24

(
1−−

))
+
√
k2P hN23

(
0++

)
. (C.5c)

C.4 Operadores entre Campos Vetoriais e Campos Tensoriais

Simétricos de Rank-2: N − h

Identidades Tensoriais

PNh
(
1+
)
i,jk

= PNh31

(
1++

)
+ PNh42

(
1−−

)
, (C.6a)

kiδjk =
√

2k2PNh31 (0) +
√
k2PNh32 (0) , (C.6b)

1

2
(kjδik + kkδij) =

√
k2

√
2

(
PNh31

(
1++

)
+ PNh42

(
1−−

))
+
√
k2PNh32 (0) . (C.6c)
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