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Resumo

Apresentamos argumentos a favor de uma descrigao geométrica para o espago-tempo,
inserindo-o no contexto da geometria diferencial. Introduzimos seus elementos béasicos
e caracterizamos as geometrias riemannianas, usadas pela teoria da relatividade geral.
Expomos os postulados desta quanto a caracterizagao da geometria de acordo com o
conteudo energético envolvido bem como para as propriedades cinematicas das particulas
teste. Caracterizamos o relégio 6ptico como instrumento de medida para se descrever o
espaco-tempo e mencionamos a necessidade, decorrente do seu uso, de se considerar uma
geometria mais geral do que a de Riemann, a saber, a de Weyl, para uma formulacao deste
tipo da gravitagao. Neste contexto, redefinimos o conceito de tempo-proprio e fazemos
a restricdo ao caso integravel das geometrias de Weyl (WIST). Caracterizamos devida-
mente o espaco-tempo dos observadores em termos de uma métrica efetiva e realizamos
a descricao cinematica de uma congruéncia de curvas nesse novo tipo de geometria. For-
mulamos nossa teoria de acordo com o principio da agao minima e estabelecemos um
acoplamento com os demais campos fisicos tal que a teoria manifesta uma simetria de
calibre inédita entre as que descrevem a gravitacao. Obtemos uma solugao para o vacuo
estético e esférico-simétrico na qual a necessidade de defini¢ao do tempo-proprio tal como
fizemos se faz presente. Descrevemos o fenémeno do desvio para o vermelho a partir da
aproximacao da optica geométrica do eletromagnetismo e consideramos sua manifestagao
em modelos cosmoldgicos, caso em que a associacao de um conteudo fisico ao objeto
geométrico introduzido por Weyl se torna evidente, como decorréncia da invariancia de
calibre. Caracterizamos a fonte da geometria quanto ao seu regime termodinamico e
investigamos algumas possibilidades de associagao dos elementos da variedade de Weyl
com contetdos fisicos plausiveis. Damos inicio a tentativas de quebra da simetria de
calibre da teoria através de uma dinamica especifica para cada um dos campos envol-
vidos. Entre elas, citamos trabalhos em que a mecanica quantica é obtida a partir de
uma formulacao geométrica em WIST, onde a geometria desempenha o papel do poten-
cial quantico no formalismo de Bohm-de Broglie. Em seguida, consideramos a versao
relativistica do MOND, um modelo fenomenolégico criado para resolver o problema das
curvas de rotacao anomalas. Neste caso, seu sucesso s6 é possivel ao se alterar o aco-
plamento que postulamos e a solugao nao se mostrou satisfatéria. Restabelecemos nosso
acoplamento e passamos a tratar da aproximacgao de campo fraco da teoria das cordas.
Suas solugoes em modelos cosmoldgicos e para o vacuo estatico e esférico-simétrico ja
foram obtidas e fornecem um universo sem singularidades e um buraco de minhoca. Em
seguida, efetuamos uma troca de varidveis dinamicas e mostramos como nossa formulacao
pode incorporar os mesmos resultados de qualquer teoria de campo escalar na relativi-
dade geral. Concluimos que nossa teoria é conceitualmente mais consistente e fornece
um modo bastante natural de se considerar campos escalares na gravitacao. Finalizamos
com a perspectiva de se continuar na busca por uma dinamica apropriada aos objetos
geométricos consistentemente com observacoes e mencionamos a possibilidade de tratar
teorias em f(R) na nossa reformulagao.



Abstract

We present arguments for considering a geometrical description for space-time, placing
it in the context of differential geometry. We introduce its basic elements and characterize
the Riemannian geometries, which is used by the general relativity theory. We expose
its postulates concerning the characterization of geometry according to the energy con-
tent involved and the kinematic properties of test particles. We characterize the light
clock as a measuring tool to describe space-time and point out the need, resulting from
its use, to consider a more general geometry for this type of formulation for gravitation
than Riemann’s, namely, Weyl geometry. In this context, we redefine the concept of
proper-time and make the restriction to the integrable case of Weyl geometries (WIST).
We adequately characterize the observers’ space-time by means of a effective metric and
describe a congruence of curves kinematically in this new kind of geometry. Our theory
is formulated in light of the principle of least action and the coupling with other physi-
cal fields is established in such a way that the theory shows a gauge symmetry which is
unprecedented among those describing gravitation. We obtain a static and spherically
symmetric solution for the vacuum in which the need to define the proper-time the way
we did is manifest. We describe the phenomenon of red-shift from the geometrical optics
approach of electromagnetism and consider its manifestation in cosmological models, in
which case the association of a physical content to the geometrical object introduced by
Weyl becomes evident as a result of the gauge invariance. We characterize the source of
geometry according to its thermodynamical regime and investigate some possible asso-
ciations regarding Weyl manifold elements with acceptable physical content. We make
attempts to break the gauge symmetry of the theory through a specific dynamics for each
of the fields involved. Among them, we make references to some works in which quantum
mechanics is obtained from a geometrical formulation in WIST, where geometry plays the
role of quantum potential in the formalism of Bohm-de Broglie. Then, we consider the
relativistic version of MOND, a phenomenological model created to solve the problem of
the anomalous rotation curves. In this case, its success is only possible by changing the
assumption with respect to the coupling, and the solution is not satisfactory. After rees-
tablishing our coupling, we move on to deal with the weak field approximation of string
theory. Its solutions for cosmological models and the spherically symmetric static vacuum
have already been obtained and provide a universe without singularities and a wormhole.
Afterwards, we exchange the dynamical variables and show how our formulation can in-
corporate the same results of any scalar field theory in general relativity. We conclude
that our theory is conceptually more consistent and provides an extremely natural way
to consider a scalar field in gravitation. At last, we present the perspective of carrying on
with the search for an appropriate dynamics for the geometrical objects consistent with
observations and mention the possibility of treating f(R) theories in our reformulation.



Sumario

Introducao

1 Descrigcao geométrica do espago-tempo
1.1 Gravitagao e espago-tempo . . . . . . .. ..o
1.2 Espago-tempo e geometria diferencial . . . . . . ... ..o
1.3 Relatividade geral . . . . . . . . .. ..o
1.4 Caracterizacao dos instrumentos de medida . . . . . . . . . . ... ...
1.5 Abordagem axiomdtica e geometria de Weyl . . . . . .. .. ... ...
1.5.1 Espaco-tempo de Weyl integravel . . . . . ... ... ... ...

1.6 Congruéncia de curvas . . . . . . . . . ...

2 Formulagao variacional
2.1 Acgoes para a geometria e particulas teste . . . . ... ...
2.2 Acoplamento com outros campos . . . . ...

2.3 Vacuo estatico e esférico-simétrico . . . . . . . . . . ...

3 Desvio para o vermelho
3.1 Eletromagnetismo invariante de calibre . . . . . ... .. ... ... ..
3.2 Optica geomeétrica . . . .. ..o
3.3 Desvio paraovermelho . . . . .. . . ... ... ...

3.4 Invariancia de calibre em modelos cosmologicos . . . . . . . ... ...

4 Termodinamica em WIST

p. 53
p-53
p. 54

p-59

p. 68
p. 68
p- 69
p.71

p. 74

p. 76



4.1 Formulagao invariante de calibre . . . . . . . .. .. ... p. 76
4.2  Modelo cosmologico de FLRW em Riemann . . . . .. ... ... ... p.83
4.3 Modelo anisotréopico . . . ... p. 87
4.4 Modelo estatico em equilibrio . . . . .. ..o o000 p. 94

5 Modelos nao-invariantes p-99
5.1 Campo escalar geométrico como potencial quantico . . . . .. .. . .. p- 100
5.2 MOND geométrico . . . . . . . . . .. .. p. 101
5.2.1 Modelo de Friedmann . . . . . ... .. ... p.113

5.3 WIST vindo da acao efetiva da teoria de cordas . . . . . . .. ... .. p-115
5.4 WIST como teorias de campo escalar da RG . . . . . . ... ... ... p-116
Conclusao p-120
Apéndice A - Simetrias dos indices do tensor de Riemann em Weyl p. 124
Apéndice B - Aceleragao relativa entre particulas vizinhas p- 128
Apéndice C - Calculo explicito da invariancia do redshift p-131
C.1 Casoplano. . . . . . . . . . p.131
C.2 Caso hiperbdlico . . . . . . . . ... p.-134
C.3 Casoesférico. . . . . . . . . . p. 137

Referéncias p- 138



11

Introducao

“Bbdetor ypopp? €otw, fuic ¢€ foov tolg &g éowthe onpelog xetton.” Esta é a
definigao de reta segundo Os Elementos de Geometria, de Euclides (1). Numa tradugao
livre, podemos ter: “Linha reta sao os pontos que repousam equilibradamente sobre si”

. x «r 3 x £ : ” .
(uns sobre os outros); ou entao, “Linha reta sdo os pontos que se apdiam em si mesmos”;
ou, numa outra traducao encontrada, “Linha reta sao os pontos que caem sobre si”. Esta
ultima expondo claramente algo notavel implicito nas outras, que é o recurso a atragao

gravitacional para se caracterizar o objeto geométrico denominado linha reta.

Na época de Euclides, a interacao gravitacional era bastante ébvia e dispensava qual-
quer necessidade de explicacao,! daf a liberdade que ele teve em fazer seu uso sem risco
de comprometer o rigor de sua definicao. O curioso é como sua leitura se inverteu ao
longo do tempo, resultando numa descricao para a gravidade amparada justamente nas

propriedades das retas.

Num panorama geral, podemos dizer que, com a evolucao da geometria, em particular
a perspectiva, ela ampliou seu dominio e extrapolou sua descricao ao proprio espago
fisico o qual habitamos. Com isso, criou-se a ideia de que nos encontramos num espaco
euclidiano. Posteriormente, este espago foi questionado quanto ao seu significado fisico e
foi caracterizado de acordo com a inércia dos corpos no contexto da mecanica newtoniana.

Entrou em cena, em seguida, a questao desta caracterizagao ser ou nao absoluta.

Esta obteve uma solucao dada por Einstein ao considerar as propriedades fisicas locais
da interacao gravitacional e resultou na afirmacao de que ela determina os referenciais
inerciais em cada ponto. Neles, recuperamos a geometria pseudo-euclidiana introduzida
pela relatividade especial e, globalmente, a geometria do espago-tempo deixa de ser plana.
Ela adquire uma curvatura e o campo gravitacional passa a ser caracterizado pelo chamado
desvio geodético, que diz como geodésicas vizinhas tendem a se afastar ou se aproximar
umas das outras. Estas nada mais sao do que o conceito de reta numa geometria curva,

sendo as quais os corpos livres de forca tendem a seguir, pela teoria.

1De fato, o que precisava de justificativa era o porqué do céu ndo cair. Esta se fazendo através de
Atlas, um dos deuses Titas da mitologia grega, que fora condenado a sustentar os céus nos ombros para
sempre.
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Resumindo esta pequena introducao historica, podemos dizer que a definicao de reta
de Euclides, baseada na nocao natural que se tinha da interagao gravitacional, ganhou,
com o tempo, uma formulacao matematica precisa, enquanto a gravidade passou a ser
estudada e obteve uma formulacao na qual é caracterizada, justamente, pelas propriedades

geométricas do espaco-tempo, inferidas a partir do comportamento das “retas”.

Claro estd que fomos bastante superficiais e que a caracterizacao do campo gravita-
cional envolve uma prescricao adequada de acordo com o conteiido energético existente.
Todavia, ja estamos antecipando o carater dinamico do espaco-tempo atribuido pela gra-

vitacao de Einstein, que consiste numa formulagao geométrica.

Neste trabalho, faremos a reafirmacao de uma formulacao deste tipo para a interagao
gravitacional, através de uma dinamica para o espaco-tempo, porém, generalizando um

de seus pressupostos.

A teoria de Einstein da gravitagao, chamada de Relatividade Geral (RG), trata-se
de uma teoria métrica para o espago-tempo que, para satisfazer um de seus principios,
a saber, o de equivaléncia (descrito no préximo capitulo) restringe a classe de conexdes
( g,y) possiveis para sua descricao. Estas sao os objetos que nos dizem como a geometria

altera os vetores ao se deslocarem pela variedade.

Contudo, mesmo preservando o principio de equivaléncia, a conexao ainda nao adquire
uma expressao definida, a qual foi estabelecida ao se impor que a geometria nao altere o
produto escalar entre dois vetores. Em particular, seus moédulos nao sofreriam alteracao
nenhuma vinda da geometria; as tinicas alteragoes seriam em sua direcao. Com isso, a
conexao fica univocamente determinada em termos da métrica (g,5) e temos as chamadas

geometrias de Riemann (2), como representacao do espaco-tempo na relatividade geral.

Esta teoria, tal como a relatividade especial ja havia feito, rompe com os conceitos
de espaco e tempo absolutos. De fato, o tempo deixa de ser considerado um parametro
evolutivo e passa a fazer parte do continuo espaco-temporal a quatro dimensoes, sujeito
as equacoes dinamicas. Portanto, faz-se necessario caracterizar devidamente nossos ins-

trumentos de medida de acordo com as propriedades desta formulacao.

O método classico para se fazer medidas nesta teoria consiste em se considerar o
relogio optico descrito na secao 1.4. Este, por sua vez, é a mesma construcao usada na
relatividade especial e baseia-se na emissao e recepcao de raios luminosos para medir

tempo e distancia.

Porém, quando consideramos uma geometria curva, como na RG, existe uma tendéncia
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deste relogio se desconfigurar, exigindo uma constante manutencao de suas propriedades.
Isto torna-se praticamente impossivel de se fazer e, portanto, temos um grande problema
conceitual da teoria que é a de uma perfeita caracterizacao dos instrumentos que medem
seus proprios objetos tedricos. A RG baseia-se num procedimento exaustivo de imple-
mentacao de infinitos reldgios Opticos sucessivos que, na pratica, constitui apenas uma

aproximacao, dando uma boa medida somente em certos regimes.

Apesar deste problema, iremos adotar a mesma construgao para fazermos as medidas
na nossa reformulacao. De fato, é justamente através dela que surge a motivagao do nosso

trabalho.

Baseando-se nestes instrumentos e considerando certos axiomas a respeito das tra-
jetérias de particulas em queda livre e de raios luminosos,? Ehlers, Pirani e Schild (EPS)
(3), seguidos de Woodhouse (4), mostraram que os reldgios 6pticos admitem como geo-
metria mais geral para o espago-tempo a desenvolvida por Weyl em 1918 (5) e que leva
seu nome. Esta diferencia-se da riemanniana por permitir que os produtos escalares en-
tre dois vetores, em particular, seus préprios modulos, sofram alteracoes decorrentes da

geometria.

A motivagao original de Weyl foi a de geometrizar o eletromagnetismo, visando unifica-
lo com a gravitagao. De acordo com sua proposta, a variacao dos comprimentos dos vetores
estaria associada ao potencial eletromagnético. Porém, sendo assim, Einstein argumentou
que o espectro de emissao dos atomos dependeria de toda sua histéria e nao poderiamos
ser capazes de observar as linhas espectrais de um gas de forma bem definida. Isto,

consequentemente, levou Weyl a abandonar a geometria que desenvolveu.

Os trabalhos posteriores de caracterizacao axiomatica de EPS e Woodhouse, por sua
vez, trazem novamente a tona este tipo de geometria. Sendo que, dessa vez, sua motivagao
é puramente geométrica, i.e., 0 campo responsavel pela variacao dos comprimentos (w,,)
nao estd associado a nenhum campo fisico conhecido. Ele é apenas mais um objeto usado
para se caracterizar o espaco-tempo e surge naturalmente ao se fazer uso dos reldgios

opticos. Neste caso, as objecoes de Einstein nao se aplicam.

Faremos, entao, no capitulo 1, a descrigao em detalhes de todo este formalismo. Inici-
aremos apresentando motivagoes para se considerar a gravitacao como uma propriedade
geométrica do espaco-tempo e faremos a introducao da geometria riemanniana. Descre-
veremos o funcionamento do relégio 6ptico e faremos um estudo das propriedades da

geometria de Weyl que se atribui ao espago-tempo pelo uso deste instrumento de medida.

2Descritos por um eletromagnetismo invariante conforme, como o de Maxwell.
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Sera observada uma simetria de calibre presente na sua descricao e faremos a definicao
de tempo-préprio dos observadores de modo que ele reproduza todas as propriedades

geométricas do espago-tempo.

Por questoes que colocaremos a seguir, serd feita uma restricao a um caso particular
das geometrias de Weyl, a saber, as integraveis (WIST). Nestas, a simetria de calibre
permite a escolha de um especifico que nos leva de volta a geometria riemanniana, em
que a métrica, nesse caso, possui expressao equivalente a de um objeto que chamaremos
de métrica efetiva (Gap). Esta define-se para qualquer calibre, em relagdo aos quais é

simétrica, e mostraremos ser através dela que os observadores caracterizam a geometria.

Encerraremos o capitulo com uma descricao do comportamento de uma congruéncia
de curvas neste tipo de geometria de Weyl integravel fornecendo toda a interpretacao em

termos de observaveis cinematicos.

Matematicamente, tudo encontra-se muito bem descrito. Porém, para atribuirmos
uma dinamica aos objetos geométricos, relacionando-os a um dado contetido energético,
ainda carecemos de uma formulacgao variacional que contemple o caso mais geral da geome-
tria de Weyl. O que temos é um formalismo deste tipo para seu caso particular integravel,
o qual iremos, entao, considerar no nosso trabalho. Ademais, é somente através dele que
podemos compatibilizar o formalismo com outros ja bem estabelecidos da fisica, como o

de Hamilton-Jacobi (6).

Este caso integravel consiste numa restricao quanto a variagao dos modulos dos vetores
provocada pela geometria. Ele surge ao se impor que o moédulo de qualquer vetor seja
preservado apds o percurso de uma trajetoria fechada. Com isto, estabelecemos uma
restricao ao campo que promove tal variacao e esta passa a depender somente dos pontos
inicial e final do percurso. No caso, o campo de Weyl passa a ser descrito por um campo

escalar, w.

Introduzimos, entao, a formulacao variacional para as geometrias de Weyl em WIST
no capitulo 2, bem como o acoplamento dos objetos geométricos com o conteiido energético
em questao. Diferentemente de qualquer outro ja estabelecido, em particular, dos usados
nos diversos trabalhos do nosso grupo neste tema (7-20), iremos estabelecer um tal que

nossa formulacgao apresente uma simetria de calibre inédita entre as teorias da gravitagao.

Esta simetria constitui, por si s, um grande avanco tedrico e esta associada a mesma
transformacao de calibre em relagao a qual a geometria é invariante. Considerando-se que

ela envolve uma transformacao conforme na métrica, podemos obter uma compreensao
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maior do papel desta tltima na gravitagao.

Weyl (5) e Hoyle e Narlikar (21, 22), j4 haviam proposto que todas as teorias funda-
mentais da fisicas sejam invariantes por transformagoes locais de escala (conforme). Em
seguida, Bekenstein e Meisels (23) argumentaram que esta propriedade pode solucionar
problemas conceituais profundos, como o proposto por Dirac (24) sobre a constante gra-
vitacional ser ou nao, de fato, uma constante. Portanto, podemos perceber a importancia
deste tipo de formulacao e, embora tenha havido tentativas, nenhuma a fez nesse contexto

das geometrias de Weyl, como fizemos.

Finalizamos o capitulo com uma solugao analitica para o vacuo estatico e esférico-
simétrico. Ela manifesta, explicitamente, a liberdade de calibre presente na teoria e serve
como um forte argumento para se considerar o espago-tempo dos observadores como

descrito pela métrica efetiva que definimos.

A agao original é invariante de calibre e, portanto, nao devemos esperar que as medidas
feitas possam determinar algum em particular. O espago-tempo dos observadores deve
acompanhar as mesmas propriedades geométricas da variedade e, portanto, ser igualmente
invariante. Portanto, concluimos que a tinica descricao possivel para tal é através da

métrica efetiva que, sendo invariante, é univocamente determinada.

De acordo com nosso formalismo, nao sao somente os observaveis cinematicos referen-
tes ao movimento das particulas teste nesta geometria que devem ser invariantes. Uma
vez que o acoplamento também preserva a simetria de calibre, os observaveis referentes

ao conteudo energético usado como fonte também devem apresentar a mesma invariancia.

Para verificarmos isto, consideramos o caso do eletromagnetismo, que se mostrou
perfeitamente de acordo com a simetria de calibre inclusive na presenca de fontes, e esta-
belecemos a aproximacao da éptica geométrica. A partir dela, caracterizamos o fendomeno
do desvio para o vermelho (redshift) e verificamos sua invariancia. Sendo assim, podemos

atribuir parte deste efeito ao campo introduzido por Weyl.

A liberdade de calibre que temos na geometria permite transferir a este campo certas
propriedades da métrica e continuarmos com a mesma situacao. Desta forma, ele passa a
adquirir uma verdadeira realidade fisica, por ser o responsavel, em parte, dos observaveis

da teoria.

No caso de modelos cosmolégicos, temos a possibilidade notavel de atribuir inteira-
mente a este campo todas as observacoes de desvio para o vermelho, como iremos concluir

na secao 3.4 e mostraremos no apéndice C. Neste caso, portanto, o campo responsavel por
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gerar as variagoes do médulo dos vetores fica inteiramente associado ao fluido considerado.

Dada esta propriedade de se identificar o novo campo geométrico com diferentes flui-
dos, ou sistemas fisicos, é interessante caracteriza-los em termos de quantidades termo-
dinamicas, o que sera feito no capitulo 4. Veremos que, embora este campo nao tenha
nenhuma restricao a priori, a sua compatibilidade com situagoes fisicas plausiveis, por

sua vez, € mais delicada.

Consideraremos, neste capitulo, uma métrica efetiva correspondendo a um modelo
cosmoldgico representado por um fluido perfeito e, pela alteracao do campo de Weyl,
iremos obter novas solugoes correspondendo a conteidos fisicos completamente diferentes
do original. Num dos casos, obteremos uma nova solugao para a constante cosmologica,

representando uma geometria anisotrépica.

Em todos os casos tratados até entao, a simetria de calibre sempre se manteve e,
consequentemente, podemos recuperar a relatividade geral com seus mesmos resultados.
Deste modo, nao oferecemos nenhuma alteracao observacional que possa privilegiar nossa
formulacao. Sua distingao da RG tem sido apenas conceitual e de modo a torna-la teori-

camente mais consistente.

Todavia, esta mesma liberdade de calibre decorre da introducao de um objeto tedrico
que, como percebemos, adquire uma auténtica realidade fisica. Logo, é bastante legitimo
que ele possa ter uma dinamica especifica e, portanto, passaremos a investigar as possi-

bilidades de se caracteriza-la consistentemente com observagoes.

Naturalmente, esta dinamica podera quebrar a simetria existente e determinara uni-
vocamente os objetos geométricos envolvidos. No entanto, a geometria permanecera com
suas mesmas propriedades e igualmente invariante frente as transformacgoes de calibre.
Sendo assim, a definicao de tempo-préprio serd preservada, bem como a interpretagao da

métrica efetiva.

Como primeiro exemplo de caracterizacao deste campo, iniciaremos o capitulo 5 ci-
tando os trabalhos de Novello, Salim e Falciano (19, 20) que consideraram um espaco de
Minkowski na presenca do campo de Weyl e um campo escalar. As equacoes dinamicas
obtidas neste sistema sao exatamente idénticas as da mecanica quantica no formalismo
de Bohm-de Broglie, tanto as relativisticas quanto as nao-relativisticas. Nessa formulacao
dinamica, o campo geométrico de Weyl faz o papel do potencial quantico e a funcao

escalar corresponde a fase da funcao de onda da particula escrita na forma polar.

Muito embora essa nova interpretacao da mecanica quantica seja bastante interes-
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sante, ela se dd num regime em que a forma especifica da métrica é irrelevante, por
resultar em correcoes de ordens de grandeza baixissimas comparadas com as decorrentes
do potencial quantico. Ademais, ela se dé na presenca de um campo escalar caracterizando
a particula quantica e que determina toda a geometria. Para fazermos a comparacao com
a relatividade geral, passaremos a considerar somente as situagoes de vacuo e num regime

em que todos os objetos considerados sao de igual relevancia.

Seguindo adiante, buscamos inspiracao num grande problema existente na fisica te-
drica, que é o das curvas de rotagdo andomalas das galdxias (25). Estas consistem numa
discrepancia observada nas curvas de rotacao dos corpos que orbitam o centro de uma
galdxia (26) em relagao as previsoes tedricas de simulagoes de N-corpos dentro do modelo
padrao da cosmologia (27), levando a concluir a existéncia de um conteiido material maior
do que se infere a partir de sua luminosidade, sendo a diferenca atribuida a chamada

matéria escura.

Um modelo bem sucedido para dar conta destas curvas, dispensando esta componente
nao observada, surgiu no inicio dos anos 80 consistindo numa fenomenologia chamada de
MOND (MOdified Newtonian Dynamics) (28-30). Ela surgiu, primeiramente, como uma
alteracao da segunda lei de Newton quando as aceleragoes envolvidas fossem muito me-
nores do que um ag, representando uma nova constante universal.® Posteriormente, ela
passou a considerar apenas o potencial gravitacional que, por sua vez, resultando numa
aceleracdo menor que aq altera sua expressao newtoniana. Outros problemas tedricos
fizeram com que ela sofresse modificagoes e, finalmente, resultasse numa formulacao ex-

tremamente sofisticada denominada TeVeS (32).

Entre o MOND e esta tltima, houve uma formulacao relativistica chamada AQUAL,
que nos serviu de inspiracao. Esta baseia-se num acoplamento das particulas teste com
um campo escalar e, na se¢ao 5.2, fizemos a passagem deste modelo para nossa formulacao

da gravitacao em WIST.

Infelizmente, a aproximacao newtoniana da nossa teoria neste modelo nao resultou
em nenhuma alteracao em relagao a relatividade geral. Porém, ainda assim prosseguimos
na tentativa de recuperar os resultados do AQUAL, o que foi possivel somente através de
uma alteragao no acoplamento que postulamos com os campos de matéria. Num cenério
cosmoldgico, a lagrangiana usada para o campo escalar nos fornece um universo sem

singularidades.

3 A validade da aproximacio newtoniana da relatividade geral é assegurada (31), pois esta discrepancia
das curvas de rotacao se dd em regimes de campos muito fracos.
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Ainda que reproduza satisfatoriamente as curvas de rotacao das galdxias, e resulte
num modelo de universo eterno, o éxito do modelo se deu a custa de uma alteracao do
nosso acoplamento original. Mais ainda, nao é somente através das érbitas dos corpos em
torno da galaxia que se infere a necessidade da matéria escura. A mesma diferenca entre
a matéria visivel e a inferida também se observa através das lentes gravitacionais (33-35),
i.e., a massa inferida de uma galdxia através deste efeito de lente é tao maior em relagao
a luminosa quanto ocorre nas curvas de rotacao. No entanto, nem esse modelo, tampouco
o AQUAL, provocam qualquer alteracao nas trajetorias dos raios luminosos, comparadas
com as previstas pela RG. Tivemos, portanto, que abandonar esta alternativa, apesar do

esforco.

Outra proposta de dinamica para o campo de Weyl surge a partir do regime de campo
fraco da teoria de cordas (36-39). Neste caso, restabelecemos nosso acoplamento original
e o principio variacional resulta num sistema de equacOes para a métrica efetiva cujo
tratamento ja havia sido feito anteriormente, tanto num cendrio cosmoldgico (11), quanto
num estatico e esférico-simétrico (40, 41). No primeiro, obteve-se um universo isento de
singularidade, enquanto no segundo, uma solucao de buraco de minhoca que, por acaso, ja

fora considerada anteriormente como modelo de particulas na relatividade geral (42-44).

As solucoes consideradas foram para a métrica efetiva porque é justamente ela que
caracteriza a geometria do espaco-tempo para os observadores, sendo, portanto, nossa
variavel de interesse. Chamamos a atencao, entao, para a possibilidade de troca de

variaveis dinamicas, considerando a métrica efetiva no lugar da usual.

Na secao 5.4 mostramos como ¢é possivel estabelecer esta troca, no conjunto de
variaveis dinamicamente independentes. Isto é, passamos a ter nossa acao total escrita
nao mais em termos do conjunto {w, gags, Fg,y} de variaveis dinamicas, mas em termos de

{w, Gas, T'§, }, igualmente independentes.

A grande vantagem disto é que podemos incorporar no nosso formalismo qualquer
teoria de campo escalar na relatividade geral. Para tanto, basta fazermos a identificacao
da métrica usual desta com a nossa métrica efetiva, bem como identificar o campo escalar

COIm O NOSSO W.

Embora a distin¢ao conceitual entre as duas formulacoes seja imensa, operacional-
mente sao idénticas. Com isso, podemos antecipar os resultados de uma suposta lagran-
giana para o campo de Weyl no nosso formalismo caso ela ja tenha algum andlogo da RG.
As solugoes para a métrica efetiva serao as mesmas encontradas para a usual neste caso

analogo. No entanto, em nossa reformulagao, o campo escalar usado é legitimo e surge
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naturalmente de uma caracterizacao axiomatica para a geometria do espago-tempo.

Terminamos o capitulo 5 observando a importancia dos campos escalares na fisica e
que, embora sejam usados ha décadas, especialmente na gravitagao e cosmologia, (45-50),

nunca houve uma deteccao direta deles (51, 52).

Concluimos, portanto, que nossa teoria fornece uma alternativa para a relatividade
geral axiomaticamente consistente e natural, criteriosamente bem estabelecida, dotada de
uma invariancia de calibre, de grande interesse tedrico por si s0, e que, quando considerada
a possibilidade de quebra desta simetria, recupera os resultados de qualquer teoria de

campo escalar da gravitacao de Einstein.

Temos, como sequéncia natural deste trabalho, a busca por uma dinamica adequada
para o campo escalar de Weyl, consistentemente com as observacoes. Algo que, efetiva-
mente, ja se faz ha décadas. No entanto, finalizamos com uma proposta alternativa de
investigar as teorias de f(R) da gravitacao (53-55) no formalismo variacional de Pala-
tini, como meio de se determinar uma forma especifica para o campo w. Assim como
também, numa terceira abordagem, podemos considerar o analogo da reformulagao que
fizemos nessas teorias, i.e., considerar uma espécie de teoria de f(R) com campo escalar,
introduzindo dois graus de liberdade na RG: um através da forma da fungao f, e outra

através da dinamica para o campo w.
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1 Descricao geométrica do
espaco-tempo

Neste capitulo faremos um resumo de como surgiu a ideia de se descrever a interagao
gravitacional de forma geométrica, atribuindo um carater dinamico ao conceito unificado
de espaco-tempo originado na relatividade especial. De forma igualmente sucinta, sera
feita uma introdugao a descricao matematica do espago-tempo tal como é feita na rela-
tividade geral, baseando-se numa variedade riemanniana. Em seguida, caracterizaremos
os instrumentos de medida e observaremos o problema conceitual dessa descricao da gra-
vitagao com essa construcao de réguas e relégios. Também sera justificada a consideragao
de uma variedade mais geral do que a de Riemann para a representacao do espago-tempo,
a saber, a de Weyl, e feita uma descricao detalhada de suas propriedades, com uma

redefinicao do tempo-préprio.

1.1 Gravitacao e espaco-tempo

Existem algumas razoes para se considerar a interacao gravitacional como uma pro-
priedade do espacgo-tempo. Apresentaremos, aqui, as motivacoes para tal assim como se
encontram nas referéncias 2 e 56, sem o compromisso de reproduzir as verdadeiramente

utilizadas por Einstein no desenvolvimento da RG.

Primeiramente, é necessario reconhecer que o espaco possui um significado fisico por
si 86 determinando uma classe de observadores para os quais as leis da mecanica new-
toniana sao validas. Para demonstrar isso, Newton fez uso do seu famoso experimento
do balde: seja um balde cheio d’agua suspenso por uma corda retorcida deixado a girar;
inicialmente, conforme a corda se estira, o balde gira relativamente a agua e a superficie
desta permanece plana; com o tempo, a viscosidade da agua faz com que ela acompanhe
a rotacao do balde e sua superficie passa a ser de um paraboloide de revolucao; por fim,

o balde termina seu movimento e temos uma situacao analoga a inicial, em que balde e
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agua possuem um movimento relativo, no entanto, a superficie da 4gua permanece como
um paraboloide de revolugao. Isto mostra que nao é o movimento relativo entre os dois
que importa na descricao do fenomeno de deformacao da superficie da dgua mas, sim, o
movimento dela em relagao ao espago absoluto. Isto é, o espaco nao pode ser considerado
como um mero conjunto de possiveis posi¢oes simultaneas dos diferentes corpos, devendo
ser reconhecido como uma verdadeira entidade fisica, manifestando-se através das forcas
de inércia. No caso do experimento, a rotagao da agua caracterizava um movimento ace-
lerado em relacao ao espago e, por conseguinte, ela sofria o efeito da forga centrifuga.
Esta, sendo um exemplo de forcas de inércia, existe somente em seu referencial. E sempre
possivel obter um outro onde elas desaparecem e, por isso, elas também sao chamadas
de forcas aparentes. O espaco fica, entao, caracterizado de forma absoluta como aquele
em relacdo ao qual nao existem essas forcas inerciais, determinando uma classe de ob-
servadores movendo-se uniformemente um em relacao ao outro os quais chamaremos, por

brevidade, de co-mdveis com o espago.

Sendo, essas forcas aparentes, decorrentes da inércia dos corpos, que é proporcional a
massa dos mesmos, podemos estabelecer um critério para distingui-las das forgas verda-
deiras. Isto é, caso seja observado um efeito universal nos corpos materiais considerados
que seja proporcional as suas massas, pode-se desconfiar que trata-se de forcas inerciais
e que, por uma mudanca adequada de observador, elas desapareceriam. Caso que ocorre

com a ja mencionada forca centrifuga e também com a de Coriolis.

Outra forca universal que atua em todos os corpos proporcionalmente as suas massas
é a da gravidade. Propriedade, esta, reforgada pelos experimentos de E6tvos e Dicke (57).
Dessa forma, é de se esperar que, assim como ocorre com as forcas aparentes, existe a
possibilidade de se efetuar uma mudanca de observador de modo a anular o efeito desta

interagao.

De fato, a gravitacao tem como propriedade o fato que, quando submetidos ao mesmo
campo gravitacional, todos os corpos movem-se da mesma maneira, independentemente
das suas massas, desde que suas condigoes iniciais sejam as mesmas. Isto permite uma
analogia com os movimentos dos corpos livres de forcas descritos por um observador nao-
inercial. Com efeito, se para um observador inercial os corpos livres de forga realizam um
movimento retilineo uniforme, e considerando que inicialmente suas velocidades sejam as
mesmas elas permanecerao iguais sempre, certamente, quando descritos por um observa-
dor nao-inercial, todos deverao mover-se da mesma maneira. Portanto, as propriedades

do movimento para um referencial nao-inercial sao as mesmas para um observador inercial
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na presenca de um campo gravitacional.

Para ilustrar essa analogia, Einstein fez uso do famoso experimento imaginario do
elevador: seja um observador dentro de um elevador totalmente fechado, de modo que ele
nao possa fazer nenhuma medida exterior a este, e percebe que tudo o que se encontra
ao seu redor sofre a acao de uma forga proporcional & massa no sentido do chao. Para
este observador, podem existir duas possibilidades: ou o elevador e todo seu contetido
encontram-se sujeitos ao campo gravitacional de um corpo bastante massivo e extenso
abaixo dos mesmos gerando a forca detectada, ou o elevador estda sendo puxado acelera-
damente para cima de modo que a forca proporcional a massa medida seja em virtude da
inércia dos objetos no seu interior. Ambas as alternativas dao, igualmente, conta da forca
observada e nao ha resultado algum conhecido na mecanica que permita fazer qualquer

disting¢ao entre as duas possibilidades.

De forma semelhante, poderiamos anular o campo gravitacional do corpo bastante
massivo abaixo do elevador deixando-o acelerar livremente sob seu efeito. As forgas iner-
ciais decorrentes dessa aceleracao cancelariam identicamente as produzidas pelo corpo

massivo.

Nos dois casos em que se consideraram as forgas de inércia, seja para simular um
campo gravitacional ou para anula-lo, é necessario ter em mente que este procedimento
somente vale localmente, pois os campos aos quais sistemas nao-inerciais sao equivalentes,
quando nao divergem no infinito, permanecem com um valor constante, diferentemente
dos campos gravitacionais, que sempre vao a zero para grandes distancias em relagao aos
corpos que os produzem. Desta forma, nao é possivel anular o campo gravitacional em
todos os pontos do espaco,! somente na regiao em que ele pode ser considerado uniforme.
E importante frisar que esta possibilidade de simular ou anular um campo s6 vale para a

interacao gravitacional, cuja forca é proporcional as massas dos corpos que interagem.

Todavia, esta possibilidade, mesmo sendo local, permite uma revisao do conceito
de espaco absoluto obtido a partir do experimento do balde de Newton. Afinal, deste
concluimos que aquele se caracteriza pela auséncia de forgas inerciais ou, dito de outra
forma, é aquele em que estas forcas se anulam quando se considera a classe de observadores
co-mdéveis em relagao a ele. Porém, estas forcas, por sua vez, sao caracterizadas justamente
pela possibilidade de se anula-las através de uma troca de referencial adequada, uma vez
que sao proporcionais as massas, e estes novos referenciais considerados co-modveis com

o espaco. Desta forma, pelo que acabamos de concluir sobre a interacao gravitacional,

IPassaremos a nos referir ao espaco-tempo a partir da préxima secio.
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ela se enquadra na mesma situacao das outras forgas inerciais e qualquer observador que
anule seu campo poderia ser considerado co-médvel ao espago. Teriamos, assim, trocado o
conceito de espago como sendo uma entidade fisica absoluta por um conceito relativo, uma
vez que diferentes campos gravitacionais determinariam diferentes referenciais inerciais, e

caracterizado pela sua distribuicao de matéria.

Este é, justamente, o ponto de vista adotado por Mach para tratar a questao da
existéncia ou nao de um espaco absoluto, segundo o qual os possiveis sistemas referenciais
sao determinados pela matéria do universo. No caso do balde do Newton, além da dgua
girar em relagao ao eixo imaginario que cruza a Terra, ela também gira em relagao a toda
matéria que preenche o espaco, sendo esta rotacao relativa a responséavel pela deformacao

em sua superficie.

Entretanto, no caso do experimento do elevador de Einstein, uma possibilidade deixou
de ser considerada para a distin¢ao entre as duas alternativas para justificar a aceleracao
dos corpos no interior do elevador: a propagacao de raios luminosos. Quando o experi-
mento foi discutido, a equivaléncia entre as duas possibilidades consideradas residia no
fato dos fenomenos mecanicos e gravitacionais serem igualmente descritos nelas duas.
Porém, até a época do desenvolvimento da RG, a gravitacao era considerada como uma
interacao que atuava somente em corpos massivos. Dessa forma, os raios luminosos, des-
providos de massa, nao deveriam sofrer alteracdo nenhuma em suas trajetérias mesmo
na presenca de um campo gravitacional. Assim, terfamos uma possibilidade de distinguir
entre as duas alternativas para justificar a aceleracao dos corpos no interior do elevador.
No caso deste ser icado, um raio de luz inicialmente horizontal passando de uma parede a
outra claramente iria percorrer uma parabola e atingiria a segunda delas abaixo de onde
saiu da primeira. Por outro lado, no caso em que houvesse um grande corpo massivo

abaixo do elevador, a trajetoria da luz seria inalterada.

Einstein estava tao convicto da equivaléncia entre as duas possibilidades que ousou
fazer a audaciosa e inédita previsao: a de que os raios luminosos, de fato, sofrem alteragoes
em suas trajetorias devidas a presenca de um campo gravitacional. Isto sendo verdade
e de acordo com o descrito no experimento do elevador iria consagrar a gravitacao como
uma propriedade do espaco, caracterizando diferentes observadores inerciais dependendo
da configuracao de matéria existente, ao mesmo tempo que consolidaria o principio de
equivaléncia, que diz que as duas situacoes descritas no experimento do elevador sao
fisicamente indistinguiveis, i.e., os campos gravitacionais sao (localmente) equivalentes a

sistemas referenciais nao-inerciais.
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Levando adiante esta ideia, Einstein, finalmente, terminou a formulagao da sua teoria
da gravitagdo (RG) em 1915 e, em 1919, a deflexdo da luz pelo campo gravitacional foi
verificada, em pleno acordo com sua teoria, através de um eclipse solar observado na

cidade cearense de Sobral.

1.2 Espaco-tempo e geometria diferencial

Seguindo adiante as consideragoes feitas na secao anterior, devemos observar que,
tendo em mente os resultados da relatividade especial, nao faz sentido tratar separada-
mente o espaco do tempo. Isto é, o que deve ser considerado como verdadeira entidade
fisica nao é o espaco tal como era concebido na fisica newtoniana classica, mas, sim, o
conceito unificado de espago-tempo. A luz da teoria da relatividade especial, as forcas iner-
ciais e gravitacionais preservam as mesmas propriedades; logo, o que se concluiu a respeito
da existéncia de um espaco absoluto passa a valer para o novo conceito de espago-tempo.
Assim, devemos ter este determinado pelas diferentes configuracoes de matéria existen-
tes que, por conseguinte, determinam diferentes referenciais inerciais em cada ponto do

espaco-tempo.

Na relatividade especial, temos a seguinte expressao que da o quadrado da quantidade

chamada de intervalo:

ds® = dt* — da® — dy? — d2*, (1.1)

sendo invariante por transformacoes entre referenciais inerciais, i.e., transformagoes de

Lorentz.

Como discutido anteriormente, o campo gravitacional é tratado como uma forga apa-
rente, de modo que é localmente equivalente a um referencial nao-inercial. Desta forma,
ao considerar este referencial, devemos ter que, para ele, o intervalo deixa de ter a forma
acima, passando a ter coeficientes como funcoes das coordenadas ou termos cruzados nas
diferenciais. Por exemplo, passando para um sistema com rotacao uniforme, temos as

transformacoes de coordenadas

x = 2’ cos(Qt) — i sen (),
y = z'sen(Q2t) + y' cos(Qt), (1.2)

z=12,
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onde €2 é a velocidade angular ao longo do eixo z. No novo sistema, o intervalo fica

ds* = [ — Q% (2™ + y?)] dt* — da”® — dy”* — d="* + 2Qy/d2/dt — 2Qa'dy/dt (1.3)

que, independentemente da lei de transformacao para a coordenada temporal, nunca

podera ser representado como uma soma dos quadrados das diferenciais das coordenadas.

Num caso geral, um referencial nao-inercial tem o intervalo dado através de

ds? = gogdada” (1.4)

onde a quantidade simétrica nos indices g,g, chamada de métrica, é funcao das coorde-

nadas espago-temporais.

No caso do exemplo dado, ao efetuarmos a transformacao de coordenadas inversa,
recairfamos, naturalmente, na mesma expressao 1.1 e teriamos anulado em todos os pontos
do espago-tempo o campo ao qual o referencial nao-inercial representado pelo intervalo
1.3 equivale. Como foi observado que nao é possivel anular o campo gravitacional em
todos os pontos da variedade, devemos concluir que a 1.3 nao passa de um espago-tempo
sem a presenca de campo gravitacional, tratando-se, portanto, do espaco de Minkowski
da relatividade especial, o que é 6bvio em vista da forma como ela foi obtida. Assim
como, no caso da presenca de um campo gravitacional, a métrica g,3 nunca podera ser
igual a de Minkowski (7,3) em todos os pontos do espago-tempo por uma transformacao

de coordenadas.

Temos, assim, a gravitacao inserida no contexto da geometria diferencial, onde o
campo gravitacional é caracterizado por uma curvatura na geometria do espago-tempo
induzida por uma métrica que, num caso geral, ¢ dada em coordenadas curvilineas e nao

pode ser igual a de Minkowski em todos os pontos.

A proposta da relatividade geral é de atribuir inteiramente a esta curvatura os feno-
menos gravitacionais. Isto é, a ideia de “forca gravitacional” atuando nos corpos numa
geometria pseudo-euclidiana é substituida por corpos percorrendo trajetérias numa geo-
metria curva, livres desta forca. Estas trajetérias seriam aquelas em que o vetor tangente
sofre apenas variagoes decorrentes da curvatura, representando a generalizacao de linha

reta para estas variedades.
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1.3 Relatividade geral

Uma vez que passamos a considerar uma geometria para o espago-tempo mais geral
do que a pseudo-euclidiana da relatividade especial, devemos estabelecer critérios para
selecionar alguma das diversas possibilidades tratadas pela geometria diferencial. Isto
porque uma geometria curva introduz uma nova quantidade geométrica independente, I'z.,
chamada de conexrao, necessaria para se comparar quantidades tensoriais em diferentes

pontos da variedade cuja forma especifica nao é conhecida a priori.

Uma vez que diferentes pontos do espago-tempo constituem espacos vetoriais distintos,
devemos estabelecer como um vetor se comporta quando transportado de um ponto ao
outro, i.e., como a curvatura altera suas componentes, de modo que se possa comparar
vetores em posicoes diversas. Para essa comparacao, desejamos que as Unicas alteracoes
provocadas pelo deslocamento considerado sejam em virtude da curvatura e teremos,
nesse caso, o que chamamos de transporte paralelo. A conexao surge ao se considerar um
deslocamento infinitesimal de um vetor, por exemplo, contravariante, cujas componentes
em x sdao dadas por A® e, num ponto vizinho z% 4 dx®, valem A® + dA%. Quando o
submetemos a um transporte paralelo até o ponto x® + dx®, este passard a valer A* 4§ A~

e a diferenca DA® entre os dois vetores neste mesmo ponto serd

DA® = dA™ — 5 A . (1.5)

Impondo que 6(A%+ B*) = §A*+§ B, para dois vetores A* e B“ quaisquer, devemos

ter uma dependéncia linear entre 0 A* e A®. Portanto, podemos escrever (56)

§A* = —I'§ APda? . (1.6)

Substituindo na expressao anterior, ficamos com

(0% 8Aa o
DA® = (% + FBVAB) dz? . (1.7)

Caso a curva em questao seja parametrizada por o, teremos

Ao g DA
DA® = (a + rg,yAﬁ) 9 o — v, a%do — P25 (1.8)

ox? do Do

DA> _
Do —

. N (e}
onde foram definidos o vetor tangente a curva, u® = ddia, e u'V., A para qualquer
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vetor A®, assim como a derivada covariante do vetor A“:

(0% aAa (o7
VoA = o+ rg, A% (1.9)

Impomos, adicionalmente, a regra de Leibnitz para operadores diferenciais: D(AB) =
ADB+BDA, onde A e B sao objetos tensoriais de qualquer ordem; assim como a condi¢ao
Df = df para o caso de uma funcao escalar, f, qualquer. Isto é, as funcoes escalares nao
sofrem alteracoes devidas a curvatura quando transportadas paralelamente. Com isso,

para dois vetores A® e B, arbitrarios, obtemos

BoDA* + A*DB, = D(A®B,) = d(A*B,) = B,dA* + A*dB, = (1.10)
= A" (DB, —dB,+T1},B,da") =0 VvV A (1.11)

OB,
DB, = (&Cﬁ — rgaB,y) da . (1.12)

Definimos entao,

B,
V5Ba :g 2 —T3.B, . (1.13)

A generalizagao da derivada covariante para objetos tensoriais de ordem maior se

encontra em (58) e é dada, para um tensor A%~ 5 arbitrario, por:

0

a1...0m
VAT = 5

Aal O‘n B1---Bm _l— ZFO{ZAOCIM&MOC” Bm T

—waﬁal b s (114)

onde o indice § do tensor substitui os indices «; ou f;.

Diferentemente dos outros objetos considerados até agora, a conexao que acabamos
de introduzir nao se trata de um tensor pois, sob uma transformacao de coordenadas,

pode-se mostrar (56) que suas componentes transformam-se como

ox® dx'™ dx™ %2z Ox®
e
= ox'P OxP Oz + 0xBoxy Ox'® (1.15)
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Percebemos que, devido ao segundo termo do lado direito, a soma de duas conexoes deixa

de ser uma conexao.

Uma vez caracterizado o transporte paralelo de um vetor, vamos definir um vetor
paralelamente transportado ao longo de uma curva como aquele que, em cada ponto dela,
seja 0 mesmo obtido pelo seu transporte paralelo. Isto é, um campo vetorial tal que a 1.5

se anule. Sendo A um vetor desse tipo, teremos, nesse caso,

= uPV3A* =0 (1.16)

Pelo que foi dito sobre o transporte paralelo, temos que as variagoes deste campo
vetorial ao longo da variedade sao somente decorrentes da geometria. Como nesta for-
mulacao da gravitacao consideramos que a trajetoria de uma particula teste, quando livre
de qualquer outra forcga, seja determinada exclusivamente pela geometria, devemos ter sua
dire¢do (vetor tangente) como um campo vetorial paralelamente transportado ao longo
dela. De fato, como ficard claro mais adiante, a mesma curva é obtida quando o vetor
tangente é proporcional ao seu transporte paralelo. Isto é, as trajetorias das particulas

teste sao caracterizadas pelas curvas cujos vetores tangente u® satisfazem a equacao

uVou’ = fa")uf . (1.17)

Tal curva é chamada de geodésica e representa a generalizacao de linha reta para espacos
curvos, concordando com a ideia de ser aquela na qual o vetor tangente se propaga na
sua propria direcao. Mostraremos, mais a frente, que é sempre possivel escolher um

parametro, 7, que anule a funcao f(x*). Neste caso, teremos

UV’ = =0 (1.18)

dz® [ 0 duP dz? d?x” dz® dx
B — 8 -
< a ) dr? e dr drt

_l_
dr \ 0x® dr “ dr
e é somente em relagao a este parametro que o comportamento da particula é determinado

exclusivamente pela geometria.

De acordo com o principio de equivaléncia, deve existir um referencial inercial segundo
o qual as trajetorias das particulas sejam linhas retas pelo menos localmente. Em seu

sistema de coordenadas, devemos ter, entao,

d2 x/a

dr?

=0, (1.19)
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mostrando que a validade deste principio impoe a existéncia de um sistema de coordenadas
para cada ponto tal que, nele, a conexao seja nula. Chamaremos esse sistema de localmente
geodético e a condicao necessaria e suficiente para sua existéncia é a simetria nos indices

da conexao (56): 5, = 1'75; de onde conclui-se que, em qualquer sistema de coordenadas,

5, =155, (1.20)

De posse dessas definigoes, podemos calcular o resultado da variagdo num vetor ao
percorrer uma trajetoria infinitesimal fechada por transporte paralelo. Isto é, qual seria
a variagao provocada pela geometria num dado vetor, V7, ao retornar a um dado ponto
apos ter percorrido uma trajetoria infinitesimal. Este calculo encontra-se feito na Ref. 56

e o resultado é

Ry\VP=Va\V,V =V, W,V ¥ VP, (1.21)

onde foi introduzido o tensor de Riemann que, resolvendo a expressao acima para a

conexéo, escreve-se como

Dada esta relacao, podemos considerar um sistema localmente geodético e, nele,

VﬂRgﬂ = 8uR%w\ = 8u8>\ %‘7 - 5%8»,?%& . (1.23)

Com isso, ¢ facil verificar que

VRS \ + VARS, +V,R%,, =0. (1.24)

Sendo esta soma um tensor nulo em um sistema de coordenadas, assim o serd em

qualquer outro. Logo, obtemos a chamada identidade de Bianchi:

VRS, + VARS, + VRS, =0. (1.25)

Definimos, a partir de R, o tensor de Ricci, escalar de Ricci e o tensor de Einstein

respectivamente por
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1

Ras=R) ;. R=g"Rag, Gop=Ras— LR (1.26)
Temos, também, o tensor de Weyl dado por
B 1 1 1
Capys = Rapys — 3 (Raygss — Rasgpy) + 5 (RgyGas — Rsgar) + BR (9ar 986 — Gas9s+) -

(1.27)

Este tensor tem a propriedade de se anular pela contracao de qualquer par de indices,
representando a parte sem traco do tensor de Riemann. No caso em que a geometria

considerada fornece um tensor de Weyl nulo, dizemos que ela é conformalmente plana.

Como dito anteriormente, a conexao nao possui uma forma especifica conhecida a
priori. Para se estabelecer uma, devemos impor condigoes adicionais sobre a geometria.
Para as variedades riemannianas, temos a imposicao de que o produto escalar entre dois
vetores paralelamente transportados nao varia ao longo de qualquer curva considerada.

Temos, assim,

D Dgogs DA DB~
— (gapA*BP) = =22 A2 BF B, Ay = 1.28
Dg (9asA“B) = = + 5 Bat 5 0 = (1.28)
=0 =0
= A"BuV,g.5=0 ¥V A% B° W (1.29)
094
VyGap = 8:1:“/6 — T, 965 — D905 = 0. (1.30)

Esta tltima pode ser resolvida para a conexao, resultando em (58)

(0% 1 (07
5 =59 * (995 + 0y985 — Ds9sy) (1.31)
onde foi introduzida a notagao 9, = a%'

As variedades riemannianas sao caracterizadas, entao, por uma métrica e conexao
com as simetrias nos indices apresentadas acima, de modo que os produtos escalares entre

vetores sejam preservados quando estes se deslocam paralelamente ao longo de uma curva.

Nas geometrias riemannianas, o tensor de Riemann possui as seguintes propriedades

de simetria em seus indices:
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Rygor = —Ryprp = —Rpgypr = Roxys - (1.32)

Tendo reconhecido o papel da métrica na interacao gravitacional, é necessario estabe-
lecer de que forma um dado conteido energético determina a curvatura do espago-tempo
em questao. Para a relatividade geral, Einstein considerou uma variedade riemanniana?
e relacionou a métrica com o sistema fisico considerado através da equacao que leva seu

nome:

_ 8nG

Gocﬁ = _'%Tocﬁ s R = C—4 s (133)

onde G é a constante de Newton da gravitacao e adotaremos ¢ = xk = 1 daqui por diante.?
Na equacao acima, T, é o tensor momento-energia do sistema em questao obtido a
partir de sua lagrangiana da relatividade especial, fazendo a substituicao da métrica de

Minkowski pela de Riemann, e calculando

Vi, — OVTIE D Ok (1.34)

0gos drr 9oet

oxY

onde g < 0 é o determinante da métrica e £ a lagrangiana do sistema.

Em particular, para uma particula teste, a substituicao da métrica plana da relati-
vidade especial pela riemanniana em sua acao resulta numa trajetoria em que a integral
do intervalo 1.4 é um extremo. Efetuando-se a variagao desta integral e igualando a zero

(56), obtemos a equagao

d*x>  _ daf dx?

el R 1.
ds? P ds ds 0, (1.35)

que é a 1.18 com 7 = s.
1.4 Caracterizacao dos instrumentos de medida
Para completar a descricao da gravitacao neste formalismo resta, portanto, estabelecer

como as medidas sao feitas na teoria. Para tanto, devemos definir nossas réguas e reldgios

seguindo o critério classico de serem rigidas e de compasso uniforme, respectivamente. No

2Por brevidade, passaremos a chamar de riemannianas as variedades pseudo-riemannianas
3Qcasionalmente, elas serdo escritas explicitamente.
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entanto, como observado em (59), a relatividade especial nos leva a abandonar o conceito
de hastes sélidas como sendo rigidas, devendo-se dar preferéncia a pulsos de luz para se

fazer as medidas de distancias e intervalos de tempo.

Consideremos, por enquanto, que estamos no caso plano da relatividade especial.
Construiremos nosso relégio 6ptico como sendo composto por dois espelhos que nao ab-
sorvem luz, virados um para o outro, tendo um pulso luminoso preso entre eles de modo
que seja refletido alternadamente. A medida de tempo, ¢, pode ser tomada como o niimero

N de reflexoes num deles quando o intervalo entre elas é unitario.

Esta construcao é particularmente interessante pois, de acordo com a relatividade
especial, a velocidade da luz nao depende da fonte (no caso, os espelhos) nem dos obser-
vadores. Dessa forma, a uniformidade no compasso do relégio é garantida desde que os
espelhos mantenham a mesma distancia um do outro, assim como é importante nao haver

dispersao das ondas de luz para se preservar o intervalo de tempo entre os pulsos (59).

Passemos para a descricao de como se pode determinar o intervalo entre eventos
através dessa construcao. O funcionamento do relégio esta ilustrado na Figura 1, onde
os zigue-zagues sao as linhas de universo do pulso luminoso e cada reflexao sua pode
ser usada como medida de tempo. Consideremos, primeiramente, a situagao da Fig. la:
queremos medir o intervalo Sap entre os eventos A(0,0) da nossa geodésica de referéncia
e B(x,t) de outra geodésica. Sendo z a distancia espacial entre B(z,t) e o ponto Ag(0,t)
o qual é simultaneo, e ocorrendo a um intervalo de tempo t do ponto A(0, 0), o intervalo é
dado por S%; =2 — 2. O tempo gasto pelo raio luminoso tanto para ir de A;(0,#;) até
B(x,t) quanto para voltar deste até As(0, %) é o mesmo e igual a = (¢ = 1). Desta forma,
temos t; =t —x e ty =t + x nos dando tity = (t — z)(t + ) = t* — 2? = S%5. Nesse
caso, o intervalo sera positivo, indicando que se trata de um tipo-tempo, como pode se
verificar pela figura. No caso da Fig. 1b, o procedimento daria Sxp < 0, correspondendo
a situacao ilustrada de um intervalo tipo-espaco. Caso t; = 0 obtemos, por sua vez, um

intervalo tipo-luz, como se espera.

Na relatividade geral, iremos adotar o mesmo procedimento para se medir o intervalo
entre dois eventos. Porém, como serda mostrado mais adiante, a existéncia de uma cur-
vatura faz com que os dois espelhos do relégio se afastem ou se aproximem um do outro
a0 percorrerem suas geodésicas, comprometendo o paralelismo exigido em suas linhas de
universo, fenomeno que ocorre mesmo para distancias infinitesimais entre os dois espelhos,

quando a variacao da distancia é proporcional ao tensor de Riemann.

Para contornar esta dificuldade, devemos considerar a possibilidade descrita na Ref. 60
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Figura 1: Método para a medicao do intervalo S4p5 entre os eventos A e B através de um
relégio éptico. AA’, CC’ e BB’ sao as linhas de universo do observador A, do segundo
espelho do seu relégio e do evento B, respectivamente. Em (a) temos um intervalo tipo
tempo e em (b) um do tipo espago.

de podermos preparar novos espelhos a intervalos de tempo arbitrariamente pequenos
cujas geodésicas sejam todas inicialmente paralelas a do espelho de referéncia. Deste
modo, o efeito da curvatura na distancia entre eles é atenuado conforme o ntimero N de
relogios preparados aumenta. O valor obtido para a curvatura através do procedimento
descrito nesta referéncia nos daria uma ideia de quao precisa sao as medidas feitas com essa
sucessao de relégios e, fazendo Ny suficientemente grande, podemos tornar seus erros tao
pequenos quanto quisermos. Ao final do procedimento exaustivo de se preparar infinito
espelhos, teriamos preservado o comprimento do relégio éptico e, consequentemente, seu

compasso temporal.

Esta providéncia para se garantir a funcionalidade do relégio baseia-se numa possibi-
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lidade bastante idealizada cuja aplicacao pratica nao se garante em qualquer regime. Isto,
por sua vez, exibe uma deficiéncia da teoria em estabelecer como sao feitas as medidas
dos préprios objetos que ela considera e, portanto, resulta num inconsisténcia da RG. Ela,
portanto, deve valer somente no regime em que o procedimento exaustivo de preparacao

de novos relégios pode ser garantido.

1.5 Abordagem axiomatica e geometria de Weyl

Tendo estabelecida a construcao da secao anterior como instrumento de medida para
a caracterizagao do espago-tempo, uma questao tratada por Ehlers; Pirani e Schild (EPS)
na Ref. 3 foi a de obter o tipo de variedade que esse relégio éptico permite determinar com
suas medidas. Isto é, partindo-se do principio de que os observadores fazem suas medidas
através deste aparelho, baseado na emissao e recepcao de raios luminosos descritos por
um eletromagnetismo invariante conforme como o de Maxwell, e considerando-se certos
axiomas a respeito das trajetorias de particulas em queda livre, foi tratada a questao de

se obter a geometria mais geral que este instrumento permite considerar.

Resumidamente, o tratamento feito por EPS é como segue: um conjunto M de pon-
tos chamados eventos é estabelecido, onde se define dois subconjuntos unidimensionais
associados as linhas de universo das particulas (chamadas simplesmente de particulas) e
dos raios de luz. Estes tratam-se de particulas teste e pulsos de radiacao eletromagnética
suficientemente curtos, localizados e numa unica direcao. Postula-se a existéncia de si-
tuagoes como a ilustrada na Figura 1, onde um sinal de luz é emitido de uma particula
AA" em A; em direcao a outra particula BB’ onde é refletido em B e volta para AA" em
As. A aplicacao e : Ay — A, é chamada de eco de BB em AA’, e m : Ay — B é chamada
de mensagem de AA’ para BB’. Postulam-se os seguintes axiomas: toda particula é uma
variedade unidimensional bem comportada; qualquer eco entre duas particulas possui in-
versa e ambos sao bem comportados; qualquer mensagem entre duas particulas é bem

comportada.

Tal como AA’ associa t; e ty a B, um outro observador DD’ também poderd associar,
analogamente, 77 e T5. Dessa forma, o evento B fica associado a quarto niumeros e
introduzimos o sistema de coordenadas radar xap : B — (t1,ta,T1,Ts). Postulando que
é sempre possivel realizar esse procedimento num subconjunto dos eventos e que x4p €
bem comportado em M e que qualquer outra aplicacao x ;i relaciona-se com ela de forma

bem comportada, obtemos que M constitui uma variedade quadridimensional.
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Figura 2: Cada evento e possui uma vizinhanca V' tal que qualquer evento dentro dela
conecta-se a alguma particula por no maximo dois raios luminosos contidos em V. Mais
ainda, caso a particula em questao, P, passe por €, entao existe um subconjunto U de
V' tal que qualquer evento p em seu interior conecta-se a P por exatamente dois raios
luminosos contidos em V.

Apés se postular que os raios luminosos sao curvas bem comportadas na variedade
com direcoes de propagagao variando suavemente de acordo com o ponto de emissao, um
outro axioma estabelece que cada evento e possui uma vizinhanca V tal que qualquer
evento nela conecte-se a alguma particula P por no maximo dois raios luminosos contidos
em V. Mais ainda, caso P passe por €, existe uma outra vizinhanca U C V tal que
qualquer evento em U pode se conectar com P por exatamente dois raios luminosos
contidos em V' (veja a Figura 2). Postula-se, ainda, propriedades aos raios luminosos de
modo a distinguir os vetores na variedade em tipo-nulo, tipo-espago e tipo-tempo e com
isso permitir a distingao de eventos passados, futuros ou simultaneos em relagao a algum

outro.

Ademais, postula-se a existéncia de um subconjunto especial de particulas cujas tra-
jetorias sao determinadas exclusivamente por algum evento ao longo de sua linha de uni-
verso e a respectiva direcao desta. Tal postulado fornece a nocao de referenciais inerciais e
as referidas particulas encontram-se em queda livre. Um outro axioma garante que as tra-
jetorias destas particulas, embora com direg¢oes sempre tipo-tempo, possam aproximar-se
arbitrariamente do cone de luz formado pelos vetores tipo-luz em um determinado evento.
Isto é, as velocidades das particulas, ainda que sempre menores que a da luz, podem ser

arbitrariamente préximas dela.
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Com base nestes axiomas deveras razoaveis e com bastante respaldo experimental, os
resultados de EPS, posteriormente corroborados por Woodhouse (4), foram que a geome-
tria mais geral que deve ser considerada para se descrever o espaco-tempo é a desenvolvida
por Weyl (5), tendo a riemanniana como caso particular. Em verdade, EPS estabelecem
ainda propriedades adicionais a propagacao dos raios luminosos e particulas de modo que
a geometria recaia na de Riemann, o que nao iremos considerar neste trabalho. Iremos
partir somente dos axiomas citados que nos levam a adotar as geometrias de Weyl para a

descricao do espaco-tempo.

A proposta original de Weyl foi de geometrizagao do eletromagnetismo e, para isso,
incluiu-se um objeto geométrico, associado ao campo eletromagnético, na descricao do
espaco-tempo. No caso da abordagem axiomatica de EPS e Woodhouse, este novo objeto
surge naturalmente, sem nenhuma relacao com qualquer campo fisico conhecido, e assim

o consideraremos nesta tese.

Diferentemente da geometria riemanniana, esta nova permite que vetores também
alterem seus modulos ao percorrerem uma trajetoria arbitraria na variedade por meio de
transporte paralelo. Sendo A* este vetor, tal que I? = g, A*A”, e a curva parametrizada

por o, a proposta de Weyl é que tenhamos, no lugar da 1.28 (2, 5),

DI dl 1 da®

= =y, — 1.36
Do do 2w do ( )

D Dgap DA~ dx®
—— (gapA®AP) = =22 A2 AP 12 Ay = Pwg—— 1.37
Do (g g ) Do * Do “ do ( )

=0
= AO‘ABu”VVgaB = ‘qoégA‘UchuﬂyuV vV OAY u (1.38)
ViGap = wWyGap &  Vag" = —wag" . (1.39)
Isto implica numa conexao dada por
o 1 af 1 o e @ el e

U = 59 (Ougsv + Ovgus — pgyw) — 2 (Wﬂév Wiy = gt ) =L =W, (1.40)

onde definimos
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gaﬁ (augﬁu + auguﬁ - aﬁguu) ) (141)

(wubg 4+ w0 — guuw®) - (1.42)

De agora em diante, usaremos o circunflexo para indicar que o objeto em questao é dado

pela sua expressao riemanniana ou, equivalentemente, com w, = 0.

Da 1.39, também podemos concluir que, para um vetor X* qualquer, temos:

Vi (XoX®) = 05 (XaX®) = XoV5X® 4+ XV (gar X?)
= XoVX® + X0 VX" + XXV g0
= QXQVBXQ + XaXawﬁ

1 1
= XOCV5XQ = 585 (XaXa) — §X°‘Xaw5. (143)

Analogamente,

1 1
XV Xa = 505 (XaX*) + 5 X" Xow. (1.44)

Considerando a equagao da geodésica 1.17, a 1.43 fornece

1 1
uPuVu® = u’ 585 (uqu®) — §uauawﬁ = fu,u®
1
f= 52 (uﬁaguz — u2u6w5) ,ut = uu, . (1.45)
u

Sendo ela descrita por um parametro o arbitrario, devemos ter, entao,

dz? 0 d
B, — -
w0 = do 0z8  do (1.46)
1 (du?
UV gu® = 502 (% — u2u5w5) u®. (1.47)

Particularmente significativo é o caso em que o lado direito desta equacao se anula.

Muito embora qualquer parametro sirva para se descrever a curva sem nenhuma violagao
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do postulado de Weyl 1.36, quanto ao significado fisico, eles deixam de ser equivalentes.
Como esta geometria se caracteriza pela alteracao nos modulos dos vetores pelo simples
transporte paralelo, isto é, aquele em que somente a curvatura provoca alteragoes nas
componentes do vetor transportado, vemos que este é um efeito puramente geométrico.
Portanto, de acordo com nossa proposta de associar a curvatura aos efeitos gravitacionais,
devemos ter a mesma preocupacao que tivemos na RG em preservar o comprimento do
nosso relégio Optico para que a geometria seja devidamente medida. Dessa forma, o
mesmo procedimento exaustivo empregado se faz necessario e, no regime de validade
desta aproximacao, teriamos estabelecido um aparelho adequado para as medidas e que,

naturalmente, seria capaz de acusar essas variagoes nos médulos dos vetores.

Para um vetor sem nenhuma relacao com a curva pela qual ele é transportado, esta
preocupacao com o parametro € irrelevante e nao determina nenhum em particular. No
entanto, quando o vetor em questao ¢ a prépria tangente a geodésica, a condicao 1.36,
que anula o lado direito da 1.47, nao pode ser satisfeita para qualquer parametro, deter-
minando o que chamamos de tempo proprio, T, fornecido pelo relégio do observador que

faz as medidas. Temos, portanto, este parametro obtido a partir de

d dz* dx” da* dz” dzP o dx®

dT(ngT dT) I ar ar dar P 0, u dr ’ wVeut =0 (1.48)

Percebemos que tal parametro é o mesmo em relagao ao qual as particulas livres de forca
sao governadas exclusivamente pela geometria, em pleno acordo com a formulacao que

estamos desenvolvendo.

Esta definicao original que acabamos de estabelecer para o tempo proprio estd de
acordo com a descrita nas Refs. 61 e 62 e serd reforcada no caso integravel descrito na
proxima secao, onde sua necessidade ficard evidente através da solugao obtida para o

Vacuo.

Mais ainda, a partir da conexao 1.40, que garante todas as propriedades da variedade

de Weyl, percebemos uma simetria frente a transformacao de calibre

= _ A
G — G = € Guv,

(1.49)
Wy — Wy =w, + oA,

na descricao deste tipo de geometria. Portanto, nao devemos esperar que qualquer ob-

servador ou fenomeno fisico seja capaz de estabelecer qualquer distincao entre as funcoes
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A = A(x") escolhidas e, assim, devemos ter as descrigoes dos fendmenos e do espago-tempo
igualmente invariantes por essa transformacao. Sendo assim, o tempo proprio adotado
pelos observadores também deve estar de acordo com esta simetria. De fato, sendo aquele
no qual o médulo da tangente a geodésica varia como na 1.48, apds essa transformagao

passamos a ter

d ([, dxtdz” A da*da” daP
L (et St ) et SR () 950 =
d%(eg“ d7 d%) I dr df(wBJrﬁ)

_a|d(, detder)  detdetde’ 1
e \I" e ) T s a0 T

d dzt dz¥ dx* dx¥ daP

i (9“”W?) R (1.50)

onde T é o resultado da transformacao de calibre no tempo préprio e vemos que ambos
satisfazem a mesma equacao. Portanto, podemos concluir que 7 é invariante por essa

transformacao, refletindo devidamente as propriedades da geometria de Weyl.

Ademais, como observado na Ref. 61, somente com esse parametro podemos ter um
sistema de coordenadas no qual a trajetéria da particula teste seja uma linha reta durante

todo seu percurso, isto é,

d?z”
dr?

=0, (1.51)

caracterizando devidamente o referencial inercial desta geometria, de acordo com o dis-

cutido anteriormente.

Vejamos, agora, como ficam os tensores de Riemann, Ricci, Einstein e o escalar de

curvatura com a conexao de Weyl 1.40. Substituindo esta na 1.22 encontramos

R}, =R\ — VAWl +V, Wi, + WLWg, — W2, Ws,. (1.52)

Com relagao as simetrias nos indices, exceto pela

Ry \=—R},,, (1.53)

que é evidente em virtude da 1.21, nenhuma das outras do caso riemanniano é preservada
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em Weyl. No apéndice A sao apresentados os termos deste tensor que violam cada uma

delas e é mostrado que, assim como na geometria riemanniana, também temos

—R°

TPA

Vs =V,\V,V,—-V,V,\V, vV V7. (1.54)
O tensor de Ricci, apds a substituicao de 1.42, da

N 3 1. 1 1 S
Rg)\ = Rﬁ)\ — §V>\w5 + §ng)\ — 5&]5&])\ + 595)\ (wawa — Vawo‘> . (155)

O escalar de curvatura, por sua vez, se escreve em termos do seu equivalente riemanniano

CcOo1mo

A - 3
R=R -3V ,w"+ §waw°‘ ) (1.56)

Finalmente, o tensor de Einstein é dado por

R 3. 1. 1 1 -
Guw =G — §Vywu + §Vuw,, — iwuwy — G (Zwawa - Vawa) ) (1.57)

Percebemos que tanto este tensor quanto o de Ricci deixam de ser simétricos nos

indices como na geometria riemanniana.

1.5.1 Espaco-tempo de Weyl integravel

Existe um caso particular da geometria de Weyl que surge ao se considerar a variagao
do comprimento de um vetor ao percorrer uma trajetéria arbitraria por transporte para-
lelo. Vamos considerar que este vetor, A", tenha moédulo [ nao-nulo. Sendo assim, a 1.36

nos da

ol I 1 /Pl
—=In(—-) == wadx® , 1.58
/l;) l (lo) 2 Py ( )
Py
Iy = lyexp 1/ wadx® |, (1.59)
2 Jp,

onde [y e [; sao os médulos do vetor nos pontos inicial (F) e final (P;) da trajetéria,
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respectivamente.

Vemos, com isso, que um mesmo vetor pode ter diferentes comprimentos no mesmo
ponto dependendo do caminho que fez para chegar até ele. Isto é, os médulos dos vetores
nos diferentes pontos nao decorrem apenas de propriedades geométricas locais. Ou seja, os
objetos da geometria de Weyl, em geral, nao especificam univocamente os comprimentos
dos vetores por si s6, sendo necessario conhecer todo o caminho percorrido por ele até

chegar em cada ponto.

Podemos impor que o médulo de um vetor paralelamente transportado ao longo da
variedade dependa somente do ponto onde ele se encontra. Neste caso, a integral na
exponencial da 1.59 nao deve depender do caminho, sendo funcao apenas dos pontos

inicial e final. Isto da a conhecida condicao de integrabilidade:

Wa = Ogw , (1.60)

isto é, o campo geométrico de Weyl deve ser um gradiente. De fato, temos, assim, que

1 [ 1 (7o I
—/ wedx® = - X gae = —/ dow = 2L %0 (1.61)
2 /n, 2 Jp, Oa° 2 /n, 2 2

I, = loe%e_% & loe_% = lle_%l = constante , (1.62)

onde wy e w; sao os valores de w(z*) nos pontos Py e P;, respectivamente.

Um espaco-tempo descrito por este caso particular da geometria de Weyl, que satisfaz
a condigao de integrabilidade 1.60, é chamado de Espac¢o-tempo de Weyl Integrdavel (WIST,
da sigla em inglés). Concluimos que, nela, o produto e “I? é uma constante em toda a
variedade, nos dando, através da 1.62, uma forma bastante simples de se relacionar os
moédulos de um vetor nos pontos inicial e final de uma trajetéria percorrida por transporte

paralelo.

No préximo capitulo estaremos tratando da formulacao variacional da gravitacao nas
geometrias de Weyl. No entanto, a dinamica das particulas teste ainda carece de uma
formulacao desse tipo quando se considera o caso mais geral, no qual o vetor w, nao é,
necessariamente, um gradiente. O caso particular de WIST, por sua vez, além de possuir
um formalismo lagrangiano, também permite incorporar teorias ja bem estabelecidas na
fisica, tal como a de Hamilton-Jacobi (6). Portanto, de agora em diante iremos considerar

somente o caso integravel desta geometria, com excecao de uma ou outra ocasiao em que
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se deixa claro o caso tratado.

Sendo assim, a equagao 1.48 para o tempo préprio em WIST se escreve como

d dzP d dw
il VY _ 7% _ = o VY fo ¥ _
dr (g,uuu Uu ) U™ U dr 86(*) dr (g,uuu Uu ) U™ U dr 0
d _,  dztdx”
dr (e e qr dr ) =0 (1.63)
dr?* = e g, dx"dz" . (1.64)

Vemos que, para o observador em questao, a geometria do espago-tempo é caracterizada

por uma métrica efetiva

g/u/ = e_wg/w ~ gwj = ewglﬂf’ (165)

a qual ele usa para fazer suas medidas. Tal fato pode ser verificado a partir da 1.39, que

pode ser reescrita em WIST como

Vo (e gw) =0 &  V4(e“g") =0, (1.66)

mostrando que, no caso do campo w, ser um gradiente, temos uma conexao métrica para
Juv, como pode ser verificado a partir da 1.40, e a geometria é, de fato, equivalente a de

Riemann com esta métrica efetiva.

Esta equivaléncia entre WIST e uma geometria de Riemann com uma métrica g, ¢
notavel quando se leva em conta a transformacao 1.49 neste caso particular, em que ela

pode ser reescrita como

= A
v 7 v =€ v
9 G = 0 (1.67)
w — w=w+A
para uma fungao A(z*) arbitraria. Com isso, podemos escolher A = —w e ficamos com um

novo campo escalar geométrico w = 0. Passamos, entao, de uma geometria em WIST para
uma verdadeira geometria riemanniana descrita por uma métrica g,, = e’g,, = e

g p Guv Guv Guv,
dando a mesma expressao para o tempo proprio dos observadores. Podemos, ainda,

verificar facilmente a invariancia de calibre deste parametro, como era de se esperar.

Para finalizar, tomemos a identidade de Bianchi (1.25) em WIST. Contraindo o indice
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[P [Pk

«” com “v”, obtemos

VMRBA — VARBM + VOCRg)\u =0. (1.68)

Contraindo, agora, com ¢ e levando em conta as 1.39 e A.22 ficamos com

1 1
ViR -2V R} +w,R —2Rwa=0 & V, (R;; - 5533) = —wa (Rg - 55;;3)

VoGS = —Gouw, . (1.69)

Contraindo esta ultima com ¢"?, encontramos, finalmente,

VoG = —2G"w, =V, (*GY) =0, (1.70)

onde esta claro que esta relacao é valida somente em WIST. Sendo assim, poderiamos ter
obtido este mesmo resultado levando-se em conta somente a simetria de calibre da teoria.
Tendo em mente que os resultados devem permanecer os mesmo da relatividade geral com
a métrica 1.65, vemos que a 1.70 nao poderia ser diferente, pois a derivada covariante que
aparece nela nada mais é do que a riemanniana com esta métrica efetiva e o resultado

final pode ser reescrito como

Va (5757 Ggs) = 0. (1.71)

Isto é, temos exatamente a mesma expressao da relatividade geral para a divergéncia do

tensor de Einstein com §*? usado para levantar os indices.

1.6 Congruéncia de curvas

Dando continuidade a descricao da geometria de Weyl, passamos para o estudo de
congruencias de curvas numa geometria desse tipo. Entretanto, como esclarecido acima,
iremos nos restringir ao caso do WIST. O tratamento feito segue o analogo riemanniano

encontrado em (63).

Seja uma congruéncia de curvas definida pela funcao 7(o,t) na variedade, onde o é

um parametro que descreve a curva e ¢t um que serve para identificar as diferentes curvas
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da congruéncia. Esta funcao é C? em relacao aos seus dois parametros.

Em um sistema de coordenadas local {z®}, a congruéncia teré coordenadas x“(o,t)
e tomando o parametro ¢ = 7, o tempo préprio ao longo da uma particular curva, seu

vetor tangente, u® = dz®/dr terd modulo

dz® dz” dx® dz”®
a, B __ _ W _
W3 USU” = Gog—— —— = €“q, =e”. 1.72
dad - 98705 ds (1.72)
Para o parametro t, este, por sua vez, define uma nova congruéncia cujos vetores tangentes

terdo por componentes Y = dx®/0t.

Dois ponto vizinhos, P(0g,t) € v(0,t9) € Q(0g,to + At) € y(0,to + At) definem um

novo vetor, que denominaremos wvetor conexdo. Suas componentes sao

ox®
7% =
ot g=00

=tg

At (1.73)

e ele esta associado a distancia espago-temporal entre os pontos P e (). No entanto, é mais
interessante considerar a distancia espacial, determinada localmente por um observador
que segue a curva (o, ty). Esta nada mais é do que a projecao do vetor conexao Z* no
espaco perpendicular a curva. Chamaremos esta grandeza de vetor posi¢cao relativa, e a

representaremos por
1z =n32", (1.74)
hs = 05 — (uFu,) " uug = 05 — e “uug, (1.75)

onde o tensor h§ definido acima projeta qualquer vetor no espago perpendicular a um u®

arbitrario. Isto é, para quaisquer vetores u® e X7, temos

ug L XP = ug [55 — (ufu,) " uﬁuv] X7 =u, X7 — (w'u,) ugutu, XY =0, (1.76)

Temos ainda que hghf = hf, como ocorre para qualquer operador de projegao.

Uma propriedade interessante dos vetores Z% e u® é que
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0z* 5 0Z° oxP 9%z OzP

—u’ = = A
905" " 0uP B0 02901 00
0z~ fo e ox8  9%x°
Jo ot Otdo ot 0zxPoo
ou®
= @Zﬁ (1.77)
e, dessa forma, temos
o oz o ou® o
V2" =’ 5.7 T PWALTEES Zﬁw + T, 0" 2P
= 7°Vau®. (1.78)

Sendo a congruéncia caracterizada pelas linhas de universo de particulas, 1 Z¢ sera
a distancia fisica entre duas vizinhas. E a velocidade relativa, dada por J_%J_ZO‘ esta

relacionada a Z“ pela seguinte equacao:

D
Dr
D (0% (0% (07

Lo LZ% = W'V, <h§2‘5> = hgu (Z‘vathrh?VVZ‘S)

172% =uPVy (h227)

= h§u' Z°V b + b5 2° (1.79)

onde X@ = uPV X = %X @ para qualquer vetor X®. O primeiro termo do resultado

final contém

V'yhéﬁ =V, (55 - e_wUBW) = — [uﬁvw (6_“ua) + e‘“u(svﬁ,uﬁ]

hou'Z°V by = —u"Z° h§u” V., (e7“u;) — hiu' 2% “usVau? = —h§ 2% “usi®.
g
=0

(1.80)

J& o termo Z% = uVo 2% = Z°V u® e obtemos
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L%LZ“ = hg (Z'YV»YUB — e_wuVZVuB) = hj (Vvuﬁ — e_wuvuﬁ) zZ7
= W3R, (Vau®) 27 = hghy (Vau’) B 27

= h§hy (Vau’) LZ°. (1.81)

Expressao que permanece valida mesmo no caso mais geral da geometria de Weyl.

Definimos

V% = heh)Vsu” (1.82)
D

11— 17*=V2;17° 1.83
e 8 (1.83)

Esta expressao mostra que a velocidade de separacao entre particulas vizinhas esta rela-
cionada ao vetor posicao relativa por uma transformacao linear. O tensor que determina
essa transformacao é a projecao, no referencial do observador, do quadri-gradiente de sua

velocidade, correspondendo ao gradiente espacial dela.

A partir desta equacao, podemos obter a aceleracao relativa entre as particulas vizi-

D

nhas, aplicando o operador -

na 1.81 e depois projetando. Este calculo encontra-se feito

no apéndice B e resulta em
D D o «a . W
J_E (J_D—TJ_Z ) = hﬁh,)y‘ [Rf/\(;upu‘s + Vil — e il | 27 (1.84)
No caso riemanniano (w, = 0), esta expressao é conhecida como equagao de Jacobi.
Caso as curvas em questao sejam geodésicas (u® = 0), esta equagao se reduz a
D D «a «Q é
J_D—T (J_EJ_Z ) = Rp,ﬂ;upu ZFY, (185)

conhecida como equacao do desvio geodético, dando a aceleracao relativa entre duas
particulas vizinhas que percorrem geodésicas em relagao ao referencial inercial da que

se desloca com velocidade 1.

Seguindo adiante nesse estudo, podemos obter a dinamica para a matriz Vg que

transforma o vetor posigao relativa na velocidade relativa. Facamos
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Vel ZP) = (Vo) LZP + Vosu'V, L2

D( D _\ D
B (L5r177) = o

Consequentemente,

D D « a 5 \* af/o

=hy (Vo) LZ°P + Vou'V, 127, (1.86)

onde, na passagem de uma linha para a outra, foi usado hg‘V% = hg‘hfyhgv,\u'y =

h,‘jthAuV = V5. Temos, assim,

Z7 + hShy (Vau")u'V, LZ"

D D
1l—(L=17°
Dr ( Dt )

V3) Z7 4 hSh} (V") hgu' V., L.Z°

V) 27+ VOV 2P
Vo) Z7+ VeV, (1.87)

Wy (V) 2
e (V2s)
Wy (V) 27+ Ve, (J_%J_ZE)
i (V)
b (V2)

[gualando esse resultado a B.12 e observando que a igualdade deve valer para qualquer

Z7, concluimos que

hehl (VOs) + VOV, — RY sufu® — hGhAV, 0P + a® (e7¥i,) =0, (1.88)

que diz como a matriz V3 evolui ao longo de uma determinada curva da congruéncia.

E importante observar que esta equacao é, na verdade, uma identidade, pois se substi-
tuirmos a definicao de Vs dada em 1.82, todos os termos irao se cancelar identicamente.
Esta é, entao, uma equagao cinemética para esta matriz e somente se torna uma equacao
dinamica quando se substitui o tensor de Riemann obtido com a solucao das equagoes de

campo.

Passamos, agora, para a decomposicao de V%3 em suas partes irredutiveis, i.e., seu

traco (), sua parte antissimétrica (w.g) € a parte simétrica sem traco (0,5). Pode-se



mostrar facilmente que Vo5 = hghgv(gu »- Introduzindo a notacao

1
Mag) = 5 (Map + Mga) = Mga)

1
Mg = 5 (Map — Mpo) = —Mgqy

Map = Miap) + Miag)
para qualquer tensor M,gs, definimos, entao, as partes irredutiveis de V,,3 como

Oos = Viap); 0=0% 1
Oag = 9,15 — %ehag = Vag = Wag T 0ap + gehag.

Wop = Viag

A partir destas defini¢oes, obtemos que

0 = 60— %uawa .
Oag = &ag = Vaﬁ = Vag — §u“’w,yha5.
Wag = L:Jag
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(1.89)

(1.90)

(1.91)

(1.92)

(1.93)

Expressoes, essas, que permanecem validas mesmo no caso mais geral da geometria de

Weyl e para qualquer normalizacao do vetor u®. No caso do WIST que estamos tratando

e para a normalizacao escolhida, temos

0= hgvauﬁ =V u® — e‘“u“uBV(xuﬁ =V u”

e, com isso, podemos interpretar as partes irredutiveis de V,g.

(1.94)

Consideremos, por um momento, que estamos numa geometria riemanniana e que-

remos calcular a variacao de um tri-volume perpendicular a uma curva da congruéncia.

Sendo V* o vetor tangente as curvas parametrizado pelo tempo préprio (g, V*V"

o volume em questao ¢ dado por v = fs V%ds,. Sua variacao, entao, sera:

Av = jq{ Veds, = /Q Oa (V—=gV*®) d'z = /Q Vo (V=gV*®) d'z =

- / V=gV, Vodis = / V—gbd*z.
Q Q

=1),

(1.95)
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onde o circunflexo em 6 é redundante e foi colocado para ressaltar que esta calculado na

versao riemanniana do tratamento feito.

Para 2 muito pequeno, em um referencial inercial, e num sistema de coordenadas

conveniente, teremos Av ~ fvAr. Consequentemente,

av AV
4T — lim AT =4, (1.96)

v AT—0 VvV
AV—0

No entanto, como nossa geometria ¢ invariante de calibre e possui uma geometria

riemanniana com a métrica 1.65 como caso particular, basta recalcularmos as 1.95 e 1.96

com esta métrica para obtermos o resultado equivalente ao nosso estudo de congruéncias

em WIST. Deste modo, teremos

Av = /Q Oa (\/Tgua) d*z = /Q Va (\/Tgua) d'z
= /Q V=gVautdts = /Q V—gbdz, (1.97)

e, analogamente,

v AV
4T — lim AT =9¢, (1.98)
v AT—=0 VvV

AV—0

resultado que deve permanecer valido para qualquer calibre.
Vemos, entao, que somente 6 estd relacionado com a expansao de um tri-volume
perpendicular a curva ao longo dela e, portanto, é chamado de expansao.
Para os outros termos, faremos a decomposicao do vetor posicao relativa em termos

do seu comprimento medido por um observador, 6/, e um vetor n® que da sua direcao

ortogonal a u®. Temos, assim,

(1.99)

1Z% = n°l,
(1.100)

u®ng =0.

Sendo este vetor do tipo espaco, tanto seu modulo como seu comprimento medido por um

observador serao negativos. Este, queremos que seja
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€ “Gap L2717 = e gaghS 2R Z° = e “hos Z2°Z° = — (31)° (1.101)

« B a7
B _ gaBJ—Z 17 _ haBZ Z W 1.102
(5[)2 6_whuVZV’ZV e . ( . )

NNy = gapnn

Onde esta ultima implica que o comprimento de n®* medido por um observador é unitario,

como era de se esperar.

Inserindo a 1.99 na 1.83 ficamos com

L (LZ%) = hg (nP61)" = (1) n® + h§ a6l = Vgnsl = V5 L 27 (1.103)
= %na +hgn’ =Von?, (1.104)

onde foi usada a relagao hg‘nﬁ = n®. Contraindo a ultima equagao com n, obtemos

w

Sl
—e“((s—l) +ngn” = Vogn™n® = 0,5nn" = 0,5nn" — %9, (1.105)
ngn” = nguVon® =0, (1.106)
. 1
((js_ll) _ _e—waaﬁnanﬁ 4 5‘9 (1107)

Onde a segunda equagao se anula em virtude da 1.43. Substituindo a 1.107 na 1.104,

ficamos com

. 1
hgnﬁ = Ve%n” + e “og,n’nIn® — ~On®
= wsn” + 0%sn” + e “og,n n 0"

= [w + 0% + e “on'n’hG] n® (1.108)

Vemos que 0,4 altera o moédulo e direcao do vetor posi¢ao relativa, mas nao o tri-
volume perpendicular a curva. Este tensor, portanto, corresponde a um cisalhamento do
tri-volume. O tensor w,g, por sua vez, altera somente a direcao do vetor posicao relativa,
sem alterar o comprimento de 1. Z“ e tampouco o tri-volume, correspondendo, portanto,

a uma rotac¢ao rigida do tri-volume considerado.
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A partir da 1.88, podemos obter as respectivas equacgoes para cada uma das partes

irredutiveis da matriz V3. Estas se encontram como sendo

. 1
0 — wagwo‘ﬁ + aagaaﬁ + 56’2 — Vu® = Raguauﬁ ; (1.109)

. w —w . 2
e“hlh% (e‘“wy(g) —e h;hng (e uy]) + 2W[ay 07 g + gw(w@ =0; (1.110)

o1 2 1
e“hlh% (e‘“aws) +§ha5 (W — UWO‘“’)+wmw”5+amavg+§aa59+ ghagRWu“u”%—
1 : w 0 —w . —w YW ' 4
+ ghagvuu“ — e“hlhgV s (e “v)) + (e ua) (e uﬁ) = Roypsuu’ . (1.111)
Apenas para constar, mostraremos os resultados analogos quando se considera o caso

mais geral da geometria de Weyl com um vetor tangente as curvas, V¢, com modulo

unitdrio, tal como o usado na 1.95. As B.12, 1.87 e 1.88, ficam, respectivamente,

D D . .. .
Lo (J_EJ_ZO‘) = hgh) [R%V”V‘S + WV VP 1 VW, | 27 (1.112)
LB (LB e S hews (V) 2+ ve v 2 1.113
Dr \FDr ") = hehs (Vi) 27+ VEve 27 (1.113)
hgh (VOg) + VOV, = hgR) VOV — h3R)VAVE + hghVAVP — hh)VPwy = 0.

(1.114)

Novamente, esta tltima equacao se trata de uma identidade e, portanto, espera-se
que todos os seus termos contendo w, se cancelem identicamente. De fato, isto pode ser
verificado ao se considerar as partes antissimétrica, simétrica sem traco e o trago desta

equacao. Estas se encontram como sendo

X 1 A A2 ~
0 + 60567 — Dap® + 592 — VoV = RogVoV? (1.115)

o A2 2 ~
h1h% was — hRLAGV sVa) + 2000y 67 5 + S@agb = 0; (1.116)
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a 1 L A . L 2.
hgéh% Oy + ghaﬁ (" — 6,,6M") + Wy W g+ Gary 67 g + gaagﬁ—l—

1 ~ 1 N A~ 2 S0 ~
+ 3hapRu VIVY 4 hapV V" = hIhGV (V) + VoV = Rayas VIV . (1.117)

Exatamente as expressoes ja conhecidas para a geometria riemanniana. Nelas, nao aparece
nenhum termo contendo o campo vetorial de Weyl. Sendo estas, entao, as expressoes para
uma congruéncia de curvas em Riemann, podemos verificar que, de fato, as encontradas
para o caso do WIST, 1.109, 1.110 e 1.111, correspondem a estas acima substituindo a

métrica delas pela nossa gns definida em 1.65.
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2 Formulacao variacional

Uma vez apresentada a motivagao para se tratar a gravitagao no contexto da geometria
diferencial, bem como introduzidos os correspondentes objetos matematicos, passamos
para a questao de se estabelecer sua formulacao variacional de modo a obter a dinamica
para os objetos geométricos recém introduzidos de acordo com o contetido energético
considerado. As agoes que fornecem uma geometria em WIST e a dinamica das particulas
teste ja sdo muito bem conhecidas e podem ser encontradas em diversas referéncias (7-20).
Porém, a forma especifica para o acoplamento dos objetos geométricos, em particular, o
campo escalar de Weyl, com o contetido energético, sempre foi arbitrario e, diferentemente
de qualquer outro ja usado, iremos postular um de modo que a simetria presente na
descricao deste tipo de geometria seja preservada. Com isso, teremos uma simetria de

calibre inédita nas teorias da gravitacao.

2.1 Acoes para a geometria e particulas teste

As equagoes de Einstein 1.33 em WIST para o vacuo sao facilmente obtidas efetuando-

se uma variacao a Palatini (11) da agao

S = /e_wR\/—_gd4x, (2.1)

em que a métrica e a conexao sao tratadas como campos independentes. A variacao da
conexao da precisamente a 1.40 com a condigao w, = d,w, o que é necessario e suficiente

para garantir que estamos em WIST. As variacoes da métrica e w dao, respectivamente:
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Vemos que a variagao de w dd uma equacao redundante, uma vez que a 2.3 é a mesma que o
trago da 2.2. Tal igualdade implica numa liberdade para uma das fungoes a se determinar
e decorre da simetria de calibre da teoria, que admite solugoes a menos de uma funcao
arbitraria. Isto ficara claro mais adiante, quando estabeleceremos o acoplamento com

outros campos fisicos.

Para que uma particula teste de massa m obedeca a equagao da geodésica 1.47,

devemos ter sua agao dada por (14)

. T a2
5, = / om / \/e—“gu,,d—zs B (0 2(s)) ds's. (2.4)

Esta nada mais é do que a acao equivalente da RG com a métrica efetiva no lugar
da usual. Desta forma, é natural que a equacao resultante tenha a mesma dependéncia
em g,, que a da relatividade geral tem em g,, e, com isso, ficamos com a equagao da
geodésica em WIST.

2.2 Acoplamento com outros campos

Tendo introduzidas as formulacoes variacionais para a geometria e trajetorias das
particulas teste no vacuo, devemos estabelecer agora como um dado contetido energético
se acopla com os objetos geométricos de modo a produzir alteragoes na curvatura do
espaco-tempo. Para isso, vejamos primeiramente como a simetria de calibre se manifesta
nas lagrangianas introduzidas acima. Estas resultam numa conexao dada pela 1.40 com

0 campo w, satisfazendo a 1.60.

Considerando-se a métrica efetiva, nao é dificil perceber que a conexao em WIST pode

ser escrita como

1 on o - . .
5y = 597 (Gsgox + 0390 — Oy - (2.5)
Como ja foi observado anteriormente, temos uma conexao métrica para g3, onde o campo
escalar de Weyl e a métrica sempre aparecem como na métrica efetiva. Desta forma, basta
verificar que esta é invariante de calibre para concluirmos, de imediato, que a geometria

também é.

Uma vez que a conexao ¢ invariante, podemos notar da 1.22 que o tensor de Riemann

também serd, assim como o tensor de Ricci definido em 1.26. O escalar de Ricci, por sua
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vez, se escreve Cco1no

R=g"R, — §"R, =e¢"g"R, =¢"R, (2.6)

nao sendo, portanto, invariante de calibre. No entanto, o tensor de Einstein, por sua vez,

apresenta a mesma invariancia da geometria, pois

1 1
G =R, — §gWR — R, — §eAgWe_AR =G . (2.7)

De fato, este pode ser reescrito como

1 (0% 1 —Ww w 1 ~ ~Q,
G,uu = R;w - §g,uug ﬁRaﬁ = R,uu - 56 9wt g ﬁRaﬁ = R,uu - ig;u/g BRan (28)
e vemos que, assim como a conexao e os tensores de Riemann e Ricci, o de Einstein

também se escreve somente em termos da métrica efetiva, expondo sua invariancia de

modo mais evidente.

O mesmo ocorre com a equacao da geodésica que, em WIST, se escreve como

d2x5+ 5 d:co‘dx“*_ld:cﬁin _ da da” (2.9)
do? “do do 2 do do i do do |’ ’
N Y d?xP dz® dz”
do® = dr* = g, da"ds” = = + ng?? = (2.10)

Vemos que o tempo préprio, ja dito invariante, escreve-se em termos de w e g,, através
da métrica efetiva e resulta numa equacao também invariante para as geodésicas, onde,

novamente, a métrica e o campo escalar w aparecem sempre como gy, .

Tendo reconhecido que estes campos geométricos sempre aparecem desta forma nas
equagoes dinamicas 2.2, 2.3, 2.5 e 2.10, assim como no tempo préprio, e que anulando
o campo escalar w recaimos na RG, percebemos que as equacoes obtidas nada mais sao
do que as do caso riemanniano com a métrica efetiva no lugar da usual. De fato, como
ja mencionado, podemos usar a transformacao de calibre para anular o campo escalar
geométrico e passarmos para a gravitacao de Einstein com a métrica transformada g,, =

g dando as mesmas expressoes acima, as quais sao equivalentes a qualquer calibre.

Esta simetria nas equagoes deve estar presente nas lagrangianas consideradas e, pelo
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que foi dito acima, devemos esperar que elas nao passam das usadas na RG com a subs-
tituicao da métrica usual pela efetiva. No caso da lagrangiana das particulas teste, isto é
evidente. Para a 2.1, notemos, primeiro, que o determinante da métrica efetiva § = e g

e, com isso, esta acao fica

S = / e Y Ry/—gd'r = / g Re” 0/ —gd's = / 3" R/ —gd'z . (2.11)

Temos, assim, a acao de Einstein-Hilbert escrita com a métrica efetiva no lugar da usual,’
justificando a simetria das equagoes decorrentes do principio variacional, bem como a

semelhanca destas com as da relatividade geral com g,, no lugar de g, .

Feitas estas observacoes, fica bastante claro o acoplamento que iremos postular. Para
nossa reformulacao da gravitacao de Einstein no contexto das geometrias de Weyl, toma-
mos as lagrangianas da RG e fazemos a substituicao da métrica usual pela efetiva onde

quer que ela apareca.? Isto é, nossa acao se escreve como

S:/[R(g“”, 8 )+ LG, )] V—gd'z, (2.12)

onde L (g",...)\/—g é a lagrangiana de um sistema fisico tal que £ (¢"”,...)\/—g é a sua

equivalente da relatividade geral.

Esta teoria é manifestamente invariante de calibre e, consequentemente, suas solugoes
sao determinadas a menos de uma funcgao arbitraria. Como dito anteriormente, esta
arbitrariedade resulta numa liberdade para uma das fungoes a se determinar e decorre de

uma redundancia nas equacoes cuja origem ficara evidente no que segue.

Apliquemos o principio de Hamilton na acao acima: a variacao da conexao nos da

WIST. A variacao com respeito a métrica da:

5S 08 65*° i i _
= = YN+ T (G, )] e/ 5 =
Sg — 558 sgr — Cm(8") + T (g, )] "/ =g =0

= Guw(3") =-Tuw(d",..) (2.13)

R(g") =T(g"",...), (2.14)

Lembrando que estamos adotando o procedimento variacional de Palatini, onde a conexdo é tratada
como um campo independente.

2 Apresentamos este acoplamento primeiramente na IV Reunido Anual do ICRA (64) e, em seguida,
no 8th Alexander Friedmann International Seminar on Gravitation and Cosmology (65), ocasido em que
C. Romero, coincidentemente, também o apresentou da mesma forma (66, 67).
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onde definimos

1 6[L(g"™,..)vV=7]

T.(3",...) = = — , 2.15
H ( ) \/_—g 5905 ( )
T=g"T,,; (2.16)
variando w, temos:
05 0S ogh” . _ =
— = = V4T, (5", ..)] e g™/ —g =

S~ g b w8 F Tulg g =g

= R(@")=T(G",..), (2.17)

que éigual a 2.14. Com isso, temos mais fungoes a determinar do que equagoes e, portanto,

uma indeterminagao nas solugoes.

Apesar disto, nao devemos esperar que os observadores sejam capazes de distinguir
diferentes solucgoes, pois isto representaria uma sensibilidade em relagao ao calibre esco-
lhido. De fato, se temos seus instrumentos de medida caracterizando o espago-tempo
através da métrica efetiva, que é invariante de calibre, o observador serd indiferente as
diversas solugoes possiveis, pois esta é bem determinada através da 2.13, que nada mais

é do que a equagao de Einstein para a métrica efetiva.

Nossa teoria foi construida, em tltima analise, como uma reformulagao da relatividade
geral em Weyl dotada de uma simetria de calibre introduzida a partir da substituicao da
métrica usual pela efetiva. Tal substituicao nao passa de uma transformacao conforme
da métrica da relatividade geral e, pelo que estamos sugerindo, nao deve trazer nenhuma
alteracao nos resultados da teoria. Esta métrica transformada, todavia, esta sujeita as
mesmas equagoes dinamicas da anterior e é ela que deve fornecer os mesmos resultados
anteriores a transformacao. A liberdade que temos apés a determinacao da métrica efetiva
é somente através da transformagao de calibre 1.67 que consiste, além numa transformacao

conforme, numa outra no campo w que, justamente, compensa a da métrica.

Como discutido por Bekenstein e Meisels na Ref. 23, desde que Dirac (24) levantou a
questao sobre a constante gravitacional ser ou nao, de fato, uma constante, este problema
tem sido um desafio para a fisica tedrica. Porém, eles argumentam que isto pode ser solu-
cionado levando-se em conta o principio de que todas as equagoes fundamentais da fisica

devem ser invariantes por transformagoes locais de escala. Principio este primeiramente



o8

proposto por Weyl (5) e Hoyle e Narlikar (21, 22). Portanto, é de um grande interesse
tedrico que se obtenha uma versao invariante conforme da gravitacao. E, embora tenha
havido algumas tentativas, nenhuma formulou a teoria em termos da geometria de Weyl

onde a transformacao de simetria ganha essa nova interpretacao.

Nesse formalismo, podemos, ainda, incorporar os casos de acoplamento nao-minimo
considerados na Ref. 68. Nestes, considera-se o tensor eletromagnético, F),,, a partir do
qual se constroi a lagrangiana para o eletromagnetismo, acoplado com a curvatura através
das seguintes possibilidades, no contexto das geometrias riemannianas: R,g.sF*?F,
RopF ‘”F,YB e RF*F,5. Antes de fazer a passagem para o nosso formalismo, devemos

observar que o tensor eletromagnético se escreve como

Fop = 0aAs — 03Aq = —Fga (2.18)

onde o campo fundamental A, é o potencial eletromagnético e nao possui relagao com os

objetos geométricos. Desta forma, F,3 é invariante de calibre, enquanto que

Ef=¢"F, — e*Ff, F¥P=g¢g¢"F; — e F. (2.19)

Vemos que os acoplamentos citados, quando inseridos na agao e escritos explicitamente

em termos da métrica, devem passar para o nosso formalismo como

S= / (7" Ry + Gor 3,555 Fpoeg ™ 3% Fuw + Ragg™ 3" Fuu§™ Fya+
+3" Ry GG FaxpFog + L(3", ...)] /—gd'z =
= / [6“R + € Rop s F*PF" + e RogFF,” + e* RF*PF o5+

+e 2 L(G",...)] V=gd'z. (2.20)

Esta, sendo escrita somente em termos de quantidades invariantes, assim também deverd
ser, bem como qualquer outra equacao decorrente do principio variacional. Os termos
usuais relativos ao acoplamento minimo do eletromagnetismo, inclusive na presenca de

fontes, estao contidos em L e serao tratados no préximo capitulo.

Tendo postulado o acoplamento com os demais campos fisicos preservando a simetria

de calibre da geometria, obtemos uma teoria que admite um funcao, A(z*), arbitraria que,
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por sua vez, nao deve trazer nenhuma alteracao nos observaveis quando comparados com
a formulacao riemanniana. Portanto, a indeterminacao existente no sistema de equagoes
nao deve ser preocupante se tivermos caracterizadas adequadamente, de acordo com esta

simetria, as observagoes ou medidas feitas.

Antes de partir para a caracterizagao destas, consideremos o exemplo da préxima se¢ao
que consiste numa solucao para o vacuo exibindo explicitamente a liberdade mencionada
para alguma das funcgoes envolvidas. A definicao de tempo proprio que fizemos serd
definitivamente consolidada ao impormos que a solucao obtida deve ser invariante e dar

os mesmos resultados da ja conhecida solugao do caso equivalente riemanniano.

2.3 Vacuo estatico e esférico-simétrico

Vamos considerar o vacuo, descrito pela acao 2.1, e resolver suas equacoes para uma

métrica estatica com simetria esférica. Substituindo a 1.57 em WIST na 2.2, ficamos com

. - 1 1 A
G = V,0,w + §8Hw8,,w + G (Za%aaw — Dw) (2.21)

onde Ow = g‘“’@u&,w é o d’Alembertiano em Riemann do campo w. A equacao 2.3,

depois de substituir a 1.56 em WIST fornece

R=30w— ga%aaw, (2.22)

que, como ja foi dito, obtém-se do traco da 2.21.

Para a simetria em questao, temos a métrica e o campo escalar de Weyl dados por

dr?
2 _ 220  AT7 om0 2 2p 2
ds® = A(r)cdt B0 r*df* — r*sen” Odyp” (2.23)
w=uw(r), (2.24)

onde passamos a escrever explicitamente a velocidade da luz, c.

Dada a redundancia nas equagoes, temos apenas duas delas independentes, apesar
das trés fungoes envolvidas. Tomemos, entao, as equagoes Goo = 0 e G1; = 0 dadas,

respectivamente, por



60

B 1 1 1B, 2 1

/ " "2
= - 4 - - - — 2.25
B 2B gpd T o (2:29)
A1 1 1A, 2 3, .,
S S S U B 2.26
rB_l—r?B 72 2Aw T —|—4(w) ’ ( )
_ dF

onde, para uma fungao F'(r) qualquer, F’' = %-.

Temos, para esse sistema, a seguinte solucao escrita em termos da funcao arbitraria

B = B(r), que reflete a simetria de calibre da teoria:

w = gln (r8%) +InCs, (2.27)
A=CCy (rﬁ2)§ —26%, (2.28)

L 0 [ac )t - 2]
= 0102 (Tﬁ2)§ [7’ (52)/ . 252]2 .

(2.29)

Esta solucao é especialmente interessante pois evidencia de forma inequivoca a ne-
cessidade de se definir o tempo proprio como na 1.64, resultando na métrica efetiva 1.65
para o observador que faz medidas nesse espago-tempo. Para vermos isso, calculemos as
velocidades das dérbitas circulares das particulas teste que seguem geodésicas na geometria

descrita por essa solugao.

Consideremos, primeiramente, a parametrizacao usual da RG e que a geometria ca-
racterizada pelos instrumentos de medida do observador é descrita pela propria métrica

g nao-invariante. Temos, entao, para as velocidades destas particulas,

B dz®

Ve = — V,=1. 2.
P = VoV (2.30)

A equagao da geodésica 1.47 com essa parametrizagao se escreve

1
VI,V = =V, Ve (2.31)

d?z> Lo dzt dz” —}w dot da®
ds? Wods ds 2 Mds ds

(2.32)

Considerando as coordenadas como fungoes de ¢, temos a relagao
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ds)\ 2 .2 '
(d—j) = ?A— % —720? — r?sen” 0¢? | (2.33)

onde F = dt para qualquer F. Escrevendo 4 == %%, a 2.32 fica

e 2 s hatd « y _ (% e
sdt <d8x ) * <ds) F 2 (ds) Wyl X (234)
1 /dt\* d [(ds\> 1
2 (ds) di (d_j) 3%+ 3% = I, 1" — cw,da®, (2.35)
ETl

onde o coeficiente de 2% definido acima se escreve como

—c?A'" — 35 B'r? + $ii + 7‘7"«92 + 7"2«99 +sen? 0 (rip? + r2pp) + r? sen 6 cos Hgo

T, =
A — — 1202 — 12 sen? 02
(2.36)
As quatro equagoes que definem a geodésica ficam, entao,
WA
Tic=c|—=——— )7 2.
wc=c ( 5 A) T, (2.37)

!/

B B
Tr+7r= 3 (A’02 — =2 2r0% — 2rsen? Hgbz) +

B2
B 1 -2 . 1
- 2w <A02 — % —r20* — r? sen” 9@2) - 5@'7‘2 , (2.38)

. 2 . 1 .
710+ 6 = —=70 + sen 6 cos 0p* + 5@«/7‘«9, (2.39)
T

L 2. cos @ . 1
T1g0+g0:—;rgo— on 99<p+2wrgo (2.40)

Adotando as condicGes iniciais:
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ezg, =0, 7=0 (2.41)
T = %, v=rg, (2.42)
e as equagoes 2.37-2.40 ficam:
% ~0, (2.43)
—— <A - 2_) + B2 e - w). (2.44)
6=0, (2.45)
%-@%—@:O = %-@:0. (2.46)

A 2.46 implica em ¢ = 0, concordando com a 2.43. A 2.45 diz que o movimento

permanece no plano ¢ = 7. Para o caso de uma ¢rbita circular, temos 7 = 0 e a 2.44 da:
202 v? WA-A
’ 2 12 2
Ac——r =w (A —v*) = 2= 5z (2.47)

T

Substituindo as solugoes 2.27 e 2.28, encontramos, finalmente,

— = [ (2.48)

Isto é, as velocidades das orbitas circulares de acordo com a distancia radial é comple-
tamente arbitraria nessa geometria, sendo explicitamente dependente do calibre escolhido.
Também pudera, pois consideramos uma geometria nao-invariante para o espago-tempo

dos observadores, em desacordo com o discutido até entao.

Nossa lagrangiana para o vacuo, assim como a das particulas teste, é simétrica em
relacao as transformagoes de calibre e, portanto, indiferentes a elas. Logo, nao podemos
ter um resultado dependente de uma funcao arbitraria, a menos que tenhamos definido
erroneamente nossas medidas. Elas, como ja mencionado, devem acompanhar a simetria
da teoria e serem univocamente definidas, sem nenhuma arbitrariedade. Em particular,
para este caso do vacuo estatico e esférico-simétrico, devemos recuperar os mesmos resul-

tados da ja conhecida solugao de Schwarzschild da RG, contemplada pelas transformacoes
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de calibre. Para isso, consideremos, entao, o tempo proprio adequadamente definido pela
1.64.

E importante perceber a diferenca deste parametro em relacao aos outros quanto ao
significado fisico. Este, como dissemos, esta relacionado com as medidas do observador e
caracteriza a geometria através da métrica efetiva. Isto é, as medidas feitas devem estar
relacionadas a este parametro e como se fossem obtidas com o uso de g,,. Isto é crucial
para se obter corretamente as velocidades das oérbitas circulares e, assim, consolidar a
métrica efetiva induzida pelo tempo préprio como caracterizacao adequadada do espaco-
tempo dos observadores. Portanto, é quanto ao significado fisico que se da a peculiaridade

deste parametro e isto ficara claro a seguir.

Vamos considerar que estejamos descrevendo a curva por esse tempo préprio. A

velocidade das particulas, como ja vimos, ficaria dada por

u® = % =  uu, =¥ (2.49)

d*z® dz# dx”

] a 27 77 . 2.
dr? Wodr dr 0 (2.50)
Usando a 2.23, teremos
2 —w 7.2 —w 20 dr? 2 102 2 2 2
dr* = e ¥ds* = e | A(r)cdt* — B0 — r2df° — r*sen” Ody (2.51)
r

e é nesse momento que o significado fisico do tempo préprio se faz presente. Consideremos,
por um breve momento, estas mesmas coordenadas caracterizando, novamente, o espago-

tempo. Parametrizando-as, outra vez, por t, obtemos,

2 .9 ‘
(2—1—) =e (02A — % —726? — r? sen? 9@2) : (2.52)

Desta forma, estamos, simplesmente, ignorando o fator e™ que distingue a métrica usual
da efetiva na caracterizagao do tempo proprio e preservariamos erroneamente o significado
fisico destas coordenadas como representando tempo e espago. Prosseguindo da mesma

forma, fazendo

d dtd
- 2.
dr  drdt’ (2:53)
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pode-se verificar que recairiamos no mesmo erro, obtendo, novamente, a 2.48.

Isto se deve a invariancia da equagao da geodésica 1.47 em relagao ao parametro que
descreve a curva. Neste caso, tendo ignorado o significado fisico do tempo préprio, ele
nao passou de uma reparametrizacao que, como tal, nao altera a equacao. O que deve-
mos alterar, portanto, é a interpretacao das coordenadas espaco-temporais que estamos

considerando, devendo ser levado em conta o fator e™ que faz a correcao devidamente.

Repare que a métrica efetiva 2.51 com as solugdes encontradas permanece comple-
tamente indeterminada, devido a fungao § arbitraria. Portanto, nao podemos obter ne-
nhuma conclusao a respeito do significado fisico das coordenadas ou do observador ao qual
elas correspondem. Nés nao podemos, sequer, determinar qualquer possibilidade para as
coordenadas nas quais ele se encontra. Dai a indeterminacao da velocidade das érbitas

quando medidas por esse sistema de coordenadas.

Um observador, como ja discutido, é sempre localmente inercial e, portanto, seu
sistema de coordenadas é tal que a métrica em sua posicao se da pela de Minkowski. Isto
é, a geometria caracterizada localmente por seus instrumentos de medida deve ser a plana

da relatividade especial.

Devemos, entao, obter novas coordenadas de modo que possamos interpretar seu signi-
ficado a partir da métrica efetiva. Estas, caracterizando adequadamente as medidas feitas,
nao devem trazer nenhuma alteragao em relacao as da conhecida solugao de Schwarzschild.

Para fazermos isto, notemos que a 2.27 nos da

vl

B = , (2.54)

2
3

que, substituindo nas solugoes para A(r) e B(r), resulta em

3 w
E 9%
A=Cre 25 e o - 22 | (2.55)
Cr Cer
4 (C’ngge“r - Qe%w> 4 (Cl - )
B= ) - Coc *7 (2.56)
C1CZer (w'r — 2)° Cy (w'r —2)

O tempo proprio se escreve
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—w

dr? = e A(r)c2dt* — ¢

2 w2 Q2 Q2E 2 2 2 2.
B(r)dr e “ridQ*, d df* + sen® Odp* (2.57)

onde os elementos da métrica efetiva, apds substituicao das 2.55 e 2.56, resultam em

eYA=C - (2.58)

_ L AT (2.59)

s, (2.60)
f=cCot, (2.61)

[SMIN]

-1
d7'2 = (Cl — 2§ ) Czdt2 — (Cl — 2§ ) Cl (f/dr)2 — f2d92 =
Cy7 Cy

-1
= (1 - 2G—M) cdt? — (1 - 2GM) di? — 72d0? . (2.62)
T

r cr

=3I

Recuperamos, assim, a solucao de Schwarzschild univocamente determinada em ter-
mos das novas coordenadas. A partir desta expressao, podemos, facilmente, concluir que
estas caracterizam o tempo, distancia radial e angulos de um observador que se encontra

no infinito.

Repare que tal procedimento seria impossivel de ser feito com a métrica usual 2.23.
Isto é, nao importa qual transformacao de coordenadas fosse feita, ela continuaria sempre
indeterminada e, portanto, nunca poderiamos associd-las a algum observador. Tal exem-
plo, portanto, comprova a necessidade de se considerar a métrica efetiva para caracterizar

adequadamente a geometria em questao.
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Tendo, agora, a devida interpretagao das coordenadas como representando o espaco-
tempo de um dado observador, podemos calcular as velocidades das érbitas circulares em

termos delas. Facamos, em analogia a 2.52,

dr\? 2GMY 2GMN\ ' (dr\® L, (dON?  ,  , [do\’
(5 - -5~ (-22) (&) - () s ()

(2.63)
Prosseguindo fazendo % = j—fd%- na 2.50 e definindo
dy
obtemos o resultado esperado, igual ao da relatividade geral:
GM
T

Este, poderia ser igualmente obtido fazendo a transformacao 2.60 e 2.61 na 2.48. A

partir da 2.54, temos

@ M 2 —wy? M
g == :ewclf_ - = _ oM (2.66)
C2F c3r c 4 s
GM e (rg)? w2 (do\? L, (de\® .,
— — 2 —_ — —_ — 2
T 4 (%) dt "\t v (2:67)

concordando com a 2.65.

Esta questao da interpretacao das coordenadas usadas como representando o tempo
e o espaco pode ser revertida igualmente para a solugao de Schwarzschild na prépria
relatividade geral. Para vermos isto, basta considerar as mesmas transformacoes 2.60
e 2.61 nesta solugao. Obteriamos, novamente a 2.57 e, descrevendo as coordenadas em

termos de ¢, encontrariamos outra vez a 2.48.

O cuidado com a interpretagao das coordenadas, portanto, nao é exclusividade das
geometrias de Weyl, tampouco da nossa reformulacao, e consideramos té-la esclarecido

face ao exposto.

Tendo, finalmente, formulado nossa teoria invariante de calibre com a devida caracte-

rizacao do tempo préprio induzindo uma métrica efetiva a qual descreve apropriadamente
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o espago-tempo dos observadores, podemos reforcar o acoplamento utilizado. De fato, se
para a passagem da geometria plana da relatividade especial para a curva da relatividade
geral foi feita a troca da métrica de Minkowski pela usual, assegurando as propriedades
da geometria riemanniana, no caso do WIST temos o uso da métrica efetiva igualmente
justificado, uma vez que, neste caso, é esta que garante as propriedades deste tipo de

geometria, em analogia a usual na RG.

Verificaremos, agora, a invariancia de calibre nos demais observaveis da teoria.
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3 Desvio para o vermelho

Um observavel particularmente importante da teoria é o desvio para o vermelho
(redshift), especialmente devido a sua utilidade em cosmologia. A partir deste, obtém-se
informagoes sobre as propriedades globais do universo, bem como sua evolucao. Este efeito
consiste na variacao do comprimento de uma onda eletromagnética emitida por uma fonte
ao chegar no observador. Faremos, entao, sua descrigao desde a obtencao das equagoes do
eletromagnetismo, introduzindo a éptica geométrica e definindo o comprimento de onda
a partir da solucao das equacoes de Maxwell nesse regime. Esta formulacao se verifi-
card como sendo invariante de calibre em pleno acordo com as propriedades desejadas
para os observaveis adequadamente definidos no nosso formalismo. No caso de estarmos
tratando de um modelo cosmoldgico, serda mostrado que, devido a esta invariancia de
calibre, podemos atribuir qualquer observagao de redshift inteiramente ao campo escalar

geométrico.

3.1 Eletromagnetismo invariante de calibre

Adotando o acoplamento minimo entre o campo gravitacional e o eletromagnético, a
acgao da relatividade geral para o eletromagnetismo na presenga de fontes (2) transforma-

se, no nosso formalismo, em

1 1
S = / <§Fa5g°‘“§5”Fw + QAMJ”) \/—gdir = / <§Fa5F“5 + 26‘2“AMJ”> V—gd'z.
(3.1)

O tensor eletromagnético, Figz, ja foi introduzido e se escreve em termos do potencial

eletromagnético, A,, como

Fop=VaAs — VA, = 0,45 — 054, . (3.2)
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O termo de corrente, J*, por sua vez, é dado por

At
JH = Jout = Joi

. (3.3)

onde Jy = Jp(z%) é a densidade de carga elétrica prépria, i.e., no referencial co-mével com
a fonte movendo-se com velocidade u*. Verificamos, portanto, a invariancia de calibre

deste termo.

Efetuando a variacao do potencial eletromagnético e igualando o resultado a zero,

obtemos

VpFP = —e72 o (3.4)

Nao é dificil verificar, usando a antissimetria nos indices do tensor eletromagnético, que
VaFoP = e7 %V (2 F°F) (3.5)

Vg (e F*) = —J*, (3.6)

onde a ultima vem da 3.4 e vemos que a dinamica para o potencial eletromagnético

também ¢é invariante de calibre, como era de se esperar. Isto fica bastante evidente

quando reescrevemos a 3.6 como

vﬁ (gaugﬁquj) =—-J, (37)
que é dada estritamente em termos de quantidades invariantes.
3.2 Optica geométrica
Seguindo as linhas das Refs. (69, 70), consideremos, agora, o campo eletromagnético,

F,3, como um campo teste num espaco-tempo sem carga nem corrente, sendo, assim,

solugao das equacoes de Maxwell 3.6 para o vacuo:

Vs (eF*P) =0. (3.8)
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O potencial eletromagnético A, é escolhido no calibre de Lorenz,' que no nosso forma-

lismo, escreve-se como

Vo (¥ A%) =0, (3.9)

satisfazendo a simetria de calibre da geometria.

Supomos a existéncia de solugoes do tipo

A, = g(¢)P, + termos despreziveis , (3.10)

onde g(¢) é uma fungao arbitraria da fase ¢ e varia rapidamente comparada com a am-

plitude ®,, de modo que

Ika®s > gV (5P, (3.11)

1= 99

=35 € definimos o vetor de propagac¢ao k, como

onde g
ko = Vot = 0,0 (3.12)
Vigke = Vaks. (3.13)

A partir da 3.9 e considerando as derivadas de diferentes ordens da funcao g como

linearmente independentes, devido a sua arbitrariedade, ficamos com

Vo (e9gDY) = gV, (¥ DY) + g k@ =0 VYV g, ¢ (3.14)
Va (e°®%) =V, (*°®5) =0, (3.15)
fa®® = 0. (3.16)

Substituindo, agora, a 3.10 na 3.8, ignorando os termos despreziveis e igualando no-

vamente a zero os coeficientes de ¢, ¢’ e ¢”, encontramos

IEste, refere-se ao calibre eletromagnético. Nao confundir com o geométrico, da nossa reformulaco.
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e“R3®° + ¢PVsV, (e°9%) =0, (3.17)
1

e“k’V 3P, = —5®aVs (e“k") | (3.18)

kok® =0, (3.19)

onde foram usadas as 3.15, 3.16 e 1.54.

Para o tratamento que segue, iremos usar somente esta ultima que, de acordo com a

1.44, implica em

KVska =0 . k"Vaksg =0, (3.20)

onde, para se obter a segunda equagao, usou-se a 3.13 na primeira. Esta, por sua vez,

contraindo com a métrica efetiva e considerando a 1.66, implica em

KoV (§77ky) = KoV, (e957) = ekOVok® — e*wP kak® =0 & KV k° =0. (3.21)
———
=0
Percebemos que os raios de luz seguem geodésicas nulas cujos vetores tangentes sao pa-
ralelamente transportados como se a variedade fosse riemanniana, e nao de Weyl. Porém,
isto nao compromete de modo algum a simetria de calibre da teoria. A equagao obtida

sendo zero, implica que a expressao mais a esquerda da 3.21 pode ser reescrita com um

fator e¥ e, portanto, sendo facilmente verificada como invariante.
) bl

3.3 Desvio para o vermelho

Temos, entao, para a aproximacao da Optica geométrica que os raios luminosos seguem

trajetérias cujos vetores tangentes sao nulos e obedecem a equacao da geodésica 3.21.

Esses raios possuem uma forma arbitraria dada pela funcao g e suas frequéncias, v,

sao determinadas pela taxa de variagdo no tempo da fase ¢. Temos, portanto, (58)

_de  dx* dop

como a frequéncia do raio luminoso medida por um observador com velocidade u®.
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O redshift, z, é dado pelo quanto que o comprimento de onda, A, da luz varia compa-

rado com seu valor mo momento da emissao e obtém-se a partir da relagao acima como

Ao — e AN Ao Ve o (kqu®)
1qrm o Ve (Ral), 9
. SV s WA Ve (3.23)

N
Il

[1P%)) [{P%)]

onde os indices “e” e “0” referem-se aos eventos de “emissao” e “observagao”, respec-
tivamente. Esta relacao é valida independentemente da separagao entre o emissor e o

observador e da conta tanto do redshift Doppler quanto do gravitacional.

Facamos, agora, a seguinte decomposicao de k%: consideramos um observador com
quadrivelocidade u® e tomamos n® como sendo uma projecao de k* no seu referencial,

dado por

1
¢ hgkﬁ = n'ng=—-e%, n%u, =0 (3.24)
uvk,

S
Il

k* = ugh” (e “u”+n") . (3.25)

Definido v como o parametro ao longo da geodésica nula,

dx®
kY= .2
- (3.26)
podemos calcular a variacao de u®k, num intervalo dv ao longo dela como sendo?
d (uke) = Vg (uke) KPdv = (%ua) kKB dv + ug KOV 5k dv . (3.27)
=0
Das 1.92 e 3.25, podemos reescreveé-la como
d (u®ky) = (fupn®n® + e “n%u,) (usk7)? dv . (3.28)
Da 3.23, por sua vez, temos
d\ d (u“ky,) o oo
7 = —W = — (eaﬁn ’rLB +e *n Ua) U»Ykﬁd'l}, (329)

que da a variacao do comprimento de onda ao longo de um pequeno incremento dv no

2Para o caso em que tanto o emissor quanto o observador seguem a velocidade tnica do fluido, u®.
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parametro que descreve o raio luminoso.

Como discutido anteriormente, nenhuma observacao deve ser dependente do calibre
escolhido. Portanto, iremos verificar, agora, a invariancia dos objetos que caracterizam o
redshift sob a transformagcao 1.67. Vemos que as seguintes quantidades, a partir das suas

definic¢oes, transformam-se como

dr = e g, datda” — dr, (3.30)

d a
w=2 e S Uy = Gapu” — Mg, (3.31)

dt

0

ko = @w ko oo kY =g%ky — ek (3.32)

ox®

Assim, temos

ke — u%ky, UK® — u k”, (3.33)

e confirmamos a invariancia da 3.23. Para a equacgao 3.29 temos

4 =05 —e“utug >Ry . hag = € hag , W — e R (3.34)
1
n® = (mky)hgkﬁ —e M ng = ng, (3.35)

e seus diferentes termos sao transformados como

Oasn®n’ = n*nVous — e nn’V, (efug) = e Magnn” (3.36)

w —A

Ugn®e ™  — e tuune . (3.37)

Dada a 3.33, resta apenas determinar a transformacao de dv, que se obtém a partir da

3.26:

=" et o dv—etdu. (3.38)

Temos, entao,
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— = — (Bagn®n”® + e n%y) u kdv —
B gl

d\
— — (e Mapnn’ + e e N, ) u kel do = 3 (3.39)

mostrando que a liberdade de calibre da nossa teoria permanece no redshift.

3.4 Invariancia de calibre em modelos cosmolégicos

Tomemos o modelo de Friedmann para as trés curvaturas possiveis descrito no calibre

de Finstein do nosso formalismo, i.e., com w = 0:

dr* = ds® = dn’ — a*(n) [dp* + f*(p)d?] , (3.40)

onde f(p) é igual a sen(p), p ou senh(p) para os casos esférico, plano e hiperbdlico,
respectivamente. O redshift pode ser calculado da 3.23 ou 3.29, onde as velocidades do

observador e emissor sao ambas iguais a

u® = (1,0,0,0). (3.41)

Agora, para k“, temos, nos trés modelos,

«_ 1 1 _ b a
K= (s 0.0) & ko= o (1, Fa(n), 0,0) (3.42)
a_ 1 Y — a(no)
kou® = e = 1+ ) (3.43)

Esta expressao também pode ser obtida de 3.29, uma vez que temos nela

1 da(n) .
Oognn’ = ——— ., Uy =0, ukVdv=u.dx’ =dn, 3.44
B a<n) dn ol ol n ( )
e a equacao fica
d\ 1 da(n) Ao a(no)
— = dn = d(ln))=d(lna) .. 1+z=—= ) 3.45
N Tl g = Ay =ding A ) O
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Entretanto, sendo a métrica 3.40 conformalmente plana e, de acordo com o teorema de
Weyl-Schouten, podemos efetuar transformacoes de coordenadas de modo a reescreve-la
como ds* = e‘An“,,d:c“dx” (veja o apéndice C). Feito isso, podemos realizar a trans-
formacao 1.67 e ficarmos, entao, com uma geometria de Weyl onde g,, = 7,,, w = A e
termos a mesma expressao para o redshift. Isto é, temos agora a possibilidade de que as
observagoes de redshift sejam atribuidas ao campo w de uma geometria de Weyl no espaco
de Minkowski, nao mais indicando uma curvatura ou evolugao para a métrica, assim como
também poderiamos fazer algo intermedidrio, i.e., uma transformacao de calibre que desse

w # 0 e g # 1 preservando igualmente os resultados.

Tal conclusao encontra-se em nossa publicagao (65) e concorda com o indicado pelas
Refs. 67 e 71.
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4  Termodinamica em WIST

No capitulo anterior, mostramos como o campo escalar geométrico pode estar asso-
ciado ou, até mesmo, ser inteiramente responsavel pelo redshift cosmolégico. Uma vez
que este relaciona-se com o fator de escala que, por sua vez, é caracterizado por um
tensor momento-energia através das equacoes de Einstein, tal fato permite atribuir um

significado fisico ao fator conforme da métrica efetiva.

Faremos neste capitulo, portanto, a caracterizagao do tensor momento-energia quanto
ao seu regime termodinamico e nos restringiremos aos modelos cosmolégicos. Apresenta-
remos o caso dos fluidos perfeitos na relatividade geral e mostraremos como a consideracao
de um novo campo w pode fazer a passagem entre geometrias que correspondem a fluidos
completamente diferentes. De fato, sera mostrado que as solugoes obtidas podem até

deixar de representar um universo satisfazendo o principio cosmolégico.

4.1 Formulacao invariante de calibre

Nesta secao sera desenvolvida uma formulacao invariante de calibre para a termo-
dinamica contemplando processos dissipativos. O tratamento é analogo ao feito na rela-

tividade geral que pode ser encontrado nas referéncias 72 e 73.

Consideremos, por simplicidade, um tensor momento-energia descrevendo um fluido
simples, cujo estado é determinado pela sua velocidade, u®, o nimero de particulas por
unidade de volume, n, e a energia interna especifica (74, 75). Iremos supor que o fluido em
questao encontra-se ligeiramente desviado do equilibrio devido a perturbacoes no espaco-
tempo. Estas, por sua vez, provocam o surgimento de termos dissipativos coexistindo
com os de equilibrio termodinamico. Seja, entao, a decomposigao deste tensor momento-

energia em suas partes irredutiveis:

—2

T = pe”*“uyu, — Phyy, + €72 (quuy + quuy,) + 7, (4.1)
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onde

p=T,utu", (4.2)
1 v
P = =Tl (4.3)
Gu = huP Ty, (4.4)
1
Tow = BERTop — ghwho‘BTQB. (4.5)

Seus diferentes termos sao denotados e interpretados como densidade total de energia,
p, pressao total, P, fluro de calor, q,, e pressao anisotrdpica, m,,. Percebemos que os
dois 1ltimos termos acima sao ortogonais a velocidade do fluido. Portanto, com excecao
do primeiro termo da decomposicao 4.1, todos os outros se anulam quando contraidos

com uMu”.

Vejamos como eles se comportam frente as transformagoes de calibre. Primeiramente,

notemos que o tensor momento-energia 2.15 transforma-se das seguintes maneiras:

T = Ty o TH— e™TH TH — e 2Am (4.6)

Portanto, a partir das 4.2-4.5 e considerando as transformagoes 3.31, para a velocidade,

e 3.34, para hj, temos

p=p, (4.7)

P—epP, (4.8)

QGu = q . ¢ — e Mgt (4.9)

T = T 0. wh e haht v em g (4.10)

Para a separacao em partes de equilibrio, TW, e fora do equilibrio (ou dissipativa),
AT, , iremos considerar que esta ultima nao contribui para a densidade de energia, en-
quanto o mesmo ja nao ocorre com a pressao total. Esta é considerada como resultado
de uma pressao isotropica, p, dada no equilibrio, e uma viscosidade volumar, 7, surgindo
como termo dissipativo de acordo com o regime termodinamico do fluido e, portanto,

independente de p. A pressao total é, entao, dada por
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P=p—m. (4.11)

Dada a possibilidade de existéncia da pressao isotropica mesmo na auseéncia de viscosidade

volumar, podemos concluir que cada uma delas transforma-se como a pressao total, i.e.,

p—etp, m—etr. (4.12)

Feito isso, escrevemos as partes de equilibrio e dissipativa do tensor momento-energia

CcOo1mo

TW = pe_2wuuuy —phu (4.13)
AT, = e (quuy + quy,) + Thy + T4, (4.14)

Ty = Ty + AT, . (4.15)

Podemos verificar a partir da 4.14, que, de fato,

u'u” AT, =0, (4.16)
concordando com a consideracao feita de que este termo nao contribui para a densidade
total de energia.

Nesta descri¢ao, temos duas possibilidades para a escolha da velocidade do fluido (73).
Na primeira, ela representa um referencial co-mével com o fluxo de energia, chamado de
referencial de Landau (74). Nele, ndo héd componente espacial para este fluxo e, portanto,
qu € zero. Para a outra possibilidade, a velocidade corresponde a um referencial co-mdvel

com o fluxo de particulas, conhecido como referencial de Eckart (76).

Seja, entao, este fluxo escrito na presenga de termos dissipativos como (73)

N* = nut + AN* . (4.17)

Definimos o niimero de particulas por unidade de volume através de

n=e “Ntu,. (4.18)
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Substituindo a 4.17 nesta e lembrando que u®u, = e*, obtemos

AN#u, = 0. (4.19)

Como a velocidade considerada representa um referencial co-mével com o fluxo de

particulas, nao devemos ter projecao deste no espaco perpendicular a u®, i.e.,

NHRS =0 (4.20)
ANPRS =0, (4.21)

onde esta veio da substituicao da 4.17 na 4.20. Considerando, agora, a 4.19 nesta tltima,

temos

AN"RS = AN® — e“uAN*u, = AN® =0, (4.22)

Caracterizamos, assim, o referencial de Eckart, o qual iremos adotar daqui por diante,

como sendo aquele em que, além da 4.16, temos

N* = nut . (4.23)

Consideremos, agora, a equacao de Einstein 2.13 na 1.70 e levemos em conta a ex-

pressao 4.15. Teremos, assim,

V, (e¥TH) = =V, (2 AT™) . (4.24)

Calculemos o lado esquerdo desta equacao:

V. (esz‘“’) =V, [ezw (pe‘zwuuu,, — phw)} =V, (pu“u” — peQwh’“’) =
= pu' + pit" + putV,u” — (O,p) €W — pV, (€*g") +pV, (e“utu”) =
2w g
—=e“Yghtlw,

= put + pit + putV, u” — (9,p) 2R — pe*wh + peutu’w,+

+ pe“ it 4+ peutV u” . (4.25)
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Contraindo com u,,, obtemos:

u,V, (e2wT“”) = e“p + pu, it + e pV, u” + peu, it + pe* V, ub =
=e“p+ (p+€e“p) (u, 0" + e*Vou") , (4.26)

sendo que, pela B.2,

uyut = u'u,Vyut =0. (4.27)

Substituindo a 1.94, temos, finalmente,

u, Vv, (e*T") = e [p+ (p+¢“p) b . (4.28)

Através da 4.24, esta, por sua vez, implica em

p+ (p+ep) =—e“u,V, (e ATH) . (4.29)

A partir da 4.23, definimos a taxa de criacao de particulas, 1, como (77-79)

Y=V, N'=n+nl = 9:—ﬁ+% (4.30)
n
p—(p+e“p) % + (p+€“p) % = —e“u,V, (e AT") . (4.31)

De modo a preservar a invariancia da teoria sob transformagoes de calibre, vamos

considerar que o numero de particulas nao é alterado por uma transformacao desse tipo.

Tomemos, agora, a equagao de Gibbs:

Tds = %dp +(p+p)d (%) . (4.32)

Nela, s = s(2, %) é a entropia por particula (80) e vemos, pela sua dependéncia, que é

invariante de calibre.

Quando estamos no contexto das geometrias de Riemann, na relatividade geral, a

pressao de equilibrio, p, usada nesta expressao é a mesma que se obtém da decomposicao
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analoga feita para o tensor momento-energia. Portanto, na nossa teoria, iremos considerar
a expressao para a pressao isotropica no calibre de Einstein, em que w = 0, em seu lugar.
Pela 4.12, teremos, com isso, p = e“p e a equacao de Gibbs se escreve, no nosso formalismo,

CcOo1mo

1 dn
Tds = ~dp — “p)— 4,
s=—dp—(p+ep) 3 (4.33)
1 0
Té=—p— wp) 4.34
$=p (p+e p)n2 (4.34)

Tal escolha, invariante de calibre, além de estar de acordo com todo o formalismo de-
senvolvido até aqui, é respaldada pela equagao da continuidade 4.29. Vemos, que o lado
direito da 4.33 ¢é igualmente invariante, levando a concluir que T'ds e, consequentemente,

T também devem ser da mesma forma.

Substituindo, agora, a 4.34 na 4.31, ficamos com

Tns+ (p+€“p) Y —e“u,V, (e AT™) . (4.35)
n
A partir da relacao
1 w
Ts=_—(p+ep)—p, (4.36)

que leva a concluir que o potencial quimico p (81) também é invariante, calculamos

TV, (nsu”) =Tns+ Tsy =Tns+ (p+ e“p) % — Y. (4.37)

Com essa expressao, a 4.35 fica:

V. (nsu”) + %uuvy (e ATH) = —% (4.38)
= V, (nsu” + %u“AT‘“’) — e ATHV, (%uu) = —% : (4.39)

Definindo o vetor corrente de entropia, s*, e o vetor 3, como
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w

st = nsut + %u,,AT‘“’ : (4.40)
6—0.1
B = T n (4.41)
temos
Vst = ATV, 6, — % = (4.42)
v 1
— %ATW <_uuw,, +Vyu, — Tu,ﬁyT) - % ) (4.43)

A partir das 1.92, podemos obter

1
Vou, = oy, + §9hw + wy + e YUty + uuw, — e Y uuuw, (4.44)

e, com ela, a equagao 4.43 fica:

1 1 1
V,s* = TAT‘“’ le“’ <JW + gﬁhw — Tuua,,T) + iy, — uyuuuawa} — % . (4.45)
Usando a 4.14 obtemos a lei de balango da entropia:
o | ow™  Om o\ G (e
Vst =e {“T + - (0,1 — e “Tu,) ﬁ} -7 (4.46)

onde a fonte de entropia (lado direito) provoca uma diferenca entre a que entra e sai (lado

esquerdo) de um determinado volume infinitesimal.

A partir de agora, iremos considerar ¢ = 0. Assim, para garantir a positividade da

variagao da entropia, devemos ter (72):

Tpy = N0 pw (447)
T =h, (4.48)
qu = xhy (0uT — e “Tuy,) , (4.49)

onde definimos os coeficientes de viscosidade de distor¢ao, n, viscosidade volumar, (, e
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condutividade térmica, x. Estas relacoes devem ser satisfeitas independentemente dos
valores das diferentes quantidades que aparecem nelas e, assim, a 4.46, finalmente, se

escreve

v,uS“ = e¥ L‘uﬂrwj 7T_2 _ q“qu
nT’ (T XT?

(4.50)

Para finalizar, notemos que, caso o campo de velocidades seja tal que o vetor 3,

definido acima seja um vetor de Killing da geometria, i.e.,

VB =0, (4.51)

nao teremos divergéncia do fluxo de entropia, pois a 4.42 ficaria

Vusu = €2WATMVVVBM = e2wAT/WV(V 5#) =0. (452)

Uma vez que reformulamos a termodinamica em relatividade geral no contexto das
geometrias em WIST de acordo com sua simetria de calibre e caracterizamos o regime
termodinamico do fluido em questao, podemos passar para a questao de determinar qual
fluido um particular campo escalar geométrico pode representar. Ou ainda, como dife-

rentes campos w podem caracterizar diferentes situacoes fisicas.

Na préxima secao, iremos apresentar modelos cosmologicos descritos pelos chamados
fluidos perfeitos no calibre de Einstein. Sem efetuar nenhuma transformacao de calibre,
iremos substituir o campo escalar geométrico por um diferente de zero, de modo a in-
vestigar as possiveis alteracoes que ele pode provocar no fluido. Os resultados disso, por
sua vez, quando no calibre de Einstein, podem, entao, ser considerados novas solugoes da

relatividade geral.

4.2 Modelo cosmoldgico de FLRW em Riemann

Tomemos o modelo cosmoldgico de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
da relatividade geral. Nela, o principio cosmolégico de homogeneidade e isotropia do

espago-tempo é representado pela métrica obtida através do intervalo (82)

2

1 —er?

ds* = dt* — a*(t) + 1% (d6? + sen® 6dp?) | (4.53)
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onde € vale —1, 0 ou 1 para os casos de secao espacial hiperbdlica, plana ou esférica,
respectivamente.

Restringindo-nos, apenas por simplicidade, ao caso de secao plana, o intervalo pode

ser reescrito em coordenadas cartesianas como

ds® = dt* — a*(t) (da® + dy® + d=?) . (4.54)

Como estamos, neste momento, numa geometria riemanniana, devemos utilizar os
resultados obtidos até agora considerando w = 0. Desta forma, as equagoes de Einstein

Se resumein a

. 2
GO= -3 (g) _— (4.55)
. A
Gi=—2-— (=) ==T0 (i=1,2,3). 4.
=2t (4) =t -1.29) (450

que mostram que o tensor momento-energia deve ser diagonal. Novamente, estamos sendo
redundantes ao usar o circunflexo, que esta colocado apenas para reforcar a ideia de que

estamos considerando uma geometria riemanniana.

Tendo como campo de velocidades

VhE=¢" o V, =6 - VHV, =1, 4.57
0 H 7 H

a decomposicao 4.1 quando substituida nas 4.55 e 4.56 resultam em

. 2
a
3 - =9; 4.58
(%) =» (458)
i (a\’
2— + —) =—-P, (4.59)
a a

0 que, por sua vez, mostra que apenas a densidade de energia e a pressao total sao

diferentes de zero.

Vamos considerar que o fluido estd em equilibrio termodinamico e, portanto, uma

auséncia de fontes de entropia. Logo, devemos ter
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o - 1
Vs = ATV, B,y =0, B = TV;H (4.60)
que € satisfeita para uma das alternativas:
ATH =0, (4.61)
v 1 L 0
Vb =57 |09 — 7 (620,T +6,0,T)| =0. (4.62)

Porém, pode-se verificar que a segunda sé é verdadeira se, e somente se, T' e a(t) forem
constantes. O que nao representa uma situagao aceitavel. Concluimos, entao, que a
consideracao feita requer a auséncia de termos fora do equilibrio no tensor momento-

energia e, consequentemente, teremos P = p.

Consideraremos também uma equacao de estado para o fluido do tipo

p=Xp, <1, (4.63)

onde a imposicao sobre o fator A vem da exigéncia de que a velocidade do som nesse fluido

nao exceda a da luz (82):

VZ:= (@) <1. (4.64)
9p ) s—cte.

Substituindo a equagao de estado 4.63 nas 4.58 e 4.59, encontramos as solugoes

N . 2
a(t) =apt", N= 307D (A #—1), (4.65)

a(t) = agexp (\/?LL) (A=-1). (4.66)

Onde ay e A sdo constantes arbitrarias. As expressoes para p e p, entao, ficam

P S (Z£-1), (4.67)

—p=p=A (A=-1). (4.68)
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Sobre a nao existéncia de termos fora do equilibrio no tensor momento-energia decor-
rente da hipotese de equilibrio termodinamico, devemos notar que as 4.47-4.49 continuam
validas. Sendo as quantidades cineméticas para o campo de velocidades considerado, nesta

geometria, dadas por

. SN (N #£ 1)
0= t , O =W, =0, 4.69
{ G (4.69)
V,=0, (4.70)
devemos ter, entao,

Ty =0 =16,, =0, (4.71)

X 3Nt (AN#£ -1
re0=ched (A7 -1 (=0, (4.72)

(V3N (A=-1)
%:O:Xﬁﬂ%T—T@Q:X<Qﬁﬂ s T=T@). (4.73)

Vemos que as 4.71 e 4.73 nao determinam 7 nem y enquanto que a 4.72 implica que
a hipotese de equilibrio termodinamico equivale a considerar que o fluido tenha ¢ = 0.

Mais ainda, no caso em que A = —1, o tensor momento-energia se escreve como

T,uu = AV;LVV + Ahuu = Aguu ) (474)

cuja decomposicao é a mesma para qualquer campo de velocidades. Isto é, qualquer que
seja a velocidade u* do fluido, as partes irredutiveis do tensor momento-energia serao

sempre

—p=p=A, 7=0, mm, =0, ¢ =0. (4.75)

Dessa forma, para termos as 4.47-4.49 satisfeitas para todos esses campos, que resultam
em diferentes expressoes para as quantidades cineméticas 1.93, devemos ter, necessaria-

mente,

n=0, ¢=0, x=0. (4.76)
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Tal fluido, que possui as mesmas propriedades para todos todos os observadores e
isento de qualquer coeficiente de viscosidade ou condutividade térmica, e cuja densidade
de energia e pressao sao constantes, dadas pela 4.68, representa o vacuo e é chamado de

constante cosmoldgica.

Podemos, verificar, também, que nao ha produgao de entropia decorrente da expansao

do volume considerado. Sendo w = 0, a 4.34 se reescreve como

A~

Tns=p+(p+p)0. (4.77)
Para o caso em que A = —1 vemos de imediato que a entropia se mantém constante. Para
0s outros casos, temos
6N? 2N PR 3N
p G PEPE g ; (4.78)
Tns=p+(p+p)h=0. (4.79)

Resumindo, para um modelo cosmologico de FLRW com a equacao de estado 4.63

podemos ter duas possibilidades:

e a(t) = agt": temos um fluido perfeito para um campo de velocidades V = §§, com

(2 _@2-3N)N
p—(s—N—l)p—T, ¢(=0. (4.80)

e a(t) = agexp <\/§t>: temos uma constante cosmoldgica para qualquer campo de
velocidades e

4.3 Modelo anisotrépico

Tendo esses resultados para o modelo cosmolégico de FLRW em Riemann, que equi-
vale a uma geometria em WIST com campo escalar geométrico nulo, partiremos para a
investigagao de como a consideracao de um w diferente de zero altera a solugao anterior.

Isto é, nao faremos uma transformacao de calibre para deixarmos o de Einstein, pois isso
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nao alteraria nenhum resultado, dada a simetria que nossa teoria possui. O que faremos é
considerar um novo campo escalar diferente do usado e descobrir que alteracoes ele pode
provocar, com o intuito de obter um conhecimento maior sobre o papel do campo w nesta

teoria.

Tomemos, entao, a métrica de FLRW 4.54, agora em WIST, com

w=w(t ), (4.82)

ut = €38y & o, = 6%52 oo vty = e (4.83)

Inicialmente, deixaremos em aberto as expressoes para as fungoes a(t), da métrica,
e w(t,z). Portanto, teremos o fluido considerado ainda indefinido. Mais adiante, iremos
restringir a funcao presente na métrica para os casos descritos na secao anterior que, na
auséncia do campo escalar geométrico, representa um fluido perfeito. Porém, como ainda
temos, nesse caso, a func¢ao w ainda em aberto, o fluido em questao permanece indefinido.
A ideia, como dissemos no inicio desta secao, é considerar uma solucao dada para um
determinado campo escalar geométrico e investigar como que um outro diferente pode

modificar a solucao e, portanto, o fluido.

A partir da métrica 4.54 e das 4.82 e 4.83, obtemos

S0 Jup— [e% ew (0%
U = u’Vau® = —2—a251 Ow, (4.84)

1
Uy = uBVBua = e¥ (528@) + 55&01w> , (4.85)

mostrando que o campo de velocidades normalizado a e¥ deixa de ser geodético.

Poderiamos considerar um outro campo de velocidades que satisfizesse a equacao da
geodésica, porém isto resultaria em uma nova componente para o vetor u® e as equagoes
que seguem ficariam consideravelmente dificeis de se tratar. Portanto, por simplicidade,

iremos manter esse campo de velocidades aceleradas para nosso fluido.

Temos as equacoes de Einstein
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Guu = _Tuu> 486)
T, = pe‘z“’uuu,, — phy +2e74q V) + T (4.87)

Onde estamos supondo, a priori, que a viscosidade volumar (7) é zero. Usando a 4.86 na

decomposicao 4.2-4.5 obtemos

LOw) 8_w] . sy

a2 _ o, 3.5 y2_1
p=c¢ [3 (a) 3 (Ow) iy (Opw) 1o 3
. N2 ) 2
a a a 1 5 (01w 2 0w
p= —2— — (-) + 2 (80w) a — Z (80w)2 + 8§w -+ E( 1a2) - g a12 y (489)

a a
w 1 0
Qu = 5iq1 , q=e2 (0180w + 580w81w - 01w2> , (4.90)
. 1
7ij = dzag (0, —27T22, 79292, 7T22) y Tog — —6 [(81&])2 —+ 28?&)} . (491)

Isto é, estamos efetuando uma decomposicao do tensor momento-energia em termos das
quantidades geométricas, através da equacao de Einstein que, portanto, serd naturalmente
satisfeita. Pretendemos, com isso, encontrar solugdes para a(t) e w(t,x) consistentes com

a termodinamica desenvolvida neste capitulo.

Dando prosseguimento, as quantidades cinematicas obtidas nesse modelo sao dadas

por

wfa 1
_aefa_1 1.92
0 = 3e> (a 200w) : (4.92)
a“,,:wu,,:O, (493)

além da 4.85. Novamente, devemos ter as 4.47-4.49 satisfeitas. A 4.93 requer, pela 4.47,

que

T =0 = (Ow)’+20%w=0. (4.94)

Como nao estamos considerando a existéncia de viscosidade volumar (), devemos ter,

outra vez,
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C=0. (4.95)

A 4.49, por sua vez, com T = T'(t,z), resulta em

]. 4 w T w
8180w + 580(4)81&] — 81(4)% = 6_5)( (81T — 58@) = X81 (6_5T) . (496)

Antes de seguir adiante com esta equagao, consideremos a solucao da 4.94 dada por

w(t, ) =2In ‘g + A(t)) + B(t), (4.97)

onde A(t) e B(t) sao fungoes arbitrarias. Substituindo, agora, na 4.96, temos

w B ]
X0 (e 2T) =0y |2 = — %) In ‘f + A(t)’ (4.98)
2 a 2
Considerando x constante, ficamos com:
T(t,z) 2‘x+A(t) oo (B d ln‘x+A(t)‘+‘x+A(t)‘ () (4.99)
=—|= —— = — — T .
VS b c 2 o) 2 2 ’
onde 7(t) é uma fungao arbitraria.
Faremos, agora, a escolha
B a
B(t) =2Ina(t) +In By < 5 L= 0, (4.100)
com Bj sendo uma constante arbitraria. Com isso as 4.90 e 4.96 nos dao
gy =0 (4.101)
X0 (e $T) =0 { ( z) 3 AT, ¥ x# (4.102)
x=0.

(13PN (13981

Com essas escolhas feitas, somente “p” e “p” serao diferentes de zero e temos, pela

4.50, que nao ha produgao de entropia, em vista das 4.94, 4.101 e da auséncia de pressao
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fora do equilibrio. Com isso, o tensor momento-energia em questao representa um fluido

dado por

p= 3TB° [(2@/1)2 - 1] , (4.103)
p= —m {(mA)z —1- 8?“ (% +4) (a/l).] . (4.104)

Sendo que a pressao de interesse termodinamico é:

ep =22 | (20d)" 1= 3 (34 4) (ad)] (4.105

Este fluido, como ja dissemos, satisfaz naturalmente as equagoes de Einstein para quais-
quer A(t) e a(t). O que temos, portanto, é um fluido indefinido cuja equacao de estado
é desconhecida. Iremos utilizar, a partir de agora, a termodinamica desenvolvida neste
capitulo de modo que estas fungoes arbitrarias possam corresponder a fluidos termodina-

micamente plausiveis.

Tendo como motivagao o modelo de FLRW em Riemann exibido na secao anterior,

consideraremos

da 1

a(t) _ CL(]tN = E — aoNNa(l_%) . (4106)

Escolha, esta, que foi mostrada estar associada a um fluido perfeito tal como em 4.80 na

relatividade geral.

Dada essa escolha para a(t), podemos obter a funcao a~! tal que a=*(a(t)) = t, e
escrevemos A(t) = A(a'(a(t))) = Aoa=t(a(t)) = A(a(t)). Com isso, para garantirmos a

positividade da densidade de energia, vemos da 4.103 que devemos ter:

204 = 204 A’ = 247 Na(>~%) dgg“) = f(a(t), |f(a(t)|>1 (4.107)
dA(a) _ f(a(t))a(*?) (£108)
da QCLO%N

No caso em que f(a(t)) = Ag, constante, ficamos com:
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; (+-2) [ vz,
d“z(a) - AO“; = A={ wlam V#1) (4.109)
¢ 2a; M (Aa) (N=1).

onde A; é uma constante arbitraria. Com isso, as 4.103 e 4.105 ficam:

_ 3B

p (Af—1) =—e“p (4.110)

e podemos verificar a auséncia de producao de entropia, devida a variacao do volume,

através da 4.34.

Esta relacao entre densidade de energia e pressao isotropica corresponde a uma cons-
tante cosmoldgica no nosso formalismo, pois fazendo a passagem da acao de Einstein-

Hilbert com constante cosmoldgica para a nossa formulagao, temos

S = / (7R —2¢"*A) /—gd'x (4.111)

que, empregando o formalismo variacional a Palatini, nos da

G =—-Ne""g = T,=A"g,. (4.112)

Fazendo a decomposicao 4.2-4.5 deste tensor momento-energia, vemos que 0s inicos

termos que nao se anulam sao dados por

p=A, (4.113)
p=-—-Ne* = p=A=-—-e, (4.114)
exatamente como na 4.110, com
3B
A="2(45-1) (4.115)

Mais ainda, pode-se verificar facilmente que essa decomposicao é a mesma para qualquer

campo de velocidades, sendo ele geodésico ou nao. Isto pode ser visto através de
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T;w = p6_2wuuuu - ph/u/ = _pg;w + (p + 6wp) 6_2wuuuu = Ae_wg/w 9 (4116)
——

=0
mostrando que o termo dependente do campo de velocidades se anula, nesse caso.

Vemos entao que apesar de termos escolhido inicialmente um campo de velocida-
des nao-geodético, as escolhas feitas para os campos w(t,z) e a(t) levaram a um tensor
momento-energia correspondendo a uma constante cosmoldgica cuja decomposicao € a
mesma para qualquer campo de velocidades. Sendo assim, temos novamente a neces-
sidade dos coeficientes de viscosidade de distorcao, volumar e condutividade térmica se

anularem. Isto é, assim como no equivalente riemanniano da relatividade geral 4.81, temos

—e“p=p=A, n=0, (=0, x=0. (4.117)

Curiosamente, a métrica efetiva desta solucao, isto é, aquela utilizada na descricao
do espaco-tempo por qualquer observador ou a que corresponde ao calibre de Einstein, se

obtém de

dr® = e¥dt* — e™“a’(t) (do® + dy* + d=°)
4

= (dn?® — da® — dy* — d2?) , (4.118)
By (x £ Agn)? ( )
onde foi definido
dt?
dn® = 4.11

e usadas as 4.97, 4.100, 4.106 e 4.109. Esta métrica difere completamente do caso da

relatividade geral, onde temos 4.66 em 4.54 e o intervalo pode ser reescrito como

ds* = % (dT? — dX? —dY? — dZ?) , (4.120)

com

) 12 at?

dT
A a2(t)’

(X.Y.7) = % (2.1, 2) . (4.121)
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Sendo a métrica associada a este intervalo correspondente a uma solu¢cao homogénea
e isotropica para a constante cosmoldgica, somos levados a crer que a 4.118 nao mais
satisfaz o principio cosmolégico. No entanto, ao calcularmos os seguintes invariantes com

esta métrica efetiva, obtemos

38 >3
R =3By (45—1), €*R"R, = {70 (Af - 1)] = 562‘“3&/3“"3&5“”; (4.122)
todos constantes, enquanto que os calculados com o tensor de Weyl sao nulos, em vir-
tude da métrica ser conformalmente plana. Portanto, aparentemente, ainda temos uma

geometria homogénea.

Concluimos que a consideracao de um novo campo escalar w permite a passagem de
uma solugao cosmoldgica correspondendo a um fluido perfeito, cujas propriedades depen-
dem do campo de velocidades ao qual ele esta submetido, para uma solugao da constante
cosmoldgica, cujas propriedades sao as mesmas para qualquer observador. Isto, por sua
vez, exibe uma notavel realidade fisica associada ao campo escalar geométrico distinta
da métrica, permitindo interpretar como objeto tedrico completamente independente e

legitimo qualquer fator conforme nela.

4.4 Modelo estatico em equilibrio

Como foi observado no final da secao 4.1, também podemos garantir o equilibrio
termodinamico caso tenhamos a 4.51 satisfeita. Tomemos, entao, novamente, uma métrica

do tipo FLRW para o caso plano:

ds* = dt* — a*(t) (do* + dy* + d=°) , (4.123)

sendo que, agora, consideraremos um campo w = w(z?®), i.e., dependendo de todas as

coordenadas. O campo de velocidade que consideraremos serd, outra vez,

ut =28y & u,=e20, . ulu, =€, (4.124)

Novamente, as funcoes envolvidas, a e w, estao em aberto e, portanto, o fluido asso-

ciado permanece indeterminado.
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Iremos, agora, considerar uma temperatura 7' = T'(z%) e resolver a equagao 4.51, que

nos da

VoBoy=0 < §T'=0 < T=T("), 4.125
VoBy=0 & 9 (e2T)=0 <« e 2T=F(t),
VaBy =0, (i#))

ViBy=0 << 0 (e_%a) =0 < e 2a=0G(z"). (ndosomado em i)

4.126
4.127
4.128

o~ o~ o~ o~
~— N~ ~—

Nelas, F(t) e G(z') sdo fungoes arbitréarias e concluimos que devemos ter

_ ) _ Gl R
STy aw LW =TE)GE). (4.129)

e

nle

Para satisfazermos esta ultima igualdade, devemos ter

hot ot 4.130
(>_a(t)’ ( )—T(LUZ), ( )
onde wy é uma constante arbitraria. Com isso, temos, a partir da 4.129,
e_w_zo
e 2?2 = W = w=2In [T(QE‘Z)CL(t)] + wp . (4131)

Portanto, impondo que [, seja um vetor de Killing, fixamos o campo w em termos
da funcado a(t) e da temperatura que, para isso, deve depender apenas das coordenadas
espaciais. Sendo assim, garantimos o equilibrio termodinamico, mesmo havendo fluxo de

calor, pressao anisotropica ou viscosidade volumar no tensor momento-energia.

As quantidades cinematicas calculadas com estas expressoes ficam dadas por

wfa 1
0=3¢% (L~ o) = 4.132
3e2 (CL 280&]) O, ( 3 )
O =Wy =0. (4.133)

Como foi dito, nao hé necessidade dos termos dissipativos do tensor momento-energia
se anularem para garantirmos o equilibrio termodinamico ou, sequer, satisfazerem as

condicoes 4.47-4.49 para garantir a positividade da variacao de entropia, visto que a 4.42
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se anula com a funcao w acima. Porém, consideremos, ainda assim, a validade destas

condicoes.

A viscosidade volumar, neste caso, deve se anular (r = 0) e o fluxo de calor obtido ao
se considerar a equacao de Einstein na 4.4, com esta expressao para w, anula-se identica-
mente. Por fim, facamos a pressao anisotrépica igual a zero. Substituindo-se a equagao

de Einstein na 4.5, obtemos

VAT - 30T =0, (4.134)

A segunda implica que devemos ter T = T’ (x) + T5(y) + T3(2), enquanto que a primeira
implica que T} = k (:82)2 + Xix' + T, onde k e X} = (z0, Yo, 20) a0 constantes e nao ha
soma nos indices. Temos, entao, como condi¢ao para nao haver pressao anisotropica, que
T(x,y,z) =k (2> + 9>+ 2°) + zox + yoy + 202 + To, To=Tor + Too + Toz.  (4.136)
Com isso, todos os termos fora do equilibrio ficam iguais a zero. Para a densidade

de energia, p, e pressao de equilibrio (de interesse termodinamico), e“p, a substitui¢ao da

equacao de Einstein nas 4.2 e 4.3 (lembrando que P = p) nos dao
p =3¢ [4kTy — 3 (x5 +yg + 25)] = po, (constante) (4.137)
e“p =4e“"kT — py . (4.138)
Substituindo na 4.33 obtemos

_ de”k

1
Tds = 4¢*°kTd (—) = s + 50, (4.139)

n

onde sy é uma constante de integracao. Esta expressao para a entropia por particula,
usando a 4.138, pode ser reescrita em termos da densidade de energia e pressao isotrépica

CO1mo



97

(po +€“p)
= -7 . 4.140
S nT + S0 ( )

Substituindo esta na 4.36, obtemos para o potencial quimico

p=—soT. (4.141)

Temos, entao, todas as quantidades determinadas para uma fungao a(t) arbitraria,
mostrando que qualquer solugao cosmoldgica pode se transformar nesse fluido em equilibrio
termodinamico apenas pela introducao de um fator conforme e™ na métrica, com w dado

pelas 4.131 e 4.136.

No entanto, a métrica efetiva deste caso se obtém de

dt?
a?(t)
ewo

= T2 (dn® — da* — dy* — d2?) | (4.142)

dr® = e [dt* — a*(t) (do® + dy® + d2°)] = e “a’(t) ( —da? — dy* — dz2)

onde substituimos a expressao para a funcao w e definimos

dt?
a?(t)

(4.143)

Percebemos que, neste caso, o fator conforme fez a passagem de uma métrica ho-
mogénea, isotrépica e somente dependente do tempo numa estatica e nao-homogénea.
Podemos verificar isso calculando-se o escalar de curvatura com a métrica efetiva, dado

por

e’R = —4[3¢”°kT (z,y,2) — po] , (4.144)

exibindo, explicitamente, sua dependéncia espacial.

Tal propriedade do campo escalar geométrico é notéria e nao deve causar surpresa,
pois sua manifestagdo na teoria se da, resumindo, através do fator conforme da métrica
efetiva. No caso de modelos cosmolégicos, considerando-se a possibilidade ja mencionada
de se escrever a métrica através de um fator conforme na de Minkowski, explicitado no

apéndice C, a transicao entre geometrias drasticamente diferentes pela multiplicacao da
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métrica por um novo fator conforme se torna perfeitamente compreensivel. Por isso,
pudemos obter os exemplos acima representando sistemas fisicos completamente distintos
em que suas métricas diferem apenas por um fator desse e temos, como resultado deste
capitulo, que nao é o campo escalar geométrico que possui, por si s6, um significado fisico,

mas, sim, qualquer fator conforme da métrica.

No nosso formalismo invariante de calibre, ha a possibilidade do novo campo w incor-
porar todas as propriedades geométricas deste fator conforme. Neste caso, espera-se que
a situacao fisica seja mantida, uma vez que o tensor momento-energia é igualmente inva-
riante. Logo, também é de se esperar que a caracterizagao do fluido quanto ao seu regime
termodinamico, por sua vez, seja preservada. Para obtermos, entao, esta invariancia, fez-
se necessaria esta reformulacao da termodinamica em WIST, dotada da mesma simetria

de calibre da geometria.

Como nossa teoria ¢ descrita por uma métrica efetiva g,, = e“g,, que é invariante
pelas transformacoes de calibre, podemos considerar a distincao da geometria numa parte,
digamos, “puramente conforme” e outra “puramente tensorial”. A primeira associa-se ao
novo campo escalar geométrico que, pelo que concluimos neste capitulo, adquire uma
realidade fisica legitima. Uma vez que ele consiste num objeto tedrico totalmente inde-
pendente, podemos atribui-lo a uma dinamica especifica e passamos a tratar as diferentes

partes da geometria (conforme e tensorial) através de dinamicas distintas.

Tal procedimento, que é invidvel na relatividade geral, uma vez que ambas estas partes

compoem o mesmo objeto tedrico, serda o objeto de estudo do préoximo capitulo.
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5 Modelos nao-tnvariantes

Até aqui pudemos concluir a auténtica realidade fisica do campo escalar geométrico
introduzido pelas geometrias de Weyl integravel que, face ao discutido no final do capitulo
anterior, relaciona-se com a parte conforme da geometria. Entretanto, sua dinamica
permanece indeterminada, pois as lagrangianas do nosso formalismo foram construidas
de modo a preservar a simetria de calibre da geometria e, consequentemente, resultam

numa redundancia nas equagoes.

Neste capitulo, consideraremos diferentes formas de se estabelecer uma dinamica es-
pecifica para este novo campo geométrico. Faremos isso através da introducao de uma
lagrangiana para este campo de modo a quebrar a simetria da acao total e, com isso,

deixar o sistema de equagoes totalmente determinado.

Apesar da quebra de simetria na dinamica dos campos, isto nao altera nossa defini¢ao
de tempo-proprio e a consequente caracterizacao da métrica efetiva, pois isto decorre das
propriedades geométricas que permanecem inalteradas. De fato, a mesma simetria de
calibre se mantém para a geometria. Quando esta foi apresentada, no primeiro capitulo
desta tese, em nenhum momento foi questionado o fato dos objetos envolvidos serem
univocamente determinados ou nao. Isto é, a simetria se manifesta para qualquer par

(w,g,) ndo importando a liberdade dinamica de cada um deles.

A teoria consiste em estabelecer os objetos que caracterizam a geometria na qual os
diferentes sistemas fisicos se manifestam. Portanto, permanecendo a simetria na descricao
geométrica, os fenomenos fisicos devem se manter alheios as funcoes de calibre usadas.
A quebra introduzida resulta apenas na determinacao univoca das fungoes envolvidas em
termos das coordenadas. Uma vez feito isso, podemos sem nenhum problema, efetuar
quantas transformacoes de calibre quisermos que a geometria continuara caracterizada da

mesma forma.
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5.1 Campo escalar geométrico como potencial quan-
tico

Uma possibilidade interessante para a dinamica do campo w ¢é considera-lo na presenca
de um campo escalar ¢ e, possivelmente, do campo eletromagnético descrito pelo seu
potencial A,. De acordo com a Ref. 20, temos a acao total para uma particula quantica

relativistica dada por

1
S=5- /Q2 (NR+L,) V—gd'z, (5.1)
CR
1, e e
L,=+g" (f’%@ - gz%) (fw - ;Au) — 15 (5.2)
onde A é uma constante a ser determinada, e, a carga elétrica da particula e pp = =5 seu
comprimento de onda Compton inverso. O nosso campo escalar w = —21In €2, nesse caso.

Efetuando-se a variagao a Palatini desta acao, excluindo a métrica usual das variaveis
independentes, a qual é dada pela de Minkowski, foi possivel reproduzir perfeitamente
a equacao de Hamilton-Jacobi relativistica para a mecanica quantica, onde o campo es-
calar Q = e “/? faz o papel do potencial quantico. Mostra-se, também, que seu limite
nao-relativistico resulta precisamente no sistema de equacoes do formalismo de Bohm-de
Broglie da mecanica quantica, onde se considera a forma polar para a fungao de onda, v,
da particula na equacao de Schrodinger. A funcao escalar ¢ corresponde, nesse caso, a
fase de 1.

A formulagao da mecanica quantica nao-relativistica para uma particula através das
geometrias de Weyl integraveis, com o campo escalar geométrico fazendo o papel de poten-
cial quantico, também pode ser obtida diretamente considerando-se uma forma adequada

para a lagrangiana do campo ¢ (19).

Vemos, entao, a grande potencialidade das geometrias de Weyl integraveis ao descrever
e fornecer uma nova interpretacao a mecanica quantica. Porém, neste caso, estamos
considerando um campo adicional que descreve a particula e a dinamica para a métrica

usual foi descartada, pois daria contribui¢oes infimas.

Iremos tratar, a partir de agora, apenas de agoes para o vacuo em que a métrica volta

a dar contribuicoes consideraveis e o campo w adquire uma dinamica ainda em aberto.
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5.2 MOND geométrico

Uma vez que temos a possibilidade de atribuir uma dinamica especifica para o campo
escalar geométrico, ficamos com a tarefa de escolher adequadamente qual ela deve ser,
pois esta provocaria alteragoes em relacao a RG na descricao do espago-tempo e, conse-
quentemente, nos observaveis da teoria. Portanto, devemos ter o cuidado de escolher uma

lagrangiana para este novo campo cujos resultados estejam de acordo com as observagoes.

E bem sabido que a relatividade geral obteve grande éxito ao explicar diversos feno-
menos desde a escala do sistema solar até as escalas cosmoldgicas. No entanto, existem
observagoes que aparentam estar em desacordo com a teoria, entre elas, as das curvas de
rotacao das galdxias. Estas consistem no comportamento das velocidades de rotagao dos

objetos que compoem uma galaxia conforme eles se afastam do seu centro.

O perfil tipico obtido pelas observagoes (26) encontra-se em grande desacordo com o
previsto por simulagdes de N-corpos dentro do modelo padrao da cosmologia (27), apon-
tando para a existéncia de um contetido material maior do que o inferido pela luminosidade
da galaxia. Isto sugere a existéncia de uma componente extra na sua composicao chamada
de matéria escura, devendo ser neutra, nao-emissora de radiacao, com fraca interagao, fora

do modelo padrao da fisica de particulas e nunca detectada por aceleradores (25).

Estes fenomenos se dao em regimes de campo muito fraco, numa escala de energia,
aceleracao e intensidade dos campos bastante inferiores até mesmo para as consideradas
véalidas na aproximagdo newtoniana, na qual a RG recai assintoticamente (31). Mais
ainda, dentro do cenario atual do modelo padrao, estima-se que essa matéria escura
desconhecida represente aproximadamente 22% do conteido energético do universo (25),

o que nos da uma boa noc¢ao da dimensao do problema.

Uma alternativa para explicar estas observagoes surgiu no inicio dos anos 80 (28-30) e
consiste em se considerar uma modificagao na dinamica newtoniana quando as aceleragoes
envolvidas sao menores do que uma dada constante fundamental, ag. Esta fenomenologia
denominou-se MOND (MOdified Newtonian Dynamics) e mostrou-se muito bem sucedida
ao reobter as curvas de rotagao das galdxias de acordo com sua matéria visivel (veja as

Refs. 83 e 84 para artigos de revisao).

Porém, embora bastante eficaz, ela nao passa de uma teoria efetiva, elaborada para
atacar de forma pragmaética o problema especifico da matéria escura. Ademais, proble-
mas tedricos levaram-na a sofrer correcoes resultando numa formulacao extremamente

sofisticada e pouco natural conhecida como TeVeS (32).
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Nés, por outro lado, temos uma teoria perfeitamente bem estabelecida e axioma-
ticamente consistente fornecendo um grau de liberdade ainda indeterminado, ao qual
tentaremos, agora, atribuir uma dinamica de modo a reproduzir os mesmos resultados do
MOND. Este, no decorrer das correcoes sofridas para se tornar teoricamente mais consis-
tente, passou por uma formulagao relativistica chamada de AQUAL (32). O tratamento

que faremos serd bastante similar a esta formulagao.

Facamos, entao, a introducao de uma lagrangiana L,+/—g na nossa acao em WIST

na presencga de uma fonte material descrita por L£,,\/—¢:

—w —2w
5:/ F—Rﬁ —Lu(L) + L3 ) | V=gd'e, (5.3)
K K

onde voltamos a escrever explicitamente a constante de Einstein, k. Nesta acao, o argu-

mento L é dado por

L = Xe?g"0,wiw, (5.4)

isto ¢, a lagrangiana que introduzimos ¢ funcao do médulo do campo w,, calculado com a
métrica efetiva. Vemos que este argumento, L, obedece nossa regra de se usar a métrica
efetiva no lugar da usual, porém, devido as derivadas da fungao escalar, ele nao é mais

invariante de calibre. Afinal, apds a transformacao, temos

L = g™, (w+A) 0, (w+ A) = AG*0,wdyw + 225" 0, AD,w + G 9, A, A . (5.5)

Esta sera igual a L somente no caso da funcao de calibre ser uma constante.

Empregando o formalismo variacional de Palatini nesta acao, obtemos uma geometria

em WIST com a seguinte equacao para a variacao da métrica:

1
G},LV = —ﬁ;auwayw —I— ﬁﬁwe_wg,w - H:Tuy ) (56)
AL,
£o=1 o0

onde T, é o tensor momento-energia da fonte. Do traco desta equagao, obtemos
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2
—R=—-L,g"0,wi,w + Xﬁwe_w — kT (5.8)

A variacao do campo w, por sua vez, nos da

2
—R=—L,g"0,wi,w + Xﬁwe_w — kT +2(9,L,) g" 0w + 2L, 0w, (5.9)

onde w = ¢V ,0,w, e vemos que ela ja nao ¢ mais igual ao traco da equagao de Einstein,
dado pela 5.8. Igualando o escalar de curvatura obtido pelas duas variagoes, ficamos com

a equacao

L, 0w+ (0,L,) ¢" 0w = g"'V, (L, 0,w) =0 (5.10)
"'V, (L 0,w) =V, (L,§"0w)=0. (5.11)

Nosso sistema estd, agora, totalmente determinado e consiste nas duas equagoes:

1
Gu = —L,0,wiw + ﬁﬁwe_“g,w — kT, , (5.12)
vV, (L,§"0,w)=0. (5.13)

Como ja dissemos, nosso tratamento é bastante semelhante a formulagao relativistica do
MOND (AQUAL). Esta considera um campo escalar cuja lagrangiana apresenta compor-
tamentos distintos nos regimes em que o argumento é maior ou menor que um determinado
valor. Isto se faz com vista a distinguir dois regimes dentro da prépria aproximagao new-
toniana da RG. Num, devem-se preservar os mesmos resultados da RG, noutro, devem-se
obter corregoes na dinamica obtida. Na nossa versao do modelo, identificaremos este

campos escalar com w.

Estamos interessados apenas no regime de baixissimas aceleracoes, nas quais se da
a discrepancia em relacao aos resultados tedricos para as curvas de rotacao, portanto,
iremos considerar somente o comportamento relativo a este regime para nossa lagrangiana.

Segundo o AQUAL, devemos ter, neste caso (32),

2
L, = —g\L\%, (5.14)
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a qual usaremos na aproximacao newtoniana.

Seguindo as linhas da Ref. 85, consideraremos a métrica efetiva, que caracteriza o

espaco-tempo dos observadores, como sendo dada por pequenas correcoes na métrica de
Minkowski:

guu = N + €uv |€MV| <1 (515)

g = — ", 65 =0, €Y= ﬁy%g ) (516)

onde estamos retendo apenas termos de primeira ordem em €,,, que pode ser tratado
como um tensor perante as transformagcoes de Lorentz, sendo interpretado como um campo
tensorial que provoca pequenas distorcoes na métrica plana da relatividade especial. Mais

ainda, esta aproximacao admite transformacoes de coordenadas do tipo

= =gt 4 M), | (V) <1, |0.8M < 1. (5.17)

Com elas, a métrica efetiva fica

guu — g:w = Nw + €uv — 81155 - 85504 = Nuv + Eiw ) (5‘18)
E;W = €uw — 80{55 - 8g§a . (519)

Este novo e;W satisfaz, ainda, a exigéncia de ser infinitesimal. Podemos considerar que as
5.17 constituem uma transformagcao de calibre, nas coordenadas, que preservam a validade
da aproximacao que estamos fazendo. Esta propriedade da aproximacao sera tutil mais

adiante.

Consideremos, agora, uma dependéncia apenas radial para o campo escalar geométrico,

i.e., w = w(r), o argumento, L, da sua lagrangiana se torna, a partir da 5.4,

L=-)NVu]?, |dw <1 (5.20)
IL| = —L, (5.21)

em que A > 0 e a imposicao sobre J,w surge por considerarmos que a contribuicao deste
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campo seja através de pequenas correcoes ao caso invariante de calibre. Com isso, a

contragao €”9,w torna-se de segunda ordem e é descartada. A 5.14, por sua vez, fica

Lo=-2(-1)7 = L, =VAVu. (5.22)

A conexao, nesta aproximacao, escreve-se como

1
I, = 577M (Ov€ur + Opeun — Orew) = Ol€ew) (5.23)

sendo, portanto, de primeira ordem em €,,. A 5.13, agora, escreve-se

v, (mﬁw\nwa“w) — 9, (mﬁw\nwa“w) S v (\FA\%\ .%) —0  (5.24)
cuja solucao geral se da por

Vw = wof & w=uwyln (L) : (5.25)
r

To

onde 1y e wy sao constantes e 7 é um vetor unitario na direcao radial. Percebemos que este
termo esta de acordo com nossa aproximacao desde que consideremos grandes distancias

quando comparadas a wy.

Para resolver a equagao de Einstein nesta aproximacao, calculemos os tensores de

Riemann, Ricci e de Einstein em primeira ordem. Estes, encontram-se como sendo

1
RaMBV - 5 (ayaueaﬁ + aﬁaocelw - aﬁauelfa - aaal/eﬂﬁ) ) (526)
1
R;w - 5 (&L&/E + 80‘8&6“,/ - 8aau€lfa - aaaVEMOf) ) (5’27)
R = 00y — ey, (5.28)

G = (0M8Ve + 0“0y — 0“0p€pq — 0“0, €00 — N0 One + nuyﬁaﬁﬁeag) . (5.29)

| —

onde definimos
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0* =0y, (5.30)
e=n"e, . (5.31)
Seja, agora, o tensor
_ 1 e
€ = €uy — M€ = €e=n"E, = —¢ (5.32)
1
€ = €y — 57’“”6' (5.33)

Substituindo estas expressoes na 5.29, encontramos

G = = (0°0afuy — 070,800 — 0°Opya + 00" 07Cag) - (5.34)

N —

Dada a liberdade de escolha para a fungao infinitesimal £#(z"), podemos sempre obter

um calibre para as coordenadas tal que (85)

8,8 =0. (5.35)

Nele, o tensor de Einstein fica, simplesmente,

1
Guu = §|:|Eu1/> (536)

onde o operador d’Alembertiano nesta aproximacao se escreve como U = n**0,0,.

Para o lado direito da 5.12, notemos que seus dois primeiros termos, pelas 5.20 e 5.22,
sao de terceira ordem em J,w e, portanto, nao contribuem para a nossa aproximacao. A

equacao de Einstein se escreve, entao, nesta aproximacao,

O, = 26T, . (5.37)

Devemos notar que nao estarfamos tratando de pequenas perturbacoes no espaco
plano da relatividade especial se o tensor momento-energia usado como fonte nao fosse
condizente com isso. Portanto, devemos ter, como fica claro pela equagao acima, que este

tensor deve ser de primeira ordem na nossa aproximacao. Mais ainda, dadas as baixas
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velocidades envolvidas, ele também satisfaz as desigualdades (85)

Too > Toi > Ty - (5.38)

Portanto, a equacao predominante na 5.37 é

Dgoo = —QHTOO . (539)

Para obtermos o lado direito desta, tomemos o tempo préprio, que nos da

dr? = (d;vo)z — (al:zl)2 — (d;vz)z — (al:z?’)2 + € drtdx” (5.40)
dr \? dxt dx”
— ) = 1-FHewi550 A1
= <d:):0) ( Bt dz0 d:):o) , (5.41)
v dxt dxd L
b= =\|migsm0| (7=123) (5.42)

Como a aproximagao que estamos fazendo se d4 num regime de baixas velocidades, des-

prezaremos termos em 2, assim como em fe,,,. Obtemos, entao,

dr \?
a0 ) = (1 + €oo) - (5.43)
Calculemos, agora,
_ dx* dz® dzt
Gouu" = (Moy + €op) P (Moy + €op) O A

€00\ dxt dzt €00 €00
:WWHWQ_T%@IO+%%ﬁQ—7%ﬂ+7.@%

Com isso, podemos obter para o primeiro termo da decomposicao 4.1:

pe *uguy = PGout” Gouu” = p + €oop - (5.45)

Procedendo de forma andloga, obteremos que os demais termos vao com o produto de
€go com alguma componente da expansao, assim como ocorre com o segundo termo do

resultado final acima. Porém, como dissemos que o proprio tensor momento-energia ja é
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de primeira ordem, vemos que devemos reter somente o tinico que nao é multiplicado por

€0o. Ficamos, entao, com Tyy = p e a 5.39 se escreve

Dg()o = —2/*{,p . (546)

Para finalizar, nao devemos ter uma variacao no tempo apreciavel da fonte em questao,
pois estamos considerando baixas velocidades. Portanto, nosso regime subentende que as

derivadas no tempo das fungoes envolvidas sejam despreziveis e ficamos, finalmente, com

V2ew = 2kp . (5.47)

Seja, agora, esta fonte material correspondendo a uma particula de massa M na

origem. Sua densidade de energia nos dé

V2&0 = 262 M &> (1) (5.48)
kc2M 1
€00 - — 271' : ; . (549)

A partir deste resultado, calculamos

€= 7’]00€00 = €go (550)
€an = 6;—0 = _Hjﬂr , (sem soma em «) (5.51)

estas ultimas sendo as tinicas componentes nao-nulas de €,,,. O tempo proéprio, finalmente,

Se€ escreve

2GM 2GM
dr® = <1 - gr )c2dt2 — (1 + gr ) (dz® + dy* + dz°) | (5.52)
= (ct,x,y, 2). (5.53)

Claro, esta, que o termo em M ¢é de primeira ordem, valendo apenas para r grande.

Podemos, agora, obter a dinamica das particulas teste que se encontram neste regime.

A equacao da geodésica é dada por
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d?z dxP dx?
re 2.2 _—_0. .54
dr? sy dr dr 0 (5.54)

O primeiro termo se reescreve como

2z 1 d [da®\? da® dz®\? 1 d2z® 1 2z
— - (=) = () = — : (5.55)
dr?2  2dx° \ dr ) da° dr ) ¢ dt? (1 +ep) dt?
~———

onde o termo destacado se anula por se tratar da derivada em x° da inversa da (5.43),
que s6 depende das coordenadas espaciais. A parte que vai com a conexao, na equacao

da geodésica, escreve-se como

ro dxf dav 1 ., Az’ dx?
Prdr dr T (1+e) P da® da®

(5.56)

Retendo apenas termos de primeira ordem na aproximagao, lembrando que a prépria
conexao ja é desse tipo, ficamos apenas com o termo em S = v = 0 no somatorio e,

portanto,

dzP dx 1
P = re . 5.57
Prdr dr (1 + €no) 00 ( )

A equagao da geodésica, finalmente, escreve-se

d?z
dt?

= —c'TY,. (5.58)

Para o = 0, nesta aproximagao, temos uma identidade, enquanto que, para o = 7, temos

[iy = 20;e00 € a equagao dd

= " Ve = ———F, (5.59)

que é a mesma expressao newtoniana para a interacao gravitacional.

Vemos, portanto, que a introducao da lagrangiana para o campo w dada pelas 5.14
e 5.4 nao alterou em nada a dinamica das particulas teste na aproximagao newtoniana
quando comparadas com os resultados obtidos pela RG. Desta forma, o perfil de rotagao

das galaxias permanece com a mesma previsao tedrica e, portanto, em desacordo com as
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observagoes.

Uma forma de tentar salvar o modelo e fazer com que a dinamica para o campo escalar
geométrico se manifeste na equacao da geodésica consiste em alterar o acoplamento entre
a lagrangiana de matéria, incluindo a das particulas teste, e a geometria. Tomemos, entao,

as acoes do campo gravitacional e da particulas dadas por

S :/ {%Jﬂ %cw(L) +£m(g‘“’,...)] Jgd's, (5.60)

52 10 v
Sy = /2m/ \/gﬂy%%é‘l (x — 2(s)) dsd'x =

. T
_ / om / G T 51 (o o)) dsd'z . (5.61)
S1

ds ds

A variacao da conexao continua nos dando WIST, portanto, manteremos nossa de-
finicao de tempo-préoprio. Com isso, podemos ver que as particulas seguirao geodésicas
aceleradas na geometria descrita pela métrica efetiva. De fato, sua equacao dinamica
agora se escreve

d*z* dz? dx? o dxPdzy 1 daP da®

«

er i 7 7 o R, Wi il 62
d7‘2+6“’d7‘d7‘ B'YdeT_I_QdeTdT’ (5.62)

onde Wg. encontra-se definido na 1.42. A variagao da métrica, por sua vez, resulta em

1
G = —L,0,wiw+ ﬁﬁwe_“’gw, — e YKk, (5.63)
2
—R=—L],g"0,wi,w + Xﬁwe_w — e “KT, (5.64)

onde o tensor momento-energia, 7}, que aparece nela agora se trata do mesmo obtido
no contexto da RG. Isto é, ele é o mesmo da 5.6 com a métrica usual no lugar da efetiva.

Por fim, a variacao do campo w nos da

2
—R=—-L,¢g"0,wi,w + Xﬁwe_w +2(0,L,) ¢" 0w + 2L, Ow, (5.65)

que, igualando a 5.64 resulta em
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20"V, (LL0w) = —e“kT & V, (C;g”“@uw):—gT. (5.66)

Adotaremos, novamente, a aproximagao newtoniana e, assim como no caso anterior,

devemos ter

1
ij = §|:|€NV . (567)

Para o lado direito da equacao de Einstein 5.63, consideraremos a mesma expressao 5.14
para a lagrangiana do campo w e, assim como antes, faremos a suposicao de que J,w é
infinitesimal. Mais ainda, estaremos supondo a priori que o proprio campo w é muito

pequeno também. Desta forma, a equacao de Einstein 5.63 fica

D6 = =26 (1 —w) T}, = —26T,, (5.68)

onde o termo em w7}, foi descartado por ser de segunda ordem, uma vez que devemos
considerar o tensor momento-energia muito pequeno. Este terd, novamente, a componente
Too superior as demais e, considerando-se as baixas velocidades envolvidas, teremos a

equacao predominante

V2€,, = 2kp. (5.69)

Outra vez, para uma particula de massa M na origem, temos p = c2M§3(r) e a solugao

da equacao acima nos da a ja obtida 5.49:

M1
fp = — 202 (5.70)
2 r
€00 2GM
€a =% = "5 - (sem soma em «) (5.71)
A 5.66 se escreve, agora,
v (JX|VW| .Vw) - gp _ Wcz 5(r), (5.72)

cuja solucao se da por
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- GM r 2 r c?
— - =2=\/GMay - A= — 5.73
Vw Va2 r 2 G0 VA 4ay (5.73)
2 r
& w(r)= = GMagIn (%) , (5.74)

onde a constante A\ foi redefinida em termos de uma nova, ag, e 1o é outra constante de
integracao. Vemos, novamente, que d,w ¢ infinitesimal somente para r grande, comparado
a C%\/ GMag. Porém, devido a suposicao feita a priori de que w também é, devemos ter
ap muito pequeno também. De fato, os resultados finais dao um valor para essa constante
de tal ordem que, mesmo para as massas e raios tipicos de uma galdxia! ainda temos a

validade desta aproximacao.

Para obtermos as trajetérias das particulas teste, tomemos a 5.62 neste regime. O

seu lado esquerdo ja vimos que se dé por (cf. 5.55 e 5.57)

d*x® da” dx” 1 d*z® 1
— + I3 = Iy, - 5.75
dr? e dr dr (1 +e€p) dt? * (1+€p) (5:75)

Os termos do lado direito, por sua vez, ficam:

dz? dx” 1 dz? dx” 1
a — we = W 5.76
v dr dr (14 €00) - 5 da0 dgO (14 €p) 7 ( )
:O(Wu)

onde foram descartados termos em O(w,f3); enquanto para o segundo termo, temos

1 daf da® 1 dx” dx® 1 dz®
2P dr T 2(1+eno) Pdx® dz®  2(L+ egn) Cdad (5:77)
wp = Oyw =0 %w[j%% =0. (5.78)
Finalmente, a equacao para as trajetorias das particulas se escreve
d;Tx; =—c* (I + W) - (5.79)
Para a = 0 temos uma identidade, enquanto que o = i nos dé I'y, = 39i€00, Wiy = sw; €

!Tomando a Via Lactea como referéncia, cuja massa e raio sio de aproximadamente 10'2M, e 5 -10%
anos—luz, respectivamente.
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a equacao fica

>z 2 /o - GM GMay) .
W:_E (V600+Vw> = — < 2 + , O)T~ (580)

A partir das distancias nas quais as curvas de rotacao comegam a diferir do padrao
newtoniano, somente o termo em ay permanece na equacao acima e recuperamos a feno-
menologia do MOND. O valor obtido a partir das observagoes para essa nova constante é
de ap ~ 1071%n/s? (32).

5.2.1 Modelo de Friedmann

Vejamos, agora, qual a evolucao do fator de escala cosmolégico decorrente desta la-
grangiana introduzida para o campo w. Consideraremos, para isso, somente os termos
geométricos, i.e., trataremos do vacuo, e voltaremos a considerar a velocidade da luz

unitaria (¢ = 1).

Tomemos a métrica efetiva dada por

dr?

— er?

dr* = dt* — a*(t) (1 + rdez) . (5.81)

Considerando somente dependéncia temporal nas fungoes, temos

w=w(t) = L=X?*=]|L| (5.82)
2 2
Lo=—3ILIF = =00, (5.83)

L =—VL=—VAuwl. (5.84)

onde f = % para qualquer f. Com estas expressoes, a 5.63, com T}, = 0, escreve-se

3 . 2 .
- (@ +¢) = gﬁw’ , (5.85)
2. 1 ,., 1 13
Sat— (a*+¢€) = g\/X\w\ : (5.86)
Vemos que, pela primeira delas, devemos ter, necessariamente, ¢ = —1. A 5.66, por sua

vez, resulta em
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20 + %aw =0, (5.87)
cuja solucao é
3
ax . ax
t) = — == .
a(t) e & w {a(t)} : (5.88)

onde a; > 0 é uma constante arbitraria. Substituindo, agora, a 5.85 na 5.86, obtemos

2
Li = 75?8‘“ , (5.89)

mostrando-nos que a aceleracao do fator de escala é sempre positiva.

Inserindo a 5.88 na 5.85, concluimos que

o 2
2V a? )’
i=0 < a:(%) : (5.90)

lembrando que ¢ = —1. Sendo a aceleragao sempre positiva, esse valor para o fator de
escala caracteriza um minimo e, portanto, temos um modelo cosmologico com bouncing

dotado de uma expansao eternamente acelerada para o vacuo.

Muito embora este modelo para a dinamica do campo escalar geométrico seja bem
sucedido em justificar as curvas de rotacao andémalas das galaxias fornecendo, ademais,
um modelo cosmoldgico para o véacuo isento de singularidade inicial e com expansao
acelerada, coerente com a interpretagao vigente sobre o estado atual do universo (86, 87),

ele apresenta certas caracteristicas que o tornam bastante desinteressante.

Primeiramente, tivemos que alterar nosso acoplamento com a matéria para poder-
mos reproduzir a dinamica do MOND. Isto viola drasticamente nossa formulacao origi-
nal e consideramos este caso, portanto, muito artificial. Mais ainda, nossa formulacao
geométrica para esta fenomenologia, a qual acaba por identificar-se com sua versao rela-
tivistica AQUAL, considera algo implicito nesta que é a condic¢ao de |w| < 1. No entanto,
pela solugao encontrada, 5.74, vemos que, para isso, a distancia da origem nao pode ser

muito maior do que o raio tipico de uma galaxia. Concluimos, assim, que este modelo
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possui um regime de validade restrito até um certo valor para r e, portanto, trata-se de

uma teoria efetiva.

Além disso, este modelo altera somente as curvas de rotacao das galaxias, enquanto a
existéncia de matéria escura que se infere dessas medidas é igualmente obtida através do
fenomeno de lente gravitacional (33-35). Este, por sua vez, é inalterado por este modelo,
uma vez que, da métrica efetiva 5.52, obtém-se as geodésicas nulas dos raios luminosos

exatamente como as previstas pela RG neste regime (88).

Sendo assim, por se tratar meramente de uma teoria efetiva que, para se fazer valer,
teve que violar o acoplamento que estabelecemos para os campos materiais e ainda assim
resolver apenas parcialmente o problema o qual se propos a resolver, iremos abandonar

este caso e seguir adiante considerando outra alternativa para a dinamica do campo w.

5.3 WIST vindo da acao efetiva da teoria de cordas

Seguindo na tentativa de investigar possiveis lagrangianas para o campo escalar geo-
métrico, inspiraremo-nos na agao efetiva da aproximacao de baixas energias da teoria de
cordas (36-39) na qual, além da métrica usual, temos um campo dilatonico o qual iremos

identificar com o nosso w. Considerando a agao para o vacuo, temos

S = /e‘w (R — g*’0pwiaw) v/—gd'z . (5.91)

Perceba que esta se trata de um caso particular da 5.3 na auséncia da lagrangiana de
matéria e com

L,(L)=-L. (5.92)

Podemos, entao, usar os resultados genéricos 5.6-5.11 para obter as equacgoes resultantes
da variacao a Palatini da agdao acima. A variagdo da conexao nos da uma geometria em

WIST, enquanto a da métrica nos dé

1
G = 0wi,w — igu,,go‘ﬁaawagw (5.93)

R = ¢"0,wi,w . (5.94)
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A variacao de w, por sua vez, fornece

R = ¢"0,wi,w + 20w . (5.95)

Igualando esta com a 5.94, ficamos com o seguinte par de equagoes para nossas variaveis:

1
ij = uwa,,w — §gwjgaﬁaawagw, (596)

Ow=0. (5.97)

Este sistema ja foi estudado num contexto cosmoldgico, resultando num universo
isento de singularidade (11), e no caso estatico com simetria esférica, resultando numa

solucdo de buraco de minhoca (40, 41) descrita pelo tempo préprio
2
e — 72, (5.98)

onde 7y é uma constante. Esta métrica, no contexto da relatividade geral, ja havia sido
estudada como caso particular de um modelo proposto por Ellis (42) para descrever
particulas na relatividade geral, tratando-se, neste caso, das que possuem massa nula.

Posteriormente outros seguiram no estudo desta mesma geometria (43, 44).

Muito embora este caso seja teoricamente mais interessante do que o anterior, nao
iremos nos ater a ele, pois estamos de posse de exemplos e argumentos suficientes para
estabelecer uma simplificagao operacional consideravel. Esta nos permitira antecipar re-
sultados e, portanto, selecionar qual a melhor lagrangiana para o campo w, com base em

resultados ja conhecidos da relatividade geral.

5.4 WIST como teorias de campo escalar da RG

Como motivacao da nossa proposta, tomemos o exemplo da ultima secao. Nele, temos

uma acao que se escreve em termos da métrica efetiva como

S = / (7" Ry — G OawOaw) /—gd'z (5.99)

e resultou em equagoes dinamicas que também podem ser escritas como
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1
Guu = uwal/w - §§uugaﬁaaW05W, (5100)
gV 0w =0. (5.101)

—w

Podemos perceber que a métrica usual aparece sempre acompanhada do fator e (ou

“. no caso da inversa) nestas equagoes. Tal fato é bastante compreensivel no caso da

e
5.100, pois se trata da equagao resultante da variacao da métrica numa acao construida
de acordo com nossa regra de acoplamento. Sendo assim, podemos efetuar sua variagao
como feito na 2.13 e todos os termos deverao continuar escritos em termos da métrica

através de g,

O interessante é que a segunda equacao é exatamente a que se obtém a partir da
variacao do campo w como se ele fosse totalmente independente da métrica efetiva que
aparece em sua lagrangiana. Isto, por sua vez, apesar de parecer estranho, também pode
ser considerado aceitavel. De fato, se na composicao da métrica efetiva temos a métrica
usual que é dinamicamente independente de w, podemos dizer que g,, também serd in-
dependente deste campo e, como ocorreu neste exemplo, podemos trata-los como campos
dinamicos independentes. O notavel é que isto sempre ocorre. Isto é, a métrica efe-
tiva na acao pode ser sempre considerada dinamicamente independente do campo escalar
geométrico e, portanto, a equacao dinamica deste pode ser obtida ignorando sua presenca

na composicao de g, .

Para vermos isto, consideremos uma lagrangiana genérica para o campo w tal como

na 2.12, de modo que a agao total seja dada por

S = / . T%) + Lo(3™,..)] V/—gd'z (5.102)

onde destacamos apenas a dependéncia na métrica efetiva da lagrangiana L, que também
depende de outros termos em w e suas derivadas. Facamos, entao, a variacao desta agao

com respeito & métrica (usual) e igualemos a zero. Devemos obter:

05 5S 6g** o > " _
g - dgB dgrv =[G (") + tw (3", )] e/ =g = =

= Guwl(d") = —tw(@",..) (5.103)
R(g") = (", ..), (5.104)
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onde definimos ¢, como sendo o tensor momento-energia “efetivo” associado a lagrangiana

do campo escalar w, i.e.,

(5.105)

t= g™t . (5.106)

Para a variagao de w, temos, agora,

% = % [R(G™.T5)V/=3] + % L@, V5] =
L gy )]+ BT

+ <%£w(§‘“’, ...))gw V-i=0 (5.107)

onde usamos a notagao (), para indicar que z nao sofre a variagao feita entre os parénteses.

Substituindo a 5.105, obtemos

G (") + tu (3, )] 555\/—? + <%£w(gﬂ”, )) —§=0, (5.108)

g

que, usando a equacao de Einstein 5.103, resulta em

(%cw(gﬂ”, ...))W =0. (5.109)

Isto é, ficamos somente com a variacao da lagrangiana do campo escalar geométrico,
mantida a métrica efetiva constante. Os termos da variacao devidos a g, anulam-se
em virtude da equacao obtida pela variacao da métrica. Isto verifica-se ter ocorrido nas

equacoes 5.96 e 5.97 do exemplo usado, bem como nas 5.12 e 5.13.

Caso a lagrangiana em questao nao obedega o acoplamento postulado, como, por
exemplo, a de matéria usada na 5.60, ela ainda pode ser contemplada por este procedi-
mento. Para isso, basta substituirmos a identidade g,, = €“g,, nela e teremos passado
de uma lagrangiana em desacordo com nosso acoplamento, eventualmente, sem nenhuma

dependéncia em w sequer, para uma em termos de duas variaveis consideradas dinamica-
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mente independentes. As equacoes resultantes devem ser as 5.103 e 5.109, como, de fato,

ocorreu com as 5.63 e 5.66 quando mudamos o acoplamento da lagrangiana de matéria.

Esta substituicao pode, inclusive, ser feita indiscriminadamente, por se tratar de uma
identidade. Portanto, podemos sempre ter nossa a¢ao escrita em termos do campo w e da

métrica efetiva, os quais sao tratados como variaveis dinamicas independentes.

Como a métrica usada pelos observadores ¢, justamente, essa g,,, ¢ para ela que
devemos obter nossas solucoes. Sendo assim, pela forma que as equagoes 5.103 e 5.109
sao escritas em termos dela, nao é dificil perceber que os resultados serdao os mesmos
que se obtém na RG considerando-se um campo escalar w como fonte. Basta fazermos a

identificacao da métrica usual, no caso da RG, com a nossa métrica efetiva em WIST.

Dessa forma, incorporamos na nossa teoria os mesmos resultados para a geometria
que se obtém na relatividade geral na presenca de um campo escalar. Sendo este, no
nosso caso, um campo legitimo que surge naturalmente da caracterizacao axiomatica do

espaco-tempo.

Os campos escalares tém um papel fundamental na fisica tedrica (51), no entanto,
sua consideracao nao reside em nenhuma deteccao observacional ou experimental direta
(51, 52). Eles sao usados como um artificio teérico essencial para a descricao de diversos
fenomenos, particularmente em cosmologia, seja para promover o periodo inflacionéario do
universo primordial ou para evitar a singularidade inicial (45-50), porém, sua existéncia

sempre foi duvidosa.

Nossa reformulacao da gravitagao de Einstein em WIST, por outro lado, fornece
os mesmos resultados dessas teorias de campos escalares, porém, através de um campo
legitimo. Isto é, sua existéncia é naturalmente aceita pela construcao axiomética da teoria,

restando apenas determinar sua dinamica consistentemente com as observagoes.
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Conclusao

Apos termos apresentado as motivacoes para se tratar a gravitacdo geometricamente,
como uma propriedade do espaco-tempo no qual habitamos e os fendmenos fisicos se mani-
festam, estabelecemos o critério usado pela relatividade geral para selecionar o particular
tipo de geometria que seria considerado na teoria. A saber, impusemos que a geometria
nao altera o modulos dos vetores ao longo da variedade, resultando no caso particular das

geometrias de Riemann.

Dentro do contexto da RG, caracterizamos os relégios 6pticos como instrumentos
de medida com o qual os observadores descrevem a geometria do espago-tempo. Estes
instrumentos baseiam-se na emissao e recep¢ao de raios luminosos para o seu funciona-
mento, sendo assim, mencionamos os trabalhos de caracterizagao axiomatica de EPS e
Woodhouse. Eles concluiram que, adotando estes reldgios para se medir o intervalo entre
dois eventos, é necessaria a consideracao da geometria de Weyl para o espaco-tempo, que
possui a riemanniana como caso particular. Portanto, reforcamos a descricao geométrica
da gravitacao inserindo-a num contexto geométrico mais geral, por uma questao de con-

sisténcia tedrica.

Devido as variacoes nos comprimentos provocadas pela geometria nas variedades de
Weyl, tivemos que redefinir o conceito de tempo-proprio dos observadores, para uma
adequada caracterizagao das propriedades geométricas do espaco-tempo em que eles se
encontram. Esta redefinicao, por sua vez, manifesta uma simetria de calibre que também
se encontra na descricao geométrica do espaco-tempo e, portanto, suas propriedades sao

perfeitamente transmitidas aos observadores.

Dentro deste contexto mais amplo das geometrias de Weyl, tivemos que nos restringir
a0 seu caso integravel por questoes de formulacao variacional e compatibilidade com teo-
rias ja existentes. A simetria de calibre, neste caso, permite a escolha de um em particular
que nos leva de volta a geometria riemanniana da RG. Inspirados nessa propriedade, esta-
belecemos um acoplamento inédito na gravitacao em WIST que preserva esta invariancia

e consideramos ser o mais natural.

Apesar desta simetria resultar numa indeterminacao para os objetos geométricos con-
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siderados, ressaltamos que uma apropriada caracterizagao das medidas feitas pelos ob-
servadores deve permanecer bem definida. Ademais a liberdade de calibre nos leva um
passo adiante na compreensao das transformacoes conformes na gravitagao. Estas, por
sua vez, possuem um importante papel nas interagoes fisicas e argumenta-se (5, 21, 22)
que todas elas devam ser invariantes perante estas transformacoes locais de escala. No
caso da gravitagao, por exemplo, isto elucidaria a questao da constante gravitacional ser

ou nao, de fato, uma constante (23).

Obtivemos, em seguida, a solucao para o vacuo estatico e esférico-simétrico que es-
clarece a necessidade de se considerar o tempo-préprio tal como definimos para a caracte-
rizagao da geometria pelos observadores. E somente através dele que se pode interpretar
devidamente as coordenadas usadas e, consequentemente, obter medidas em acordo com

a simetria da teoria, recuperando os resultados do caso equivalente da RG.

Com a intencao de se reobter a invariancia de calibre nos demais observaveis, deu-
se prosseguimento a descricao do fendmeno do desvio para o vermelho (redshift). Para
isso, reobtivemos a éptica geométrica e definimos este efeito preservando devidamente a
invariancia de calibre. Tal propriedade acaba por permitir uma total atribuicao deste
efeito ao campo escalar geométrico, quando se trata de modelos cosmoldgicos, mais pre-

cisamente, das geometrias conformalmente planas.

Estes modelos cosmoldgicos caracterizam-se por diferentes fluidos representando o
conteudo energético do universo. Portanto, a possibilidade de suas propriedades estarem
associadas ao novo campo escalar introduzido exibe uma verdadeira realidade fisica que
este possui. Face a isto, fizemos a caracterizacao da fonte das equacoes em termos de
quantidades termodinamicas de equilibrio e dissipativas preservando a simetria de calibre
ja presente no tensor momento-energia. Com isso, pudemos interpretar diferentes campos

w como representando situacoes fisicas das mais variadas.

Uma vez reconhecida a realidade fisica deste novo campo, no sentido em que dife-
rentes campos w para uma mesma métrica correspondem a situagoes fisicas distintas,
tratamos de buscar uma dinamica especifica para ele consistentemente com observacgoes.
Dada a liberdade para a escolha de sua lagrangiana, buscamos inspiracao em outras te-
orias que consideram algum campo escalar e fizemos sua descricao de acordo com nossa

reformulagao.

A primeira consistiu numa descricdo para a mecanica quantica (nao-)relativistica
que ja foi formulada baseando-se nas geometrias de Weyl integrdavel. As equacoes re-

sultantes (ver as Refs. 19 e 20) mostraram-se idénticas as de Hamilton-Jacobi (nao-)rela-
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tivisticas com um termo a mais exprimindo o carater quantico do sistema. No limite
nao-relativistico, recupera-se a formulacao de Bohm-de Broglie, em que o campo escalar

geomeétrico faz o papel de potencial quantico.

Em seguida, devido ao sucesso fenomenologico do MOND, investigamos a possibili-
dade de o reproduzirmos no nosso formalismo. Consideramos a mesma lagrangiana usada
na versao relativistica AQUAL e nao obtivemos nenhuma altera¢ao na aproximagao new-
toniana da teoria. Para que algum efeito decorrente da dinamica para o campo escalar
pudesse se fazer presente, tivemos que alterar o acoplamento que postulamos. Porém,
além disto ser bastante artificial, no nosso formalismo, nao resolve completamente o pro-
blema que a fenomenologia do MOND se propoe a resolver, a saber, o da matéria escura.
Descartamos, portanto, esta opcao e buscamos outro modelo existente tratando de algum

campo escalar.

Nossa terceira alternativa foi considerar a teoria efetiva no regime de baixas energias
da teoria de cordas. Todo o tratamento foi de acordo com nosso formalismo e obtivemos
um modelo para a métrica efetiva exatamente andlogo ao caso da relatividade geral na
presencga de um campo escalar com energia negativa. Este caso ja fora estudado e fornece
um modelo cosmolégico sem singularidades (11) e um buraco de minhoca (40, 41). Neste
ultimo caso, a mesma solucao ja havia sido obtida em um outro contexto, consistindo

num modelo para particulas na RG (42-44).

Muito embora este caso se apresente bastante promissor, preferimos chamar atencao
para um fato notavel do nosso modelo. Tratando-se de investigar alternativas para a
dinamica do novo campo geométrico, podemos incorporar ao nosso formalismo os diversos
resultados ja obtidos para teorias de campos escalares na RG. Para realizarmos isto, basta
fazermos a identificacao do campo escalar com o nosso w e transformar a métrica usual
na efetiva. As solugoes para esta, que é o nosso interesse, serao as mesmas da usual na

RG com o campo escalar.

Estes campos sao ha muito tempo usados na fisica tedrica como candidatos a se soluci-
onar questoes fundamentais existentes, porém sem nenhuma deteccao direta, tratando-se
apenas de um artificio para se resolver o problema. Obtivemos, entao, uma fundamentacao
legitima para essa abordagem, em nosso formalismo, que consiste em considerar o campo
escalar associado a variagoes provocadas pela geometria nos médulos dos vetores, tal como
na 1.36.

Considerando-se o caso mais geral da geometria de Weyl nesta equagao, podemos

concluir que este efeito de variagao dos modulos nao ocorre nos vetores nulos. Portanto,
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sempre que tivermos um eletromagnetismo invariante conforme resultando numa 6ptica
geométrica em que os raios de luz sao descritos por vetores de propagacao nulos, podemos
concluir que a geometria de Weyl nao atua na sua descrigao. De fato, podemos reobter a
equacao 3.21, que é invariante conforme, a partir da 1.44, mesmo no caso mais geral da
geometria de Weyl. Portanto, percebemos que qualquer campo responséavel pela variagao
nos modulos dos vetores preserva o mesmo comportamento dos raios luminosos. Nao
por acaso, foi possivel obter as conclusoes de EPS e Woodhouse sobre o espago-tempo
quando se considera um relégio 6ptico para sua caracterizacao. Da mesma forma, podemos
compreender o carater “escuro” desses campos, justificando a auséncia de deteccao direta:
trata-se de um campo geométrico cuja manifestacao se da somente através da curvatura

do espago-tempo.

As possibilidades de prosseguimento na obtencao desta dinamica especifica é imensa

e se une a uma pratica de décadas na fisica.

Outra alternativa na obtencao de uma forma especifica para o campo w é considerar
as teorias de f(R) da gravitacao (53-55). Quando se efetua o procedimento variacional a
Palatini nelas, obtemos uma teoria em WIST cujo campo escalar geométrico é dado em
termos da fun¢do f(R) e suas derivadas. A liberdade da formulac¢do nao estd num campo
escalar adicional, mas sim, numa dependéncia funcional em aberto na agao para o escalar
de curvatura. Sendo, em todo caso, uma geometria em WIST, podemos usar os conceitos
redefinidos nesse trabalho para interpretar os resultados dessas teorias alternativas da
gravitagdo. Mais ainda, as teorias de f(R) no formalismo métrico sdo equivalentes a
modelos de quintesséncia acoplada (89), onde se consideram campos escalares na RG e,
pelos resultados desta tese, podem ser identificados com o campos escalar geométrico.
Isto é, podemos fornecer também uma fundamentacao geométrica para as teorias de f(R)
no formalismo métrico. Podemos ainda considerar o analogo desta formulagao para uma
fungao arbitréria de e* R, i.e., uma teoria f(R) no formalismo de Palatini para o escalar
de curvatura calculado com a métrica efetiva. Poderiamos, ademais, considerar uma nova
lagrangiana para o campo w e, possivelmente, teriamos uma teoria equivalente as de f(R)

com campo escalar.

Podemos perceber a dimensao da liberdade adquirida pela gravitacao ao se considerar
a geometria de Weyl como a descricao correta do espago-tempo. Este trabalho, portanto,
fornece um amplo cenario criteriosamente bem estabelecido onde se pode desenvolver

diversas possibilidades de compatibilizéd-la com as observacoes consistentemente.
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APENDICE A - Simetrias dos indices do
tensor de Riemann em
Weyl

O tensor de Riemann em Weyl, definido na 1.21, nao possui as mesmas simetrias em
seus indices que sua versao riemanniana. Isto é, com excecao da 1.53, nenhuma outra
simetria esta presente. No entanto, podemos decompor este tensor nos diferentes termos
que apresentam alguma simetria e usar suas propriedades para obter resultados como
a 1.54, entre outros. Isto sera feito do mesmo modo que se encontra na Ref. 56, onde
para isso, fez-se necessdrio escrever R,g,) explicitamente em termos da métrica e suas

derivadas. Temos, entao, que expandir

Rygor = I:{’WPA - @/\ (gquEp) + ﬁp (wagA) + wa:Ang - waéLprx\ (A1)

em termos de w, e suas derivadas. Isto porque as propriedades de simetria de RvﬁpA ja

sao conhecidas:

~ A

Rygon = _E)Wﬁx\p = _Rﬁvp/\ = Roxnp - (A2)

Vejamos, entao, que termo quebra a antissimetria de g, no primeiro par de indices.

Primeiramente, notemos que da 1.40 temos, por um célculo direto,

Gl = —GauWi + Wrgay (A.3)
GuWearsWip = 9uWe,W5s = Gou (WprBaA - Wfi\Wﬁap) * oy (WAWBOCp —w, W)
(A.4)

Dessa forma, a A.1 se escreve como
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Rygon = Ryppr + gau (W%Wg/\ - WjAWEp)J +ga“/w>\W§p =V (gangp) -

antissimétrico em “y3”

— Garw, Wi + V, (g0 W5)  (A5)

Para seus quatro tltimos termos, calculemos, primeiramente,

a = a 1
Jar AW, = Vi (ga“/WBp) —3 [wx (Wagpy + Wpgsy — WyGsp) —

~9py Vaws + 95, Vaw, — gﬁp%ww] . (A6)

Depois de simplificar, obtemos que

ga“/w)‘ng — Vi (ga“/ng) o ga’vaWBaA +V, (ga'ng/\) =

1 . .
D) [WA (WGpy — Wy Gps) — (EJPVV/\WB - gpﬁv/\“’v> -
—Wp (wﬁg)\’Y - W’Y-g)\ﬁ) + <g)\7@pwﬁ - gkﬁﬁpw'y)} +

1 ~ ~
+ 59&, (VPW)\ — VAWP)J’ (A.7)

-

=(0pwr—0rwp)

onde percebe-se claramente que cada um dos termos entre parénteses nas duas primeiras
linhas do lado direito sao antissimétricos em “y3”. Temos, com isso, que o Unico termo

que nao possui esta propriedade é o tltimo desta equacao. Podemos escrever, entao,
1
Rygpor = Ayppr + 298y (Opwr — Orwp) (A.8)

Aqpor = Rygor + Gap (W%WEA - nyAng) + WAWIB Gpr] T Gplg Vaws —

— W Gas] — GAl Vpwa) = —Agypr . (A9)

Podemos, agora, obter a 1.54 a partir da 1.21. Temos
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RL,\VP =WV, VT =V, V\V & VPR = g,5VaV,V’ — g3V, VaV7 . (A10)

Reescrevemos

gvﬁvx\vpvﬁ =V (gwﬁvpvﬁ) - W/\gvﬁvpvﬁ
= Vi (Vo Vy = wpgy5V7) — wagsV, V"
= VAV, V, = VIV (Wp048) — wpgys VAV — wagsV, V7 (A.11)

e a A.10 fica

VPR spn = VAV, V, — V,VaV, — VIV, (w,0,5) + VPV, (wrgys)
=V,\V,V, -V, V,\V, — Vﬁwprgw - VBQ»WV)\WP + Vﬁwxwpgyg + Vﬁngpau
= VoV, V, =V, VoV, + VPq.5 (V,wr — Vaw,)
= VoV, V, =V, VoV, + VPg.5 (O,wr — Orw,) (A.12)

Usando a A.8, temos, entao,

VAV, V, = Vo VaV, = VIR 50 = Vg5 (Op0r — Oawy)

1

2
1

= _VBAB’YP)\ - ivﬁgvﬁ (Opwr — Ohw,) = _VBRBWA

= VﬁAwﬁp/\ - Vﬁgwﬁ (apW/\ - a,\wp)

=-R’\V; (A.13)

Assim como para seu equivalente riemanniano, apesar das simetrias dos indices do

tensor de Riemann nao serem preservadas.

Vamos, agora, decompor o tensor A,s,, nas partes que preservam a simetria pela

troca do primeiro com o segundo par de indices. Para isso, vamos definir
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1 _ (e e
Algpr = Gou (WHWg — WIWE,) (A.14)
Agfﬁpk = WAW[B Gpry) — WplW[gGrA] (A.15)
ASpor = Gpls Vaws) — 9ais Vo) (A.16)
Aygor = Rvﬁpk + A’lyﬁp)\ + A?yﬁp)\ + A?’yﬁp,\ - (A.17)

Pode-se mostrar facilmente que

1 1
Aisor = Aprs (A.18)

Assim, temos o tensor de Riemann decomposto como

1
R’YﬁﬁA = Asﬁp)\ + A?YBP)\ + igﬁ«, (8pr — 8,\wp) (A20)
Asﬁpk = R'yﬁp)\ + A,lyﬁp)\ + A%BP)\ = Ag)\'YB . (A21)
No caso em que w, = dyw (WIST), A3, \ = A3, ; e as simetrias do tensor de R,y

sao exatamente as mesmas do seu equivalente riemanniano. Isto é,

R’yﬁp/\ = Af{ﬂpA + Aigpx = _Rwﬁx\p = _Rﬁw/\ = Rp/\'yﬁ . (WIST) (A-22)
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APENDICE B - Aceleracao relativa entre

particulas vizinhas

Para obtermos a aceleracao relativa entre as particulas vizinhas de uma congruéncia

de curvas, apliquemos o operador % na 1.81 e depois facamos a projecao. Temos

1?7 (L%LZQ> = % [h$h; (Vau”) b3 27]
— (h5) 13 (Vau) W27 + g ()" (Vo) W27+
+ hGhy (Vau®) hl 27 + hhy (Vau”) (h)) 27+
+ hghy (Vau’) B2 (B.1)

Antes de simplificar os diversos termos que aparecem nesta expressao, notemos que,
das 1.43 e 1.44, temos:

UQVQUQ =0 y

—~
oo
[\

~

u*Vgu, = e’wg = e“0gw = 0 () .

—~
=
w0

~

Com isso, podemos, agora, calcular cada um dos termos de B.1:

(1) 13 (Vau) W27 = = [y + s (e u”) | W) (Vo) h 27

= —e “hyuig (Vau’) 327 — (e “u®) by (usVau’) b 27
=0
= —e “uighy (Vau’) W27, (B.4)

onde estamos denotando ug = u*V,ug # gapu®.
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B (1) (Vau’) W27 = —hg [e=uis + us (e | (Vau’) 020

= —e “hjusi’hlZ"; (B.5)

hhy (Vau’) hl 27 = hu’ (VsVau’) By 27
= g’ (R + VaVou ) 27, (B.6)

onde foi usada a definicao do tensor de Riemann 1.21. Nesta expressao, temos

w (VaVsu?) 27 =V (v’ Vsu’) 327 — (Vau®) (Veu”) h) 27
= (V}ﬂlﬁ> hf{Z'Y - > (V,\u5) V(;uﬁ) +e v (V,\u5) (V(;uﬁ) u’\uVZ'Y
= (Vo) )27 —u* (VA Z°) (Vsu?) + e i’ (Vsu”) u, 27
= (V) )27 — Z° (Vi) + e’ (Vsu?) u, 27 (B.7)

onde foi usada a 1.78 na passagem da segunda para a terceira igualdade. Obtemos, assim,

para a B.6,

B3 (Vo) W27 = b [(Vaa”) 1227 = 27 (Vu?) + e (Vsu®) u, 2] +
+ WG R, uPuh)ZY . (B.S)

Para o quarto termo da B.1, temos:

nghy (Vau®) (1) 27 = =hgh} (Vo) [ieu, +u (e=u,)| 27
= —e_“hg (uA — e_“u)‘u(;upvpu‘S) uﬁ,Z“’V,\uﬁ

= —e “h§itu, 27V \u” (B.9)

e, para o ultimo, reescrevemos h} (V N ) hfSYZ“’ como
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h,)y‘ (V,\uﬁ) 77 = (quﬁ) 7N — u’\uV (V,\uﬁ) 77 =
= (V)\uﬁ) 7N — uyuﬁuaVQZ“’ = (V,\uﬁ) 7 — uﬁ,uﬁZaVau“’ =
= (V) 2*. (B.10)

Somando todos os termos, obtemos, depois de simplificar,

D D
= <J_D—TJ_ZQ) = [~y (Vou) + b (e s’ + Vi + Rlgura® )| 1227
(B.11)
Fazendo a projegao no espago perpendicular a u®, obtemos
D D o apA B p, .0 . 3 —w B 5
Lo (Lo tze) = hgh) |R\surul + Vi — eiyi| 27, (B.12)

que da a aceleracao relativa entre duas curvas vizinhas numa congruéncia.
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APENDICE C - Cadlculo explicito da

imvaridancia do redshift

Na secao 3.4 foi obtido o redshift devido a variacao do fator de escala num modelo
cosmolégico de FLRW, no calibre de Einstein, como sendo o mesmo para os trés tipos
de secao espacial. Esses modelos, sendo conformalmente planos, admitem um sistema de
coordenadas em que sao descritos por uma métrica consistindo numa funcao escalar multi-
plicando a de Minkowski. Estando, entao, nesse sistema de coordenadas, podemos efetuar
a transformacao de calibre da nossa geometria e levar a métrica curva de FLRW na plana
da relatividade especial. O campo escalar geométrico, que antes era nulo, passa a ter uma
dependéncia espaco-temporal e, em virtude da invariancia de calibre do redshift, devemos
ter preservados os mesmos resultados. Este campo escalar seria, portanto, inteiramente

responsavel pelo efeito.

As transformagoes de coordenadas que levam a métrica de FLRW 3.40 na de Min-
kowski multiplicada por um fator conforme dependem da secao espacial considerada e, por-
tanto, faremos o tratamento separadamente para cada caso. Exibiremos a transformagao
de coordenadas mencionada para cada um deles assim como obteremos as expressoes para
a velocidade do observador/emissor e do vetor de propagagao do raio luminoso no novo
sistema de coordenadas. Feito isso, faremos a transformacao de calibre e verificaremos
que esses vetores, de fato, transformam-se como colocado no final da secao 3.3. Com suas
novas expressoes, reobteremos o mesmo valor do calibre de Einstein para o redshift nos

trés casos de secao espacial.

C.1 Caso plano

Para a transformagao de coordenadas mencionada acima, queremos que ela permita

a igualdade
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ds® = dn® — a*(n) [dp® + p*dQ?] = e O [dt* — dr® — 1?dQ?] . (C.1)

Isto se consegue fazendo

_
dt = ) (C.2)
r=p, (C.3
e = A%(t) (A=aon). (C.4)

Estas relagoes nos dao os seguintes elementos da matriz de transformacao:

ot 1 ot
— =, — =0, C.5
on aln)” Op (C5)
or or
=" 5,=1 (C.6)
Para sua inversa, temos,
on _ an _
5 = A(t), = 0, (C.7)
dp op
E—O, ar—l. (C.8)

A partir delas, a velocidade do observador/emissor, u®, dado pela equagao 3.41, e do vetor

de propagacao, k%, dado pela 3.42, escrevem-se, nessas novas coordenadas como

1
W =(—,0,0,0) < u, = (a(n),0,0,0), C.9
(700 (a(),0,0,0) (C9)
k' = 1,41,0,0) < Kk, =(1,¥1,0,0). C.10
7 ) ( ) (C.10)

Apos efetuarmos a transformacao de calibre, devemos ter, de acordo com as 3.31 e
3.32, e considerando a C.4:
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u = U = ("W2.0,0,00) < u,—=U = (20,00, (C.11)
ke — K =(1,+£1,0,0) < K, — K' =(1,71,0,0). (C.12)

Dada a invariancia de calibre da equacao da geodésica para u®, 1.48, e da equivalente

riemanniana para o vetor k%, 3.21, eles ainda devem obedecer as equacoes

U™ =UPVzU™ =0, (C.13)
K'“V,K"” =0. (C.14)

A segunda delas é trivial de verificar, pois sendo a conexao riemanniana escrita, agora,
com a métrica de Minkowski, ela se anula e a equagao consiste apenas na contracao de
K'® com suas derivadas parciais. Sendo um vetor constante, o resultado nao poderia ser
outro. Para a primeira delas, basta perceber que nem a conexao nem a velocidade se

alteram pela transformagao. O resultado deve seguir necessariamente.

Vemos, entao, que apds a transformacao de calibre, obtivemos novos vetores corres-
pondendo a velocidades de observadores/emissores e de propagacao de raios luminosos
que, de fato, sao dados pelas transformacoes obtidas no final da secao 3.3. A verificacao

da invariancia de calibre do redshift, quando calculado através da 3.23, é imediata.

Para a expressao 3.29, notemos que, da 1.93, podemos escrever

- 1
9a5 = 905 — §ha5u”wy. (015)

A partir do novo operador de projecao transformado e usando a C.11, temos éaﬁ = 0.

Portanto, ficamos com

1
o = —5hapU" DA (C.16)

A transformacao do vetor n®, dado pela 3.24, por sua vez, nos da para a 3.29:

d\ e A e A <€% dA(t)

=7 (U0 ) Ugdx® = — ) M2t = —%dA. (C.17)
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Substituindo a C.4, nesta, obtemos

d(In)\) = d(InA) (C.18)

dando, novamente, para o redshift:

1+ y = & — A(to) — a(%) 7 (Clg)

Ae  Alte)  a(ne)

COMO esperavamos.

C.2 Caso hiperbdlico

Neste caso, queremos obter, por uma transformacao de coordenadas, a igualdade

ds® = dn® — a*(n) [dp® + senh®(p)d¥*] = e 20 [q2 — dr? — 2dQ?] (C.20)

Isto se consegue fazendo:

r=e 2 a(n)senh(p), (C.21)
t= eATn)a(n) cosh(p) , (C.22)
ou
r 1 t+r

p = atgh (;) =3 In (t — 7“) : (C.23)
e a(n) = VI —12. (C.24)

Com a imposicao adicional que

dA(n) 2 d d [ am Al

— _ J— 2 = — 2 025
= ety e Fovl e e am)] = —ae ¥, (C25)

onde 0¢ = £1. Em outras ocasides mais adiante, teremos novas arbitrariedades de sinais
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nas expressoes usadas. Portanto, denotaremo-las por o, = +1 (a = 0, ..., 3), onde cada

uma delas pode assumir seus valores independentemente umas das outras.

Para os elementos da matriz de transformacao, temos

ot A(n) t ot A(n)
- — _ 5 h - g — = 2 h = C.26
817 006 Cos (p) 00 a(n) ) ap a(n) sen (p) r Y ( )
or A(n) T or A(n)
gy~ Coc 7 sen (p) 0Ll oy a(n) cosh(p) =, (C.27)

onde foi usada a C.25 no cédlculo das derivadas com respeito a 1. Para a matriz inversa,

temos os elementos:

on t a(n)t on r a(n)r
on = —gg—t2" - C.28
ot a0 erma(n) 02 g~ %0 erma(n) 0 2 ( )
dp r dp t
or_ L C.29
ot t2—r2"  Or 2 —r2’ ( )
em que, para o calculo das derivadas de 7, partiu-se das C.24 e C.25, onde temos
O a t d 1 a70n an eTt
ot [e a} 22 dy [e a] ot e (C.30)
———
:—a’oe%
E, analogamente, foi feito para %.
Com eles, os vetores u® e k“, nessas novas coordenadas, ficam:
A _A
u'® = —UOL(t,r,O,O) & ul = —00672(15, -r,0,0), (C.31)
12 — p2 V2 — r2
1 —A
K = < (=oot +orr, —oogr +o1t, 0, 0) & k, = 6—2(—0'0t + o7, oor —oit, 0, 0).
a a
(C.32)

Onde o7 corresponde ao sinal escolhido para k¢ em 3.42.

Delas, apds efetuarmos a transformagao de calibre, devemos ter:
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Ife% o 6% / !/ 6%
u* —= U = —0p————=(,1,0,0) <& u, — U, =—0 (t,—r,0,0),
t2 _ 7’2 t2 _ 7’2
(C.33)
k/a K/a o 1
— —m(—Uot—FUl'f’, —00T+01t, 0, 0) =
1
& K, = K, = 5——=(—oot +o1r, oor —oit, 0, 0). (C.34)

t2 —r

Para verificarmos se este novo vetor U ainda corresponde a uma geodésica na nova

métrica transformada (7, ), notemos que

Uev UP =0 < r—+4t—=— |r—L4¢t—

oON  ON  dAN| On  On|
ot or dn { ot 87‘] =0 (C-35)

o que é verdadeiro em virtude da C.28.

Para verificar que o novo vetor K'* ainda obedece a equacao C.14, consideremos todas
as possibilidades de sinais arbitrarios em sua expressao. Feito isso, vemos que ele pode

ser reescrito como

N t+037"

£e%

(1, —03,0,0) = koy.os(1, —03,0,0). (C.36)

A funcao ks, », definida acima tem como argumento “t +osr”, i.e., koy 5y = Koy.oy(t+037).
Com isso, para que este vetor obedeca a equacao da geodésica com a conexao riemanniana,

que neste caso se anula, devemos ter:

Ok gy o . Ok gy o
ot > or

=0, (C.37)

o que pode ser facilmente verificado.

Voltando para sua expressao dada pela C.34, construimos o vetor n* dado pela trans-

formagao de n® e, com ele, calculamos 0,51°n” que, depois de simplificado, fica



137

A
T2 1] 0A OA
Hag’f_l,a’f_l,ﬁ = 0'067 {1 - = [ta +7r ar:| }

12 —r?
SR
an( 2 dn
e” 1dA ar? B
_an( ~2dp 0t2—r2 B
y C.38
—0’%{ *“OTOT} ()

onde foram usadas as C.24 e C.28. A partir da C.25, ficamos com:

Oopn 0’ = UO% {1 — 09 [dz(:) + o—o} } = —Lda(n)e“‘, (C.39)

em pleno acordo com as 3.36 e 3.44.

Sendo V' o novo parametro v transformado, temos, agora

I

wl>

U K"V = U, Cilv AV = Ul da™ = — Oﬁ (tdt — rdr) =

= —erfdm = eMdn; (C.40)

também dentro do esperado e onde foram usadas as C.24 e C.25.

Com essas expressoes, a 3.29 volta a nos dar a 3.45 e temos o resultado desejado.

C.3 Caso esférico

Para o caso esférico, basta fazermos a mudanca:

a(n) — Fa(n), (C.41)

p— xip, (C.42)

na transformacao usada no caso hiperbdlico e seguirmos o tratamento da mesma forma.

O resultado final, 3.45, se repete.
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