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nardo Dominguez, Orlando e Bete, Renata Reis, Sidália Pereira, Tadeu Freitas, seus pais,
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“ΕÙθε�α γραµµή �στιν, ¼τις �ξ �σου το�ς

�φ' �αυτÁς σηµείοις κε�ται.”

Euclides - Os Elementos de Geometria.



Resumo

Apresentamos argumentos a favor de uma descrição geométrica para o espaço-tempo,
inserindo-o no contexto da geometria diferencial. Introduzimos seus elementos básicos
e caracterizamos as geometrias riemannianas, usadas pela teoria da relatividade geral.
Expomos os postulados desta quanto a caracterização da geometria de acordo com o
conteúdo energético envolvido bem como para as propriedades cinemáticas das part́ıculas
teste. Caracterizamos o relógio óptico como instrumento de medida para se descrever o
espaço-tempo e mencionamos a necessidade, decorrente do seu uso, de se considerar uma
geometria mais geral do que a de Riemann, a saber, a de Weyl, para uma formulação deste
tipo da gravitação. Neste contexto, redefinimos o conceito de tempo-próprio e fazemos
a restrição ao caso integrável das geometrias de Weyl (WIST). Caracterizamos devida-
mente o espaço-tempo dos observadores em termos de uma métrica efetiva e realizamos
a descrição cinemática de uma congruência de curvas nesse novo tipo de geometria. For-
mulamos nossa teoria de acordo com o prinćıpio da ação mı́nima e estabelecemos um
acoplamento com os demais campos f́ısicos tal que a teoria manifesta uma simetria de
calibre inédita entre as que descrevem a gravitação. Obtemos uma solução para o vácuo
estático e esférico-simétrico na qual a necessidade de definição do tempo-próprio tal como
fizemos se faz presente. Descrevemos o fenômeno do desvio para o vermelho a partir da
aproximação da óptica geométrica do eletromagnetismo e consideramos sua manifestação
em modelos cosmológicos, caso em que a associação de um conteúdo f́ısico ao objeto
geométrico introduzido por Weyl se torna evidente, como decorrência da invariância de
calibre. Caracterizamos a fonte da geometria quanto ao seu regime termodinâmico e
investigamos algumas possibilidades de associação dos elementos da variedade de Weyl
com conteúdos f́ısicos plauśıveis. Damos ińıcio a tentativas de quebra da simetria de
calibre da teoria através de uma dinâmica espećıfica para cada um dos campos envol-
vidos. Entre elas, citamos trabalhos em que a mecânica quântica é obtida a partir de
uma formulação geométrica em WIST, onde a geometria desempenha o papel do poten-
cial quântico no formalismo de Bohm-de Broglie. Em seguida, consideramos a versão
relativ́ıstica do MOND, um modelo fenomenológico criado para resolver o problema das
curvas de rotação anômalas. Neste caso, seu sucesso só é posśıvel ao se alterar o aco-
plamento que postulamos e a solução não se mostrou satisfatória. Restabelecemos nosso
acoplamento e passamos a tratar da aproximação de campo fraco da teoria das cordas.
Suas soluções em modelos cosmológicos e para o vácuo estático e esférico-simétrico já
foram obtidas e fornecem um universo sem singularidades e um buraco de minhoca. Em
seguida, efetuamos uma troca de variáveis dinâmicas e mostramos como nossa formulação
pode incorporar os mesmos resultados de qualquer teoria de campo escalar na relativi-
dade geral. Conclúımos que nossa teoria é conceitualmente mais consistente e fornece
um modo bastante natural de se considerar campos escalares na gravitação. Finalizamos
com a perspectiva de se continuar na busca por uma dinâmica apropriada aos objetos
geométricos consistentemente com observações e mencionamos a possibilidade de tratar
teorias em f(R) na nossa reformulação.



Abstract

We present arguments for considering a geometrical description for space-time, placing
it in the context of differential geometry. We introduce its basic elements and characterize
the Riemannian geometries, which is used by the general relativity theory. We expose
its postulates concerning the characterization of geometry according to the energy con-
tent involved and the kinematic properties of test particles. We characterize the light
clock as a measuring tool to describe space-time and point out the need, resulting from
its use, to consider a more general geometry for this type of formulation for gravitation
than Riemann’s, namely, Weyl geometry. In this context, we redefine the concept of
proper-time and make the restriction to the integrable case of Weyl geometries (WIST).
We adequately characterize the observers’ space-time by means of a effective metric and
describe a congruence of curves kinematically in this new kind of geometry. Our theory
is formulated in light of the principle of least action and the coupling with other physi-
cal fields is established in such a way that the theory shows a gauge symmetry which is
unprecedented among those describing gravitation. We obtain a static and spherically
symmetric solution for the vacuum in which the need to define the proper-time the way
we did is manifest. We describe the phenomenon of red-shift from the geometrical optics
approach of electromagnetism and consider its manifestation in cosmological models, in
which case the association of a physical content to the geometrical object introduced by
Weyl becomes evident as a result of the gauge invariance. We characterize the source of
geometry according to its thermodynamical regime and investigate some possible asso-
ciations regarding Weyl manifold elements with acceptable physical content. We make
attempts to break the gauge symmetry of the theory through a specific dynamics for each
of the fields involved. Among them, we make references to some works in which quantum
mechanics is obtained from a geometrical formulation in WIST, where geometry plays the
role of quantum potential in the formalism of Bohm-de Broglie. Then, we consider the
relativistic version of MOND, a phenomenological model created to solve the problem of
the anomalous rotation curves. In this case, its success is only possible by changing the
assumption with respect to the coupling, and the solution is not satisfactory. After rees-
tablishing our coupling, we move on to deal with the weak field approximation of string
theory. Its solutions for cosmological models and the spherically symmetric static vacuum
have already been obtained and provide a universe without singularities and a wormhole.
Afterwards, we exchange the dynamical variables and show how our formulation can in-
corporate the same results of any scalar field theory in general relativity. We conclude
that our theory is conceptually more consistent and provides an extremely natural way
to consider a scalar field in gravitation. At last, we present the perspective of carrying on
with the search for an appropriate dynamics for the geometrical objects consistent with
observations and mention the possibility of treating f(R) theories in our reformulation.
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Introdução

“ΕÙθε�α γραµµή �στιν, ¼τις �ξ �σου το�ς �φ' �αυτÁς σηµείοις κε�ται.” Esta é a

definição de reta segundo Os Elementos de Geometria, de Euclides (1). Numa tradução

livre, podemos ter: “Linha reta são os pontos que repousam equilibradamente sobre si”

(uns sobre os outros); ou então, “Linha reta são os pontos que se apóiam em si mesmos”;

ou, numa outra tradução encontrada, “Linha reta são os pontos que caem sobre si”. Esta

última expondo claramente algo notável impĺıcito nas outras, que é o recurso à atração

gravitacional para se caracterizar o objeto geométrico denominado linha reta.

Na época de Euclides, a interação gravitacional era bastante óbvia e dispensava qual-

quer necessidade de explicação,1 dáı a liberdade que ele teve em fazer seu uso sem risco

de comprometer o rigor de sua definição. O curioso é como sua leitura se inverteu ao

longo do tempo, resultando numa descrição para a gravidade amparada justamente nas

propriedades das retas.

Num panorama geral, podemos dizer que, com a evolução da geometria, em particular

a perspectiva, ela ampliou seu domı́nio e extrapolou sua descrição ao próprio espaço

f́ısico o qual habitamos. Com isso, criou-se a ideia de que nos encontramos num espaço

euclidiano. Posteriormente, este espaço foi questionado quanto ao seu significado f́ısico e

foi caracterizado de acordo com a inércia dos corpos no contexto da mecânica newtoniana.

Entrou em cena, em seguida, a questão desta caracterização ser ou não absoluta.

Esta obteve uma solução dada por Einstein ao considerar as propriedades f́ısicas locais

da interação gravitacional e resultou na afirmação de que ela determina os referenciais

inerciais em cada ponto. Neles, recuperamos a geometria pseudo-euclidiana introduzida

pela relatividade especial e, globalmente, a geometria do espaço-tempo deixa de ser plana.

Ela adquire uma curvatura e o campo gravitacional passa a ser caracterizado pelo chamado

desvio geodético, que diz como geodésicas vizinhas tendem a se afastar ou se aproximar

umas das outras. Estas nada mais são do que o conceito de reta numa geometria curva,

sendo as quais os corpos livres de força tendem a seguir, pela teoria.

1De fato, o que precisava de justificativa era o porquê do céu não cair. Esta se fazendo através de
Atlas, um dos deuses Titãs da mitologia grega, que fora condenado a sustentar os céus nos ombros para
sempre.
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Resumindo esta pequena introdução histórica, podemos dizer que a definição de reta

de Euclides, baseada na noção natural que se tinha da interação gravitacional, ganhou,

com o tempo, uma formulação matemática precisa, enquanto a gravidade passou a ser

estudada e obteve uma formulação na qual é caracterizada, justamente, pelas propriedades

geométricas do espaço-tempo, inferidas a partir do comportamento das “retas”.

Claro está que fomos bastante superficiais e que a caracterização do campo gravita-

cional envolve uma prescrição adequada de acordo com o conteúdo energético existente.

Todavia, já estamos antecipando o caráter dinâmico do espaço-tempo atribúıdo pela gra-

vitação de Einstein, que consiste numa formulação geométrica.

Neste trabalho, faremos a reafirmação de uma formulação deste tipo para a interação

gravitacional, através de uma dinâmica para o espaço-tempo, porém, generalizando um

de seus pressupostos.

A teoria de Einstein da gravitação, chamada de Relatividade Geral (RG), trata-se

de uma teoria métrica para o espaço-tempo que, para satisfazer um de seus prinćıpios,

a saber, o de equivalência (descrito no próximo caṕıtulo) restringe a classe de conexões

(Γα
βγ) posśıveis para sua descrição. Estas são os objetos que nos dizem como a geometria

altera os vetores ao se deslocarem pela variedade.

Contudo, mesmo preservando o prinćıpio de equivalência, a conexão ainda não adquire

uma expressão definida, a qual foi estabelecida ao se impor que a geometria não altere o

produto escalar entre dois vetores. Em particular, seus módulos não sofreriam alteração

nenhuma vinda da geometria; as únicas alterações seriam em sua direção. Com isso, a

conexão fica univocamente determinada em termos da métrica (gαβ) e temos as chamadas

geometrias de Riemann (2), como representação do espaço-tempo na relatividade geral.

Esta teoria, tal como a relatividade especial já havia feito, rompe com os conceitos

de espaço e tempo absolutos. De fato, o tempo deixa de ser considerado um parâmetro

evolutivo e passa a fazer parte do cont́ınuo espaço-temporal a quatro dimensões, sujeito

às equações dinâmicas. Portanto, faz-se necessário caracterizar devidamente nossos ins-

trumentos de medida de acordo com as propriedades desta formulação.

O método clássico para se fazer medidas nesta teoria consiste em se considerar o

relógio óptico descrito na seção 1.4. Este, por sua vez, é a mesma construção usada na

relatividade especial e baseia-se na emissão e recepção de raios luminosos para medir

tempo e distância.

Porém, quando consideramos uma geometria curva, como na RG, existe uma tendência
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deste relógio se desconfigurar, exigindo uma constante manutenção de suas propriedades.

Isto torna-se praticamente imposśıvel de se fazer e, portanto, temos um grande problema

conceitual da teoria que é a de uma perfeita caracterização dos instrumentos que medem

seus próprios objetos teóricos. A RG baseia-se num procedimento exaustivo de imple-

mentação de infinitos relógios ópticos sucessivos que, na prática, constitui apenas uma

aproximação, dando uma boa medida somente em certos regimes.

Apesar deste problema, iremos adotar a mesma construção para fazermos as medidas

na nossa reformulação. De fato, é justamente através dela que surge a motivação do nosso

trabalho.

Baseando-se nestes instrumentos e considerando certos axiomas a respeito das tra-

jetórias de part́ıculas em queda livre e de raios luminosos,2 Ehlers, Pirani e Schild (EPS)

(3), seguidos de Woodhouse (4), mostraram que os relógios ópticos admitem como geo-

metria mais geral para o espaço-tempo a desenvolvida por Weyl em 1918 (5) e que leva

seu nome. Esta diferencia-se da riemanniana por permitir que os produtos escalares en-

tre dois vetores, em particular, seus próprios módulos, sofram alterações decorrentes da

geometria.

A motivação original deWeyl foi a de geometrizar o eletromagnetismo, visando unificá-

lo com a gravitação. De acordo com sua proposta, a variação dos comprimentos dos vetores

estaria associada ao potencial eletromagnético. Porém, sendo assim, Einstein argumentou

que o espectro de emissão dos átomos dependeria de toda sua história e não podeŕıamos

ser capazes de observar as linhas espectrais de um gás de forma bem definida. Isto,

consequentemente, levou Weyl a abandonar a geometria que desenvolveu.

Os trabalhos posteriores de caracterização axiomática de EPS e Woodhouse, por sua

vez, trazem novamente à tona este tipo de geometria. Sendo que, dessa vez, sua motivação

é puramente geométrica, i.e., o campo responsável pela variação dos comprimentos (ωµ)

não está associado a nenhum campo f́ısico conhecido. Ele é apenas mais um objeto usado

para se caracterizar o espaço-tempo e surge naturalmente ao se fazer uso dos relógios

ópticos. Neste caso, as objeções de Einstein não se aplicam.

Faremos, então, no caṕıtulo 1, a descrição em detalhes de todo este formalismo. Inici-

aremos apresentando motivações para se considerar a gravitação como uma propriedade

geométrica do espaço-tempo e faremos a introdução da geometria riemanniana. Descre-

veremos o funcionamento do relógio óptico e faremos um estudo das propriedades da

geometria de Weyl que se atribui ao espaço-tempo pelo uso deste instrumento de medida.

2Descritos por um eletromagnetismo invariante conforme, como o de Maxwell.
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Será observada uma simetria de calibre presente na sua descrição e faremos a definição

de tempo-próprio dos observadores de modo que ele reproduza todas as propriedades

geométricas do espaço-tempo.

Por questões que colocaremos a seguir, será feita uma restrição a um caso particular

das geometrias de Weyl, a saber, as integráveis (WIST). Nestas, a simetria de calibre

permite a escolha de um espećıfico que nos leva de volta à geometria riemanniana, em

que a métrica, nesse caso, possui expressão equivalente a de um objeto que chamaremos

de métrica efetiva (g̃αβ). Esta define-se para qualquer calibre, em relação aos quais é

simétrica, e mostraremos ser através dela que os observadores caracterizam a geometria.

Encerraremos o caṕıtulo com uma descrição do comportamento de uma congruência

de curvas neste tipo de geometria de Weyl integrável fornecendo toda a interpretação em

termos de observáveis cinemáticos.

Matematicamente, tudo encontra-se muito bem descrito. Porém, para atribuirmos

uma dinâmica aos objetos geométricos, relacionando-os a um dado conteúdo energético,

ainda carecemos de uma formulação variacional que contemple o caso mais geral da geome-

tria de Weyl. O que temos é um formalismo deste tipo para seu caso particular integrável,

o qual iremos, então, considerar no nosso trabalho. Ademais, é somente através dele que

podemos compatibilizar o formalismo com outros já bem estabelecidos da f́ısica, como o

de Hamilton-Jacobi (6).

Este caso integrável consiste numa restrição quanto à variação dos módulos dos vetores

provocada pela geometria. Ele surge ao se impor que o módulo de qualquer vetor seja

preservado após o percurso de uma trajetória fechada. Com isto, estabelecemos uma

restrição ao campo que promove tal variação e esta passa a depender somente dos pontos

inicial e final do percurso. No caso, o campo de Weyl passa a ser descrito por um campo

escalar, ω.

Introduzimos, então, a formulação variacional para as geometrias de Weyl em WIST

no caṕıtulo 2, bem como o acoplamento dos objetos geométricos com o conteúdo energético

em questão. Diferentemente de qualquer outro já estabelecido, em particular, dos usados

nos diversos trabalhos do nosso grupo neste tema (7–20), iremos estabelecer um tal que

nossa formulação apresente uma simetria de calibre inédita entre as teorias da gravitação.

Esta simetria constitui, por si só, um grande avanço teórico e está associada à mesma

transformação de calibre em relação à qual a geometria é invariante. Considerando-se que

ela envolve uma transformação conforme na métrica, podemos obter uma compreensão
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maior do papel desta última na gravitação.

Weyl (5) e Hoyle e Narlikar (21, 22), já haviam proposto que todas as teorias funda-

mentais da f́ısicas sejam invariantes por transformações locais de escala (conforme). Em

seguida, Bekenstein e Meisels (23) argumentaram que esta propriedade pode solucionar

problemas conceituais profundos, como o proposto por Dirac (24) sobre a constante gra-

vitacional ser ou não, de fato, uma constante. Portanto, podemos perceber a importância

deste tipo de formulação e, embora tenha havido tentativas, nenhuma a fez nesse contexto

das geometrias de Weyl, como fizemos.

Finalizamos o caṕıtulo com uma solução anaĺıtica para o vácuo estático e esférico-

simétrico. Ela manifesta, explicitamente, a liberdade de calibre presente na teoria e serve

como um forte argumento para se considerar o espaço-tempo dos observadores como

descrito pela métrica efetiva que definimos.

A ação original é invariante de calibre e, portanto, não devemos esperar que as medidas

feitas possam determinar algum em particular. O espaço-tempo dos observadores deve

acompanhar as mesmas propriedades geométricas da variedade e, portanto, ser igualmente

invariante. Portanto, conclúımos que a única descrição posśıvel para tal é através da

métrica efetiva que, sendo invariante, é univocamente determinada.

De acordo com nosso formalismo, não são somente os observáveis cinemáticos referen-

tes ao movimento das part́ıculas teste nesta geometria que devem ser invariantes. Uma

vez que o acoplamento também preserva a simetria de calibre, os observáveis referentes

ao conteúdo energético usado como fonte também devem apresentar a mesma invariância.

Para verificarmos isto, consideramos o caso do eletromagnetismo, que se mostrou

perfeitamente de acordo com a simetria de calibre inclusive na presença de fontes, e esta-

belecemos a aproximação da óptica geométrica. A partir dela, caracterizamos o fenômeno

do desvio para o vermelho (redshift) e verificamos sua invariância. Sendo assim, podemos

atribuir parte deste efeito ao campo introduzido por Weyl.

A liberdade de calibre que temos na geometria permite transferir à este campo certas

propriedades da métrica e continuarmos com a mesma situação. Desta forma, ele passa a

adquirir uma verdadeira realidade f́ısica, por ser o responsável, em parte, dos observáveis

da teoria.

No caso de modelos cosmológicos, temos a possibilidade notável de atribuir inteira-

mente à este campo todas as observações de desvio para o vermelho, como iremos concluir

na seção 3.4 e mostraremos no apêndice C. Neste caso, portanto, o campo responsável por
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gerar as variações do módulo dos vetores fica inteiramente associado ao fluido considerado.

Dada esta propriedade de se identificar o novo campo geométrico com diferentes flui-

dos, ou sistemas f́ısicos, é interessante caracterizá-los em termos de quantidades termo-

dinâmicas, o que será feito no caṕıtulo 4. Veremos que, embora este campo não tenha

nenhuma restrição a priori, a sua compatibilidade com situações f́ısicas plauśıveis, por

sua vez, é mais delicada.

Consideraremos, neste caṕıtulo, uma métrica efetiva correspondendo a um modelo

cosmológico representado por um fluido perfeito e, pela alteração do campo de Weyl,

iremos obter novas soluções correspondendo a conteúdos f́ısicos completamente diferentes

do original. Num dos casos, obteremos uma nova solução para a constante cosmológica,

representando uma geometria anisotrópica.

Em todos os casos tratados até então, a simetria de calibre sempre se manteve e,

consequentemente, podemos recuperar a relatividade geral com seus mesmos resultados.

Deste modo, não oferecemos nenhuma alteração observacional que possa privilegiar nossa

formulação. Sua distinção da RG tem sido apenas conceitual e de modo a torná-la teori-

camente mais consistente.

Todavia, esta mesma liberdade de calibre decorre da introdução de um objeto teórico

que, como percebemos, adquire uma autêntica realidade f́ısica. Logo, é bastante leǵıtimo

que ele possa ter uma dinâmica espećıfica e, portanto, passaremos a investigar as possi-

bilidades de se caracterizá-la consistentemente com observações.

Naturalmente, esta dinâmica poderá quebrar a simetria existente e determinará uni-

vocamente os objetos geométricos envolvidos. No entanto, a geometria permanecerá com

suas mesmas propriedades e igualmente invariante frente às transformações de calibre.

Sendo assim, a definição de tempo-próprio será preservada, bem como a interpretação da

métrica efetiva.

Como primeiro exemplo de caracterização deste campo, iniciaremos o caṕıtulo 5 ci-

tando os trabalhos de Novello, Salim e Falciano (19, 20) que consideraram um espaço de

Minkowski na presença do campo de Weyl e um campo escalar. As equações dinâmicas

obtidas neste sistema são exatamente idênticas às da mecânica quântica no formalismo

de Bohm-de Broglie, tanto as relativ́ısticas quanto as não-relativ́ısticas. Nessa formulação

dinâmica, o campo geométrico de Weyl faz o papel do potencial quântico e a função

escalar corresponde à fase da função de onda da part́ıcula escrita na forma polar.

Muito embora essa nova interpretação da mecânica quântica seja bastante interes-
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sante, ela se dá num regime em que a forma espećıfica da métrica é irrelevante, por

resultar em correções de ordens de grandeza baix́ıssimas comparadas com as decorrentes

do potencial quântico. Ademais, ela se dá na presença de um campo escalar caracterizando

a part́ıcula quântica e que determina toda a geometria. Para fazermos a comparação com

a relatividade geral, passaremos a considerar somente as situações de vácuo e num regime

em que todos os objetos considerados são de igual relevância.

Seguindo adiante, buscamos inspiração num grande problema existente na f́ısica te-

órica, que é o das curvas de rotação anômalas das galáxias (25). Estas consistem numa

discrepância observada nas curvas de rotação dos corpos que orbitam o centro de uma

galáxia (26) em relação às previsões teóricas de simulações de N-corpos dentro do modelo

padrão da cosmologia (27), levando a concluir a existência de um conteúdo material maior

do que se infere a partir de sua luminosidade, sendo a diferença atribúıda à chamada

matéria escura.

Um modelo bem sucedido para dar conta destas curvas, dispensando esta componente

não observada, surgiu no ińıcio dos anos 80 consistindo numa fenomenologia chamada de

MOND (MOdified Newtonian Dynamics) (28–30). Ela surgiu, primeiramente, como uma

alteração da segunda lei de Newton quando as acelerações envolvidas fossem muito me-

nores do que um a0, representando uma nova constante universal.3 Posteriormente, ela

passou a considerar apenas o potencial gravitacional que, por sua vez, resultando numa

aceleração menor que a0 altera sua expressão newtoniana. Outros problemas teóricos

fizeram com que ela sofresse modificações e, finalmente, resultasse numa formulação ex-

tremamente sofisticada denominada TeVeS (32).

Entre o MOND e esta última, houve uma formulação relativ́ıstica chamada AQUAL,

que nos serviu de inspiração. Esta baseia-se num acoplamento das part́ıculas teste com

um campo escalar e, na seção 5.2, fizemos a passagem deste modelo para nossa formulação

da gravitação em WIST.

Infelizmente, a aproximação newtoniana da nossa teoria neste modelo não resultou

em nenhuma alteração em relação à relatividade geral. Porém, ainda assim prosseguimos

na tentativa de recuperar os resultados do AQUAL, o que foi posśıvel somente através de

uma alteração no acoplamento que postulamos com os campos de matéria. Num cenário

cosmológico, a lagrangiana usada para o campo escalar nos fornece um universo sem

singularidades.

3A validade da aproximação newtoniana da relatividade geral é assegurada (31), pois esta discrepância
das curvas de rotação se dá em regimes de campos muito fracos.
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Ainda que reproduza satisfatoriamente as curvas de rotação das galáxias, e resulte

num modelo de universo eterno, o êxito do modelo se deu à custa de uma alteração do

nosso acoplamento original. Mais ainda, não é somente através das órbitas dos corpos em

torno da galáxia que se infere a necessidade da matéria escura. A mesma diferença entre

a matéria viśıvel e a inferida também se observa através das lentes gravitacionais (33–35),

i.e., a massa inferida de uma galáxia através deste efeito de lente é tão maior em relação

à luminosa quanto ocorre nas curvas de rotação. No entanto, nem esse modelo, tampouco

o AQUAL, provocam qualquer alteração nas trajetórias dos raios luminosos, comparadas

com as previstas pela RG. Tivemos, portanto, que abandonar esta alternativa, apesar do

esforço.

Outra proposta de dinâmica para o campo de Weyl surge a partir do regime de campo

fraco da teoria de cordas (36–39). Neste caso, restabelecemos nosso acoplamento original

e o prinćıpio variacional resulta num sistema de equações para a métrica efetiva cujo

tratamento já havia sido feito anteriormente, tanto num cenário cosmológico (11), quanto

num estático e esférico-simétrico (40, 41). No primeiro, obteve-se um universo isento de

singularidade, enquanto no segundo, uma solução de buraco de minhoca que, por acaso, já

fora considerada anteriormente como modelo de part́ıculas na relatividade geral (42–44).

As soluções consideradas foram para a métrica efetiva porque é justamente ela que

caracteriza a geometria do espaço-tempo para os observadores, sendo, portanto, nossa

variável de interesse. Chamamos a atenção, então, para a possibilidade de troca de

variáveis dinâmicas, considerando a métrica efetiva no lugar da usual.

Na seção 5.4 mostramos como é posśıvel estabelecer esta troca, no conjunto de

variáveis dinamicamente independentes. Isto é, passamos a ter nossa ação total escrita

não mais em termos do conjunto {ω, gαβ, Γα
βγ} de variáveis dinâmicas, mas em termos de

{ω, g̃αβ, Γα
βγ}, igualmente independentes.

A grande vantagem disto é que podemos incorporar no nosso formalismo qualquer

teoria de campo escalar na relatividade geral. Para tanto, basta fazermos a identificação

da métrica usual desta com a nossa métrica efetiva, bem como identificar o campo escalar

com o nosso ω.

Embora a distinção conceitual entre as duas formulações seja imensa, operacional-

mente são idênticas. Com isso, podemos antecipar os resultados de uma suposta lagran-

giana para o campo de Weyl no nosso formalismo caso ela já tenha algum análogo da RG.

As soluções para a métrica efetiva serão as mesmas encontradas para a usual neste caso

análogo. No entanto, em nossa reformulação, o campo escalar usado é leǵıtimo e surge
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naturalmente de uma caracterização axiomática para a geometria do espaço-tempo.

Terminamos o caṕıtulo 5 observando a importância dos campos escalares na f́ısica e

que, embora sejam usados há décadas, especialmente na gravitação e cosmologia, (45–50),

nunca houve uma detecção direta deles (51, 52).

Conclúımos, portanto, que nossa teoria fornece uma alternativa para a relatividade

geral axiomaticamente consistente e natural, criteriosamente bem estabelecida, dotada de

uma invariância de calibre, de grande interesse teórico por si só, e que, quando considerada

a possibilidade de quebra desta simetria, recupera os resultados de qualquer teoria de

campo escalar da gravitação de Einstein.

Temos, como sequência natural deste trabalho, a busca por uma dinâmica adequada

para o campo escalar de Weyl, consistentemente com as observações. Algo que, efetiva-

mente, já se faz há décadas. No entanto, finalizamos com uma proposta alternativa de

investigar as teorias de f(R) da gravitação (53–55) no formalismo variacional de Pala-

tini, como meio de se determinar uma forma espećıfica para o campo ω. Assim como

também, numa terceira abordagem, podemos considerar o análogo da reformulação que

fizemos nessas teorias, i.e., considerar uma espécie de teoria de f(R) com campo escalar,

introduzindo dois graus de liberdade na RG: um através da forma da função f , e outra

através da dinâmica para o campo ω.
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1 Descrição geométrica do

espaço-tempo

Neste caṕıtulo faremos um resumo de como surgiu a ideia de se descrever a interação

gravitacional de forma geométrica, atribuindo um caráter dinâmico ao conceito unificado

de espaço-tempo originado na relatividade especial. De forma igualmente sucinta, será

feita uma introdução à descrição matemática do espaço-tempo tal como é feita na rela-

tividade geral, baseando-se numa variedade riemanniana. Em seguida, caracterizaremos

os instrumentos de medida e observaremos o problema conceitual dessa descrição da gra-

vitação com essa construção de réguas e relógios. Também será justificada a consideração

de uma variedade mais geral do que a de Riemann para a representação do espaço-tempo,

a saber, a de Weyl, e feita uma descrição detalhada de suas propriedades, com uma

redefinição do tempo-próprio.

1.1 Gravitação e espaço-tempo

Existem algumas razões para se considerar a interação gravitacional como uma pro-

priedade do espaço-tempo. Apresentaremos, aqui, as motivações para tal assim como se

encontram nas referências 2 e 56, sem o compromisso de reproduzir as verdadeiramente

utilizadas por Einstein no desenvolvimento da RG.

Primeiramente, é necessário reconhecer que o espaço possui um significado f́ısico por

si só determinando uma classe de observadores para os quais as leis da mecânica new-

toniana são válidas. Para demonstrar isso, Newton fez uso do seu famoso experimento

do balde: seja um balde cheio d’água suspenso por uma corda retorcida deixado a girar;

inicialmente, conforme a corda se estira, o balde gira relativamente à água e a superf́ıcie

desta permanece plana; com o tempo, a viscosidade da água faz com que ela acompanhe

a rotação do balde e sua superf́ıcie passa a ser de um paraboloide de revolução; por fim,

o balde termina seu movimento e temos uma situação análoga a inicial, em que balde e
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água possuem um movimento relativo, no entanto, a superf́ıcie da água permanece como

um paraboloide de revolução. Isto mostra que não é o movimento relativo entre os dois

que importa na descrição do fenômeno de deformação da superf́ıcie da água mas, sim, o

movimento dela em relação ao espaço absoluto. Isto é, o espaço não pode ser considerado

como um mero conjunto de posśıveis posições simultâneas dos diferentes corpos, devendo

ser reconhecido como uma verdadeira entidade f́ısica, manifestando-se através das forças

de inércia. No caso do experimento, a rotação da água caracterizava um movimento ace-

lerado em relação ao espaço e, por conseguinte, ela sofria o efeito da força centŕıfuga.

Esta, sendo um exemplo de forças de inércia, existe somente em seu referencial. É sempre

posśıvel obter um outro onde elas desaparecem e, por isso, elas também são chamadas

de forças aparentes. O espaço fica, então, caracterizado de forma absoluta como aquele

em relação ao qual não existem essas forças inerciais, determinando uma classe de ob-

servadores movendo-se uniformemente um em relação ao outro os quais chamaremos, por

brevidade, de co-móveis com o espaço.

Sendo, essas forças aparentes, decorrentes da inércia dos corpos, que é proporcional à

massa dos mesmos, podemos estabelecer um critério para distingúı-las das forças verda-

deiras. Isto é, caso seja observado um efeito universal nos corpos materiais considerados

que seja proporcional às suas massas, pode-se desconfiar que trata-se de forças inerciais

e que, por uma mudança adequada de observador, elas desapareceriam. Caso que ocorre

com a já mencionada força centŕıfuga e também com a de Coriolis.

Outra força universal que atua em todos os corpos proporcionalmente às suas massas

é a da gravidade. Propriedade, esta, reforçada pelos experimentos de Eötvös e Dicke (57).

Dessa forma, é de se esperar que, assim como ocorre com as forças aparentes, existe a

possibilidade de se efetuar uma mudança de observador de modo a anular o efeito desta

interação.

De fato, a gravitação tem como propriedade o fato que, quando submetidos ao mesmo

campo gravitacional, todos os corpos movem-se da mesma maneira, independentemente

das suas massas, desde que suas condições iniciais sejam as mesmas. Isto permite uma

analogia com os movimentos dos corpos livres de forças descritos por um observador não-

inercial. Com efeito, se para um observador inercial os corpos livres de força realizam um

movimento retiĺıneo uniforme, e considerando que inicialmente suas velocidades sejam as

mesmas elas permanecerão iguais sempre, certamente, quando descritos por um observa-

dor não-inercial, todos deverão mover-se da mesma maneira. Portanto, as propriedades

do movimento para um referencial não-inercial são as mesmas para um observador inercial
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na presença de um campo gravitacional.

Para ilustrar essa analogia, Einstein fez uso do famoso experimento imaginário do

elevador: seja um observador dentro de um elevador totalmente fechado, de modo que ele

não possa fazer nenhuma medida exterior a este, e percebe que tudo o que se encontra

ao seu redor sofre a ação de uma força proporcional à massa no sentido do chão. Para

este observador, podem existir duas possibilidades: ou o elevador e todo seu conteúdo

encontram-se sujeitos ao campo gravitacional de um corpo bastante massivo e extenso

abaixo dos mesmos gerando a força detectada, ou o elevador está sendo puxado acelera-

damente para cima de modo que a força proporcional à massa medida seja em virtude da

inércia dos objetos no seu interior. Ambas as alternativas dão, igualmente, conta da força

observada e não há resultado algum conhecido na mecânica que permita fazer qualquer

distinção entre as duas possibilidades.

De forma semelhante, podeŕıamos anular o campo gravitacional do corpo bastante

massivo abaixo do elevador deixando-o acelerar livremente sob seu efeito. As forças iner-

ciais decorrentes dessa aceleração cancelariam identicamente as produzidas pelo corpo

massivo.

Nos dois casos em que se consideraram as forças de inércia, seja para simular um

campo gravitacional ou para anulá-lo, é necessário ter em mente que este procedimento

somente vale localmente, pois os campos aos quais sistemas não-inerciais são equivalentes,

quando não divergem no infinito, permanecem com um valor constante, diferentemente

dos campos gravitacionais, que sempre vão a zero para grandes distâncias em relação aos

corpos que os produzem. Desta forma, não é posśıvel anular o campo gravitacional em

todos os pontos do espaço,1 somente na região em que ele pode ser considerado uniforme.

É importante frisar que esta possibilidade de simular ou anular um campo só vale para a

interação gravitacional, cuja força é proporcional às massas dos corpos que interagem.

Todavia, esta possibilidade, mesmo sendo local, permite uma revisão do conceito

de espaço absoluto obtido a partir do experimento do balde de Newton. Afinal, deste

conclúımos que aquele se caracteriza pela ausência de forças inerciais ou, dito de outra

forma, é aquele em que estas forças se anulam quando se considera a classe de observadores

co-móveis em relação a ele. Porém, estas forças, por sua vez, são caracterizadas justamente

pela possibilidade de se anulá-las através de uma troca de referencial adequada, uma vez

que são proporcionais às massas, e estes novos referenciais considerados co-móveis com

o espaço. Desta forma, pelo que acabamos de concluir sobre a interação gravitacional,

1Passaremos a nos referir ao espaço-tempo a partir da próxima seção.
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ela se enquadra na mesma situação das outras forças inerciais e qualquer observador que

anule seu campo poderia ser considerado co-móvel ao espaço. Teŕıamos, assim, trocado o

conceito de espaço como sendo uma entidade f́ısica absoluta por um conceito relativo, uma

vez que diferentes campos gravitacionais determinariam diferentes referenciais inerciais, e

caracterizado pela sua distribuição de matéria.

Este é, justamente, o ponto de vista adotado por Mach para tratar a questão da

existência ou não de um espaço absoluto, segundo o qual os posśıveis sistemas referenciais

são determinados pela matéria do universo. No caso do balde do Newton, além da água

girar em relação ao eixo imaginário que cruza a Terra, ela também gira em relação à toda

matéria que preenche o espaço, sendo esta rotação relativa a responsável pela deformação

em sua superf́ıcie.

Entretanto, no caso do experimento do elevador de Einstein, uma possibilidade deixou

de ser considerada para a distinção entre as duas alternativas para justificar a aceleração

dos corpos no interior do elevador: a propagação de raios luminosos. Quando o experi-

mento foi discutido, a equivalência entre as duas possibilidades consideradas residia no

fato dos fenômenos mecânicos e gravitacionais serem igualmente descritos nelas duas.

Porém, até a época do desenvolvimento da RG, a gravitação era considerada como uma

interação que atuava somente em corpos massivos. Dessa forma, os raios luminosos, des-

providos de massa, não deveriam sofrer alteração nenhuma em suas trajetórias mesmo

na presença de um campo gravitacional. Assim, teŕıamos uma possibilidade de distinguir

entre as duas alternativas para justificar a aceleração dos corpos no interior do elevador.

No caso deste ser içado, um raio de luz inicialmente horizontal passando de uma parede a

outra claramente iria percorrer uma parábola e atingiria a segunda delas abaixo de onde

saiu da primeira. Por outro lado, no caso em que houvesse um grande corpo massivo

abaixo do elevador, a trajetória da luz seria inalterada.

Einstein estava tão convicto da equivalência entre as duas possibilidades que ousou

fazer a audaciosa e inédita previsão: a de que os raios luminosos, de fato, sofrem alterações

em suas trajetórias devidas a presença de um campo gravitacional. Isto sendo verdade

e de acordo com o descrito no experimento do elevador iria consagrar a gravitação como

uma propriedade do espaço, caracterizando diferentes observadores inerciais dependendo

da configuração de matéria existente, ao mesmo tempo que consolidaria o prinćıpio de

equivalência, que diz que as duas situações descritas no experimento do elevador são

fisicamente indistingúıveis, i.e., os campos gravitacionais são (localmente) equivalentes a

sistemas referenciais não-inerciais.
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Levando adiante esta ideia, Einstein, finalmente, terminou a formulação da sua teoria

da gravitação (RG) em 1915 e, em 1919, a deflexão da luz pelo campo gravitacional foi

verificada, em pleno acordo com sua teoria, através de um eclipse solar observado na

cidade cearense de Sobral.

1.2 Espaço-tempo e geometria diferencial

Seguindo adiante as considerações feitas na seção anterior, devemos observar que,

tendo em mente os resultados da relatividade especial, não faz sentido tratar separada-

mente o espaço do tempo. Isto é, o que deve ser considerado como verdadeira entidade

f́ısica não é o espaço tal como era concebido na f́ısica newtoniana clássica, mas, sim, o

conceito unificado de espaço-tempo. À luz da teoria da relatividade especial, as forças iner-

ciais e gravitacionais preservam as mesmas propriedades; logo, o que se concluiu a respeito

da existência de um espaço absoluto passa a valer para o novo conceito de espaço-tempo.

Assim, devemos ter este determinado pelas diferentes configurações de matéria existen-

tes que, por conseguinte, determinam diferentes referenciais inerciais em cada ponto do

espaço-tempo.

Na relatividade especial, temos a seguinte expressão que dá o quadrado da quantidade

chamada de intervalo:

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 , (1.1)

sendo invariante por transformações entre referenciais inerciais, i.e., transformações de

Lorentz.

Como discutido anteriormente, o campo gravitacional é tratado como uma força apa-

rente, de modo que é localmente equivalente a um referencial não-inercial. Desta forma,

ao considerar este referencial, devemos ter que, para ele, o intervalo deixa de ter a forma

acima, passando a ter coeficientes como funções das coordenadas ou termos cruzados nas

diferenciais. Por exemplo, passando para um sistema com rotação uniforme, temos as

transformações de coordenadas







x = x′ cos(Ωt)− y′ sen(Ωt) ,

y = x′ sen(Ωt) + y′ cos(Ωt) ,

z = z′ ,

(1.2)
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onde Ω é a velocidade angular ao longo do eixo z. No novo sistema, o intervalo fica

ds2 =
[
c2 − Ω2

(
x′2 + y′2

)]
dt2 − dx′2 − dy′2 − dz′2 + 2Ωy′dx′dt− 2Ωx′dy′dt , (1.3)

que, independentemente da lei de transformação para a coordenada temporal, nunca

poderá ser representado como uma soma dos quadrados das diferenciais das coordenadas.

Num caso geral, um referencial não-inercial tem o intervalo dado através de

ds2 = gαβdx
αdxβ , (1.4)

onde a quantidade simétrica nos ı́ndices gαβ, chamada de métrica, é função das coorde-

nadas espaço-temporais.

No caso do exemplo dado, ao efetuarmos a transformação de coordenadas inversa,

recaiŕıamos, naturalmente, na mesma expressão 1.1 e teŕıamos anulado em todos os pontos

do espaço-tempo o campo ao qual o referencial não-inercial representado pelo intervalo

1.3 equivale. Como foi observado que não é posśıvel anular o campo gravitacional em

todos os pontos da variedade, devemos concluir que a 1.3 não passa de um espaço-tempo

sem a presença de campo gravitacional, tratando-se, portanto, do espaço de Minkowski

da relatividade especial, o que é óbvio em vista da forma como ela foi obtida. Assim

como, no caso da presença de um campo gravitacional, a métrica gαβ nunca poderá ser

igual a de Minkowski (ηαβ) em todos os pontos do espaço-tempo por uma transformação

de coordenadas.

Temos, assim, a gravitação inserida no contexto da geometria diferencial, onde o

campo gravitacional é caracterizado por uma curvatura na geometria do espaço-tempo

induzida por uma métrica que, num caso geral, é dada em coordenadas curviĺıneas e não

pode ser igual à de Minkowski em todos os pontos.

A proposta da relatividade geral é de atribuir inteiramente a esta curvatura os fenô-

menos gravitacionais. Isto é, a ideia de “força gravitacional” atuando nos corpos numa

geometria pseudo-euclidiana é substitúıda por corpos percorrendo trajetórias numa geo-

metria curva, livres desta força. Estas trajetórias seriam aquelas em que o vetor tangente

sofre apenas variações decorrentes da curvatura, representando a generalização de linha

reta para estas variedades.
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1.3 Relatividade geral

Uma vez que passamos a considerar uma geometria para o espaço-tempo mais geral

do que a pseudo-euclidiana da relatividade especial, devemos estabelecer critérios para

selecionar alguma das diversas possibilidades tratadas pela geometria diferencial. Isto

porque uma geometria curva introduz uma nova quantidade geométrica independente, Γα
βγ,

chamada de conexão, necessária para se comparar quantidades tensoriais em diferentes

pontos da variedade cuja forma espećıfica não é conhecida a priori.

Uma vez que diferentes pontos do espaço-tempo constituem espaços vetoriais distintos,

devemos estabelecer como um vetor se comporta quando transportado de um ponto ao

outro, i.e., como a curvatura altera suas componentes, de modo que se possa comparar

vetores em posições diversas. Para essa comparação, desejamos que as únicas alterações

provocadas pelo deslocamento considerado sejam em virtude da curvatura e teremos,

nesse caso, o que chamamos de transporte paralelo. A conexão surge ao se considerar um

deslocamento infinitesimal de um vetor, por exemplo, contravariante, cujas componentes

em xα são dadas por Aα e, num ponto vizinho xα + dxα, valem Aα + dAα. Quando o

submetemos a um transporte paralelo até o ponto xα+dxα, este passará a valer Aα+δAα

e a diferença DAα entre os dois vetores neste mesmo ponto será

DAα = dAα − δAα . (1.5)

Impondo que δ(Aα+Bα) = δAα+δBα, para dois vetores Aα e Bα quaisquer, devemos

ter uma dependência linear entre δAα e Aα. Portanto, podemos escrever (56)

δAα = −Γα
βγA

βdxγ . (1.6)

Substituindo na expressão anterior, ficamos com

DAα =

(
∂Aα

∂xγ
+ Γα

βγA
β

)

dxγ . (1.7)

Caso a curva em questão seja parametrizada por σ, teremos

DAα =

(
∂Aα

∂xγ
+ Γα

βγA
β

)
dxγ

dσ
dσ = uγ∇γA

αdσ =
DAα

Dσ
dσ , (1.8)

onde foram definidos o vetor tangente à curva, uα ≡ dxα

dσ
, e DAα

Dσ
≡ uγ∇γA

α para qualquer



27

vetor Aα, assim como a derivada covariante do vetor Aα:

∇γA
α ≡ ∂Aα

∂xγ
+ Γα

βγA
β . (1.9)

Impomos, adicionalmente, a regra de Leibnitz para operadores diferenciais: D(AB) =

ADB+BDA, onde A e B são objetos tensoriais de qualquer ordem; assim como a condição

Df = df para o caso de uma função escalar, f , qualquer. Isto é, as funções escalares não

sofrem alterações devidas à curvatura quando transportadas paralelamente. Com isso,

para dois vetores Aα e Bα arbitrários, obtemos

BαDA
α + AαDBα = D(AαBα) = d(AαBα) = BαdA

α + AαdBα ⇒ (1.10)

⇒ Aα
(
DBα − dBα + Γγ

βαBγdx
β
)
= 0 ∀ Aα (1.11)

∴ DBα =

(
∂Bα

∂xβ
− Γγ

βαBγ

)

dxβ . (1.12)

Definimos então,

∇βBα ≡ ∂Bα

∂xβ
− Γγ

βαBγ . (1.13)

A generalização da derivada covariante para objetos tensoriais de ordem maior se

encontra em (58) e é dada, para um tensor Aα1...αn
β1...βm

arbitrário, por:

∇γA
α1...αn

β1...βm
=

∂

∂xγ
Aα1...αn

β1...βm
+
∑

i

Γαi

δγA
α1...δ...αn

β1...βm
−

−
∑

i

Γδ
γβi
Aα1...αn

β1...δ...βm
, (1.14)

onde o ı́ndice δ do tensor substitui os ı́ndices αi ou βi.

Diferentemente dos outros objetos considerados até agora, a conexão que acabamos

de introduzir não se trata de um tensor pois, sob uma transformação de coordenadas,

pode-se mostrar (56) que suas componentes transformam-se como

Γα
βγ = Γ′ρ

µν

∂xα

∂x′ρ
∂x′µ

∂xβ
∂x′ν

∂xγ
+

∂2x′δ

∂xβ∂xγ
∂xα

∂x′δ
. (1.15)
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Percebemos que, devido ao segundo termo do lado direito, a soma de duas conexões deixa

de ser uma conexão.

Uma vez caracterizado o transporte paralelo de um vetor, vamos definir um vetor

paralelamente transportado ao longo de uma curva como aquele que, em cada ponto dela,

seja o mesmo obtido pelo seu transporte paralelo. Isto é, um campo vetorial tal que a 1.5

se anule. Sendo Aα um vetor desse tipo, teremos, nesse caso,

DAα

Dσ
= uβ∇βA

α = 0 (1.16)

Pelo que foi dito sobre o transporte paralelo, temos que as variações deste campo

vetorial ao longo da variedade são somente decorrentes da geometria. Como nesta for-

mulação da gravitação consideramos que a trajetória de uma part́ıcula teste, quando livre

de qualquer outra força, seja determinada exclusivamente pela geometria, devemos ter sua

direção (vetor tangente) como um campo vetorial paralelamente transportado ao longo

dela. De fato, como ficará claro mais adiante, a mesma curva é obtida quando o vetor

tangente é proporcional ao seu transporte paralelo. Isto é, as trajetórias das part́ıculas

teste são caracterizadas pelas curvas cujos vetores tangente uα satisfazem a equação

uα∇αu
β = f(xµ)uβ . (1.17)

Tal curva é chamada de geodésica e representa a generalização de linha reta para espaços

curvos, concordando com a ideia de ser aquela na qual o vetor tangente se propaga na

sua própria direção. Mostraremos, mais à frente, que é sempre posśıvel escolher um

parâmetro, τ , que anule a função f(xµ). Neste caso, teremos

uα∇αu
β =

dxα

dτ

(
∂

∂xα
duβ

dτ
+ Γβ

αγ

dxγ

dτ

)

=
d2xα

dτ 2
+ Γβ

αγ

dxα

dτ

dxγ

dτ
= 0 (1.18)

e é somente em relação a este parâmetro que o comportamento da part́ıcula é determinado

exclusivamente pela geometria.

De acordo com o prinćıpio de equivalência, deve existir um referencial inercial segundo

o qual as trajetórias das part́ıculas sejam linhas retas pelo menos localmente. Em seu

sistema de coordenadas, devemos ter, então,

d2x′α

dτ 2
.
= 0 , (1.19)
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mostrando que a validade deste prinćıpio impõe a existência de um sistema de coordenadas

para cada ponto tal que, nele, a conexão seja nula. Chamaremos esse sistema de localmente

geodético e a condição necessária e suficiente para sua existência é a simetria nos ı́ndices

da conexão (56): Γα
βγ

.
= Γα

γβ; de onde conclui-se que, em qualquer sistema de coordenadas,

Γα
βγ = Γα

γβ . (1.20)

De posse dessas definições, podemos calcular o resultado da variação num vetor ao

percorrer uma trajetória infinitesimal fechada por transporte paralelo. Isto é, qual seria

a variação provocada pela geometria num dado vetor, V γ, ao retornar a um dado ponto

após ter percorrido uma trajetória infinitesimal. Este cálculo encontra-se feito na Ref. 56

e o resultado é

Rγ
βρλV

β = ∇λ∇ρV
γ −∇ρ∇λV

γ ∀ V β , (1.21)

onde foi introduzido o tensor de Riemann que, resolvendo a expressão acima para a

conexão, escreve-se como

Rγ
βρλ = ∂λΓ

γ
βρ − ∂ρΓ

γ
βλ + Γγ

αλΓ
α
βρ − Γγ

αρΓ
α
βλ . (1.22)

Dada esta relação, podemos considerar um sistema localmente geodético e, nele,

∇µR
α
βγλ

.
= ∂µR

α
βγλ

.
= ∂µ∂λΓ

α
βγ − ∂µ∂γΓ

α
βλ . (1.23)

Com isso, é fácil verificar que

∇µR
α
βγλ +∇λR

α
βµγ +∇γR

α
βλµ

.
= 0 . (1.24)

Sendo esta soma um tensor nulo em um sistema de coordenadas, assim o será em

qualquer outro. Logo, obtemos a chamada identidade de Bianchi :

∇µR
α
βγλ +∇λR

α
βµγ +∇γR

α
βλµ = 0 . (1.25)

Definimos, a partir de Rα
βγλ, o tensor de Ricci, escalar de Ricci e o tensor de Einstein

respectivamente por
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Rαβ ≡ Rγ
αγβ , R ≡ gαβRαβ , Gαβ ≡ Rαβ −

1

2
gαβR . (1.26)

Temos, também, o tensor de Weyl dado por

Cαβγδ ≡ Rαβγδ −
1

2
(Rαγgβδ −Rαδgβγ) +

1

2
(Rβγgαδ − Rβδgαγ) +

1

6
R (gαγgβδ − gαδgβγ) .

(1.27)

Este tensor tem a propriedade de se anular pela contração de qualquer par de ı́ndices,

representando a parte sem traço do tensor de Riemann. No caso em que a geometria

considerada fornece um tensor de Weyl nulo, dizemos que ela é conformalmente plana.

Como dito anteriormente, a conexão não possui uma forma espećıfica conhecida a

priori. Para se estabelecer uma, devemos impor condições adicionais sobre a geometria.

Para as variedades riemannianas, temos a imposição de que o produto escalar entre dois

vetores paralelamente transportados não varia ao longo de qualquer curva considerada.

Temos, assim,

D

Dσ

(
gαβA

αBβ
)
=
Dgαβ
Dσ

AαBβ +
DAα

Dσ
︸ ︷︷ ︸

=0

Bα +
DBα

Dσ
︸ ︷︷ ︸

=0

Aα = 0 ⇒ (1.28)

⇒ AαBβuγ∇γgαβ = 0 ∀ Aα, Bβ, uγ (1.29)

∴ ∇γgαβ =
∂gαβ
∂xγ

− Γδ
αγgδβ − Γδ

βγgαδ = 0 . (1.30)

Esta última pode ser resolvida para a conexão, resultando em (58)

Γα
βγ =

1

2
gαδ (∂βgδγ + ∂γgβδ − ∂δgβγ) , (1.31)

onde foi introduzida a notação ∂α ≡ ∂
∂xα .

As variedades riemannianas são caracterizadas, então, por uma métrica e conexão

com as simetrias nos ı́ndices apresentadas acima, de modo que os produtos escalares entre

vetores sejam preservados quando estes se deslocam paralelamente ao longo de uma curva.

Nas geometrias riemannianas, o tensor de Riemann possui as seguintes propriedades

de simetria em seus ı́ndices:
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Rγβρλ = −Rγβλρ = −Rβγρλ = Rρλγβ . (1.32)

Tendo reconhecido o papel da métrica na interação gravitacional, é necessário estabe-

lecer de que forma um dado conteúdo energético determina a curvatura do espaço-tempo

em questão. Para a relatividade geral, Einstein considerou uma variedade riemanniana2

e relacionou a métrica com o sistema f́ısico considerado através da equação que leva seu

nome:

Gαβ = −κTαβ , κ ≡ 8πG

c4
, (1.33)

onde G é a constante de Newton da gravitação e adotaremos c = κ = 1 daqui por diante.3

Na equação acima, Tαβ é o tensor momento-energia do sistema em questão obtido a

partir de sua lagrangiana da relatividade especial, fazendo a substituição da métrica de

Minkowski pela de Riemann, e calculando

√
−gTαβ =

∂
√−gL
∂gαβ

− ∂

∂xγ
∂
√−gL
∂ ∂gαβ

∂xγ

, (1.34)

onde g < 0 é o determinante da métrica e L a lagrangiana do sistema.

Em particular, para uma part́ıcula teste, a substituição da métrica plana da relati-

vidade especial pela riemanniana em sua ação resulta numa trajetória em que a integral

do intervalo 1.4 é um extremo. Efetuando-se a variação desta integral e igualando a zero

(56), obtemos a equação

d2xα

ds2
+ Γα

βγ

dxβ

ds

dxγ

ds
= 0 , (1.35)

que é a 1.18 com τ = s.

1.4 Caracterização dos instrumentos de medida

Para completar a descrição da gravitação neste formalismo resta, portanto, estabelecer

como as medidas são feitas na teoria. Para tanto, devemos definir nossas réguas e relógios

seguindo o critério clássico de serem ŕıgidas e de compasso uniforme, respectivamente. No

2Por brevidade, passaremos a chamar de riemannianas as variedades pseudo-riemannianas
3Ocasionalmente, elas serão escritas explicitamente.
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entanto, como observado em (59), a relatividade especial nos leva a abandonar o conceito

de hastes sólidas como sendo ŕıgidas, devendo-se dar preferência à pulsos de luz para se

fazer as medidas de distâncias e intervalos de tempo.

Consideremos, por enquanto, que estamos no caso plano da relatividade especial.

Construiremos nosso relógio óptico como sendo composto por dois espelhos que não ab-

sorvem luz, virados um para o outro, tendo um pulso luminoso preso entre eles de modo

que seja refletido alternadamente. A medida de tempo, t, pode ser tomada como o número

N de reflexões num deles quando o intervalo entre elas é unitário.

Esta construção é particularmente interessante pois, de acordo com a relatividade

especial, a velocidade da luz não depende da fonte (no caso, os espelhos) nem dos obser-

vadores. Dessa forma, a uniformidade no compasso do relógio é garantida desde que os

espelhos mantenham a mesma distância um do outro, assim como é importante não haver

dispersão das ondas de luz para se preservar o intervalo de tempo entre os pulsos (59).

Passemos para a descrição de como se pode determinar o intervalo entre eventos

através dessa construção. O funcionamento do relógio está ilustrado na Figura 1, onde

os zigue-zagues são as linhas de universo do pulso luminoso e cada reflexão sua pode

ser usada como medida de tempo. Consideremos, primeiramente, a situação da Fig. 1a:

queremos medir o intervalo SAB entre os eventos A(0, 0) da nossa geodésica de referência

e B(x, t) de outra geodésica. Sendo x a distância espacial entre B(x, t) e o ponto AB(0, t)

o qual é simultâneo, e ocorrendo a um intervalo de tempo t do ponto A(0, 0), o intervalo é

dado por S2
AB = t2 − x2. O tempo gasto pelo raio luminoso tanto para ir de A1(0, t1) até

B(x, t) quanto para voltar deste até A2(0, t2) é o mesmo e igual a x (c = 1). Desta forma,

temos t1 = t − x e t2 = t + x nos dando t1t2 = (t − x)(t + x) = t2 − x2 = S2
AB. Nesse

caso, o intervalo será positivo, indicando que se trata de um tipo-tempo, como pode se

verificar pela figura. No caso da Fig. 1b, o procedimento daria SAB < 0, correspondendo

a situação ilustrada de um intervalo tipo-espaço. Caso t1 = 0 obtemos, por sua vez, um

intervalo tipo-luz, como se espera.

Na relatividade geral, iremos adotar o mesmo procedimento para se medir o intervalo

entre dois eventos. Porém, como será mostrado mais adiante, a existência de uma cur-

vatura faz com que os dois espelhos do relógio se afastem ou se aproximem um do outro

ao percorrerem suas geodésicas, comprometendo o paralelismo exigido em suas linhas de

universo, fenômeno que ocorre mesmo para distâncias infinitesimais entre os dois espelhos,

quando a variação da distância é proporcional ao tensor de Riemann.

Para contornar esta dificuldade, devemos considerar a possibilidade descrita na Ref. 60
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x

t

A C B

A′ C ′ B′

A(0, 0)

A1(0, t1)

AB(0, t)

A2(0, t2)

B(x, t)

S A
B

(a)

b

b

b

b

x

t

A C B

A′ C ′ B′

A(0, 0)

A1(0, t1)

A2(0, t2)

B(x, t)

SAB

(b)

Figura 1: Método para a medição do intervalo SAB entre os eventos A e B através de um
relógio óptico. AA′, CC ′ e BB′ são as linhas de universo do observador A, do segundo
espelho do seu relógio e do evento B, respectivamente. Em (a) temos um intervalo tipo
tempo e em (b) um do tipo espaço.

de podermos preparar novos espelhos a intervalos de tempo arbitrariamente pequenos

cujas geodésicas sejam todas inicialmente paralelas à do espelho de referência. Deste

modo, o efeito da curvatura na distância entre eles é atenuado conforme o número NR de

relógios preparados aumenta. O valor obtido para a curvatura através do procedimento

descrito nesta referência nos daria uma ideia de quão precisa são as medidas feitas com essa

sucessão de relógios e, fazendo NR suficientemente grande, podemos tornar seus erros tão

pequenos quanto quisermos. Ao final do procedimento exaustivo de se preparar infinito

espelhos, teŕıamos preservado o comprimento do relógio óptico e, consequentemente, seu

compasso temporal.

Esta providência para se garantir a funcionalidade do relógio baseia-se numa possibi-
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lidade bastante idealizada cuja aplicação prática não se garante em qualquer regime. Isto,

por sua vez, exibe uma deficiência da teoria em estabelecer como são feitas as medidas

dos próprios objetos que ela considera e, portanto, resulta num inconsistência da RG. Ela,

portanto, deve valer somente no regime em que o procedimento exaustivo de preparação

de novos relógios pode ser garantido.

1.5 Abordagem axiomática e geometria de Weyl

Tendo estabelecida a construção da seção anterior como instrumento de medida para

a caracterização do espaço-tempo, uma questão tratada por Ehlers, Pirani e Schild (EPS)

na Ref. 3 foi a de obter o tipo de variedade que esse relógio óptico permite determinar com

suas medidas. Isto é, partindo-se do prinćıpio de que os observadores fazem suas medidas

através deste aparelho, baseado na emissão e recepção de raios luminosos descritos por

um eletromagnetismo invariante conforme como o de Maxwell, e considerando-se certos

axiomas a respeito das trajetórias de part́ıculas em queda livre, foi tratada a questão de

se obter a geometria mais geral que este instrumento permite considerar.

Resumidamente, o tratamento feito por EPS é como segue: um conjunto M de pon-

tos chamados eventos é estabelecido, onde se define dois subconjuntos unidimensionais

associados às linhas de universo das part́ıculas (chamadas simplesmente de part́ıculas) e

dos raios de luz. Estes tratam-se de part́ıculas teste e pulsos de radiação eletromagnética

suficientemente curtos, localizados e numa única direção. Postula-se a existência de si-

tuações como a ilustrada na Figura 1, onde um sinal de luz é emitido de uma part́ıcula

AA′ em A1 em direção a outra part́ıcula BB′ onde é refletido em B e volta para AA′ em

A2. A aplicação e : A1 → A2 é chamada de eco de BB′ em AA′, e m : A1 → B é chamada

de mensagem de AA′ para BB′. Postulam-se os seguintes axiomas: toda part́ıcula é uma

variedade unidimensional bem comportada; qualquer eco entre duas part́ıculas possui in-

versa e ambos são bem comportados; qualquer mensagem entre duas part́ıculas é bem

comportada.

Tal como AA′ associa t1 e t2 a B, um outro observador DD′ também poderá associar,

analogamente, T1 e T2. Dessa forma, o evento B fica associado a quarto números e

introduzimos o sistema de coordenadas radar xAD : B → (t1, t2, T1, T2). Postulando que

é sempre posśıvel realizar esse procedimento num subconjunto dos eventos e que xAD é

bem comportado emM e que qualquer outra aplicação xJK relaciona-se com ela de forma

bem comportada, obtemos que M constitui uma variedade quadridimensional.
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Figura 2: Cada evento ǫ possui uma vizinhança V tal que qualquer evento dentro dela
conecta-se a alguma part́ıcula por no máximo dois raios luminosos contidos em V . Mais
ainda, caso a part́ıcula em questão, P , passe por ǫ, então existe um subconjunto U de
V tal que qualquer evento p em seu interior conecta-se a P por exatamente dois raios
luminosos contidos em V .

Após se postular que os raios luminosos são curvas bem comportadas na variedade

com direções de propagação variando suavemente de acordo com o ponto de emissão, um

outro axioma estabelece que cada evento ǫ possui uma vizinhança V tal que qualquer

evento nela conecte-se a alguma part́ıcula P por no máximo dois raios luminosos contidos

em V . Mais ainda, caso P passe por ǫ, existe uma outra vizinhança U ⊂ V tal que

qualquer evento em U pode se conectar com P por exatamente dois raios luminosos

contidos em V (veja a Figura 2). Postula-se, ainda, propriedades aos raios luminosos de

modo a distinguir os vetores na variedade em tipo-nulo, tipo-espaço e tipo-tempo e com

isso permitir a distinção de eventos passados, futuros ou simultâneos em relação a algum

outro.

Ademais, postula-se a existência de um subconjunto especial de part́ıculas cujas tra-

jetórias são determinadas exclusivamente por algum evento ao longo de sua linha de uni-

verso e a respectiva direção desta. Tal postulado fornece a noção de referenciais inerciais e

as referidas part́ıculas encontram-se em queda livre. Um outro axioma garante que as tra-

jetórias destas part́ıculas, embora com direções sempre tipo-tempo, possam aproximar-se

arbitrariamente do cone de luz formado pelos vetores tipo-luz em um determinado evento.

Isto é, as velocidades das part́ıculas, ainda que sempre menores que a da luz, podem ser

arbitrariamente próximas dela.
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Com base nestes axiomas deveras razoáveis e com bastante respaldo experimental, os

resultados de EPS, posteriormente corroborados por Woodhouse (4), foram que a geome-

tria mais geral que deve ser considerada para se descrever o espaço-tempo é a desenvolvida

por Weyl (5), tendo a riemanniana como caso particular. Em verdade, EPS estabelecem

ainda propriedades adicionais à propagação dos raios luminosos e part́ıculas de modo que

a geometria recaia na de Riemann, o que não iremos considerar neste trabalho. Iremos

partir somente dos axiomas citados que nos levam a adotar as geometrias de Weyl para a

descrição do espaço-tempo.

A proposta original de Weyl foi de geometrização do eletromagnetismo e, para isso,

incluiu-se um objeto geométrico, associado ao campo eletromagnético, na descrição do

espaço-tempo. No caso da abordagem axiomática de EPS e Woodhouse, este novo objeto

surge naturalmente, sem nenhuma relação com qualquer campo f́ısico conhecido, e assim

o consideraremos nesta tese.

Diferentemente da geometria riemanniana, esta nova permite que vetores também

alterem seus módulos ao percorrerem uma trajetória arbitrária na variedade por meio de

transporte paralelo. Sendo Aα este vetor, tal que l2 = gµνA
µAν , e a curva parametrizada

por σ, a proposta de Weyl é que tenhamos, no lugar da 1.28 (2, 5),

Dl

Dσ
=

dl

dσ
=
l

2
ωα
dxα

dσ
(1.36)

∴
D

Dσ

(
gαβA

αAβ
)
=
Dgαβ
Dσ

AαAβ + 2
DAα

Dσ
︸ ︷︷ ︸

=0

Aα = l2ωα
dxα

dσ
⇒ (1.37)

⇒ AαAβuγ∇γgαβ = gαβA
αAβωγu

γ ∀ Aα, uγ (1.38)

∴ ∇γgαβ = ωγgαβ ⇔ ∇αg
µν = −ωαg

µν . (1.39)

Isto implica numa conexão dada por

Γα
µν =

1

2
gαβ (∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν)−

1

2

(
ωµδ

α
ν + ωνδ

α
µ − gµνω

α
)
= Γ̂α

µν −W α
µν , (1.40)

onde definimos
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Γ̂α
µν ≡ 1

2
gαβ (∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν) , (1.41)

W α
µν ≡ 1

2

(
ωµδ

α
ν + ωνδ

α
µ − gµνω

α
)
. (1.42)

De agora em diante, usaremos o circunflexo para indicar que o objeto em questão é dado

pela sua expressão riemanniana ou, equivalentemente, com ωµ = 0.

Da 1.39, também podemos concluir que, para um vetor Xα qualquer, temos:

∇β (XαX
α) = ∂β (XαX

α) = Xα∇βX
α +Xα∇β (gαγX

γ)

= Xα∇βX
α +Xαgαγ∇βX

γ +XαXγ∇βgαγ

= 2Xα∇βX
α +XαXαωβ

⇒ Xα∇βX
α =

1

2
∂β (XαX

α)− 1

2
XαXαωβ. (1.43)

Analogamente,

Xα∇βXα =
1

2
∂β (XαX

α) +
1

2
XαXαωβ. (1.44)

Considerando a equação da geodésica 1.17, a 1.43 fornece

uβuα∇βu
α = uβ

[
1

2
∂β (uαu

α)− 1

2
uαuαωβ

]

= fuαu
α

∴ f =
1

2u2
(
uβ∂βu

2 − u2uβωβ

)
, u2 ≡ uαuα . (1.45)

Sendo ela descrita por um parâmetro σ arbitrário, devemos ter, então,

uβ∂β =
dxβ

dσ

∂

∂xβ
=

d

dσ
(1.46)

∴ uβ∇βu
α =

1

2u2

(
du2

dσ
− u2uβωβ

)

uα . (1.47)

Particularmente significativo é o caso em que o lado direito desta equação se anula.

Muito embora qualquer parâmetro sirva para se descrever a curva sem nenhuma violação
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do postulado de Weyl 1.36, quanto ao significado f́ısico, eles deixam de ser equivalentes.

Como esta geometria se caracteriza pela alteração nos módulos dos vetores pelo simples

transporte paralelo, isto é, aquele em que somente a curvatura provoca alterações nas

componentes do vetor transportado, vemos que este é um efeito puramente geométrico.

Portanto, de acordo com nossa proposta de associar a curvatura aos efeitos gravitacionais,

devemos ter a mesma preocupação que tivemos na RG em preservar o comprimento do

nosso relógio óptico para que a geometria seja devidamente medida. Dessa forma, o

mesmo procedimento exaustivo empregado se faz necessário e, no regime de validade

desta aproximação, teŕıamos estabelecido um aparelho adequado para as medidas e que,

naturalmente, seria capaz de acusar essas variações nos módulos dos vetores.

Para um vetor sem nenhuma relação com a curva pela qual ele é transportado, esta

preocupação com o parâmetro é irrelevante e não determina nenhum em particular. No

entanto, quando o vetor em questão é a própria tangente à geodésica, a condição 1.36,

que anula o lado direito da 1.47, não pode ser satisfeita para qualquer parâmetro, deter-

minando o que chamamos de tempo próprio, τ , fornecido pelo relógio do observador que

faz as medidas. Temos, portanto, este parâmetro obtido a partir de

d

dτ

(

gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ

)

− gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ

dxβ

dτ
ωβ = 0 , uα =

dxα

dτ
, uβ∇βu

α = 0 . (1.48)

Percebemos que tal parâmetro é o mesmo em relação ao qual as part́ıculas livres de força

são governadas exclusivamente pela geometria, em pleno acordo com a formulação que

estamos desenvolvendo.

Esta definição original que acabamos de estabelecer para o tempo próprio está de

acordo com a descrita nas Refs. 61 e 62 e será reforçada no caso integrável descrito na

próxima seção, onde sua necessidade ficará evidente através da solução obtida para o

vácuo.

Mais ainda, a partir da conexão 1.40, que garante todas as propriedades da variedade

de Weyl, percebemos uma simetria frente à transformação de calibre

{

gµν → ḡµν = eΛgµν ,

ωµ → ω̄µ = ωµ + ∂µΛ ,
(1.49)

na descrição deste tipo de geometria. Portanto, não devemos esperar que qualquer ob-

servador ou fenômeno f́ısico seja capaz de estabelecer qualquer distinção entre as funções
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Λ = Λ(xµ) escolhidas e, assim, devemos ter as descrições dos fenômenos e do espaço-tempo

igualmente invariantes por essa transformação. Sendo assim, o tempo próprio adotado

pelos observadores também deve estar de acordo com esta simetria. De fato, sendo aquele

no qual o módulo da tangente à geodésica varia como na 1.48, após essa transformação

passamos a ter

d

dτ̄

(

eΛgµν
dxµ

dτ̄

dxν

dτ̄

)

− eΛgµν
dxµ

dτ̄

dxν

dτ̄

dxβ

dτ̄
(ωβ + ∂βΛ) =

= eΛ
[
d

dτ̄

(

gµν
dxµ

dτ̄

dxν

dτ̄

)

− gµν
dxµ

dτ̄

dxν

dτ̄

dxβ

dτ̄
ωβ

]

= 0

∴
d

dτ̄

(

gµν
dxµ

dτ̄

dxν

dτ̄

)

− gµν
dxµ

dτ̄

dxν

dτ̄

dxβ

dτ̄
ωβ = 0 (1.50)

onde τ̄ é o resultado da transformação de calibre no tempo próprio e vemos que ambos

satisfazem a mesma equação. Portanto, podemos concluir que τ é invariante por essa

transformação, refletindo devidamente as propriedades da geometria de Weyl.

Ademais, como observado na Ref. 61, somente com esse parâmetro podemos ter um

sistema de coordenadas no qual a trajetória da part́ıcula teste seja uma linha reta durante

todo seu percurso, isto é,

d2xα

dτ 2
.
= 0 , (1.51)

caracterizando devidamente o referencial inercial desta geometria, de acordo com o dis-

cutido anteriormente.

Vejamos, agora, como ficam os tensores de Riemann, Ricci, Einstein e o escalar de

curvatura com a conexão de Weyl 1.40. Substituindo esta na 1.22 encontramos

Rγ
βρλ = R̂γ

βρλ − ∇̂λW
γ
βρ + ∇̂ρW

γ
βλ +W γ

αλW
α
βρ −W γ

αρW
α
βλ . (1.52)

Com relação às simetrias nos ı́ndices, exceto pela

Rγ
βρλ = −Rγ

βλρ , (1.53)

que é evidente em virtude da 1.21, nenhuma das outras do caso riemanniano é preservada
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em Weyl. No apêndice A são apresentados os termos deste tensor que violam cada uma

delas e é mostrado que, assim como na geometria riemanniana, também temos

−Rβ
γρλVβ = ∇λ∇ρVγ −∇ρ∇λVγ ∀ V β . (1.54)

O tensor de Ricci, após a substituição de 1.42, dá

Rβλ = R̂βλ −
3

2
∇̂λωβ +

1

2
∇̂βωλ −

1

2
ωβωλ +

1

2
gβλ

(

ωαω
α − ∇̂αω

α
)

. (1.55)

O escalar de curvatura, por sua vez, se escreve em termos do seu equivalente riemanniano

como

R = R̂ − 3∇̂αω
α +

3

2
ωαω

α . (1.56)

Finalmente, o tensor de Einstein é dado por

Gµν = Ĝµν −
3

2
∇̂νωµ +

1

2
∇̂µων −

1

2
ωµων − gµν

(
1

4
ωαω

α − ∇̂αω
α

)

. (1.57)

Percebemos que tanto este tensor quanto o de Ricci deixam de ser simétricos nos

ı́ndices como na geometria riemanniana.

1.5.1 Espaço-tempo de Weyl integrável

Existe um caso particular da geometria de Weyl que surge ao se considerar a variação

do comprimento de um vetor ao percorrer uma trajetória arbitrária por transporte para-

lelo. Vamos considerar que este vetor, Aµ, tenha módulo l não-nulo. Sendo assim, a 1.36

nos dá

∫ l1

l0

dl

l
= ln

(
l1
l0

)

=
1

2

∫ P1

P0

ωαdx
α , (1.58)

∴ l1 = l0 exp

(
1

2

∫ P1

P0

ωαdx
α

)

, (1.59)

onde l0 e l1 são os módulos do vetor nos pontos inicial (P0) e final (P1) da trajetória,
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respectivamente.

Vemos, com isso, que um mesmo vetor pode ter diferentes comprimentos no mesmo

ponto dependendo do caminho que fez para chegar até ele. Isto é, os módulos dos vetores

nos diferentes pontos não decorrem apenas de propriedades geométricas locais. Ou seja, os

objetos da geometria de Weyl, em geral, não especificam univocamente os comprimentos

dos vetores por si só, sendo necessário conhecer todo o caminho percorrido por ele até

chegar em cada ponto.

Podemos impor que o módulo de um vetor paralelamente transportado ao longo da

variedade dependa somente do ponto onde ele se encontra. Neste caso, a integral na

exponencial da 1.59 não deve depender do caminho, sendo função apenas dos pontos

inicial e final. Isto dá a conhecida condição de integrabilidade:

ωα = ∂αω , (1.60)

isto é, o campo geométrico de Weyl deve ser um gradiente. De fato, temos, assim, que

1

2

∫ P1

P0

ωαdx
α =

1

2

∫ P1

P0

∂ω

∂xα
dxα =

1

2

∫ P1

P0

dω =
ω1

2
− ω0

2
(1.61)

∴ l1 = l0e
ω1
2 e−

ω0
2 ⇔ l0e

−
ω0
2 = l1e

−
ω1
2 = constante , (1.62)

onde ω0 e ω1 são os valores de ω(xµ) nos pontos P0 e P1, respectivamente.

Um espaço-tempo descrito por este caso particular da geometria de Weyl, que satisfaz

a condição de integrabilidade 1.60, é chamado de Espaço-tempo de Weyl Integrável (WIST,

da sigla em inglês). Conclúımos que, nela, o produto e−ωl2 é uma constante em toda a

variedade, nos dando, através da 1.62, uma forma bastante simples de se relacionar os

módulos de um vetor nos pontos inicial e final de uma trajetória percorrida por transporte

paralelo.

No próximo caṕıtulo estaremos tratando da formulação variacional da gravitação nas

geometrias de Weyl. No entanto, a dinâmica das part́ıculas teste ainda carece de uma

formulação desse tipo quando se considera o caso mais geral, no qual o vetor ωµ não é,

necessariamente, um gradiente. O caso particular de WIST, por sua vez, além de possuir

um formalismo lagrangiano, também permite incorporar teorias já bem estabelecidas na

f́ısica, tal como a de Hamilton-Jacobi (6). Portanto, de agora em diante iremos considerar

somente o caso integrável desta geometria, com exceção de uma ou outra ocasião em que
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se deixa claro o caso tratado.

Sendo assim, a equação 1.48 para o tempo próprio em WIST se escreve como

d

dτ
(gµνu

µuν)− gµνu
µuν

dxβ

dτ
∂βω =

d

dτ
(gµνu

µuν)− gµνu
µuν

dω

dτ
= 0 ⇒

⇒ d

dτ

(

e−ωgµν
dxµ

dτ

dxν

dτ

)

= 0 (1.63)

∴ dτ 2 = e−ωgµνdx
µdxν . (1.64)

Vemos que, para o observador em questão, a geometria do espaço-tempo é caracterizada

por uma métrica efetiva

g̃µν = e−ωgµν ⇔ g̃µν = eωgµν, (1.65)

a qual ele usa para fazer suas medidas. Tal fato pode ser verificado a partir da 1.39, que

pode ser reescrita em WIST como

∇α

(
e−ωgµν

)
= 0 ⇔ ∇α (e

ωgµν) = 0 , (1.66)

mostrando que, no caso do campo ωα ser um gradiente, temos uma conexão métrica para

g̃µν , como pode ser verificado a partir da 1.40, e a geometria é, de fato, equivalente a de

Riemann com esta métrica efetiva.

Esta equivalência entre WIST e uma geometria de Riemann com uma métrica g̃µν é

notável quando se leva em conta a transformação 1.49 neste caso particular, em que ela

pode ser reescrita como

{

gµν → ḡµν = eΛgµν ,

ω → ω̄ = ω + Λ
(1.67)

para uma função Λ(xµ) arbitrária. Com isso, podemos escolher Λ = −ω e ficamos com um

novo campo escalar geométrico ω̄ = 0. Passamos, então, de uma geometria em WIST para

uma verdadeira geometria riemanniana descrita por uma métrica ḡµν = eΛgµν = e−ωgµν ,

dando a mesma expressão para o tempo próprio dos observadores. Podemos, ainda,

verificar facilmente a invariância de calibre deste parâmetro, como era de se esperar.

Para finalizar, tomemos a identidade de Bianchi (1.25) em WIST. Contraindo o ı́ndice
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“α” com “γ”, obtemos

∇µRβλ −∇λRβµ +∇αR
α
βλµ = 0 . (1.68)

Contraindo, agora, com gβλ e levando em conta as 1.39 e A.22 ficamos com

∇µR− 2∇λR
λ
µ + ωµR− 2Rα

µωα = 0 ⇔ ∇α

(

Rα
µ − 1

2
δαµR

)

= −ωα

(

Rα
µ − 1

2
δαµR

)

∴ ∇αG
α
µ = −Gα

µωα . (1.69)

Contraindo esta última com gµγ, encontramos, finalmente,

∇αG
αγ = −2Gαγωα ⇒ ∇α

(
e2ωGαγ

)
= 0 , (1.70)

onde está claro que esta relação é válida somente em WIST. Sendo assim, podeŕıamos ter

obtido este mesmo resultado levando-se em conta somente a simetria de calibre da teoria.

Tendo em mente que os resultados devem permanecer os mesmo da relatividade geral com

a métrica 1.65, vemos que a 1.70 não poderia ser diferente, pois a derivada covariante que

aparece nela nada mais é do que a riemanniana com esta métrica efetiva e o resultado

final pode ser reescrito como

∇α

(
g̃αβg̃γδGβδ

)
= 0 . (1.71)

Isto é, temos exatamente a mesma expressão da relatividade geral para a divergência do

tensor de Einstein com g̃αβ usado para levantar os ı́ndices.

1.6 Congruência de curvas

Dando continuidade à descrição da geometria de Weyl, passamos para o estudo de

congruências de curvas numa geometria desse tipo. Entretanto, como esclarecido acima,

iremos nos restringir ao caso do WIST. O tratamento feito segue o análogo riemanniano

encontrado em (63).

Seja uma congruência de curvas definida pela função γ(σ, t) na variedade, onde σ é

um parâmetro que descreve a curva e t um que serve para identificar as diferentes curvas
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da congruência. Esta função é C2 em relação aos seus dois parâmetros.

Em um sistema de coordenadas local {xα}, a congruência terá coordenadas xα(σ, t)

e tomando o parâmetro σ = τ , o tempo próprio ao longo da uma particular curva, seu

vetor tangente, uα = dxα/dτ terá módulo

gαβu
αuβ = gαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= eωgαβ

dxα

ds

dxβ

ds
= eω . (1.72)

Para o parâmetro t, este, por sua vez, define uma nova congruência cujos vetores tangentes

terão por componentes Y α = ∂xα/∂t.

Dois ponto vizinhos, P (σ0, t0) ∈ γ(σ, t0) e Q(σ0, t0 +∆t) ∈ γ(σ, t0 +∆t) definem um

novo vetor, que denominaremos vetor conexão. Suas componentes são

Zα =
∂xα

∂t

∣
∣
∣
∣σ=σ0
t=t0

∆t , (1.73)

e ele está associado à distância espaço-temporal entre os pontos P e Q. No entanto, é mais

interessante considerar a distância espacial, determinada localmente por um observador

que segue a curva γ(σ, t0). Esta nada mais é do que a projeção do vetor conexão Zα no

espaço perpendicular à curva. Chamaremos esta grandeza de vetor posição relativa, e a

representaremos por

⊥Zα ≡ hαβZ
β , (1.74)

hαβ ≡ δαβ − (uµuµ)
−1 uαuβ = δαβ − e−ωuαuβ , (1.75)

onde o tensor hαβ definido acima projeta qualquer vetor no espaço perpendicular a um uα

arbitrário. Isto é, para quaisquer vetores uα e Xγ, temos

uβ⊥Xβ = uβ
[
δβγ − (uµuµ)

−1 uβuγ
]
Xγ = uγX

γ − (uµuµ)
−1 uβu

βuγX
γ = 0 . (1.76)

Temos ainda que hαβh
β
γ = hαγ , como ocorre para qualquer operador de projeção.

Uma propriedade interessante dos vetores Zα e uα é que
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∂Zα

∂xβ
uβ =

∂Zα

∂xβ
∂xβ

∂σ
=

∂2xα

∂xβ∂t

∂xβ

∂σ
∆t

=
∂2xα

∂σ∂t
∆t =

∂2xα

∂t∂σ
∆t =

∂xβ

∂t
∆t

∂2xα

∂xβ∂σ

=
∂uα

∂xβ
Zβ (1.77)

e, dessa forma, temos

uβ∇βZ
α = uβ

∂Zα

∂xβ
+ Γα

βγZ
γuβ = Zβ ∂u

α

∂xβ
+ Γα

βγu
γZβ

= Zβ∇βu
α . (1.78)

Sendo a congruência caracterizada pelas linhas de universo de part́ıculas, ⊥Zα será

a distância f́ısica entre duas vizinhas. E a velocidade relativa, dada por ⊥ D
Dτ

⊥Zα está

relacionada à Zα pela seguinte equação:

D

Dτ
⊥Zα = uβ∇β

(
hαγZ

γ
)

⊥ D

Dτ
⊥Zα = hαβu

γ∇γ

(

hβδZ
δ
)

= hαβu
γ
(

Zδ∇γh
β
δ + hβδ∇γZ

δ
)

= hαβu
γZδ∇γh

β
δ + hαδ Ż

δ (1.79)

onde Ẋα ≡ uβ∇βX
α ≡ D

Dτ
Xα para qualquer vetor Xα. O primeiro termo do resultado

final contém

∇γh
β
δ = ∇γ

(

δβδ − e−ωuβuδ

)

= −
[
uβ∇γ

(
e−ωuδ

)
+ e−ωuδ∇γu

β
]

∴ hαβu
γZδ∇γh

β
δ = −uγZδ hαβu

β

︸ ︷︷ ︸
=0

∇γ

(
e−ωuδ

)
− hαβu

γZδe−ωuδ∇γu
β = −hαβZδe−ωuδu̇

β.

(1.80)

Já o termo Żδ = uα∇αZ
δ = Zα∇αu

δ e obtemos
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⊥ D

Dτ
⊥Zα = hαβ

(
Zγ∇γu

β − e−ωuγZ
γ u̇β
)
= hαβ

(
∇γu

β − e−ωuγu̇
β
)
Zγ

= hαβh
λ
γ

(
∇λu

β
)
Zγ = hαβh

λ
δ

(
∇λu

β
)
hδγZ

γ

= hαβh
λ
δ

(
∇λu

β
)
⊥Zδ . (1.81)

Expressão que permanece válida mesmo no caso mais geral da geometria de Weyl.

Definimos

V α
β ≡ hαγh

δ
β∇δu

γ (1.82)

∴ ⊥ D

Dτ
⊥Zα = V α

β⊥Zβ . (1.83)

Esta expressão mostra que a velocidade de separação entre part́ıculas vizinhas está rela-

cionada ao vetor posição relativa por uma transformação linear. O tensor que determina

essa transformação é a projeção, no referencial do observador, do quadri-gradiente de sua

velocidade, correspondendo ao gradiente espacial dela.

A partir desta equação, podemos obter a aceleração relativa entre as part́ıculas vizi-

nhas, aplicando o operador D
Dτ

na 1.81 e depois projetando. Este cálculo encontra-se feito

no apêndice B e resulta em

⊥ D

Dτ

(

⊥ D

Dτ
⊥Zα

)

= hαβh
λ
γ

[

Rβ
ρλδu

ρuδ +∇λu̇
β − e−ωu̇λu̇

β
]

Zγ . (1.84)

No caso riemanniano (ωα = 0), esta expressão é conhecida como equação de Jacobi.

Caso as curvas em questão sejam geodésicas (u̇α = 0), esta equação se reduz a

⊥ D

Dτ

(

⊥ D

Dτ
⊥Zα

)

= Rα
ργδu

ρuδZγ , (1.85)

conhecida como equação do desvio geodético, dando a aceleração relativa entre duas

part́ıculas vizinhas que percorrem geodésicas em relação ao referencial inercial da que

se desloca com velocidade uα.

Seguindo adiante nesse estudo, podemos obter a dinâmica para a matriz V α
β que

transforma o vetor posição relativa na velocidade relativa. Façamos
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D

Dτ

(

⊥ D

Dτ
⊥Zα

)

=
D

Dτ

(
V α

β⊥Zβ
)
= (V α

β)
� ⊥Zβ + V α

βu
γ∇γ⊥Zβ .

Consequentemente,

⊥ D

Dτ

(

⊥ D

Dτ
⊥Zα

)

= hαδ
(
V δ

β

)�⊥Zβ + hαδ V
δ
βu

γ∇γ⊥Zβ

= hαδ
(
V δ

β

)�⊥Zβ + V α
βu

γ∇γ⊥Zβ , (1.86)

onde, na passagem de uma linha para a outra, foi usado hαδ V
δ
β = hαδ h

δ
γh

λ
β∇λu

γ =

hαγh
λ
β∇λu

γ = V α
β. Temos, assim,

⊥ D

Dτ

(

⊥ D

Dτ
⊥Zα

)

= hαδ h
β
γ

(
V δ

β

)�
Zγ + hαγh

λ
β (∇λu

γ)uγ∇γ⊥Zβ

= hαδ h
β
γ

(
V δ

β

)�
Zγ + hαγh

λ
ǫ (∇λu

γ)hǫβu
γ∇γ⊥Zβ

= hαδ h
β
γ

(
V δ

β

)�
Zγ + V α

ǫ

(

⊥ D

Dτ
⊥Zǫ

)

= hαδ h
β
γ

(
V δ

β

)�
Zγ + V α

ǫV
ǫ
γh

γ
βZ

β

= hαδ h
β
γ

(
V δ

β

)�
Zγ + V α

ǫV
ǫ
γZ

γ . (1.87)

Igualando esse resultado à B.12 e observando que a igualdade deve valer para qualquer

Zγ, conclúımos que

hαδ h
β
γ

(
V δ

β

)�
+ V α

ǫV
ǫ
γ − Rα

ργδu
ρuδ − hαβh

λ
γ∇λu̇

β + u̇α
(
e−ωu̇γ

)�
= 0 , (1.88)

que diz como a matriz V α
β evolui ao longo de uma determinada curva da congruência.

É importante observar que esta equação é, na verdade, uma identidade, pois se substi-

tuirmos a definição de V α
β dada em 1.82, todos os termos irão se cancelar identicamente.

Esta é, então, uma equação cinemática para esta matriz e somente se torna uma equação

dinâmica quando se substitui o tensor de Riemann obtido com a solução das equações de

campo.

Passamos, agora, para a decomposição de V α
β em suas partes irredut́ıveis, i.e., seu

traço (θ), sua parte antissimétrica (ωαβ) e a parte simétrica sem traço (σαβ). Pode-se
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mostrar facilmente que Vαβ = hλαh
δ
β∇δuλ. Introduzindo a notação

M(αβ) =
1

2
(Mαβ +Mβα) =M(βα) , (1.89)

M[αβ] =
1

2
(Mαβ −Mβα) = −M[βα] , (1.90)

∴ Mαβ =M(αβ) +M[αβ] , (1.91)

para qualquer tensor Mαβ , definimos, então, as partes irredut́ıveis de Vαβ como

θαβ = V(αβ) ; θ = θαα

σαβ = θαβ − 1
3
θhαβ

ωαβ = V[αβ]







⇒ Vαβ = ωαβ + σαβ +
1

3
θhαβ . (1.92)

A partir destas definições, obtemos que

θ = θ̂ − 3
2
uαωα

σαβ = σ̂αβ

ωαβ = ω̂αβ







⇒ Vαβ = V̂αβ −
1

2
uγωγhαβ . (1.93)

Expressões, essas, que permanecem válidas mesmo no caso mais geral da geometria de

Weyl e para qualquer normalização do vetor uα. No caso do WIST que estamos tratando

e para a normalização escolhida, temos

θ = hαβ∇αu
β = ∇αu

α − e−ωuαuβ∇αu
β = ∇αu

α (1.94)

e, com isso, podemos interpretar as partes irredut́ıveis de Vαβ .

Consideremos, por um momento, que estamos numa geometria riemanniana e que-

remos calcular a variação de um tri-volume perpendicular a uma curva da congruência.

Sendo V α o vetor tangente às curvas parametrizado pelo tempo próprio (gµνV
µV ν = 1),

o volume em questão é dado por v =
∫

s
V αdsα. Sua variação, então, será:

∆v =

∮

V αdsα =

∫

Ω

∂α
(√−gV α

)
d4x =

∫

Ω

∇̂α

(√−gV α
)
d4x =

=

∫

Ω

√
−g∇̂αV

αd4x =

∫

Ω

√
−gθ̂d4x . (1.95)
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onde o circunflexo em θ é redundante e foi colocado para ressaltar que está calculado na

versão riemanniana do tratamento feito.

Para Ω muito pequeno, em um referencial inercial, e num sistema de coordenadas

conveniente, teremos ∆v ≃ θ̂v∆τ . Consequentemente,

dv
dτ

v

= lim
∆τ→0
∆v→0

∆v
∆τ

v

= θ̂ . (1.96)

No entanto, como nossa geometria é invariante de calibre e possui uma geometria

riemanniana com a métrica 1.65 como caso particular, basta recalcularmos as 1.95 e 1.96

com esta métrica para obtermos o resultado equivalente ao nosso estudo de congruências

em WIST. Deste modo, teremos

∆v =

∫

Ω

∂α

(√

−g̃uα
)

d4x =

∫

Ω

∇α

(√

−g̃uα
)

d4x =

=

∫

Ω

√

−g̃∇αu
αd4x =

∫

Ω

√

−g̃θd4x , (1.97)

e, analogamente,

dv
dτ

v

= lim
∆τ→0
∆v→0

∆v
∆τ

v

= θ , (1.98)

resultado que deve permanecer válido para qualquer calibre.

Vemos, então, que somente θ está relacionado com a expansão de um tri-volume

perpendicular à curva ao longo dela e, portanto, é chamado de expansão.

Para os outros termos, faremos a decomposição do vetor posição relativa em termos

do seu comprimento medido por um observador, δl, e um vetor nα que dá sua direção

ortogonal à uα. Temos, assim,

⊥Zα = nαδl , (1.99)

uαnα = 0 . (1.100)

Sendo este vetor do tipo espaço, tanto seu módulo como seu comprimento medido por um

observador serão negativos. Este, queremos que seja
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e−ωgαβ⊥Zα⊥Zβ = e−ωgαβh
α
γZ

γhβδZ
δ = e−ωhαβZ

αZβ = − (δl)2 , (1.101)

∴ nαnα = gαβn
αnβ =

gαβ⊥Zα⊥Zβ

(δl)2
= − hαβZ

αZβ

e−ωhµνZµZν
= −eω . (1.102)

Onde esta última implica que o comprimento de nα medido por um observador é unitário,

como era de se esperar.

Inserindo a 1.99 na 1.83 ficamos com

⊥ (⊥Zα)� = hαβ
(
nβδl

)�
= (δl)� nα + hαβ ṅ

βδl = V α
βn

βδl = V α
β⊥Zβ (1.103)

⇒ (δl)�

δl
nα + hαβ ṅ

β = V α
βn

β , (1.104)

onde foi usada a relação hαβn
β = nα. Contraindo a última equação com nα obtemos

−eω (δl)
�

δl
+ nβ ṅ

β = Vαβn
αnβ = θαβn

αnβ = σαβn
αnβ − eω

3
θ , (1.105)

nβ ṅ
β = nβu

α∇αn
β = 0 , (1.106)

∴
(δl)�

δl
= −e−ωσαβn

αnβ +
1

3
θ . (1.107)

Onde a segunda equação se anula em virtude da 1.43. Substituindo a 1.107 na 1.104,

ficamos com

hαβ ṅ
β = V α

βn
β + e−ωσβγn

βnγnα − 1

3
θnα

= ωα
βn

β + σα
βn

β + e−ωσβγn
βnγnα

=
[
ωα

β + σα
β + e−ωσµνn

µnνhαβ
]
nβ (1.108)

Vemos que σαβ altera o módulo e direção do vetor posição relativa, mas não o tri-

volume perpendicular a curva. Este tensor, portanto, corresponde a um cisalhamento do

tri-volume. O tensor ωαβ, por sua vez, altera somente a direção do vetor posição relativa,

sem alterar o comprimento de ⊥Zα e tampouco o tri-volume, correspondendo, portanto,

à uma rotação ŕıgida do tri-volume considerado.
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A partir da 1.88, podemos obter as respectivas equações para cada uma das partes

irredut́ıveis da matriz V α
β. Estas se encontram como sendo

θ̇ − ωαβω
αβ + σαβσ

αβ +
1

3
θ2 −∇αu̇

α = Rαβu
αuβ ; (1.109)

eωhγαh
δ
β

(
e−ωωγδ

)� − eωhγαh
δ
β∇[δ

(
e−ωuγ]

)�
+ 2ω[αγ σ

γ
β] +

2

3
ωαβθ = 0 ; (1.110)

eωhγαh
δ
β

(
e−ωσγδ

)�
+
1

3
hαβ (ωµνω

µν − σµνσ
µν)+ωαγω

γ
β+σαγσ

γ
β+

2

3
σαβθ+

1

3
hαβRµνu

µuν+

+
1

3
hαβ∇µu̇

µ − eωhγαh
δ
β∇(δ

(
e−ωuγ)

)�
+
(
e−ωuα

)� (
e−ωuβ

)�
= Rαγβδu

γuδ . (1.111)

Apenas para constar, mostraremos os resultados análogos quando se considera o caso

mais geral da geometria de Weyl com um vetor tangente às curvas, V α, com módulo

unitário, tal como o usado na 1.95. As B.12, 1.87 e 1.88, ficam, respectivamente,

⊥ D

Dτ

(

⊥ D

Dτ
⊥Zα

)

= hαβh
λ
γ

[

Rβ
ρλδV

ρV δ +∇λV̇
β − V̇λV̇

β + V̇ βωλ

]

Zγ ; (1.112)

⊥ D

Dτ

(

⊥ D

Dτ
⊥Zα

)

= hαδ h
β
γ

(
V δ

β

)�
Zγ + V α

ǫV
ǫ
γZ

γ ; (1.113)

hαδ h
β
γ

(
V δ

β

)�
+ V α

ǫV
ǫ
γ − hαβR

β
ργδV

ρV δ − hαβh
λ
γ∇λV̇

β + hαβh
λ
γ V̇λV̇

β − hαβh
λ
γ V̇

βωλ = 0 .

(1.114)

Novamente, esta última equação se trata de uma identidade e, portanto, espera-se

que todos os seus termos contendo ωα se cancelem identicamente. De fato, isto pode ser

verificado ao se considerar as partes antissimétrica, simétrica sem traço e o traço desta

equação. Estas se encontram como sendo

˙̂
θ + σ̂αβ σ̂

αβ − ω̂αβω̂
αβ +

1

3
θ̂2 − ∇̂α

ˆ̇V α = R̂αβV
αV β ; (1.115)

hγαh
δ
β
ˆ̇ωγδ − hγαh

δ
β∇̂[δ

ˆ̇Vγ] + 2ω̂[αγ σ̂
γ
β] +

2

3
ω̂αβ θ̂ = 0 ; (1.116)
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hγαh
δ
β
ˆ̇σγδ +

1

3
hαβ (ω̂µνω̂

µν − σ̂µν σ̂
µν) + ω̂αγ ω̂

γ
β + σ̂αγ σ̂

γ
β +

2

3
σ̂αβ θ̂+

+
1

3
hαβR̂µνV

µV ν +
1

3
hαβ∇̂µ

ˆ̇V µ − hγαh
δ
β∇̂(δ

ˆ̇Vγ) +
ˆ̇Vα

ˆ̇Vβ = R̂αγβδV
γV δ . (1.117)

Exatamente as expressões já conhecidas para a geometria riemanniana. Nelas, não aparece

nenhum termo contendo o campo vetorial de Weyl. Sendo estas, então, as expressões para

uma congruência de curvas em Riemann, podemos verificar que, de fato, as encontradas

para o caso do WIST, 1.109, 1.110 e 1.111, correspondem a estas acima substituindo a

métrica delas pela nossa g̃αβ definida em 1.65.
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2 Formulação variacional

Uma vez apresentada a motivação para se tratar a gravitação no contexto da geometria

diferencial, bem como introduzidos os correspondentes objetos matemáticos, passamos

para a questão de se estabelecer sua formulação variacional de modo a obter a dinâmica

para os objetos geométricos recém introduzidos de acordo com o conteúdo energético

considerado. As ações que fornecem uma geometria em WIST e a dinâmica das part́ıculas

teste já são muito bem conhecidas e podem ser encontradas em diversas referências (7–20).

Porém, a forma espećıfica para o acoplamento dos objetos geométricos, em particular, o

campo escalar de Weyl, com o conteúdo energético, sempre foi arbitrário e, diferentemente

de qualquer outro já usado, iremos postular um de modo que a simetria presente na

descrição deste tipo de geometria seja preservada. Com isso, teremos uma simetria de

calibre inédita nas teorias da gravitação.

2.1 Ações para a geometria e part́ıculas teste

As equações de Einstein 1.33 em WIST para o vácuo são facilmente obtidas efetuando-

se uma variação à Palatini (11) da ação

S =

∫

e−ωR
√−gd4x , (2.1)

em que a métrica e a conexão são tratadas como campos independentes. A variação da

conexão dá precisamente a 1.40 com a condição ωµ = ∂µω, o que é necessário e suficiente

para garantir que estamos em WIST. As variações da métrica e ω dão, respectivamente:

Gµν = 0 , (2.2)

R = 0 . (2.3)
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Vemos que a variação de ω dá uma equação redundante, uma vez que a 2.3 é a mesma que o

traço da 2.2. Tal igualdade implica numa liberdade para uma das funções a se determinar

e decorre da simetria de calibre da teoria, que admite soluções a menos de uma função

arbitrária. Isto ficará claro mais adiante, quando estabeleceremos o acoplamento com

outros campos f́ısicos.

Para que uma part́ıcula teste de massa m obedeça a equação da geodésica 1.47,

devemos ter sua ação dada por (14)

Sp =

∫

2m

∫ s2

s1

√

e−ωgµν
dzµ

ds

dzν

ds
δ4 (x− z(s)) dsd4x . (2.4)

Esta nada mais é do que a ação equivalente da RG com a métrica efetiva no lugar

da usual. Desta forma, é natural que a equação resultante tenha a mesma dependência

em g̃µν que a da relatividade geral tem em gµν e, com isso, ficamos com a equação da

geodésica em WIST.

2.2 Acoplamento com outros campos

Tendo introduzidas as formulações variacionais para a geometria e trajetórias das

part́ıculas teste no vácuo, devemos estabelecer agora como um dado conteúdo energético

se acopla com os objetos geométricos de modo a produzir alterações na curvatura do

espaço-tempo. Para isso, vejamos primeiramente como a simetria de calibre se manifesta

nas lagrangianas introduzidas acima. Estas resultam numa conexão dada pela 1.40 com

o campo ωα satisfazendo a 1.60.

Considerando-se a métrica efetiva, não é dif́ıcil perceber que a conexão em WIST pode

ser escrita como

Γα
βγ =

1

2
g̃αλ (∂β g̃γλ + ∂γ g̃βλ − ∂λg̃βγ) . (2.5)

Como já foi observado anteriormente, temos uma conexão métrica para g̃αβ , onde o campo

escalar de Weyl e a métrica sempre aparecem como na métrica efetiva. Desta forma, basta

verificar que esta é invariante de calibre para concluirmos, de imediato, que a geometria

também é.

Uma vez que a conexão é invariante, podemos notar da 1.22 que o tensor de Riemann

também será, assim como o tensor de Ricci definido em 1.26. O escalar de Ricci, por sua
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vez, se escreve como

R = gµνRµν → ḡµνRµν = e−ΛgµνRµν = e−ΛR , (2.6)

não sendo, portanto, invariante de calibre. No entanto, o tensor de Einstein, por sua vez,

apresenta a mesma invariância da geometria, pois

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR → Rµν −

1

2
eΛgµνe

−ΛR = Gµν . (2.7)

De fato, este pode ser reescrito como

Gµν = Rµν −
1

2
gµνg

αβRαβ = Rµν −
1

2
e−ωgµνe

ωgαβRαβ = Rµν −
1

2
g̃µν g̃

αβRαβ , (2.8)

e vemos que, assim como a conexão e os tensores de Riemann e Ricci, o de Einstein

também se escreve somente em termos da métrica efetiva, expondo sua invariância de

modo mais evidente.

O mesmo ocorre com a equação da geodésica que, em WIST, se escreve como

d2xβ

dσ2
+ Γβ

αγ

dxα

dσ

dxγ

dσ
=

1

2

dxβ

dσ

d

dσ
ln

∣
∣
∣
∣
g̃µν

dxµ

dσ

dxν

dσ

∣
∣
∣
∣
, (2.9)

dσ2 = dτ 2 = g̃µνdx
µdxν ⇒ d2xβ

dτ 2
+ Γβ

αγ

dxα

dτ

dxγ

dτ
= 0 . (2.10)

Vemos que o tempo próprio, já dito invariante, escreve-se em termos de ω e gµν através

da métrica efetiva e resulta numa equação também invariante para as geodésicas, onde,

novamente, a métrica e o campo escalar ω aparecem sempre como g̃µν .

Tendo reconhecido que estes campos geométricos sempre aparecem desta forma nas

equações dinâmicas 2.2, 2.3, 2.5 e 2.10, assim como no tempo próprio, e que anulando

o campo escalar ω recáımos na RG, percebemos que as equações obtidas nada mais são

do que as do caso riemanniano com a métrica efetiva no lugar da usual. De fato, como

já mencionado, podemos usar a transformação de calibre para anular o campo escalar

geométrico e passarmos para a gravitação de Einstein com a métrica transformada ḡµν =

g̃µν dando as mesmas expressões acima, as quais são equivalentes à qualquer calibre.

Esta simetria nas equações deve estar presente nas lagrangianas consideradas e, pelo
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que foi dito acima, devemos esperar que elas não passam das usadas na RG com a subs-

tituição da métrica usual pela efetiva. No caso da lagrangiana das part́ıculas teste, isto é

evidente. Para a 2.1, notemos, primeiro, que o determinante da métrica efetiva g̃ = e−4ωg

e, com isso, esta ação fica

S =

∫

e−ωR
√
−gd4x =

∫

eωgµνRµνe
−2ω

√
−gd4x =

∫

g̃µνRµν

√

−g̃d4x . (2.11)

Temos, assim, a ação de Einstein-Hilbert escrita com a métrica efetiva no lugar da usual,1

justificando a simetria das equações decorrentes do prinćıpio variacional, bem como a

semelhança destas com as da relatividade geral com g̃µν no lugar de gµν .

Feitas estas observações, fica bastante claro o acoplamento que iremos postular. Para

nossa reformulação da gravitação de Einstein no contexto das geometrias de Weyl, toma-

mos as lagrangianas da RG e fazemos a substituição da métrica usual pela efetiva onde

quer que ela apareça.2 Isto é, nossa ação se escreve como

S =

∫
[
R(g̃µν ,Γα

βγ) + L(g̃µν , ...)
]√

−g̃d4x , (2.12)

onde L (g̃µν, ...)
√−g̃ é a lagrangiana de um sistema f́ısico tal que L (gµν , ...)

√−g é a sua

equivalente da relatividade geral.

Esta teoria é manifestamente invariante de calibre e, consequentemente, suas soluções

são determinadas a menos de uma função arbitrária. Como dito anteriormente, esta

arbitrariedade resulta numa liberdade para uma das funções a se determinar e decorre de

uma redundância nas equações cuja origem ficará evidente no que segue.

Apliquemos o prinćıpio de Hamilton na ação acima: a variação da conexão nos dá

WIST. A variação com respeito à métrica dá:

δS

δgµν
=

δS

δg̃αβ
δg̃αβ

δgµν
= [Gµν(g̃

µν) + Tµν(g̃
µν , ...)] eω

√

−g̃ = 0

⇒ Gµν(g̃
µν) = −Tµν(g̃µν , ...)

∴ R(g̃µν) = T (g̃µν, ...) ,

(2.13)

(2.14)

1Lembrando que estamos adotando o procedimento variacional de Palatini, onde a conexão é tratada
como um campo independente.

2Apresentamos este acoplamento primeiramente na IV Reunião Anual do ICRA (64) e, em seguida,
no 8th Alexander Friedmann International Seminar on Gravitation and Cosmology (65), ocasião em que
C. Romero, coincidentemente, também o apresentou da mesma forma (66, 67).
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onde definimos

Tµν(g̃
µν , ...) ≡ 1√−g̃

δ
[
L (g̃µν , ...)

√−g̃
]

δg̃αβ
, (2.15)

T ≡ gµνTµν ; (2.16)

variando ω, temos:

δS

δω
=

δS

δg̃µν
δg̃µν

δω
= [Gµν(g̃

µν) + Tµν(g̃
µν , ...)] eωgµν

√

−g̃ = 0

⇒ R(g̃µν) = T (g̃µν , ...) , (2.17)

que é igual à 2.14. Com isso, temos mais funções a determinar do que equações e, portanto,

uma indeterminação nas soluções.

Apesar disto, não devemos esperar que os observadores sejam capazes de distinguir

diferentes soluções, pois isto representaria uma sensibilidade em relação ao calibre esco-

lhido. De fato, se temos seus instrumentos de medida caracterizando o espaço-tempo

através da métrica efetiva, que é invariante de calibre, o observador será indiferente às

diversas soluções posśıveis, pois esta é bem determinada através da 2.13, que nada mais

é do que a equação de Einstein para a métrica efetiva.

Nossa teoria foi constrúıda, em última análise, como uma reformulação da relatividade

geral em Weyl dotada de uma simetria de calibre introduzida a partir da substituição da

métrica usual pela efetiva. Tal substituição não passa de uma transformação conforme

da métrica da relatividade geral e, pelo que estamos sugerindo, não deve trazer nenhuma

alteração nos resultados da teoria. Esta métrica transformada, todavia, está sujeita às

mesmas equações dinâmicas da anterior e é ela que deve fornecer os mesmos resultados

anteriores à transformação. A liberdade que temos após a determinação da métrica efetiva

é somente através da transformação de calibre 1.67 que consiste, além numa transformação

conforme, numa outra no campo ω que, justamente, compensa a da métrica.

Como discutido por Bekenstein e Meisels na Ref. 23, desde que Dirac (24) levantou a

questão sobre a constante gravitacional ser ou não, de fato, uma constante, este problema

tem sido um desafio para a f́ısica teórica. Porém, eles argumentam que isto pode ser solu-

cionado levando-se em conta o prinćıpio de que todas as equações fundamentais da f́ısica

devem ser invariantes por transformações locais de escala. Prinćıpio este primeiramente
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proposto por Weyl (5) e Hoyle e Narlikar (21, 22). Portanto, é de um grande interesse

teórico que se obtenha uma versão invariante conforme da gravitação. E, embora tenha

havido algumas tentativas, nenhuma formulou a teoria em termos da geometria de Weyl

onde a transformação de simetria ganha essa nova interpretação.

Nesse formalismo, podemos, ainda, incorporar os casos de acoplamento não-mı́nimo

considerados na Ref. 68. Nestes, considera-se o tensor eletromagnético, Fµν , a partir do

qual se constrói a lagrangiana para o eletromagnetismo, acoplado com a curvatura através

das seguintes possibilidades, no contexto das geometrias riemannianas: RαβγδF
αβF γδ,

RαβF
αγFγ

β e RF αβFαβ. Antes de fazer a passagem para o nosso formalismo, devemos

observar que o tensor eletromagnético se escreve como

Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα = −Fβα , (2.18)

onde o campo fundamental Aα é o potencial eletromagnético e não possui relação com os

objetos geométricos. Desta forma, Fαβ é invariante de calibre, enquanto que

Fγ
β = gβαFγα → e−ΛFγ

β , F αβ = gαγgβδFγδ → e−2ΛF αβ . (2.19)

Vemos que os acoplamentos citados, quando inseridos na ação e escritos explicitamente

em termos da métrica, devem passar para o nosso formalismo como

S =

∫
[
g̃µνRµν + g̃αλR

λ
βγδg̃

αρg̃βσFρσg̃
γµg̃δνFµν +Rαβ g̃

αµg̃γνFµν g̃
βλFγλ+

+g̃µνRµν g̃
αλg̃βρFλρFαβ + L(g̃µν , ...)

]√

−g̃d4x =

=

∫
[
e−ωR + eωRαβγδF

αβF γδ + eωRαβF
αγFγ

β + eωRF αβFαβ+

+e−2ωL(g̃µν , ...)
]√−gd4x . (2.20)

Esta, sendo escrita somente em termos de quantidades invariantes, assim também deverá

ser, bem como qualquer outra equação decorrente do prinćıpio variacional. Os termos

usuais relativos ao acoplamento mı́nimo do eletromagnetismo, inclusive na presença de

fontes, estão contidos em L e serão tratados no próximo caṕıtulo.

Tendo postulado o acoplamento com os demais campos f́ısicos preservando a simetria

de calibre da geometria, obtemos uma teoria que admite um função, Λ(xµ), arbitrária que,
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por sua vez, não deve trazer nenhuma alteração nos observáveis quando comparados com

a formulação riemanniana. Portanto, a indeterminação existente no sistema de equações

não deve ser preocupante se tivermos caracterizadas adequadamente, de acordo com esta

simetria, as observações ou medidas feitas.

Antes de partir para a caracterização destas, consideremos o exemplo da próxima seção

que consiste numa solução para o vácuo exibindo explicitamente a liberdade mencionada

para alguma das funções envolvidas. A definição de tempo próprio que fizemos será

definitivamente consolidada ao impormos que a solução obtida deve ser invariante e dar

os mesmos resultados da já conhecida solução do caso equivalente riemanniano.

2.3 Vácuo estático e esférico-simétrico

Vamos considerar o vácuo, descrito pela ação 2.1, e resolver suas equações para uma

métrica estática com simetria esférica. Substituindo a 1.57 em WIST na 2.2, ficamos com

Ĝµν = ∇̂µ∂νω +
1

2
∂µω∂νω + gµν

(
1

4
∂αω∂αω − �̂ω

)

(2.21)

onde �̂ω ≡ gµν∇̂µ∂νω é o d’Alembertiano em Riemann do campo ω. A equação 2.3,

depois de substituir a 1.56 em WIST fornece

R̂ = 3�̂ω − 3

2
∂αω∂αω , (2.22)

que, como já foi dito, obtém-se do traço da 2.21.

Para a simetria em questão, temos a métrica e o campo escalar de Weyl dados por

ds2 = A(r)c2dt2 − dr2

B(r)
− r2dθ2 − r2 sen2 θdϕ2 , (2.23)

ω = ω(r) , (2.24)

onde passamos a escrever explicitamente a velocidade da luz, c.

Dada a redundância nas equações, temos apenas duas delas independentes, apesar

das três funções envolvidas. Tomemos, então, as equações G00 = 0 e G11 = 0 dadas,

respectivamente, por
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B′

rB
− 1

r2B
+

1

r2
=

1

2

B′

B
ω′ +

2ω′

r
+ ω′′ − 1

4
(ω′)

2
, (2.25)

− A′

rB
+

1

r2B
− 1

r2
= −1

2

A′

A
ω′ − 2ω′

r
+

3

4
(ω′)

2
, (2.26)

onde, para uma função F (r) qualquer, F ′ ≡ dF
dr
.

Temos, para esse sistema, a seguinte solução escrita em termos da função arbitrária

β = β(r), que reflete a simetria de calibre da teoria:

ω =
2

3
ln
(
rβ2
)
+ lnC2 , (2.27)

A = C1C2

(
rβ2
) 2

3 − 2β2 , (2.28)

B =
9β4

[

C1C2 (rβ
2)

2
3 − 2β2

]

C1C2 (rβ2)
2
3
[
r (β2)′ − 2β2

]2
. (2.29)

Esta solução é especialmente interessante pois evidencia de forma ineqúıvoca a ne-

cessidade de se definir o tempo próprio como na 1.64, resultando na métrica efetiva 1.65

para o observador que faz medidas nesse espaço-tempo. Para vermos isso, calculemos as

velocidades das órbitas circulares das part́ıculas teste que seguem geodésicas na geometria

descrita por essa solução.

Consideremos, primeiramente, a parametrização usual da RG e que a geometria ca-

racterizada pelos instrumentos de medida do observador é descrita pela própria métrica

gµν não-invariante. Temos, então, para as velocidades destas part́ıculas,

V α =
dxα

ds
⇒ V αVα = 1 . (2.30)

A equação da geodésica 1.47 com essa parametrização se escreve

V µ∇µV
α = −1

2
V µωµV

α (2.31)

∴
d2xα

ds2
+ Γα

µν

dxµ

ds

dxν

ds
= −1

2
ωµ
dxµ

ds

dxα

ds
. (2.32)

Considerando as coordenadas como funções de t, temos a relação
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(
ds

dt

)2

= c2A− ṙ2

B
− r2θ̇2 − r2 sen2 θϕ̇2 , (2.33)

onde Ḟ ≡ dF
dt

para qualquer F . Escrevendo d
ds

= dt
ds

d
dt
, a 2.32 fica

dt

ds

d

dt

(
dt

ds
ẋα
)

+

(
dt

ds

)2

Γα
µν ẋ

µẋν = −1

2

(
dt

ds

)2

ωµẋ
µẋα (2.34)

∴ −1

2

(
dt

ds

)2
d

dt

(
ds

dt

)2

︸ ︷︷ ︸

≡T1

ẋα + ẍα = −Γα
µν ẋ

µẋν − 1

2
ωµẋ

µẋα , (2.35)

onde o coeficiente de ẋα definido acima se escreve como

T1 =
−c2A′ṙ − 1

B2B
′ṙ3 + 1

B
ṙr̈ + rṙθ̇2 + r2θ̇θ̈ + sen2 θ (rṙϕ̇2 + r2ϕ̇ϕ̈) + r2 sen θ cos θϕ̈

c2A− 1
B
ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sen2 θϕ̇2

.

(2.36)

As quatro equações que definem a geodésica ficam, então,

T1c = c

(
ω′

2
− A′

A

)

ṙ , (2.37)

T1ṙ + r̈ = −B
2

(

A′c2 − B′

B2
ṙ2 − 2rθ̇2 − 2r sen2 θϕ̇2

)

+

+
Bω′

2

(

Ac2 − ṙ2

B
− r2θ̇2 − r2 sen2 θϕ̇2

)

+
1

2
ω′ṙ2 , (2.38)

T1θ̇ + θ̈ = −2

r
ṙθ̇ + sen θ cos θϕ̇2 +

1

2
ω′ṙθ̇ , (2.39)

T1ϕ̇+ ϕ̈ = −2

r
ṙϕ̇− 2

cos θ

sen θ
θ̇ϕ̇+

1

2
ω′ṙϕ̇ . (2.40)

Adotando as condições iniciais:
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θ =
π

2
, θ̇ = 0 , ṙ = 0 (2.41)

∴ T1 =
vrϕ̈

c2A− v2
, v ≡ rϕ̇ , (2.42)

e as equações 2.37–2.40 ficam:

vrϕ̈

c2A− v2
= 0 , (2.43)

r̈ = −B
2

(

A′c2 − 2v2

r

)

+
Bω′

2

(
Ac2 − v2

)
, (2.44)

θ̈ = 0 , (2.45)

vrϕ̈

c2A− v2
· ϕ̇+ ϕ̈ = 0 ⇔ c2A

c2A− v2
· ϕ̈ = 0 . (2.46)

A 2.46 implica em ϕ̈ = 0, concordando com a 2.43. A 2.45 diz que o movimento

permanece no plano θ = π
2
. Para o caso de uma órbita circular, temos r̈ = 0 e a 2.44 dá:

A′c2 − 2v2

r
= ω′

(
Ac2 − v2

)
⇒ v2

c2
=
ω′A−A′

ω′ − 2
r

. (2.47)

Substituindo as soluções 2.27 e 2.28, encontramos, finalmente,

v2

c2
= β2 . (2.48)

Isto é, as velocidades das órbitas circulares de acordo com a distância radial é comple-

tamente arbitrária nessa geometria, sendo explicitamente dependente do calibre escolhido.

Também pudera, pois consideramos uma geometria não-invariante para o espaço-tempo

dos observadores, em desacordo com o discutido até então.

Nossa lagrangiana para o vácuo, assim como a das part́ıculas teste, é simétrica em

relação às transformações de calibre e, portanto, indiferentes a elas. Logo, não podemos

ter um resultado dependente de uma função arbitrária, a menos que tenhamos definido

erroneamente nossas medidas. Elas, como já mencionado, devem acompanhar a simetria

da teoria e serem univocamente definidas, sem nenhuma arbitrariedade. Em particular,

para este caso do vácuo estático e esférico-simétrico, devemos recuperar os mesmos resul-

tados da já conhecida solução de Schwarzschild da RG, contemplada pelas transformações
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de calibre. Para isso, consideremos, então, o tempo próprio adequadamente definido pela

1.64.

É importante perceber a diferença deste parâmetro em relação aos outros quanto ao

significado f́ısico. Este, como dissemos, está relacionado com as medidas do observador e

caracteriza a geometria através da métrica efetiva. Isto é, as medidas feitas devem estar

relacionadas a este parâmetro e como se fossem obtidas com o uso de g̃µν . Isto é crucial

para se obter corretamente as velocidades das órbitas circulares e, assim, consolidar a

métrica efetiva induzida pelo tempo próprio como caracterização adequadada do espaço-

tempo dos observadores. Portanto, é quanto ao significado f́ısico que se dá a peculiaridade

deste parâmetro e isto ficará claro a seguir.

Vamos considerar que estejamos descrevendo a curva por esse tempo próprio. A

velocidade das part́ıculas, como já vimos, ficaria dada por

uα =
dxα

dτ
⇒ uαuα = eω (2.49)

∴
d2xα

dτ 2
+ Γα

µν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0 . (2.50)

Usando a 2.23, teremos

dτ 2 = e−ωds2 = e−ω

[

A(r)c2dt2 − dr2

B(r)
− r2dθ2 − r2 sen2 θdϕ2

]

(2.51)

e é nesse momento que o significado f́ısico do tempo próprio se faz presente. Consideremos,

por um breve momento, estas mesmas coordenadas caracterizando, novamente, o espaço-

tempo. Parametrizando-as, outra vez, por t, obtemos,

(
dτ

dt

)2

= e−ω

(

c2A− ṙ2

B
− r2θ̇2 − r2 sen2 θϕ̇2

)

. (2.52)

Desta forma, estamos, simplesmente, ignorando o fator e−ω que distingue a métrica usual

da efetiva na caracterização do tempo próprio e preservaŕıamos erroneamente o significado

f́ısico destas coordenadas como representando tempo e espaço. Prosseguindo da mesma

forma, fazendo

d

dτ
=
dt

dτ

d

dt
, (2.53)
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pode-se verificar que recaiŕıamos no mesmo erro, obtendo, novamente, a 2.48.

Isto se deve à invariância da equação da geodésica 1.47 em relação ao parâmetro que

descreve a curva. Neste caso, tendo ignorado o significado f́ısico do tempo próprio, ele

não passou de uma reparametrização que, como tal, não altera a equação. O que deve-

mos alterar, portanto, é a interpretação das coordenadas espaço-temporais que estamos

considerando, devendo ser levado em conta o fator e−ω que faz a correção devidamente.

Repare que a métrica efetiva 2.51 com as soluções encontradas permanece comple-

tamente indeterminada, devido à função β arbitrária. Portanto, não podemos obter ne-

nhuma conclusão à respeito do significado f́ısico das coordenadas ou do observador ao qual

elas correspondem. Nós não podemos, sequer, determinar qualquer possibilidade para as

coordenadas nas quais ele se encontra. Dáı a indeterminação da velocidade das órbitas

quando medidas por esse sistema de coordenadas.

Um observador, como já discutido, é sempre localmente inercial e, portanto, seu

sistema de coordenadas é tal que a métrica em sua posição se dá pela de Minkowski. Isto

é, a geometria caracterizada localmente por seus instrumentos de medida deve ser a plana

da relatividade especial.

Devemos, então, obter novas coordenadas de modo que possamos interpretar seu signi-

ficado a partir da métrica efetiva. Estas, caracterizando adequadamente as medidas feitas,

não devem trazer nenhuma alteração em relação às da conhecida solução de Schwarzschild.

Para fazermos isto, notemos que a 2.27 nos dá

β2 =
e

3ω
2

C
3
2
2 r

, (2.54)

que, substituindo nas soluções para A(r) e B(r), resulta em

A = C1e
ω − 2

e
3
2
ω

C
3
2
2 r

= eω

(

C1 −
2e

ω
2

C
3
2
2 r

)

, (2.55)

B =
4
(

C1C
3
2
2 e

ωr − 2e
3
2
ω
)

C1C
3
2
2 e

ωr (ω′r − 2)2
=

4

(

C1 − 2

C
3
2
2 e−

ω
2 r

)

C1 (ω′r − 2)2
. (2.56)

O tempo próprio se escreve
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dτ 2 = e−ωA(r)c2dt2 − e−ω

B(r)
dr2 − e−ωr2dΩ2 , dΩ2 ≡ dθ2 + sen2 θdϕ2 , (2.57)

onde os elementos da métrica efetiva, após substituição das 2.55 e 2.56, resultam em

e−ωA = C1 −
2

C
3
2
2 e

−
ω
2 r
, (2.58)

B

e−ω
=

4

(

C1 − 2

C
3
2
2 e−

ω
2 r

)

C1

(
−re−ω

2
ω′

2
· 2 + 2e−

ω
2

)2 =
1

C1

(

C1 − 2

C
3
2
2 e−

ω
2 r

)

[(
e−

ω
2 r
)
′

]2 . (2.59)

Fazendo, agora, as transformações

r̄ = e−
ω
2 r , (2.60)

t̄ = C
1
2
1 t , (2.61)

e redefinindo C2 =
(

c2

C1GM

) 2
3
, o tempo próprio fica

dτ 2 =

(

C1 −
2

C
3
2
2 r̄

)

c2dt2 −
(

C1 −
2

C
3
2
2 r̄

)
−1

C1 (r̄
′dr)

2 − r̄2dΩ2 =

=

(

1− 2GM

c2r̄

)

c2dt̄ 2 −
(

1− 2GM

c2r̄

)
−1

dr̄2 − r̄2dΩ2 . (2.62)

Recuperamos, assim, a solução de Schwarzschild univocamente determinada em ter-

mos das novas coordenadas. A partir desta expressão, podemos, facilmente, concluir que

estas caracterizam o tempo, distância radial e ângulos de um observador que se encontra

no infinito.

Repare que tal procedimento seria imposśıvel de ser feito com a métrica usual 2.23.

Isto é, não importa qual transformação de coordenadas fosse feita, ela continuaria sempre

indeterminada e, portanto, nunca podeŕıamos associá-las a algum observador. Tal exem-

plo, portanto, comprova a necessidade de se considerar a métrica efetiva para caracterizar

adequadamente a geometria em questão.
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Tendo, agora, a devida interpretação das coordenadas como representando o espaço-

tempo de um dado observador, podemos calcular as velocidades das órbitas circulares em

termos delas. Façamos, em analogia à 2.52,

(
dτ

dt̄

)2

=

(

1− 2GM

c2r̄

)

c2 −
(

1− 2GM

c2r̄

)
−1(

dr̄

dt̄

)2

− r̄2
(
dθ

dt̄

)2

+ r̄2 sen2 θ

(
dϕ

dt̄

)2

.

(2.63)

Prosseguindo fazendo d
dτ

= dt̄
dτ

d
dt̄

na 2.50 e definindo

V ≡ r̄
dϕ

dt̄
, (2.64)

obtemos o resultado esperado, igual ao da relatividade geral:

V 2 =
GM

r̄
. (2.65)

Este, poderia ser igualmente obtido fazendo a transformação 2.60 e 2.61 na 2.48. A

partir da 2.54, temos

β2 =
eω

C
3
2
2 r̄

= eω
C1GM

c2r̄
=
v2

c2
⇒ e−ωv2

C1
=
GM

r̄
(2.66)

∴
GM

r̄
=
e−ω (rϕ̇)2

C1

=
(
e−

ω
2 r
)2
(
dϕ

dt̄

)2

= r̄2
(
dϕ

dt̄

)2

= V 2 , (2.67)

concordando com a 2.65.

Esta questão da interpretação das coordenadas usadas como representando o tempo

e o espaço pode ser revertida igualmente para a solução de Schwarzschild na própria

relatividade geral. Para vermos isto, basta considerar as mesmas transformações 2.60

e 2.61 nesta solução. Obteŕıamos, novamente a 2.57 e, descrevendo as coordenadas em

termos de t, encontraŕıamos outra vez a 2.48.

O cuidado com a interpretação das coordenadas, portanto, não é exclusividade das

geometrias de Weyl, tampouco da nossa reformulação, e consideramos tê-la esclarecido

face ao exposto.

Tendo, finalmente, formulado nossa teoria invariante de calibre com a devida caracte-

rização do tempo próprio induzindo uma métrica efetiva a qual descreve apropriadamente
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o espaço-tempo dos observadores, podemos reforçar o acoplamento utilizado. De fato, se

para a passagem da geometria plana da relatividade especial para a curva da relatividade

geral foi feita a troca da métrica de Minkowski pela usual, assegurando as propriedades

da geometria riemanniana, no caso do WIST temos o uso da métrica efetiva igualmente

justificado, uma vez que, neste caso, é esta que garante as propriedades deste tipo de

geometria, em analogia à usual na RG.

Verificaremos, agora, a invariância de calibre nos demais observáveis da teoria.
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3 Desvio para o vermelho

Um observável particularmente importante da teoria é o desvio para o vermelho

(redshift), especialmente devido à sua utilidade em cosmologia. A partir deste, obtém-se

informações sobre as propriedades globais do universo, bem como sua evolução. Este efeito

consiste na variação do comprimento de uma onda eletromagnética emitida por uma fonte

ao chegar no observador. Faremos, então, sua descrição desde a obtenção das equações do

eletromagnetismo, introduzindo a óptica geométrica e definindo o comprimento de onda

a partir da solução das equações de Maxwell nesse regime. Esta formulação se verifi-

cará como sendo invariante de calibre em pleno acordo com as propriedades desejadas

para os observáveis adequadamente definidos no nosso formalismo. No caso de estarmos

tratando de um modelo cosmológico, será mostrado que, devido à esta invariância de

calibre, podemos atribuir qualquer observação de redshift inteiramente ao campo escalar

geométrico.

3.1 Eletromagnetismo invariante de calibre

Adotando o acoplamento mı́nimo entre o campo gravitacional e o eletromagnético, a

ação da relatividade geral para o eletromagnetismo na presença de fontes (2) transforma-

se, no nosso formalismo, em

S =

∫ (
1

2
Fαβ g̃

αµg̃βνFµν + 2AµJ
µ

)
√

−g̃d4x =

∫ (
1

2
FαβF

αβ + 2e−2ωAµJ
µ

)√
−gd4x .

(3.1)

O tensor eletromagnético, Fαβ , já foi introduzido e se escreve em termos do potencial

eletromagnético, Aα, como

Fαβ = ∇αAβ −∇βAα = ∂αAβ − ∂βAα . (3.2)
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O termo de corrente, Jµ, por sua vez, é dado por

Jµ = J0u
µ = J0

dxµ

dτ
, (3.3)

onde J0 = J0(x
α) é a densidade de carga elétrica própria, i.e., no referencial co-móvel com

a fonte movendo-se com velocidade uµ. Verificamos, portanto, a invariância de calibre

deste termo.

Efetuando a variação do potencial eletromagnético e igualando o resultado a zero,

obtemos

∇̂βF
αβ = −e−2ωJα . (3.4)

Não é dif́ıcil verificar, usando a antissimetria nos ı́ndices do tensor eletromagnético, que

∇̂βF
αβ = e−2ω∇β

(
e2ωF αβ

)
(3.5)

∴ ∇β

(
e2ωF αβ

)
= −Jα , (3.6)

onde a última vem da 3.4 e vemos que a dinâmica para o potencial eletromagnético

também é invariante de calibre, como era de se esperar. Isto fica bastante evidente

quando reescrevemos a 3.6 como

∇β

(
g̃αµg̃βνFµν

)
= −Jα , (3.7)

que é dada estritamente em termos de quantidades invariantes.

3.2 Óptica geométrica

Seguindo as linhas das Refs. (69, 70), consideremos, agora, o campo eletromagnético,

Fαβ, como um campo teste num espaço-tempo sem carga nem corrente, sendo, assim,

solução das equações de Maxwell 3.6 para o vácuo:

∇β

(
e2ωF αβ

)
= 0 . (3.8)
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O potencial eletromagnético Aα é escolhido no calibre de Lorenz,1 que no nosso forma-

lismo, escreve-se como

∇α (e
ωAα) = 0 , (3.9)

satisfazendo a simetria de calibre da geometria.

Supomos a existência de soluções do tipo

Aα = g(φ)Φα + termos despreźıveis , (3.10)

onde g(φ) é uma função arbitrária da fase φ e varia rapidamente comparada com a am-

plitude Φα, de modo que

g′k[αΦβ] ≫ g∇[βΦα] , (3.11)

onde g′ ≡ ∂g
∂φ

e definimos o vetor de propagação kα como

kα ≡ ∇αφ = ∂αφ (3.12)

∴ ∇βkα = ∇αkβ . (3.13)

A partir da 3.9 e considerando as derivadas de diferentes ordens da função g como

linearmente independentes, devido à sua arbitrariedade, ficamos com

∇α (e
ωgΦα) = g∇α (e

ωΦα) + eωg′kαΦ
α = 0 ∀ g, g′ (3.14)

∴ ∇α (e
ωΦα) = ∇α

(
g̃αβΦβ

)
= 0 , (3.15)

kαΦ
α = 0 . (3.16)

Substituindo, agora, a 3.10 na 3.8, ignorando os termos despreźıveis e igualando no-

vamente a zero os coeficientes de g, g′ e g′′, encontramos

1Este, refere-se ao calibre eletromagnético. Não confundir com o geométrico, da nossa reformulação.
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eωRα
βΦ

β + gβγ∇β∇γ (e
ωΦα) = 0 , (3.17)

eωkβ∇βΦα = −1

2
Φα∇β

(
eωkβ

)
, (3.18)

kαk
α = 0 , (3.19)

onde foram usadas as 3.15, 3.16 e 1.54.

Para o tratamento que segue, iremos usar somente esta última que, de acordo com a

1.44, implica em

kα∇βkα = 0 ∴ kα∇αkβ = 0 , (3.20)

onde, para se obter a segunda equação, usou-se a 3.13 na primeira. Esta, por sua vez,

contraindo com a métrica efetiva e considerando a 1.66, implica em

kα∇α

(
g̃βγkγ

)
= kα∇α

(
eωkβ

)
≡ eωkα∇̂αk

β − eωωβ kαk
α

︸︷︷︸
=0

= 0 ⇔ kα∇̂αk
β = 0 . (3.21)

Percebemos que os raios de luz seguem geodésicas nulas cujos vetores tangentes são pa-

ralelamente transportados como se a variedade fosse riemanniana, e não de Weyl. Porém,

isto não compromete de modo algum a simetria de calibre da teoria. A equação obtida

sendo zero, implica que a expressão mais à esquerda da 3.21 pode ser reescrita com um

fator eω e, portanto, sendo facilmente verificada como invariante.

3.3 Desvio para o vermelho

Temos, então, para a aproximação da óptica geométrica que os raios luminosos seguem

trajetórias cujos vetores tangentes são nulos e obedecem a equação da geodésica 3.21.

Esses raios possuem uma forma arbitrária dada pela função g e suas frequências, ν,

são determinadas pela taxa de variação no tempo da fase φ. Temos, portanto, (58)

ν =
dφ

dτ
=
dxα

dτ

∂φ

∂xα
= uαkα (3.22)

como a frequência do raio luminoso medida por um observador com velocidade uα.
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O redshift, z, é dado pelo quanto que o comprimento de onda, λ, da luz varia compa-

rado com seu valor mo momento da emissão e obtém-se a partir da relação acima como

z ≡ λo − λe
λe

≡ ∆λ

λe
⇒ 1 + z =

λo
λe

=
νe
νo

=
(kαu

α)e
(kβuβ)o

, (3.23)

onde os ı́ndices “e” e “o” referem-se aos eventos de “emissão” e “observação”, respec-

tivamente. Esta relação é valida independentemente da separação entre o emissor e o

observador e dá conta tanto do redshift Doppler quanto do gravitacional.

Façamos, agora, a seguinte decomposição de kα: consideramos um observador com

quadrivelocidade uα e tomamos nα como sendo uma projeção de kα no seu referencial,

dado por

nα ≡ 1

uγkγ
hαβk

β ⇒ nαnα = −e−ω , nαuα = 0 (3.24)

∴ kα = uβk
β
(
e−ωuα + nα

)
. (3.25)

Definido v como o parâmetro ao longo da geodésica nula,

kα =
dxα

dv
, (3.26)

podemos calcular a variação de uαkα num intervalo dv ao longo dela como sendo2

d (uαkα) = ∇̂β (u
αkα) k

βdv =
(

∇̂βuα

)

kαkβdv + uα k
β∇̂βk

α

︸ ︷︷ ︸
=0

dv . (3.27)

Das 1.92 e 3.25, podemos reescrevê-la como

d (uαkα) =
(
θαβn

αnβ + e−ωnαu̇α
)
(uγk

γ)2 dv . (3.28)

Da 3.23, por sua vez, temos

dλ

λ
= −d (u

αkα)

(uβkβ)
= −

(
θαβn

αnβ + e−ωnαu̇α
)
uγk

γdv , (3.29)

que dá a variação do comprimento de onda ao longo de um pequeno incremento dv no

2Para o caso em que tanto o emissor quanto o observador seguem a velocidade única do fluido, uα.
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parâmetro que descreve o raio luminoso.

Como discutido anteriormente, nenhuma observação deve ser dependente do calibre

escolhido. Portanto, iremos verificar, agora, a invariância dos objetos que caracterizam o

redshift sob a transformação 1.67. Vemos que as seguintes quantidades, a partir das suas

definições, transformam-se como

dτ = e−ωgµνdx
µdxν → dτ , (3.30)

uα ≡ dxα

dτ
→ uα ∴ uα = gαβu

β → eΛuα , (3.31)

kα ≡ ∂ϕ

∂xα
→ kα ∴ kα = gαβkβ → e−Λkα . (3.32)

Assim, temos

uαkα → uαkα , uαk
α → uαk

α , (3.33)

e confirmamos a invariância da 3.23. Para a equação 3.29 temos

hαβ = δαβ − e−ωuαuβ → hαβ ∴ hαβ → eΛhαβ , hαβ → e−Λhαβ , (3.34)

nα =
1

(uγkγ)
hαβk

β → e−Λnα
∴ nα → nα , (3.35)

e seus diferentes termos são transformados como

θαβn
αnβ = nαnβ∇αuβ → e−2Λnαnβ∇α

(
eΛuβ

)
= e−Λθαβn

αnβ , (3.36)

u̇αn
αe−ω → e−Λu̇αn

αe−ω . (3.37)

Dada a 3.33, resta apenas determinar a transformação de dv, que se obtém a partir da

3.26:

kµ =
dxµ

dv
→ e−Λkµ ⇔ dv → eΛdv . (3.38)

Temos, então,
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dλ

λ
= −

(
θαβn

αnβ + e−ωnαu̇α
)
uγk

γdv →

→ −
(
e−Λθαβn

αnβ + e−Λe−ωnαu̇α
)
uγk

γeΛdv =
dλ

λ
, (3.39)

mostrando que a liberdade de calibre da nossa teoria permanece no redshift.

3.4 Invariância de calibre em modelos cosmológicos

Tomemos o modelo de Friedmann para as três curvaturas posśıveis descrito no calibre

de Einstein do nosso formalismo, i.e., com ω = 0:

dτ 2 = ds2 = dη2 − a2(η)
[
dρ2 + f 2(ρ)dΩ2

]
, (3.40)

onde f(ρ) é igual à sen(ρ), ρ ou senh(ρ) para os casos esférico, plano e hiperbólico,

respectivamente. O redshift pode ser calculado da 3.23 ou 3.29, onde as velocidades do

observador e emissor são ambas iguais a

uα = (1, 0, 0, 0) . (3.41)

Agora, para kα, temos, nos três modelos,

kα =
1

a(η)
(1,± 1

a(η)
, 0, 0) ⇔ kα =

1

a(η)
(1,∓a(η), 0, 0) (3.42)

∴ kαu
α =

1

a(η)
⇒ 1 + z =

a(ηo)

a(ηe)
. (3.43)

Esta expressão também pode ser obtida de 3.29, uma vez que temos nela

θαβn
αnβ = − 1

a(η)

da(η)

dη
, u̇α = 0 , uγk

γdv = uγdx
γ = dη , (3.44)

e a equação fica

dλ

λ
=

1

a(η)

da(η)

dη
dη ⇒ d (lnλ) = d (ln a) ∴ 1 + z =

λo
λe

=
a(ηo)

a(ηe)
. (3.45)



75

Entretanto, sendo a métrica 3.40 conformalmente plana e, de acordo com o teorema de

Weyl-Schouten, podemos efetuar transformações de coordenadas de modo a reescrevê-la

como ds2 = e−Ληµνdx
µdxν (veja o apêndice C). Feito isso, podemos realizar a trans-

formação 1.67 e ficarmos, então, com uma geometria de Weyl onde gµν = ηµν , ω = Λ e

termos a mesma expressão para o redshift. Isto é, temos agora a possibilidade de que as

observações de redshift sejam atribúıdas ao campo ω de uma geometria de Weyl no espaço

de Minkowski, não mais indicando uma curvatura ou evolução para a métrica, assim como

também podeŕıamos fazer algo intermediário, i.e., uma transformação de calibre que desse

ω 6= 0 e gµν 6= ηµν preservando igualmente os resultados.

Tal conclusão encontra-se em nossa publicação (65) e concorda com o indicado pelas

Refs. 67 e 71.
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4 Termodinâmica em WIST

No caṕıtulo anterior, mostramos como o campo escalar geométrico pode estar asso-

ciado ou, até mesmo, ser inteiramente responsável pelo redshift cosmológico. Uma vez

que este relaciona-se com o fator de escala que, por sua vez, é caracterizado por um

tensor momento-energia através das equações de Einstein, tal fato permite atribuir um

significado f́ısico ao fator conforme da métrica efetiva.

Faremos neste caṕıtulo, portanto, a caracterização do tensor momento-energia quanto

ao seu regime termodinâmico e nos restringiremos aos modelos cosmológicos. Apresenta-

remos o caso dos fluidos perfeitos na relatividade geral e mostraremos como a consideração

de um novo campo ω pode fazer a passagem entre geometrias que correspondem a fluidos

completamente diferentes. De fato, será mostrado que as soluções obtidas podem até

deixar de representar um universo satisfazendo o prinćıpio cosmológico.

4.1 Formulação invariante de calibre

Nesta seção será desenvolvida uma formulação invariante de calibre para a termo-

dinâmica contemplando processos dissipativos. O tratamento é análogo ao feito na rela-

tividade geral que pode ser encontrado nas referências 72 e 73.

Consideremos, por simplicidade, um tensor momento-energia descrevendo um fluido

simples, cujo estado é determinado pela sua velocidade, uα, o número de part́ıculas por

unidade de volume, n, e a energia interna espećıfica (74, 75). Iremos supor que o fluido em

questão encontra-se ligeiramente desviado do equiĺıbrio devido a perturbações no espaço-

tempo. Estas, por sua vez, provocam o surgimento de termos dissipativos coexistindo

com os de equiĺıbrio termodinâmico. Seja, então, a decomposição deste tensor momento-

energia em suas partes irredut́ıveis:

Tµν = ρe−2ωuµuν − Phµν + e−ω (qµuν + qνuµ) + πµν , (4.1)
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onde

ρ = Tµνu
µuν , (4.2)

P = −1

3
Tµνh

µν , (4.3)

qµ = hαµu
βTαβ , (4.4)

πµν = hαµh
β
νTαβ −

1

3
hµνh

αβTαβ . (4.5)

Seus diferentes termos são denotados e interpretados como densidade total de energia,

ρ, pressão total, P , fluxo de calor, qµ, e pressão anisotrópica, πµν . Percebemos que os

dois últimos termos acima são ortogonais à velocidade do fluido. Portanto, com exceção

do primeiro termo da decomposição 4.1, todos os outros se anulam quando contráıdos

com uµuν.

Vejamos como eles se comportam frente às transformações de calibre. Primeiramente,

notemos que o tensor momento-energia 2.15 transforma-se das seguintes maneiras:

Tµν → Tµν ∴ T µ
ν → e−ΛT µ

ν , T µν → e−2ΛT µν . (4.6)

Portanto, a partir das 4.2–4.5 e considerando as transformações 3.31, para a velocidade,

e 3.34, para hαβ , temos

ρ→ ρ , (4.7)

P → e−ΛP , (4.8)

qµ → qµ ∴ qµ → e−Λqµ , (4.9)

πµν → πµν ∴ πµ
ν → e−Λπµ

ν , πµν → e−2Λπµν . (4.10)

Para a separação em partes de equiĺıbrio, T̄µν , e fora do equiĺıbrio (ou dissipativa),

∆Tµν , iremos considerar que esta última não contribui para a densidade de energia, en-

quanto o mesmo já não ocorre com a pressão total. Esta é considerada como resultado

de uma pressão isotrópica, p, dada no equiĺıbrio, e uma viscosidade volumar, π, surgindo

como termo dissipativo de acordo com o regime termodinâmico do fluido e, portanto,

independente de p. A pressão total é, então, dada por
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P = p− π . (4.11)

Dada a possibilidade de existência da pressão isotrópica mesmo na ausência de viscosidade

volumar, podemos concluir que cada uma delas transforma-se como a pressão total, i.e.,

p→ e−Λp , π → e−Λπ . (4.12)

Feito isso, escrevemos as partes de equiĺıbrio e dissipativa do tensor momento-energia

como

T̄µν ≡ ρe−2ωuµuν − phµν , (4.13)

∆Tµν ≡ e−ω (qµuν + qνuµ) + πhµν + πµν , (4.14)

∴ Tµν = T̄µν +∆Tµν . (4.15)

Podemos verificar a partir da 4.14, que, de fato,

uµuν∆Tµν = 0 , (4.16)

concordando com a consideração feita de que este termo não contribui para a densidade

total de energia.

Nesta descrição, temos duas possibilidades para a escolha da velocidade do fluido (73).

Na primeira, ela representa um referencial co-móvel com o fluxo de energia, chamado de

referencial de Landau (74). Nele, não há componente espacial para este fluxo e, portanto,

qµ é zero. Para a outra possibilidade, a velocidade corresponde a um referencial co-móvel

com o fluxo de part́ıculas, conhecido como referencial de Eckart (76).

Seja, então, este fluxo escrito na presença de termos dissipativos como (73)

Nµ = nuµ +∆Nµ . (4.17)

Definimos o número de part́ıculas por unidade de volume através de

n = e−ωNµuµ . (4.18)
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Substituindo a 4.17 nesta e lembrando que uαuα = eω, obtemos

∆Nµuµ = 0 . (4.19)

Como a velocidade considerada representa um referencial co-móvel com o fluxo de

part́ıculas, não devemos ter projeção deste no espaço perpendicular a uα, i.e.,

Nµhαµ = 0 (4.20)

∴ ∆Nµhαµ = 0 , (4.21)

onde esta veio da substituição da 4.17 na 4.20. Considerando, agora, a 4.19 nesta última,

temos

∆Nµhαµ = ∆Nα − eωuα∆Nµuµ = ∆Nα = 0 . (4.22)

Caracterizamos, assim, o referencial de Eckart, o qual iremos adotar daqui por diante,

como sendo aquele em que, além da 4.16, temos

Nµ = nuµ . (4.23)

Consideremos, agora, a equação de Einstein 2.13 na 1.70 e levemos em conta a ex-

pressão 4.15. Teremos, assim,

∇ν

(
e2ωT̄ µν

)
= −∇ν

(
e2ω∆T µν

)
. (4.24)

Calculemos o lado esquerdo desta equação:

∇ν

(
e2ωT̄ µν

)
= ∇ν

[
e2ω
(
ρe−2ωuµuν − phµν

)]
= ∇ν

(
ρuµuν − pe2ωhµν

)
=

= ρ̇uµ + ρu̇µ + ρuµ∇νu
ν − (∂νp) e

2ωhµν − p∇ν

(
e2ωgµν

)

︸ ︷︷ ︸

=e2ωgµνων

+ p∇ν (e
ωuµuν) =

= ρ̇uµ + ρu̇µ + ρuµ∇νu
ν − (∂νp) e

2ωhµν − pe2ωωµ + peωuµuνων+

+ peωu̇µ + peωuµ∇νu
ν . (4.25)
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Contraindo com uµ, obtemos:

uµ∇ν

(
e2ωT̄ µν

)
= eωρ̇+ ρuµu̇

µ + eωρ∇νu
ν + peωuµu̇

µ + pe2ω∇νu
ν =

= eωρ̇+ (ρ+ eωp) (uµu̇
µ + eω∇νu

ν) , (4.26)

sendo que, pela B.2,

uµu̇
µ = uνuµ∇νu

µ = 0 . (4.27)

Substituindo a 1.94, temos, finalmente,

uµ∇ν

(
e2ωT̄ µν

)
= eω [ρ̇+ (ρ+ eωp) θ] . (4.28)

Através da 4.24, esta, por sua vez, implica em

ρ̇+ (ρ+ eωp) θ = −e−ωuµ∇ν

(
e2ω∆T µν

)
. (4.29)

A partir da 4.23, definimos a taxa de criação de part́ıculas, ψ, como (77–79)

ψ ≡ ∇µN
µ = ṅ+ nθ ⇒ θ = − ṅ

n
+
ψ

n
(4.30)

∴ ρ̇− (ρ+ eωp)
ṅ

n
+ (ρ+ eωp)

ψ

n
= −e−ωuµ∇ν

(
e2ω∆T µν

)
. (4.31)

De modo a preservar a invariância da teoria sob transformações de calibre, vamos

considerar que o número de part́ıculas não é alterado por uma transformação desse tipo.

Tomemos, agora, a equação de Gibbs:

Tds =
1

n
dρ+ (ρ+ p̃)d

(
1

n

)

. (4.32)

Nela, s = s( ρ
n
, 1
n
) é a entropia por part́ıcula (80) e vemos, pela sua dependência, que é

invariante de calibre.

Quando estamos no contexto das geometrias de Riemann, na relatividade geral, a

pressão de equiĺıbrio, p̃, usada nesta expressão é a mesma que se obtém da decomposição
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análoga feita para o tensor momento-energia. Portanto, na nossa teoria, iremos considerar

a expressão para a pressão isotrópica no calibre de Einstein, em que ω̄ = 0, em seu lugar.

Pela 4.12, teremos, com isso, p̃ = eωp e a equação de Gibbs se escreve, no nosso formalismo,

como

Tds =
1

n
dρ− (ρ+ eωp)

dn

n2
(4.33)

∴ T ṡ =
1

n
ρ̇− (ρ+ eωp)

ṅ

n2
. (4.34)

Tal escolha, invariante de calibre, além de estar de acordo com todo o formalismo de-

senvolvido até aqui, é respaldada pela equação da continuidade 4.29. Vemos, que o lado

direito da 4.33 é igualmente invariante, levando a concluir que Tds e, consequentemente,

T também devem ser da mesma forma.

Substituindo, agora, a 4.34 na 4.31, ficamos com

Tnṡ+ (ρ+ eωp)
ψ

n
= −e−ωuµ∇ν

(
e2ω∆T µν

)
. (4.35)

A partir da relação

Ts =
1

n
(ρ+ eωp)− µ , (4.36)

que leva a concluir que o potencial qúımico µ (81) também é invariante, calculamos

T∇ν (nsu
ν) = Tnṡ+ Tsψ = Tnṡ+ (ρ+ eωp)

ψ

n
− ψµ . (4.37)

Com essa expressão, a 4.35 fica:

∇ν (nsu
ν) +

e−ω

T
uµ∇ν

(
e2ω∆T µν

)
= −ψµ

T
(4.38)

⇒ ∇ν

(

nsuν +
eω

T
uµ∆T

µν

)

− e2ω∆T µν∇ν

(
e−ω

T
uµ

)

= −ψµ
T
. (4.39)

Definindo o vetor corrente de entropia, sµ, e o vetor βµ como
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sµ ≡ nsuµ +
eω

T
uν∆T

µν , (4.40)

βµ ≡ e−ω

T
uµ , (4.41)

temos

∇µs
µ = e2ω∆T µν∇νβµ −

ψµ

T
=

=
eω

T
∆T µν

(

−uµων +∇νuµ −
1

T
uµ∂νT

)

− ψµ

T
.

(4.42)

(4.43)

A partir das 1.92, podemos obter

∇νuµ = σνµ +
1

3
θhνµ + ωµν + e−ωuν u̇µ + uµων − e−ωuνuµu

γωγ (4.44)

e, com ela, a equação 4.43 fica:

∇µs
µ =

1

T
∆T µν

[

eω
(

σνµ +
1

3
θhνµ −

1

T
uµ∂νT

)

+ uνu̇µ − uνuµu
αωα

]

− ψµ

T
. (4.45)

Usando a 4.14 obtemos a lei de balanço da entropia:

∇µs
µ = eω

[
σµνπ

µν

T
+
θπ

T
−
(
∂µT − e−ωT u̇µ

) qµ

T 2

]

− ψµ

T
, (4.46)

onde a fonte de entropia (lado direito) provoca uma diferença entre a que entra e sai (lado

esquerdo) de um determinado volume infinitesimal.

A partir de agora, iremos considerar ψ = 0. Assim, para garantir a positividade da

variação da entropia, devemos ter (72):

πµν = ησµν , (4.47)

π = ζθ , (4.48)

qµ = χhαµ
(
∂αT − e−ωT u̇α

)
, (4.49)

onde definimos os coeficientes de viscosidade de distorção, η, viscosidade volumar, ζ , e
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condutividade térmica, χ. Estas relações devem ser satisfeitas independentemente dos

valores das diferentes quantidades que aparecem nelas e, assim, a 4.46, finalmente, se

escreve

∇µs
µ = eω

[
πµνπ

µν

ηT
+
π2

ζT
− qµq

µ

χT 2

]

. (4.50)

Para finalizar, notemos que, caso o campo de velocidades seja tal que o vetor βµ

definido acima seja um vetor de Killing da geometria, i.e.,

∇(ν βµ) = 0 , (4.51)

não teremos divergência do fluxo de entropia, pois a 4.42 ficaria

∇µs
µ = e2ω∆T µν∇νβµ = e2ω∆T µν∇(ν βµ) = 0 . (4.52)

Uma vez que reformulamos a termodinâmica em relatividade geral no contexto das

geometrias em WIST de acordo com sua simetria de calibre e caracterizamos o regime

termodinâmico do fluido em questão, podemos passar para a questão de determinar qual

fluido um particular campo escalar geométrico pode representar. Ou ainda, como dife-

rentes campos ω podem caracterizar diferentes situações f́ısicas.

Na próxima seção, iremos apresentar modelos cosmológicos descritos pelos chamados

fluidos perfeitos no calibre de Einstein. Sem efetuar nenhuma transformação de calibre,

iremos substituir o campo escalar geométrico por um diferente de zero, de modo a in-

vestigar as posśıveis alterações que ele pode provocar no fluido. Os resultados disso, por

sua vez, quando no calibre de Einstein, podem, então, ser considerados novas soluções da

relatividade geral.

4.2 Modelo cosmológico de FLRW em Riemann

Tomemos o modelo cosmológico de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW)

da relatividade geral. Nela, o prinćıpio cosmológico de homogeneidade e isotropia do

espaço-tempo é representado pela métrica obtida através do intervalo (82)

ds2 = dt2 − a2(t)

[
dr2

1− ǫr2
+ r2

(
dθ2 + sen2 θdϕ2

)
]

, (4.53)
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onde ǫ vale −1, 0 ou 1 para os casos de seção espacial hiperbólica, plana ou esférica,

respectivamente.

Restringindo-nos, apenas por simplicidade, ao caso de seção plana, o intervalo pode

ser reescrito em coordenadas cartesianas como

ds2 = dt2 − a2(t)
(
dx2 + dy2 + dz2

)
. (4.54)

Como estamos, neste momento, numa geometria riemanniana, devemos utilizar os

resultados obtidos até agora considerando ω = 0. Desta forma, as equações de Einstein

se resumem a

Ĝ0
0 = −3

(
ȧ

a

)2

= −T̂ 0
0 ; (4.55)

Ĝi
i = −2

ä

a
−
(
ȧ

a

)2

= −T̂ i
i (i = 1, 2, 3) . (4.56)

que mostram que o tensor momento-energia deve ser diagonal. Novamente, estamos sendo

redundantes ao usar o circunflexo, que está colocado apenas para reforçar a ideia de que

estamos considerando uma geometria riemanniana.

Tendo como campo de velocidades

V µ = δµ0 ⇔ Vµ = δ0µ ∴ V µVµ = 1 , (4.57)

a decomposição 4.1 quando substitúıda nas 4.55 e 4.56 resultam em

3

(
ȧ

a

)2

= ρ ; (4.58)

2
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

= −P , (4.59)

o que, por sua vez, mostra que apenas a densidade de energia e a pressão total são

diferentes de zero.

Vamos considerar que o fluido está em equiĺıbrio termodinâmico e, portanto, uma

ausência de fontes de entropia. Logo, devemos ter



85

∇̂µs
µ = ∆T µν∇̂(ν βµ) = 0 , βµ =

1

T
Vµ , (4.60)

que é satisfeita para uma das alternativas:

∆T µν = 0 , (4.61)

∇̂(ν βµ) =
1

2T

[

∂0gµν −
1

T

(
δ0µ∂νT + δ0ν∂µT

)
]

= 0 . (4.62)

Porém, pode-se verificar que a segunda só é verdadeira se, e somente se, T e a(t) forem

constantes. O que não representa uma situação aceitável. Conclúımos, então, que a

consideração feita requer a ausência de termos fora do equiĺıbrio no tensor momento-

energia e, consequentemente, teremos P = p.

Consideraremos também uma equação de estado para o fluido do tipo

p = λρ , λ < 1 , (4.63)

onde a imposição sobre o fator λ vem da exigência de que a velocidade do som nesse fluido

não exceda a da luz (82):

V 2
s =

(
∂p

∂ρ

)

S=cte.
< 1 . (4.64)

Substituindo a equação de estado 4.63 nas 4.58 e 4.59, encontramos as soluções

a(t) = a0t
N , N ≡ 2

3(λ+ 1)
(λ 6= −1) , (4.65)

a(t) = a0 exp

(√

Λ

3
t

)

(λ = −1) . (4.66)

Onde a0 e Λ são constantes arbitrárias. As expressões para ρ e p, então, ficam

p

λ
= ρ =

3N2

t2
(λ 6= −1) , (4.67)

−p = ρ = Λ (λ = −1) . (4.68)
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Sobre a não existência de termos fora do equiĺıbrio no tensor momento-energia decor-

rente da hipótese de equiĺıbrio termodinâmico, devemos notar que as 4.47–4.49 continuam

válidas. Sendo as quantidades cinemáticas para o campo de velocidades considerado, nesta

geometria, dadas por

θ̂ =

{
3N
t

(λ 6= −1)
√
3Λ (λ = −1)

, σ̂µν = ω̂µν = 0 , (4.69)

V̇α = 0 , (4.70)

devemos ter, então,

πµν = 0 = ησ̂µν = 0 , (4.71)

π = 0 = ζθ̂ =

{

3ζNt−1 (λ 6= −1)

ζ
√
3Λ (λ = −1)

⇔ ζ = 0 , (4.72)

qµ = 0 = χhαβ (∂αT − T u̇α) = χ
(

0, ~∇T
)

⇔ T = T (t) . (4.73)

Vemos que as 4.71 e 4.73 não determinam η nem χ enquanto que a 4.72 implica que

a hipótese de equiĺıbrio termodinâmico equivale a considerar que o fluido tenha ζ = 0.

Mais ainda, no caso em que λ = −1, o tensor momento-energia se escreve como

Tµν = ΛVµVν + Λhµν = Λgµν , (4.74)

cuja decomposição é a mesma para qualquer campo de velocidades. Isto é, qualquer que

seja a velocidade uµ do fluido, as partes irredut́ıveis do tensor momento-energia serão

sempre

−p = ρ = Λ , π = 0 , πµν = 0 , qµ = 0 . (4.75)

Dessa forma, para termos as 4.47–4.49 satisfeitas para todos esses campos, que resultam

em diferentes expressões para as quantidades cinemáticas 1.93, devemos ter, necessaria-

mente,

η = 0 , ζ = 0 , χ = 0 . (4.76)
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Tal fluido, que possui as mesmas propriedades para todos todos os observadores e

isento de qualquer coeficiente de viscosidade ou condutividade térmica, e cuja densidade

de energia e pressão são constantes, dadas pela 4.68, representa o vácuo e é chamado de

constante cosmológica.

Podemos, verificar, também, que não há produção de entropia decorrente da expansão

do volume considerado. Sendo ω = 0, a 4.34 se reescreve como

Tnṡ = ρ̇+ (ρ+ p) θ̂ . (4.77)

Para o caso em que λ = −1 vemos de imediato que a entropia se mantém constante. Para

os outros casos, temos

ρ̇ = −6N2

t3
, ρ+ p =

2N

t2
, θ̂ = ∇̂αV

α =
3N

t
(4.78)

∴ Tnṡ = ρ̇+ (ρ+ p) θ̂ = 0 . (4.79)

Resumindo, para um modelo cosmológico de FLRW com a equação de estado 4.63

podemos ter duas possibilidades:

• a(t) = a0t
N : temos um fluido perfeito para um campo de velocidades V α = δα0 , com

p =

(
2

3N
− 1

)

ρ =
(2− 3N)N

t2
, ζ = 0 . (4.80)

• a(t) = a0 exp
(√

Λ
3
t
)

: temos uma constante cosmológica para qualquer campo de

velocidades e

−p = ρ = Λ , η = 0 , ζ = 0 , χ = 0 . (4.81)

4.3 Modelo anisotrópico

Tendo esses resultados para o modelo cosmológico de FLRW em Riemann, que equi-

vale a uma geometria em WIST com campo escalar geométrico nulo, partiremos para a

investigação de como a consideração de um ω diferente de zero altera a solução anterior.

Isto é, não faremos uma transformação de calibre para deixarmos o de Einstein, pois isso
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não alteraria nenhum resultado, dada a simetria que nossa teoria possui. O que faremos é

considerar um novo campo escalar diferente do usado e descobrir que alterações ele pode

provocar, com o intuito de obter um conhecimento maior sobre o papel do campo ω nesta

teoria.

Tomemos, então, a métrica de FLRW 4.54, agora em WIST, com

ω = ω(t, x) , (4.82)

uµ = e
ω
2 δµ0 ⇔ uµ = e

ω
2 δ0µ ∴ uµuµ = eω . (4.83)

Inicialmente, deixaremos em aberto as expressões para as funções a(t), da métrica,

e ω(t, x). Portanto, teremos o fluido considerado ainda indefinido. Mais adiante, iremos

restringir a função presente na métrica para os casos descritos na seção anterior que, na

ausência do campo escalar geométrico, representa um fluido perfeito. Porém, como ainda

temos, nesse caso, a função ω ainda em aberto, o fluido em questão permanece indefinido.

A ideia, como dissemos no ińıcio desta seção, é considerar uma solução dada para um

determinado campo escalar geométrico e investigar como que um outro diferente pode

modificar a solução e, portanto, o fluido.

A partir da métrica 4.54 e das 4.82 e 4.83, obtemos

u̇α ≡ uβ∇βu
α = − eω

2a2
δα1 ∂1ω , (4.84)

u̇α ≡ uβ∇βuα = eω
(

δ0α∂0ω +
1

2
δ1α∂1ω

)

, (4.85)

mostrando que o campo de velocidades normalizado a eω deixa de ser geodético.

Podeŕıamos considerar um outro campo de velocidades que satisfizesse a equação da

geodésica, porém isto resultaria em uma nova componente para o vetor uα e as equações

que seguem ficariam consideravelmente dif́ıceis de se tratar. Portanto, por simplicidade,

iremos manter esse campo de velocidades aceleradas para nosso fluido.

Temos as equações de Einstein



89

Gµν = −Tµν , (4.86)

Tµν = ρe−2ωuµuν − phµν + 2e−ωq(µVν) + πµν . (4.87)

Onde estamos supondo, a priori, que a viscosidade volumar (π) é zero. Usando a 4.86 na

decomposição 4.2–4.5 obtemos

ρ = eω

[

3

(
ȧ

a

)2

− 3 (∂0ω)
ȧ

a
+

3

4
(∂0ω)

2 − 1

4

(∂1ω)
2

a2
+
∂21ω

a2

]

, (4.88)

p = −2
ä

a
−
(
ȧ

a

)2

+ 2 (∂0ω)
ȧ

a
− 1

4
(∂0ω)

2 + ∂20ω +
5

12

(∂1ω)
2

a2
− 2

3

∂21ω

a2
, (4.89)

qµ = δ1µq1 , q1 = e
ω
2

(

∂1∂0ω +
1

2
∂0ω∂1ω − ∂1ω

ȧ

a

)

, (4.90)

πµν = diag (0,−2π22, π22, π22) , π22 = −1

6

[
(∂1ω)

2 + 2∂21ω
]
. (4.91)

Isto é, estamos efetuando uma decomposição do tensor momento-energia em termos das

quantidades geométricas, através da equação de Einstein que, portanto, será naturalmente

satisfeita. Pretendemos, com isso, encontrar soluções para a(t) e ω(t, x) consistentes com

a termodinâmica desenvolvida neste caṕıtulo.

Dando prosseguimento, as quantidades cinemáticas obtidas nesse modelo são dadas

por

θ = 3e
ω
2

(
ȧ

a
− 1

2
∂0ω

)

, (4.92)

σµν = ωµν = 0 , (4.93)

além da 4.85. Novamente, devemos ter as 4.47–4.49 satisfeitas. A 4.93 requer, pela 4.47,

que

πµν = 0 ⇒ (∂1ω)
2 + 2∂21ω = 0 . (4.94)

Como não estamos considerando a existência de viscosidade volumar (π), devemos ter,

outra vez,
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ζ = 0 . (4.95)

A 4.49, por sua vez, com T = T (t, x), resulta em

∂1∂0ω +
1

2
∂0ω∂1ω − ∂1ω

ȧ

a
= e−

ω
2 χ

(

∂1T − T

2
∂1ω

)

= χ∂1
(
e−

ω
2 T
)
. (4.96)

Antes de seguir adiante com esta equação, consideremos a solução da 4.94 dada por

ω(t, x) = 2 ln
∣
∣
∣
x

2
+ A(t)

∣
∣
∣+B(t) , (4.97)

onde A(t) e B(t) são funções arbitrárias. Substituindo, agora, na 4.96, temos

χ∂1
(
e−

ω
2 T
)
= ∂1

[

2

(

Ḃ

2
− ȧ

a

)

ln
∣
∣
∣
x

2
+ A(t)

∣
∣
∣

]

. (4.98)

Considerando χ constante, ficamos com:

T (t, x) =
2

χ

∣
∣
∣
x

2
+ A(t)

∣
∣
∣ e

B(t)
2

(

Ḃ

2
− ȧ

a

)

ln
∣
∣
∣
x

2
+ A(t)

∣
∣
∣ +
∣
∣
∣
x

2
+ A(t)

∣
∣
∣ τ(t) , (4.99)

onde τ(t) é uma função arbitrária.

Faremos, agora, a escolha

B(t) = 2 ln a(t) + lnB0 ⇔ Ḃ

2
− ȧ

a
= 0 , (4.100)

com B0 sendo uma constante arbitrária. Com isso as 4.90 e 4.96 nos dão

qµ = 0 (4.101)

∴ χ∂1
(
e−

ω
2 T
)
= 0 ⇒

{

T (t, x) =
∣
∣x
2
+ A(t)

∣
∣ τ(t) , ∀ χ 6= 0 ;

χ = 0 .
(4.102)

Com essas escolhas feitas, somente “ρ” e “p” serão diferentes de zero e temos, pela

4.50, que não há produção de entropia, em vista das 4.94, 4.101 e da ausência de pressão
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fora do equiĺıbrio. Com isso, o tensor momento-energia em questão representa um fluido

dado por

ρ =
3B0

4

[(

2aȦ
)2

− 1

]

, (4.103)

p = − 3

4a2
(
x
2
+ A

)2

[(

2aȦ
)2

− 1− 8a

3

(x

2
+ A

)(

aȦ
)�
]

. (4.104)

Sendo que a pressão de interesse termodinâmico é:

eωp = −3B0

4

[(

2aȦ
)2

− 1− 8a

3

(x

2
+ A

)(

aȦ
)�
]

. (4.105)

Este fluido, como já dissemos, satisfaz naturalmente as equações de Einstein para quais-

quer A(t) e a(t). O que temos, portanto, é um fluido indefinido cuja equação de estado

é desconhecida. Iremos utilizar, a partir de agora, a termodinâmica desenvolvida neste

caṕıtulo de modo que estas funções arbitrárias possam corresponder a fluidos termodina-

micamente plauśıveis.

Tendo como motivação o modelo de FLRW em Riemann exibido na seção anterior,

consideraremos

a(t) = a0t
N ⇒ da

dt
= a

1
N

0 Na
(1− 1

N ) . (4.106)

Escolha, esta, que foi mostrada estar associada a um fluido perfeito tal como em 4.80 na

relatividade geral.

Dada essa escolha para a(t), podemos obter a função a−1 tal que a−1(a(t)) = t, e

escrevemos A(t) = A(a−1(a(t))) = A ◦ a−1(a(t)) ≡ Ā(a(t)). Com isso, para garantirmos a

positividade da densidade de energia, vemos da 4.103 que devemos ter:

2aȦ = 2aȧĀ′ = 2a
1
N

0 Na
(2− 1

N )dĀ(a)

da
= f(a(t)) , |f(a(t))| > 1 (4.107)

∴
dĀ(a)

da
=
f(a(t))a(

1
N
−2)

2a
1
N

0 N
(4.108)

No caso em que f(a(t)) = A0, constante, ficamos com:
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dĀ(a)

da
=
A0a

( 1
N
−2)

2a
1
N

0 N
⇒ Ā =







A0a
( 1
N

−1)

2a
1
N
0 (1−N)

+ A1 (N 6= 1) ,

A0

2a0
ln (A1a) (N = 1) .

(4.109)

onde A1 é uma constante arbitrária. Com isso, as 4.103 e 4.105 ficam:

ρ =
3B0

4

(
A2

0 − 1
)
= −eωp (4.110)

e podemos verificar a ausência de produção de entropia, devida a variação do volume,

através da 4.34.

Esta relação entre densidade de energia e pressão isotrópica corresponde a uma cons-

tante cosmológica no nosso formalismo, pois fazendo a passagem da ação de Einstein-

Hilbert com constante cosmológica para a nossa formulação, temos

S =

∫
(
e−ωR− 2e−2ωΛ

)√
−gd4x (4.111)

que, empregando o formalismo variacional à Palatini, nos dá

Gµν = −Λe−ωgµν ⇒ Tµν = Λe−ωgµν . (4.112)

Fazendo a decomposição 4.2–4.5 deste tensor momento-energia, vemos que os únicos

termos que não se anulam são dados por

ρ = Λ , (4.113)

p = −Λe−ω ⇒ ρ = Λ = −eωp , (4.114)

exatamente como na 4.110, com

Λ =
3B0

4

(
A2

0 − 1
)
. (4.115)

Mais ainda, pode-se verificar facilmente que essa decomposição é a mesma para qualquer

campo de velocidades, sendo ele geodésico ou não. Isto pode ser visto através de
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Tµν = ρe−2ωuµuν − phµν ≡ −pgµν + (ρ+ eωp)
︸ ︷︷ ︸

=0

e−2ωuµuν = Λe−ωgµν , (4.116)

mostrando que o termo dependente do campo de velocidades se anula, nesse caso.

Vemos então que apesar de termos escolhido inicialmente um campo de velocida-

des não-geodético, as escolhas feitas para os campos ω(t, x) e a(t) levaram a um tensor

momento-energia correspondendo a uma constante cosmológica cuja decomposição é a

mesma para qualquer campo de velocidades. Sendo assim, temos novamente a neces-

sidade dos coeficientes de viscosidade de distorção, volumar e condutividade térmica se

anularem. Isto é, assim como no equivalente riemanniano da relatividade geral 4.81, temos

−eωp = ρ = Λ , η = 0 , ζ = 0 , χ = 0 . (4.117)

Curiosamente, a métrica efetiva desta solução, isto é, aquela utilizada na descrição

do espaço-tempo por qualquer observador ou a que corresponde ao calibre de Einstein, se

obtém de

dτ 2 = e−ωdt2 − e−ωa2(t)
(
dx2 + dy2 + dz2

)

=
4

B0 (x± A0η)
2

(
dη2 − dx2 − dy2 − dz2

)
, (4.118)

onde foi definido

dη2 =
dt2

a2(t)
(4.119)

e usadas as 4.97, 4.100, 4.106 e 4.109. Esta métrica difere completamente do caso da

relatividade geral, onde temos 4.66 em 4.54 e o intervalo pode ser reescrito como

ds2 =
1

τ 2
(
dT 2 − dX2 − dY 2 − dZ2

)
, (4.120)

com

dT 2 =
12

Λ

dt2

a2(t)
, (X, Y, Z) =

12

Λ
(x, y, z) . (4.121)
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Sendo a métrica associada a este intervalo correspondente a uma solução homogênea

e isotrópica para a constante cosmológica, somos levados a crer que a 4.118 não mais

satisfaz o prinćıpio cosmológico. No entanto, ao calcularmos os seguintes invariantes com

esta métrica efetiva, obtemos

eωR = 3B0

(
A2

0 − 1
)
, e2ωRµνRµν =

[
3B0

2

(
A2

0 − 1
)
]2

=
3

2
e2ωRαβµνRαβµν ; (4.122)

todos constantes, enquanto que os calculados com o tensor de Weyl são nulos, em vir-

tude da métrica ser conformalmente plana. Portanto, aparentemente, ainda temos uma

geometria homogênea.

Conclúımos que a consideração de um novo campo escalar ω permite a passagem de

uma solução cosmológica correspondendo a um fluido perfeito, cujas propriedades depen-

dem do campo de velocidades ao qual ele está submetido, para uma solução da constante

cosmológica, cujas propriedades são as mesmas para qualquer observador. Isto, por sua

vez, exibe uma notável realidade f́ısica associada ao campo escalar geométrico distinta

da métrica, permitindo interpretar como objeto teórico completamente independente e

leǵıtimo qualquer fator conforme nela.

4.4 Modelo estático em equiĺıbrio

Como foi observado no final da seção 4.1, também podemos garantir o equiĺıbrio

termodinâmico caso tenhamos a 4.51 satisfeita. Tomemos, então, novamente, uma métrica

do tipo FLRW para o caso plano:

ds2 = dt2 − a2(t)
(
dx2 + dy2 + dz2

)
, (4.123)

sendo que, agora, consideraremos um campo ω = ω(xα), i.e., dependendo de todas as

coordenadas. O campo de velocidade que consideraremos será, outra vez,

uµ = e
ω
2 δµ0 ⇔ uµ = e

ω
2 δ0µ ∴ uµuµ = eω . (4.124)

Novamente, as funções envolvidas, a e ω, estão em aberto e, portanto, o fluido asso-

ciado permanece indeterminado.
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Iremos, agora, considerar uma temperatura T = T (xα) e resolver a equação 4.51, que

nos dá

∇(0β0) = 0 ⇔ ∂0T = 0 ⇔ T = T (xi) , (4.125)

∇(0β i) = 0 ⇔ ∂i
(
e−

ω
2 T
)
= 0 ⇔ e−

ω
2 T = F (t) , (4.126)

∇(iβ j) ≡ 0 , (i 6= j) (4.127)

∇(iβ i) = 0 ⇔ ∂0
(
e−

ω
2 a
)
= 0 ⇔ e−

ω
2 a = G(xi) . (não somado em i) (4.128)

Nelas, F (t) e G(xi) são funções arbitrárias e conclúımos que devemos ter

e−
ω
2 =

F (t)

T (xi)
=
G(xi)

a(t)
⇒ F (t)a(t) = T (xi)G(xi) . (4.129)

Para satisfazermos esta última igualdade, devemos ter

F (t) =
e−

ω0
2

a(t)
, G(xi) =

e−
ω0
2

T (xi)
, (4.130)

onde ω0 é uma constante arbitrária. Com isso, temos, a partir da 4.129,

e−
ω
2 =

e−
ω0
2

T (xi)a(t)
⇒ ω = 2 ln

[
T (xi)a(t)

]
+ ω0 . (4.131)

Portanto, impondo que βα seja um vetor de Killing, fixamos o campo ω em termos

da função a(t) e da temperatura que, para isso, deve depender apenas das coordenadas

espaciais. Sendo assim, garantimos o equiĺıbrio termodinâmico, mesmo havendo fluxo de

calor, pressão anisotrópica ou viscosidade volumar no tensor momento-energia.

As quantidades cinemáticas calculadas com estas expressões ficam dadas por

θ = 3e
ω
2

(
ȧ

a
− 1

2
∂0ω

)

= 0 , (4.132)

σµν = ωµν = 0 . (4.133)

Como foi dito, não há necessidade dos termos dissipativos do tensor momento-energia

se anularem para garantirmos o equiĺıbrio termodinâmico ou, sequer, satisfazerem as

condições 4.47–4.49 para garantir a positividade da variação de entropia, visto que a 4.42
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se anula com a função ω acima. Porém, consideremos, ainda assim, a validade destas

condições.

A viscosidade volumar, neste caso, deve se anular (π = 0) e o fluxo de calor obtido ao

se considerar a equação de Einstein na 4.4, com esta expressão para ω, anula-se identica-

mente. Por fim, façamos a pressão anisotrópica igual à zero. Substituindo-se a equação

de Einstein na 4.5, obtemos

∇2T − 3∂2i T = 0 , (4.134)

∂i∂jT = 0 (i 6= j) . (4.135)

A segunda implica que devemos ter T = T1(x) + T2(y) + T3(z), enquanto que a primeira

implica que Ti = k (xi)
2
+X i

0x
i + T0i, onde k e X i

0 = (x0, y0, z0) são constantes e não há

soma nos ı́ndices. Temos, então, como condição para não haver pressão anisotrópica, que

T (x, y, z) = k
(
x2 + y2 + z2

)
+ x0x+ y0y + z0z + T0 , T0 = T01 + T02 + T03 . (4.136)

Com isso, todos os termos fora do equiĺıbrio ficam iguais a zero. Para a densidade

de energia, ρ, e pressão de equiĺıbrio (de interesse termodinâmico), eωp, a substituição da

equação de Einstein nas 4.2 e 4.3 (lembrando que P = p) nos dão

ρ = 3eω0
[
4kT0 − 3

(
x20 + y20 + z20

)]
= ρ0 , (constante) (4.137)

eωp = 4eω0kT − ρ0 . (4.138)

Substituindo na 4.33 obtemos

Tds = 4eω0kTd

(
1

n

)

⇒ s =
4eω0k

n
+ s0 , (4.139)

onde s0 é uma constante de integração. Esta expressão para a entropia por part́ıcula,

usando a 4.138, pode ser reescrita em termos da densidade de energia e pressão isotrópica

como
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s =
(ρ0 + eωp)

nT
+ s0 . (4.140)

Substituindo esta na 4.36, obtemos para o potencial qúımico

µ = −s0T . (4.141)

Temos, então, todas as quantidades determinadas para uma função a(t) arbitrária,

mostrando que qualquer solução cosmológica pode se transformar nesse fluido em equiĺıbrio

termodinâmico apenas pela introdução de um fator conforme e−ω na métrica, com ω dado

pelas 4.131 e 4.136.

No entanto, a métrica efetiva deste caso se obtém de

dτ 2 = e−ω
[
dt2 − a2(t)

(
dx2 + dy2 + dz2

)]
= e−ωa2(t)

(
dt2

a2(t)
− dx2 − dy2 − dz2

)

=
e−ω0

T 2(xi)

(
dη2 − dx2 − dy2 − dz2

)
, (4.142)

onde substitúımos a expressão para a função ω e definimos

dη2 =
dt2

a2(t)
. (4.143)

Percebemos que, neste caso, o fator conforme fez a passagem de uma métrica ho-

mogênea, isotrópica e somente dependente do tempo numa estática e não-homogênea.

Podemos verificar isso calculando-se o escalar de curvatura com a métrica efetiva, dado

por

eωR = −4 [3eω0kT (x, y, z)− ρ0] , (4.144)

exibindo, explicitamente, sua dependência espacial.

Tal propriedade do campo escalar geométrico é notória e não deve causar surpresa,

pois sua manifestação na teoria se dá, resumindo, através do fator conforme da métrica

efetiva. No caso de modelos cosmológicos, considerando-se a possibilidade já mencionada

de se escrever a métrica através de um fator conforme na de Minkowski, explicitado no

apêndice C, a transição entre geometrias drasticamente diferentes pela multiplicação da
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métrica por um novo fator conforme se torna perfeitamente compreenśıvel. Por isso,

pudemos obter os exemplos acima representando sistemas f́ısicos completamente distintos

em que suas métricas diferem apenas por um fator desse e temos, como resultado deste

caṕıtulo, que não é o campo escalar geométrico que possui, por si só, um significado f́ısico,

mas, sim, qualquer fator conforme da métrica.

No nosso formalismo invariante de calibre, há a possibilidade do novo campo ω incor-

porar todas as propriedades geométricas deste fator conforme. Neste caso, espera-se que

a situação f́ısica seja mantida, uma vez que o tensor momento-energia é igualmente inva-

riante. Logo, também é de se esperar que a caracterização do fluido quanto ao seu regime

termodinâmico, por sua vez, seja preservada. Para obtermos, então, esta invariância, fez-

se necessária esta reformulação da termodinâmica em WIST, dotada da mesma simetria

de calibre da geometria.

Como nossa teoria é descrita por uma métrica efetiva g̃µν = e−ωgµν que é invariante

pelas transformações de calibre, podemos considerar a distinção da geometria numa parte,

digamos, “puramente conforme” e outra “puramente tensorial”. A primeira associa-se ao

novo campo escalar geométrico que, pelo que conclúımos neste caṕıtulo, adquire uma

realidade f́ısica leǵıtima. Uma vez que ele consiste num objeto teórico totalmente inde-

pendente, podemos atribúı-lo a uma dinâmica espećıfica e passamos a tratar as diferentes

partes da geometria (conforme e tensorial) através de dinâmicas distintas.

Tal procedimento, que é inviável na relatividade geral, uma vez que ambas estas partes

compõem o mesmo objeto teórico, será o objeto de estudo do próximo caṕıtulo.
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5 Modelos não-invariantes

Até aqui pudemos concluir a autêntica realidade f́ısica do campo escalar geométrico

introduzido pelas geometrias de Weyl integrável que, face ao discutido no final do caṕıtulo

anterior, relaciona-se com a parte conforme da geometria. Entretanto, sua dinâmica

permanece indeterminada, pois as lagrangianas do nosso formalismo foram constrúıdas

de modo a preservar a simetria de calibre da geometria e, consequentemente, resultam

numa redundância nas equações.

Neste caṕıtulo, consideraremos diferentes formas de se estabelecer uma dinâmica es-

pećıfica para este novo campo geométrico. Faremos isso através da introdução de uma

lagrangiana para este campo de modo a quebrar a simetria da ação total e, com isso,

deixar o sistema de equações totalmente determinado.

Apesar da quebra de simetria na dinâmica dos campos, isto não altera nossa definição

de tempo-próprio e a consequente caracterização da métrica efetiva, pois isto decorre das

propriedades geométricas que permanecem inalteradas. De fato, a mesma simetria de

calibre se mantém para a geometria. Quando esta foi apresentada, no primeiro caṕıtulo

desta tese, em nenhum momento foi questionado o fato dos objetos envolvidos serem

univocamente determinados ou não. Isto é, a simetria se manifesta para qualquer par

(ω,gµν) não importando a liberdade dinâmica de cada um deles.

A teoria consiste em estabelecer os objetos que caracterizam a geometria na qual os

diferentes sistemas f́ısicos se manifestam. Portanto, permanecendo a simetria na descrição

geométrica, os fenômenos f́ısicos devem se manter alheios às funções de calibre usadas.

A quebra introduzida resulta apenas na determinação uńıvoca das funções envolvidas em

termos das coordenadas. Uma vez feito isso, podemos sem nenhum problema, efetuar

quantas transformações de calibre quisermos que a geometria continuará caracterizada da

mesma forma.



100

5.1 Campo escalar geométrico como potencial quân-

tico

Uma possibilidade interessante para a dinâmica do campo ω é considerá-lo na presença

de um campo escalar ϕ e, possivelmente, do campo eletromagnético descrito pelo seu

potencial Aµ. De acordo com a Ref. 20, temos a ação total para uma part́ıcula quântica

relativ́ıstica dada por

S =
1

2cκ

∫

Ω2
(
λ2R + Lϕ

)√
−gd4x , (5.1)

Lϕ ≡ 1

~
gµν
(

∂µϕ− e

c
Aµ

)(

∂νϕ− e

c
Aν

)

− µ2
0 . (5.2)

onde λ é uma constante a ser determinada, e, a carga elétrica da part́ıcula e µ0 ≡ mc
~

seu

comprimento de onda Compton inverso. O nosso campo escalar ω = −2 lnΩ, nesse caso.

Efetuando-se a variação à Palatini desta ação, excluindo a métrica usual das variáveis

independentes, a qual é dada pela de Minkowski, foi posśıvel reproduzir perfeitamente

a equação de Hamilton-Jacobi relativ́ıstica para a mecânica quântica, onde o campo es-

calar Ω = e−ω/2 faz o papel do potencial quântico. Mostra-se, também, que seu limite

não-relativ́ıstico resulta precisamente no sistema de equações do formalismo de Bohm-de

Broglie da mecânica quântica, onde se considera a forma polar para a função de onda, ψ,

da part́ıcula na equação de Schrödinger. A função escalar ϕ corresponde, nesse caso, à

fase de ψ.

A formulação da mecânica quântica não-relativ́ıstica para uma part́ıcula através das

geometrias de Weyl integráveis, com o campo escalar geométrico fazendo o papel de poten-

cial quântico, também pode ser obtida diretamente considerando-se uma forma adequada

para a lagrangiana do campo ϕ (19).

Vemos, então, a grande potencialidade das geometrias de Weyl integráveis ao descrever

e fornecer uma nova interpretação à mecânica quântica. Porém, neste caso, estamos

considerando um campo adicional que descreve a part́ıcula e a dinâmica para a métrica

usual foi descartada, pois daria contribuições ı́nfimas.

Iremos tratar, a partir de agora, apenas de ações para o vácuo em que a métrica volta

a dar contribuições consideráveis e o campo ω adquire uma dinâmica ainda em aberto.
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5.2 MOND geométrico

Uma vez que temos a possibilidade de atribuir uma dinâmica espećıfica para o campo

escalar geométrico, ficamos com a tarefa de escolher adequadamente qual ela deve ser,

pois esta provocaria alterações em relação à RG na descrição do espaço-tempo e, conse-

quentemente, nos observáveis da teoria. Portanto, devemos ter o cuidado de escolher uma

lagrangiana para este novo campo cujos resultados estejam de acordo com as observações.

É bem sabido que a relatividade geral obteve grande êxito ao explicar diversos fenô-

menos desde a escala do sistema solar até as escalas cosmológicas. No entanto, existem

observações que aparentam estar em desacordo com a teoria, entre elas, as das curvas de

rotação das galáxias. Estas consistem no comportamento das velocidades de rotação dos

objetos que compõem uma galáxia conforme eles se afastam do seu centro.

O perfil t́ıpico obtido pelas observações (26) encontra-se em grande desacordo com o

previsto por simulações de N-corpos dentro do modelo padrão da cosmologia (27), apon-

tando para a existência de um conteúdo material maior do que o inferido pela luminosidade

da galáxia. Isto sugere a existência de uma componente extra na sua composição chamada

dematéria escura, devendo ser neutra, não-emissora de radiação, com fraca interação, fora

do modelo padrão da f́ısica de part́ıculas e nunca detectada por aceleradores (25).

Estes fenômenos se dão em regimes de campo muito fraco, numa escala de energia,

aceleração e intensidade dos campos bastante inferiores até mesmo para as consideradas

válidas na aproximação newtoniana, na qual a RG recai assintoticamente (31). Mais

ainda, dentro do cenário atual do modelo padrão, estima-se que essa matéria escura

desconhecida represente aproximadamente 22% do conteúdo energético do universo (25),

o que nos dá uma boa noção da dimensão do problema.

Uma alternativa para explicar estas observações surgiu no ińıcio dos anos 80 (28–30) e

consiste em se considerar uma modificação na dinâmica newtoniana quando as acelerações

envolvidas são menores do que uma dada constante fundamental, a0. Esta fenomenologia

denominou-se MOND (MOdified Newtonian Dynamics) e mostrou-se muito bem sucedida

ao reobter as curvas de rotação das galáxias de acordo com sua matéria viśıvel (veja as

Refs. 83 e 84 para artigos de revisão).

Porém, embora bastante eficaz, ela não passa de uma teoria efetiva, elaborada para

atacar de forma pragmática o problema espećıfico da matéria escura. Ademais, proble-

mas teóricos levaram-na a sofrer correções resultando numa formulação extremamente

sofisticada e pouco natural conhecida como TeVeS (32).
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Nós, por outro lado, temos uma teoria perfeitamente bem estabelecida e axioma-

ticamente consistente fornecendo um grau de liberdade ainda indeterminado, ao qual

tentaremos, agora, atribuir uma dinâmica de modo a reproduzir os mesmos resultados do

MOND. Este, no decorrer das correções sofridas para se tornar teoricamente mais consis-

tente, passou por uma formulação relativ́ıstica chamada de AQUAL (32). O tratamento

que faremos será bastante similar à esta formulação.

Façamos, então, a introdução de uma lagrangiana Lω

√−g̃ na nossa ação em WIST

na presença de uma fonte material descrita por Lm

√−g̃:

S =

∫ [
e−ω

κ
R +

e−2ω

κλ
Lω(L) + e−2ωLm(g̃

µν , ...)

]√−gd4x , (5.3)

onde voltamos a escrever explicitamente a constante de Einstein, κ. Nesta ação, o argu-

mento L é dado por

L ≡ λeωgµν∂µω∂νω , (5.4)

isto é, a lagrangiana que introduzimos é função do módulo do campo ωµ calculado com a

métrica efetiva. Vemos que este argumento, L, obedece nossa regra de se usar a métrica

efetiva no lugar da usual, porém, devido às derivadas da função escalar, ele não é mais

invariante de calibre. Afinal, após a transformação, temos

L→ λg̃µν∂µ (ω + Λ) ∂ν (ω + Λ) = λg̃µν∂µω∂νω + 2λg̃µν∂µΛ∂νω + λg̃µν∂µΛ∂νΛ . (5.5)

Esta será igual à L somente no caso da função de calibre ser uma constante.

Empregando o formalismo variacional de Palatini nesta ação, obtemos uma geometria

em WIST com a seguinte equação para a variação da métrica:

Gµν = −L′

ω∂µω∂νω +
1

2λ
Lωe

−ωgµν − κTµν , (5.6)

L′

ω ≡ ∂Lω

∂L
, (5.7)

onde Tµν é o tensor momento-energia da fonte. Do traço desta equação, obtemos
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−R = −L′

ωg
µν∂µω∂νω +

2

λ
Lωe

−ω − κT . (5.8)

A variação do campo ω, por sua vez, nos dá

−R = −L′

ωg
µν∂µω∂νω +

2

λ
Lωe

−ω − κT + 2 (∂νL′

ω) g
µν∂µω + 2L′

ω�ω , (5.9)

onde �ω = gµν∇µ∂νω, e vemos que ela já não é mais igual ao traço da equação de Einstein,

dado pela 5.8. Igualando o escalar de curvatura obtido pelas duas variações, ficamos com

a equação

L′

ω�ω + (∂νL′

ω) g
µν∂µω = gµν∇ν (L′

ω∂µω) = 0 (5.10)

∴ g̃µν∇ν (L′

ω∂µω) = ∇ν (L′

ωg̃
µν∂µω) = 0 . (5.11)

Nosso sistema está, agora, totalmente determinado e consiste nas duas equações:

Gµν = −L′

ω∂µω∂νω +
1

2λ
Lωe

−ωgµν − κTµν , (5.12)

∇ν (L′

ωg̃
µν∂µω) = 0 . (5.13)

Como já dissemos, nosso tratamento é bastante semelhante a formulação relativ́ıstica do

MOND (AQUAL). Esta considera um campo escalar cuja lagrangiana apresenta compor-

tamentos distintos nos regimes em que o argumento é maior ou menor que um determinado

valor. Isto se faz com vista a distinguir dois regimes dentro da própria aproximação new-

toniana da RG. Num, devem-se preservar os mesmos resultados da RG, noutro, devem-se

obter correções na dinâmica obtida. Na nossa versão do modelo, identificaremos este

campos escalar com ω.

Estamos interessados apenas no regime de baix́ıssimas acelerações, nas quais se dá

a discrepância em relação aos resultados teóricos para as curvas de rotação, portanto,

iremos considerar somente o comportamento relativo a este regime para nossa lagrangiana.

Segundo o AQUAL, devemos ter, neste caso (32),

Lω = −2

3
|L| 32 , (5.14)
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a qual usaremos na aproximação newtoniana.

Seguindo as linhas da Ref. 85, consideraremos a métrica efetiva, que caracteriza o

espaço-tempo dos observadores, como sendo dada por pequenas correções na métrica de

Minkowski:

g̃µν = ηµν + ǫµν , |ǫµν | ≪ 1 (5.15)

∴ g̃µν = ηµν − ǫµν , ǫµν = ηµαǫαν , ǫµν = ηναǫµα , (5.16)

onde estamos retendo apenas termos de primeira ordem em ǫµν , que pode ser tratado

como um tensor perante as transformações de Lorentz, sendo interpretado como um campo

tensorial que provoca pequenas distorções na métrica plana da relatividade especial. Mais

ainda, esta aproximação admite transformações de coordenadas do tipo

xµ → x′µ = xµ + ξµ(xν) , |ξµ(xν)| ≪ 1 , |∂αξµ| ≪ 1 . (5.17)

Com elas, a métrica efetiva fica

g̃µν → g̃′µν = ηµν + ǫµν − ∂αξβ − ∂βξα = ηµν + ǫ′µν , (5.18)

ǫ′µν = ǫµν − ∂αξβ − ∂βξα . (5.19)

Este novo ǫ′µν satisfaz, ainda, a exigência de ser infinitesimal. Podemos considerar que as

5.17 constituem uma transformação de calibre, nas coordenadas, que preservam a validade

da aproximação que estamos fazendo. Esta propriedade da aproximação será útil mais

adiante.

Consideremos, agora, uma dependência apenas radial para o campo escalar geométrico,

i.e., ω = ω(r), o argumento, L, da sua lagrangiana se torna, a partir da 5.4,

L = −λ|~∇ω|2 , |∂µω| ≪ 1 (5.20)

∴ |L| = −L , (5.21)

em que λ > 0 e a imposição sobre ∂µω surge por considerarmos que a contribuição deste
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campo seja através de pequenas correções ao caso invariante de calibre. Com isso, a

contração ǫµν∂µω torna-se de segunda ordem e é descartada. A 5.14, por sua vez, fica

Lω = −2

3
(−L)

3
2 ⇒ L′

ω =
√
λ|~∇ω| . (5.22)

A conexão, nesta aproximação, escreve-se como

Γα
µν =

1

2
ηαλ (∂νǫµλ + ∂µǫνλ − ∂λǫµν) = O(ǫµν) , (5.23)

sendo, portanto, de primeira ordem em ǫµν . A 5.13, agora, escreve-se

∇ν

(√
λ|~∇ω|ηµν∂µω

)

= ∂ν

(√
λ|~∇ω|ηµν∂µω

)

= −~∇
(√

λ|~∇ω| · ~∇ω
)

= 0 (5.24)

cuja solução geral se dá por

~∇ω = ω0
r̂

r
⇔ ω = ω0 ln

(
r

r0

)

, (5.25)

onde r0 e ω0 são constantes e r̂ é um vetor unitário na direção radial. Percebemos que este

termo está de acordo com nossa aproximação desde que consideremos grandes distâncias

quando comparadas a ω0.

Para resolver a equação de Einstein nesta aproximação, calculemos os tensores de

Riemann, Ricci e de Einstein em primeira ordem. Estes, encontram-se como sendo

Rαµβν =
1

2
(∂ν∂µǫαβ + ∂β∂αǫµν − ∂β∂µǫνα − ∂α∂νǫµβ) , (5.26)

Rµν =
1

2
(∂µ∂νǫ+ ∂α∂αǫµν − ∂α∂µǫνα − ∂α∂νǫµα) , (5.27)

R = ∂α∂αǫ− ∂α∂βǫαβ , (5.28)

Gµν =
1

2

(
∂µ∂νǫ+ ∂α∂αǫµν − ∂α∂νǫµα − ∂α∂µǫνα − ηµν∂

α∂αǫ+ ηµν∂
α∂βǫαβ

)
, (5.29)

onde definimos
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∂α ≡ ηαβ∂β , (5.30)

ǫ ≡ ηµνǫµν . (5.31)

Seja, agora, o tensor

ǭµν ≡ ǫµν −
1

2
ηµνǫ ⇒ ǭ ≡ ηµν ǭµν = −ǫ (5.32)

∴ ǫµν = ǭµν −
1

2
ηµν ǭ . (5.33)

Substituindo estas expressões na 5.29, encontramos

Gµν =
1

2

(
∂α∂αǭµν − ∂α∂ν ǭµα − ∂α∂µǭνα + ηµν∂

α∂β ǭαβ
)
. (5.34)

Dada a liberdade de escolha para a função infinitesimal ξµ(xν), podemos sempre obter

um calibre para as coordenadas tal que (85)

∂µǭ
µν = 0 . (5.35)

Nele, o tensor de Einstein fica, simplesmente,

Gµν =
1

2
�ǭµν , (5.36)

onde o operador d’Alembertiano nesta aproximação se escreve como � ≡ ηµν∂µ∂ν .

Para o lado direito da 5.12, notemos que seus dois primeiros termos, pelas 5.20 e 5.22,

são de terceira ordem em ∂µω e, portanto, não contribuem para a nossa aproximação. A

equação de Einstein se escreve, então, nesta aproximação,

�ǭµν = −2κTµν . (5.37)

Devemos notar que não estaŕıamos tratando de pequenas perturbações no espaço

plano da relatividade especial se o tensor momento-energia usado como fonte não fosse

condizente com isso. Portanto, devemos ter, como fica claro pela equação acima, que este

tensor deve ser de primeira ordem na nossa aproximação. Mais ainda, dadas as baixas
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velocidades envolvidas, ele também satisfaz as desigualdades (85)

T00 ≫ T0i ≫ Tij . (5.38)

Portanto, a equação predominante na 5.37 é

�ǭ00 = −2κT00 . (5.39)

Para obtermos o lado direito desta, tomemos o tempo próprio, que nos dá

dτ 2 =
(
dx0
)2 −

(
dx1
)2 −

(
dx2
)2 −

(
dx3
)2

+ ǫµνdx
µdxν (5.40)

⇒
(
dτ

dx0

)2

=

(

1− β2 + ǫµν
dxµ

dx0
dxν

dx0

)

, (5.41)

β ≡ v

c
=

√
∣
∣
∣
∣
ηij
dxi

dx0
dxj

dx0

∣
∣
∣
∣
. (i, j = 1, 2, 3) (5.42)

Como a aproximação que estamos fazendo se dá num regime de baixas velocidades, des-

prezaremos termos em β2, assim como em βǫµν . Obtemos, então,

(
dτ

dx0

)2

= (1 + ǫ00) . (5.43)

Calculemos, agora,

g̃0µu
µ = (η0µ + ǫ0µ)

dxµ

dτ
= (η0µ + ǫ0µ)

dx0

dτ

dxµ

dx0
=

= (η0µ + ǫ0µ)
(

1− ǫ00
2

) dxµ

dx0
=

(

1 + ǫ0µ
dxµ

dx0

)(

1− ǫ00
2

)

= 1 +
ǫ00
2
. (5.44)

Com isso, podemos obter para o primeiro termo da decomposição 4.1:

ρe−2ωu0u0 = ρg̃0µu
µg̃0νu

ν = ρ+ ǫ00ρ . (5.45)

Procedendo de forma análoga, obteremos que os demais termos vão com o produto de

ǫ00 com alguma componente da expansão, assim como ocorre com o segundo termo do

resultado final acima. Porém, como dissemos que o próprio tensor momento-energia já é
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de primeira ordem, vemos que devemos reter somente o único que não é multiplicado por

ǫ00. Ficamos, então, com T00 = ρ e a 5.39 se escreve

�ǭ00 = −2κρ . (5.46)

Para finalizar, não devemos ter uma variação no tempo apreciável da fonte em questão,

pois estamos considerando baixas velocidades. Portanto, nosso regime subentende que as

derivadas no tempo das funções envolvidas sejam despreźıveis e ficamos, finalmente, com

∇2ǭ00 = 2κρ . (5.47)

Seja, agora, esta fonte material correspondendo a uma part́ıcula de massa M na

origem. Sua densidade de energia nos dá

∇2ǭ00 = 2κc2Mδ3(r) (5.48)

∴ ǭ00 = −κc
2M

2π
· 1
r
. (5.49)

A partir deste resultado, calculamos

ǭ = η00ǭ00 = ǭ00 (5.50)

∴ ǫαα =
ǭ00
2

= −κc
2M

4πr
, (sem soma em α) (5.51)

estas últimas sendo as únicas componentes não-nulas de ǫµν . O tempo próprio, finalmente,

se escreve

dτ 2 =

(

1− 2GM

c2r

)

c2dt2 −
(

1 +
2GM

c2r

)
(
dx2 + dy2 + dz2

)
, (5.52)

xµ = (ct, x, y, z) . (5.53)

Claro, está, que o termo em M é de primeira ordem, valendo apenas para r grande.

Podemos, agora, obter a dinâmica das part́ıculas teste que se encontram neste regime.

A equação da geodésica é dada por
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d2xα

dτ 2
+ Γα

βγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
= 0 . (5.54)

O primeiro termo se reescreve como

d2xα

dτ 2
=

1

2

d

dx0

(
dx0

dτ

)2

︸ ︷︷ ︸
=0

dxα

dx0
+

(
dx0

dτ

)2
1

c2
d2xα

dt2
=

1

c2 (1 + ǫ00)

d2xα

dt2
, (5.55)

onde o termo destacado se anula por se tratar da derivada em x0 da inversa da (5.43),

que só depende das coordenadas espaciais. A parte que vai com a conexão, na equação

da geodésica, escreve-se como

Γα
βγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
=

1

(1 + ǫ00)
Γα
βγ

dxβ

dx0
dxγ

dx0
. (5.56)

Retendo apenas termos de primeira ordem na aproximação, lembrando que a própria

conexão já é desse tipo, ficamos apenas com o termo em β = γ = 0 no somatório e,

portanto,

Γα
βγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
=

1

(1 + ǫ00)
Γα
00 . (5.57)

A equação da geodésica, finalmente, escreve-se

d2xα

dt2
= −c2Γα

00 . (5.58)

Para α = 0, nesta aproximação, temos uma identidade, enquanto que, para α = i, temos

Γi
00 =

1
2
∂iǫ00 e a equação dá

d2~x

dt2
= −c

2

2
~∇ǫ00 = −GM

r2
r̂ , (5.59)

que é a mesma expressão newtoniana para a interação gravitacional.

Vemos, portanto, que a introdução da lagrangiana para o campo ω dada pelas 5.14

e 5.4 não alterou em nada a dinâmica das part́ıculas teste na aproximação newtoniana

quando comparadas com os resultados obtidos pela RG. Desta forma, o perfil de rotação

das galáxias permanece com a mesma previsão teórica e, portanto, em desacordo com as
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observações.

Uma forma de tentar salvar o modelo e fazer com que a dinâmica para o campo escalar

geométrico se manifeste na equação da geodésica consiste em alterar o acoplamento entre

a lagrangiana de matéria, incluindo a das part́ıculas teste, e a geometria. Tomemos, então,

as ações do campo gravitacional e da part́ıculas dadas por

S =

∫ [
e−ω

κ
R +

e−2ω

λκ
Lω(L) + Lm(g

µν , ...)

]√
−gd4x , (5.60)

Sp =

∫

2m

∫ s2

s1

√

gµν
dzµ

ds

dzν

ds
δ4 (x− z(s)) dsd4x =

=

∫

2m

∫ s2

s1

√

eω g̃µν
dzµ

ds

dzν

ds
δ4 (x− z(s)) dsd4x . (5.61)

A variação da conexão continua nos dando WIST, portanto, manteremos nossa de-

finição de tempo-próprio. Com isso, podemos ver que as part́ıculas seguirão geodésicas

aceleradas na geometria descrita pela métrica efetiva. De fato, sua equação dinâmica

agora se escreve

d2xα

dτ 2
+ Γα

βγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
= −W α

βγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
+

1

2
∂βω

dxβ

dτ

dxα

dτ
, (5.62)

onde W α
βγ encontra-se definido na 1.42. A variação da métrica, por sua vez, resulta em

Gµν = −L′

ω∂µω∂νω +
1

2λ
Lωe

−ωgµν − e−ωκTµν (5.63)

∴ −R = −L′

ωg
µν∂µω∂νω +

2

λ
Lωe

−ω − e−ωκT , (5.64)

onde o tensor momento-energia, Tµν , que aparece nela agora se trata do mesmo obtido

no contexto da RG. Isto é, ele é o mesmo da 5.6 com a métrica usual no lugar da efetiva.

Por fim, a variação do campo ω nos dá

−R = −L′

ωg
µν∂µω∂νω +

2

λ
Lωe

−ω + 2 (∂νL′

ω) g
µν∂µω + 2L′

ω�ω , (5.65)

que, igualando à 5.64 resulta em
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2gµν∇ν (L′

ω∂µω) = −e−ωκT ⇔ ∇ν (L′

ωg̃
µν∂µω) = −κ

2
T . (5.66)

Adotaremos, novamente, a aproximação newtoniana e, assim como no caso anterior,

devemos ter

Gµν =
1

2
�ǭµν . (5.67)

Para o lado direito da equação de Einstein 5.63, consideraremos a mesma expressão 5.14

para a lagrangiana do campo ω e, assim como antes, faremos a suposição de que ∂µω é

infinitesimal. Mais ainda, estaremos supondo a priori que o próprio campo ω é muito

pequeno também. Desta forma, a equação de Einstein 5.63 fica

�ǭµν = −2κ (1− ω)Tµν = −2κTµν , (5.68)

onde o termo em ωTµν foi descartado por ser de segunda ordem, uma vez que devemos

considerar o tensor momento-energia muito pequeno. Este terá, novamente, a componente

T00 superior às demais e, considerando-se as baixas velocidades envolvidas, teremos a

equação predominante

∇2ǭµν = 2κρ . (5.69)

Outra vez, para uma part́ıcula de massaM na origem, temos ρ = c2Mδ3(r) e a solução

da equação acima nos dá a já obtida 5.49:

ǭ00 = −κc
2M

2π
· 1
r

(5.70)

∴ ǫαα =
ǭ00
2

= −2GM

c2r
. (sem soma em α) (5.71)

A 5.66 se escreve, agora,

~∇
(√

λ|~∇ω| · ~∇ω
)

=
κ

2
ρ =

4πGM

c2
δ3(r) , (5.72)

cuja solução se dá por
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~∇ω =

√

GM√
λc2

r̂

r
=

2

c2

√

GMa0
r̂

r
,

√
λ ≡ c2

4a0
(5.73)

⇔ ω(r) =
2

c2

√

GMa0 ln

(
r

r0

)

, (5.74)

onde a constante λ foi redefinida em termos de uma nova, a0, e r0 é outra constante de

integração. Vemos, novamente, que ∂µω é infinitesimal somente para r grande, comparado

à 2
c2

√
GMa0. Porém, devido a suposição feita a priori de que ω também é, devemos ter

a0 muito pequeno também. De fato, os resultados finais dão um valor para essa constante

de tal ordem que, mesmo para as massas e raios t́ıpicos de uma galáxia1 ainda temos a

validade desta aproximação.

Para obtermos as trajetórias das part́ıculas teste, tomemos a 5.62 neste regime. O

seu lado esquerdo já vimos que se dá por (cf. 5.55 e 5.57)

d2xα

dτ 2
+ Γα

βγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
=

1

c2 (1 + ǫ00)

d2xα

dt2
+

1

(1 + ǫ00)
Γα
00 . (5.75)

Os termos do lado direito, por sua vez, ficam:

W α
βγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
=

1

(1 + ǫ00)
W α

βγ
︸︷︷︸

=O(ωµ)

dxβ

dx0
dxγ

dx0
=

1

(1 + ǫ00)
W α

00 , (5.76)

onde foram descartados termos em O(ωµβ); enquanto para o segundo termo, temos

1

2
ωβ
dxβ

dτ

dxα

dτ
=

1

2 (1 + ǫ00)
ωβ
dxβ

dx0
dxα

dx0
=

1

2 (1 + ǫ00)
ω0
dxα

dx0
, (5.77)

ω0 = ∂0ω = 0 ∴
1

2
ωβ
dxβ

dτ

dxα

dτ
= 0 . (5.78)

Finalmente, a equação para as trajetórias das part́ıculas se escreve

d2xα

dt2
= −c2 (Γα

00 +W α
00) . (5.79)

Para α = 0 temos uma identidade, enquanto que α = i nos dá Γi
00 =

1
2
∂iǫ00, W

i
00 =

1
2
ωi e

1Tomando a Via Láctea como referência, cuja massa e raio são de aproximadamente 1012M⊙ e 5 ·104
anos−luz, respectivamente.
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a equação fica

d2~x

dt2
= −c

2

2

(

~∇ǫ00 + ~∇ω
)

= −
(
GM

r2
+

√
GMa0
r

)

r̂ . (5.80)

A partir das distâncias nas quais as curvas de rotação começam a diferir do padrão

newtoniano, somente o termo em a0 permanece na equação acima e recuperamos a feno-

menologia do MOND. O valor obtido a partir das observações para essa nova constante é

de a0 ≈ 10−10m/s2 (32).

5.2.1 Modelo de Friedmann

Vejamos, agora, qual a evolução do fator de escala cosmológico decorrente desta la-

grangiana introduzida para o campo ω. Consideraremos, para isso, somente os termos

geométricos, i.e., trataremos do vácuo, e voltaremos a considerar a velocidade da luz

unitária (c = 1).

Tomemos a métrica efetiva dada por

dτ 2 = dt2 − a2(t)

(
dr2

1− ǫr2
+ r2dΩ2

)

. (5.81)

Considerando somente dependência temporal nas funções, temos

ω = ω(t) ⇒ L = λω̇2 = |L| (5.82)

∴ Lω = −2

3
|L| 32 = −2

3
λ

3
2 |ω̇|3 , (5.83)

L′

ω = −
√
L = −

√
λ|ω̇| . (5.84)

onde ḟ ≡ df
dt

para qualquer f . Com estas expressões, a 5.63, com Tµν = 0, escreve-se

− 3

a2
(
ȧ2 + ǫ

)
=

2

3

√
λ |ω̇|3 , (5.85)

2

a
ä+

1

a2
(
ȧ2 + ǫ

)
=

1

3

√
λ |ω̇|3 . (5.86)

Vemos que, pela primeira delas, devemos ter, necessariamente, ǫ = −1. A 5.66, por sua

vez, resulta em
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2ω̈ +
3

a
ȧω̇ = 0 , (5.87)

cuja solução é

a(t) =
a1

ω̇
2
3

⇔ ω̇ =

[
a1
a(t)

] 3
2

, (5.88)

onde a1 > 0 é uma constante arbitrária. Substituindo, agora, a 5.85 na 5.86, obtemos

2

a
ä =

5

9

√
λ |ω̇|3 = 5

9

√
λ

[
a1
a(t)

] 9
2

∴ a
7
2 ä =

5
√
λ a

9
2
1

18
, (5.89)

mostrando-nos que a aceleração do fator de escala é sempre positiva.

Inserindo a 5.88 na 5.85, conclúımos que

ȧ = 0 ⇔ a =

(

2
√
λ a

9
2
1

9

) 2
5

, (5.90)

lembrando que ǫ = −1. Sendo a aceleração sempre positiva, esse valor para o fator de

escala caracteriza um mı́nimo e, portanto, temos um modelo cosmológico com bouncing

dotado de uma expansão eternamente acelerada para o vácuo.

Muito embora este modelo para a dinâmica do campo escalar geométrico seja bem

sucedido em justificar as curvas de rotação anômalas das galáxias fornecendo, ademais,

um modelo cosmológico para o vácuo isento de singularidade inicial e com expansão

acelerada, coerente com a interpretação vigente sobre o estado atual do universo (86, 87),

ele apresenta certas caracteŕısticas que o tornam bastante desinteressante.

Primeiramente, tivemos que alterar nosso acoplamento com a matéria para poder-

mos reproduzir a dinâmica do MOND. Isto viola drasticamente nossa formulação origi-

nal e consideramos este caso, portanto, muito artificial. Mais ainda, nossa formulação

geométrica para esta fenomenologia, a qual acaba por identificar-se com sua versão rela-

tiv́ıstica AQUAL, considera algo impĺıcito nesta que é a condição de |ω| ≪ 1. No entanto,

pela solução encontrada, 5.74, vemos que, para isso, a distância da origem não pode ser

muito maior do que o raio t́ıpico de uma galáxia. Conclúımos, assim, que este modelo
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possui um regime de validade restrito até um certo valor para r e, portanto, trata-se de

uma teoria efetiva.

Além disso, este modelo altera somente as curvas de rotação das galáxias, enquanto a

existência de matéria escura que se infere dessas medidas é igualmente obtida através do

fenômeno de lente gravitacional (33–35). Este, por sua vez, é inalterado por este modelo,

uma vez que, da métrica efetiva 5.52, obtém-se as geodésicas nulas dos raios luminosos

exatamente como as previstas pela RG neste regime (88).

Sendo assim, por se tratar meramente de uma teoria efetiva que, para se fazer valer,

teve que violar o acoplamento que estabelecemos para os campos materiais e ainda assim

resolver apenas parcialmente o problema o qual se propôs a resolver, iremos abandonar

este caso e seguir adiante considerando outra alternativa para a dinâmica do campo ω.

5.3 WIST vindo da ação efetiva da teoria de cordas

Seguindo na tentativa de investigar posśıveis lagrangianas para o campo escalar geo-

métrico, inspiraremo-nos na ação efetiva da aproximação de baixas energias da teoria de

cordas (36–39) na qual, além da métrica usual, temos um campo dilatônico o qual iremos

identificar com o nosso ω. Considerando a ação para o vácuo, temos

S =

∫

e−ω
(
R− gαβ∂αω∂αω

)√
−gd4x . (5.91)

Perceba que esta se trata de um caso particular da 5.3 na ausência da lagrangiana de

matéria e com

Lω(L) = −L . (5.92)

Podemos, então, usar os resultados genéricos 5.6–5.11 para obter as equações resultantes

da variação à Palatini da ação acima. A variação da conexão nos dá uma geometria em

WIST, enquanto a da métrica nos dá

Gµν = ∂µω∂νω − 1

2
gµνg

αβ∂αω∂βω (5.93)

∴ R = gµν∂µω∂νω . (5.94)
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A variação de ω, por sua vez, fornece

R = gµν∂µω∂νω + 2�ω . (5.95)

Igualando esta com a 5.94, ficamos com o seguinte par de equações para nossas variáveis:

Gµν = ∂µω∂νω − 1

2
gµνg

αβ∂αω∂βω , (5.96)

�ω = 0 . (5.97)

Este sistema já foi estudado num contexto cosmológico, resultando num universo

isento de singularidade (11), e no caso estático com simetria esférica, resultando numa

solução de buraco de minhoca (40, 41) descrita pelo tempo próprio

dτ 2 = dt2 − dr2
(

1− r20
r2

) − r2dΩ2 , (5.98)

onde r0 é uma constante. Esta métrica, no contexto da relatividade geral, já havia sido

estudada como caso particular de um modelo proposto por Ellis (42) para descrever

part́ıculas na relatividade geral, tratando-se, neste caso, das que possuem massa nula.

Posteriormente outros seguiram no estudo desta mesma geometria (43, 44).

Muito embora este caso seja teoricamente mais interessante do que o anterior, não

iremos nos ater a ele, pois estamos de posse de exemplos e argumentos suficientes para

estabelecer uma simplificação operacional considerável. Esta nos permitirá antecipar re-

sultados e, portanto, selecionar qual a melhor lagrangiana para o campo ω, com base em

resultados já conhecidos da relatividade geral.

5.4 WIST como teorias de campo escalar da RG

Como motivação da nossa proposta, tomemos o exemplo da última seção. Nele, temos

uma ação que se escreve em termos da métrica efetiva como

S =

∫
(
g̃µνRµν − g̃αβ∂αω∂αω

)√

−g̃d4x , (5.99)

e resultou em equações dinâmicas que também podem ser escritas como
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Gµν = ∂µω∂νω − 1

2
g̃µν g̃

αβ∂αω∂βω , (5.100)

g̃µν∇µ∂νω = 0 . (5.101)

Podemos perceber que a métrica usual aparece sempre acompanhada do fator e−ω (ou

eω, no caso da inversa) nestas equações. Tal fato é bastante compreenśıvel no caso da

5.100, pois se trata da equação resultante da variação da métrica numa ação constrúıda

de acordo com nossa regra de acoplamento. Sendo assim, podemos efetuar sua variação

como feito na 2.13 e todos os termos deverão continuar escritos em termos da métrica

através de g̃µν .

O interessante é que a segunda equação é exatamente a que se obtém a partir da

variação do campo ω como se ele fosse totalmente independente da métrica efetiva que

aparece em sua lagrangiana. Isto, por sua vez, apesar de parecer estranho, também pode

ser considerado aceitável. De fato, se na composição da métrica efetiva temos a métrica

usual que é dinamicamente independente de ω, podemos dizer que g̃µν também será in-

dependente deste campo e, como ocorreu neste exemplo, podemos tratá-los como campos

dinâmicos independentes. O notável é que isto sempre ocorre. Isto é, a métrica efe-

tiva na ação pode ser sempre considerada dinamicamente independente do campo escalar

geométrico e, portanto, a equação dinâmica deste pode ser obtida ignorando sua presença

na composição de g̃µν .

Para vermos isto, consideremos uma lagrangiana genérica para o campo ω tal como

na 2.12, de modo que a ação total seja dada por

S =

∫
[
R(g̃µν ,Γα

βγ) + Lω(g̃
µν , ...)

]√

−g̃d4x , (5.102)

onde destacamos apenas a dependência na métrica efetiva da lagrangiana Lω, que também

depende de outros termos em ω e suas derivadas. Façamos, então, a variação desta ação

com respeito à métrica (usual) e igualemos à zero. Devemos obter:

δS

δgµν
=

δS

δg̃αβ
δg̃αβ

δgµν
= [Gµν(g̃

µν) + tµν(g̃
µν , ...)] eω

√

−g̃ = 0 ⇒

⇒ Gµν(g̃
µν) = −tµν(g̃µν , ...) (5.103)

∴ R(g̃µν) = t(g̃µν , ...) , (5.104)
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onde definimos tµν como sendo o tensor momento-energia “efetivo” associado à lagrangiana

do campo escalar ω, i.e.,

tµν(g̃
µν, ...) ≡ 1√−g̃

δ
[
Lω (g̃

µν , ...)
√−g̃

]

δg̃αβ
, (5.105)

t ≡ gµνtµν . (5.106)

Para a variação de ω, temos, agora,

δS

δω
=

δ

δω

[

R(g̃µν ,Γα
βγ)
√

−g̃
]

+
δ

δω

[

Lω(g̃
µν , ...)

√

−g̃
]

=

=
δg̃µν

δω

δ

δg̃µν

[

R(g̃µν ,Γα
βγ)
√

−g̃
]

+
δg̃µν

δω

δ

δg̃µν

[

Lω(g̃
µν , ...)

√

−g̃
]

+

+

(
δ

δω
Lω(g̃

µν , ...)

)

g̃µν

√

−g̃ = 0 (5.107)

onde usamos a notação ()x para indicar que x não sofre a variação feita entre os parênteses.

Substituindo a 5.105, obtemos

[Gµν(g̃
µν) + tµν(g̃

µν , ...)]
δg̃µν

δω

√

−g̃ +

(
δ

δω
Lω(g̃

µν , ...)

)

g̃µν

√

−g̃ = 0 , (5.108)

que, usando a equação de Einstein 5.103, resulta em

(
δ

δω
Lω(g̃

µν , ...)

)

g̃µν
= 0 . (5.109)

Isto é, ficamos somente com a variação da lagrangiana do campo escalar geométrico,

mantida a métrica efetiva constante. Os termos da variação devidos a g̃µν anulam-se

em virtude da equação obtida pela variação da métrica. Isto verifica-se ter ocorrido nas

equações 5.96 e 5.97 do exemplo usado, bem como nas 5.12 e 5.13.

Caso a lagrangiana em questão não obedeça o acoplamento postulado, como, por

exemplo, a de matéria usada na 5.60, ela ainda pode ser contemplada por este procedi-

mento. Para isso, basta substituirmos a identidade gµν ≡ eωg̃µν nela e teremos passado

de uma lagrangiana em desacordo com nosso acoplamento, eventualmente, sem nenhuma

dependência em ω sequer, para uma em termos de duas variáveis consideradas dinamica-
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mente independentes. As equações resultantes devem ser as 5.103 e 5.109, como, de fato,

ocorreu com as 5.63 e 5.66 quando mudamos o acoplamento da lagrangiana de matéria.

Esta substituição pode, inclusive, ser feita indiscriminadamente, por se tratar de uma

identidade. Portanto, podemos sempre ter nossa ação escrita em termos do campo ω e da

métrica efetiva, os quais são tratados como variáveis dinâmicas independentes.

Como a métrica usada pelos observadores é, justamente, essa g̃µν , é para ela que

devemos obter nossas soluções. Sendo assim, pela forma que as equações 5.103 e 5.109

são escritas em termos dela, não é dif́ıcil perceber que os resultados serão os mesmos

que se obtém na RG considerando-se um campo escalar ω como fonte. Basta fazermos a

identificação da métrica usual, no caso da RG, com a nossa métrica efetiva em WIST.

Dessa forma, incorporamos na nossa teoria os mesmos resultados para a geometria

que se obtém na relatividade geral na presença de um campo escalar. Sendo este, no

nosso caso, um campo leǵıtimo que surge naturalmente da caracterização axiomática do

espaço-tempo.

Os campos escalares têm um papel fundamental na f́ısica teórica (51), no entanto,

sua consideração não reside em nenhuma detecção observacional ou experimental direta

(51, 52). Eles são usados como um artif́ıcio teórico essencial para a descrição de diversos

fenômenos, particularmente em cosmologia, seja para promover o peŕıodo inflacionário do

universo primordial ou para evitar a singularidade inicial (45–50), porém, sua existência

sempre foi duvidosa.

Nossa reformulação da gravitação de Einstein em WIST, por outro lado, fornece

os mesmos resultados dessas teorias de campos escalares, porém, através de um campo

leǵıtimo. Isto é, sua existência é naturalmente aceita pela construção axiomática da teoria,

restando apenas determinar sua dinâmica consistentemente com as observações.
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Conclusão

Após termos apresentado as motivações para se tratar a gravitação geometricamente,

como uma propriedade do espaço-tempo no qual habitamos e os fenômenos f́ısicos se mani-

festam, estabelecemos o critério usado pela relatividade geral para selecionar o particular

tipo de geometria que seria considerado na teoria. A saber, impusemos que a geometria

não altera o módulos dos vetores ao longo da variedade, resultando no caso particular das

geometrias de Riemann.

Dentro do contexto da RG, caracterizamos os relógios ópticos como instrumentos

de medida com o qual os observadores descrevem a geometria do espaço-tempo. Estes

instrumentos baseiam-se na emissão e recepção de raios luminosos para o seu funciona-

mento, sendo assim, mencionamos os trabalhos de caracterização axiomática de EPS e

Woodhouse. Eles conclúıram que, adotando estes relógios para se medir o intervalo entre

dois eventos, é necessária a consideração da geometria de Weyl para o espaço-tempo, que

possui a riemanniana como caso particular. Portanto, reforçamos a descrição geométrica

da gravitação inserindo-a num contexto geométrico mais geral, por uma questão de con-

sistência teórica.

Devido às variações nos comprimentos provocadas pela geometria nas variedades de

Weyl, tivemos que redefinir o conceito de tempo-próprio dos observadores, para uma

adequada caracterização das propriedades geométricas do espaço-tempo em que eles se

encontram. Esta redefinição, por sua vez, manifesta uma simetria de calibre que também

se encontra na descrição geométrica do espaço-tempo e, portanto, suas propriedades são

perfeitamente transmitidas aos observadores.

Dentro deste contexto mais amplo das geometrias de Weyl, tivemos que nos restringir

ao seu caso integrável por questões de formulação variacional e compatibilidade com teo-

rias já existentes. A simetria de calibre, neste caso, permite a escolha de um em particular

que nos leva de volta à geometria riemanniana da RG. Inspirados nessa propriedade, esta-

belecemos um acoplamento inédito na gravitação em WIST que preserva esta invariância

e consideramos ser o mais natural.

Apesar desta simetria resultar numa indeterminação para os objetos geométricos con-
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siderados, ressaltamos que uma apropriada caracterização das medidas feitas pelos ob-

servadores deve permanecer bem definida. Ademais a liberdade de calibre nos leva um

passo adiante na compreensão das transformações conformes na gravitação. Estas, por

sua vez, possuem um importante papel nas interações f́ısicas e argumenta-se (5, 21, 22)

que todas elas devam ser invariantes perante estas transformações locais de escala. No

caso da gravitação, por exemplo, isto elucidaria a questão da constante gravitacional ser

ou não, de fato, uma constante (23).

Obtivemos, em seguida, a solução para o vácuo estático e esférico-simétrico que es-

clarece a necessidade de se considerar o tempo-próprio tal como definimos para a caracte-

rização da geometria pelos observadores. É somente através dele que se pode interpretar

devidamente as coordenadas usadas e, consequentemente, obter medidas em acordo com

a simetria da teoria, recuperando os resultados do caso equivalente da RG.

Com a intenção de se reobter a invariância de calibre nos demais observáveis, deu-

se prosseguimento à descrição do fenômeno do desvio para o vermelho (redshift). Para

isso, reobtivemos a óptica geométrica e definimos este efeito preservando devidamente a

invariância de calibre. Tal propriedade acaba por permitir uma total atribuição deste

efeito ao campo escalar geométrico, quando se trata de modelos cosmológicos, mais pre-

cisamente, das geometrias conformalmente planas.

Estes modelos cosmológicos caracterizam-se por diferentes fluidos representando o

conteúdo energético do universo. Portanto, a possibilidade de suas propriedades estarem

associadas ao novo campo escalar introduzido exibe uma verdadeira realidade f́ısica que

este possui. Face à isto, fizemos a caracterização da fonte das equações em termos de

quantidades termodinâmicas de equiĺıbrio e dissipativas preservando a simetria de calibre

já presente no tensor momento-energia. Com isso, pudemos interpretar diferentes campos

ω como representando situações f́ısicas das mais variadas.

Uma vez reconhecida a realidade f́ısica deste novo campo, no sentido em que dife-

rentes campos ω para uma mesma métrica correspondem a situações f́ısicas distintas,

tratamos de buscar uma dinâmica espećıfica para ele consistentemente com observações.

Dada a liberdade para a escolha de sua lagrangiana, buscamos inspiração em outras te-

orias que consideram algum campo escalar e fizemos sua descrição de acordo com nossa

reformulação.

A primeira consistiu numa descrição para a mecânica quântica (não-)relativ́ıstica

que já foi formulada baseando-se nas geometrias de Weyl integrável. As equações re-

sultantes (ver as Refs. 19 e 20) mostraram-se idênticas às de Hamilton-Jacobi (não-)rela-
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tiv́ısticas com um termo a mais exprimindo o caráter quântico do sistema. No limite

não-relativ́ıstico, recupera-se a formulação de Bohm-de Broglie, em que o campo escalar

geométrico faz o papel de potencial quântico.

Em seguida, devido ao sucesso fenomenológico do MOND, investigamos a possibili-

dade de o reproduzirmos no nosso formalismo. Consideramos a mesma lagrangiana usada

na versão relativ́ıstica AQUAL e não obtivemos nenhuma alteração na aproximação new-

toniana da teoria. Para que algum efeito decorrente da dinâmica para o campo escalar

pudesse se fazer presente, tivemos que alterar o acoplamento que postulamos. Porém,

além disto ser bastante artificial, no nosso formalismo, não resolve completamente o pro-

blema que a fenomenologia do MOND se propõe a resolver, a saber, o da matéria escura.

Descartamos, portanto, esta opção e buscamos outro modelo existente tratando de algum

campo escalar.

Nossa terceira alternativa foi considerar a teoria efetiva no regime de baixas energias

da teoria de cordas. Todo o tratamento foi de acordo com nosso formalismo e obtivemos

um modelo para a métrica efetiva exatamente análogo ao caso da relatividade geral na

presença de um campo escalar com energia negativa. Este caso já fora estudado e fornece

um modelo cosmológico sem singularidades (11) e um buraco de minhoca (40, 41). Neste

último caso, a mesma solução já havia sido obtida em um outro contexto, consistindo

num modelo para part́ıculas na RG (42–44).

Muito embora este caso se apresente bastante promissor, preferimos chamar atenção

para um fato notável do nosso modelo. Tratando-se de investigar alternativas para a

dinâmica do novo campo geométrico, podemos incorporar ao nosso formalismo os diversos

resultados já obtidos para teorias de campos escalares na RG. Para realizarmos isto, basta

fazermos a identificação do campo escalar com o nosso ω e transformar a métrica usual

na efetiva. As soluções para esta, que é o nosso interesse, serão as mesmas da usual na

RG com o campo escalar.

Estes campos são há muito tempo usados na f́ısica teórica como candidatos a se soluci-

onar questões fundamentais existentes, porém sem nenhuma detecção direta, tratando-se

apenas de um artif́ıcio para se resolver o problema. Obtivemos, então, uma fundamentação

leǵıtima para essa abordagem, em nosso formalismo, que consiste em considerar o campo

escalar associado à variações provocadas pela geometria nos módulos dos vetores, tal como

na 1.36.

Considerando-se o caso mais geral da geometria de Weyl nesta equação, podemos

concluir que este efeito de variação dos módulos não ocorre nos vetores nulos. Portanto,
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sempre que tivermos um eletromagnetismo invariante conforme resultando numa óptica

geométrica em que os raios de luz são descritos por vetores de propagação nulos, podemos

concluir que a geometria de Weyl não atua na sua descrição. De fato, podemos reobter a

equação 3.21, que é invariante conforme, a partir da 1.44, mesmo no caso mais geral da

geometria de Weyl. Portanto, percebemos que qualquer campo responsável pela variação

nos módulos dos vetores preserva o mesmo comportamento dos raios luminosos. Não

por acaso, foi posśıvel obter as conclusões de EPS e Woodhouse sobre o espaço-tempo

quando se considera um relógio óptico para sua caracterização. Da mesma forma, podemos

compreender o caráter “escuro” desses campos, justificando a ausência de detecção direta:

trata-se de um campo geométrico cuja manifestação se dá somente através da curvatura

do espaço-tempo.

As possibilidades de prosseguimento na obtenção desta dinâmica espećıfica é imensa

e se une à uma prática de décadas na f́ısica.

Outra alternativa na obtenção de uma forma espećıfica para o campo ω é considerar

as teorias de f(R) da gravitação (53–55). Quando se efetua o procedimento variacional à

Palatini nelas, obtemos uma teoria em WIST cujo campo escalar geométrico é dado em

termos da função f(R) e suas derivadas. A liberdade da formulação não está num campo

escalar adicional, mas sim, numa dependência funcional em aberto na ação para o escalar

de curvatura. Sendo, em todo caso, uma geometria em WIST, podemos usar os conceitos

redefinidos nesse trabalho para interpretar os resultados dessas teorias alternativas da

gravitação. Mais ainda, as teorias de f(R) no formalismo métrico são equivalentes a

modelos de quintessência acoplada (89), onde se consideram campos escalares na RG e,

pelos resultados desta tese, podem ser identificados com o campos escalar geométrico.

Isto é, podemos fornecer também uma fundamentação geométrica para as teorias de f(R)

no formalismo métrico. Podemos ainda considerar o análogo desta formulação para uma

função arbitrária de eωR, i.e., uma teoria f(R) no formalismo de Palatini para o escalar

de curvatura calculado com a métrica efetiva. Podeŕıamos, ademais, considerar uma nova

lagrangiana para o campo ω e, possivelmente, teŕıamos uma teoria equivalente às de f(R)

com campo escalar.

Podemos perceber a dimensão da liberdade adquirida pela gravitação ao se considerar

a geometria de Weyl como a descrição correta do espaço-tempo. Este trabalho, portanto,

fornece um amplo cenário criteriosamente bem estabelecido onde se pode desenvolver

diversas possibilidades de compatibilizá-la com as observações consistentemente.
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APÊNDICE A -- Simetrias dos ı́ndices do

tensor de Riemann em

Weyl

O tensor de Riemann em Weyl, definido na 1.21, não possui as mesmas simetrias em

seus ı́ndices que sua versão riemanniana. Isto é, com exceção da 1.53, nenhuma outra

simetria está presente. No entanto, podemos decompor este tensor nos diferentes termos

que apresentam alguma simetria e usar suas propriedades para obter resultados como

a 1.54, entre outros. Isto será feito do mesmo modo que se encontra na Ref. 56, onde

para isso, fez-se necessário escrever Rγβρλ explicitamente em termos da métrica e suas

derivadas. Temos, então, que expandir

Rγβρλ = R̂γβρλ − ∇̂λ

(
gγµW

µ
βρ

)
+ ∇̂ρ

(
gγµW

µ
βλ

)
+ gγµW

µ
αλW

α
βρ − gγµW

µ
αρW

α
βλ (A.1)

em termos de ωµ e suas derivadas. Isto porque as propriedades de simetria de R̂γβρλ já

são conhecidas:

R̂γβρλ = −R̂γβλρ = −R̂βγρλ = R̂ρλγβ . (A.2)

Vejamos, então, que termo quebra a antissimetria de Rγβρλ no primeiro par de ı́ndices.

Primeiramente, notemos que da 1.40 temos, por um cálculo direto,

gγµW
µ
αλ = −gαµW µ

γλ + ωλgαγ (A.3)

∴ gγµW
µ
αλW

α
βρ − gγµW

µ
αρW

α
βλ = gαµ

(
W µ

γρW
α
βλ −W µ

γλW
α
βρ

)
+ gαγ

(
ωλW

α
βρ − ωρW

α
βλ

)

(A.4)

Dessa forma, a A.1 se escreve como
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Rγβρλ = R̂γβρλ + gαµ
(
W µ

γρW
α
βλ −W µ

γλW
α
βρ

)

︸ ︷︷ ︸

antissimétrico em “γβ”

+gαγωλW
α
βρ − ∇̂λ

(
gαγW

α
βρ

)
−

− gαγωρW
α
βλ + ∇̂ρ

(
gαγW

α
βλ

)
(A.5)

Para seus quatro últimos termos, calculemos, primeiramente,

gαγωλW
α
βρ − ∇̂λ

(
gαγW

α
βρ

)
=

1

2
[ωλ (ωβgργ + ωρgβγ − ωγgβρ)−

−gργ∇̂λωβ + gβγ∇̂λωρ − gβρ∇̂λωγ

]

. (A.6)

Depois de simplificar, obtemos que

gαγωλW
α
βρ − ∇̂λ

(
gαγW

α
βρ

)
− gαγωρW

α
βλ + ∇̂ρ

(
gαγW

α
βλ

)
=

=
1

2

[

ωλ (ωβgργ − ωγgρβ)−
(

gργ∇̂λωβ − gρβ∇̂λωγ

)

−

−ωρ (ωβgλγ − ωγgλβ) +
(

gλγ∇̂ρωβ − gλβ∇̂ρωγ

)]

+

+
1

2
gβγ

(

∇̂ρωλ − ∇̂λωρ

)

︸ ︷︷ ︸

=(∂ρωλ−∂λωρ)

, (A.7)

onde percebe-se claramente que cada um dos termos entre parênteses nas duas primeiras

linhas do lado direito são antissimétricos em “γβ”. Temos, com isso, que o único termo

que não possui esta propriedade é o último desta equação. Podemos escrever, então,

Rγβρλ = Aγβρλ +
1

2
gβγ (∂ρωλ − ∂λωρ) , (A.8)

Aγβρλ ≡ R̂γβρλ + gαµ
(
W µ

γρW
α
βλ −W µ

γλW
α
βρ

)
+ ωλω[β gργ] + gρ[β ∇̂λωγ]−

− ωρω[β gλγ] − gλ[β ∇̂ρωγ] = −Aβγρλ . (A.9)

Podemos, agora, obter a 1.54 a partir da 1.21. Temos
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Rγ
βρλV

β = ∇λ∇ρV
γ −∇ρ∇λV

γ ⇔ V βRγβρλ = gγβ∇λ∇ρV
β − gγβ∇ρ∇λV

β . (A.10)

Reescrevemos

gγβ∇λ∇ρV
β = ∇λ

(
gγβ∇ρV

β
)
− ωλgγβ∇ρV

β

= ∇λ

(
∇ρVγ − ωρgγβV

β
)
− ωλgγβ∇ρV

β

= ∇λ∇ρVγ − V β∇λ (ωρgγβ)− ωρgγβ∇λV
β − ωλgγβ∇ρV

β (A.11)

e a A.10 fica

V βRγβρλ = ∇λ∇ρVγ −∇ρ∇λVγ − V β∇λ (ωρgγβ) + V β∇ρ (ωλgγβ)

= ∇λ∇ρVγ −∇ρ∇λVγ − V βωρωλgγβ − V βgγβ∇λωρ + V βωλωρgγβ + V βgγβ∇ρωλ

= ∇λ∇ρVγ −∇ρ∇λVγ + V βgγβ (∇ρωλ −∇λωρ)

= ∇λ∇ρVγ −∇ρ∇λVγ + V βgγβ (∂ρωλ − ∂λωρ) (A.12)

Usando a A.8, temos, então,

∇λ∇ρVγ −∇ρ∇λVγ = V βRγβρλ − V βgγβ (∂ρωλ − ∂λωρ)

= V βAγβρλ −
1

2
V βgγβ (∂ρωλ − ∂λωρ)

= −V βAβγρλ −
1

2
V βgγβ (∂ρωλ − ∂λωρ) = −V βRβγρλ

= −Rβ
γρλVβ (A.13)

Assim como para seu equivalente riemanniano, apesar das simetrias dos ı́ndices do

tensor de Riemann não serem preservadas.

Vamos, agora, decompor o tensor Aγβρλ nas partes que preservam a simetria pela

troca do primeiro com o segundo par de ı́ndices. Para isso, vamos definir
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A1
γβρλ ≡ gαµ

(
W µ

γρW
α
βλ −W µ

γλW
α
βρ

)
, (A.14)

A2
γβρλ ≡ ωλω[β gργ] − ωρω[β gλγ] , (A.15)

A3
γβρλ ≡ gρ[β ∇̂λωγ] − gλ[β ∇̂ρωγ] , (A.16)

∴ Aγβρλ = R̂γβρλ + A1
γβρλ + A2

γβρλ + A3
γβρλ . (A.17)

Pode-se mostrar facilmente que

A1
γβρλ = A1

ρλγβ , (A.18)

A2
γβρλ = A2

ρλγβ . (A.19)

Assim, temos o tensor de Riemann decomposto como

Rγβρλ = AS
γβρλ + A3

γβρλ +
1

2
gβγ (∂ρωλ − ∂λωρ) (A.20)

AS
γβρλ ≡ R̂γβρλ + A1

γβρλ + A2
γβρλ = AS

ρλγβ . (A.21)

No caso em que ωµ = ∂µω (WIST), A3
γβρλ = A3

ρλγβ e as simetrias do tensor de Rγβρλ

são exatamente as mesmas do seu equivalente riemanniano. Isto é,

Rγβρλ = AS
γβρλ + A3

γβρλ = −Rγβλρ = −Rβγρλ = Rρλγβ . (WIST) (A.22)
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APÊNDICE B -- Aceleração relativa entre

part́ıculas vizinhas

Para obtermos a aceleração relativa entre as part́ıculas vizinhas de uma congruência

de curvas, apliquemos o operador D
Dτ

na 1.81 e depois façamos a projeção. Temos

D

Dτ

(

⊥ D

Dτ
⊥Zα

)

=
D

Dτ

[
hαβh

λ
δ

(
∇λu

β
)
hδγZ

γ
]

=
(
hαβ
)�
hλδ
(
∇λu

β
)
hδγZ

γ + hαβ
(
hλδ
)� (∇λu

β
)
hδγZ

γ+

+ hαβh
λ
δ

(
∇λu

β
)�
hδγZ

γ + hαβh
λ
δ

(
∇λu

β
) (
hδγ
)�
Zγ+

+ hαβh
λ
δ

(
∇λu

β
)
hδγŻ

γ . (B.1)

Antes de simplificar os diversos termos que aparecem nesta expressão, notemos que,

das 1.43 e 1.44, temos:

uα∇βu
α = 0 , (B.2)

uα∇βuα = eωωβ = eω∂βω = ∂β (e
ω) . (B.3)

Com isso, podemos, agora, calcular cada um dos termos de B.1:

(
hαβ
)�
hλδ
(
∇λu

β
)
hδγZ

γ = −
[

e−ωuαu̇β + uβ
(
e−ωuα

)�
]

hλδ
(
∇λu

β
)
hδγZ

γ

= −e−ωhλδu
αu̇β

(
∇λu

β
)
hδγZ

γ −
(
e−ωuα

)�
hλδ
(
uβ∇λu

β
)

︸ ︷︷ ︸
=0

hδγZ
γ

= −e−ωuαu̇βh
λ
δ

(
∇λu

β
)
hδγZ

γ , (B.4)

onde estamos denotando u̇β ≡ uα∇αuβ 6= gαβu̇
α.
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hαβ
(
hλδ
)� (∇λu

β
)
hδγZ

γ = −hαβ
[

e−ωuλu̇δ + uδ
(
e−ωuλ

)�
] (

∇λu
β
)
hδγZ

γ

= −e−ωhαβ u̇δu̇
βhδγZ

γ ; (B.5)

hαβh
λ
δ

(
∇λu

β
)�
hδγZ

γ = hαβu
δ
(
∇δ∇λu

β
)
hλγZ

γ

= hαβu
δ
(

Rβ
ρλδu

ρ +∇λ∇δu
β
)

hλγZ
γ , (B.6)

onde foi usada a definição do tensor de Riemann 1.21. Nesta expressão, temos

uδ
(
∇λ∇δu

β
)
hλγZ

γ = ∇λ

(
uδ∇δu

β
)
hλγZ

γ −
(
∇λu

δ
) (

∇δu
β
)
hλγZ

γ

=
(
∇λu̇

β
)
hλγZ

γ − Zλ
(
∇λu

δ
) (

∇δu
β
)
+ e−ω

(
∇λu

δ
) (

∇δu
β
)
uλuγZ

γ

=
(
∇λu̇

β
)
hλγZ

γ − uλ
(
∇λZ

δ
) (

∇δu
β
)
+ e−ωu̇δ

(
∇δu

β
)
uγZ

γ

=
(
∇λu̇

β
)
hλγZ

γ − Żδ
(
∇δu

β
)
+ e−ωu̇δ

(
∇δu

β
)
uγZ

γ , (B.7)

onde foi usada a 1.78 na passagem da segunda para a terceira igualdade. Obtemos, assim,

para a B.6,

hαβh
λ
δ

(
∇λu

β
)�
hδγZ

γ = hαβ

[(
∇λu̇

β
)
hλγZ

γ − Żδ
(
∇δu

β
)
+ e−ωu̇δ

(
∇δu

β
)
uγZ

γ
]

+

+ hαβR
β
ρλδu

ρuδhλγZ
γ . (B.8)

Para o quarto termo da B.1, temos:

hαβh
λ
δ

(
∇λu

β
) (
hδγ
)�
Zγ = −hαβhλδ

(
∇λu

β
) [

u̇δe−ωuγ + uδ
(
e−ωuγ

)�
]

Zγ

= −e−ωhαβ
(
u̇λ − e−ωuλuδu

ρ∇ρu
δ
)
uγZ

γ∇λu
β

= −e−ωhαβ u̇
λuγZ

γ∇λu
β , (B.9)

e, para o último, reescrevemos hλδ
(
∇λu

β
)
hδγŻ

γ como
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hλγ
(
∇λu

β
)
Żγ =

(
∇λu

β
)
Żλ − uλuγ

(
∇λu

β
)
Żγ =

=
(
∇λu

β
)
Żλ − uγu̇

βuα∇αZ
γ =

(
∇λu

β
)
Żλ − uγu̇

βZα∇αu
γ =

=
(
∇λu

β
)
Żλ . (B.10)

Somando todos os termos, obtemos, depois de simplificar,

D

Dτ

(

⊥ D

Dτ
⊥Zα

)

=
[

−e−ωuαu̇β
(
∇δu

β
)
+ hαβ

(

−e−ωu̇δu̇
β +∇δu̇

β +Rβ
ρδλu

ρuλ
)]

hδγZ
γ .

(B.11)

Fazendo a projeção no espaço perpendicular a uα, obtemos

⊥ D

Dτ

(

⊥ D

Dτ
⊥Zα

)

= hαβh
λ
γ

[

Rβ
ρλδu

ρuδ +∇λu̇
β − e−ωu̇λu̇

β
]

Zγ , (B.12)

que dá a aceleração relativa entre duas curvas vizinhas numa congruência.
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APÊNDICE C -- Cálculo expĺıcito da

invariância do redshift

Na seção 3.4 foi obtido o redshift devido a variação do fator de escala num modelo

cosmológico de FLRW, no calibre de Einstein, como sendo o mesmo para os três tipos

de seção espacial. Esses modelos, sendo conformalmente planos, admitem um sistema de

coordenadas em que são descritos por uma métrica consistindo numa função escalar multi-

plicando a de Minkowski. Estando, então, nesse sistema de coordenadas, podemos efetuar

a transformação de calibre da nossa geometria e levar a métrica curva de FLRW na plana

da relatividade especial. O campo escalar geométrico, que antes era nulo, passa a ter uma

dependência espaço-temporal e, em virtude da invariância de calibre do redshift, devemos

ter preservados os mesmos resultados. Este campo escalar seria, portanto, inteiramente

responsável pelo efeito.

As transformações de coordenadas que levam a métrica de FLRW 3.40 na de Min-

kowski multiplicada por um fator conforme dependem da seção espacial considerada e, por-

tanto, faremos o tratamento separadamente para cada caso. Exibiremos a transformação

de coordenadas mencionada para cada um deles assim como obteremos as expressões para

a velocidade do observador/emissor e do vetor de propagação do raio luminoso no novo

sistema de coordenadas. Feito isso, faremos a transformação de calibre e verificaremos

que esses vetores, de fato, transformam-se como colocado no final da seção 3.3. Com suas

novas expressões, reobteremos o mesmo valor do calibre de Einstein para o redshift nos

três casos de seção espacial.

C.1 Caso plano

Para a transformação de coordenadas mencionada acima, queremos que ela permita

a igualdade
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ds2 = dη2 − a2(η)
[
dρ2 + ρ2dΩ2

]
= e−Λ(t)

[
dt2 − dr2 − r2dΩ2

]
. (C.1)

Isto se consegue fazendo

dt =
dη

a(η)
, (C.2)

r = ρ , (C.3)

e−Λ(t) = A2(t) (A ≡ a ◦ η) . (C.4)

Estas relações nos dão os seguintes elementos da matriz de transformação:

∂t

∂η
=

1

a(η)
,

∂t

∂ρ
= 0 , (C.5)

∂r

∂η
= 0 ,

∂r

∂ρ
= 1 . (C.6)

Para sua inversa, temos,

∂η

∂t
= A(t) ,

∂η

∂r
= 0 , (C.7)

∂ρ

∂t
= 0 ,

∂ρ

∂r
= 1 . (C.8)

A partir delas, a velocidade do observador/emissor, uα, dado pela equação 3.41, e do vetor

de propagação, kα, dado pela 3.42, escrevem-se, nessas novas coordenadas como

u′α = (
1

a(η)
, 0, 0, 0) ⇔ u′α = (a(η), 0, 0, 0) , (C.9)

k′α =
1

a2(η)
(1,±1, 0, 0) ⇔ k′α = (1,∓1, 0, 0) . (C.10)

Após efetuarmos a transformação de calibre, devemos ter, de acordo com as 3.31 e

3.32, e considerando a C.4:
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u′α → U ′α = (eΛ(t)/2, 0, 0, 0) ⇔ u′α → U ′

α = (eΛ(t)/2, 0, 0, 0) , (C.11)

k′α → K ′α = (1,±1, 0, 0) ⇔ k′α → K ′

α = (1,∓1, 0, 0) . (C.12)

Dada a invariância de calibre da equação da geodésica para uα, 1.48, e da equivalente

riemanniana para o vetor kα, 3.21, eles ainda devem obedecer as equações

U̇ ′α = U ′β∇βU
′α = 0 , (C.13)

K ′α∇̂αK
′β = 0 . (C.14)

A segunda delas é trivial de verificar, pois sendo a conexão riemanniana escrita, agora,

com a métrica de Minkowski, ela se anula e a equação consiste apenas na contração de

K ′α com suas derivadas parciais. Sendo um vetor constante, o resultado não poderia ser

outro. Para a primeira delas, basta perceber que nem a conexão nem a velocidade se

alteram pela transformação. O resultado deve seguir necessariamente.

Vemos, então, que após a transformação de calibre, obtivemos novos vetores corres-

pondendo a velocidades de observadores/emissores e de propagação de raios luminosos

que, de fato, são dados pelas transformações obtidas no final da seção 3.3. A verificação

da invariância de calibre do redshift, quando calculado através da 3.23, é imediata.

Para a expressão 3.29, notemos que, da 1.93, podemos escrever

θαβ = θ̂αβ −
1

2
hαβu

γωγ . (C.15)

A partir do novo operador de projeção transformado e usando a C.11, temos θ̂αβ = 0.

Portanto, ficamos com

θαβ = −1

2
hαβU

γ∂γΛ . (C.16)

A transformação do vetor nα, dado pela 3.24, por sua vez, nos dá para a 3.29:

dλ

λ
= −e

−Λ

2
(Uα∂αΛ)Uβdx

′β = −e
−Λ

2

(

e
Λ
2
dΛ(t)

dt

)

eΛ/2dt = −1

2
dΛ . (C.17)
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Substituindo a C.4, nesta, obtemos

d (lnλ) = d (lnA) , (C.18)

dando, novamente, para o redshift :

1 + z =
λo
λe

=
A(to)

A(te)
=
a(ηo)

a(ηe)
, (C.19)

como esperávamos.

C.2 Caso hiperbólico

Neste caso, queremos obter, por uma transformação de coordenadas, a igualdade

ds2 = dη2 − a2(η)
[
dρ2 + senh2(ρ)dΩ2

]
= e−Λ(η(t,r))

[
dt2 − dr2 − r2dΩ2

]
. (C.20)

Isto se consegue fazendo:

r = e
Λ(η)
2 a(η) senh(ρ) , (C.21)

t = e
Λ(η)
2 a(η) cosh(ρ) , (C.22)

ou

ρ = atgh
(r

t

)

=
1

2
ln

(
t + r

t− r

)

, (C.23)

e
Λ(η)
2 a(η) =

√
t2 − r2 . (C.24)

Com a imposição adicional que

dΛ(η)

dη
= − 2

a(η)

d

dη
[a(η) + σ0η] ⇔ d

dη

[

e
Λ(η)
2 a(η)

]

= −σ0e
Λ(η)
2 , (C.25)

onde σ0 = ±1. Em outras ocasiões mais adiante, teremos novas arbitrariedades de sinais
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nas expressões usadas. Portanto, denotaremo-las por σα = ±1 (α = 0, ..., 3), onde cada

uma delas pode assumir seus valores independentemente umas das outras.

Para os elementos da matriz de transformação, temos

∂t

∂η
= −σ0e

Λ(η)
2 cosh(ρ) = −σ0

t

a(η)
,

∂t

∂ρ
= e

Λ(η)
2 a(η) senh(ρ) = r , (C.26)

∂r

∂η
= −σ0e

Λ(η)
2 senh(ρ) = −σ0

r

a(η)
,

∂r

∂ρ
= e

Λ(η)
2 a(η) cosh(ρ) = t , (C.27)

onde foi usada a C.25 no cálculo das derivadas com respeito a η. Para a matriz inversa,

temos os elementos:

∂η

∂t
= −σ0

t

eΛ(η)a(η)
= −σ0

a(η)t

t2 − r2
,

∂η

∂r
= σ0

r

eΛ(η)a(η)
= σ0

a(η)r

t2 − r2
, (C.28)

∂ρ

∂t
= − r

t2 − r2
,

∂ρ

∂r
=

t

t2 − r2
, (C.29)

em que, para o cálculo das derivadas de η, partiu-se das C.24 e C.25, onde temos

∂

∂t

[

e
Λ
2 a
]

=
t√

t2 − r2
=

d

dη

[

e
Λ
2 a
]

︸ ︷︷ ︸

=−σ0e
Λ
2

∂η

∂t
⇒ ∂η

∂t
= −σ0

e
−Λ
2 t√

t2 − r2
. (C.30)

E, analogamente, foi feito para ∂η
∂r
.

Com eles, os vetores uα e kα, nessas novas coordenadas, ficam:

u′α = −σ0
e

Λ
2

√
t2 − r2

(t, r, 0, 0) ⇔ u′α = −σ0
e−

Λ
2

√
t2 − r2

(t,−r, 0, 0) , (C.31)

k′α =
1

a2
(−σ0t+ σ1r , −σ0r + σ1t , 0, 0) ⇔ k′α =

e−Λ

a2
(−σ0t + σ1r , σ0r − σ1t , 0, 0) .

(C.32)

Onde σ1 corresponde ao sinal escolhido para kα em 3.42.

Delas, após efetuarmos a transformação de calibre, devemos ter:
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u′α → U ′α = −σ0
e

Λ
2

√
t2 − r2

(t, r, 0, 0) ⇔ u′α → U ′

α = −σ0
e

Λ
2

√
t2 − r2

(t,−r, 0, 0) ,
(C.33)

k′α → K ′α =
1

t2 − r2
(−σ0t+ σ1r , −σ0r + σ1t , 0, 0) ⇔

⇔ k′α → K ′

α =
1

t2 − r2
(−σ0t + σ1r , σ0r − σ1t , 0, 0) . (C.34)

Para verificarmos se este novo vetor Uα ainda corresponde a uma geodésica na nova

métrica transformada (ηµν), notemos que

U ′α∇αU
′β = 0 ⇔ r

∂Λ

∂t
+ t

∂Λ

∂r
=
dΛ

dη

[

r
∂η

∂t
+ t

∂η

∂r

]

= 0 (C.35)

o que é verdadeiro em virtude da C.28.

Para verificar que o novo vetor K ′α ainda obedece a equação C.14, consideremos todas

as possibilidades de sinais arbitrários em sua expressão. Feito isso, vemos que ele pode

ser reescrito como

K ′α =
σ2

t+ σ3r
(1,−σ3, 0, 0) ≡ kσ2,σ3(1,−σ3, 0, 0) . (C.36)

A função kσ2,σ3 definida acima tem como argumento “t+σ3r”, i.e., kσ2,σ3 = kσ2,σ3(t+σ3r).

Com isso, para que este vetor obedeça a equação da geodésica com a conexão riemanniana,

que neste caso se anula, devemos ter:

∂kσ2,σ3

∂t
− σ3

∂kσ2,σ3

∂r
= 0 , (C.37)

o que pode ser facilmente verificado.

Voltando para sua expressão dada pela C.34, constrúımos o vetor n̄α dado pela trans-

formação de nα e, com ele, calculamos θαβn̄
αn̄β que, depois de simplificado, fica



137

θαβn̄
αn̄β = σ0

e−
Λ
2

√
t2 − r2

{

1− 1

2

[

t
∂Λ

∂t
+ r

∂Λ

∂r

]}

=

= σ0
e−Λ

a(η)

{

1− 1

2

dΛ

dη

[

t
∂η

∂t
+ r

∂η

∂r

]}

=

= σ0
e−Λ

a(η)

{

1− 1

2

dΛ

dη

[

−σ0
at2

t2 − r2
+ σ0

ar2

t2 − r2

]}
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, (C.38)

onde foram usadas as C.24 e C.28. A partir da C.25, ficamos com:

θαβn̄
αn̄β = σ0

e−Λ

a(η)

{

1− σ0

[
da(η)

dη
+ σ0

]}

= − 1

a(η)

da(η)

dη
e−Λ , (C.39)

em pleno acordo com as 3.36 e 3.44.

Sendo V o novo parâmetro v transformado, temos, agora

U ′

αK
′αdV = U ′

α

dx′α

dV
dV = U ′

αdx
′α = −σ0

e
Λ
2

√
t2 − r2

(tdt− rdr) =

= −σ0e
Λ
2 d

√
t2 − r2 = eΛdη ; (C.40)

também dentro do esperado e onde foram usadas as C.24 e C.25.

Com essas expressões, a 3.29 volta a nos dar a 3.45 e temos o resultado desejado.

C.3 Caso esférico

Para o caso esférico, basta fazermos a mudança:

a(η) → ±ia(η) , (C.41)

ρ→ ±iρ , (C.42)

na transformação usada no caso hiperbólico e seguirmos o tratamento da mesma forma.

O resultado final, 3.45, se repete.
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10 ALVES, G. A. Fótons não lineares: uma solução cosmológica não singular.
Dissertação (Mestrado em F́ısica) — Centro Brasileiro de Pesquisas F́ısicas, Rio de
Janeiro, 1986.

11 NOVELLO, M. et al. Geometrized instantons and the creation of the universe.
International Journal of Modern Physics D, v. 1, n. 3-4, p. 641–677, dez. 1992.

12 KONSTANTINOV, M. Y.; MELNIKOV, V.; NOVELLO, M. Numerical investigation
of integrable Weyl geometry in multidimensional cosmology. International Journal of
Modern Physics D, v. 4, n. 3, p. 339–355, jun. 1995.
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15 SALIM, J. M.; SAUTÚ, S. L. Nonsingular inflationary cosmologies in Weyl
integrable space-time. Classical and Quantum Gravity, v. 14, n. 10, p. 2833–2843, out.
1997.
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dezembro de 1995 à 5 de janeiro de 1996 pela The Hebrew University of Jerusalem: Inst.
Advanced Studies em Jerusalém, Israel. Versão digital em: arXiv:astro-ph/9606001.

34 BARTELMANN, M. Strong and weak lensing by galaxy clusters. In: BOWYER,
S.; HWANG, C.-Y. (Ed.). Matter and Energy in Clusters of Galaxies. San Francisco:
Astronomical Society of the Pacific, 2003. (ASP Conference Proceedings, v. 301),
p. 255–270. Conferência realizada de 23 à 27 de abril de 2002 na National Central
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