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Resumo

Usualmente, Lagrangeanos são constrúıdos a partir dos campos e de suas derivadas

primeiras. O prinćıpio de ação mı́nima, aplicado sobre tais funções, resulta em uma

equação diferencial de segunda ordem. Se admitirmos um Lagrangeano dependente de

derivadas superiores do campo, isto implicará em uma equação diferencial de ordem maior

do que dois para a sua propagação. Na primeira metade do século XX, as teorias com

derivadas superiores passaram a ser utilizadas para resolver problemas a respeito dos

“efeitos de alta freqüência”, apesar do surgimento do que ficou conhecido como “mo-

dos não-f́ısicos de propagação”. O presente trabalho começa com um breve apanhado

histórico desse problema, e segue pelo cálculo anaĺıtico de soluções de equações de campo

com derivadas superiores. O método é primeiramente descrito para o caso usual (2Φ = 0)

em duas dimesões e depois estendido para os casos 22Φ = 0 e 23Φ = 0. Uma solução

anaĺıtica para o caso não-homogêneo 22Φ = J também foi calculada. Tais soluções

foram testadas numericamente com o intuito de contornarmos os modos não-f́ısicos de

propagação. Há, ainda, no presente trabalho, uma extensão para os casos fermiônicos e

também para o caso tridimensional.
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Abstract

Usually, Lagrangeans are constructed from fields and their first derivatives. The principle

of least action, applied to such functions gives us a differential equation of second order.

If we start with a Lagrangean with higher derivatives of the field, the resulting differential

equation will have a higher order as well. In the first half of the 20th century, theories

with higher derivatives began to be used to solve “high frequency effects”, despite the

“non-physical propagation modes” that arised. The present work begins with a brief

history of this problem, followed by the analytical solutions of (2Φ = 0), 22Φ = 0 and

23Φ = 0 in two dimensions. The solution for the non-homogeneous case 22Φ = J was

aldo computed. These solutions were tested numerically, hoping we could eliminate the

non-physical propagation modes. This work also has an extension of such methods to the

fermionic cases and also for the tridimensional case.

iv



Sumário

Agradecimentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i

Resumo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii

Abstract . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iv

Sumário . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v

Introdução 1

1 A Equação de D’Alembert 12

1.1 D’Alembertiano (1+1) sem fonte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2 D’Alembertiano (1+1) com fonte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3 D’Alembertiano ao quadrado (1+1) sem fonte . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4 D’Alembertiano ao quadrado (1+1) com fonte . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2 A Equação de D’Alembert em terceira ordem 26

2.1 Construindo a solução geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.2 Obtendo a solução geral — parte I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.3 Construindo a solução geral — parte II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

v



3 Análise quantitativa de alguns casos particulares 37
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Caṕıtulo 1

A Equação de D’Alembert

Partindo de um lagrangiano do tipo

L =
1

2
∂µΦ(x)∂µΦ(x)

obtém-se, para a função Φ(x), a seguinte relação:

2Φ = 0.

Mas, em prinćıpio, não haveria porque limitarmos nossa função inicial às primeiras

derivadas do potencial somente, e podeŕıamos, então, escrever um lagrangiano que depen-

desse de derivadas segundas:

L =
1

2
∂µ∂νΦ(x)∂µ∂νΦ(x)

resultando, agora, em

22Φ = 0.

Neste caṕıtulo, vamos calcular as soluções anaĺıticas gerais para ambos os casos citados

acima, em um regime bidimensional.
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1.1 D’Alembertiano (1+1) sem fonte

A equação que nos propormos a resolver é

2Φ = 0

∂2Φ

∂x2
− 1

v2

∂2Φ

∂t2
= 0

Onde v é a velocidade da onda representada pela função Φ. Transformando as variáveis

x e t em ξ = x − vt (right-movers) e η = x + vt (left-movers), e tomando a velocidade

como unitária, a equação de D’Alembert pode ser reescrita como:

∂2Φ̃

∂ξ∂η
= 0

A solução proposta é a superposição de duas funções independentes, uma com dependência

em ξ e a outra em η:

Φ̃(ξ, η) = f(ξ) + g(η).

As condições iniciais são

Φ(x; 0) = F (x),
∂Φ(x; 0)

∂t
= G(x),

F (x) = f(x) + g(x)⇒ f(x) = F (x)− g(x). (1.1)

Derivando, temos:

f ′(x) = F ′(x)− g′(x), (1.2)

e

G(x) =
∂

∂t

[
f(ξ) + g(η)

]
t=0

=

[
∂f(ξ)

∂t
+
∂g(η)

∂t

]
t=0

=

=

[
∂f(ξ)

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂g(η)

∂η

∂η

∂t

]
t=0

= −f ′(x) + g′(x).
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Logo,

g′(x) = G(x) + f ′(x). (1.3)

Com as equações (1.2) e (1.3), podemos eliminar f ′, ficando com

g′(x) =
1

2
F ′(x) +

1

2
G(x)⇒ g(x) =

1

2
F (x) +

1

2

∫ x

a
dyG(y). (1.4)

Substituindo (1.4) em (1.1), obtemos a seguinte expressão para f :

f(x) = F (x)−
[

1

2
F (x) +

1

2

∫ x

a
dyG(y)

]
⇒ f(x) =

1

2
F (x)− 1

2

∫ x

a
dyG(y).

Estendendo as soluções para um t qualquer, ficamos com:

f(ξ) =
1

2
F (ξ)− 1

2

∫ ξ

a
dyG(y),

g(η) =
1

2
F (η) +

1

2

∫ η

a
dyG(y),

Φ̃(ξ; η) = f(ξ) + g(η) =
1

2
F (ξ)− 1

2

∫ ξ

a
dyG(y) +

1

2
F (η) +

1

2

∫ η

a
dyG(y),

Φ̃(ξ; η) =
1

2
F (ξ) +

1

2
F (η) +

1

2

∫ η

ξ
dyG(y),

o que, voltando para as variáveis x e t, nos dá

Φ(x; t) =
1

2
F (x− t) +

1

2
F (x+ t) +

1

2

∫ x+t

x−t
dyG(y). (1.5)

Essa é a solução para a equação de D’Alembert homogênea em duas dimensões (1+1).

1.2 D’Alembertiano (1+1) com fonte

A equação a ser agora resolvida se altera para:

2Φ = J(t;x),
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E, derivando no tempo:

Φ̇h(0;x) = Φ̇(0;x)− ∂ΦJ(t;x)

∂t

∣∣∣∣∣
t=0

.

Para avaliarmos o segundo termo do lado direito da igualdade, convém retomarmos a

nossa mudança de variáveis:

ΦJ(t;x) = Φ̃J(ξ; η),

˙̃ΦJ =
∂Φ̃J

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂Φ̃J

∂η

∂η

∂t
= −∂Φ̃J

∂ξ
+
∂Φ̃J

∂η
.

E

∂Φ̃J

∂ξ
=

∂

∂ξ

[
−
∫ ξ

0
dα
∫ η

0
dβJ̃(α; β)

]
,

∂Φ̃J

∂ξ
= −

∫ η

0
dβJ̃(ξ; β).

Analogamente,

∂Φ̃J

∂η
= −

∫ ξ

0
dαJ̃(α; η).

E, portanto,

Φ̇h(0;x) = G(x)−
∫ x

0
dβJ̃(x; β) +

∫ x

0
dαJ̃(α;x) = G(x).

Como vimos na seção anterior, a solução para a equação homogênea já foi resolvida. Basta

reescrevermos aquela solução, com as condições iniciais modificadas, F e G. Ou seja:

2Φh(x; t) = 0,

Φh(0; t) = F(x), Φ̇h(0; t) = G(x),

Φh(x; t) =
1

2
F(x− t) +

1

2
F(x+ t) +

1

2

∫ x+t

x−t
dyG(y).

16



E, portanto, a solução final para a equação de D’Alembert em duas dimensões (1+1) com

uma fonte externa é:

Φ(x; t) =
1

2
F(x− t) +

1

2
F(x+ t) +

1

2

∫ x+t

x−t
dyG(y) +

∫ x−t

0
dα
∫ x+t

0
dβJ̃(α; β). (1.8)

1.3 D’Alembertiano ao quadrado (1+1) sem fonte

A mudança de variáveis usual nos leva à seguinte equação diferencial:

∂4Φ̃

∂ξ2∂η2
= 0.

A solução mais geral é da forma:

Φ̃(ξ, η) = f(ξ) + g(η) + ξh(η) + ηr(ξ),

e as condições de contorno são:

F (x) = Φ(x; 0), G(x) =
d

dt
Φ(x; 0), H(x) =

d2

dt2
Φ(x; 0), R(x) =

d3

dt3
Φ(x; 0).

As derivadas temporais de Φ̃, a partir de sua forma mais geral, são:

dΦ̃

dt
= −∂f

∂ξ
+
∂g

∂η
− h(η) + ξ

∂h

∂η
+ r(ξ)− η∂r

∂ξ

d2Φ̃

dt2
=

∂2f

∂ξ2
+
∂2g

∂η2
− 2

∂h

∂η
+ ξ

∂2h

∂η2
− 2

∂r

∂ξ
− η∂

2r

∂ξ2

d3Φ̃

dt3
= −∂

3f

∂ξ3
+
∂3g

∂η3
− 3

∂2h

∂η2
+ ξ

∂3h

∂η3
+ 3

∂2r

∂ξ2
− η∂

3r

∂ξ3
.

Lembrando das condições iniciais:

F (x) = f(x) + g(x) + xh(x) + xr(x) (1.9)
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G(x) = −f ′(x) + g′(x) + xh′(x)− xr′(x)− h(x) + r(x) (1.10)

H(x) = f ′′(x) + g′′(x) + xh′′(x) + xr′′(x)− 2h′(x)− 2r′(x) (1.11)

R(x) = −f ′′′(x) + g′′′(x) + xh′′′(x)− xr′′′(x)− 3h′′(x) + 3r′′(x). (1.12)

Seguem-se, agora, alguns longos passos algébricos, que serão aqui descritos de forma

sucinta.

Primeiramente, partiremos da equação (1.9), isolando a função f e derivando sucessivas

vezes:

f(x) = F (x)− g(x)− xh(x)− xr(x)

f ′(x) = F ′(x)− g′(x)− h(x)− xh′(x)− r(x)− xr′(x)

f ′′(x) = F ′′(x)− g′′(x)− 2h′(x)− xh′′(x)− 2r′(x)− xr′′(x)

f ′′′(x) = F ′′′(x)− g′′′(x)− 3h′′(x)− xh′′′(x)− 3r′′(x)− xr′′′(x).

Feito isso, vamos substituir f ′ na equação (1.10), obtendo:

F ′(x) +G(x) = 2g′(x) + 2xh′(x) + 2r(x). (1.13)

Substituindo f ′′ na equação (1.11) e f ′′′ em (1.12), ficamos com:

F ′′(x)−H(x) = 4h′(x) + 4r′(x) (1.14)

F ′′′(x) +R(x) = 2g′′′(x) + 2xh′′′(x) + 6r′′(x). (1.15)

Isolando r em (1.13) e diferenciando, ficamos com:

r(x) =
F ′(x) +G(x)

2
− g′(x)− xh′(x)
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r′(x) =
1

2
F ′′(x) +

1

2
G′(x)− g′′(x)− h′(x)− xh′′(x)

r′′(x) =
1

2
F ′′′(x) +

1

2
G′′(x)− g′′′(x)− 2h′′(x)− xh′′′(x).

Substituindo as derivadas de r nas equações (1.14) e (1.15), ficamos com:

F ′′(x) + 2G′(x) +H(x) = 4g′′(x) + 4xh′′(x) (1.16)

2F ′′′(x) + 3G′′(x)−R(x) = 4g′′′(x) + 4xh′′′(x) + 12h′′(x). (1.17)

Isolaremos g′′ em (1.16), derivando em seguida:

g′′(x) =
1

4
F ′′(x) +

1

2
G′(x) +

1

4
H(x)− xh′′(x) (1.18)

g′′′(x) =
1

4
F ′′′(x) +

1

2
G′′(x) +

1

4
H ′(x)− h′′(x)− xh′′′(x). (1.19)

Substituindo (1.19) em (1.17), obtemos:

h′′(x) =
1

8
F ′′′(x) +

1

8
G′′(x)− 1

8
H ′(x)− 1

8
R(x),

o que implica em:

h′(x) =
1

8
F ′′(x) +

1

8
G′(x)− 1

8
H(x)− 1

8

∫ x

a
dyR(y) + C1

h(x) =
1

8
F ′(x) +

1

8
G(x)− 1

8

∫ x

a
dyH(y)− 1

8

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzR(z) + C1x+ C2.

Uma vez conhecendo a forma geral da função h, podemos voltar à função g, a partir

de (1.18):

g′′(x) =
1

4
F ′′(x)− 1

8
xF ′′′(x) +

1

2
G′(x)− 1

8
xG′′(x) +

1

4
H(x) +

1

8
xH ′(x) +

1

8
xR(x)

g′(x) =
3

8
F ′(x)− 1

8
xF ′′(x) +

5

8
G(x)− 1

8
xG′(x) +

1

8
xH(x) +

1

8

∫ x

a
dyH(y) +
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+
1

8

∫ x

a
dyyR(y) + C3

g(x) =
1

2
F (x)− 1

8
xF ′(x)− 1

8
G(x) +

3

4

∫ x

a
dyG(y) +

1

8

∫ x

a
dy
∫ x

a
dzH(z) +

1

8

∫ x

a
dyyH(y) +

+
1

8

∫ x

a
dy
∫ x

a
dzzR(z) + C3x+ C4.

Lembrando que

r(x) =
1

2
F ′(x) +

1

2
G(x)− g′(x)− xh′(x),

é só substitir g′ e h′ para obtermos r:

r(x) =
1

8
F ′(x)− 1

8
G(x)− 1

8

∫ x

a
dyH(y) +

1

8
x
∫ x

a
dyR(y)− 1

8

∫ x

a
dyyR(y)− C1x− C3.

E, por fim, devemos substituir g, h e r na equação para f :

f(x) = F (x)− g(x)− xh(x)− xr(x)

f(x) =
1

2
F (x)− 1

8
F ′(x) +

1

8
xG(x)− 3

4

∫ x

a
dyG(y)− 1

8

∫ x

a
dyyH(y) +

1

4
x
∫ x

a
dyH(y)−

+
1

8

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzH(z)− 1

8
x2
∫ x

a
dyR(y) +

1

8
x
∫ x

a
dyyR(y) +

1

8
x
∫ x

a
dy
∫ y

a
dzR(z)−

+
1

8

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzR(z)− C2x− C4.

Estamos prontos, agora, para escrever a expressão geral para a função Φ̃:

Φ̃(ξ; η) = f(ξ) + g(η) + ξh(η) + ηr(ξ),

Φ̃(ξ; η) =
1

2
F (ξ) +

1

2
F (η)− 1

8
(ξ − η)F ′(ξ) +

1

8
(ξ − η)F ′(η) +

1

8
(ξ − η)G(ξ) +

+
1

8
(ξ − η)G(η) +

3

4

∫ η

ξ
dyG(y)− 1

8
(ξ − η)

∫ η

ξ
dyH(y) +

1

8
η
∫ ξ

a
dy
∫ y

a
dzR(z) +

−1

8
ξ
∫ η

a
dy
∫ y

a
dzR(z) +

1

8

∫ η

ξ
dy
∫ y

a
dzzR(z). (1.20)
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A equação (1.20) apresenta uma aparente dependência em a, um parâmetro de inte-

gração. Esta dependência é só aparente, como será mostrado a seguir.

Seja K a função de ξ, η e a composta pelos três últimos termos da equação (1.20):

8K(ξ, η, a) = η
∫ ξ

a
dy
∫ y

a
dzR(z)− ξ

∫ η

a
dy
∫ y

a
dzR(z) +

∫ η

ξ
dy
∫ y

a
dzzR(z).

Vamos criar duas novas funções:

Ω(z) =
∫
R(z)dz ; Γ(z) =

∫
Ω(z)dz .

Portanto, integrando o terceiro termo de K por partes, ficamos com:

8K(ξ, η, a) = η
∫ ξ

a
dy
[
Ω(y)− Ω(a)

]
− ξ

∫ η

a
dy
[
Ω(y)− Ω(a)

]
+

+
∫ η

ξ
dy
[
yΩ(y)− aΩ(a)− Γ(y) + Γ(a)

]
8K(ξ, η, a) = ηΓ(ξ)− ηΓ(a)− ηξΩ(a) + ηaΩ(a)− ξΓ(η) + ξΓ(a) + ηξΩ(a)− ξaΩ(a) +

+ηΓ(η)− ξΓ(ξ)−
∫ η

ξ
Γ(y)dy − aηΩ(a) + ηaΩ(a)−

∫ η

ξ
Γ(y)dy + ηΓ(a)− ξΓ(a)

8K(ξ, η) = (η − ξ)
[
Γ(η) + Γ(ξ)

]
− 2

∫ η

ξ
Γ(y)dy.

A função K é, portanto, independente de a. Um método mais direto de verificar tal

afirmação é derivar a equação (1.20) em relação a a. O resultado é zero, o que comprova

que não há dependência alguma (tal derivação pode ser feita com o aux́ılio do MAPLE).

Assim:

Φ(t;x) = Φ̃(ξ; η) =
1

2
F (ξ) +

1

2
F (η)− 1

8
(ξ − η)F ′(ξ) +

1

8
(ξ − η)F ′(η) +

1

8
(ξ − η)G(ξ) +

+
1

8
(ξ − η)G(η) +

3

4

∫ η

ξ
dyG(y)− 1

8
(ξ − η)

∫ η

ξ
dyH(y) +

1

8
(η − ξ)

[
Γ(η) + Γ(ξ)

]
+

−1

4

∫ η

ξ
Γ(y)dy. (1.21)
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condição:

3(Φ̈)2 > 2(Φ̇′)2 + (Φ′′)2.

1.4 D’Alembertiano ao quadrado (1+1) com fonte

A possibilidade do surgimento de soluções não-f́ısicas, como visto ao fim da seção anterior,

nos leva a considerar a abordagem proposta por Narnhofer e Thirring [22]: fontes externas

que eliminem os modos não-f́ısicos da solução geral.

Assim, partiremos da equação:

22Φ = J(x; t)

o que nos dá, com a mudança usual de variáveis,

∂4Φ̃

∂ξ2∂η2
= J̃(ξ, η).

A solução particular da parte inomogênea é:

Φ̃J(ξ, η) =
∫ ξ

0
dα
∫ α

0
dβ
∫ η

0
dγ
∫ γ

0
dδJ̃(β, δ).

A solução geral será:

Φ̃(ξ, η) = Φ̃h(ξ, η) + Φ̃J(ξ, η)

Φ(t, x) = Φh(t, x) + ΦJ(t, x),

com as condições de contorno usuais:

F (x) = Φ(x; 0) G(x) =
d

dt
Φ(x; 0) H(x) =

d2

dt2
Φ(x; 0) R(x) =

d3

dt3
Φ(x; 0).
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Para resolver essa equação, usaremos a mesma abordagem da Seção 1.2, com o intuito

de aproveitarmos o resultado obtido na Seção 1.3.

Φh(0, x) = Φ(0;x)− ΦJ(0, x)

Φh(0, x) = F (x)−
∫ ξ

0
dα
∫ α

0
dβ
∫ η

0
dγ
∫ γ

0
dδJ̃(β, δ)

Φh(0, x) = F(x).

Assim, temos uma nova condição inicial, F no lugar de F .

Analogamente, teremos:

d

dt
Φh(0, x) = G(x) +

∫ ξ

0
dβ
∫ η

0
dγ
∫ γ

0
dδJ̃(β, δ)−

∫ ξ

0
dα
∫ α

0
dβ
∫ η

0
dδJ̃(β, δ)

d

dt
Φh(0, x) = G(x)

d2

dt2
Φh(0, x) = H(x)−

∫ η

0
dγ
∫ γ

0
dδJ̃(ξ, δ) + 2

∫ ξ

0
dβ
∫ η

0
dδJ̃(β, δ)−

∫ ξ

0
dα
∫ α

0
dβJ̃(β, η)

d2

dt2
Φh(0, x) = H(x)

d3

dt3
Φh(0, x) = R(x)−

∫ η

0
dγ
∫ γ

0
dδ

∂

∂ξ
J̃(ξ, δ)− 3

∫ η

0
dδJ̃(ξ, δ) +

+3
∫ ξ

0
dβJ̃(β, η)−

∫ ξ

0
dα
∫ α

0
dβ

∂

∂η
J̃(β, η)

d3

dt3
Φh(0, x) = R(x).

O resultado final é, portanto:

Φ̃(ξ; η) =
1

2
F(ξ) +

1

2
F(η)− 1

8
(ξ − η)F ′(ξ) +

1

8
(ξ − η)F ′(η) +

1

8
(ξ − η)G(ξ) +

+
1

8
(ξ − η)G(η) +

3

4

∫ η

ξ
dyG(y)− 1

8
(ξ − η)

∫ η

ξ
dyH(y) +

1

8
η
∫ ξ

a
dy
∫ y

a
dzR(z) +

−1

8
ξ
∫ η

a
dy
∫ y

a
dzR(z) +

1

8

∫ η

ξ
dy
∫ y

a
dzzR(z) +

∫ ξ

0
dα
∫ α

0
dβ
∫ η

0
dγ
∫ γ

0
dδJ̃(β, δ),

(1.22)
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onde as funções F , G, H e R são dadas por:

F(x) = F (x)−
∫ ξ

0
dα
∫ α

0
dβ
∫ η

0
dγ
∫ γ

0
dδJ̃(β, δ)

G(x) = G(x) +
∫ ξ

0
dβ
∫ η

0
dγ
∫ γ

0
dδJ̃(β, δ)−

∫ ξ

0
dα
∫ α

0
dβ
∫ η

0
dδJ̃(β, δ)

H(x) = H(x)−
∫ η

0
dγ
∫ γ

0
dδJ̃(ξ, δ) + 2

∫ ξ

0
dβ
∫ η

0
dδJ̃(β, δ)−

∫ ξ

0
dα
∫ α

0
dβJ̃(β, η)

R(x) = R(x)−
∫ η

0
dγ
∫ γ

0
dδ

∂

∂ξ
J̃(ξ, δ)− 3

∫ η

0
dδJ̃(ξ, δ) +

+3
∫ ξ

0
dβJ̃(β, η)−

∫ ξ

0
dα
∫ α

0
dβ

∂

∂η
J̃(β, η).

Novamente, a dependência em a é apenas aparente e isso pode ser facilmente demons-

trado através de uma derivação direta em relação a a.
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2.1 Construindo a solução geral

A solução mais geral é da forma:

Φ̃(ξ, η) = f(ξ) + g(η) + ξh(η) + ηr(ξ) + ξ2s(η) + η2u(ξ),

e as condições de contorno são:

F (x) = Φ(x; 0) G(x) =
d

dt
Φ(x; 0)

H(x) =
d2

dt2
Φ(x; 0) R(x) =

d3

dt3
Φ(x; 0)

S(x) =
d4

dt4
Φ(x; 0) U(x) =

d5

dt5
Φ(x; 0).

As derivadas temporais de Φ̃, a partir de sua forma mais geral, são:

dΦ̃

dt
= −∂f

∂ξ
+
∂g

∂η
− h(η) + r(ξ) + ξ

[
∂h

∂η
− 2s(η)

]
+ η

[
−∂r
∂ξ

+ 2u(ξ)

]
+ ξ2 ∂s

∂η
− η2∂u

∂ξ

d2Φ̃

dt2
=

∂2f

∂ξ2
+
∂2g

∂η2
− 2

∂h

∂η
− 2

∂r

∂ξ
+ 2s(η) + 2u(ξ) + ξ

[
∂2h

∂η2
− 4

∂s

∂η

]
+ η

[
∂2r

∂ξ2
− 4

∂u

∂ξ

]
+

+ξ2 ∂
2s

∂η2
+ η2∂

2u

∂ξ2

d3Φ̃

dt3
= −∂

3f

∂ξ3
+
∂3g

∂η3
− 3

∂2h

∂η2
+ 3

∂2r

∂ξ2
+ 6

∂s

∂η
− 6

∂u

∂ξ
+ ξ

[
∂3h

∂η3
− 6

∂2s

∂η2

]
+ η

[
−∂

3r

∂ξ3
+ 6

∂2u

∂ξ2

]
+

+ξ2 ∂
3s

∂η3
− η2∂

3u

∂ξ3

d4Φ̃

dt4
=

∂4f

∂ξ4
+
∂4g

∂η4
− 4

∂3h

∂η3
− 4

∂3r

∂ξ3
+ 12

∂2s

∂η2
+ 12

∂2u

∂ξ2
+ ξ

[
∂4h

∂η4
− 8

∂3s

∂η3

]
+

+η

[
∂4r

∂ξ4
− 8

∂3u

∂ξ3

]
+ ξ2 ∂

4s

∂η4
+ η2∂

4u

∂ξ4
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d5Φ̃

dt5
= −∂

5f

∂ξ5
+
∂5g

∂η5
− 5

∂4h

∂η4
+ 5

∂4r

∂ξ4
+ 20

∂3s

∂η3
− 20

∂3u

∂ξ3
+ ξ

[
∂5h

∂η5
− 10

∂4s

∂η4

]
+

+η

[
−∂

5r

∂ξ5
+ 10

∂4u

∂ξ4

]
+ ξ2 ∂

5s

∂η5
− η2∂

5u

∂ξ5
.

As condições iniciais nos levam ao seguinte sistema de equações:

F (x) = f(x) + g(x) + x[h(x) + r(x)] + x2[s(x) + u(x)] (2.1)

G(x) = −f ′(x) + g′(x)− h(x) + r(x) + x[h′(x)− r′(x)− 2s(x) + 2u(x)] +

+x2[s′(x)− u′(x)] (2.2)

H(x) = f ′′(x) + g′′(x)− 2h′(x)− 2r′(x) + 2s(x) + 2u(x) +

+x[h′′(x) + r′′(x)− 4s′(x)− 4u′(x)] + x2[s′′(x) + u′′(x)] (2.3)

R(x) = −f ′′′(x) + g′′′(x)− 3h′′(x) + 3r′′(x) + 6s′(x)− 6u′(x) +

+x[h′′′(x)− r′′′(x)− 6s′′(x) + 6u′′(x)] + x2[s′′′(x)− u′′′(x)] (2.4)

S(x) = f ′′′′(x) + g′′′′(x)− 4h′′′(x)− 4r′′′(x) + 12s′′(x) + 12u′′(x) +

+x[h′′′′(x) + r′′′′(x)− 8s′′′(x)− 8u′′′(x)] + x2[s′′′′(x) + u′′′′(x)] (2.5)

U(x) = −f ′′′′′(x) + g′′′′′(x)− 5h′′′′(x) + 5r′′′′(x) + 20s′′′(x)− 20u′′′(x) +

+x[h′′′′′(x)− r′′′′′(x)− 10s′′′′(x) + 10u′′′′(x)] + x2[s′′′′′(x)− u′′′′′(x)]. (2.6)

Seguem-se, novamente, alguns longos passos algébricos; mais uma vez tais procedi-

mentos serão descritos de forma sucinta.
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2.2 Obtendo a solução geral — parte I

Primeiramente, partiremos da equação (2.1), isolando a função f e derivando sucessivas

vezes:

f(x) = F (x)− g(x)− x[h(x) + r(x)]− x2[s(x) + u(x)]

f ′(x) = F ′(x)− g′(x)− h(x)− r(x)− x[h′(x) + r′(x) + 2s(x) + 2u(x)]− x2[s′(s) + u′(x)]

f ′′(x) = F ′′(x)− g′′(x)− 2h′(x)− 2r′(x)− 2s(x)− 2u(x) +

−x[h′′(x) + r′′(x) + 4s′(x) + 4u′(x)]− x2[s′′(s) + u′′(x)]

f ′′′(x) = F ′′′(x)− g′′′(x)− 3h′′(x)− 3r′′(x)− 6s′(x)− 6u′(x) +

−x[h′′′(x) + r′′′(x) + 6s′′(x) + 6u′′(x)]− x2[s′′′(s) + u′′′(x)]

f ′′′′(x) = F ′′′′(x)− g′′′′(x)− 4h′′′(x)− 4r′′′(x)− 12s′′(x)− 12u′′(x) +

−x[h′′′′(x) + r′′′′(x) + 8s′′′(x) + 8u′′′(x)]− x2[s′′′′(s) + u′′′′(x)]

f ′′′′′(x) = F ′′′′′(x)− g′′′′′(x)− 5h′′′′(x)− 5r′′′′(x)− 20s′′′(x)− 20u′′′(x) +

−x[h′′′′′(x) + r′′′′′(x) + 10s′′′′(x) + 10u′′′′(x)]− x2[s′′′′′(s) + u′′′′′(x)].

Feito isso, vamos substituir f ′ na equação (2.2), obtendo:

F ′(x) +G(x) = 2
{
g′(x) + r(x) + x[h′(x) + 2u(x)] + x2s′(x)

}
. (2.7)

Substituindo respectivamente f ′′ na equação (2.3), f ′′′ em (2.4), f ′′′′ em (2.5) e f ′′′′′

em (2.6), ficamos com:

F ′′(x)−H(x) = 4
{
h′(x) + r′(x) + 2x[s′(x) + u′(x)]

}
(2.8)

F ′′′(x) +R(x) = 2
{
g′′′(x) + 3r′′(x) + 6s′(x) + x[h′′′(x) + 6u′′(x)] + x2s′′′(x)

}
(2.9)
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F ′′′′(x)− S(x) = 8
{
h′′′(x) + r′′′(x) + 2x[s′′′(x) + u′′′(x)]

}
(2.10)

F ′′′′′(x)+U(x) = 2
{
g′′′′′(x)+5r′′′′(x)+20s′′′(x)+x[h′′′′′(x)+10u′′′′(x)]+x2s′′′′′(x)

}
. (2.11)

Devemos agora isolar r em (2.7), diferenciar quatro vezes e substituir os resultados

nas equações (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11). Com isso, obteremos:

F ′′(x) + 2G′(x) +H(x) = 4
[
g′′(x) + 2u(x) + xh′′(x) + x2s′′(s)

]
(2.12)

2F ′′′(x)+3G′′(x)−R(x) = 4
{
g′′′(x)+3h′′(x)+6u′(x)+x[h′′′(x)+6s′′(x)]+x2s′′′(x)

}
(2.13)

3F ′′′′(x)+4G′′′(x)+S(x) = 8
{
g′′′′(x)+2h′′′(x)+6u′′(x)+6s′′(x)+x[h′′′′(x)+4s′′′(x)]+x2s′′′′(x)

}
(2.14)

4F ′′′′′(x) + 5G′′′′(x)− U(x) = 8
{
g′′′′′(x) + 5h′′′′(x) + 10u′′′(x) + 10s′′′(x) +

+x[h′′′′′(x) + 10s′′′′(x)] + x2s′′′′′(x)
}
. (2.15)

Seguindo o roteiro usual, devemos isolar u em (2.12), diferenciar três vezes e substituir

os resultados nas equações (2.13), (2.14) e (2.15). Com isso, obteremos:

F ′′′(x) + 3G′′(x) + 3H ′(x) +R(x) = 8[g′′′(x) + xh′′′(x) + x2s′′′(x)] (2.16)

3F ′′′′(x)+8G′′′(x)+6H ′′(x)−S(x) = 16
{
g′′′′(x)+2h′′′(x)+x[h′′′′(x)+4s′′′(x)]+x2s′′′′(x)

}
(2.17)

6F ′′′′′(x) + 15G′′′′(x) + 10H ′′′(x) + U(x) = 16
{

2g′′′′′(x) + 5h′′′′(x) + 10s′′′(x) +

+2x[h′′′′′(x) + 5s′′′′(x)] + 2x2s′′′′′(x)
}

(2.18)
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O próximo passo é isolar g′′′ em (2.16), derivar duas vezes e substituir nas equações

(2.17) e (2.18).

F ′′′′(x) + 2G′′′(x)− 2R′(x)− S(x) = 16
[
h′′′(x) + 2xs′′′(x)

]
(2.19)

2F ′′′′′(x) + 3G′′′′(x)− 2H ′′′(x)− 4R′′(x) +U(x) = 16
[
h′′′′(x) + 6s′′′(x) + 2xs′′′′(x)

]
. (2.20)

Por fim, vamos isolar h′′′ em (2.19), diferenciar e substituir o resultado em (2.20). Com

isso, obtemos uma fórmula para s′′′ que depende somente das condições iniciais:

s′′′(x) =
1

64

[
F ′′′′′(x) +G′′′′(x)− 2H ′′′(x)− 2R′′(x) + S ′(x) + U(x)

]
. (2.21)

Integrando três vezes este resultado, obtemos uma expressão para s:

s(x) =
1

64

[
F ′′(x) +G′(x)− 2H(x)− 2

∫ x

a
dyR(y) +

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzS(z) +

+
∫ x

a
dy
∫ y

a
dz
∫ z

a
dwU(w) + C1x

2 + C2x+ C3

]
, (2.22)

onde C1, C2 e C3 são constantes de integração.

Conhecendo s e suas derivadas, obtemos expressões para h e g:

h(x) =
1

32

[
3F ′(x)−

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzF ′′′′(z) + 5G(x)−

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzG′′′(z) +

+2
∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzH ′′(z)− 2

∫ x

a
dyH(y)− 6

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzR(z) +

+2
∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzR′(z)−

∫ x

a
dy
∫ y

a
dz
∫ z

a
dwS(w)−

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzS(z) +

−
∫ x

a
dy
∫ y

a
dz
∫ z

a
dwwU(w) +

D1

2
x2 +D2x+D3

]
, (2.23)

g(x) =
1

64

[
14F (x)− 6

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzF ′′′(z) +

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzz2F ′′′′(z) + 34

∫ x

a
dyG(y) +
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−10
∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzG′′(z) +

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzz2G′′′(z) + 20

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzH(z) +

+4
∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzH ′(z)− 2

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzz2H ′′(z)− 4

∫ x

a
dy
∫ y

a
dz
∫ z

a
dwR(w) +

+12
∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzR(z)− 2

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzz2R′(z) + 2

∫ x

a
dy
∫ y

a
dz
∫ z

a
dwwS(w) +

+
∫ x

a
dy
∫ y

a
dzz2R′(z) +

∫ x

a
dy
∫ y

a
dz
∫ z

a
dww2U(w) +

E1

2
x2 + E2x+ E3

]
.(2.24)

2.3 Construindo a solução geral — parte II

De posse de g (equação 2.24), h (equação 2.23) e s (equação 2.22), obtemos u, r e f de

forma direta, porém muito trabalhosa:

u(x) =
1

128

[
2F ′′(x)− 2G′(x)− 4H(x) + 4

∫ x

a
dyR(y)− 2

∫ x

a
dyyS(y) + 2x

∫ x

a
dyS(y) +

−
∫ x

a
dyy2U(y) + 2x

∫ x

a
dyyU(y)− x2

∫ x

a
dyU(y)− E1 − 2D1x− C1x

2

]
, (2.25)

r(x) =
1

64

[
18F ′(x)− 8xF ′′(x)− x2F ′′′(x) + 6

∫ x

a
dyyF ′′′(y)−

∫ x

a
dyy2F ′′′′(y) +

+2x
∫ x

a
dyyF ′′′′(y)− 2G(x)− 8xG′(x)− x2G′′(x) + 10

∫ x

a
dyyG′′(y)−

∫ x

a
dyy2G′′′(y) +

+2x
∫ x

a
dyyG′′′(y) + 8xH(x) + 2x2H ′(x)− 20

∫ x

a
dyH(y)− 4

∫ x

a
dyyH ′(y) +

+2
∫ x

a
dyy2H ′′(y)− 4x

∫ x

a
dyyH ′′(y) + 2x2R(x) + 8x

∫ x

a
dyR(y) + 4

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzR(z) +

−12
∫ x

a
dyyR(y) + 2

∫ x

a
dyy2R′(y)− 4x

∫ x

a
dyyR′(y)− 3x2

∫ x

a
dyS(y) +

+4x
∫ x

a
dyyS(y)−

∫ x

a
dyy2S(y)− 2

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzS(z) + 2x

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzS(z) +

+x3
∫ x

a
dyU(y)− 2x2

∫ x

a
dyyU(y) + x

∫ x

a
dyy2U(y)− x2

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzU(z) +

+2x
∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzU(z)−

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzz2U(z)− E2 − 2D2x− C2x

2

]
, (2.26)
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f(x) =
1

128

[
64F (x)− 20F ′(x) + 2x2F ′′(x)− 120

∫ x

a
dyG(y) + 28xG(x)− 2x2G′(x) +

−24
∫ x

a
dy
∫ y

a
dzH(z)− 24

∫ x

a
dyyH(y)− 4x2H(x) + 24x

∫ x

a
dyH(y) +

+8
∫ x

a
dy
∫ y

a
dz
∫ z

a
dwR(w)− 32

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzR(z) + 4

∫ x

a
dyy2R(y) +

−2
∫ x

a
dy
∫ y

a
dzz2R(z) + 32x2

∫ x

a
dyR(y) + 32x

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzR(z) + 32x

∫ x

a
dyyR(y) +

−4
∫ x

a
dy
∫ y

a
dz
∫ z

a
dwwS(w) + 4x

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzS(z) + 2x

∫ x

a
dyy2S(y) +

−2x3
∫ x

a
dyS(y)− 2

∫ x

a
dy
∫ y

a
dz
∫ z

a
dww2U(w) + 4x

∫ x

a
dy
∫ y

a
dz
∫ z

a
dwwU(w) +

+2x
∫ x

a
dy
∫ y

a
dzz2U(z)− 4x2

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzzU(z) + 2x3

∫ x

a
dy
∫ y

a
dzU(z) +

−x4
∫ x

a
dyU(y)− 4x2

∫ x

a
dy
∫ y

a
dz
∫ z

a
dwU(w)− C1x

4 − C2x
3 − (D4 +D5)x+

−(E4 + E5)

]
. (2.27)

Finalmente, estendendo as soluções para t 6= 0 e juntando as soluções descritas nas

equações (2.22) a (2.27) na forma Φ̃(ξ, η) = f(ξ) + g(η) + ξh(η) + ηr(ξ) + ξ2s(η) + η2u(ξ),

ficamos com:

Φ̃(ξ, η) = − 1
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{
−100F (ξ)− 28F (η) + 48ξF ′(ξ)− 36ηF ′(ξ)− 12ξF ′(η) +

−12ξ2F ′′(ξ)− 2η2F ′′(ξ) + 16ξηF ′′(ξ)− 2ξ2F ′′(η) + 2ξ2(η − ξ)F ′′′(ξ) +

+16ξG(ξ) + 4ηG(ξ)− 20ξG(η) + 16ξ(η − ξ)G′(ξ) + 2η2G(ξ)− 2ξ2G′(η) +

+2ξ2(η − ξ)G′′(ξ) + 8ξ2H(ξ)− 16ξηH(ξ) + 4η2H(ξ) + 4ξ2H(η)− 4ξ2(η − ξ)H ′(ξ) +

−4ξ2(η − ξ)R(ξ)− 12(η − ξ)
∫ ξ

a
zF ′′′(z)dz − 4ξ(η − ξ)

∫ ξ

a
zF ′′′′(z)dz +

+2(η − ξ)
∫ ξ

a
z2F ′′′′(z)dz − 68

∫ η

ξ
G(y)dy − 20(η − ξ)

∫ ξ

a
zG′′(z)dz +
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−4ξ(η − ξ)
∫ ξ

a
zG′′′(z)dz − 2(η − ξ)

∫ ξ

a
z2G′′′(z)dz + 8ξ

∫ η

ξ
H(y)dy +

+40(η − ξ)
∫ ξ

a
H(z)dz + 8(η − ξ)

∫ ξ

a
zH ′(z)dz + 8ξ(η − ξ)

∫ ξ

a
zH ′′(z)dz +

−4(η − ξ)
∫ ξ

a
z2H ′′(z)dz + 4ξ2

∫ η

a
R(y)dy − 4η2

∫ ξ

a
R(y)dy +

−16ξ(η − ξ)
∫ ξ

a
R(y)dy + 24(η − ξ)

∫ ξ

a
zR(z)dz + 8ξ(η − ξ)

∫ ξ

a
zR′(z)dz +

−4(η − ξ)
∫ ξ

a
z2R′(z)dz + 2ξ(3ξη − 2ξ2 − η2)

∫ ξ

a
S(z)dz +

+2(3ξ2 − 4ξη + η2)
∫ ξ

a
zS(z)dz + 2(η − ξ)

∫ ξ

a
z2S(z)dz + ξ2(η − ξ)2

∫ ξ

a
U(z)dz +

−2ξ(η − ξ)2
∫ ξ

a
zU(z)dz + (η − ξ)2

∫ ξ

a
z2U(z)dz + 12

∫ η

ξ

∫ y

a
zF ′′′(z)dzdy +

−2
∫ η

ξ

∫ y

a
z2F ′′′′(z)dzdy + 4ξ

∫ η

ξ

∫ y

a
zF ′′′′(z)dzdy + 20

∫ η

ξ

∫ y

a
zG′′(z)dzdy +

−2
∫ η

ξ

∫ y

a
z2G′′′(z)dzdy + 4ξ

∫ η

ξ

∫ y

a
zG′′′(z)dzdy − 40

∫ η

ξ

∫ y

a
H(z)dzdy +

−8
∫ η

ξ

∫ y

a
zH ′(z)dzdy + 4

∫ η

ξ

∫ y

a
z2H ′′(z)dzdy − 8ξ

∫ η

ξ

∫ y

a
zH ′(z)dzdy +

+24ξ
∫ η

ξ

∫ y

a
R(z)dzdy − 24

∫ η

ξ

∫ y

a
zR(z)dzdy − 8(η − ξ)

∫ ξ

a

∫ y

a
R(z)dzdy +

−8ξ
∫ η

ξ

∫ y

a
zR′(z)dzdy + 4

∫ η

ξ

∫ y

a
z2R′(z)dzdy +−4ξ(η − ξ)

∫ ξ

a

∫ y

a
S(z)dzdy +

−2ξ2
∫ η

ξ

∫ y

a
S(z)dzdy + 4ξ

∫ η

ξ

∫ y

a
zS(z)dzdy + 4(η − ξ)

∫ ξ

a

∫ y

a
zS(z)dzdy +

−2
∫ η

ξ

∫ y

a
z2S(z)dzdy + 2ξ2(η − ξ)

∫ ξ

a

∫ y

a
U(z)dzdy − 4ξ(η − ξ)

∫ ξ

a

∫ y

a
zU(z)dzdy +

+2(η − ξ)
∫ ξ

a

∫ y

a
z2U(z)dzdy + 8

∫ η

ξ

∫ y

a

∫ z

a
R(w)dwdzdy +

+4ξ
∫ η

ξ

∫ y

a

∫ z

a
S(w)dwdzdy − 4

∫ η

ξ

∫ y

a

∫ z

a
wS(w)dwdzdy +

−2
∫ η

ξ

∫ y

a

∫ z

a
w2U(w)dwdzdy + 4ξ

∫ η

ξ

∫ y

a

∫ z

a
wU(w)dwdzdy +

−2ξ2
∫ η

ξ

∫ y

a

∫ z

a
U(w)dwdzdy

}
. (2.28)

A aparente arbitrariedade na escolha de a não introduz, na realidade, qualquer am-

bigüidade. Como na caṕıtulo anterior, tal dependência em a é apenas aparente e isso
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pode ser facilmente demonstrado através de uma derivação direta em relação a a.

É interessante notar a presença de derivadas de F (primeira, segunda e terceira) e

derivadas de G (primeira e segunda) na solução geral acima. Esse fato dará origem a

soluções não-f́ısicas dependendo das condições iniciais arbitradas.

Essa discussão será aprofundada no próximo caṕıitulo.

Antes, porém, analogamente à seção 1.3, damos abaixo a contribuição para a densidade

de energia do sistema proveniente do termo de derivada superior introduzido.

θµν =
3

2
∂µ∂

α∂βΦ∂ν∂α∂βΦ− 1

4
ηµν∂

α∂β∂γΦ∂α∂β∂γΦ,

de onde, então, se lê

H = θ00 =
3

2
∂0∂

α∂βΦ∂0∂α∂βΦ− 1

4
∂α∂β∂γΦ∂α∂β∂γΦ.

Como feito ao final da seção 1.3, vamos explicitar as derivadas, obtendo:

H =
5

4
(
...

Φ)2 − 9

4
(Φ̈′)2 +

3

4
(Φ̇′′)2 +

1

4
(Φ′′′)2.

Logo, a energia será positiva sempre que a condição

5(
...

Φ)2 + 3(Φ̇′′)2 + (Φ′′′)2 > 9(Φ̈′)2

for respeitada.

Reunindo-se os posśıveis termos em uma única ação,

L =
1

2
∂µΦ∂µΦ +

ξ

2
∂µ∂νΦ∂

µ∂νΦ +
ζ

2
∂µ∂ν∂κΦ∂

µ∂ν∂κΦ,
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chega-se à expressão completa para a densidade de energia do modelo com derivadas

superiores:

E =
1

2
(Φ̇)2 +

1

2
(Φ′)2 +ξ

[
3

4
(Φ̈)2− 1

2
(Φ̇′)2− 1

4
(Φ′′)2

]
+ζ

[
5

4
(
...

Φ)2− 9

4
(Φ̈′)2 +

3

4
(Φ̇′′)2 +

1

4
(Φ′′′)2

]
.
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Caṕıtulo 3

Análise quantitativa de alguns casos

particulares

Neste caṕıtulo, usaremos as soluções obtidas nos dois caṕıtulos anteriores para, com o

aux́ılio do MAPLE, discutirmos o comportamento dos nossos campos evoluindo no tempo.

Para efeitos de comparação, as únicas condições iniciais não-nulas serão as funções F

e G, visto que são as únicas que aparecem em todas as soluções. As demais funções (H,

R, U e S) serão consideradas nulas.

Deste modo, a solução do D’Alembertiano simples, equação (1.5), permanece inalte-

rada:

Φ(x; t) =
1

2
F (x− t) +

1

2
F (x+ t) +

1

2

∫ x+t

x−t
dyG(y), (3.1)

a solução do D’Alembertiano ao quadrado, equação (1.20), torna-se:

ΦQ(x; t) =
1

2
F (x− t) +

1

2
F (x+ t)− 1

4
tF ′(x− t) +

1

4
tF ′(x+ t) +

1

4
tG(x− t) +
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+
1

4
tG(x+ t) +

3

4

∫ x+t

x−t
dyG(y) (3.2)

e a solução do D’Alembertiano ao cubo, equação (2.28), é escrita como:

ΦC(x; t) = − 1
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{
−100F (x− t)− 28F (x+ t) + 48(x− t)F ′(x− t)− 36(x+ t)F ′(x− t) +

−12(x− t)F ′(x+ t)− 12(x− t)2F ′′(x− t)− 2(x+ t)2F ′′(x− t) +

16(x− t)(x+ t)F ′′(x− t)− 2(x− t)2F ′′(x+ t) + 4(x− t)2tF ′′′(x− t) +

+16(x− t)G(x− t) + 4(x+ t)G(x− t)− 20(x− t)G(x+ t) + 32(x− t)tG′(x− t) +

+2(x+ t)2G(x− t)− 2(x− t)2G′(x+ t) + 4(x− t)2tG′′(x− t) +

−24t
∫ x−t

a
zF ′′′(z)dz − 8(x− t)t

∫ x−t

a
zF ′′′′(z)dz + 4t

∫ x−t

a
z2F ′′′′(z)dz +

−68
∫ x+t

x−t
G(y)dy − 40t

∫ x−t

a
zG′′(z)dz − 8(x− t)t

∫ x−t

a
zG′′′(z)dz +

−4t
∫ x−t

a
z2G′′′(z)dz + 12

∫ x+t

x−t

∫ y

a
zF ′′′(z)dzdy − 2

∫ x+t

x−t

∫ y

a
z2F ′′′′(z)dzdy +

+4(x− t)
∫ x+t

x−t

∫ y

a
zF ′′′′(z)dzdy + 20

∫ x+t

x−t

∫ y

a
zG′′(z)dzdy +

−2
∫ x+t

x−t

∫ y

a
z2G′′′(z)dzdy + 4(x− t)

∫ x+t

x−t

∫ y

a
zG′′′(z)dzdy

}
. (3.3)

A seguir, discutiremos algumas condições iniciais particulares.

3.1 Soluções descont́ınuas do caso homogêneo
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3.2 Soluções cont́ınuas do caso homogêneo
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3.3 Análise do caso não-homogêneo
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Caṕıtulo 4

Derivadas Superiores na Propagação

de Férmions

Neste caṕıtulo, abordaremos casos “semi-inteiros” do D’Alembertiano.

O primeiro desses casos nada mais é do que a própria equação de Dirac:

iγµ∂µΨ(x; t) = 0.

O segundo é um acoplamento do operador D’Alembertiano ao operador de Dirac,

resultando em uma equação com derivadas superiores:

iγµ∂µ2Ψ(x; t) = 0.

Veremos ainda o caso:

iγµ∂µ2
2Ψ(x; t) = 0.

Os cálculos e as considerações presentes neste caṕıtulo derivam de [106].
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4.1 A equação de Dirac

Como primeiro caso, tomaremos uma part́ıcula sem massa em duas dimensões, descrita

pela usual equação de Dirac (h̄ = c = 1):

iγµ∂µΨ(x; t) = 0.

onde

γ0 =

 0 −i

i 0

 e γ1 =

 0 i

i 0

 ,

Ψ(x, t) é um espinor e pode ser escrito da seguinte forma:

Ψ(x, t) =

Ψ1(x, t)

Ψ2(x, t)

 .
ou, ainda, aplicando nossa mudança de variáveis usual:

Ψ̃(ξ, η) =

 Ψ̃1(ξ, η)

Ψ̃2(ξ, η)

 .
A equação de Dirac, reescrita em nossas variáveis left-movers e right-movers fica:

−2


∂Ψ̃2(ξ,η)

∂ξ

∂Ψ̃1(ξ,η)
∂η

 = 0.

As condições iniciais serão tomadas como:

Ψ(x, 0) =

A(x)

B(x)

 .
A solução é imediata e trivial:

Ψ̃(ξ, η) =

A(ξ)

B(η)

 ⇒ Ψ(x, t) =

A(x− t)

B(x+ t)

 . (4.1)
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Há, em [106], uma discussão subseqüente a respeito da relação entre as componentes

de quiralidade e dos modos de propagação do férmion.

Os projetores

PL ≡
1 + γ3

2
, PR ≡

1− γ3

2
,

onde γ3 = γ0γ1 = σz é o operador de quiralidade, indicam que Ψ1 corresponde à quira-

lidade left e Ψ2 à quiralidade right. Este conceito meramente algébrico é relacionado, em

[106], aos modos de propagação (right-movers, ξ = x− t, e left-movers, η = x+ t).

Da solução (4.1), vemos que o férmion com quiralidade left propaga-se sempre para

direita, enquanto que o férmion com quiralidade right propaga-se sempre para a esquerda.

Estas afirmações são invariantes sob transformações de Lorentz e são muito usadas em

estudos ligados às teorias de cordas.

4.2 O operador iγµ∂µ2

O operador em questão é uma conjugação direta de um operador D’Alembertiano com um

operador de Dirac. Usando a mesma forma espinorial para Ψ e a mesma transformação

de variáveis da seção anterior, a equação resultante será:

−4
∂2

∂ξ∂η

 0 ∂
∂ξ

∂
∂η

0


 Ψ̃1(ξ, η)

Ψ̃2(ξ, η)

 = 0.

que nos dá duas equações diferenciais não-acopladas:

∂3Ψ̃1(ξ, η)

∂η2∂ξ
= 0

∂3Ψ̃2(ξ, η)

∂ξ2∂η
= 0,
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cujas soluções mais gerais são, respecitivamente:

Ψ̃1(ξ, η) = f1(ξ) + g1(η) + ηh1(ξ)

Ψ̃2(ξ, η) = f2(ξ) + g2(η) + ξh2(η).

As condições iniciais serão tomadas como:

Ψ(x, 0) =

F (x)

G(x)



∂Ψ(x, 0)

∂t
=

H(x)

J(x)



∂2Ψ(x, 0)

∂t2
=

R(x)

S(x)

 .

Isso resulta em seis equações:

F (x) = f1(x) + g1(x) + xh1(x)

G(x) = f2(x) + g2(x) + xh2(x)

H(x) = −f ′1(x) + g′1(x) + h1(x)− xh′1(x)

J(x) = −f ′2(x) + g′2(x)− h2(x) + xh′2(x)

R(x) = f ′′1 (x) + g′′1(x)− 2h′1(x) + xh′′1(x)

S(x) = f ′′2 (x) + g′′2(x)− 2h′2(x) + xh′′2(x).

As soluções gerais encontradas em [106] são:

Ψ̃1(ξ, η) =
3

4
F (ξ) +

1

4
F (η)− 1

4
(ξ − η)F ′(ξ) +

1

2

∫ η

ξ
H(y)dy +

1

4

∫ η

ξ
dy
∫ y

ξ
R(z)dz,
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Ψ̃2(ξ, η) =
1

4
G(ξ) +

3

4
G(η) +

1

4
(ξ − η)G′(η) +

1

2

∫ η

ξ
J(y)dy − 1

4

∫ η

ξ
dy
∫ y

η
S(z)dz.

A esses resultados seguem considerações de Murga a respeito da relação entre as

soluções Ψ̃1(ξ, η) e Ψ̃2(ξ, η), reconhecendo uma “espécie de ‘dualidade’ ”. Esta questão é

apresentada em detalhes em [106].

4.3 O operador iγµ∂µ2
2

Temos agora um D’Alembertiano ao quadrado conjugado com um operador de Dirac.

Novamente, usaremos a forma espinorial para Ψ e a transformação de variáveis usual da

seção 4.1, resultando em:

16
∂4

∂ξ2∂η2

 0 ∂
∂ξ

∂
∂η

0


 Ψ̃1(ξ, η)

Ψ̃2(ξ, η)

 = 0,

que nos dá o seguinte par de equações diferenciais não-acopladas:

∂5Ψ̃1(ξ, η)

∂η3∂ξ2
= 0

∂5Ψ̃2(ξ, η)

∂ξ3∂η2
= 0,

cujas soluções mais gerais são, respecitivamente:

Ψ̃1(ξ, η) = f1(ξ) + g1(η) + ηh1(ξ) + ξk1(η) + η2l1(ξ)

Ψ̃2(ξ, η) = f2(ξ) + g2(η) + ηh2(ξ) + ξk2(η) + ξ2l2(η).

As condições iniciais serão tomadas como:

Ψ(x, 0) =

A(x)

B(x)


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∂Ψ(x, 0)

∂t
=

C(x)

D(x)



∂2Ψ(x, 0)

∂t2
=

F (x)

G(x)



∂3Ψ(x, 0)

∂t3
=

H(x)

J(x)



∂4Ψ(x, 0)

∂t4
=

R(x)

S(x)

 .

Isso resulta em um conjunto de dez equações:

A(x) = f1(x) + g1(x) + xh1(x) + xk1(x) + x2l1(x)

B(x) = f2(x) + g2(x) + xh2(x) + xk2(x) + x2l2(x)

C(x) = −f ′1(x) + g′1(x) + h1(x) + 2xl1(x)− k1(x)− xh′1(x)− x2l′1(x) + xk′1(x)

D(x) = −f ′2(x) + g′2(x) + h2(x)− 2xl2(x)− k2(x)− xh′2(x) + x2l′2(x) + xk′2(x)

F (x) = f ′′1 (x) + g′′1(x) + xh′′1(x) + x2l′′1(x) + xk′′1(x)− 2h′1(x)− 4xl′1(x)− 2k′1 + 2l1(x)

G(x) = f ′′2 (x) + g′′2(x) + xh′′2(x) + x2l′′2(x) + xk′′2(x)− 2h′2(x)− 4xl′2(x)− 2k′2(x) + 2l2(x)

H(x) = −f ′′′1 (x) + g′′′1 (x)− xh′′′1 (x)− x2l′′′1 + xk′′′1 (x) + 3h′′1(x)− 3k′′1(x) + 6xl′′1(x)− 6l′1(x)

J(x) = −f ′′′2 (x) + g′′′2 (x)− xh′′′2 (x) + x2l′′′2 + xk′′′2 (x) + 3h′′2(x)− 3k′′2(x)− 6xl′′2(x) + 6l′2(x)

R(x) = f ′′′′1 (x) + g′′′′1 (x) + xh′′′′1 (x) + xk′′′′1 + x2l′′′′1 (x)− 4h′′′1 (x)− 4k′′′1 (x)− 8xl′′′1 (x) + 12l′′1(x)

S(x) = f ′′′′2 (x) + g′′′′2 (x) + xh′′′′2 (x) + xk′′′′2 + x2l′′′′2 (x)− 4h′′′2 (x)− 4k′′′2 (x)− 8xl′′′2 (x) + 12l′′2(x).
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Estas equações estão claramente agrupadas em dois blocos distintos (relacionando

funções de ı́ndice 1 e funções de ı́ndice 2), que devem ser abordados separadamente. Feito

isso, as soluções gerais obtidas em [106] são:

Ψ̃1(ξ, η) =
11

16
A(ξ) +

5

16
A(η) +

1

8
(ξ − η)

[
C(ξ) + C(η)

]
− 1

16
(ξ − η)2F (ξ) +

− 1

16
(ξ − η)

[
4A′(ξ)− A′(η)

]
+

1

32
(ξ − η)2A′′(ξ) +

3

4

∫ η

ξ
dyC(y) +

3

8

∫ η

ξ
dy
∫ y

ξ
dzF (z)− 1

8
ξ
∫ η

ξ
dy
∫ y

ξ
dzH(z) +

1

8

∫ η

ξ
dy
∫ y

ξ
dzzH(z) +

− 1

16
ξ
∫ η

ξ
dy
∫ y

ξ
dz
∫ z

ξ
duR(u) +

1

16

∫ η

ξ
dy
∫ y

ξ
dz
∫ z

ξ
duuR(u)

e

Ψ̃2(ξ, η) =
5

16
B(ξ) +

11

16
B(η) +

1

8
(ξ − η)

[
D(ξ) +D(η)

]
− 1

16
(ξ − η)2G(η) +

− 1

16
(ξ − η)

[
B′(ξ)− 4B′(η)

]
+

1

32
(ξ − η)2B′′(η) +

3

4

∫ η

ξ
dyD(y) +

−3

8

∫ η

ξ
dy
∫ y

η
dzG(z)− 1

8
η
∫ η

ξ
dy
∫ y

η
dzJ(z) +

1

8

∫ η

ξ
dy
∫ y

η
dzzJ(z) +

+
1

16
η
∫ η

ξ
dy
∫ y

η
dz
∫ z

η
duS(u)− 1

16

∫ η

ξ
dy
∫ y

η
dz
∫ z

η
duuS(u).

E assim ficamos com as soluções gerais para os casos “semi-inteiros” do D’Alembertiano.
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Caṕıtulo 5

D’Alembertiano em (2+1) dimensões

Até agora nos concentramos no caso bidimensional. Fizemos isso usando as coordenadas

no cone de luz e obtivemos a solução geral da equação de D’Alembert. Esse método não

funciona em três dimensões (2+1).

Para o caso tridimensional, vamos usar uma outra abordagem, aplicada à equação de

D’Alembert em primeira ordem (D’Alembertiano) e em segunda ordem (D’Alembertiano

ao quadrado).

5.1 D’Alembertiano em primeira ordem, sem massa

Começaremos logo com o caso mais geral, ou seja, com a função d’alembertiana não-

homogênea:

2Φ = J

Φ = 2−1J.
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Isso nos leva a escrever Φ como a integral de uma função de Green:

Φ(t; ~x) =
∫
d3yG(x− y)J(y).

Sabemos, da definição da função de Green, que

2G(x− y) = δ3(x− y).

Escrevendo a transformada de Fourier da função de Green e, em seguida, aplicando o

operador D’Alembertiano em ambos os lados da equação, ficamos com:

G(x− y) =
∫ d3κ

(2π)3
G̃(κ)e−iκ·(x−y)

δ3(x− y) = 2

[∫ d3κ

(2π)3
G̃(κ)e−iκ·(x−y)

]
.

Para que o lado direito da equação acima seja a transformada de Fourier da função δ,

teremos obrigatoriamente:

G̃(κ) = − 1

κ2
.

Logo:

G(x− y) =
∫ d3κ

(2π)3

(
− 1

κ2

)
e−iκ·(x−y).

Esta integral é uma integral tripla e pode ser discriminada da seguinte forma:

G(x− y) =
∫ ∫ ∫ dκ0d~κ

(2π)3

[
− 1

(κ0)2 − ~κ2

]
e−iκ

0(x0−y0)+i~κ·(~x−~y).

Vamos realizar primeiramente a integral em κ0. Reconhecemos nela a existência de

dois pólos: κ0 = ±|~κ|. E aqui convém fazermos uma consideração de ordem f́ısica: y0 é
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o tempo relacionado à fonte J . Logo, é natural considerarmos o caso dito retardado, ou

seja, x0 > y0 ⇒ x0 − y0 > 0.

Reescreveremos (κ0)2 − ~κ2 como (κ0)2 − ~κ2 + iεκ0 (posteriormente fazendo ε tender a

zero). Esta manobra retira os pólos do eixo real κ0. Assim, lembrando que (κ0)2−~κ2 = κ2,

ficamos com:

Gret(x− y) =
∫ ∫ ∫ dκ0d~κ

(2π)3

(
− 1

κ2 + iεκ0

)
e−iκ

0(x0−y0)+i~κ·(~x−~y).

A integral acima deve ser calculada com base na teoria dos reśıduos (ver, por exemplo,

[108] ou [109]), resultando em:

Gret(x− y) =
1

(2π)3

∫ ∫
d2~κ(−2πi)

[
− 1

2|~κ|
ei|~κ|(x

0−y0)ei~κ·(~x−~y) +
1

2|~κ|
e−i|~κ|(x

0−y0)ei~κ·(~x−~y)

]
.

Lembrando que d2~κ = |~κ|d|~κ|dθ e ~κ · (~x− ~y) = |~κ||~x− ~y|cosθ, ficamos com:

Gret(x− y) = Θ(x0− y0)
2πi

2(2π)3

∫ ∞
0

d|~κ|
(
ei|~κ|(x

0−y0)− e−i|~κ|(x0−y0)
)
·

∫ 2π

0
dθei|~κ||~x−~y|cosθ,

onde Θ é a conhecida função de Heaviside (ou função degrau). Gradshteyn e Ryzhik [110],

p. 482, nos permitem afirmar que:

∫ 2π

0
dθei|~κ||~x−~y|cosθ = 2πJ0(|~κ||~x− ~y|),

onde J0 é a função de Bessel de ordem zero.

Enfim, ficamos com:

Gret(x− y) = Θ(x0 − y0)
−1

2π

∫ ∞
0

d|~κ|sen[|~κ|(x0 − y0)]J0(|~κ||~x− ~y|).

Novamente de [110], p. 731, chegamos à seguinte resposta para nossa integral:

Gret(x− y) = Θ(x0 − y0)

(
− 1

2π

)
1√

(x0 − y0)2 − |~x− ~y|2
.
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Diferentemente do caso em (1+3) dimensões, onde as soluções existem apenas na

fronteira do cone de luz, aqui vemos claramente que toda a região interna ao cone abriga

soluções.

5.2 D’Alembertiano em primeira ordem, com massa

Partindo agora da equação

(2 +m2)Φ = J,

e retraçando os passos da seção anterior, chegamos à seguinte integral:

G(x− y) =
∫ d3κ

(2π)3

(
− 1

κ2 −m2

)
e−iκ·(x−y)

G(x− y) =
∫ ∫ ∫ dκ0d~κ

(2π)3

[
− 1

(κ0)2 − ~κ2 −m2

]
e−iκ

0(x0−y0)+i~κ·(~x−~y).

Os pólos, agora, serão κ0 = ±
√
|~κ|+m2 = ±ω e, portanto, novamente integrando em

κ0 por reśıduos, ficamos com:

G(x− y) =
1

(2π)3

∫ ∫
d2~κ(−2πi)

[
− 1

2ω
eiω(x0−y0)ei~κ·(~x−~y) +

1

2ω
e−iω(x0−y0)ei~κ·(~x−~y)

]

G(x− y) =
2πi

2(2π)3

∫ ∞
0

|~κ|d|~κ|
ω

(
eiω(x0−y0) − e−iω(x0−y0)

)
·

∫ 2π

0
dθei|~κ||~x−~y|cosθ.

A integral em θ já foi feita na seção anterior; ficamos, então, com:

G(x− y) = − 1

2π

∫ ∞
0

|~κ|d|~κ|sen
[√
|~κ|2 +m2(x0 − y0)

]
√
|~κ|2 +m2

J0(|~κ||~x− ~y|).
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Em [110], p. 761, temos a solução desta integral:

G(x− y) = − 1

2π

√
πm

2

1[
(x0 − y0)2 − |~x− ~y|2

] 1
4

J− 1
2

[
m
√

(x0 − y0)2 − |~x− ~y|2
]
.

Sendo essa a resposta para o caso massivo, devemos ser capazes de obter o caso

particular m = 0 a partir desse resultado mais geral. De fato isso acontece, embora

não seja uma operação trivial. Para isso, é conveniente abrirmos a função de Bessel

J− 1
2
(Z) =

√
2

Z

∞∑
k=0

(−1)kZ2k

22kk!Γ(k + 1
2
)

J− 1
2

[
m
√

(x0 − y0)2 − |~x− ~y|2
]

=

√
2{

m2
[
(x0 − y0)2 − |~x− ~y|2

]} 1
4

×

×
∞∑
k=0

(−1)k
[
m
√

(x0 − y0)2 − |~x− ~y|2
]2k

22kk!Γ(k + 1
2
)

.

Explicitando o somatório, ficamos com:

J− 1
2

[
m
√

(x0 − y0)2 − |~x− ~y|2
]

=

√
2{

m2
[
(x0 − y0)2 − |~x− ~y|2

]} 1
4

[
1

Γ(1
2
)

+m2(. . .)

]
.

Agora podemos substituir a função de Bessel em nosso resultado, lembrando que

Γ(1
2
) =
√
π:

G(x−y) = − 1

2π

√
πm

2

1[
(x0 − y0)2 − |~x− ~y|2

] 1
4

√
2{

m2
[
(x0 − y0)2 − |~x− ~y|2

]} 1
4

[
1√
π

+m2(. . .)

]

e fazer m = 0, obtendo exatamente o resultado anterior, para o caso não-massivo:

G(x− y) =

(
− 1

2π

)
1√

(x0 − y0)2 − |~x− ~y|2
.
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5.3 D’Alembertiano em segunda ordem

Uma vez que demonstramos, nas seções anteriores, que basta calcular o caso massivo e

tomar a massa como zero ao final da solução para obter o caso não-massivo, começaremos

logo com o caso geral:

(2 + µ2)2Φ = J

e, refazendo os passos das seções anteriores, chegamos à seguinte integral tripla:

G(x− y) =
∫ ∫ ∫ d3κ

(2π)3

[
− 1

(κ2 − µ2)2
e−iκ·(x−y)

]

G(x− y) =
∫ ∫ ∫ dκ0d~κ

(2π)3

{
− 1[

(κ0)2 − ~κ2 − µ2
]2 e−iκ0(x0−y0)+i~κ·(~x−~y)

}
.

Temos agora dois pólos duplos, κ = ±ω = ±
√
~κ2 + µ2. Novamente precisamos recorrer

à integração por reśıduos. A integral em κ0 será −2πi
∑
Res.

Para κ = ω temos:

Res1 = −e
−iω(x0−y0)

8ω3
[2i(x0 − y0) + 1],

e para κ = −ω temos:

Res2 = −e
iω(x0−y0)

8ω3
[2i(x0 − y0)− 1],

resultando, portanto, em:

Iκ0 = −2πi
∑

Res = 2πi

{
e−iω(x0−y0)

8ω3
[2i(x0 − y0) + 1] +

eiω(x0−y0)

8ω3
[2i(x0 − y0)− 1]

}
.

Após algumas manipulações algébricas, ficamos com:

Iκ0 =
2πi(2i)

8ω3

{
2ω(x0 − y0)cos[ω(x0 − y0)]− sen[ω(x0 − y0)]

}
.
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Logo,

G(x− y) = − 1

(2π)3

2πi(2i)

8

∫ ∫
d~κ
ei~κ·(~x−~y)

ω3

{
2ω(x0− y0)cos[ω(x0− y0)]− sen[ω(x0− y0)]

}
.

E, novamente, podemos dividir essa integral em sua parte radial (|~κ|) e sua parte

angular (θ):

G(x−y) = − 1

(2π)3

2πi(2i)

8

∫ |~κ|d|~κ|
ω3

{
2ω(x0−y0)cos[ω(x0−y0)]−sen[ω(x0−y0)]

}
×
∫
dθei|~κ||(~x−~y)|cosθ.

E a integral em θ é nossa velha conhecida, resultando em 2πJ0(|~κ||(~x− ~y)|).

Finalmente, simplificando o fator de multiplicação e substituindo ω por
√
|~κ|2 + µ2,

ficamos com:

1

4π

∫ |~κ|d|~κ|
(|~κ|2 + µ2)

3
2

{
2
√
|~κ|2 + µ2(x0 − y0)cos[

√
|~κ|2 + µ2(x0 − y0)]− sen[

√
|~κ|2 + µ2(x0 − y0)]

}
×

×J0(|~κ||(~x− ~y)|)

Nossa resposta será:

G(x− y) =
1

4π

[
2I1 − I2

]

onde (fazendo |~κ| = κ, x0 − y0 = α e |~x− ~y| = β)

I1 =
∫ κdκ

κ2 + µ2
αcos

(
α
√
κ2 + µ2

)
J0(βκ)

I2 =
∫ κdκ

(κ2 + µ2)
3
2

sen
(
α
√
κ2 + µ2

)
J0(βκ)

Na verdade, só precisamos nos preocupar com a segunda integral, uma vez que

I1 = α
dI2

dα
.
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Prudnikov et al [111], p. 203, nos apresentam o resultado:

I2 = αK0(βµ)

onde

K0(x) =
iπ

2
H

(1)
0 (x)

é a função de MacDonald e H
(1)
0 é a função de Hankel definida como H

(1)
0 (x) = J0(x) +

iY0(x), sendo J0 a conhecida função de Bessel e Y0 a função de Neumann.

A partir de I2, obtemos I1 = I2. E, portanto,

G(x− y) =
1

4π
αK0(βµ) =

1

4π
(x0 − y0)K0

(
|~x− ~y|µ

)
.

Como no caso anterior do operador (2+m2), pretendemos obter o caso de massa nula

a partir do limite µ → 0. Segundo [110] (págs. 961 e 963, respectivamente), os limites

assintóticos da função de McDonald são:

K0(z)
z→0−→ −ln

(
z

2

)

e

K0(z)
z→∞−→

√
π

2z
e−z.

Assim, para massas muito pequenas (µ→ 0), teremos

G(x− y) =
1

4π
(x0 − y0)K0

(
|~x− ~y|µ

)
∼= −

1

4π
(x0 − y0)ln

(
|~x− ~y|µ

2

)
,

o que, obviamente, nos dá uma indeterminação no caso µ = 0.
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Caṕıtulo 6

Reflexões Finais e Perspectivas

Futuras

Vimos na Introdução que o estudo de Lagrangeanos que contenham derivadas de segunda

ordem ou maior foi introduzido na teoria de campos em uma tentativa matemática de

contornar certos problemas comumente descritos como “catástrofe do ultravioleta”. Como

as proverbiais “nuvens de Kelvin” (guardadas as devidas proporções, é claro), essa idéia

trouxe muitos outros problemas e abriu caminho para novas indagações e outras tantas

soluções.

A abordagem direta aos Lagrangeanos nos deixa com uma equação de D’Alembert e

Lagrangeanos de ordem superior nos trazem D’Alembertianos também de ordem superior.

Ao longo deste trabalho nos concentramos nas soluções anaĺıticas de dois casos espećıficos

em duas dimensões (1+1): 22 e 23. No primeiro caso, resolvemos analiticamente também
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o caso não-homogêneo (com fontes externas). Tratamos também do acoplamento da

equação de D’Alembert com a equação de Dirac (casos fermiônicos). Fizemos ainda o

D’Alembertiano ao quadrado em três dimensões (2+1).

Como era de se esperar, a matemática nos trouxe algumas surpresas e outros tantos

problemas que merecem ser enumerados. Minhas reflexões finais são primordialmente

centradas nos resultados obtidos no caṕıtulo 3.

Em primeiro lugar, convém ressaltar certas indefinições matemáticas que aparecem

ligadas às condições iniciais tão somente pela ordem da equação tratada. Soluções com

condições descont́ınuas sofrem na transposição da equação usual para uma equação de

ordem superior. Como vimos na seção 3.1, descontinuidades trazem problemas pois suas

derivadas (a função delta de Dirac) não podem ser derivadas (na verdade, podemos até

definir uma derivada para a delta de Dirac, mas esta será um operador).

Tendo isso em mente, optamos por soluções iniciais cont́ınuas e nos concentramos

no caso clássico de uma distribuição gaussiana. Vimos que para todas as ordens (1, 2

e 3) o comportamento era semelhante: dois pulsos se propagando em sentidos opostos,

simétricos à origem. Mas as equações de ordem superior apresentaram um comportamento

não-f́ısico: a intensidade dos pulsos cresce com o tempo, divergindo no infinito.

Uma solução interessante para isso, sugerida já por Thirring e Narnhofer [22], é tentar

compensar o comportamento espúrio da solução através de uma fonte externa. A idéia

não poderia ser mais direta e pode ser descrita como “combater fogo com fogo”. Temos

uma solução que se comporta mal para tempos crescentes; pensamos em introduzir uma

outra (na forma de uma fonte externa) cujo mau comportamento compensasse o anterior
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e retornasse o caráter f́ısico da solução. Esta era a nossa idéia.

Com as soluções anaĺıticas calculadas no caṕıtulo 1 e a ajuda do MAPLE, uma grande

variedade de fontes foi testada (mas somente uma foi reproduzida na seção 3.3). Até o

presente momento, não conseguimos encontrar uma fonte que produza o resultado que

queremos. Um belo exerćıcio matemático será justamente isso: divisar um método que,

a partir da solução anaĺıtica, forneça uma função (ou uma famı́lia de funções) que nos

permita eliminar o comportamento espúrio das soluções com derivadas superiores.

Seria interessante, a este ponto, abrir uma discussão que não contemplamos ao longo

deste trabalho e que a literatura relativa às derivadas superiores também não focaliza: a

auto-interação. Qual o papel que a auto-interação pode desempenhar como reguladora

das fortes singularidades que as derivadas superiores introduzem na prpagação dos pulsos

livres?

A auto-interação é equivalente à presença de uma fonte externa na equação de campo,

por exemplo, o caso da auto-interação escalar quártica:

22Φ =
λ

3
Φ3.

Assim, vemos que tudo o que foi dito nesta Conclusão e também no Caṕıtulo 3, a res-

peito das fontes externas pode ser imediatamente extendido para os casos onde há auto-

interação.

Certamente a solução exata de um sistema com auto-interação, devido à sua na-

tural não-linearidade, é tarefa altamente não-trivial; entretanto, seria estimulante buscar

métodos numéricos que nos permitissem integrar a equação de campo com derivadas

85



superiores a partir das condições iniciais e identificar situações onde a fonte externa —

agora substitúıda pela auto-interação — automaticamente “cure” os efeitos singulares das

altas derivadas.

Com fonte externa ou com auto-interação, a questão que se coloca é a seguinte: como

isolar o comportamento induzido pela parte não-homogênea frente ao comportamento

“patológico” advindo das soluções homogêneas?

Independente disso, nas variadas fontes externas que usamos na tentativa de achar

alguma que se prestasse aos nossos interesses, um comportamento se mostrou comum:

assimetria em relação à origem. Isso é de fato notável, se considerarmos a quantidade e

variedade de funções testadas. Convém ressaltar que tal assimetria vem dos termos da

fonte e mesmo fontes concentradas no tempo (uma função qualquer de x multiplicada

por uma delta de Dirac em t) apresentaram tal assimetria (isso é de fato notável, pois

tal fonte concentrada no tempo poderia ser entendida como uma nova condição inicial, o

que de fato acontece no caso do D’Alembertiano simples). Este é um importante detalhe

matemático que ainda precisa ser estudado.

O futuro se abre em muitas possibilidades, não estando concentrado somente nas

soluções numéricas.

Um próximo passo natural é a extensão das soluções em duas dimensões ao caso

massivo, resolvendo-se equações do tipo (2+m2)N . Um outro passo natural será relacionar

as soluções bosônicas e as fermiônicas, através da Supersimetria.

Em outra frente, o caso em três dimensões, um campo ainda aberto é a extensão e a

discussão completa das soluções apresentadas no caṕıtulo 5. E, no campo matemático,
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além da sistematização na busca de fontes úteis, há uma outra questão em aberto: como

tratar derivadas superiores de distribuições?

Como vemos, há muitas questões em aberto. Ao meu ver, isso só reforça a contempo-

raneidade do problema abordado. Lagrangeanos com derivadas superiores e suas soluções

ainda serão muito estudados no futuro.
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[108] Churcill, R. V. Variáveis complexas e suas aplicações. McGraw-Hill do Brasil, São

Paulo, 1975.
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