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Resumo

Usualmente, Lagrangeanos sao construidos a partir dos campos e de suas derivadas
primeiras. O principio de acao minima, aplicado sobre tais funcoes, resulta em uma
equagao diferencial de segunda ordem. Se admitirmos um Lagrangeano dependente de
derivadas superiores do campo, isto implicard em uma equacao diferencial de ordem maior
do que dois para a sua propagacao. Na primeira metade do século XX, as teorias com
derivadas superiores passaram a ser utilizadas para resolver problemas a respeito dos
“efeitos de alta freqiiéncia”, apesar do surgimento do que ficou conhecido como “mo-
dos nao-fisicos de propagacao”. O presente trabalho comega com um breve apanhado
histérico desse problema, e segue pelo calculo analitico de solugoes de equacoes de campo
com derivadas superiores. O método é primeiramente descrito para o caso usual (O0$ = 0)
em duas dimesoes e depois estendido para os casos 02® = 0 e 03® = 0. Uma solucao
analitica para o caso nao-homogéneo 0?® = J também foi calculada. Tais solucoes
foram testadas numericamente com o intuito de contornarmos os modos nao-fisicos de
propagacao. Ha&, ainda, no presente trabalho, uma extensao para os casos fermionicos e

também para o caso tridimensional.
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Abstract

Usually, Lagrangeans are constructed from fields and their first derivatives. The principle
of least action, applied to such functions gives us a differential equation of second order.
If we start with a Lagrangean with higher derivatives of the field, the resulting differential
equation will have a higher order as well. In the first half of the 20th century, theories
with higher derivatives began to be used to solve “high frequency effects”, despite the
“non-physical propagation modes” that arised. The present work begins with a brief
history of this problem, followed by the analytical solutions of (O® = 0), 0*® = 0 and
03® = 0 in two dimensions. The solution for the non-homogeneous case 0?® = J was
aldo computed. These solutions were tested numerically, hoping we could eliminate the
non-physical propagation modes. This work also has an extension of such methods to the

fermionic cases and also for the tridimensional case.
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Introducao

Quando Lagrange [1] introduziu seu formalismo na Fisica, sua primeira aplicagao foi em
mecanica de fluidos. Ou seja, a funcdo Lagrangeana nasceu com o intuito de tratar
problemas continuos. Seu uso se estendeu para o movimento dos corpos e o primeiro
contato que o estudante de Fisica tem com o formalismo Lagrangeano é sua aplicacao
em problemas que envolvem sistemas discretos com ntimero finito de graus de liberdade.
Com a criacao do conceito de “linhas de for¢ga” por Faraday [2] (o que hoje chamamos
de campo), logo se viu que o formalismo Lagrangeano poderia ser usado na derivacao das
equagoes de campo (essa relagao foi demonstrada por Maxwell, [3]; a reacao de Faraday
ao receber um comunicado de Maxwell, segundo Bassalo [4], foi : “A principio, me assustei
quando vi essa formulagao [formalismo Lagrangeano] aplicada ao assunto [linhas de forcal;
porém, depois, vi que o assunto resistiu muito bem a mesma.” ).

H&a uma diferenca entre o caso continuo e o caso discreto, porém. Em Mecanica
Classica podemos descrever um sistema de particulas a partir de um Lagrangeano que
depende somente das coordenadas e de suas derivadas (as velocidades). Segundo Landau
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propagacao das interagoes é infinita’”.
Isso nao pode ser extendido a teoria de campos: “devido a velocidade finita da
propagacao, o campo deve ser considerado como um sistema independente, com seus

» 7. Esses graus de liberdade sao infinitos: o campo ¢ suas

préprios ‘graus de liberdade
derivadas em todos os pontos do espaco em um certo instante de tempo.

(Na verdade, isso nos mostra que o Lagrangeano de um certo ponto é um funcional
— uma integral espacial de uma funcao L, a densidade Lagrangeana. Por ser a funcao
geradora do Lagrangeano L, que por sua vez gerard as equagoes de campo, a densi-
dade Lagrangeana L ¢é a funcao que, de fato, merece ser investigada. Ela é chamada,
corriqueiramente, de Lagrangeano pelos estudiosos da teoria de campos. Isso nao serd
diferente neste trabalho.)

Pois bem, usualmente tais Lagrangeanos sao construidos a partir dos campos e de suas
derivadas primeiras. O principio de acao minima, aplicado sobre tal funcao, resulta em

uma equacao diferencial de segunda ordem. O caso mais imediato que se pode usar como

exemplo é o Lagrangeano de um campo escalar neutro e sem massa no vacuo, ®(z),
1 1
L= 5(9“@(@8 ().

Mas nada nos impede de admitirmos que o Lagrangeano dependa de derivadas superio-
res do campo, implicando em uma equacao diferencial de ordem maior do que dois para
a sua propagacao. Tal funcao sera chamada, neste trabalho, de Lagrangeano de ordem
superior.

Segundo De Ledén e Rodrigues [6], p. X, “ndo hd muito acordo na literatura acerca



do interesse desse tipo de problema”. Os autores cogitam que essa linha de investigacao
tenha comecado com Ostrogradsky, em 1848 [7] (infelizmente, esta referéncia se provou
inacessivel até o presente momento, mas Whittaker [8], p. 265, corrobora De Leén e
Rodrigues).

Com o surgimento da Mecanica Quantica, e a subseqiiente quantizacao dos campos,
os Lagrangeanos de ordem superior deixaram de ser uma mera curiosidade matematica.

Segundo Podolsky [9]:

Se supusermos que as equacoes da eletrodinamica sao derivaveis a partir de
um Lagrangeano, L, ¢ quisermos preservar o carater lincar das equagoes de
campo (o principio de superposi¢ao) afim de tornarmos a quantizacao ficil,
entdo, a nao ser que estejamos preparados para introduzir novos campos, a
unica maneira de generalizar a teoria de Maxwell-Lorentz parece ser permitir
que o Lagrangeano do campo contenha termos envolvendo as derivadas dos

campos F e H.

Obtemos, entao, como equacgoes de campo, equacoes diferenciais parciais de
ordem superior a usual segunda. Longe de ser um problema, isso parece ser
0 que era necessario. Pois os varios métodos propostos de truncar efeitos de
altas freqiiéncias parecem indicar claramente que as derivadas superiores, que
se tornam importantes para as altas freqiiéncias, nao sao tratadas de forma

apropriada pelas equagoes usuais de segunda ordem.

Neste seu primeiro artigo, Podolsky atacou o caso cldssico. Em 1944, com Kikuchi



[10], ele tratou do caso quantico. Em 1948, com Schwed [11], fez uma revisao geral do
que chamou de “cletrodinamica generalizada”.

(De Leén e Rodrigues chamam, ainda, a atengao para o trabalho de F. Bopp [12],
referéncia esta que se provou inacessivel até o presente momento.)

No final da década de 40 do século passado, portanto, gracas aos trabalhos de Podol-
sky, as teorias com derivadas superiores tornaram-se excelentes candidatas a resolver
problemas a respeito dos “efeitos de alta freqiiéncia”. Estes efeitos podem ser brevemente
explicados como divergéncias geradas no calculo de quantidades fisicas mensuraveis (como
segoes de choque, decaimentos, massas, constantes de acoplamento) devido ao comporta-
mento extremamente singular dos campos quanticos em distancias muito pequenas. Tais
efeitos sdo comumente chamados de “catastrofe do ultravioleta”.

O nome usual dado a um artificio que resolva o problema do ultravioleta ¢ “regulari-
zacao”. Havia, entao, nesses primeiros anos da teoria de campos quantico-relativistica
(circa 1950), a esperanga de que equagoes de campo de ordem superior pudessem regu-
larizar a tcoria (por exemplo, [13] e [14]).

Pouco tempo depois, porém, Pais e Uhlenbeck [15] demonstraram que em tais teorias,
a fungao energia nao possui limite inferior. Ainda que as energias negativas sugeris-
sem solugoes nao-fisicas, eles nao descartaram por completo tais tentativas: “Mostrou-se
dificil, se possivel, reconciliar deste modo [através de equacoes de ordem superior| as
exigéncias de convergéncia, a propriedade de definido-positivo... ¢ um comportamento
estritamente causal. Progresso talvez seja conseguido se deixarmos de lado a condicao de

localizabilidade ilimitada de um evento espago-temporal qualquer”.



Heisenberg [16], posteriormente, demonstrou que as energias negativas poderiam ser
climinadas, mas isso resultaria em estados de probabilidade negativa, algo que ficou co-
nhecido como “estados-fantasma”. Dois anos depois, Froissart [17] reforgou as idéias de
Heisenberg. (Os estados-fantasma foram muito recentemente abordados por Smilga [18],
que discute a questdo dividindo-os em estados “benignos” e “malignos”.)

As teorias com derivadas superiores lentamente retornaram a Fisica ao longo da década
seguinte, tendo seu formalismo (re)construido por Borneas [19], a partir do principio de
acao minima, tanto para sistemas mecanicos quanto para a teoria de campos. Borneas se
concentrou em construir, a priori, Lagrangeanos que contivessem termos com derivadas
de segunda ordem.

Chiang e Diirr [20] demonstraram a invariancia conforme de teorias com derivadas de
ordem superior. “Teorias de campo com derivadas superiores que sejam conformalmente
invariantes... podem dar origem a interagoes que cres¢am com a distancia.” Os autores
sugeriram que estas teorias poderiam estar relacionadas ao problema do confinamento
dos quarks. “Mais importante, do nosso ponto de vista, no entanto, é o fato de que
teorias com derivadas de ordem superior admitem interagcoes que, se comparadas aos
casos convencionais, crescem de forma menos intensa, ou até diminuem a medida que as
distancias diminuem, ¢.e., que tem um comportamento ultravioleta menos singular.” Ou
seja, um quarto de século depois, as teorias com derivadas superiores voltavam a carga
para tentar contornar a catastrofe do ultravioleta.

Os estados-fantasma foram discutidos por Gavriedlies, Kuo e Lee [21], que demons-

traram que teorias com simetria de calibre apresentavam exatamente os mesmos estados-



fantasma que teorias sem simetria de calibre. Os autores foram motivados pelo surgimento
de derivadas superiores em teorias de gravitagdo (ou seja, termos quadréticos do tensor
de Riemann).

Um grande passo para a reabilitacao das teorias com derivadas superiores foi dado por
Narnhofer e Thirring [22] ao conseguirem contornar os estados-fantasma, especificamente
para o problema do dipolo. Suas idéias foram ampliadas por Englert, Karkowski e Rayski
[23]. Um sub-produto importante de [22] ¢ a introdugao do estudo de teorias em regimes
dimensionais menores do que 4 (3+1). “Em particular, a equagdao 0?°® = 0 em quatro
dimensoes se parece, por questoes dimensionais, com O® = (0 em duas dimensoes” .

A partir do final da década de 70 do século passado, cenérios envolvendo derivadas de
ordem superior comecgaram a surgir em diferentes ramos da Fisica.

Em gravitacao, por exemplo, os ja citados termos quadraticos do tensor de Riemann
no Lagrangeano impulsionaram os trabalhos de Gavriedlies, Kuo ¢ Lee [24], Havas [25],
Stelle [26] e Jankiewicz [27]. Tais termos quadraticos tornam a teoria gravitacional renor-
malizavel (Stelle, [28]) e assintoticamente livre (Fradkin ¢ Tseytlin, [29]) e, segundo
Bukhbinder e Lyakhovich [30], “tais propriedades sugerem que uma teoria de gravitagao
com derivadas superiores é uma base melhor do que a relatividade geral para descrever a
gravidade em nivel quantico”. Ha, porém, o problema recorrente dos estados-fantasma,
que Salam e Strathdee [31], entre outros, sugerem solucionar através de corregoes radia-
tivas.

Em gravidade em duas dimensoes temos, mais recentemente, os trabalhos de Solo-

dukhin [32], Mignemi e Schmidt [33], Naftulin e Odintsov [34] e Hindawi et al [35].



Em uma série de trés artigos, Kawasaki et al estudaram os efeitos das derivadas supe-
riores em uma teoria canoénica de gravitacao quantica ([36], [37] ¢ [38]). A supergravidade
aparece relacionada as derivadas superiores, por exemplo, em Namazie [39] e Krasnikov
et al [40]. E, sob o ponto de vista da teoria de cordas, teorias de supergravidade podem
ser vistas como o limite de baixas energias de uma teoria de supercordas [41].

Ferrara [42] afirmou que “a acgdo efetiva das supercordas dard origem a termos de
ordem superior nas curvaturas”. Isso foi inicialmente cogitado por Scherk e Schwarz [41] e
mostrado por, entre outros, Witten e Gross [43]. Zwiebach [44] sugeriu termos quadréticos
adicionais para forcar a auséncia de estados-fantasma, resultando na chamada combinagao
EGB (Euler-Gauss-Bonnet): R? 5 —4R., + R?.

H4, porém, certa ambigiiidade nesse tratamento. Deser [45] demonstrou, através do
teorema de redefini¢do de 't Hooft e Veltmann [46], que ndo hé contribuigao desses termos
quadraticos a amplitude, o que realmente elimina os estados-fantasma.

Deser e Redlich [47] defenderam, entdo, que o propagador efetivo de gravitons seria
sempre livre de estados-fantasma. Ou seja, a partir de uma teoria sem estados-fantasma
(cordas), mostrou-se que a agao efetiva (Einstein acrescido da contribuigdo EGB) previa
a auséncia desses tais estados. Esse resultado é consistente porém pouco inspirador, visto
que a contribuicao EGB nao pode ser derivada diretamente da teoria das cordas.

Ferrara [42] chamou ainda a atengao para o fato que “em teorias lineares na curvatura
de Riemann (supergravidade de Einstein), a supersimetria pode ser implementada de
modo razoavelmente simples... De fato, todas as teorias de supergravidade de Einstein

com dimensoes superiores, e sao conhecidas até D = 11, ja foram construidas e suas



propriedades, como quebra de simetria e compactacao, estao sob controle”.

Ainda Ferrara, “as coisas mudam drasticamente de figura quando termos de curvatura
superior ou, mais genericamente, termos com derivadas superiores sao acrescentados ao
Lagrangeano efetivo”. Cecotti et al [48] mostraram que isso acontece porque os campos
bosonicos nao mais obedecem equacoes algébricas de transformacao, mas sim equagoes
diferenciais.

(Lagrangeanos efetivos sao estudados no contexto das derivadas superiores uma vez
que os problemas usuais de tais teorias — e.g. energia sem limite inferior — desapare-
cem. Isso acontece quando as equacoes de movimento sao usadas para eliminar tais
derivadas superiores; a aplicacao do formalismo Hamiltoniano — equacgoes de movimento
— para eliminar as derivadas superiores nada mais é do que o método de Ostrogradsky.
Lagrangeanos efetivos foram estudados, por exemplo, por Krasnikov et al [40] e Grosse-
Knetter [49].)

Mais recentemente, Ovrut et al ([50], [51], [52] e [53]) estudaram as teorias gravita-
cionais de ordem superior no cenario das supercordas. Sob o ponto de vista das branas,
termos com derivadas superiores foram considerados por Nojiri e Odintsov [54], Neupane
[55], Mukohyama [56] e Parry et al [57].

Também a cosmologia estuda as conseqiiéncias das derivadas superiores, como por
exemplo, Hawking e Luttrell [58], Kofman et al [59], Boccaletti [60], Mazzitelli [61], Kaza-
kov ¢ Pronin [62], Davis [63] ¢ Kao [64]. Solugoes bascadas em campos dilatonicos foram
estudadas por Shapiro et al ([65] e [66]). Holdom ([67] e [68]), Nojiri [69] e Berredo-Peixoto

e Shapiro [70] também contribuiram para o estudo da gravitacdo com termos de ordem



superior. Nojiri et al [71] estudaram solugoes relativas aos buracos negros.

Um modelo gravitacional de Chern-Simmons foi construido com o apoio de derivadas
superiores em Pinheiro et al ([72], [73]). A estabilidade da hierarquia de Planck sob um
cenario de Randall-Sundrum ¢é demonstrada gracas a, entre outras coisas, a presenca de
derivadas superiores [74].

Derivadas superiores foram também estudadas por Barcelos-Neto; com Natividade
[75] foi abordado o formalismo Hamiltoniano da integral de caminho ¢ com Vasquez [76] a
quantizacao simplética. Modelos espinoriais com derivadas superiores foram construidos
por Fujii [77], [78]. Mitov et al [79] consideraram um modelo de campo espinorial com
derivadas superiores com auto-interacao de Fermi. Outras areas onde esporadicamente
apareceram teorias com derivadas superiores sao o estudo do modelo o [80], [81] e [82], o
estudo do modelo de Skyrme para hadrons [83] e o cdlculo da fungao-3 na Eletrodinamica
Quantica supersimétrica (Soloshenko ¢ Stepanyantz, [84] ¢ [85]).

Solugodes fermionicas foram particularmente estudadas por Belvedere et al ([86], [87] e
[88]) ¢ Villasetior [89]. Solugoes através de um método perturbativo foram apresentadas
por Cheng et al [90].

Nosso maior interesse, porém, se da nas analises de teorias com derivadas superiores
per se, ou seja, nas investigacoes acerca da realidade fisica envolvendo (ou nao) tais teorias.

Musicki [91] estudou as transformagoes canonicas tanto de campos cldssicos quanto
de campos covariantes na presenca de derivadas superiores. Ronald Farias [92] mostrou
as condigOes necessarias e suficientes para a existéncia de um Lagrangeano, em teoria de

campos, com derivadas superiores.



Pagani, Tecchiolli e Zerbini [93] concentraram-se em outro aspecto do problema: a
estabilidade de tais Lagrangeanos. Afirmaram que “isso nao ¢ uma tarefa trivial, visto que
tais sistemas possuem energia de sinal indefinido e o bem conhecido teorema de Lagrange-
Dirichlet nao pode ser usado.” A indefinicao no sinal da energia é usualmente relacionada
a instabilidade de um determinado sistema, mas os autores mostram que isso nao precisa
ser necessariamente verdade. Limitando-se a um sistema com um nimero finito de graus
de liberdade, eles chamaram a atencao para a concordancia com os resultados obtidos por
Narnhofer e Thirring [22] para um campo quantico.

Lagrangeanos singulares (também chamados de Lagrangeanos degenerados) com derivadas
superiores foram estudados por Nesterenko [94] e por Saito et al [95]. O primeiro con-
stréi um formalismo Hamiltoniano para sistemas com Lagrangeanos singulares de se-
gunda ordem. O segundo retoma a transformacao de Ostrogradsky e o formalismo de
Dirac. Chervyakov e Nesterenko [96] apresentaram um bom exemplo mecénico (vibragoes
transversas em uma barra) para estudar as derivadas superiores. O uso de “calibragoes”
(gauging) para tratar as derivadas superiores aparece, por exemplo, em Bartoli e Julve
[97] ¢ Hamamoto [98].

O formalismo candnico, em particular as integrais de caminho, foram estudadas por
Nakamura ¢ Hamamoto [99]. As simetrias de tais sistemas foram estudadas por Borneas ¢
Damian [100] e novamente por Damian [101]. A regularizagao foi revisitada por Bakeyev
¢ Slavnov [102] e novamente por Bakeyev [103].

Nesse contexto, o presente trabalho se propoe a estudar solugoes para o problema

geral da propagacao de campos que sejam representados por Lagrangeanos com derivadas
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superiores. O objetivo primeiro é obter solugoes analiticas para tais equagoes e, a partir
delas, estudar a evolucao temporal dos campos. No Capitulo 1, revisitaremos o resul-
tado obtido em [104], com algumas modificagoes na notagao, ou seja, as solugoes gerais do
d’Alembertiano e do d’Alembertiano ao quadrado, com ou sem a presenca de fontes exter-
nas. No Capitulo 2, avancaremos o trabalho iniciado em [104] obtendo uma solucao geral
para a funcdo de D’Alembert ao cubo, em duas dimensoes (1+1), na auséncia de fontes
externas. Os Capitulos 1 e 2 sdo a base de [105]. O Capitulo 3 ¢ dedicado aos cdlculos ex-
atos de tais solugoes, com o auxilio do programa MAPLE. No Capitulo 4, trataremos das
solugoes fermionicas, reapresentando resultados de [104] e [106]. Este Capitulo d& suporte
a [107]. Finalmente, no Capitulo 5, tratarcmos do caso semelhante em trés dimensoes
(241). O Capitulo 6 é dedicado as Reflexdes Finais e as Perspectivas Futuras.
Deixamos claro que nosso objetivo nessa Tese foi, sobretudo, desenvolver os métodos
e gerar o procedimento geral para a obtencao das solugoes cléssicas de equagoes de campo
com derivadas superiores. Nao nos preocupamos em aplicar os nossos resultados a uma
diversidade de situacoes fisicas. Esta estapa sera objeto de atividades futuras geradas a

partir do presente trabalho.
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Capitulo 1

A Equacao de D’Alembert

Partindo de um lagrangiano do tipo
1 p
L= 5@@(:5)8 O(x)
obtém-se, para a fungao ®(x), a seguinte relacao:
Oé = 0.
Mas, em principio, nao haveria porque limitarmos nossa funcao inicial as primeiras

derivadas do potencial somente, e poderiamos, entao, escrever um lagrangiano que depen-

desse de derivadas segundas:
1
L= 5@0,}1)(56)8“0”@(95)
resultando, agora, em
0%¢ = 0.
Neste capitulo, vamos calcular as solucoes analiticas gerais para ambos os casos citados

acima, em um regime bidimensional.
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1.1 D’Alembertiano (1+1) sem fonte

A equagao que nos propormos a resolver é

ad =0
9*P 1 0% _0
or2 02 o2

Onde v é a velocidade da onda representada pela funcao ®. Transformando as variaveis
zretem =x— vt (right-movers) e n = x + vt (left-movers), e tomando a velocidade

como unitaria, a equacao de D’Alembert pode ser reescrita como:

PP

ocon ’

A solucgao proposta é a superposicao de duas fungoes independentes, uma com dependéncia

em £ e a outra em 7:
(&) = f(E) +g(n).

As condigoes iniciais sao

o0)=Fr), P8 )
F(@) = f(z) + g(z) = f(z) = F(z) — g(). (11)
Derivando, temos:
F@) = F'(w) - g'(2), (12)

G(r) = gt[f(f) + g(n)]f,zo - [agig) i aga(tn)l -

of(§)os  dgmom| )
l(%,at+&7aJhﬂ——f@ﬁ+g@)

13



Logo,
g'(x) = G(x) + f'(z).

Com as equagoes (1.2) e (1.3), podemos eliminar f’, ficando com

§() = 5F() + L0) = gla) = 1 F@) + 3 [ dyGly)

Substituindo (1.4) em (1.1), obtemos a seguinte expressao para f:

o) = F) - |37 @)+ (sG] = 10 = yrw) - § ["a6w

£(6) = 5F @) 5 [ auGty)

g(n) = ;F(m + ; /a?7 dyG(y)

(&) = f(€)+g(n)=;F —*/ dyG(y) + F /dyG ,

b6 = SF©+ 5P+, [ G

o que, voltando para as variaveis x e t, nos da

O(z;t) = ;F(x —t) + 1F( +1)+ o dyG(y).

2 2

(1.4)

(1.5)

Essa é a solucao para a equagao de D’Alembert homogénea em duas dimensodes (1+1).

1.2 D’Alembertiano (14+1) com fonte

A equacao a ser agora resolvida se altera para:

0¢ = J(t;z),

14



o 9*®

oz o~ o)

Fazendo a mudanca usual de varidveis (§ = x — t;n = x + t), ficamos com

A solugao dessa equacao geral pode ser escrita como a superposicao da solugao para a
equagao homogénea (obtida na segdo anterior) e de uma solucao particular para a fonte

em questao:
O(t;z) = Op(t;x) + Oyt x), (1.6)
com as seguintes condigoes iniciais (¢ = 0):
®(0;2) = F(x),

®(0;2) = G(x).

Uma boa solugao particular para a equagao (reescrita nas novas variaveis) é:

by(m) = [ do [ dp(a: ). (1.7)

A fim de aproveitarmos os resultados da segdo anterior, vamos reescrever a equagao

(1.6), isolando a parte homogénea.
By(t:z) = B(tx) — Dy(t;a)
Di(ta) = (o) [ " a / a8 i(a: B)
Oy (0;2) = @(O;z)—/oxda/oxdﬁj(a;ﬁ)
u(0i2) = F@)~ [ da [ dJ(:p)
O(0;z) = F(a).

15



E, derivando no tempo:

$y(0;7) = D(0; ) — &Dg:,:@

t=0
Para avaliarmos o segundo termo do lado direito da igualdade, convém retomarmos a
nossa mudanca de variaveis:

O, (t;x) = (&),

: 90,06 09,0 00,  0d
% J£_|_ sOn _ 0%, 0%y

TT oot ong ot o o

E
8@] . 0 3 n =
075 = 85[_/0 dOé/O dﬁJ(a,ﬁ)],
(9&{; o n 5o
e =), IEn)
Analogamente,
S
I —/0 daJ(a;m).
E, portanto,

bu(00) = Gla) — [ dBI(@: B+ [ dad(asw) = G(a).

Como vimos na secao anterior, a solucao para a equacao homogeénea ja foi resolvida. Basta

reescrevermos aquela solucao, com as condigoes iniciais modificadas, F e G. Ou seja:

Dq)h(ilf,t) = 0,
@ (0;1) = F(x), ®(0;t) = G(x),
Qp(x;t) = ;]—“(x —t) + ;.7:(95 +1t)+ ; /::t dyG(y).
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E, portanto, a solugao final para a equagao de D’Alembert em duas dimensoes (141) com

uma fonte externa é:

(1) = ;]—"(x—t)—ir Lre+o+ / dyg(y)+/0xtda/omdﬁj(a;m (1.8)

1.3 D’Alembertiano ao quadrado (1+1) sem fonte

A mudanca de variaveis usual nos leva a seguinte equagao diferencial:

0'd
o2 on?

A solugao mais geral é da forma:

O (&,m) = f(&) + g(n) + Eh(n) +nr(€),

e as condigoes de contorno sao:

2 3

F(z) = ®(x;0), G(z) = jtq)(x 0), H(z) = ;;@(x 0), R(z) = C;lt?)@(m 0).

As derivadas temporais de ®, a partir de sua forma mais geral, sao:

ad  of ag ah or
£o 6’2f+i_ @+582h_2@_ o
a2 e an o Toe
Y | v 83 0% +§83h +382r O
B~ o6 a2 " o oz e
Lembrando das condicoes iniciais:
F(z) = f(z) + g(x) + xh(z) + zr(x) (1.9)
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G(x) = —f'(z) + ¢ (x) + xh/(x) — zr' () — h(x) + r(x) (1.10)
H(z) = f"(z) + ¢"(x) + zh"(z) + xr"(x) — 21/ (x) — 20" (z) (1.11)
R(z) = —f"(x) + ¢""(x) + zh" (z) — xr"'(x) — 31" (z) + 3r"(x). (1.12)

Seguem-se, agora, alguns longos passos algébricos, que serao aqui descritos de forma

sucinta.

Primeiramente, partiremos da equagao (1.9), isolando a funcao f e derivando sucessivas

vezes:

f(x) = F(z) —g(z) — zh(x) — ar(x)
flx) = F(x)—g' () = h(z) — 2/ (x) — r(z) — zr'()
() = F'(z)—¢"(x) =20 (z) — xh"(x) — 2¢'(x) — xr"(x)

f///(x) — F///(:L,) _ gl//(x) _ 3h//(x) _ l’h”’(ﬂ?) _ 3r//(x) _ 337"”/(33).

Feito isso, vamos substituir f’ na equagao (1.10), obtendo:

F'(z) + G(z) = 2¢'(x) + 2zh/(x) + 2r(z). (1.13)

Substituindo f” na equagao (1.11) e f” em (1.12), ficamos com:

F"(z) — H(z) = 41 (z) + 4 () (1.14)

F"(z) + R(x) = 29" () + 2zh" (z) 4+ 6" (z). (1.15)
Isolando r em (1.13) e diferenciando, ficamos com:

F'(z) + G(x)

(o) = =T ) — ol ()
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() = SF(2) + 5G'(x) — 6" (x) — H(z) — oh(x)

T,/(LE) — ;F’”(I) + ;G”(I‘) _ g///(x) _ 2h//(x) _ xh///(x)‘

Substituindo as derivadas de r nas equagoes (1.14) e (1.15), ficamos com:
F"(z) +2G'(z) + H(z) = 44" (x) + 4xh" (z) (1.16)

2F" (z) + 3G"(x) — R(z) = 4¢" (x) + 4zh""' (z) + 121" (z). (1.17)

Isolaremos g” em (1.16), derivando em seguida:

1 1 |
g"(x) = ZF”(.T) + iG’(:v) - ZH(az) —zh"(x) (1.18)
§" () = iF’”(m) + ;G”(x) + iﬂ/(x) W) — 2 (). (1.19)
Substituindo (1.19) em (1.17), obtemos:
1 1 1 1
" _—pm" el By 4 -
W(@) = SF"(@) + 56"() = SH'(2) - SR(2),
o que implica em:
/ . 1 /! l ! _ l _ 1 z
W (@) = SF'(x) + 56 (@) = SH@) — ¢ [ dyR(y) + G
h(z) = ~F'(x) + ~G(x) — 1/2(1 H(y) - 1/md /ydzR(z) O+ C
B 8 §). W TR, Y, e

Uma vez conhecendo a forma geral da funcao h, podemos voltar a fungao g, a partir

de (1.18):
J'(x) = éllF”(:c) — éxF”’(x) + ;G/(l') — ;xG”(x) + leH(x) + ;wH’(x) + ;xR(x)
g = SF@) -~ @F' () + 2G) — @) + ol (@) + ¢ [ dyH(y) +
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1 rz
+5 [ dyyR(y) + Cy

g(x) = ;F(x) — ;xF’( — ;G / dyG (y /ax dy/am dzH(z) —|—é/j dyyH (y) +

1 T T
+§/ dy/ dzzR(z) 4+ Csx + Cy.

Lembrando que

(@) = 5F'(x) + 5G(x) — g (x) — b (a),

é 86 substitir ¢’ e h' para obtermos 7:

ra) = SF@) = 56 = 5 [y + 5o [ ayRe) - 5 [ dR) - G- Co

E, por fim, devemos substituir g, h e r na equagao para f:

fe) = Pla)~ ()~ oh(x) — or(a)
f) = DF@)—~ F@) + paG) — o [ ayGly) — ¢ [y () + e [ dyH() -
2 8 8 4 Ja 8 Ja 4 Ja

—l—; /ax dy /ay dzH(z) — ;a? /j dyR(y) + éx /ax dyyR(y) + ;:c /ar dy /ay dzR(z) —

1 = y
+§/ dy/ dzzR(z) — Cox — Cy.
Estamos prontos, agora, para escrever a expressao geral para a funcao P:
®(&5n) = f(©) + g(n) + Eh(n) + nr (),

B(en) = §F<s)+;F<n>—1<§—n>F'<s>+1<f—n>F’<n>+1<g—n>G<g>+

(5 G /dyG —ff n/dyH +n/dy/dzR

—gg/a dy/a dZR<Z)+8/§ dy/a dzzR(z). (1.20)
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A equacao (1.20) apresenta uma aparente dependéncia em a, um parametro de inte-
gracao. Esta dependéncia é s6 aparente, como serd mostrado a seguir.

Seja K a funcao de &, n e a composta pelos trés tltimos termos da equagao (1.20):

8K (&,m,a) :n/cfdy/aydz]%(z)—gfandy/aydz]%(z)—l—/ﬁndy/aydzzR(z).

Vamos criar duas novas fungoes:

() :/R(z)dz . T(2) :/Q(z)dz.

Portanto, integrando o terceiro termo de K por partes, ficamos com:

sk ma) = u [ dy[ow) -] ¢ [ ayow) - o] +

+ [ dy[v62w) — af2(@) = T() + T(a)]
8K(€m.a) = n(¢) — nl(a) = ngQa) +naf(a) — E0(n) + E7(a) + nEQa) — Eafa) +
+al(n) = €0() = [ T(y)dy — anfa) + na®a) ~ [ T(y)dy +nl(a) - €7(a)
3 3

BK(&,m) = (=[P +T(&)] - 2/;F(y)dy.

A funcao K é, portanto, independente de a. Um método mais direto de verificar tal
afirmacao é derivar a equagao (1.20) em relacao a a. O resultado é zero, o que comprova
que nao ha dependéncia alguma (tal derivagao pode ser feita com o auxilio do MAPLE).

Assim:

1

Bt;) = B(En) = LFEQ) + L F ) — (€~ MFE) + (€~ nF ) + (€~ mE(E) +

1
2" g
450G + 5 [ a6 - g6 - [ dyHE) + 50— [P + 1)) +

1 /m

“1). ['(y)dy. (1.21)
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E conveniente notar a presenca de derivadas primeiras de F' em nossa solucao geral
(1.21). Se optarmos por uma condigao inicial constante, porém localizada, tais derivadas
darao origem a fungoes d na solucao. Se optarmos por uma condigao inicial na forma
de um pulso (a prépria fun¢ao Delta de Dirac), as derivadas dardo origem a operadores
funcionais e perderemos o caréter fisico de nossa solugao.

Essa discussao serd retomada no Capitulo 3.

Finalizando esta secao, damos abaixo a contribuicao para a densidade de energia do
sistema proveniente do termo de derivada superior introduzido.

Acoplando-se o sistema a um campo gravitacional de fundo, g,,, e linearizando-o
(G = Muw + Khy,, sendo k a constante de gravitagao), chegamos a expressao do tensor

momento-energia,
2 0L
V=g 0g* ’

Guv="Npv

O =
o que nos fornece

B = 0,0° DD, 00D — inwaaa%aaa[g@,

de onde, entao, se lé
1
H = 0o = 00" P00 ® — Zaaa%aaaﬁ@.

Explicitando as derivadas, onde o ponto simboliza uma derivagao no tempo e a linha

uma derivagao no espaco, temos:

H = _(d'))Q _ l((I)/)Z _ %((I)”)?_

De onde podemos ver que a energia sera positiva somente se respeitarmos a seguinte
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condicao:

3(9)% > 2(d)? + ()%

1.4 D’Alembertiano ao quadrado (141) com fonte

A possibilidade do surgimento de solugoes nao-fisicas, como visto ao fim da se¢ao anterior,
nos leva a considerar a abordagem proposta por Narnhofer e Thirring [22]: fontes externas
que eliminem os modos nao-fisicos da solugao geral.

Assim, partiremos da equacao:
0%® = J(x;t)

o que nos da, com a mudanca usual de variaveis,

o)

W:j(fﬁ)-

A solugao particular da parte inomogénea é:

b, () _/Ogda/[)adﬂ/()ndy/(:déj(ﬁ,é).

A solucao geral sera:
é(f? 77) - (i)h(éa 77) + (iJ(ga 77)

O(t,z) = Op(t,z) + Py(t, x),

com as condicoes de contorno usuais:

F(z) = ®(x;0) G(z) = thI)(x; 0) H(zx)= ;;(I)(I;O) R(z) = jtg)fb(x; 0).
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Para resolver essa equagao, usaremos a mesma abordagem da Secao 1.2, com o intuito

de aproveitarmos o resultado obtido na Secao 1.3.

¢,(0,2) = P(0;2) — D,y(0,2)

O,(0,7) = F(a:)—/(fda/oad/a/ondy/;daj(ﬁ,a)

®,(0,2) = F(x).

Assim, temos uma nova condicao inicial, F no lugar de F'.

Analogamente, teremos:
d
Lo00) = G +/d6/dfy/déj /da/dﬁ/dwﬁé
d

£<I>h(0,m) = G(x)

j;cph(()x):[{( /dfy/d&]f5+2/dﬁ/déjﬂf5 /da/dﬁJﬂn)
2

d
ﬁCI)h(O r) = H(z)

000 = R - [May [Tds a0 3 [T asie0) +
+3/d5J5, /da/dﬁ J(8,n)

%@h(o r) = R(x).

O resultado final é, portanto:
- 1 1 1 1 1
o(&n) = 5}—(5) + 5]:(77) - g(ﬁ —n)F (€ + g(f —n)F (n) + g(f —n)G (&) +
1 3 1 1 /¢ Y
rgle=mgn + 5 [ duGo) — e —m) [Tdyrn) + oo [Cdy [T aRE) +
1 1 € a -
—8§/a"dy/aydz7z(z)+8/;dy/aydzz7z(z)+/0 da/o dﬁ/ondy/ovdéj(ﬁ 5
(1.22)
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onde as fungoes F, G, H e R sao dadas por:

Flz) = F(m)—/jda/oadﬂ/ondy/owdéj(ﬂ,é)
G(z) = G(x)+/§dﬁ/nd7/vd5j(ﬂ,5)—/gda/adﬁ/ndéj(ﬁ,é)
H(z) = H(z) /dy/d5J£5+2/dﬁ/d5J66 /da/dﬁJ )
R(z) = R /dfy/dd 56—3/d(5J§5
+3/dﬁjﬁ, /da/d/a J(8,7).

Novamente, a dependéncia em a é apenas aparente e isso pode ser facilmente demons-

trado através de uma derivacao direta em relagao a a.
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Capitulo 2

A Equacao de D’Alembert em

terceira ordem

Vamos partir agora de um Lagrangecano do tipo
1 L AV Qo
L= 58“81,8&(1)(1:)8 0"0“P(x)
resultando em
0°® = 0.

Neste capitulo, vamos calcular as solugoes analiticas gerais para este caso, em um
regime bidimensional.

A mudanca de variaveis usual nos leva a seguinte equacao diferencial:

I
0E30m3

E esta equacao diferencial que queremos resolver.
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2.1 Construindo a solugao geral

A solugao mais geral é da forma:

o(&,m)

e as condigoes de contorno sao:

= f(&) + g(n) + &r(n) +nr(&) + Es(n) + n*u(f),

F(z) = ®(x;0) G(z) = jttb(x 0)
H(z) = EQ(x 0) R(x) = ﬁcb(x 0)
S(x) = :24(1)(1‘ 0) Ux) = ;iscl)(x 0).

As derivadas temporais de ®, a partir de sua forma mais geral, sao:

a _ 9f 9y _ oh _ _or 205 ,0u
&= ok Sl (@) €| = 250 |-G 2u(e)| + 25 -y
R o%f 9% _Oh _or 9%h s % Ou
@ - o 82—28—”—2a—§+2s( )+2u(§)—|—§[— &7]+n[8§2_4a§]+
9%s 82u
27
+¢ +1 oe
WAL Pf g  _0h  _9* 9s Ou Ph 9%s Pr %
@ T o e Tae 0, ag“[ans‘ W]*”[‘ae* ag]
+£ 833 5 OPu
— 7’ 968
d*® otf  9'¢  Ph Or d%s o*u o*h s
i 85”3774_433_48?3“2 o +123£2+£[3774_ 8n3]+
M Pu s 284u
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e 0°f g _9*h 9 s Pu o°h s
ﬁ = _855 +8n5 _587’]4 +587§4+2Oa7]3 _20853 +£ 8775 _1087]4
oPr o'u 2 s 0%
+U[—a§5 + 108541 +¢ 78775 -n 7855

As condigoes iniciais nos levam ao seguinte sistema de equagoes:

F(z) = f(x) + g(z) + 2[h(x) +r(z)] + 2°[s(x) + u(x)] (2.1)
G(x) = —f(2)+7g'(x) = h(z) +r(2) + b (z) —r'(z) - 25(2) + 2u(x)] +
228’ (z) — /()] (2.2)

ta[h(x) + " (x) — 45" (x) — 4/ ()] + 2*[s" () + " ()] (2.3)
R(z) = —f"(z)+¢"(x) — 30" (x)+ 3r"(z) + 65'(z) — 6u/(x) +
+a[h” (z) — " (x) — 65" (x) + 6u” (2)] + 2*[s" (x) — u" (z)] (2.4)

S(Z) _ f””(ZE) —|—g"”(x) —4h"'(:1c) —47‘”/(:E) + 128”(1‘) + 12ull(x) +

—l—:L’[h/W(l‘) _|_ r////<x) _ 88’”(%) _ 8u///<x>] + IQ[S/W(ZE) + u////(x)] (25)

U(.CE) — _fl////(x) _|_ gl/l//(x) _ 5h//1/<x) + 57“/”/(33) _"_ 205”’(3:) _ QOUIII(x) _|_

+l_[h/////(x) _ T””’(l‘) _ 108””(1’) + 10u//1/(x)] + 1‘2[5””/($) _ u///”(l')]. (26)

Seguem-se, novamente, alguns longos passos algébricos; mais uma vez tais procedi-

mentos serao descritos de forma sucinta.

28



2.2 Obtendo a solucao geral — parte I

Primeiramente, partiremos da equagao (2.1), isolando a fungao f e derivando sucessivas

vezes:

fl// (x)

f//// (x)

f///l/ (x)

Fz) = g(x) — a[h(x) + r(2)] — 2*[s(2) + u(w)]

F/(@) = g'(2) = h(a) = r(z) = [t (@) + (@) + 25(2) + 2u(w)] — 2%[s'(s) + /(2]
F'(z) - ¢'(x) — 21 (x) — 20" () — 2s(x) — 2u(z) +

—alh" () + 1" () + 4'(x) + 4o/ (2)] — 22["(s) + ()]

F"(z) — " (x) — 30" (x) — 3" (x) — 65'(x) — 6u/(x) +

—a[h"(z) + " (x) + 65"(x) + 6u" ()] — 2%[s"(s) + u" (x)]

F"(2) — g"(x) — 4h"(z) — 4" (x) — 125" () — 120" (x) +

—a[h" () + " () + 85" (x) + 8u" ()] — 2*[s""(5) + u" ()]

F" () — g"" () — 51" (x) — 5" (x) — 208" () — 20u” () +

_x[h//l/l(x) ‘l’ T////l(x) ‘I’ 108””(1’) + 10u/”/($)] _ ])2 [SIIIII(S) + U””’(l’)].

Feito isso, vamos substituir f’ na equagao (2.2), obtendo:

F'(z) + G(z) = 2{g'(x) + r(2) + 2[l/ () + 2u(x)] + 2°5'(x) }. (2.7)

Substituindo respectivamente f” na equagao (2.3), f” em (2.4), f" em (2.5) e f""

em (2.6), ficamos com:

F'(x) — H(z) = 4{l () + 7' (x) + 22[s () + v/ (2)] } (2.8)

F"(x) + R(z) = 2{g" (x) + 3" (z) + 65'(z) + 2[h" () + 6u”(2)] + 2°5"(z)}  (2.9)
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F"(z) = S(x) = 8{W" (x) + 1" (x) + 2z[s" () + u" ()] } (2.10)
F””/([L') +U(I) — 2{9///,/($) +5r/l//<x) +208///<x) +x[h/1///(x) _|_ 1OU”/,(I)] ‘l‘l‘QS””/(.fC)}. (211)

Devemos agora isolar r em (2.7), diferenciar quatro vezes e substituir os resultados

nas equagoes (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11). Com isso, obteremos:
F'(x) +2G' () + H(z) = 4]¢"(2) + 2u(x) + 2" (z) + 275" (s)] (2.12)

2F" (x)+3G"(x)—R(x) = 4{g”’(x)+3h”(az)+6u'(x)+.7:[h’”(3:)+65”(:1:)]—1—:1523'”(:15)} (2.13)

3F""(x)—|—4G"'(a:)—|—S(:U) _ 8{g”"(m)+2h'"(m)+6u”(x)—i—6s”(m)+x[h’”’(x)+4s"’(m)]—i—x%””(m)}

(2.14)

4F/////(x) + 5G////($) _ U(aj) — 8{9””’(3:) _|_ 5h////(x) _|_ 10u///(x) ‘I— 108”’(IE) +

—Hp[h””’(x) + 105”"(:E)] + :1328”/”(1‘>}. (2'15)

Seguindo o roteiro usual, devemos isolar u em (2.12), diferenciar trés vezes e substituir

os resultados nas equagoes (2.13), (2.14) e (2.15). Com isso, obteremos:
F"(x) +3G"(x) + 3H'(x) + R(z) = 8[¢" (z) + zh" (z) + 2°s"" ()] (2.16)

3F/l//(l,)+8G1//($)+6HU($) _S(x) — 16{9””(x)+2h”/(l‘)+.T[h////(x)+4S/”(x)]+x28””(l‘)}

(2.17)

6F"" () + 15G"" () + 10H" (z) + U(z) = 16{2¢""(x) + 51" (z) + 10" (x) +
—|—2$[h”m($) _'_ 55””(1‘)] _'_ 23:23/”//(:6)}

(2.18)
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O préximo passo é isolar ¢” em (2.16), derivar duas vezes e substituir nas equagoes

(2.17) e (2.18).
F"(x) +2G" (z) — 2R (z) — S(x) = 161" (x) + 225" (x)] (2.19)

2F""(x) + 3G (x) — 2H" (x) — AR" () + U (x) = 16|h""(x) + 65" () + 225" ()] . (2.20)

Por fim, vamos isolar A" em (2.19), diferenciar e substituir o resultado em (2.20). Com

isso, obtemos uma férmula para s” que depende somente das condicoes iniciais:
1
" (x) = ol [F’””(x) +G"(x) —2H" (x) — 2R"(x) + S'(x) + U(x)] (2.21)

Integrando trés vezes este resultado, obtemos uma expressao para s:

s(a) = 614[?’( )+ G'(2) — 2H(x —2/ dyR(y +/ dy/ d2S(z

—i—/w dy /y dz /Z dwU (w) + C2? +C’2x+C’3], (2.22)

onde (', Cy e (3 sao constantes de integracao.

Conhecendo s e suas derivadas, obtemos expressoes para h e g:

h(z) = 312 lSF'(x) — /a: dy /y dzzF"(z) + 5G(x) — /w dy /y dzzG"(z) +

—|—2/ dy/ dzzH"(z 2/ dyH (y —6/ dy/ dzR(z
42 / dy / dz2R (> / dy / dz / dwS (w / dy / d228(2) +

—/ dy/ dz/ dwwU (w) +21x2+D2x+D3], (2.23)

o 1 v Y " v Y 2 v
glx) = 64[14]7(93) —G/a dy/a dzzF"(z) +/a dy/a dzz"F""(z) +34/a dyG(y) +
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—10 /z dy /y dzzG"(2) + /z dy /y dz2*G"(2) + 20 /x dy /y dzH(z) +
+4/ dy/ dzzH'(z —2/ dy/ dz22H" (= 4/ dy/ dz/ dw R(w
+12/ dy/ dzzR(z) — 2/ dy/ dzz*R/(2) +2/ dy/ dz/a dwwS(w) +

+/ dy/ dz2*R/(z +/ dy/ dz/ dww?U (w —x —|—E2[17—|—E3‘| (2.24)

2.3 Construindo a solugao geral — parte II

De posse de g (equacao 2.24), h (equagao 2.23) e s (equagao 2.22), obtemos u, r e f de

forma direta, porém muito trabalhosa:

1
128

— /x dyy*U (y) + 2z /x dyyU (y) — 2* /x dyU(y) — By — 2Dz — C’lle . (2.25)

[QF”(x) —2G"(z) — 4H(x) + 4/; dyR(y) — 2 /ax dyyS(y) + 2x /az dyS(y) +

L
64

+2x /x dyyF"" (y) — 2G(z) — 82G'(x) — 2*G" () + 10/ dyyG" (y / dyy*G" (y) +

l18Fl($) _ 8.1'F//< ) 2F/// _"_ 6/ dny/” / dnyF////< )

+or / " dyyG"'(y) + 8xH(x) + 202 H' () — 20 / dyH(y) — 4 / dyyH'(y) +

42 / dyyH"(y) — 4z / dyyH"(y) + 222 R(x) + 8z / dyR(y) + 4 / dy / dzR(z
—12/ dyyR(y +2/ dyy* R (y) 4x/ dyyR'(y) — 3x* / dyS(y

+4x/ dyyS(y / dyy*S(y) — 2/@ dy/a dzzS(z) + 295/@ dy/a dzS(z) +
+£L‘3/ dyU(y) — 2302/ dyyU (y) + x/x dyy*U(y) — 2° /ax dy /ay dzU(z) +

+21’/ dy/ dzzU(z / dy/ dz2*U(2) — Ey — 2Dyx — Chx ] (2.26)
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1 T
o [64F(x) ~20F(z) + 222 F" () — 120 / dyG(y) + 282C(z) — 222G (2) +
—24 /I dy /y dzH(z) — 24 /aC dyyH (y) — 42* H (v) + 24x /m dyH(y) +
+8/xdy/ydz/z dwR(w) —32/xdy/ydzzR(z) +4/mdyy2R(y)+
—2 /I dy /y dz2’R(z) + 3227 /x dyR(y) + 32z /z dy /y dzR(z) + 32z /I dyyR(y) +
—4/mdy/ydz/z dwwS(w) + 4$/mdy/ydzzS(z) + 21’/1 dyy*S(y) +
—2x3/xdy5(y) —2/xdy/ydz/Zdww2U(w) +4x/xdy/ydz/zdwa(w) +

T Y x Y z Y
—I—Qx/ dy/ dz2*U(z) —4952/ dy/ dzzU(z) —1—2953/ dy/ dzU(z) +
—zt /x dyU (y) — 42° /I dy /y dz /Z dwU(w) — C1x* — Cyz® — (Dy + Ds)x +

— (B, + E5)1. (2.27)

Finalmente, estendendo as solugoes para t # 0 e juntando as solugbes descritas nas

equacdes (2.22) a (2.27) na forma ®(£,7) = f(€) 4+ g(n) + Eh(n) +nr (&) + E25(n) + n*u(E),

ficamos com:

o(&,m)

= _1;8{_100F(€) — 28F'(n) + 48EF' (&) — 36nF' (&) — 126 F'(n) +
122" (§) — 2P F(€) + 1660 (€) — 26°F" () + 26*(n — )P () +
HLBEG(E) + 4G () — 206G() +165(n — C(€) + 2PG(E) — 268G/ () +
2682 = )G (€) + 8EH() = 166 H() + 4P H(€) + A8 Hn) — 46 — OH'(E) +
3 3
4 (= R — 12(n— ) [ 2F"()dz —4en =) [ 2P ()= +

a

+2(n — &) /j 2Z2F"(2)dz — 68 /; G(y)dy — 20(n — &) /5 2G"(2)dz +
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_4g(n —€) / LG (2)dx — 20 — €) / 20" (2)dz + 8¢ / y)dy +

a

+40(n — €) /5 H(2)dz +8(n — €) / 2H'(2)dz + 8€(n — €) / 2H"(2)dz +
4y — 5)/ 2H"(2)dz + 462 / y)dy — 40 / y)dy +
~166(n &) [ Ry + 2400~ ) [ 2R(:)dz + 86— ©) [ R/(2)ds +
£ 3
4y —€) / 2R(2)dz + 26(3¢n — 262 — 1?) / S(2)dz +
+2(36% — 4én + 1) /j 28(2)dz 4+ 2(n — &) /j 22S(2)dz + €3 (n — €)? /j U(z)dz +

_26(n — £)? / U(2)dz + (n — €)? /5 20 (2)dz + 12/5" /ay 2 (2)dzdy +
_2/n /y Z2F””(z)dzdy+4£/ / zF"’/(z)dzdy+20/n /y 2G"(2)dzdy +

2 / / 20" () dzdy + 46 / / 2G"(2)dzdy — 40 / / 2)dzdy +
—8/ / zH'(2 dzdy—|—4/ / 2H"(z dzdy—8§/ / 2H'(2)dzdy +
1ode / / 2)dzdy — 24 / / 2R(2)dzdy — 8(n — £) / / 2)dzdy +

—85//2}2’ dzdy—l—4// 2R(2)dzdy + —4€(n — 5// 2)dzdy +
—25// dzdy+4§//zS Ydzdy + 4(n — 5//28 Ydzdy +

—2// (2)dzdy + 26%(n — 5// 2Vdzdy — 4€(n — 5//zU Vdzdy +
2(n — g// dzdy+8//a/a w)dwdzdy +

g / / / w)dwdzdy — 4 / / / wS(w)dwdzdy +

—2/ / / wadwdzderélg/é / / wU (w)dwdzdy +

_og? / / / dwdzdy} (2.28)

A aparente arbitrariedade na escolha de a nao introduz, na realidade, qualquer am-
bigiiidade. Como na capitulo anterior, tal dependéncia em a é apenas aparente e isso
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pode ser facilmente demonstrado através de uma derivagao direta em relacao a a.

E interessante notar a presenca de derivadas de F' (primeira, segunda e terceira) e
derivadas de G (primeira e segunda) na solugdo geral acima. Esse fato dard origem a
solugoes nao-fisicas dependendo das condigoes iniciais arbitradas.

Essa discussao sera aprofundada no proximo capiitulo.

Antes, porém, analogamente a secao 1.3, damos abaixo a contribuicao para a densidade

de energia do sistema proveniente do termo de derivada superior introduzido.
35 g00° L el
O = 5%8 0°®0,0,05P — ana 0°07®0,030,9,
de onde, entao, se lé
3 a 28 1 o 0f
H =0y = 530(9 0" ®00,03P — 1(9 070" 90,030, 9.

Como feito ao final da secao 1.3, vamos explicitar as derivadas, obtendo:

3 1

5 .. 9 .. .
2 7((1)/)2 + Z((1)//)2 + Z(CI)W)Q'

=10~

Logo, a energia sera positiva sempre que a condicao

5((1))2 4 3(@//)2 + (CI)///)Q > 9(@/)2

for respeitada.

Reunindo-se os possiveis termos em uma tnica acao,

£
2

¢

1
L= S0,90"® + 30,0,80"9"® + 20,0,0,80' 9" 2,
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chega-se a expressao completa para a densidade de energia do modelo com derivadas

superiores:
L. 1 / 3, 1 5/ 1 " D 9 T,/ 3 N 1 "
R O U L T R OO L S L e g
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Capitulo 3

Analise quantitativa de alguns casos

particulares

Neste capitulo, usaremos as solucoes obtidas nos dois capitulos anteriores para, com o
auxilio do MAPLE, discutirmos o comportamento dos nossos campos evoluindo no tempo.
Para efeitos de comparagao, as tnicas condic¢oes iniciais nao-nulas serao as fungoes F
e GG, visto que sdo as tnicas que aparecem em todas as solugdes. As demais fungoes (H,
R, U e S) serao consideradas nulas.
Deste modo, a solugdo do D’Alembertiano simples, equagao (1.5), permanece inalte-

rada:

€T

O(z;t) = ;F(x —t) + ;F(a: +1)+ ;/ " dyG(y), (3.1)

r—t

a solu¢ao do D’Alembertiano ao quadrado, equagao (1.20), torna-se:

1 1 1 1 1
Dy(x;t) = §F(x —t)+ 5F(:z: +t) — ZtF’(ac —t) + 1tF’(:z: +1t)+ ZtG(ac —t) +
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1 3 [att
+ZtG(x +t) + 2 /x_t dyG(y) (3.2)

e a solugdo do D’Alembertiano ao cubo, equacao (2.28), é escrita como:

(I)C([L'; t)

1

128{ 100F (x —t) — 28F(x +t) + 48(x — ) F'(x — t) — 36(x + t)F'(x — t) +

—12(x —t)F'(x +t) — 12(x — t)*F"(x — t) — 2(x + t)*F"(x — t) +
16(x —t)(z +)F"(x —t) — 2(x — t)*F"(x + t) + 4(x — t)*tF" (x — t) +
+16(x — t)G(x — t) + 4(x + )G(x — t) — 20(x — )G(z + t) + 32(z — t)tG'(x — ) +

+2(x +1)°G(z — t) — 2(x — 1)*G'(z + 1) + 4(x — )G (x — t) +

r—t

r—1
—24t/ 2F"(2)dz — 8(x — )t / 2F"™(2)dz + 4t/ Z2F"(2)dz +

a

T+ x—t
68 y)dy — 40t / 2G"(2)dz — 8(x — )i / 2G"(2)dz +
x—t a

—4t/ 2G"(2)dz + 12/ / 2F"(2)dzdy — 2/ / 2F"(2)dzdy +
z—t Ja

T+t T+t
Mz —t / / 2P (2)dzdy +20 / 2G(2)dzdy +

T+t
/ 2G" (2)dzdy + 4(x — t) / / zG/”(z)dzdy}. (3.3)

A seguir, discutiremos algumas condigoes iniciais particulares.

3.1 Solucgoes descontinuas do caso homogéneo
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3.2 Solucoes continuas do caso homogéneo
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3.3 Analise do caso nao-homogéneo
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Capitulo 4

Derivadas Superiores na Propagacao

de Férmions

Neste capitulo, abordaremos casos “semi-inteiros” do D’Alembertiano.

O primeiro desses casos nada mais é do que a propria equacao de Dirac:
i, ¥ (z;t) = 0.

O segundo é um acoplamento do operador D’Alembertiano ao operador de Dirac,

resultando em uma equagao com derivadas superiores:
iv"0,0V(x;t) = 0.

Veremos ainda o caso:

iy"0,0%W (z;t) = 0.

Os célculos e as consideragoes presentes neste capitulo derivam de [106].
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4.1 A equacao de Dirac

Como primeiro caso, tomaremos uma particula sem massa em duas dimensoes, descrita

pela usual equagao de Dirac (h =c=1):

onde

U(z,t) é¢ um espinor e pode ser escrito da seguinte forma:

Uy (z,t)
U(x, t) =
\IJQ(ZL’,t)

ou, ainda, aplicando nossa mudanca de variaveis usual:

\le (’57 77)

i12(57 77)

A equacao de Dirac, reescrita em nossas variaveis left-movers e right-movers fica:

U(E,n) =

3‘1’2(5771)
2| = 0.

A(x)
U(z,0) =
B(x)
A solugao é imediata e trivial:
i A() Az —1)
U, n) = = Uz, t) = . (4.1)
B(n) B(z +1)

69



H4, em [106], uma discussao subseqiiente a respeito da relacao entre as componentes
de quiralidade e dos modos de propagacao do férmion.

Os projetores

L+ L —3
P, = Pr =
L 9 ) R 2 )

onde v3 = 7°y! = 0, é o operador de quiralidade, indicam que ¥; corresponde & quira-
lidade left e Uy a quiralidade right. Este conceito meramente algébrico é relacionado, em
[106], aos modos de propagacao (right-movers, £ = x —t, e left-movers, n = x + t).

Da solugao (4.1), vemos que o férmion com quiralidade left propaga-se sempre para
direita, enquanto que o férmion com quiralidade right propaga-se sempre para a esquerda.
Estas afirmacgoes sao invariantes sob transformacoes de Lorentz e sao muito usadas em

estudos ligados as teorias de cordas.

4.2 O operador v"0,0

O operador em questao é uma conjugacao direta de um operador D’Alembertiano com um
operador de Dirac. Usando a mesma forma espinorial para ¥ e a mesma transformagcao

de variaveis da secao anterior, a equacao resultante sera:
5 -
o2 0 2€ Wi (&m)

) oo\ o 0 ‘i’2<§a77)

on

=0.

que nos da duas equacoes diferenciais nao-acopladas:

83@1(67 77) _ O
oo

83\@2(57 77) =0
og2on
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cujas solugoes mais gerais sao, respecitivamente:

Wi(&,m) = f1() + g1(n) + nha(€)

Us(€,n) = f2(€) + g2() + Eha(n).

As condigoes iniciais serao tomadas como:

(F (x))
U(x,0) =
G(z)

Flz) = filx) + (@) + xhi(z)
Gx) = fal) + g2(x) + who(2)
H(z) = —fi(z)+g1(2) + ha(2) — zhi(x)
J(x) = —fox) + g5(x) — ha(x) + why()
R(z) = f(z)+di(x) — 2k (z) + zhy(z)
S(x) = fi(x) +g5(x) — 2h5(x) + why(z).

As solugdes gerais encontradas em [106] sao:

1

Bilgn) = PO + P — (€~ 0F(©) + ;5 [ Hwdy+; [y [ R
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Wy(&,m) 1G(§)+3G()+1(€ )G’()Jrl/nJ( )d 1/77d /yS( )d

=7 = -\& = = - = z)az.
26,7 4 1 n 1 n n 2 Je y)ay 1) ) )
A esses resultados seguem consideracoes de Murga a respeito da relacao entre as

solucoes W1 (&,n) e Uy(E,n), reconhecendo uma “espécie de ‘dualidade’ ”. Esta questao é
G n n

apresentada em detalhes em [106].

4.3 O operador iv"9,0°

Temos agora um D’Alembertiano ao quadrado conjugado com um operador de Dirac.
Novamente, usaremos a forma espinorial para ¥ e a transformacao de varidveis usual da

secao 4.1, resultando em:

84 0 g% @1(5777)
16 ——— =0
o 28 2 ~ )

que nos da o seguinte par de equagoes diferenciais nao-acopladas:

85@1(57 77)

OnPOE? =0
85¢[2(£, 77) — 0
0E30m? ’

cujas solugoes mais gerais sao, respecitivamente:
U1(&,m) = f1(6) + g1(n) + nha (€) + Eha(n) + 1*L (€)

Uy(&,m) = f2(€) + g2(n) + nha(&) + Eka(n) + E1a(n).

As condicgoes iniciais serao tomadas como:

U(z,0) =
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OV (z,0) _ (C(x))
ot Die)
P (2,0) (F(“f)>
o clo)
U (2,0) _ (H@?))
e 7o)
0 (2,0) (R@))
ot S(a)

Isso resulta em um conjunto de dez equagoes:

fi(@) 4+ g1(z) + zhy(2) + 2k (z) + 2211 (2)

fo(x) 4 go(2) + who(x) + ko () + 225 (2)

—fi(z) + gy (x) + hy(2) + 21y () — Ky (2) — zh)(z) — 221} (2) + 2k)(2)

—f2(x) + gh(x) + ho(x) — 2xly(x) — ko) — whly(z) + 2215 (x) + xk) ()

fl(@) + g (z) + zhf(x) + 2°1 (z) + 2k] () — 2k} (z) — 4al}(z) — 2K} + 20 (x)

£3(x) + gy (x) + ahly(x) + 2y () + okl (x) — 2hh(x) — daly(x) — 2ky(x) + 2 ()
—f"(x) + g} (x) — oh) (x) — 221" + 2k (z) + 30 (x) — 3K (z) + 621 (x) — 61} ()
—fNx) + g (x) — ohy (x) + 221 + xky (z) + 3Ry (z) — 3KY (z) — 621 () + 615 (z)
") + ¢ (x) + xh)"(x) + zk]" + 221]" (2) — 4h] (x) — 4K} (x) — 821} (x) + 121} (x)
(@) + gy (x) + xhl) () + zky" + 2215 (x) — 4hY (x) — 4K () — 8xly (x) + 121 (x).
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Estas equagoes estao claramente agrupadas em dois blocos distintos (relacionando

fungoes de indice 1 e fungdes de indice 2), que devem ser abordados separadamente. Feito

isso, as solugoes gerais obtidas em [106] sdo:

(€)= A+ 1AM + 56~ M[CEO) + O] - 1o(€ — n)*F(E) +

5 €= MO - 4] + 56— mPae) + 7 [
S/T]dy/ysz(z)—1§/ndy/ydzH(z)+/ dy/ dzzH(z) +
f/dy/dz/duR + dy/dz/duuR

W) = (5B + 1B + (€~ n)[DE) + D] - 16— n)Gla) +

€= (B @ - 1B W] + 556 - n*B W+ ] [ Dy
—7/ dy/ d2G(z —717/ dy/ dzJ(z / dy/ dzzJ(z) +
+16n/5 dy/n dz/n duS(u) — 1—6 . dy/77 alz/77 duuS(u)

E assim ficamos com as solugoes gerais para os casos “semi-inteiros” do D’Alembertiano.
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Capitulo 5

D’Alembertiano em (2+1) dimensoes

Até agora nos concentramos no caso bidimensional. Fizemos isso usando as coordenadas
no cone de luz e obtivemos a solucao geral da equagao de D’Alembert. Esse método nao
funciona em trés dimensoes (2+1).

Para o caso tridimensional, vamos usar uma outra abordagem, aplicada a equacao de
D’Alembert em primeira ordem (D’Alembertiano) e em segunda ordem (D’Alembertiano

ao quadrado).

5.1 D’Alembertiano em primeira ordem, sem massa

Comecaremos logo com o caso mais geral, ou seja, com a funcao d’alembertiana nao-
homogénea:

ad =J

d=0""'J
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Isso nos leva a escrever ® como a integral de uma funcao de Green:
O(t; 7) = /d3yG(ﬂf —y)J(y)-
Sabemos, da definicao da funcao de Green, que
OG(x —y) = 0*(z — y).

Escrevendo a transformada de Fourier da fungao de Green e, em seguida, aplicando o

operador D’Alembertiano em ambos os lados da equacao, ficamos com:

Pk

Gr=9) = [ GOl

Pr - :
i (o)
/ 27)? G(r)e .

Brx—y) = O

Para que o lado direito da equagao acima seja a transformada de Fourier da fungao ¢,

teremos obrigatoriamente:
Logo:

Esta integral é uma integral tripla e pode ser discriminada da seguinte forma:

d/fod/% 1 070 0\ iz (o
_ _ _ —ik? (2 —y°)+ik-(T—7)
G- =[] (2r)? l (K0)? —p:?]e ' "

Vamos realizar primeiramente a integral em x°. Reconhecemos nela a existéncia de

dois polos: k? = &|&|. E aqui convém fazermos uma consideracao de ordem fisica: 3° é
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o tempo relacionado a fonte J. Logo, é natural considerarmos o caso dito retardado, ou
seja, 2° > ¥ = 2% —¢y® > 0.

Reescreveremos (k°)> — &2 como (k%)% — &2 + ek (posteriormente fazendo € tender a
zero). Esta manobra retira os pélos do eixo real k°. Assim, lembrando que (x

ficamos com:

0
Tet ///d:‘i di _ 1 e*ino(:rofyo)Jriﬁ-(f*g).
K% + ier?

A integral acima deve ser calculada com base na teoria dos residuos (ver, por exemplo,

[108] ou [109]), resultando em:

Gl — —9mi) [_ellnl(x ) R EG) | L iRl yO)em-@m]'

Lembrando que d?R = |R|d|R|d0 e & - (T — §) = |R||T — #]cosh, ficamos com:

27TZ 0 ) 2m ETER
. _ 0o_ .0 ’Llf’il %) _—i|R|(z"—y") . i|R||Z—y]|cosO

onde © ¢é a conhecida func¢ao de Heaviside (ou funcao degrau). Gradshteyn e Ryzhik [110],

p. 482, nos permitem afirmar que:
2 .
/0 dfeilFIF=ileosd _ or g (|R||T — 71),

onde Jy é a funcao de Bessel de ordem zero.

Enfim, ficamos com:

—1 o0 . ., il B
Gra(r —y) = O(2° - yo)*/o d|R|sen[|R](2° — y")] Jo(|R]|Z — 7).

2m
Novamente de [110], p. 731, chegamos a seguinte resposta para nossa integral:

1 1

%) @ =02 = |7 = g
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Diferentemente do caso em (1+3) dimensdes, onde as solugoes existem apenas na
fronteira do cone de luz, aqui vemos claramente que toda a regiao interna ao cone abriga

solucoes.

5.2 D’Alembertiano em primeira ordem, com massa

Partindo agora da equacao

(O+ m2)<I> =J,

e retragando os passos da se¢ao anterior, chegamos a seguinte integral:

d3/€ 1 —iKk-(x—
Glz—y) = / (2m)3 <_l-€2 - m2>e o

dﬁod’% 1 —ik" (z”— iK(Z—Y
Glz—y) = /// l _,Q’Q_m?}e 0 (a0 —y°)+if-(T-7)

Os pdlos, agora, serao k° = +./|K| + m? = +w e, portanto, novamente integrando em

k° por residuos, ficamos com:

1 = . 1 iw(x®—y0) ik (Z—1 1 7zw ¥ — iR-(Z—y
Gz —y) = OOk //d2/<a(—2m) [—zwe (@ =y gtR-(@=0) 4 25¢ (2% =4°) girie( y)]

2mi o |"_{‘d"‘%\| iw(x0—y0) —iw(x®—y0) T i|R||Z—1]cosb
Ga0) = g fy e [T

A integral em 6 ja foi feita na secao anterior; ficamos, entao, com:

o g VARl IR i - )
(z—y) = _7/0 O
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Em [110], p. 761, temos a solucao desta integral:

1 /mm 1 R
Gr—y)= “o Vo i [m\/ — |7 = 72|
(00— g2 |7~ 7]

l\.‘)\»ﬂ

Sendo essa a resposta para o caso massivo, devemos ser capazes de obter o caso
particular m = 0 a partir desse resultado mais geral. De fato isso acontece, embora

nao seja uma operagao trivial. Para isso, é conveniente abrirmos a funcao de Bessel

\/> kz2k
Z 22kklr k+3)

V2
Ty [myf@ =y —F =] = - x
2|: \/ Yy Y } {m2[(x0—y0)2—‘f—g7‘2}}4
o (G PP =]

X
k; 22kl<;!r(k +3)

k\J\H

Explicitando o somatoério, ficamos com:

V2 1
J_1imy/ (20 —y9)? — |7 — || = T I
’ { \/ ! ! ] {m2 [(xo —y0)2 — |7 — y‘”2] }4 [F(2)

Agora podemos substituir a fungao de Bessel em nosso resultado, lembrando que

I(}) = V7

+m2(...)].

G(a;—y):—i m 1 V2 l 1

2’/T 7 0 0)2 b _'2i 2 0 0)2 b =12 i
(@0 = y0)2 = 17— 72| {m2[ (a0 — )2 — |7 - 2]}

e fazer m = 0, obtendo exatamente o resultado anterior, para o caso nao-massivo:

%) V(0 =) — |7 — g



5.3 D’Alembertiano em segunda ordem

Uma vez que demonstramos, nas secoes anteriores, que basta calcular o caso massivo e
tomar a massa como zero ao final da solugao para obter o caso nao-massivo, comegaremos

logo com o caso geral:

(O+p@2)32® =7

e, refazendo os passos das secoes anteriores, chegamos a seguinte integral tripla:

d3/€ 1 ik (x—
Glx—y) = /// 3l_ 2_,“2)26 ( y)]
G(:L‘ . y) /// d/ﬁjod,‘i 1 26_i,{0($0_y0)+i,—{,(f_g) ‘
,4))2 2 MQ}

Temos agora dois pélos duplos, k = +w = ++/K? + 2. Novamente precisamos recorrer
a integracao por residuos. A integral em x° serd —27i Y Res.

Para x = w temos:

efiw(mofyo)

Res; = — S [2i(2° — 4°) + 1],
e para Kk = —w temos:
eiw(x®—y°)
Resy = —T[Qz(x — ) — 1],
resultando, portanto, em:
—iw(x0—y0) eiw(x®—y°)

To = _Qm'ZRes = zm'{ S 2i(2° — %) + 1] + W[%(IO — ") — 1]}.

Apo6s algumas manipulacoes algébricas, ficamos com:

o = 8 3(a — P)costola® - )] = senlua® — )]}
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Logo,

i#(7-7)

Glz—y) =— {2w(2° = y°)coslw(a® — )] — senfw(z® — )] }.

E, novamente, podemos dividir essa integral em sua parte radial (|£|) e sua parte

angular (6):

2 d
G(z—y) = mi /|K| |KJ| 0—4)cosw(z®—y°)]—sen|w( /dgeZIHII 7)lcost

27T

—

E a integral em 6 é nossa velha conhecida, resultando em 27 .Jy(|<||(Z — )]).
Finalmente, simplificando o fator de multiplicagao e substituindo w por /|R|? + p?,

ficamos com:

1 R|d|R - - -
w/ (|J|2|+' '> {4 200 = osly P+ (e = ) senly R+ 4 )]
R + p
< Jo(|E][(Z = 7))
Nossa resposta serd:
1
onde (fazendo || =k, 2° =y’ = a e [T —¢] = B)
d
I = /maws(mm? —i—uQ) Jo(BK)
d
I, = /(Kﬁsen(a /52_1_“2)%(5,{)

K2 + MQ)%

Na verdade, s6 precisamos nos preocupar com a segunda integral, uma vez que



Prudnikov et al [111], p. 203, nos apresentam o resultado:

I = aKo(Bp)
onde
s
Ko(x) = - Hy' ()

é a funcao de MacDonald e Hél) ¢ a funcao de Hankel definida como Hél)(x) = Jo(z) +
iYo(x), sendo Jy a conhecida fungao de Bessel e Y; a fungao de Neumann.

A partir de Iy, obtemos I; = I,. E, portanto,

1

Gl =) = p-aKo(Bw) = (2" — ") Ko | = 7).

Como no caso anterior do operador (04 m?), pretendemos obter o caso de massa nula
a partir do limite g — 0. Segundo [110] (pags. 961 e 963, respectivamente), os limites

assintoticos da funcao de McDonald sao:

Ko(2) =3 —in (;)

Z—00 ™ _,
Ky(z) = 2,¢

Assim, para massas muito pequenas (u — 0), teremos

1

Y. T —ylp
Gz —y) = (2" = y) Ko (|7 — glp) = — @ - yo)ln<‘2‘>,

0 que, obviamente, nos d4 uma indeterminacao no caso p = 0.
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Capitulo 6

Reflexoes Finais e Perspectivas

Futuras

Vimos na Introducao que o estudo de Lagrangeanos que contenham derivadas de segunda
ordem ou maior foi introduzido na teoria de campos em uma tentativa matematica de
contornar certos problemas comumente descritos como “catastrofe do ultravioleta”. Como
as proverbiais “nuvens de Kelvin” (guardadas as devidas proporgoes, é claro), essa idéia
trouxe muitos outros problemas e abriu caminho para novas indagacoes e outras tantas
solugoes.

A abordagem direta aos Lagrangeanos nos deixa com uma equacao de D’Alembert e
Lagrangeanos de ordem superior nos trazem D’Alembertianos também de ordem superior.
Ao longo deste trabalho nos concentramos nas solugoes analiticas de dois casos especificos

em duas dimensdes (1+1): 0% e O3. No primeiro caso, resolvemos analiticamente também
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o caso nao-homogéneo (com fontes externas). Tratamos também do acoplamento da
equacao de D’Alembert com a equagao de Dirac (casos fermionicos). Fizemos ainda o
D’Alembertiano ao quadrado em trés dimensoes (2+1).

Como era de se esperar, a matematica nos trouxe algumas surpresas e outros tantos
problemas que merecem ser enumerados. Minhas reflexdes finais sao primordialmente
centradas nos resultados obtidos no capitulo 3.

Em primeiro lugar, convém ressaltar certas indefinicoes matematicas que aparecem
ligadas as condicoes iniciais tao somente pela ordem da equacao tratada. Solugdes com
condicoes descontinuas sofrem na transposicao da equacao usual para uma equagao de
ordem superior. Como vimos na secao 3.1, descontinuidades trazem problemas pois suas
derivadas (a fungao delta de Dirac) ndo podem ser derivadas (na verdade, podemos até
definir uma derivada para a delta de Dirac, mas esta serd um operador).

Tendo isso em mente, optamos por solucoes iniciais continuas e nos concentramos
no caso classico de uma distribuigdo gaussiana. Vimos que para todas as ordens (1, 2
e 3) o comportamento era semelhante: dois pulsos se propagando em sentidos opostos,
simétricos a origem. Mas as equacoes de ordem superior apresentaram um comportamento
nao-fisico: a intensidade dos pulsos cresce com o tempo, divergindo no infinito.

Uma solugao interessante para isso, sugerida ja por Thirring e Narnhofer [22], é tentar
compensar o comportamento espurio da solucao através de uma fonte externa. A idéia
nao poderia ser mais direta e pode ser descrita como “combater fogo com fogo”. Temos
uma solugao que se comporta mal para tempos crescentes; pensamos em introduzir uma

outra (na forma de uma fonte externa) cujo mau comportamento compensasse o anterior
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e retornasse o carater fisico da solucao. Esta era a nossa idéia.

Com as solucoes analiticas calculadas no capitulo 1 e a ajuda do MAPLE, uma grande
variedade de fontes foi testada (mas somente uma foi reproduzida na segao 3.3). Até o
presente momento, nao conseguimos encontrar uma fonte que produza o resultado que
queremos. Um belo exercicio matematico sera justamente isso: divisar um método que,
a partir da solugao analitica, fornega uma fungao (ou uma familia de fungoes) que nos
permita eliminar o comportamento espirio das solucoes com derivadas superiores.

Seria interessante, a este ponto, abrir uma discussao que nao contemplamos ao longo
deste trabalho e que a literatura relativa as derivadas superiores também nao focaliza: a
auto-interacao. Qual o papel que a auto-interacao pode desempenhar como reguladora
das fortes singularidades que as derivadas superiores introduzem na prpagacao dos pulsos
livres?

A auto-interacao é equivalente a presenca de uma fonte externa na equacao de campo,

por exemplo, o caso da auto-interagao escalar quartica:

o3,

E|2<I>:é
3

Assim, vemos que tudo o que foi dito nesta Conclusao e também no Capitulo 3, a res-
peito das fontes externas pode ser imediatamente extendido para os casos onde ha auto-
interacao.

Certamente a solucao exata de um sistema com auto-interacao, devido a sua na-
tural nao-linearidade, é tarefa altamente nao-trivial; entretanto, seria estimulante buscar

métodos numéricos que nos permitissem integrar a equacao de campo com derivadas
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superiores a partir das condicoes iniciais e identificar situagoes onde a fonte externa —
agora substituida pela auto-interacao — automaticamente “cure” os efeitos singulares das
altas derivadas.

Com fonte externa ou com auto-interagao, a questao que se coloca é a seguinte: como
isolar o comportamento induzido pela parte nao-homogénea frente ao comportamento
“patologico” advindo das solu¢oes homogéneas?

Independente disso, nas variadas fontes externas que usamos na tentativa de achar
alguma que se prestasse aos nossos interesses, um comportamento se mostrou comum:
assimetria em relagao a origem. Isso é de fato notavel, se considerarmos a quantidade e
variedade de funcgoes testadas. Convém ressaltar que tal assimetria vem dos termos da
fonte e mesmo fontes concentradas no tempo (uma fungao qualquer de x multiplicada
por uma delta de Dirac em t) apresentaram tal assimetria (isso é de fato notavel, pois
tal fonte concentrada no tempo poderia ser entendida como uma nova condigao inicial, o
que de fato acontece no caso do D’Alembertiano simples). Este é um importante detalhe
matematico que ainda precisa ser estudado.

O futuro se abre em muitas possibilidades, nao estando concentrado somente nas
solugoes numeéricas.

Um préximo passo natural é a extensao das solugoes em duas dimensoes ao caso
massivo, resolvendo-se equagoes do tipo (O+m?)"Y. Um outro passo natural serd relacionar
as solucoes bosonicas e as fermionicas, através da Supersimetria.

Em outra frente, o caso em trés dimensoes, um campo ainda aberto é a extensao e a

discussao completa das solugoes apresentadas no capitulo 5. E, no campo matematico,
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além da sistematizacao na busca de fontes tteis, ha uma outra questao em aberto: como
tratar derivadas superiores de distribuicoes?

Como vemos, ha muitas questoes em aberto. Ao meu ver, isso s6 reforca a contempo-
raneidade do problema abordado. Lagrangeanos com derivadas superiores e suas solugoes

ainda serao muito estudados no futuro.
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