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Resumo

Neste trabalho constréi-se um propagador semicléssico para evolugao da fun-
¢ao de Wigner de um estado quantico sob a dinamica estroboscopica do oscilador
harmonico chutado. Para tanto, recorre-se a teoria de Littlejohn de operadores de
Heisenberg e metapléticos associados a quantizagao das transformacoes canonicas
do espaco de fase.

Decompoe-se um estado inicial em pacotes coerentes, evoluindo-os computa-
cionalmente um a um pela dinamica linearizada na vizinhanca do centro do pacote.
A funcao de Wigner do estado propagado é, por fim, reconstruida e comparada com
o resultado da evolucao exata.

Para um estado inicial gaussiano, analisamos o método de decomposicao e as

estruturas cléssicas subjacentes ao esqueleto da funcao de Wigner.



Abstract

In this thesis, the semiclassical propagator to the evolution of the Wigner s
function of a quantum state under the stroboscopic dynamic of kicked harmonic
oscilator is constructed. With this is mind, Littlejohn s theory on Heisenberg and
metapletic operators, wich describe the quantization of canonical transfomations in
phase space, is employed.

The initial state is decomposed into coherent packages wich evolve one by one
through the linearized dynamics in the vinicity of the package’s center. Finally, the
Wigner function of the propagated state is reconstructed and compared with the
exact result.

For gaussian initial state, the decomposition method and the associated classical

structures of Wigner function are analysed.
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Introducao

“Chaos is the score upon wich reality is written.”

Henry Miller - Tropic of Cancer

A Teogonia, poema pré-filoséfico de Hesiodo (800 a.c.), um dos alicerces do pen-
samento ocidental, inicia com a frase “Realmente antes de tudo existiu o Caos...”.
Do modo intencional como pronuncia a palavra caos, o poeta inspirado pelas Musas,
deusas do canto e da memoria, traz nao s6 a concep¢ao do mundo pré-organizado
como estabelece uma origem fixa para os deuses, seres animados e ainda os inanima-
dos. A acepgao grega para a palavra Caos é abismo — desconhecido e inalcangavel
— massa amorfa com poder incipiente de criacao !. Tantas outras cosmogonias além
da grega, dos hebreus aos iorubas, relatam o inicio da ordem provinda da desordem,
algo subjacente, incognito e latente a espera de precipitagao.

Os gregos que conceberam o inicio desordenado também concebem a linguagem
da ordem. Pitagoras (571-497 a.c.), talvez seu maior entusiasta, defende a mate-
matica como a linguagem geométrica da natureza sob a égide dos principios logicos
edificados posteriormente pelos sisteméticos, Socrates (470-399 a.c.), Platao (428-
348 a.c.) e AristGteles (348-322 a.c.). E no perfodo sistematico onde os conceitos de
ciéncia e inteligibilidade sao criados®. A natureza é entdo desvelada, conjugam-se

linguagem e pensamento, matemaética e ciéncia.

7. Bulfinch, A Idade da Fdbula: Histdrias de Deuses e Herdis, Trad. D. Jardim (Ediouro, Rio

de Janeiro, 6a. ed., 1999)
2U. Padovavi e L. Castagnola, Histéria da Filosofia (Melhoramentos, Sao Paulo, 13a. ed., 1974)
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Caos e Mecanica Classica

Ao longo dos séculos, a busca da ordem na natureza é empreendida pelo homem.
Dos naturalistas pré-socraticos aos cientistas modernos, a ciéncia é construida como
expressao maxima da razao e da ordem natural. Os movimentos harmoniosos keple-
rianos regem as Orbitas planetarias, os referenciais galileanos revelam a simetria sub-
jacente do movimento, as forcas newtonianas garantem o determinismo da dinamica
e quica da consciéncia.

A uniao dos fundamentos da fisica tedrica com a matematica pujante e criteriosa
culmina nos trabalhos iniciados por® P. L. M. de Maupertuis (1698-1759), estendidos
por L. Euler (1707-1783) e J.L. Lagrange (1736-1813) e elegantemente reformula-
dos por W. R. Hamilton (1805-1865) e K. G. J. Jacobi (1804-1851), constituindo
o principal artefato da ciéncia: a descricao minuciosa do movimento, a gléria da
organizacao e da ordem — o espaco de fase.

O império da ordem nao durou nem meio século. Em uma publicacao extensa
de trés volumes, intitulada “Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Celeste”, o
ultimo universalista da matematica, o francés J. H. Poincaré (1854-1912) descreve o
comportamento imprevisivel das érbitas do famigerado problema de trés corpos, alvo
de estudo de grandes cientistas, ironicamente os responsaveis pela estrutura concisa
e organizada da mecanica cldssica. Pioneiro no que hoje conhecemos pelo nome de
sistemas dinamicos, Poincaré desestruturou o status quo ante da fisica utilizando
métodos topoldgicos no estudo da dinamica no espago de fase.

“Chaos is come again”?. A dindmica futura, sensivel a ligeira diferenca inicial,

torna o espago de fase um mar de desordem: situagoes quase idénticas se tornam

3R. Abraham e J.E. Marsden, Foundations of Mechanics (Benjamin/Cummings Pub. Comp.,

Amsterda, 2a. ed., 1978)
4W. Shakespeare, Othello, cena III, ato iii.
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insolitas, a desorganizacao é infindavel. Nao obstante, o comportamento nao é alheio
ao determinismo — o conhecimento do estado anterior continua permitindo a con-
clusao do posterior e vice-versa, e ainda ilhas de regularidade padecem contiguas a
vastidao desorganizada. Nao s6 Poincaré deu luz as vicissitudes do movimento, como
sarcasticamente todos os métodos interpostos por ele permitiram uma compreensao
absoluta sobre os movimentos presos a ordem, ditos integraveis que constituem a

minoria absoluta dos sistemas naturais.

Mecanica Quantica e Semiclassica

O final do século XIX e inicio do XX foram prédigos em turbuléncias cientificas:
nao s6 o caos, mas o advento da mecanica quantica também abalou os pilares
cientificos®. A histéria da mecanica quantica ¢ atribulada e cheia de sobressaltos —

5 — ad augusta

conjecturas esquisitas, acidentes em laboratoérios e muitos equivocos
per angusta. Contudo a mecanica quantica, hoje, é uma teoria tao bem estabele-
cida quanto a classica, e dispoe de alta precisao experimental, apesar de percalcos
tedricos, que ainda hoje fazem dela alvo de acalorados debates sobre sua consisténcia
e também da interpretacao de seus resultados’.

Duas décadas e meia apds a hipétese de quantizacao da radiagao de M. Planck
(1858-1947), E. Schroedinger (1887-1961) deduz, baseado nos principios da analogia
Otico-mecanica e nas ondas de matéria de L. de Broglie, a equacao que leva seu

nome e que rege a dinamica do mundo microscépico. A alianca da equagao de ondas

materiais com a perspicdcia de N. Bohr (1885-1962), W. Pauli (1900-1958), P. M.

® Noblesse oblige, também a relatividade.

SH. M. Nussenzveig, Curso de Fisica Bdsica 4 - Otica, Relatividade, Fisica Quantica (Edgard
Bliicher, Sdo Paulo, 1998); J. A. Wheeler e W. H. Zurek (Eds.) Quantum theory and Measurement

- Princeton Series in Physics (Princeton Un. Press, Princeton 1983).
"R. Omnes, The Interpretation of Quantum Mechanics (Princeton Univ. Press, Princeton,

1994)
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Dirac (1902-1984), W. Heisenberg (1901-1976) e outros, finalmente, estabelece a
mecanica quantica como a conhecemos hoje. Agora sim, o determinismo newtoniano
foi por dgua abaixo e deu lugar ao indeterminismo quantico: a dinamica governada
por densidades de probabilidade.

A velha teoria quantica, mais que uma teoria, foi um amalgama de hipoteses
semi-empiricas e conceitos classicos para compreensao da dinamica microscopica.
Bohr propos o primeiro modelo semiclassico para a modelagem de um atomo: dis-
cretizando as energias de um elétron orbitando em torno do ntcleo, conseguiu re-
produzir os resultados espectroscépicos para o atomo de hidrogénio. A evolucao
dos métodos de Bohr obteve o apogeu com a famosa férmula de quantizacao de
Bohr-Sommerfeld.

A generalizagao da féormula de Bohr-Sommerfeld surge posteriormente com os
métodos assintéticos de onda curta®, ou, como se chamou na fisica, método WKB
(Wentzel, Kramers, Brillouin ). O método WKB? consiste em construir uma fungao
de onda semicléssica para um toro unidimensional no espaco de fase, que aplicada na
equacao de Schroedinger resulta na equacao classica de Hamilton-Jacobi no limite
em que a constante de Planck é pequena comparada com a acao do sistema e ainda
nos rende a quantizagao de Bohr-Sommerfeld. Para toros de dimensoes maiores que
um, a extensdo do método WKB é conhecida como quantizacao EBK (Einstein,
Brillouin, Keller)*©.

Em 1932 E.P. Wigner (1902-1995) desenvolveu um método eficaz de calcular
corregoes quanticas a estatistica classica, porém, apesar da eficacia estatistica, atu-

almente as funcoes de Wigner!! sao utilizadas para transportar a mecanica quantica

8V. Arnold, Métodos Matemdticos da Mecdanica Cldssica (Mir Moscovo, Moscou, 1987)

9J.J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics (Addison-Wesley Pub. Com., Nova lorque, 1994)

0 A M. Ozorio de Almeida, Hamiltonian Systems — Chaos and Quantization (Cambridge U. P.,
Cambridge, 1988).

LA M. Ozorio de Almeida, Phys. Rep. 295, 256 (1998) — The Weyl Representation in Classical

and Quantum Mechanics.
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para o espago de fase, transformando operadores densidades quanticos em pseudo-
distribuicoes classicas. M.V. Berry realizou as aproximacoes WKB para o operador
densidade!? e deu inicio ao estudo das estruturas cldssicas subjacentes a funcao de

Wigner, trabalho completado posteriormente por A.M. Ozério de Almeida'3.

Caos Quantico

Os sistemas classicamente cadticos nao possuem o espago de fase folheados em
toros. E natural questionar como obter, entao, as quantizagoes desses sistemas, ja
que o método EBK tem como principio associar uma funcao de onda a um toro
classico. Outra questao importante é como embutir as nao-linearidades num sis-
tema quantico, ja que por natureza a equacao dinamica de Schroedinger é linear.
A resposta para estas questdes estd no principio da correspondéncia de Bohr!'* que
afirma que sob algumas condi¢oes podemos associar as dinamicas quantica e classica.
As aproximagoes semiclassicas ja comentadas, mesmo as mais ingénuas, apresentam
bons resultados no limite de grandes ntimeros quanticos ou ainda quando a con-
stante de Planck é muito menor que as agoes caracteristicas do sistema. Ou seja, a
teoria semiclassica, sob refiigio do principio da correspondéncia, de fato é a teoria
de quantizacao dos sistemas cldssicos integraveis. Sob a mesma perspectiva, M.C.
Gutzwiller utilizou as técnicas desenvolvidas por J. Van Vleck!® para a obtencao do

6

propagador semicldssico!® e criou a férmula do traco de propagadores, que associa

amplitudes e fases quanticas com as Orbitas periddicas do sistema, seja ele cadtico

12M.V. Berry, Phil. Trans. R. Soc. 287, 237-271 (1977) — Semi-Classical Mechanics in Phase

Space: A Study of Wigner’s Function.
13 A.M. Ozorio de Almeida, Op.cit.
1A, Peres, Quantum Theory: Concepts and Methods (Kluwer Acad. Pub., Nova Iorque, 2002)
15J H. Van Vleck, Proc. Nat. Acad. Sci USA 14, 178-188, 1928 — The Correspondence Principle

in the Statistical Interpretation of Quantum Mechanics.

6M.C. Gutzwiller, J. Math. Phys. 12, 343-358 (1971) — Periodic Orbits and Classical Quanti-

zation Conditions e Chaos in Classical and Quantum Mechanics (Springer, Berlim, 1990).
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ou integravel.

Uma alternativa ao método de Guzwilller!” é a quantizacio lagrangiana's.
Remonta-se a E. J. Heller a idéia de propagar estados gaussianos!®: a linerizacao da
hamiltoniana em torno da trajetoria do centro do pacote, faz com que a evolugao
mantenha a forma coerente dos pacotes. R.G. Littlejohn em 1990 formulou a teo-
ria de Heller mais precisamente®, estendendo-a para qualquer pacote de onda. E
ainda, construiu o propagador semiclassico em termos das quantizacoes das trans-
formagoes canodnicas lineares, transformacoes que preservam o primeiro invariante

integral de Poincaré, a area simplética, e, por conseguinte levam planos lagrangianos

em lagrangianos.

Caos Quantico Experimental

O interesse no limite semicldssico da mecanica quantica renasce no final do século
XX gragas a evolugao tecnoldgica que permitiu alto grau de controle experimental
sobre o mundo microscopico. Destacam-se entre esses experimentos as armadilhas
de fons?! desenvolvidas por W. Paul.

Essas armadilhas geram um potencial confinante para os ions através de campos
eletromagnéticos que podem ser controlados para que o fon aprisionado execute um

movimento oscilatério harmonico em uma dimensao. A interacao do fon oscilante

"M.C. Gutzwiller, Op. cit.
I8R.G. Littlejohn, Phys. Rep. 138, 193-291 (1986) — The Semiclassical Evolution of Wave

Packets; M. Gosson, Maslov Classes, Metaplectic Representation and Lagrangian Quantization

(Akademic Verlag, 1997 - Mathematical Research, vol. 95 ).
19E.J. Heller, J. Chem. Phys. 62, 4, 1544-1555 (1975) — Time Dependent Approach to Semiclas-

sical Dynamics.
20R.G. Littlejohn, Op. cit.
2'W. Paul, Rev. Mod. Phys. 62(3), 531-540 (1990) — Eletromagnetic Traps for Charged and

Neutral Particles.
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com um laser ressonante?? altera o movimento do centro de massa do fon periodica-
mente através de pulsos. Esse sistema é o equivalente quantico de um oscilador
classico chutado.

Tendo em vista o caos do sistema classico pode-se estudar o regime semiclassico
deste sistema, onde o limite zero da constante de Planck é fabricado pela sim-
ples alteracao de um parametro de controle caracteristico do sistema, denominado

parametro de Lamb-Dicke.

Esta Tese

Este trabalho tem como objetivo discutir a aproximacao semiclassica de Little-
john para a propagacao de pacotes de onda?®. Escolhemos como sistema de teste o
oscilador harmonico chutado por ser um sistema quantico com andlogo classico de
vasto estudo na literatura.

De forma geral, a propagacao semiclédssica é realizada decompondo um estado
inicial num conjunto de pacotes coerentes, a dinamica nao-linear de propagacgao é
aproximada pela dinamica linearizada em torno da trajetoria classica do centro de
cada pacote e entao, a evolucao do estado inicial é reconstituida pela evolugao linear
do conjunto de pacotes coerentes. Este é o processo pelo qual podemos construir um
propagador semiclassico para o estado inicial baseado na quantizacao da evolugao
canonica linear dos pacotes.

No primeiro capitulo desta tese, encontram-se a descricao padrao da dinamica
classica hamiltoniana baseada nas transformacoes canonicas, seguido do estudo do
comportamento cadtico direcionado ao oscilador chutado. No segundo, apresenta-se

a formulacao semiclassica de quantizacao das transformacoes canonicas, que é res-

228 A. Gardiner, J.I. Cirac and P. Zoller, Phys. Rev. Let. 79(24) 4790-4793, 1997 — Quantum

Chaos in an Ion Trap: The Delta-Kicked Harmonic Oscillator.
23R.G. Littlejohn, Op. cit.
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ponsavel pela forma do propagador semicléssico explicitada no capitulo decorrente.
Além disso, neste capitulo descrevemos a dinamica de propagacao de distribuicoes
classicas, fungoes de onda e da funcao de Wigner.

O quarto capitulo desenvolve o método de decomposicao numérica de fungoes
de onda em termos de pacotes gaussianos, para que no quinto apresentemos os
resultados da propagacao semiclassica numérica para um estado inicial coerente

evoluido pelo oscilador harmonico chutado.






Capitulo 1
Dinamica Classica

Classicismo: “Doutrina ou tendéncia [...] que tem como caracteristicas [...] a nogao
das proporgoes, o gosto das composicoes equilibradas, a busca da harmonia das formas

e idealizagao da realidade.”

Dicionario Houaiss

O estudo da dinamica apds Poincaré pluraliza as caracteristicas do movi-
mento classico revelando comportamentos outrora ignorados. Sobre a dinamica
hamiltoniana de sistemas classicos, sustenta-se o desenvolvimento deste trabalho.

Este capitulo tem como objetivo descrevé-la sumariamente, esclarecer a notacao
para o decorrer do trabalho, introduzir os conceitos pertinentes a dinamica cadtica,
estabelecer a dicotomia dos sistemas dinamicos: caos e integrabilidade, analisar e

compilar alguns resultados para o sistema que nos é particularmente interessante.

1.1 Sistemas Hamiltonianos

Os sistemas dinamicos hamiltonianos correspondem a uma classe muito restrita
dos sistemas dinamicos gerais, porém nao menos importante. Um sistema hamilto-

niano de n graus de liberdade é um conjunto de 2n equagoes diferenciais parciais da
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forma:

oH oH
— y— 1.1
op’ P oq’ (1.1)

onde H := H(q,p,t) é designado de campo Hamiltoniano, e é uma fungao diferen-

q

cidvel definida para as 2n + 1 variaveis (q,p,t) € U, tal que,
UcCcz=ZxT=ZxT.

Chama-se = de espaco configuracional do sistema, ou seja, o conjunto das possiveis
configuracoes do sistema, T*Z= de espaco cotangente ao espago configuracional e
T C R de intervalo de tempo. E ainda ¢ € = de posicao, p € T*Z de momento e t
de tempo. O conjunto dos pontos (q,p) € = x T*= é chamado de espago de fase do
sistema e (¢, p,t) € ExT*=X T de espago de fase estendido[2]. Aqui identificaremos
o trio = X T*Z X T com R™ x R™ x R.

Uma solugao desse sistema, ¢(qo,po,t), é uma fungao vetorial que satisfaz ao
sistema de equagoes (1.1) e a condigao inicial (g0, po) = ¢(qo, o, 0)[1, 20].

Estética e praticamente é conveniente tratarmos o par (¢, p) de forma entuviada,

com efeito, chamamos z := (q,p), H(q,p) =: H(z) e reescrevemos as eqs.(1.1) como

dz OH
= —=J  — 1.2
T 0z’ (1.2)
onde a matriz Jo,x2, é definida por
0 I
J = (1.3)
-1 0

e [ é a matriz identidade n x n; é importante salientar que o transposto de J é dado
por JT =J1= -7,

A Aprozximacgdao por Orbitas Adjacentes, ou abreviadamente AOA, é proficua
para os sistemas hamiltonianos, pois permite caracterizar o comportamento de deslo-

camentos, ¢.e. distancias entre pontos, no espago de fase.
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O fluxo hamiltoniano gera, a partir da condicao inicial zy, a 6rbita z(t). Outra
condigao inicial proxima gera uma dérbita adjacente, ou seja, se zy := z{ + 0z, em
principio a 6rbita gerada pelo fluxo pode ser escrita como: z(t) := 2/(t) 4+ 0z(t).
Como as orbitas 2/(t) e z(t) sdo criadas pela evolugao hamiltoniana, a funcao dz(t)
pode ser também determinada. Expadindo a hamiltoniana H(z) em torno da drbita

de referéncia ' (t),

a_H _|_15 (t) 02H
0z |, 2 : 020z,

e levando em conta a eq.(1.2), podemos escrever a expansao para Z:

~ H(Z')+0z(t) - Sz(t) 4+ -+, (1.4)

H
z = Ja— + J'HZ/(t)(SZ(t) + 0(522),
0z L

em que o primeiro termo é identificado como 2(z;t) e o segundo é composto pela

matriz hessiana avaliada em z = 2/(t).
Se definirmos 02 := 2(z,t) — 2(Z/,t), entdo em primeira ordem:
02 = JH.)02(t).

A solucao formal desta equagao é dada por

t
dz(t) = Texp[/ JHZ/(T)dT] 020, (1.5)
0

onde T é o operador de ordenamento temporal e, como conseqiiéncia direta, a matriz

S; = exp[ fJJHZ/(T)dT} obedece a mesma equacao de movimento que dz:
S = JH.(»St- (1.6)

As equagoes (1.5) e (1.7) sao as equagoes da dinamica linearizada na AOA.
O caso particular de uma hamiltoniana quadratica em z, e.g. H(z) = 2.Gz,
torna a expansao (1.4) exata e a matriz hessiana independene de t, H,» = G. Assim,

S(t) é expressa como

S(t) = exp[JH., ]
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e pode ser representada pela expansdo em série de poténcias de e?’='t| desde que ela

exista.

1.2 Matrizes Simpléticas

A aparicao espontanea da matriz J na estrutura da mecanica hamiltoniana deixa
de ser apenas um argumento estético se convenientemente observarmos a estrutura

do que definiremos agora como o Parénteses de Poisson:

"\ 0Z, . 0Z,
Z Z = —J,—, 1.7
(2. 2a2)) = 30 G (1.7
2,9=0
onde Z; e Zy sao fungoes arbitrarias diferenciaveis de z. Uma transformacao de

variaveis € canonica se o paréntesis de Poisson é invariante, ou seja, de acordo com

a definigdo acima, se Z, = Z,(z) é uma mudanca de coordenadas e

YA 92,

Kl
2 2
k,l:08 ko Ox

{ZZ7Z_]} = = Jij7

entao Z, é canoOnica, portanto, a forma de J garante a estrutura hamiltoniana

intrinseca do sistema.

Antes de mais nada é necessario definir o chamado produto simplético (A) entre
4 3 4 3 4 1 P q q p , P T P
dois vetores 2n-dimensionais quaisquer' u := (uf,ud, ..., vl uf ub, .. ul)" e v =

(vl vl vt b ob L vP)T ) tal como
uAv:=(Ju)-v, (1.8)

onde o produto (-) se refere ao produto escalar convencional e J é definida em (1.3).

Notemos que a operacao (A) é bilinear, tal como o produto escalar, e anti-simétrica,

10O uso dos sobrescritos p e ¢ nas componentes dos vetores, referem-se obviamente aos eixos do

espaco de fase.
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uAv=—u-(Jv) = —v Au. Reescrevendo (1.8) em termos das componentes desses
vetores,
(Ju)-v= Z [uhv] — ulvl], (1.9)
1=1

vemos o porqué de tal alcunha: o termo entre colchetes é a projecao da drea
simplética entre os dois vetores nos n planos conjugados (¢, p) do espago de fase,
ou o primeiro invariante de Poincaré, pois, supondo agora que esses dois vetores
evoluam sob a a¢ao do fluxo hamiltoniano (1.5), entao,

%(u/\ v)=Ju)- v+ (Ju)-v=—(Hu) -v+u-(Hv) =0, (1.10)

onde usamos a equagao de Hamilton (1.2), e as propriedades de J.

Denotaremos, a partir de agora, o conjunto das matrizes 2n x 2n sobre o corpo
dos reais por My, x2,(R). Uma matriz K € My, 2, (R) é dita simplética se e somente
se

KTIK = J. (1.11)

O conjunto de todas as matrizes simpléticas em Mo, 2, (R) é denotado por Sp(2n, R).

Amparados na se¢ao anterior, em especial na equacao (1.5), notamos que

S, () 0z,(t)

1.12
82(17 Y ( )

ou seja, a evolugao temporal gera uma transformagao canonica e a matriz S(t) é uma
matriz simplética®, pois de acordo com (1.5) e (1.10), temos que se u(t) = S(t)ug e

v(t) = S(t)vo, entao,
u(t) A v(t) = [IS(t)ug] - [S(t)we) = Jv-u = S(t)TIS(t) = J,

que é exatamente a condigao de simpleticidade (1.11) !

2Definido dessa maneira resguardamo-nos de eventuais confusdes, porém num contexto geral os

termos canonico e simplético sao sindnimos.
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A estrutura de z = (¢,p), onde g e p sdo vetores n-dimensionais, insinua a

partigdo de qualquer matriz em Sp(2n,R) em 4 blocos de matrizes em M, (R):

A B
S = , (1.13)
CD

donde a condic¢do (1.11) impde que

ADT — BCT =1,

ABT = BAT,
CD" = DC' (1.14)
e ainda que
» DT —BT
S !.= oo ] (1.15)

Em tempo, vamos explicitar que o conjunto das matrizes simpléticas, Sp(2n, R),

obedece as trés condicoes que definem a estrutura algébrica de um grupo, ou seja,

(1) Clausura: se Sy, Sy € Sp(2n,R) = S3 = S5, € Sp(2n,R);
(12) Identidade: 31 € Sp(2n,R) tal que = IS =SI[ =S,V S € Sp(2n,R);
(12) Inversa: VS € Sp(2n,R), 3|S~t € Sp(2n,R) tal que S7!S =SS! =1.

Para demonstrar as trés proposi¢oes acima basta substituir S = 5;5,, S =1
e St em (1.11) respectivamente para (2), (12) e (122) e ainda para (i) utilizar as

propriedades (1.14) e (1.15).
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1.3 Secoes de Poincaré e Orbitas Periédicas

Apesar da 2n-dimensionalidade do espaco de fase, o fluxo para uma hamiltoniana
independente do tempo, H(z), evolui em uma hipersuperficie de dimensao (2n — 1),
pois que H é uma integral primeira das equagoes de movimento (1.2).

Pode-se reduzir, ainda, em outra dimensao o estudo do fluxo no espago de fase,
utilizando a se¢do de Poincaré. Esta segdo é um hiperplano (2n — 1)-dimensional
escolhido transversalmente ao fluxo, de forma que o estudo do fluxo continuo se
reduz ao de um mapa discreto em uma superficie de dimensao (2n — 2). O mapa
que registra as intersecoes das orbitas com esse plano é chamado mapa de Poincaré.

As orbitas periddicas do fluxo, ou seja, érbitas que retornam ao mesmo ponto
do espaco de fase depois de um tempo finito, sao pontos periddicos do mapa de
Poincaré.

O fluxo hamiltoniano é timbrado pelo adjetivo canonico das equacoes de movi-
mento. O comportamento das érbitas no espaco de fase reflete a simpleticidade da
matriz S; em (1.5). Por exemplo, para a dindmica em torno de uma érbita periddica,
os autovalores aparecem sempre em pares tais que seu produto é a unidade, i.e.,
(7,771 [2], o que garante a conservacao do volume (Teorema de Liouville). O teo-
rema integral de Poincaré-Cartan [20] demonstra também a simpleticidade do mapa
de Poincaré, P, i.e., PTJP = J, onde P é a matriz jacobiana de P.

A taxonomia dos fluxos corresponde aos possiveis autovalores de P que deter-
minam caracteristicas especificas para evolucao das orbitas. A diagonalizacao gera,
portanto, quatro possibilidades para o retrato de fase do sistema linearizado em torno
das érbitas periddicas: rotacao, dinamica hiperbdlica, parabdlica e loxodromica.

A figura 1.1 mostra trés opgoes para o comportamento da dindmica do sistema
em torno de uma 6rbita. No grafico a) é encontrada a disposicao dos autovalores
no circulo unitario complexo. b) autovalores reais distintos, e. g. (72,75 '), geram

dinamicas hiperbdlicas entorno de pontos de sela; ¢) autovalores imaginarios, e. g.
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(71 = exp(+iw),y; = exp(—iw)), geram rotagoes em torno de pontos elipticos com
freqiiéncia angular w e c¢) autovalores reais de médulo 1, i.e. (y3 = 1,73 = 1) ou
(74 = —1,7v4 = —1), tem-se cisalhamentos para pontos parabdlicos. Os autovetores
em b) sdo reais e estdo representados pelos eixos (p,q), em c) os autovetores sao
generalizados, ou seja, pertencem a complexificacdo da matriz simplétical2] e sao
representados pelos eixos (p, ¢) no espago de fase real, para c) s6 existe um autovetor
representado pela reta (0,¢q). O quarto caso dos autovalores corresponde aos loxo-
dromicos, que aparecem em dois pares, e. g. (75 = exp(k+iw), 75 ' = exp(—k —iw))
e (76 = exp(—k + iw),7;* = exp(k — iw)), apenas em espacos de dimensdo maior
ou igual a quatro e correspondem a uma contracao ou dilatacao acompanhadas de
uma rotacao em torno de pontos de fonte ou sumidouros dependendo do sinal de k.

Dinamicas nao-lineares podem ser compreendidas, ao menos estruturalmente,
por vias da dindmica linear e seus subterfigios topolégicos [20, 11, 1] dos quais sao
notaveis os teoremas de Hartman-Groffiman e da retificacdo, o famigerado KAM e o
teorema de Poincaré-Birkhoff.

Dessarte, a evolucao das érbitas no espaco de fase para hamiltonianas nao-
quadraticas em z podem ser associadas localmente as linearizadas. Em regioes sufi-
cientemente distantes de pontos singulares, retificamos o fluxo tubular pelo teorema
da retificacao. Para as regides que contém tais pontos, associamos o fluxo nao-
linear ao linear de acordo com a equivaléncia topoldgica garantida pelo teorema de
Hartman-Groiman, desde que os autovalores da matriz simplética nesse ponto nao
sejam imaginarios puros. Para o caso de autovalores imaginarios puros recorre-se
aos teoremas KAM e de Pincaré-Birkhoff, que associam a dinamica nao-integravel

a integravel.
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Figura 1.1: Autovalores das matrizes simpléticas e comportamento das érbitas do espago
de fase em torno de um ponto. a) Disposigao dos autovalores no circulo unitario com-
plexo, b)autovalores (72,75 1): ponto de sela, c)autovalores (y1,77): ponto eliptico e

d)autovalores (vs3,73): ponto parabdlico.
1.4 Caos e Oscilador chutado

A presenca do caos nos sistemas dinamicos se manifesta principalmente na sen-
sibilidade as condigoes iniciais [12]. Dois pontos do espago de fase, z1 e 29, separados
por uma distancia d(z1, 22, tg), em um instante posterior o + At, se encontrarao se-
parados por d(zy, 2o, tg + At) o exp(AAt), onde A é o maior expoente de Lyapunov.
A sensibilidade de um sistema esta determinada pela positividade de A\, podendo se
afirmar, entao, que a existéncia de ao menos um expoente de Lyapunov positivo é

garantia de uma dinamica caotica.
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Poincaré observou tal fato® em seus estudos sobre a estabilidade do sistema solar.
A transformacao epistemoldgica provinda de suas observacoes torna insuficiente a
mecanica classica outrora apenas integravel.

Em contraste, um sistema de n graus de liberdade é tido como integravel se
possuir n constantes de movimento, {h;(q,p);7 = 1,...,n}, independentes e em in-
volugdo. As constantes sao ditas independentes se os campos vetoriais, {Vh;;i =
1,...n}, gerados por estas constantes sao linearmente independentes ponto a ponto
do espaco de fase. Entende-se por involucdo a anulacao dos n? colchetes de Poisson,
definidos em (1.7), entre as n fungoes.

Qualquer trajetéria de um sistema integravel esta contida em uma superficie n

dimensional, denominada lagrangiana, no espaco de fase, resultante da intersegao

Oh;
ot

dos n planos definidos por (¢g,p) = 0. Essas superficies possuem n circuitos
irredutiveis [2, 20], ou seja, sao toros n-dimensionais.

De forma geral, sistemas nao-lineares sao responsaveis pela caoticidade da
dinamica, e sistemas integraveis pela linearidade e regularidade. Prosaicamente, os

sistemas integraveis constituem, de fato, a minoria absoluta dos sistemas dinamicos,

porém, sua compreensao serve como alicerce para o entendimento dos demais.

1.4.1 Sistema chutado

Em geral sistemas delta-chutados sao vastamente utilizados para o estudo do
caos. O pioneiro é o rotor chutado, intimamente ligado ao mapa de Chirikov-Taylor
ou mapa “padrao”[8]. A transfiguracao do sistema chutado num mapa se faz uti-
lizado a se¢ao de Poincaré estroboscopica [27]) do sistema de equagbes dinamicas,

que sera construida explicitamente para o caso do Oscilador Harmonico Chutado

34Tt may happen that small differences in the initial conditions produce very great ones in
the final phenomena. A small error in the former will produce an enormous error in the latter.
Prediction becomes impossible, and we have the fortuitous phenomenon.” - H. Poincaré, Science

and Method (T. Nelson and Sons, Londres,1914)
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(OHC).
A hamiltoniana do OHC ¢ definida como:
H = p_2 + 1my2q2 + Acos(kq) i ot —t7), (1.16)
2m 2 Rt

e descreve a dinamica de um oscilador harmonico simples, perturbado periodica-
mente por um chute instantaneo de amplitude A cos(kq).

Sistemas integraveis, quando perturbados, apresentam geralmente o regime de
caos fraco [27, 16], ou dinamica mista. Em tais sistemas existe uma transi¢do suave
do comportamento regular para o cadtico através da quebra das separatrizes no
espaco de fase e a conseqiiente formacao da camada estocastica em torno destas,
conforme o aumento da intensidade da perturbacao. Tal transicao é propiciada pela
convivéncia no espaco de fase, neste cendrio, de dinamicas hiperbdlicas e elipticas e
suas recorrentes bifurcacoes.

As érbitas de um sistema integravel, indexadas por suas varidaveis de angulo-
acao — (J,0(J)), apresentam respostas & perturbacao chamadas de ressondncias
ndo-lineares que ocorrem quando a freqiiéncia v(.J) da érbita é ressonante com a da
perturbagao, v, ou seja, existem inteiros j, [ tais que jv(J) — lv, = 0. As zonas de
ressonancia sao vizinhancas dos pontos onde a condi¢ao de ressonancias é satisfeita.
Um toro nao-ressonante é um toro fora das zonas de ressonancias. A teoria de
perturbacao convencional diverge para os toros nao-ressonantes devido a aparicao
espontanea de pequenos denominadores [20, 27].

O teorema KAM [20, 27, 16] garante que sob perturbagoes suficientemente pe-
quenas em um sistema integravel, a maioria das érbitas nao-ressonantes sobrevivem,
desde que resguardada a “nao-degenerescécia’ da funcao v(J), ou seja,

92 Ho(J)

0J,0J, 70

Exatamente a restricao as érbitas nao-degeneradas torna o sistema OHC pecu-
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liar. Realizando a transformagcao de varidveis [13]

2
q= 1/—Jsin9 e p=+v2mvJcosf
muv

para o oscilador harmoénico, passamos das coordenadas de espago de fase, (q,p),
as de angulo-agdo, (J,0), e encontramos Hy(J) = vJ como o hamiltoniano do os-
cilador harmonico nao perturbado. Claramente a condigao de nao-degenerescéncia
é frustrada para Hy. Para quaisquer condigoes iniciais, as érbitas tém exatamente a
mesma freqiiéncia de rotacao no espaco de fase. Se tratarmos o termo delta chutado
do OHC como uma perturbacao em Hy, a expansao perturbativa nao converge,
portanto a passagem para o caos nao € descrita como a de um sistema KAM.

Para hamiltoniana do OHC, as equagoes de movimento sao

g p

dt m

dp 2 : -

- = —mg + Ak sin(kq) Z ot —tT7).

t=—00
A natureza infinitesimal do chute nos permite integrar as equacoes de movimento
em dois estagios distintos. Primeiro trataremos a evolugao sob a acao instantanea
do chute durante um intervalo de tempo infinitesimal, e depois consideraremos a
evolucao do oscilador harmonico simples.

Integrando, entao, as equacoes de movimento sob o t-ésimo chute:

+

qy t7+e€
/ dg = Lpm
qe tr—e M
ng tT+e€ >
/ dp = / —mv?q + Aksin(kq) Z S(t—tT)|dt.
Pe tT—e€ t=—00
No limite € — 0, obtemos o mapa:
@& = 4,

pe = p; + Aksin(kqy) .
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Os pares (¢, pi) e (q7,p; ) referem-se aos valores de (¢, p) imediatamente antes e
depois do t-ésimo chute.
Entre dois chutes consecutivos, t7 < ¢t < (t + 1)7, o sistema evolui harmonica-

mente com freqiiéncia v:

q(t) = q(0)cos(vt) + Z% sin(vt),
p(t) = —mwvq(0)sin(vt) + p(0) cos(vt) .

O intervalo de tempo entre tais chutes é 7, portanto a evolugao do oscilador, que
se inicia imediatamente apds o chute, gera uma rotacao horaria no espaco de fase
de um angulo v7 até o chute subseqiiente, o que justifica a escolha das condigoes
iniciais da parte oscilatéria como ¢(0) = ¢ e p(0) = py.

Assumindo, sem perda de generalidade, que no instante inicial o sistema comeca

a evoluir com um chute, escrevemos a evolugao completa como o mapa:

1 . k . .
Gy = cos(vT)gy + P sin(vT)pl + — sin(v7) sin(kqy),

pi = —musin(vr)g + cos(vr)py + Ak cos(vt)sin(kgy ) .

A partir de agora os indices + serao omitidos, pois que os indices t e t+1 casualmente

ja indicam a posterioridade ou a anterioridade do chute respectivamente.
Realizando uma mudanca linear de coordenadas no par de equagoes do OHC,

podemos escrevé-las de modo adimensional. Fazendo g — kq,p — k(mv)~!p e ainda

definindo K := ’i—f obtém-se o mapa:

Ger1 = cos(vT)gq + sin(vr) [pe + K sin(q,)],

Pea1 = —sin(v7)ge + cos(v7) [pe + Ksin(ge)] (1.17)

que sera representado simbolicamente por

Zt—l—l — M(Zt)
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A evolucao de uma condicao inicial, escolhida aleatoriamente, com a aplicagao
sucessiva mapa (1.17) pode ser vista na figura 1.2. O ponto 1 representa a condigao

inicial, os chutes sao representados com linhas retas e as rotagoes por curvas.

A D

— @ —> @

Figura 1.2: Uma condigao inicial (ponto 1) evoluida com o mapa OHC para K = 2 e

vT = 7; as linhas retas representam chutes, enquanto as curvas rotagoes.

O processo congenito descrito para a obtencao das equagoes de movimento para
o OHC ¢ a construcao da dinamica estroboscopica. O mapa nao linear do OHC

representa a evolugao dos pontos no espaco de fase estendido calculados nas secoes

de Poincaré tomadas em ¢ = (t + 1)7.

1.4.2 Secoes Estroboscopicas
O mapa (1.17) é interessante para o estudo do caos devido a diversidade de

comportamentos exibidos para variagoes dos seus parametros, 7, v e K.
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A razao entre as freqiiéncias, v e v, := 27“, determinam a estrutura do espago
de fase. No caso de uma razao irracional, apesar de nao se tratar de um sistema
KAM, manifesta caracteristicas muito similares: a presenca de toros nao-ressonantes
implica na quasi-periodicidade das trajetérias, ou seja, num tempo finito todas re-
tornam a uma vizinhanga de uma trajetéria anterior, como no caso integravel; o
espaco de fase é folheado por toros nao ressonantes envoltos por mares cadticos. J&
no caso de uma razao racional, onde a freqiiéncia do chute é ressonante com a do
oscilador, temos um espaco de fase dividido em células, formando redes periédicas
ou quasi-peridédicas imersas no espaco de fase cadtico, por menor que seja a per-
turbagao. Ambos os casos sao tratados em [27, 17]; em [27] encontra-se um estudo
do comportamento das ressonancias do sistema e a precipitacao do caos tao bem
como o surgimento das redes estocdsticas, ja [17] trata alguns casos particulares para
o sistema OHC.

O valor de K determina a forga dos chutes — a intensidade da nao-linearidade.
K é um parametro bifurcativo, ou seja, existe um transiente entre os regimes regular
e o cadtico controlado por essa variavel. Tais transicoes ocorrem em valores especiais
dessa varidvel, em [27] sdo apresentados métodos para sua obtengao.

Num sistema KAM, a formacao da rede estocastica ocorre a partir da quebra
de separatrizes e a formacao de uma camada estocastica entorno destas. O sistema
OHC nao possui tais trajetérias, mesmo assim ocorre tal quebra para um conjunto
de toros que é governada pela sensibilidade do sistema com relagao a variacao de K.
Na figura 1.3 sao expostos alguns valores de K e o respectivo mapa de Poincaré do
OHC: para os valores K <1 hé caos, porém o processo de difusao nao é acentuado
e 0s toros permanecem quase intocaveis, a intensidade dos chutes nao afeta consid-
eravelmente a dinamica regular do sistema. Para valores K > 1 as irregularidades
comegam a emergir no espaco de fase. Para valores proximos de K = 1.75 a camada

estocdstica comega a ser formada e se inicia o processo de difusao [27]. Para K = 2
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a difusao ja é acentuada no regime de caos fraco, que se caracteriza pela convivéncia
de dinamicas hiperbodlicas e elipticas. O regime de caos forte ocorre para valores

K > 1 e é descrito pela presenga tinica de pontos hiperbdlicos [16].

Figura 1.3: Secdes de Poincaré estroboscépicas para o OHC com v7 = %, 4 condigoes

iniciais, 100 iteragoes e a)K =1, b)K = 1.5, c)K =1.75 e d)K = 2.

O tipo de rede estocastica presente na secao de Poincaré do OHC depende do va-

lor de K, ja que esse parametro exerce influéncia no processo de difusao e da relagao
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de ressonancia do sistema. A figura 1.4 mostra a forma da rede para dois valores da
razao 2, o grafico a) corresponde a rede estocdstica gerada pela célula da figura 1.3-
c

d). Para v7 = /3 tem-se uma rede hexagonal e para v7 = 7/2, uma rede quadrada.

A variedade de comportamentos exibidos para diferentes valores dos parametros
do sistema torna a dinamica rica e interessante para o estudo do caos. Existe um
numero infindavel de trabalhos sobre este sistema, algumas referéncias sao encon-
tradas em [27, 17]. Nos préoximos capitulos quantizaremos semiclassicamente o mapa
do OHC, e compararemos com a evolu¢ao quantica realizada em [25, 7]. Por mo-
tivos computacionais e outros ja mencionados estes autores optaram por um grupo
particular de parametros do OHC, sdo eles K = 2 e v7 = %, cuja dinamica pode ser

observada nas figuras 1.3 e 1.4.
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1.4.3 Dinamica Linearizada

Apoés a apresentacao de algumas caracteristicas do OHC, passemos a dinamica
linearizada para entendermos localmente o comportamento do sistema entorno dos
seus pontos fixos.

Os pontos fixos de um mapa, isto é, pontos que sob a aplicacdo do mapa per-
manecem inalterados, sao importantes para a andlise da estabilidade do sistema.
O estudo da dinamica entorno desses pontos revela, entao, o comportamento do
sistema nesta regiao que contribui para a compreensao geral das érbitas do mapa.

Para o sistema de equagdes (1.17), os pontos fixos Z = (@, P) sao calculados
por

Z=M(2),

cuja solucao é determinada pelo par de equagoes

_ Ksin(vr) |
© = 2[1 — cos(vT)] Sin @
P _ K s;n Q’

que constitui um sistema de equagoes transcendentais. Graficamente as solugoes

podem ser representadas pelo conjunto de pontos formado pela intersecao de uma

2[1—cos(v7)]

: e uma sendide. Valores de a geram
K sin(vT)

reta com coeficiente angular a :=
solugoes distintas para (@, P), alterando nao sé o nimero de pontos fixos como
também sua localizacdo. As nuancas das solugoes corroboram com as distintas
dinamicas para valores de K e v7. Na figura 1.3 pode-se ver a existéncia de um
ponto fixo, (0,0), eliptico em a) e b), sua transmutagao para hiperbélico em ¢) e d)
e a criagao de dois outros pontos elipticos simétricos em b), ¢) e d).

O caso de interesse, K = 2, v7 = % e entao a = V3, pode ser visto na figura
1.5. Existem trés pontos fixos, um claramente é (0,0) os outros dois sdo obtidos

numericamente iguais a (1.71,—-0.99), (—1.71,0.99).
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1.5}

0.5¢

Figura 1.5: Solucdo para equacio transcendental com a = v/3.

A aproximagao AOA descreve a linearizagdo da dindmica em torno de uma
orbita. Aqui a expansao da hamiltoniana é trocada pela do mapa. Para um mapa

N(z) e um ponto fixo Z,

~ ~ ~ ON
t

e a dinamica linearizada se torna completamente determinada pela matriz jacobiana
V.M(Z).
Para o mapa OHC,

V.30, P) = cosvT + K sin(vt) cos(P)  sin(vr) |
—sinvt + K cos(vt) cos(P) cos(vr)
os autovalores de VZM corroboram com a figura 1.3-d) e sao hiperbdlico e elipticos
para os trés pontos fixos Z = (@, P) descritos dois paragrafos acima.
Os autovetores da matriz jacobiana associada ao ponto hiperbdlico sao vy, =~
(0.99,0.07) com autovalor \; = 2.3 e vy, ~ (—0.43,0.90) com Ay ~ 0.44, ou seja,
uma dire¢cao de expansao e outra de contragao respectivamente, onde A\ Ay = 1.

No caso dos pontos elipticos sé nos interessa verificar que os autovalores associ-

ados sao imaginarios e os autovetores sao complexos com partes reais iguais.
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Figura 1.6: Variedade instavel e autovetores do mapa OHC.

A figura 1.6 mostra a wvariedade instdvel do ponto hiperbdlico da origem e os
autovetores correspondentes. Esta variedade é tangente ao autovetor relativo a
expansao. A dobra da variedade indica o ponto eliptico e ainda nota-se claramente
a formagao de um ponto homoclinico, ou seja, o encontro da variedade instavel que
se dobra com a estavel — assinatura inata dos sistemas cadticos [11, 12, 16, 20, 27]. A
simetria de reflexao é latente nesta figura; pode ser notada também na figura 1.3-d)

e ocorre devido a simetria do mapa OHC (1.17), pois, ]\7(—2’,;) = —M(zt).






Capitulo 2

Dinamica Semiclassica

“Este saber, tao inacessivel e temivel, o louco detém em sua parvoice inocente. En-
quanto o homem racional e sabio s6 percebe desse saber algumas figuras fragmentarias
- e por isso mais inquietantes-, o louco o carrega inteiro em uma esfera intacta: essa
bola de cristal, que para todos esta vazia, a seus olhos esta cheia de um saber in-

visivel.”

Michel Foucault - Historia da Loucura

A tentativa de entender a espinha dorsal da teoria quantica culmina com sua
uniao com a mecanica classica. Conceitos outrora disjuntos, como espacos de fase
e espacos de Hilbert, passam a integrar uma nova teoria, a qual damos o nome de
mecanica semicléssica.

A teoria semiclassica, aqui sobrelevada, procura equivalentes quanticos das
operacoes sobre o espaco de fase classico. E ainda, mesmo na mecanica quantica,
onde os operadores de posi¢ao e momento nao comutam, busca-se um grupo de esta-
dos no espago de Hilbert que unifique coordenadas e momentos, como na mecanica
classica.

Na primeira secao deste capitulo, apresentamos uma breve discussao sobre

mecanica quantica, apenas para citar os conceitos necessarios para introduzirmos
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a dinamica semicldssica na segunda secao. A segunda é dedicada a quantizacao
das transformacoes canonicas lineares, comecando pelos operadores de Heisenberg,
ou de translacao seguidos dos metapléticos. Incluimos também uma se¢ao sobre os
estados coerentes e outra sobre as funcoes de Wigner.

O propagador semiclassico, que sera descrito no préximo capitulo, é construido

como um produto de operadores metapléticos e de translacoes.

2.1 Sistema Quantico

Um FEspaco de Hilbert $ é um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos,
normado e completo. Denotaremos por [i)) um vetor desse espago.

O conjunto dos operadores, ou endomorfismos sobre um espaco de Hilbert,
Endc($), é definido como o conjunto das transformagoes lineares, tais que, se Oc

Endc($), entao,

A~

O 9 —9
L) ).

Alguns elementos notaveis de End¢($)) s@o aqueles que possuem subespagos inva-
riantes' unidimensionais. Os autovetores destes operadores formam um conjunto
completo ortonormal, ou uma base, para o espago de Hilbert do sistema em estudo.

Trataremos aqui, especificamente, trés bases distintas, a de posigao |q), a de
momento | pg) e a hamiltoniana | E,), com ¢y,po € R e E, € R, ou N depen-
dendo do tipo de estado, nao-ligado ou ligado respectivamente. Os endomorfismos

responsaveis pelas bases de posicao e momento obedecem a regra de comutagao

'Um subespago invariante, U, sob a acdo de um operador O € Endc($), é um subespaco
vetorial de 9, tal que, V [¢) € B, O |¢)) € B; os subespacos, § e 0 sdo denominados subespacos

invariantes triviais.
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canonica,
[q,p] :=ihl,

que pode ser colocada na forma coletiva definida na secao 1.1 como:
(2, 2,] == ihJ,, (2.1)

onde J,, sdo os elementos de matriz de (1.3) e Z := (¢,p), com ¢ e p sdo vetores
n-dimensionais.

O estado [1(ty)) € $ ¢é conectado temporalmente ao estado |¢(t)) € § se sua
evolugao é descrita por

(1)) = U(t, to) lto), (2.2)

com U(t) unitério dado por

Ult, ty) := e nHl=to), (2.3)
onde H é o operador hamiltoniano (que supomos independente do tempo). O ope-
rador U (t,to) comumente referido como operador de evolugao temporal, aqui serd

referido como propagador®. O estado [¢(t)) em (2.2) obedece, entao, a equagdo de

Schrodinger,
o 0) = H (1), (2.4
Da equagao de Schrodinger deduz-se a equacao de autovalor para o endomorfismo
hamiltoniano,
HI|E,) = E, |E,)
com

“+00 L
(1)) = Cpe i |E,)
n=0

20 tratamento cérceo nos diz que o propagador, na realidade, é o elemento de matriz de posicio

deste operador, ou seja, (¢ |U(t,to)|q").
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e ainda C,, := (Ep[ty) que é a densidade de probabilidade de encontrarmos o estado
|t)p) com energia E, representada em termos do produto escalar dos vetores |1)) e
|E,) segundo a notagao de Dirac [22].

E importante ressaltar a possibilidade de escrevermos a evolucao temporal
de um sistema quantico diferente da descrita acima conhecida como quadro de
Schrodinger; dentre diversos modos, ressaltemos o quadro de Heisenberg, onde os
estados quanticos ou vetores de um espago de Hilbert nao evoluem temporalmente,

mas sim os operadores:
Ut — o) O(te)U(t — to) := O(1).

Uma outra classe de operadores necessaria para este trabalho é a de translacoes,

que em geral nao possuem subespacos invariantes nao-triviais. Escrevemo-los como:

T5 - e—%fqﬁ e T5 = e%qu7 (25)

q P

de modo que a atuacao destes em autoestados de coordenada e momento se resuma

el
Te, la) =la+&) e Tglp)=p+&)- (2.6)

Equivalente ao quadro de Heisenberg para evolugao temporal, podemos escrever
TLqTe, =d+& e TLpTe, =p+§, (2.7)

Em face do exposto, o operador p é o gerador das translagoes espaciais, assim como

d, o é para a base de momentos.

2.2 Mecanica Quantica no Espaco de Fase

A partir de agora, construir-se-a4 a dinamica quantica sob a égide do espago de

fase classico.
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Iniciaremos, entao, esta discussao definindo o que é conhecido na literatura por
operadores de Heisenberg e passaremos aos operadores metapléticos com o propdsito
de elucidar alguns dos conceitos fundamentais para a descricdo semicldssica da

propagagao de fungoes de onda.

2.2.1 Operadores de Heisenberg

A hamiltoniana

H(z,¢) = (2.8)

gera, no espaco de fase, nada além do que translagoes rigidas, ou seja, de acordo

com a equagao de Hamilton (1.2) pode se ver claramente que

d 0
Ez(t) = J@H(z,f)
= JV.H(z¢)

= (Y7)JIV:[Jz-¢]
= ¢/, (2.9)

onde £ := (§,,&) € R" x R™ é chamada de corda no espaco de fase e 7 é uma
constante.

Como em todo processo de quantizacao canonico, transforma-se a hamiltoniana
classica na correspondente quantica simplesmente pela troca das coordenadas do
espago de fase (q,p) pelo par de operadores (¢,p). Faremos a substitui¢ao z ——

zZ:=1(q,p) e, de acordo com a equacao (2.8), escrevemos a evolugao temporal como

- 4

U(t) := Te(t) = e mr L, (2.10)

Para um dado intervalo de tempo ¢, um vetor de estado se transforma, de acordo

com (2.10), como

[ (t)) = €777t [y
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A fim de obtermos a funcao de onda nas representacoes de posicao e momento,

vamos usar a formula de Baker-Hausdorff

oA+B _ oA B,—1/2(A,B]

Y

se [A, [A, B]] = [B, [4, B]] = 0; para o operador (2.10), temos

- Z )
Te(t) = exp|——% A §t]
- i . .
= oXpT t(p€y — qu)}
— e 2 _ e plexnl Lt
= exp| 5 t §q§p] exp[ }_m_tfqp] exp[hT tgpq] , (2.11)

onde além da férmula de Baker-Hausdorff, usamos a equacao (1.9). Entao, temos

para a fungao de onda na base de coordenadas:

o )
o

el el ol ]

)

o), 212

Y(g,t) = <q exp[—%%&t]

= (ol

= exp[mw2 t2§q£p] <q — &t/

)

exp[h%_ tﬁp(j]

l

= exp[— 572 2,8, + % tﬁpQ} <q — &t/

vemos claramente que a funcdo de onda (¢ — &,t/7 | ¥o) é a fungdo ¢(q,t) no ins-
tante de tempo inicial, porém com a posicao continuamente deslocada pela evolucao
temporal a uma taxa de ¢/7. No momento procuramos equivalentes quanticos da
translagao cldssica no espaco de fase, dada por (2.8), entao se tomarmos ¢t/7 = 1 na

eq.(2.12) obteremos o resultado puramente translacional, escrito como

Vela) = bl 56 + 160 ¥l — &) (213)
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Para a funcao de onda na base dos momentos, realizamos o mesmo calculo,

= exp[%gq& - %ﬁqp] <p —& ¢0>
= Uc(p). (2.14)

Up,t) = <peXp[—h—i72/\§t}

A partir de agora redefiniremos os operadores de translagdo Te(t) parat = 7
em (2.11) como

Te = exp[—%é A g} . (2.15)

Os operadores de translagao, T¢, sao conhecidos como operadores de Heisenberg e
o conjunto desses operadores forma o denominado Grupo de Heisenberg. A patente
nao-comutatividade desses operadores atribui a esse grupo uma peculiaridade, ou

seja, a composicao de dois operadores de Heisenberg dada por [21]

?
TeTe, = Tepqe, exp [ﬁfl A 52] (2.16)

carrega uma fase embutida, conhecida em teoria de grupos por cociclo — fato que
demonstra a influéncia do caminho tomado ao transladarmos uma funcao de onda
pelo espaco de fase; argumentos mais detalhados, assim como as regras de com-
posigao de mais de 2 operadores, podem ser vistos em [21] e [18].

Neste ultimo paragrafo exploramos algumas propriedades importantes do ope-

rador de Heisenberg. Tomando os elementos de matriz da equagao (2.15), temos

I Teld) = x| 16 (¢ + )| o0 + 6~ 0 .17

Com este resultado podemos obter a relacao de completitude dos operadores, basta
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integrarmos o produto (q’| T§|q”)<q’|T5 l¢") em todo o espago de fase[18], com efeito,
Jasta i o el =

:/ dgpdéz le,ﬁﬁp(&;’—q”)+,§5p(q”+§§)5(q// B gq . q/)5<q// + gq . q/)]

:/dgpdfq [eﬁsp(q//+5qﬂ”)5(q/, — & — q/)é(q” +& — q/)

:/dé_p [e%sp(q/_q//)é(q// _ q/ ‘I— q// _ q/)]

1
(2mh)"

/ d(d| THa")d Telg”) = (¢’ —a")o(q" — o). (2.18)
Outra propriedade trata da ortogonalidade desses operadores[18], ou seja,
Te [T}, Te| = (2nR)"6(61 - &), (2.19)

cuja dedugao é trivial, apenas utilizamos (2.16).

2.2.2 Estados Coerentes

Nao obstante as dificuldades com a nao-comutatividade dos operadores de
Heisenberg, é interessante construir uma base no espaco de Hilbert que concilie,
como na secao 1.1, as de coordenada e momento.

Dado um estado arbitréario |0) com valores médios de posigao e momento nulos,
denominado estado fiducial [18], podemos construir um conjunto de estados |z)
normalizados que obedecem a

|z) :==T,|0). (2.20)

O valor esperado do operador Z = (¢, p) no estado |z), () = (2| 2| z), pode ser

escrito como: (2) = (0| TI2T.|0). De acordo com (2.7), entdo,

(2) = (#)2]z) = (0|(2 + 2)|0) = (0]2]0) + =. (2.21)
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Como por defini¢ao (0|z|0) = 0, os estados |z) representam fungdes de onda centradas
nos pontos z = (¢, p) do espago de fase.

A familia de estados |z), além das caracteristicas acima, sustenta uma relagao
de completitude® de sua base em um espaco de Hilbert. Utilizando as relacoes de

completitude para a base de auto-estados de posi¢ao, de acordo com [18] temos

/ dz|2)z| = / dzTHO)O| T

= /dZdCI1dCI2dQ3dQ4 [|Q1><Q1‘ T,Tz |92)(q2|0)(Olgz)(g3| T~ |€I4><Q4|] )

e agora a (2.18),

= (27h)" / dq1dqadgsdqa[(q2|0)X0lgs) q1)(qal 6(q1 — qu)0 (g3 — q2)]

= (27Th)n/dQ1dQ2<Q2‘O><O|Q2> ‘Q1><Q1|7

como [|0) || =1,

— (2nh)" /dch lax¥ai)

ﬁ /dz |2)(z|= L (2.22)

Esta é relacao de completitude para a familia de estados (z|z’), advinda daquela
para os operadores de Heisenberg — equacao (2.18).
Impondo, baseado nos dois pardgrafos precedentes, ainda que a representacao
de coordenadas do estado “fiducial” seja dada por
(q|z=0) := <%)n/4exp[—%q2} (2.23)
entdo, o estado do tipo (2.20) é o conhecido estado coerente.

E possivel obter todos os estados coerentes a partir do estado (2.23) pela atuagao

30s estados coerentes sdo, na realidade, supercompletos, pois o produto escalar (z|z’) nio é

nulo para z # 2/, como ser4 visto nas préximas paginas.
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direta dos operadores de translagao, ou seja, de acordo com (2.12),

~ 2 . .
(q]2) = (q|T-[0) = (%)"/4 exp[— (q;A<3>Z) + = (Pha = 3 (@: (0% |, (224)
onde,

Ag:=gfo—, (@ ={dlz) e ()= {ple). (2.25)

A transformada de Fourier da fungao de onda (g|z) resulta em uma nova gaussiana

normalizada, (p|z), com dispersdao dada por Ap = h/2Aq, o que, de acordo com

o principio da incerteza de Heisenberg, caracteriza a minima incerteza para estes
estados|22].

Peculiarmente, esses estados formam uma base supercompleta e nao-ortogonal

para um espaco de Hilbert. Se utilizarmos novamente a relacao de completeza para

os auto-estados de posigao, demonstramos facilmente que o produto escalar entre

dois estados coerentes z, e zg, com dispersoes Ag, e Agga, valores médios de posicao

Qo = Q). € Qp = (q >Zﬁ7 e momento P, 1= (p)., e Pp:= <]5>Zﬁ’ ¢

2A¢ A o P, — P3\’
i - (2 ] (952" (2]
A A
X eXp{ (PaQa — P5Qp) — ;.LQ qﬁ;QB ! (Pa_Pﬁ)}~ (2.26)

Obviamente, este produto ¢ também uma funcao gaussiana das varidveis (), @3,

P, e Pg, cujas dispersoes sao escritas como

_ A2 2 / _ " _
Agg+Ag; e Ap; + Apj = 2 Aquqﬁ (2.27)

Sob quaisquer circunstancias, o produto escalar (2.26) nunca é zero, ou seja, dois
estados coerentes nunca sao ortogonais, porém sustentam uma relacao de completeza
e por isso sao denominados supercompletos.

Cabe ainda comentar que estes estados sao auto-estados do operador de aniqui-

lacao, a, que determina a hamiltoniana de um oscilador harmonico quantico como

H = (a'a+ $)hw, e tem autovalor z := |/2Z(g). + m@)z
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A teoria dos estados coerentes é o subterfugio para a harmonia das bases de
momento e coordenada num espacgo de Hilbert, apesar da relacao de comutacao dos
operadores que tém essas bases como autovetores. A evolucao temporal dos estados
coerentes sob a hamiltoniana do oscilador harmonico descreve o movimento de uma
particula classica no espaco de fase, inspirando o agnome estados quase-cldssicos
para estes estados[22].

Deve-se a R. J. Glauber as propriedades e a descricao destes estados, encon-
tradas nos artigos seminais [15]. Descrigoes mais sucintas sdo encontradas em alguns

simulacros como em [22].

2.2.3 Operadores Metapléticos

Além dos operadores de Heisenberg descritos no pardagrafo acima, outros objetos
de extrema importancia para nossos fins sao os operadores Metapléticos, aos quais
essa secao ¢ dedicada. Como ja descritos, os operadores de Heisenberg surgem, neste
contexto pelo menos, como tentativa de descrever translacoes de fungoes de onda
no espaco de fase, ja os operadores metapléticos, introduzidos por V. Bargmann em
[4], de um modo geral, surgem para quantizar transformagoes canoénicas lineares.

Uma transformacao canonica linear entre dois vetores no espacgo de fase Z =

(Q, P) — z = (q,p) é escrita como

2n
Zi=> Sikz, (2.28)
k=1

onde S := [S;;] obedece a condicao de simpleticidade (1.11).
Se impusermos o processo de quantizacao natural, que mapeia o paréntesis de

Poisson (1.7) no comutador canoénico (2.1), definido por
{zj, 21} = Jj — [ 25, 2 | = thJy, (2.29)

a transformacao (2.28), obtemos que a mesma relagao de comutagao é satisfeita pela

nova varidvel Z, ja que S é simplética em (2.28).
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Procuramos um operador, M(S), inspirados em (2.7), de tal forma que
M(S)T2M(S) =Sz = Z, (2.30)

um operador deste tipo é chamado de metaplético.
Em virtude desta equagao, um estado |¢) €  de um sistema quantico pode ser

transformado em outro [p) € § pela atuacao de M(S), com efeito, escrevemos

) = M(S)l¢),

o que é valido para qualquer |@).

Considera-se dois casos distintos de atuacao dos operadores metapléticos: trans-
formacao ativa e passiva. Caso |¢) e 1) representem estados distintos, ou seja, cor-
respondentes a uma transformacao canonica ativa no espaco de fases, as base para
$) permanecem invariantes perante a atuagao de M(S) e este operador mapeia um

estado no outro permitindo-nos escrever particularmente para a base de posicao,

() = / d¢' (gM(S)|) 6(d').

J& para a transformacao passiva, os vetores representam o mesmo estado anali-

sados com respeito a bases diferentes,

7)o = Mlg)q, (2.31)

o indice Q indica a base dos auto-estados do operador de posicao transformada por
M(S) de acordo com a equagao (2.30) e o indice § indica a base original, o que para

os estados se manifesta como
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Para ambos os casos, ativo e passivo, o elemento de matriz do operador meta-

plético é dado por

o

X
k) |det B
X exp QLFL (¢-B7'A¢'—2¢'-B '¢+¢-DB'q) | , (2.32)

(@M(S)l¢') =

onde omitimos os indices dos auto-estados de posicao e as matrizes A;B,C e D sao
blocos da matriz simplética S, cf. eq.(1.13), e 0 = 41 é um sinal a ser discutido
adiante; a deducao deste elemento encontra-se no Apéndice B desta tese.

Se considerarmos o estado |¢) = M(S)|0), onde |0) é o estado “fiducial”
definido em (2.23) com mw = 1, obtemos um elemento de matriz misto entre estados

coerentes e auto-estados de posicao, ou seja,

o

1 D —:C
) = e (R ) e e

onde por comodismo de notagao definimos a fracao entre matrizes % por AB~!. Esta

equacao serd utilizada posteriormente na composicao do propagador semiclassico e
esta deduzida no apéndice B.

O elemento (¢|M(S)|z = &) pode ser obtido facilmente pela aplicagao direta do
operador de translagao definido na segao 2.2.1, i.e., (¢IM(S)|z = &) = (q|M(S)T¢|0) e
da regra de comutacao deste com o operador metaplético encontrada no Apéndice

A. Destarte encontramos:

(@M(S)|z=¢) = (%)M ? 7 exp{—%x-(AﬂB)—l(A—iB)X} X

[det(A + iB)]
X exp[—2—1hq- <2%§Ecg)q + g;«(A + iB)_lq] : (2.34)

com

€= (6.6) e x= %(qusp). (2.35)
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Obtemos o elemento (£1|M(S)|&2) introduzindo uma relagao de completeza para

a base de autoestado de posi¢ao[18],

g 1 2 2
EMOI) = e (P + bl

1
xexp{Q—h (X’{ AT A 2y - AT — e A_ll“)@)} , (2.36)

onde, por compacidade, definimos

A= % (A+D)+i(B—C) e I:= % (A—D)—i(B+C): (2.37)
e ainda,
61 (€060 © X = (6 + i) (2.39)
para 7 =1, 2.

Nos restam ainda alguns comentarios sobre estes operadores, que foram camu-
flados para o bom discorrer do texto: a possivel divergéncia dos métodos utilizados,
o significado de o na equagao (2.32) e sua relagao deste ultimo com a composi¢ao
de metapléticos.

E notével, a partir da equacao (2.32), a ocorréncia de termos inversamente
proporcionais a det B. Esses termos divergem para det B — 0, apesar destes em
nenhum momento envolverem aproximacoes. Destarte a divergéncia é um fenomeno
puramente fisico e natural, ou seja, podemos chamé-lo de uma cdustica para os
operadores metapléticos.

No caso de fungoes de onda WKB, cf. [20], as cdusticas sao singularidades
da amplitude das fungoes de onda - 8;—2]) - devido a ineficiacia da aproximacao e
representam entraves no processo de quantizacao. Todavia, engenhosamente, sao

contornaveis realizando-se uma transformada de Fourier, que reconstréi a funcao

de onda semiclassica na base dos momentos onde tal singularidade deixa de existir.
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Aqui contornamos a divergéncia de forma similar, como pode ser apreendido da
equacao (2.33), onde a caustica presente em (2.32) é eclipsada ao passarmos a base
de estados coerentes.

O operador M, definido em (2.30), tem como parametro uma matriz simplética
S. Estudemos agora a regra de composicao destes operadores associada a composicao
de transformacoes simpléticas descritas na segao 1.2. O elemento de matriz da com-
posicao de dois metapléticos pode ser calculado utilizando a relacao de completeza,

a equagao (2.32) e as relagoes (1.13). O resultado é o que segue:

(M(SM(S2)l) = /dw<q|M<sl>|w><w|M<sg>|q'>

0102 o2 @ DB a+a'B;  Axg']

= X
V/ (2mih)?"|det By|'/2|det By|1/?
(2mih)m
X 1 X
|det (BT 'A; + D2B3 ") |

X th(qB '+¢'By")(By 'Ar+D2aB; )™ 1(fo1+q’351). (2'39)
O produto Sz de duas matrizes simpléticas S; e S, é escrito como

C1A2 + D1C2 C1 Bg + D1 D2 C3 D3

Entao, prudentemente analisando a composicao dos operadores metapléticos (2.39)
e a composigao para os simpléticos (2.40), o elemento de matriz de M(S;)M(S,) pode

ser escrito como,

M(S2)lg/) = 73 ol 25 (B3~ Asq’~2¢"-B3 ™ g+q-D3B3 )]
(dM(S3)ld") i) et By

)

que exceto a fase o3 é a mesma equagao (2.32) para Sz := S. E possivel observar

que esta fase extraordinaria é,

03 1= 0103 exp{—%7T [n —sng(By'BsB3 ") + ¢(B3) — ¢(B1) — ¢(Ba) + 1] } , (2.41)
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com as seguintes defini¢oes: sng(X) = N, —N_, onde N4 é o nimero de autovalores
positivos, respectivamente negativos e (X ) = £1 é a fungao sinal do det X, ou seja,
¢ igual a 1 para det X > 0 ou -1 para det X < 0.

Para o caso unidimensional, n = 1, podemos escrever

05 1= 00y €1 P(B3)e(B1)R(B2)+0(B1)+(B2) —p(Bs) 2] (2.42)

que assume os valores +1.

A composicao dos operadores metapléticos, que acabamos de ver, permite a
construgao do Grupo Metaplético, denominado por Mp(2n). Podemos observar que
o produto do grupo Sp(n,R) é preservado em Mp(2n), se utilizarmos a equacao

(2.30),

Ssz = M(S3)"2M(Ss)
= [EM(S1)M(S2)]" 2 [£M(S1)M(S2)]
- 51522,

e os grupos sao ditos homomorfos. Porém este homomorfismo claramente é nao
injetivo, todavia é “quase univoco”, i.e., existem dois inicos metapléticos para cada
simplético [14].

A presenca do sinal o no produto dos operadores surge a fim de respeitar pro-
priedades topoldgicas do grupo Sp(n,R) [19, 14]. Para fins préticos a escolha do
sinal depende das particularidades do operador em questao. Por exemplo, para a
identidade escolhemos o sinal +1, a fim de que represente a identidade também no
grupo Mp(2n).

Apés escolhido o corte das folhas de Riemann no plano complexo?, o sinal de
um operador pode ser determinado pela composicao de dois outros operadores de

mesma natureza. Por exemplo, para uma matriz S(0) de rotagao, dado que S(0) =1

4Para os cédlculos das rafzes quadradas tomamos o corte da folha de Riemann no eixo real

positivo.
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e que 0 = 6, + 6y, 0y é determinado pelos sinais dos elementos sin(#), sin(6;), sin(6,)
das matrizes de rotacao. Ao atravessar a folha de Riemann o sinal da raiz quadrada
em (2.32) pode mudar, em contrapartida a mudanca deve ser acompanhada pelo
sinal em (2.41) garantindo a continuidade do operador metaplético.

Um exemplo tipico de transformacao metaplética passiva é a transformacao de

escala, realizada pela matriz simplética

1
—— 0
SE — Vmw

0 N/ mw

que transforma o elemento (g|M(S)|0) da equacdo (2.33) no elemento

w0 = (37)" B eXp{_T;;uq | (i v ZZE) q} |

com S’ = SSg. Ja para o elemento (¢|M(S)|¢), a transformagao de escala atua si-

milarmente, porém, a corda ¢, definida em (2.38), deve ser transformada de acordo
com € = Sglg , 0 que se deve a transformacao da base do espaco de fase e conseqiien-
temente a do espago de Hilbert. Esse procedimento também pode ser entendido
se em (2.33) substituissemos o estado coerente com mw # 1. Em ambos os casos,
escolhemos o = +1.

Um outro exemplo interessante é a transformada de Fourier, que corresponde
a uma rotacao de 7 no espaco de fase, ou seja, S = J, novamente com o = +1.
Esses dois exemplos talvez esgotem o conjunto das transformagoes passivas rele-
vantes. Para as transformacoes ativas, encontraremos ao longo deste texto diversas
aparicoes.

Por fim, alternativamente podemos atribuir aos operadores metapléticos um
mapeamento entre estados coerentes, ou seja, devido a sua forma quadratica, esses
sao operadores que deixam invariante o conjunto de estados coerentes|[14]. Portanto

o estado M|z) é a forma de um estado coerente mais geral possivel e o produto

escalar entre estados deste tipo é representado pela equagao (2.36), onde a matriz
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simplética S nesta equacao é tomada como o produto das matrizes de cada estado,
conforme a composicao de operadores metapléticos. Este produto escalar se reduz
a(2.26) quandoS=Teo =1.

No que tange a Optica, uma familia de estados coerentes, isto é, estados com
diferentes parametros m e w, sao utilizados para a descricao dos campos eletro-
magnéticos quantizados, e sdo denominados comprimidos (do inglés “squeezed”) e
se restringem aos estados descritos na segao 2.2.2. O estado geral, que consiste
num estado coerente “metapletizado”, também recebe a alcunha de coerente, pois
também sao estados de minima incerteza. A fim de evitar confusdes, sempre nos
referiremos a estes como estados coerentes gerais, ja os comprimidos e nao compri-

midos serao nomeados de apenas coerentes.

2.3 Formalismo de Weyl-Wigner

O principio da incerteza de Heisenberg ostensivamente descarta a possibilidade
de conjuncao da mecanica quantica com o espaco de fase, ja que a impossibilidade
inerente da observacao simultanea de momentos e coordenadas impede a construgao
de distribuicoes de probabilidades quanticas sobre o espaco de fase. Todavia, uma
nova classe de distribuigoes, denominadas “quase-probabilisticas”, perspicazmente
contradiz este discurso.

A primeira destas foi escrita em 1932 por E. P. Wigner com o designio de
calcular correcoes quanticas a mecanica estatistica classica, e hoje constitui um
artefato importante para tratamento da mecanica semicldssica. M. Berry em [5]
criou a teoria semicldssica para funcao de Wigner que foi estendida por A. Ozorio
de Almeida em [21] e outros.

A transformacao de Weyl constitui a generalizagao da funcao de Wigner para
quaisquer fungoes dos operadores de posicao e momento, ja que esta se destina ape-

nas ao operador densidade. Para a construcao das representacoes de Weyl e Wigner
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seguiremos a conduta de [21] que se baseia nos operadores de translagao capitulados
na se¢ao (2.2.1) e suas transformadas de Fourier conhecidas como operadores de
reflexao.

Realizando a transformada de Fourier® do operador de translagao T, em (2.15),

encontramos [21]

ﬁ /dg exp[% z/\g]Tf _ ﬁ /d§ exp{% EN(E — z)] _.R..  (2.43)

Este operador é chamado de o operador de reflexao devido a similaridade da relagao
deste com o de translacao e a relacao entre suas versoes classicas, ver Apéndice A,
e seus elementos de matriz nas bases dos auto-estados de ¢ e p sao dados respecti-
vamente por
(@IRIq") = explrp- (¢ = q")o(=q"+24 — q). (2.44)
WR) = expl—5a- (' = pNo(=p" +2p — ). (2.45)
Devido as propriedades inerentes aos operadores de translagao, consideremos a
possibilidade de escrevermos quaisquer operadores como a combinacao linear deles,
ou seja,

A(z) = (273}1)” / dEAE)Te, (2.46)

com os coeficientes A(§) a serem determinados por:

T[T cA] = T / %A(g’)ngg

_ de¢’ / o
= /WA(g)exp {ﬁﬁ /\5] Tr T
= A(¢)

Outrossim, podemos escrever

A% = (7;1)”

/dzA(z)RZ, (2.47)

5Pode-se definir no espaco de fase a representacao de centros e cordas: um ponto z é o centro
de uma corda &, e estas varidveis sao canonicamente conjugadas em um espago de fase duplo. A

transformada de Fourier ¢ dita simétrica com relagdo ao termo z A § = p&, — ¢&, [21].
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com
A(z) = Tr [RZA} : (2.48)
que é a nobre transformada de Weyl para o operador A(z).
2.3.1 Funcao de Wigner
Como mencionado antes, a fun¢ao de Wigner, W (z), é proporcional & transfor-
mada de Weyl para o operador densidade p, entao,
1
Wi(z) = Tr[R.p] . 2.49
() = o TR (2.9
Para um estado puro, ou seja, p :=[1))(¢)| e com respeito a base das coordenadas,
podemos realizar o trago e reeditar W (z) como
1 . _i
W(e) = o [0+ 36) 0" (0 — 36 P d, (250)
e ainda para a representacao de momentos,
1 . .
W(e) = g [ 0o+ 36) 0"l — B e ds, (251)

A projecao de W (z) nas bases de coordenada e momento resulta nas densidades
de probabilidade de momento e coordenada, ou melhor, integrando a equagao (2.50)

em ¢ e p, obtemo as distribui¢oes marginais de probabilidade:

/W(z) do=1wpP e /W(z) dp =10 | Q) (2.52)

respectivamente em p e q.

Por meio da funcao de Wigner, um estado quantico pode ser representado por
coordenadas do espago de fase e suas projecoes rendem as probabilidades quanticas,
o que revela o seu carater genuinamente semiclassico. Porém, tal funcao nao pode
ser encarada como uma distribuicao no espago de fase, como o na secao 3.1.1, ja
que pode assumir valores negativos — donde o surgimento do epiteto “distribuicao

quase-probabilistica”.
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2.3.2 Funcao de Wigner de Estados Coerentes

A fungao de Wigner para um estado coerente |a) é diretamente obtida a partir
da equagao (2.50),

2 2
Wit = i = G| (1)~ () |
para a qual usamos o estado coerente padrao definido em (2.25). A funcao W,
também é uma gaussiana normalizada, centrada nos pontos @), e P, do espaco de
fase. Ja que a transformacao de escala é uma transformacao metaplética, podemos
reescrever a equacao acima de um modo mais sutil, se pusermos mw = 1, temos
Wa(2) = = exp [—1 (- &ﬂ , (2.53)
mh h

com &, = (§ = Qa, & = Fa).

Um estado importante é a superposicao de dois estados coerentes,

— 1 it
i = s (J0) 4 6°1).
cuja func¢ao de Wigner pode ser calculada utilizando a relagao (2.49) com p = |11 (v |
e o resultado obtido acima,
Wi(z) = W) + Wh(2) + =L (. B)|
2 + 2Re ({(a| B)€e??) wh

o termo Ii(a, ) := Re ((«|R.|3)e™) é justamente o que confere importancia a

esse exemplo, pois trata da interferéncia genuinamente quantica; I; é calculado

utilizando-se as regras do Apéndice 2,
(a|R|B) = <Oé|R(Z_Q;%sa)|a>e%2/\(fa_5ﬁ)+$5a/\5ﬁ’

destarte,

1
2 + 2Re ((«] B)e™?)

1 1 )
T + Re ((«| B)ei?) {Wagﬁ(z) COS(gZ A& —&5) + %ga AEs+ ¢)} ‘

W1 (Z) =

(Wa(2) + Ws(2)]




2.3 Formalismo de Weyl-Wigner 43

As duas fungoes de Wigner acima, W, (z) e Wi(z), s@o exemplos particulares,
onde « e 3 representam estados coerentes. Para estados coerentes gerais, ou seja,
estados sob a atuacao metaplética, a superposigao

M(Sa)la) +M(Sp)|5)

) = V2 + 2Re(a|M(S;1Sg) | )

gera, usando a defini¢ao (2.49) e as regras do apéndice A, a fungdo de Wigner:

[WalS3t2) + Wis(S5'2) + 2(mh) T Re{a|[M(S1)R-M(Sp) | 5)]
W(z) = 26+ 2Re(a | M(S;1S5) | ) (2.54)

¢ a forma mais geral de funcoes de Wigner em termos do operador metaplético
definido na segao 2.2.3.

Os termos diagonais, W,(S;'z) := (7h™")(7|M1(S,)R.M(S,)|y) sdo pacotes
gaussianos centrados no espaco de fase rotacionado por S, nos pontos &, = (&,(7),&,(7)),
com v = a, [3.

O termo nao diagonal, ou de interferéncia, é calculado usando as regras do
apéndice A, com efeito,

(@[M(S;HRM(Sp) [ 8) = (0] TETyso1, M(=S."S5) [ 53)
T

— (o — 2572 |M(=57'S5)| B) exp {— ;

-1
5 hoz/\Sa z] .

Para calcular a parte real deste termo apelamos para eq. (2.37), com S :=

_S;ISﬁ’ 61 = 504—25(;12 S 52 = 55






Capitulo 3

Propagacao de Pacotes de Onda

“Laissez-faire, laissez-passer, le monde va de lui-méme.”

A estrutura versada nos capitulos anteriores porta a base fisica e matematica
para o bom discorrer do atual capitulo. Realizar-se-4 uma aproximacao semicléssica
com objetivo de descrever o efeito de propagacao de pacotes de onda quanticos tendo
como baluarte o espaco de fase.

Distintas aproximagoes semicldssicas da mecanica quantica foram propostas.
Neste capitulo daremos énfase aquela concebida por E. J. Heller em [10] e desen-
volvida por R. G. Littlejohn em [18].

Iniciamos o capitulo por descrever a propagacao de distribuigoes, ou pacotes
classicos. Neste contexto, desenvolvemos a AOA (definida no primeiro capitulo)
para pacotes localizados, a fim de obtermos a dinamica dos pontos da distribuicao
linearizada em torno da trajetéria do centro. Construimos também o propagador
semiclassico com base na quantizacao das transformacgoes candnicas geradas pela
dinamica linear. Por fim, tratamos da propagacao linear da funcao de Wigner e
concluimos com um exemplo nao-linear para a aplicacao da teoria semiclassica do

propagador.
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3.1 Propagadores

A propagacao quantica, apresentada na secao 2.1, é responsavel pela evolucao
temporal de estados num espago de Hilbert, como descrito nas equagoes (2.2), (2.3)
e (2.4). Resta-nos ainda, a propagagao classica de distribui¢oes, ou fungdes, sobre
o espaco de fase e a semiclassica que une as duas citadas com o objetivo de evoluir

estados quanticos localizados no espaco de fase.

3.1.1 Propagacao Classica

Abrimos esta discussao escrevendo dois conhecidos teoremas!, o de Liouville e
o da unicidade das solugoes, que serao usados para o entendimento da dinamica de

funcgoes sobre o espacgo de fase classico. Sao eles:

(i)Teorema de Liouville: O fluzo de fase hamiltoniano, (1.5), conserva o

volume de qualquer dominio 2 do espago de fase.

(ii)Teorema da Unicidade: Dado um campo vetorial, \LH, continuo num
dominio aberto do espaco de fase com condi¢ao inicial p(z;,t;), entao o sistema de

equagoes diferenciais (1.1) admite uma solugdo unica numa certa vizinhanga de t;.

O teorema (i) garante que o volume de uma regidao €2 do espago de fase é um
invariante integral de Poincaré, ja que a evolucao temporal é uma transformacao

canodnica, (1.12), e que como para qualquer transformacgao deste tipo tem jacobiano

1, (1.11), entdo
U(Q)::/dz:/ a—WalZ:/alZ,
Q w@) | 02 W(Q)

!Tais teoremas foram adaptados para as condicoes deste trabalho. As versoes fidedignas sdo

encontradas em [2], assim como suas demonstragoes.
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onde W é fungao definida por Z := W(z). J& o teorema (ii) nos remete a impossi-
bilidade de criacao e destruicao de pontos representativos no espaco de fase, ja que
como a solugao ¢ unica, cada ponto, z, é levado por W em um tnico respectivo, Z,
pelo fluxo (1.5).

Definamos uma funcao p das variaveis de espaco de fase, chamada de dis-

tributcao, como

o R"XxTCR-—Rs
((z,t) — o(z, 1) tal que /Q(z,t)dz =1, (3.1)
que pode ser entendida como um conjunto infinito de condicoes inicias atrelados a

um peso estatistico correspondendo a o(z,t).

A variagao temporal desta funcdo, de acordo com (1.2) e (1.7), é

do . 0o

@ T Ty
_ Og
= VzQJVzH(Z)"i_E
_ 9o
= {Q,H}JFE-

O termo % ¢ identicamente nulo devido a sua prépria definicao inspirada nos teore-
mas (i) e (ii): o volume e o nimero de pontos sao constantes, dai entao a variagao
da densidade desses pontos ser zero com o tempo. Tal afirmacao permite dizer que
o fluxo de p no espaco de fase é como o de um fluido incompressivel, que obedece a

equacao hidrodinamica, as vezes, conhecida como equacdo de Liouville:

do
{QaH}_‘_E _07

cuja solucao é

o(z,t) = /dz'5 (z — We(2") 00(2), (3.2)
e Wy(z) = z(t).
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O valor médio das coordenadas do espaco de fase evolui de acordo com

d d
%<z) = = zo(z,t)dz
do

= —/z Mo-INLH(z)|dz

integrando por partes, obtemos

d
i (2) =T (VH). (3.3)

Esta equacao representa o equivalente classico do teorema de Ehrenfest. Sobretudo,
nao garante que a orbita (z(t)) seja gerada pela condicao inicial (z),;—¢, pois H nao
depende de (z(t)), mas sim de z. Ou seja, a equagao (3.3) nao constitui um sistema
dinamico hamiltoniano.

Contudo, esperamos que, se o(z,t = 0) := go(z) é localizada em um ponto
20 := (2)i=0, 0(2,t) seja localizada em (z) para tempos suficientemente pequenos.
Para este fim, vamos utilizar a técnica de AOA definida na secao 1.1. A expansao

da hamiltoniana, como em (1.4), em torno de (z) é

HE) = ) + = () G| 56— (Ml (4

se utilizarmos a equagao (3.3), obtemos que aproximadamente

d
(2 = IVH((2)),

que é um sistema dindmico hamiltoniano genuino, com solucao (2)(t) = ¢((2),_¢ - t)-
No caso de uma hamiltoniana quadréatica em z, este resultado é igual a equagao
(3.3).

A tnica informagao que obtivemos até agora com a AOA ¢ relativa a trajetoria
do centro, (z), da distribuicao. Todavia, como a dinamica de g é, a0 menos apro-
ximadamente, hamiltoniana, utilizaremos outros elementos inerentes a tal dinamica

para descrevermos mais detalhadamente o comportamento da funcao distribuicao.
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O operador simplético (1.5) é responséavel pelas transformagoes canonicas que
afetam a dinamica de um sistema. Para o caso do pacote estamos interessados em
transformacoes como rotagao, dispersao e estiramento dentre outras.

Vamos definir o propagador cléssico linearizado em torno da trajetéria (z(t))

como um conjunto de operacoes realizadas sobre a distribuicao:
Ua(t, Z0) == Tu(2(t))S(t)Tu(20) ™", (3.4)

para qual definimos Z(t) := (z)(t). A primeira translagao T((z),_,)~" tem como
objetivo transladar o sistema para a origem, poderiamos ter realizado uma mudanca
de coordenadas e colocado o pacote centrado em z = 0 para t = 0, porém quando
tratarmos do propagador semiclédssico este tipo de comportamento sera indesejado.
O segundo operador é o mapa tangente que realizara as deformacgoes e/ou rotagoes
na distribuicao. A tltima das trés agdes de U, (t, Zp) é retransladar a func¢ao para a
posicao no instante de tempo desejado.

A evolugao de p é, de acordo com (3.2) e (3.4),

o(z,t) = 00 (S(t) " (2 — 2(t)) + 20) -

Se faz necessario, devido a tenuidade dos argumentos em favor da ultima e da
(3.4) equagoes, uma demonstragdo um pouco mais detalhada. Olhando para equagao

de Liouville, calculemos

a o 890 ~—1 — —1=
ag(z,t) = E[S (z—2)—S z] e
do _ 9o o
0z 0z ’
e colocando nessa equacgao, temos
Do [, o oas] 00 [y 0| o PH| ]
P ST (z—2)—S Z]+8z S Jaz 2—1—5 Jaz&zz(z Z)| =0,

onde usamos a expansao (1.4) até segunda ordem; usando que d/dt(S7!S) = 0 =

$-15 + S5~ = 0 e igualando os termos de mesma poténcia em z — z := dz,

02 = JHz02 e S = IHzS
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que sao as equacoes de movimento na AOA da secao 1.1!

3.1.2 Propagacao Semiclassica

Como o objetivo deste trabalho é construir um propagador quantico para fungoes
de onda localizadas no espago de fase, propomos, entao uma forma analoga ao

propagador cldssico na AOA, para um pacote de onda [ihg) centrado em (Z) := z,

[(t)) = U(t, o)),

com U (t,20) escrito em termos dos operadores de Heisenberg e dos metapléticos,

além de uma fase criada por conveniéncia, entao,

U(t, 2p) 1= expl%y(t)} Tz(t)l\/l(S(t))Ti,o. (3.5)

Substituindo no primeiro membro da equagao de Schroedinger (2.4) encontramos

que

0 d -
zha [W(t)) = ih--U(t, 20)lto)

ot
e OT o M(S() T, o). (36)

= ih—
"ot
A derivada temporal do termo entre colchetes da eq. (3.6) é calculada no

apéndice C. Seu resultado é:

0 1 1 :
zha W) = |—3@t)+ (2 —2) A2+ 34/ zZ— 5(2 —2)-JSST(2 — z)} [ (t)).
(3.7)
Se utilizarmos a AOA para hamiltoniana? H em (2.4), tal como em (1.4), obte-

1mos

H(é):H(z)+(2—z)-%—Z +%(2-Z)Hz(z—z)+---.

z

2Apesar dessa hamiltoniana ser um operador, essa expansio se justifica ao realizarmos a sua
transformada de Wyel-Wigner [21] e apds a expansao tomarmos a transformada inversa; cf. secao

2.3
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Unindo a expansao para a hamiltoniana com (3.7) na equagao de Schroedinger

e igualando termos em poténcias (2 — z),

g
2

S

ZNZ

= —— —H{W),
= JVZH(Z(t))u
= JVH(2(1))S.

(3.8)
(3.9)

(3.10)

Que sao as equagoes que descrevem a evolucao dos parametros necessarios para que

construamos a aproximagcao desejada para o propagador.

A aplicagao do propagador a um estado arbitrario |1¢g) pode ser decomposta

em evolugoes de pacotes gaussianos se nos utilizarmos da relagao de completitude

(2.22),

() =

>

(2rh)n /d20<20\¢0> (t)]20)-

Utilizaremos agora a AOA para U (t)|z):

1

(1)) @)

12

= ﬁ/d20<zo|¢o>exp{%7(t)]Tz(t)M(s(th = 0).

Az (zoltbo)exp| +1(8)| TowMS(H)TL, 20),
/ )

Definimos, entao, o propagador semiclassico como:

. 1 {
Gron = s [ esp| 30| TaoM(S(O) = 0)l.

(3.11)

Nossa aproximacao semiclassica — AOA — consiste, entao, em decompor um

estado [1)g) em pacotes gaussianos distribuidos sobre todo o espagco de fase, centrados

em coordenadas zy := (qo, po), € evolui-los sob a acdo dos operadores metapléticos

e de translacoes, que representam quanticamente as transformacoes canonicas sobre

as Orbitas classicas.
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O propagador é descrito como funcao dos parametros (3.8), (3.9) e (3.10). O
primeiro destes, é uma fase constituida pela energia e area simplética da orbita
do centro dos pacotes da decomposicao; o segundo, é a equagao de evolucao da
orbita classica do centro dos pacotes; e por fim, o terceiro é o mapa tangente da
transformacao canonica.

A decomposicao em gaussianas localizadas no espaco de fase é de fundamental
importancia para essa aproximagao: os pacotes resultantes da evolu¢ao permanecem
gaussianos[10, 14, 18], ja que operador de evolugao é composto de translagoes rigidas
e do operador metaplético quadratico nas variaveis do espaco de fase.

A nao-linearidade da dinamica cléssica impede a construcao de um propagador
quantico exato. Porém pelo método AOA, podemos aproxima-la e quantiza-la. O
tempo em que a aproximacao semiclédssica diverge da dinamica quantica é conhecido
como tempo de Ehrenfest [23, 28].

Uma das condigoes que determinam a eficiéncia da aproximagao semiclassica é
a unitariedade do propagador. O propagador semiclédssico eq. (3.11) sé é unitario
quando a Hamiltoniana em (1.2) é quadrética na variavel z. Neste caso a aproxi-
macao de érbitas adjacentes é exata, j4 que a expansao em 0z é nula a partir do
terceiro termo — a derivada da matriz hessiana ¢ o ultimo termo da expansao. Para
essa dinamica existe uma correspondéncia entre os propagadores unitarios quanticos
e as transformacoes canonicas classicas, o que em geral nao é verdade.

A eficiéencia da aproximagcao semiclassica, no entanto, deve equivaler a eficiéncia
da AOA classica. Enquanto a dinamica classica cadtica puder ser bem representada

pela linear, a dinamica quantica sera bem descrita pela semicléssica.

3.2 Propagacao da Funcao de Wigner

Na secao 2.3.1 descrevemos a funcao de Wigner de acordo com seu carater

semiclassico. A nao-positividade impede que seu tratamento seja comum ao dado
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as probabilidades cldssicas, entretanto seu conhecimento, garante a determinacgao
completa do estado quantico. A evolucao das funcgoes de onda é atrelada ao propa-
gador quantico e no espaco de fase a evolucao esta descrita por matrizes simpléticas.
A relagao semiclédssica de uniao entre essas duas propagacoes ¢ determinada pelo
propagador semiclassico. A evolucao da funcao de Wigner reproduz a evolucao
semiclassica no espaco de fase.

A funciio de Wigner para um estado puro [1(t)) := U(t) 1) é dada por

Wz t) = ﬁmwm ,

com

No caso de uma hamiltoniana quadratica, onde a AOA é exata, o propagador
U (t) é escrito sem nenhuma aproximagao como o produto de operadores metapléticos

e de Heisenberg. Assim, encontramos a evolucao para funcao de Wigner do estado

puro:
1 R
W(zt) = (WmnTr[Rzp(t)]
= (m (e FTOTM(S ()Tl R e T M(S() T, [ 0)
= ( 2) <¢|RS ))+zo|7vb>
= WSz~ 2(1) +20).

onde usamos as relagoes do apéndice A.
Este resultado é interessante, pois que a fungao de Wigner evolui como uma
distribui¢ao classica (3.2) e por isso o centro de um pacote coerente descreve a

trajetéria classica no espaco de fase.
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3.3 Hamiltoniana H = Kp®

Como primeiro exemplo nao-linear, ou melhor, nao-quadratico em z, conside-
remos a hamiltoniana cibica em p. Apesar da forma exotica dessa hamiltoniana,
o expoente cubico é responsavel por caracteristicas peculiares de uma dinamica e
sua compreensao pode auxiliar no entendimento de sistemas nao-lineares quando
expandidos até terceira ordem.

Aqui escreveremos o propagador exato para essa hamiltoniana e utilizaremos as
técnicas das secoes anteriores deste capitulo para construir o propagador semiclassico
na AOA e analisaremos a aproximacao. Por fim, estabeleceremos uma conexao do

propagador quantico com as autofungoes de uma hamiltoniana linear.

Para H := Kp3, com K constante de unidades TL™'M~2, onde T é unidade
temporal, L é de comprimento e M de massa, o elemento de matriz do propagador

(2.3) é escrito como
A _ i ~3
(| Ut)]d) = {ale "7 |q),

utilizando a relagao de completeza para os estados de momento, este pode ser escrito

COo1mo

T = i L=
OO = 55 [aew|-3rt+ oo )

- (%)U?Ai [— (%)1/3@ - q’)] , (3.12)

onde Ai é a funcao de Airy definida por

Ai(x) = /dy exp [%y?’jtixy} . (3.13)

Um grafico desta funcao pode ser visto na figura 3.1.
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T
-

Figura 3.1: Funcao de Airy - Ai(x).

Jé para os auto-estados de momento, (p|U(t) |p) = e~ #X7"15(p/ — p). Conside-

remos também o elemento misto do propagador,

~ ]_ i i /
(plUM)|¢) = —\/ﬁe‘ﬁk”?’t‘ﬁm , (3.14)

que ¢é a transformada de Fourier de (3.12).

Vamos calcular, pelo método AOA, o propagador semiclassico para a mesma
hamiltoniana.

Trata-se de um sistema unidimensional que possui a energia como constante de
movimento, portanto um sistema integravel, as equacoes de movimento classicas sao

dadas, segundo a equagao (1.2), por

+ 3K pit
()= [ *TIRP) (3.15)

Do

com pgy € go como condigoes iniciais.

Equacgoes de Movimento em AOA
A equacao (3.9) é idéntica a do movimento cldssico. Ja a (3.8) tem como solugao

para a fase:

1
v(t) = 5Kpf;t. (3.16)
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E finalmente a solucao de (3.10) é

1 6Kpot
S(t) = bo (3.17)
0 1

Propagador em AOA
O elemento de matriz do operador metaplético em (2.33) se torna
2

g

mw q
M(S)[0) = - - !
aMew (hmw) /4 [(mw) ! + 6K pot]/? eXpl ( %) 1 +62mpr0t]

com o uso de (3.17). A transformada de Fourier deste elemento é dada por

2

(pIM(S)|0) = W exp{ S (1 + 6zmpr0t)} (3.18)

permitindo-nos reescrever o elemento de matriz misto do propagador em (3.11),

<p ‘UAOA|wO>7 com |1p> :z\q’), como:
(p|Uronlq') = / gz%em PIT(2(t))M(S(t)) |z = 0X20| ¢')

Submetendo este resultado as condigdes especificadas em (3.16) e (2.26):

mw

Wl0onld) = () 5o fapdunlpl TMSE) = 0) =

mw

3p 2
%Kpt 2h(q %)

1 'y 1
Poq oh

X exp[ 5

~=40Do |

onde usamos que (¢),, = qo € (P),, = Po; € ainda as (2.14) com £ — z(t) — dado em
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(3.15) e (3.18) com p — (p — p(t)):
mw) 1

01Owonl?) = (%) 5o Jdondao = b0} M(S(0)) [ = 0)

X exp{2th0 T;L;; (¢ — q0)2 - %poq/ + 2'}1610]70

X expl%(qo + 3K pit)po %(CIO + 3Kp3t)4

- () 1271#1 o /dpod% eXp[_% 1+ GimwKp Ot)] g
X exp{2th0 — %(q - CJo) - %poq/ + 2hQOPO]

X expl#(qo + 3K pgt)po — 7—1((10 + 3Kp3t)p} :

Rearrumando as constantes multiplicativas e os termos exponenciais:

2
o o pP—0p .
(P|Unorld) = 2(7?%)3 /dpoexp[—%(ljt&mwlfpot)} X
X ex %K?’t—i '—§K2t X
p 3 Py hpoq 3 boP

- , ,
X /dCIO exp{—2—h(q —q)° — thP+ thPo] .

A {ltima integral é gaussiana e seu resultado é

m 7 7
I = /dCIO exp{—%(q —QO) - ﬁQOp"'_ﬁQOpO]

_ (@) : exp[ L e —p) - %Q’(p —pO)} :

mw  2hmw

Finalmente encontramos

g / g (p — po)? .
<p| UAOA ‘ q > = m dpo exp —W (2 + GZmWKp(]t) X
mw)2T

; i
X exp{—ﬁq’p — ﬁ(?)p%p — 2p3)Kt} , (3.19)

que é a equacao para o propagador semicldssico com hamiltoniana proporcional a

P na aproximacao AOA.
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A luz da secao 3.1.2, a decomposigao do estado |¢ = ¢’) em pacotes gaussianos,
(z0] ¢'), permite tratarmos o propagador na aproximacao AOA. A medida que o
estado gaussiano (2.26) se torna mais concentrado em torno de seu centro, (qo, po),
a qualidade da aproximacao deve melhorar.

Porém, no limite em que a dispersdo Ap decresce a zero (ou melhor, w — 0), a
dispersao Agq cresce indefinidamente devido ao principio da incerteza, mesmo assim

conseguimos recuperar o resultado exato, com efeito, se notarmos que

. 1 _ (p*po)2
ul}lil% {We frme } =d0(p — po)

entao,

. 1 i i -
lim (p|U. "y = ex [——Kst——/}: Ut)|q).
lim (p|Uson ) oy P | TR Ept g plU®)|q)

Por outro lado, se tomarmos o limite A — 0 obtemos uma maneira de “driblar”
o principio da incerteza, ja que assim Ag, Ap — 0 simultaneamente. Para este fim,

reescrevemos o integrando de (3.19) como uma exponencial de poténcias de (pg—p),

1 (po—p\* . po—p\> i 4 i
e@lma(zm)'ﬂKtﬁﬁ? — gl = gdp

O primeiro termo é uma gaussiana e seu limite deve nos conduzir a uma delta de

ou seja,

Dirac, porém, o segundo é um termo oscilatério. Precisamos garantir, ao menos, que
a largura do pico centrado em p seja maior que a da gaussiana no limite desejado.

As partes real e imaginaria do termo em pj tém largura® dada por

N ELAN
3Kt

e a largura da gaussiana é definida como Ag := (mwh)'/2.

Realmente, no limite

h — 0 temos Ag < A, o que justifica

1 _ (po—p)?
[Gﬁ%ﬁﬁe WW}I“m—P%

lim
h—0

3A largura é definida como a distancia entre os dois zeros da funcdo circunjacentes ao pico em

Po-
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de sorte que o limite da equacao (3.19) é

lim(p| Usos [¢) = (p|U (1) ).

Conclusao
O propagador semiclassico construido para hamiltoniana cubica nesta secao
reproduz o propagador exato no limite em que as dispersoes dos pacotes tendem a
zero, ou seja, quanto menor o tamanho do pacote melhor a aproximagao semicléssica.
O tempo de Ehrenfest é uma medida de quao acurada é a aproximacao semi-
classica. Como a aproximagcao, neste caso, no limite desejado € idéntica a quantica,
equivale dizer que o tempo de Ehrenfest é tao grande quanto queiramos, para tanto,

basta reduzir o tamanho dos pacotes da discretizacao suficientemente.

Conexao com as Autofuncoes do Potencial Linear

A hamiltoniana de uma particula sob acao de uma forca constante, F' | é

1
H=—p*—Fq. 2
5P q (3.20)

Esse sistema ¢é integravel, pois é unidimensional e H nao depende explicitamente
do tempo, seu espaco de fase é folheado em parabolas representadas pela equagao
p(q) = £+/2m(H + Fq).

A equagao de Scroedinger para esse sistema pode ser escrita como
h? 9?
o~ P+ B)| vl =0 G21)

com solugao:

1 /2m|F|\"?
o0 = o (M) A

—(%?f@—%i, (3.2
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onde a fungao Ai estd definida em (3.13) e ¢, := —E/F é o ponto de retorno da
trajetoria classica. O fator |F |1/ > provém de uma “d-normalizacio”, ou seja, a
normalizacao tipo particula livre.

Da figura 3.2 apreende-se o comportamento da fungdo de onda ¥ (q) em 3.22.
O espectro do Hamiltoniano (3.3) é continuo, ja que o potencial é nao-confinante.
Para energias menores que V(q), a fungao de onda tende assintoticamente a zero e

para valores de energia maiores que o potencial, 1(q) é oscilatéria.

15 -1 -0.5 0. 1 5 O

Figura 3.2: Fungao de onda (q) e Potencial linear V(q) com 2h—"§ =10, F = 1/2,
q- = —0.2.

Derivando (3.14) com relacio p e definindo ¥ (p) := (p|U(t)|¢'), obtemos
oP(p) i

dp  h

que é uma equacao de Scroedinger na base dos momentos. Realizando uma trans-

(3Ktp*+¢'),

formada de Fourier inversa e arrumando as constantes, temos

h? 0? 1

2m dq?>  6mKt

(¢—d)|¥(qg) =0, (3.23)

que é a equacao para uma particula sob a acao de um potencial

q—q
6mKt

Vig) =
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Comparando as duas equagoes de Schroedinger, (3.21) e (3.23) identificamos
1 E
- L= —— . 24
= mkt ="F 1 (3:24)

Podemos, entao, associar a fungao de onda, (3.12), resultante da propagacao do
estado |¢ = ¢') por uma hamiltoniana Kp? com a fungao de onda de uma equagao

de Schroediger para uma particula sujeita a um potencial linear.

Funcao de Wigner
A fungao de Wigner para a fungao de onda (3.14) é calculada [3] utilizando a

defini¢ao (2.50),

4 1/3 4 1/3
N Sl = YA 2
W(z) = <3Kth2) Al[ <3Kth2) (¢g—¢ —3Ktp )] .

Utilizando a correspondéncia (3.24) podemos transfiguré-la em

W(z) = ( ;ZZQ) Y [— < hf’;) U?H(z) — E)

que ¢ a fungdo de Wigner para a fungao de onda (3.22)[26].

Y

Epilogo

No espaco de fase classico a evolugao temporal da hamiltoniana ciibica leva uma
distribuic¢ao cldssica concentrada em ¢ = ¢/, tal como, gy(q) = £d(¢ — ¢’), em uma
pardbola com foco no eixo das coordenadas, de acordo com as equagoes (3.15). O
propagador em (3.12) propaga um estado (g | ¥) = §(¢—¢') em uma funcao de Airy
com maximos na parabola classica como estd esbocado na figura 3.3.

O método AOA consiste, entdao, em decompor o estado inicial (q | ¥) = §(¢—¢’)
em pacotes coerentes (3.19). No limite em que a largura AP é zero recuperamos o
resultado exato.

A fungao de Wigner para o propagador da hamiltoniana cubica, (3.12), é uma

funcao de Airy constante ao longo de pardbolas no espago de fase descritas pela
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a) b)
p w(q)

w(q,t)

B —
B —
R
—
>
q
)
—
e
 —
B —

v(q,0)

Figura 3.3: a)Distribuigao classica em t = 0 (reta) e em t (pardbola). b) Funcao de

ondaemt=0c¢emt.

equacao ¢ — ¢ —3Ktp? = a com a constante, figura 3.4, que também pode ser enten-
dida como a fun¢ao de Wigner para a fun¢ao de onda de um potencial linear,(3.3),
através da correspondéncia (3.24).

E ainda, se utilizarmos o limite

lim 1Ai<y — yo) =0(y — o)

e—0 € €

em (3.3) obtemos o limite cldssico da fun¢ao de Wigner,

W(2) = lim ( Sim )1/3 Ai|— (;;;)1/3 (H(z2) - B)

=0(H(z)— F
lim (ot (H(2) - B)
que se condensa sobre a parabola classica e garante a normalizagao das probabili-

dades marginais em (2.52).
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Figura 3.4: Funcao de Wigner com ¢ =0, K =2, t=1e h=1.







Capitulo 4

Superposicao Discreta de Pacotes

“A connecting principle,
Linked to invisible
Almost imperceptible
Something inexpressible.
Science insusceptible
Logic so inflexible
Causally connectible

Yet not is invincible”

The Police - Synchronicity

A representacao de estados em termos de combinacgoes lineares de outros é,
talvez, o ardil mais importante e intrigante do mundo microscopico.

Superposicoes simples, de dois estados apenas, como o estado gato e os pares
EPR, sao incompativeis com o senso comum e sao alvos das maiores discordancias
dentre os estudiosos. O colapso da funcao de onda é mais um dentre os fendomenos
intrigantes associados a superposicao. Diversas teorias, ou melhor, interpretacoes,
surgem como tentativa de elucidar esses conceitos e/ou torné-los ao menos razodveis.

Nao obstante as incongruéncias, superposi¢oes sao importantes e fundamen-

talmente necessarias tanto experimental quanto teoricamente: a possibilidade de
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recriar, aproximadamente, um estado com pacotes de onda é um método eficaz de
compreensao e modelagem do mundo quantico.

Neste capitulo apresentamos a primeira parte do método computacional relativo
a propagacao de pacotes. No capitulo anterior escrevemos o propagador semicléssico
como uma integral sobre os estados coerentes, provinda da decomposicao do estado
inicial em pacotes localizados no espaco de fase. E sobre esta decomposicao que
serao aplicados os conceitos deste capitulo.

Na primeira se¢ao, apresentamos o método de reduzir a decomposicao de um
estado coerente em infinitos pacotes distribuidos ao longo do espaco de fases a apenas
uma dimensao. Na seguinte, é realizada a discretizagao e o truncamento da soma
relativa a decomposicao do pacote inicial. Terminamos o capitulo estudando o erro
da aproximacao numeérica, no que diz respeito a discretizacao e ao truncamento, e

analisando a reproducao do estado inicial por meio de um ntimero finito de pacotes.

4.1 Decomposicao em Estados Coerentes

Qualquer estado pode ser expandido numa soma de estados coerentes, eq.(2.25),

utilizando a relacao (2.22):

1
V) = G e (olo) o). (4.1)

No caso em que [¢)) também represente um estado coerente |3),

1
) = e o (el8) ), (42)

os coeficientes desta expansao, («|3), sao determinados pela equagao (2.26).
A integragao em estados coerentes consiste em uma integragao dupla sobre todo

o espago de fase[22], portanto, a integral em « da equacao (4.2) é decomposta em

IPor comodismo de notacdo, usaremos as trés primeiras letras do alfabeto grego, a, 3 e 7, no

lugar de 2., zg e z, para rotular estados coerentes.



4.1 Decomposicao em Estados Coerentes

integrais sobre ), e P,:

) = o | [ _dQuidulald) o)

—00 (o]
A fungao de onda do estado |3) na representacao de coordenadas, em virtude
da ultima equagao, é escrita em termos da funcao de onda (g|a), isto é,

+oo

bslq) = (qlP) = andP (a]B)(glav). (4.3)

Se reescrevermos a integral (4.3) para um pacote 13(q) centrado na origem do

espago de fase, empregando as equagoes (2.25) e (2.26), observamos que
1 (28¢5 - Q) (@)’
— dQ,, exp| — (=
w0 = Gmlar) [aaeo- () -~ (32) |
+o0 Pa 2 ’l Aqg
X /_ocjpanp — (2—%) — ﬁpa (U—gQa—Q)
(2720, " [ 2Aq3 "
N 2rh o2
+oo 2 2 2
q— Qa Qa Aqﬁ
— - = 4.4
[ (52 - (23 (2] o

onde na ultima linha a integral P, foi efetuada. Destarte, fica demonstrado que ao

X

menos a funcao de onda v,(3) pode ser decomposta em termos de pacotes localizados
apenas no espaco configuracional.

E ainda, se definirmos as varidveis:

A, B) = A +2A¢3 o
B(Oé,ﬂ) = Aq AQQ7

podemos reconstruir 1,(5) em (4.4) como:

—~ n/2
_ 1 [ Aqg I Qa
f) = 3 (% Aq5> /_ dQa{glar) exp {— Ao 6)] , (4.5)

[e.9]
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onde (g|a) é uma func¢do de onda coerente com centro e largura dados, respectiva-

mente, por

~ QAQ%

2 = () -
A _ B(O‘H@)
Aqa - '/4(&7 )

=X{

E possivel obter a mesma expansao para os vetores de estados |3) em termos de

|&@), j& que o argumento da exponencial em (4.5) ndo depende de q. Com efeito,

+o0o
18) = / 0Qu f(or. B) |3). (4.6)
onde - n/2
1 Aq, 2
o) ‘—A—qz<zmqﬁ> ) o

4.2 Discretizacao

A aproximacao de um estado arbitrario por um numero finito de pacotes de
onda se torna ttil de acordo com a possibilidade de implementagao computacional
e experimental de certas teorias. Consentindo com o método de S. Szabo et al em
[24], elaboraremos uma superposigao unidimensional finita de estados coerentes ao
longo do eixo de coordenadas de um espaco de fase.

A discretizagao da integral (4.6) traduz-se na utilizagdo de N estados |ag)
centrados em posicoes (Y e distribuidos simetricamente em torno do centro (g do
pacote |3), i.e.,

Qr = Qo+ (k-%) 5Q, k=1, N. (4.8)

O parametro )y deliberard o truncamento da soma em (4.6),

+QnN
16) / Q0 9)13), (4.9)
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assim como 0@ o fard para a discretizacdo de (4.9). Entao, podemos escrever o

estado |OBy), que aproximadamente descreve o estado original |3), como:

18) ~18y) = 6Q > flaw, B) [ak). (4.10)

A fungao f(ag,3) representa o peso associado a cada pacote componente da
distribui¢do. Esta fungao é essencialmente aquela definida em (4.7), apenas substi-

tuindo os valores de (), pelos correspondentes discretos (.

4.3 Métodos Numéricos

Nesta parte do texto serao apresentados os métodos e resultados computacionais
relacionados com a segao anterior.

Consideremos o estado coerente |3) centrado na origem do espago de fase, i.e.,
(s = P3 = 0 e N pacotes coerentes circulares, |ay), centrados em pontos distribuidos

ao longo do eixo das coordenadas de acordo com a equacao (4.8).

A largura de |§) é Agz = \/g e a dos pacotes circulares, Agq, = Ap, = g
O parametro s é denominado de parametro de compressao e denota o quanto as
dispersoes de |§) sao esticadas/comprimidas com relagao as de |a).

A funcao f(ag,5) da eq. (4.7), a qual especifica quanto cada um dos N estados
log;) contribui para a soma, é uma gaussiana em @), figura 4.1.

Permitimo-nos escolher um valor para o truncamento da coordenada, QQy, a

partir do qual, o 6nus de f(«, 3) torna-se irrelevante para a soma total. Para tanto

calculamos @y a fim de que o valor desta funcao se reduza & 1077 do méximo, ou

_ [
ono — QN = 2,,4(04,6) (411)

seja,

fle, B) =107 f(a, B)
Qa=QnN

para j inteiro positivo.
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f (a, B)

Figura 4.1: Comportamento de f(a,3) para h = 0.0128 e s = 0.02.

Para os valores de h e s da figura 4.1, temos Ag, = Ap, = 0.08, Agz ~ 0.57 e
s = Aql/Aqj = 0.02.

Na figura (4.2) temos um gréfico da funcdo de onda 1g(q) e sua reconstrugao
através da decomposicdo em pacotes, eq. (4.10), o que legitima a escolha dos
parametros N e Qy.

Para o valor de ) apresentado na figura 4.2 escolhemos j = 5, de acordo com
o critério apresentado em (4.11). O numero de pacotes, a principio, é escolhido de
modo a ajustar até a saturagao absoluta a reprodugao visual da figura 4.2, tornando
a funcao de onda aproximada, para meios praticos, idéntica a exata.

Outro modo de observar a qualidade da aproximacao sao as valores dos erros
associados aos produtos escalares €; := 1 — (B|8n) =~ 107" e 65 := 1 — (By|ON) =~
1075,

Podemos definir outra quantidade e associada ao erro da aproximagao, calcu-

lando ponto a ponto o quadrado da distancia entre as funcoes de onda exata e
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e

Figura 4.2: Funcao de onda 93(g) - linha continua, fungao aproximada (g|Gn) - circulos;

com N =65¢e Qy = 3.9.

aproximadas:

(5Q. N) / dqllalBy) — ()P

= 1_+00<5N|/5N> — 2(|6N)-

Essa fungao é graficada na figura 4.3 e mostra devidamente a variagao do erro de
acordo com o numero de pacotes e da distancia entre eles.

Aumentando o nimero de pacotes, o erro se aproxima cada vez mais de zero.
Para cada valor de N no gréafico 4.3 existe um valor étimo de 6Q). Acima deste o
erro aumenta, pois, )y é muito grande, cf. eq. (4.8), e a densidade de pacotes
¢ insuficiente para reproduzir o pacote (3. Abaixo, o erro também aumenta, pois,

0s pacotes ay se concentram e as regioes mais externas de ( ficam desprovidas da
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Figura 4.3: Fungao erro, €(6Q, N), para diferentes niimeros de pacotes, N, em fungao da

distancia entre eles, §Q).

decomposigao.






Capitulo 5

Simulacoes Numéricas

“As caravelas, mandei-as afundar, para néao terdes qualquer veleidade de voltar.”

H. Cortés

A aproximagao de érbitas adjacentes norteou o desenvolvimento das técnicas
de propagacao descritas nos capitulos precedentes. A linearizacao em torno da orbita
classica conduzird ao propagador semiclassico e, entao, a funcao de Wigner de um

estado coerente sob a atuagao do mapa nao-linear.

5.1 Evolucao Classica do O.H.C.

Na secao 3.1.1 descrevemos as propriedades gerais da propagacao classica de
distribuicoes sob acao de uma dindmica hamiltoniana geral. Aqui apresentaremos
os resultados computacionais relacionados com o mapa OHC.

Uma distribuigao, (3.2), gaussiana

(Z) — 1 exp | — (q - QO>2 . (p _ p0>2
O T 0RALA, 2A2 2A2 |7

sob ag¢ao do mapa OHC, evolui de acordo com (3.2), como

ozt =) = o0 (M;'(2))
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onde ]\Z_l(z) é a t -ésima aplicacdo da inversa do mapa do OHC, eq. (1.17), i.e.,

—~ cos(vT)qe — sin(vt
M—l(zt) = = (v7)gs (v7)ps
sin(v7)gy + cos(vT)py — K sin[cos(vT)qy — sin(v7)py)

A figura 5.1 mostra a evolugao sob 4 aplicagoes do mapa OHC de pacotes
classicos centrados em posicoes distintas. As distribui¢oes mostradas sao represen-
tadas por 5 linhas: do centro para fora as linhas encerram respectivamente 15%,
35%, 55%, 75%, 95% da probabilidade total.

O grau de distorgao das distribui¢oes é um indicio da nao-linearidade da dinamica
em diferentes partes do espago de fase. O gréfico a) mostra o pacote para t = 4
centrado no ponto (0,0), que é um ponto fixo do mapa, cf. secdo 1.4.3. Sob es-
tas circunstancias, o ponto central permanece invariante pela evolucao, enquanto
o restante da distribuicao se estica por toda a variedade instavel, cf. fig. 1.6. Os
outros graficos mostram pacotes, localizados inicialmente em pontos ordinarios do
eixo das coordenadas, percorrendo tal variedade. Os pacotes em b) e c¢) sofrem
a dilatacao caracteristica da proximidade ao ponto fixo hiperbdlico, enquanto que
para d) e e) a influéncia deste ponto diminui; para o grafico e) a influéncia do ponto
eliptico, cf. secao 1.4.3, predomina e os pacotes em permanecem quase gaussianos.
Todos os graficos mostram apenas a parte negativa do eixo ¢; pacotes localizados nas
posicoes simétricas teriam o mesmo comportamento devido a simetria de reflexao

da dinamica em torno da origem.

5.1.1 Evolucao do Centro dos Pacotes

A dinamica do OHC cléssico, mapa (1.17), pode ser decomposta em 2 mapas
distintos: um mapa linear S, de rotacao de um angulo v7 e outro de chute nao-linear,
S.:

Zer1 = SpSe(2t),



<)

-0,5

-0,5

5.1 Evolugao Classica do O.H.C.

2,5+
2,0
1,5-
1,0
05

0,0 4

2,5+
2,0 4
1,5—-
1,0
0,5—-

0,0

2,0 4

Z

0,0

-3,0 -2,5 -2,0 -15 -1,0 -0,5 0,0

b)

f)

-0,5

2,5 4

1,0
0,5

0,0

-2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0

q
/
Y,
2
1 4
0

-3,0

-2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0

q

Figura 5.1: Distribuigoes cléssicas evoluidas pelo OHC. Os numeros 0,1,2,3,4 acima

dos pacotes indicam o tempo de evolugao, t. O grafico a) indica o pacote centrado em

(0,0) evoluido apés 4 aplicagoes (sé mostramos a metade). Os valores médios (g,p) dos

pacotes iniciais (t = 0) sao iguais a b)(—0.32,0), ¢)(—0.52,0), d)(—0.71,0), €)(—0.9,0) e

f)(—1.4,0); os pacotes iniciais tém dispersoes A, = A, = 0.08.
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tais que,
S, () = cos'(m') sin(vT) q (5.1)
—sin(vt) cos(vT) P
Se(2) = (¢:p+ Ksin(q))". (5.2)

Tomando como referéncia uma orbita, z := (g, p), a AOA pode ser aplicada,

02e11 & Se(2)d2¢

com 0zy = 2 — Z €

0= G = | (_)(1’ . (5.3
t cos(q

A diagonalizagao da matriz §c(2) revela dois autovalores iguais a 1 e um autove-
tor igual a (0, 1), mostrando que é um cisalhamento vertical, cf. segdo 1.3 e figura
1.1.

O movimento do centro, z(t), de uma distribuicao cldssica se propaga aproxi-
madamente com o hamiltoniano nao-linear. Porém, a dinamica do OHC de todos
os outros pontos da distribui¢ao é aproximada pela composicao dos mapas lineares
(5.1) e (5.3).

Como o erro da aproximagao diminui com dz;, quanto mais concentrada a dis-
tribuicao e para as regioes mais proximas ao centro, o método tem maior eficiéncia.

Na secao 1.4.3 o mapa OHC foi linearizado, note que o qué 14 foi definido como
VZM(Z) pode ser decomposto no produto de S, e S, em Z = %.

Na figura 5.2 temos quatro aplicagoes sucessivas dos mapas (5.3) e (5.1) a dois
pacotes gaussianos localizados em pontos distintos do espago de fase. Os graficos
mostrados representam a evolucdo linear dos mesmos pacotes dos gréficos c) e f)
da figura 5.1, porém, agora com o mapa OHC linearizado. Os centros dos pacotes

seguem trajetorias proximas nos casos linear e nao-linear.
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Figura 5.2: Distribuigoes cldssicas evoluidas pelo mapa OHC linearizado. Os nimeros
0,1,2,3,4 acima dos pacotes indicam o tempo de evolucao, t. Os valores médios (g, p)
dos pacotes iniciais (t = 0) sao iguais a a)(—0.52,0) e b)(—1.4,0); os pacotes iniciais tém

dispersoes A, = A, = 0.08.
5.2 Evolucao Quantica do O.H.C.

Para evoluir um estado coerente, antes, vamos construir o propagador quantico
para dinamica do OHC. No caso cléssico evoluimos a distribuicao de acordo com o
mapa cldssico; para o caso quantico construiremos o propagador para a funcao de
Wigner através das técnicas do artigo de Berry et al [6] para mapas quanticos.

A evolugao de um estado quantico com a hamiltoniana do OHC é realizada,
como no caso classico, mediante a aplicagao estroboscépica, cf. secao 1.4.1.

Um estado quantico | 1) é evoluido a um estado | ¢;41) pela aplicacdo do mapa
quantico unitario, ou propagador discreto,

: o )
Ut,t+1) = exp[—%Kcos cj] exp[_% (;_m I m21/ cjz) T] 7

construido a partir da equagdo de Schroedinger: primeiro integramos a equagao
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entre dois instantes de tempo infinitesimalmente separados sob a agao exclusiva do
termo de chute, Apds, evoluimos por um periodo 7 sob a dinamica do oscilador

harmonico. Dessarte,

+0o0o R
wmwzﬁwwwmwm, (5.4)
com
2 / _ 1 _i_7T ; / _ /
(qlUlq) = mexp{ T Weimn) [(¢* + ¢?) cos(vT) 2qq]}

X exp [—%Kcos q} ,
onde a primeira linha é o elemento de matriz do propagador do oscilador harmonico e
a segunda corresponde ao propagador do chute — ambos escritos adimensionalmente
(cf. eq. (1.12)).
Para calcular a evolugao da fun¢ao de Wigner, utilizamos a relagao (2.50) com

a fungao de onda (5.4), assim obtemos

Wen(2) = == [[ftestndansi(ayia) @] 01— 36) (0 + 36 Ul

Realizando a mudanga de varidveis ¢, = ¢’ — 3¢, go = ¢’ + 3¢ e introduzindo uma

nova integral em dp’ acompanhada de uma delta de Dirac, chegamos a

Weii(2) = /dz'ﬁ(S;lz, YW (2) (5.5)

como em [25], onde

- / 1 / e 21 N /
ﬁ(Srlz,z) = —5(qr—q)/ dyexp{E[Ksmq smy—y(pr—p)]}

wh o
2y = (QTupr>T = S;lzu
onde S, ¢ a matriz simplética de rotacdo de um angulo v7 definida em (5.1).
Na figura 5.3 é apresentada a evolucao da funcao de Wigner de acordo com a

equacao (5.5) para t = 2,3. Essa evolugao é realizada no artigo de F. Toscano, R.L.

de Matos Filho e L. Davidovich [25].
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Figura 5.3: Propagacao Quantica da Fungao de Wigner para um pacote coerente, de
largura Aq = 1/2—2, com h = 0.0128 e s = 0.02. a)t = 2 e b)t = 3; c)ampliagao do
retangulo(—0.1,2.25) x (—2.5,0.1) em a) e d)idem em b). Figuras cedidas por F. Toscano.

5.3 Evolucao Semiclassica do O.H.C.

Como a hamiltoniana do oscilador harmonico chutado nao ¢ linear, nao podemos
construir um operador semiclassico associado que seja exatamente unitario. Porém,
na secao 1.1 apresentamos a técnica AOA para linearizar a dindmica de um sistema
hamiltoniano geral, o que permite construir o propagador semiclassico da secao 3.1.2.
Este propagador é descrito em termos de operadores metapléticos e de Heisenberg

definidos na secao 2.2.
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5.3.1 Propagador Semiclassico do O.H.C.

A hamiltoniana H = K cos(q) nos da equagoes de movimento para o chute em
forma diferencial — equagao (1.2), i.e., para uma condi¢ao inicial (qo, pg) a evolucao

continua no tempo é dada por:
2(t) = (o, po + K sin(q)t)".

Para recuperarmos o mapa discreto (5.2) colocamos ¢ = 1 nesta equacao.
O cisalhamento continuo é quantizado como apresentado na secao 3.1.2. Resol-

vendo as equagoes (3.8), (3.9) e (3.10) com t = 1 temos

1 .
Ye = —Kcos(qo)+ ﬁK sin(go)qo,

ze = (qo,po+ Ksin(q))T,

S = . (5.6)

A dltima equagao é a mesma que a (5.3) e a peniltima é a linearizagao do chute.
Entao, exceto a fase puramente quantica ., essas sao as equagoes linearizadas da
dinamica do chute.

O propagador semicldssico na AOA, equagao (3.5), para um chute é:
207

U, = exp{%’yc} T..M(S)T! (5.7)

com 7, S. e zp dados por (5.6) e um operador metaplético, de acordo com (?7?),

associado a matriz simplética (5.3) escrito como:

) C o |
(@M(S.)le) = (W;>1/4exp{_1 i 2;08(610) #+ e+ 6/2)] x
< et — (€ €] (5:8)

A quantizacao da rotagao (5.1) nos conduz a um metaplético M(S,.), e de acordo

com (2.36),

oy wT (q — ff

2 . .
(AM(S,)i8) = sesp| = — 2h>+#ﬁ—§$$, (5.9)
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com & :=S,.& = ({7, f;)T; note que esta equacao também representa a acao do ope-
rador de rotacao exp(—%f[ 7), em um estado coerente |£), onde H é a hamiltoniana
do oscilador harmonico nas unidades especificadas por (5.1).

Os sinais! 0. em (5.8) e 0, em (5.9) sdo determinados como explicitado no final
da secao 2.2.3. Assim, para a matriz do chute §c temos o, = +1 se cos(qy) < 0 e
o, = 1 para rotagao S,.

Reunindo as informagoes de (5.7) e (5.9), o propagador semicldssico do OHC

para uma unica evoluc¢ao do mapa fica determinado por:
. i ~
Conc = exp| e | MIS, T M(S)TL, (.10

A quantizacao do mapa OHC nos rende, entao, o propagador semiclassico que con-
siste, cf. secao 3.1.2, na atuagdo de um operador de translagéo,TiO, que leva o
centro, (qo,po), do estado ao qual ele serd aplicado para a origem, realiza a trans-
formagao metaplética de cisalhamento, M(gc), retranslada o centro para a posicao
apos o chute, T,_ e finalmente aplica a rotacao ao pacote, M(S,.).

A evolugao estroboscépica de um estado [¢);) localizado é construida mediante

aplicagao sucessiva do propagador semicldssico — eq. (5.10), destarte,

Whes1) = Uonc [, (5.11)
Definamos o centro do pacote |¢;) como a corda &* := (&,£F) que representa a
t-ésima aplicagdo do mapa cldssico (1.17) a corda inicial zp = (qo,po) := (£2,5))-

Conseqiientemente redefinindo a fase, a matriz e a coordenada do centro em (5.6)

t

t onde estas indicam a substituigdo de (qo,po) por

por respectivamente 75, St e z

( p 5;) em seus respectivos argumentos, escrevemos a evolugao como:

1O corte das folhas de Riemann no plano complexo é tomado abaixo do eixo real positivo.
Tal escolha néo oferece influéncia significante, pois, de acordo com a equagao (2.42), o sinal o do

operador metaplético se adéqua a essa alternancia.
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tn
i ~
) =TT [oxn{ 52 ) MOSITaMSHTE | o). (512)
t=1
onde o simbolo [] representa o produtério ordenado. Se ainda definirmos
ti
A 7 ~
U(gnHC = H |:eXp(ﬁ7§) M(Sr)Tz};M(SE)thl]
t=1

como sendo o propagador que evolui o estado [/, ) diretamente ao |1}y, ), escrevemos

a eq.(5.12) de forma compacta:

e} = U o) (5.13)

5.3.2 Algoritmo de Propagacao Semiclassica

No caso de [i,) em (5.11) constituir um estado coerente, a evolugdo computa-
cional desse estado se resume a um algoritmo que considera a aplicacao individual
de cada operador constituinte do propagador em (5.12) entre os instantes t,t + 1.

Esse algoritmo ¢ laconicamente escrito como segue:

1. Determinacao do pacote inicial (|i;)) de acordo com eq. (2.38):

(a) Escolher a forma inicial: matriz S;.
(b) Escolher o centro do pacote: (£7,&7).
2. Translacao do centro (TL): (&5,6,) — (0,0).
3. Cisalhamento do pacote (l\/I(S/gTi))
(a) Compor os metapléticos de S; e Sf‘g\fr1 de acordo com eq.(2.40).
(b) Determinar matriz {7 := SEHiS,.

(c) Determinar o sinal da composicao, o(S;, §g\/“), de acordo com eq.(2.41).
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4. Translagdo do centro (T e+1): (0,0) — (£571,€511).
5. Rotacao do pacote (M(S;)):

(a) Compor os metapléticos de S;{* e S, de acordo com eq.(2.40).

(b) Determinar matriz S;{7 :=S,S;{™.

)

)

) S?+1
)

T 7,C

(c) Determinar o sinal da composigao, o (S ), de acordo com eq.(2.41).

(d) Determinar o centro de acordo com eq.(5.9): (&],&)) = Sp (£, 6571).
6. Calcular a fase 7% de acordo com eq.(5.6).

7. Construir o pacote (|ty4+1)) de acordo com eq.(?7):

SF+1

i,C,r"

(a) Forma final: matriz

(b) Centro do pacote: (&5, &541) == (¢fF, fF).

8. Adicionar ao estado (|i)41)) a fase final resultante das composi¢oes do meta-

pléticos e das translacoes.

A aplicagao sucessiva deste algoritmo permite que construamos um estado final
gaussiano [, ) a partir de um estado gaussiano inicial |¢)y). Caso o estado inicial
nao seja gaussiano existe a possibilidade de expandirmo-lo em pacotes coerentes e
aplicarmos o propagador a cada estado coerente, como em (3.11).

O maior préstimo deste procedimento é a contemporizacao de escrevermos o
propagador, antes composto por translagoes e metapléticos, num produto ordenado
para intervalos t diferentes — eq. (5.12) —, como um produto de dois operadores, Tg,
M(S') e uma fase, ¢. Para |¢)y) um pacote coerente do tipo (2.23) centrado na origem

do espago de fase, i.e., S; =T e ( g, 52) = (0,0), a evolugao sob duas aplicagoes do
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propagador pode ser calculada tal como:
[a) = Ubpe ltho)
2
i -
= T ool o2 ) S ) M T e
t=1

l ? - ~
= exp ot 52 ) MOS0 M T TEMIS, () MIS Ty 1, Th b

= 0o(S,,S)o (S, S?)e%(Vi+V?—%Si’lziAfl—gsgflnggO) o

X M(Srgg)T(sgflzg_gl)M(SrSNi)T(sgflzg_go) [¥o)
= 5(S,,5)0(S,, )0 (5,52,5,S1) x

e A L S I

X el € 2 X

X MSSESSOT 15,5115 a1y st 1] V0)

= en?M(S)Te o), (5.14)

onde usamos apenas as regras de composi¢ao para operadores metapléticos (2.40),
para translagoes (2.16) e a regra de comutacgao entre operadores metapléticos e
translagoes, ambas encontradas no apéndice A. Dada a complexidade do resultado
torna-se evidente a necessidade de um algoritmo computacional para calcular a

operacao destes propagadores semiclassicos em estados quanticos.

5.3.3 Decomposicao e Propagacao

A propagacao semiclassica para os pacotes coerentes foi determinada pelo propa-
gador (5.12). A observacao desta propagacao no espago de fase tem como candidata
natural a funcdo de Wigner cuja evolugao (quantica), no caso de um pacote coeren-
te, foi tratada na segao 5.2. A reconstrugao semicldssica serd realizada utilizando o
propagador da secao 5.3.1 e os métodos numéricos de discretizacao da secao 4.3.

Aplicaremos as ferramentas desenvolvidas anteriormente para propagar um es-

tado gaussiano, |3(0)), esticado ao longo do eixo das coordenadas. O estiramento é
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considerado grande demais de modo que nao é possivel aplicar a AOA diretamente.
Entao primeiramente, decompomos o estado |(3(0)) em termos de outros pacotes
gaussianos, |a(0)), cf. eq.(4.2), e aproximamos essa decomposi¢do por uma soma

sobre um numero finito de pacotes, cf. secao 4.2,

1B(t))
_ L / / dQud Pa{0]3(0)) (%) |o).

Por outro lado, a evolugao hamiltoniana deste pacote pode ser escrita usando a
aproximacao de dérbitas adjacentes para gerar o propagador semiclassico de acordo

com a decomposigdo em pacotes coerentes descrita em (3.11), expressamente:

5(t))

12

_/+oo/ dQad Py (a|B(0)) Usoa(t, a)|a)

12

5@2 f (e, B(0)Uaoa(t, &) o) :=|0n(¢)), (5.15)

com f(ag(0),5(0)) dado em (4.7).
De acordo com a natureza estroboscépica da evolugao do OHC, o propagador
Uso A(t, ax) descrito na equacao anterior pode ser identificado com U one em (5.13),

como fizemos na se¢ao 5.3.1 para a hamiltoniana do chute:

N
18%) =0Q > f(af, BO)Us e (t. %) lar)
k=1

A fungao de Wigner, W3 (z), para o estado |3}) é calculada usando a definigao
(2.49),

1
Wi (2) = — (B |R-| B%), (5.16)

e a expansao em estados coerentes (5.15), destarte,

Wiy (2) = %5622 Z > flag, BO))f e, BON(E; | U e(@5) 'R U (@) ).



5.3 Evolugao Semiclassica do O.H.C. 87

Para facilitar o computo, vamos expressar a soma pela qual a funcao de Wigner é
descrita em um termo diagonal e outro nao-diagonal, W5 (2) := W}(2) + Wi (2),
respectivamente
1 al . .
Wi(2) = W—hf;QQ > [y BONP (@51 U e (@) 'R. U e (d;) |ay)

j=1

N
2 _ ~ A o~ ~
in(2) = %5622 > flay, B0)) faw, 5(0)) Re(d | U e (@) R Ub e (@k) | @)
j k=1
]j>k
A equacao (5.14) garante que o algoritmo de propagacao semiclassica conduz o

propagador Ug go @ uma forma simples, ou seja, podemos defini-lo como
Ubsc |ar) == ei®TeM(S) | ).

Para esta forma, podemos calcular os termos da funcao de Wigner através das regras

de comutacao entre operadores definidas no apéndice A. Para o termo diagonal,

@ [M(S;) TLR. T, M(S;) | ;)
i |M(S;)TR._¢,M(S;) | a;)
[ Rs1(. ¢y 1)
W, ( J_l(z — &) (5.17)

(@ 1 Ubnc (@) 'R Udnc (@) &) =

(0%
(0%

(@
{
{
(m

assim, os termos da soma diagonal sao as fungoes de Wigner dos pacotes coerentes
. . ~ . . -1
componentes da discretizagao, no referencial transformado pela matriz S;”" e com
centro transladado por &;.
Ja para termo nao-diagonal, ou de interferéncia, usaremos as regras de com-
posicao entre os operadores metapléticos, eq. (2.40), a composi¢ao de translagoes,
(2.16), a forma metaplética para o operador de reflexdao e a comutagao entre trans-

lacoes e metapléticos, ambas no apéndice A:
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(@ Uome( @) R O pre@) |dn) = e Hbmoten6ttiansl

X (@G IM(S;)"R. (¢, e M(Sk) [ G)

— o Hlbi— TN E—E)+EENG] o

X i{a [M(S;) oz (e, 46 M(—T) M(S) | ax)

= o(S;' L) o(~S;%,Sk) 05— nlbi—butaAEr—E)T5ENE]

x (] TS;1[2Z—(§j+§k)]M(_Sj_lsk) | Q)

= o(S;1, —TI)o(=S; ", Sk) x

w3 Flbi—okTeNER—E) 58N ]— 5 ST 22— (& +Er)] o

x (@ = S5 22 — (& +&IM(=S;'S) [aw).  (5.18)

Este elemento metaplético é calculado usando a equagao (2.37).
Na figura 5.4 apresentamos a evolugao semicldssica para o mesmo estado, |3),
descrito na figura 5.3 aproximado pelo estado | By), uma decomposi¢ao de |3) em

N = 134 pacotes circulares.

5.4 Causticas da Funcao de Wigner

No espaco de fases, as causticas aparecem naturalmente como restricao ao movi-
mento: “as cdusticas sdo envelopes de trajetérias” [20], e para as curvas convexas
(toros) na camada de energia, também séo o conjunto de pontos onde a aproximagao
WKB diverge [20]. Para as fungoes de Wigner resultante das quantizagoes desses
toros, obtemos as, assim chamadas por Berry, causticas de Wigner [5, 21].

Comentaremos aqui, pictoricamente, uma possivel extensao das causticas de
Wigner para curvas nao convexas. Sobretudo, analisaremos as causticas da fungao

de Wigner evoluida pelo OHC na aproximagao semiclassica AOA.
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Figura 5.4: Propagagao semiclédssica da funcao de Wigner para um pacote coerente, de
largura Aq = \/2—2, com h = 0.0128 e s = 0.02. O pacote inicial foi decomposto em 134
pacotes circulares de largura Ag = 0.08. a) t =2 e b) t = 3; ¢) ampliacao do retangulo
(—0.1,2.25) x (—2.5,0.1) em a) e d) idem em b).

A funcao de Wigner foi escrita como soma de elementos de matriz do ope-
rador de reflexao envolvendo pacotes coerentes, que nesta secao sera representada

simplesmente por:

OCZZ (o | R; |ow). (5.19)

N
7j=1 k=1
Utilizamos esta forma simples para a funcao de Wigner, em detrimento das apre-
sentadas na segao anterior, porque os resultados aqui realizados, casualmente, nao
perdem nenhuma informacao com esta restricao. Estamos apenas interessados no

movimento do centro dos pacotes coerentes descritos pelas transformacoes canonicas
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classicas e na forma coerente, que sob a atuacao dos operadores de Heisenberg e
metapléticos se mantém.

O operador de reflexao atuando no pacote | ay) pode ser expresso, isentando-se
de uma fase ¢y := ay A z, por | —ay, + 2z), de modo que a equacao (5.19) pode ser

reescrita como:

W(z) o< D) ek {ay | —ay + 22). (5.20)

j=1 k=1
A funcao de Wigner no ponto z do espaco de fase é, entao, uma soma de termos,
cada um dos quais tem amplitude méxima, de acordo com (2.26), em

z:€j+§k
2 M

onde & é o centro do pacote |ayg), i.e., a funcdo de Wigner tem méximos relativos
em pontos que sao médios as cordas unindo o centro dos pacotes.

As causticas da funcao de Wigner que obtivemos propagando um pacote gaus-
siano com o OHC, e em geral de curvas nao convexas, mimetizam o comportamento
das causticas de toros: as causticas da funcao de Wigner se localizam nos pontos
do espago de fase onde ha coalescéncia de centros das cordas [5, 21]. Na figura 5.5
todos os pontos apresentados sao centros de cordas; as regidoes mais densas sao as
causticas para a funcao de Wigner de um estado coerente evoluido sob a dinamica
do OHC.

A variedade instével do ponto fixo da origem do OHC (figura 1.6) é por si sé uma
caustica, nestes pontos centros de pacotes adjacentes coalescem. A origem pode ser
denominada ponto focal devido a simetria de reflexao do mapa do OHC, para cada
pacote existe um simétrico com respeito a ela. Nas figuras 5.4 e 5.3 as cdusticas sao

os pontos de maior intensidade da funcao de Wigner.
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b)

Figura 5.5: Cadusticas da fungao de Wigner para um pacote coerente evoluido pela

dinédmica do Oscilador Harmoénico Chutado. a) 2 e b) 3 aplicag¢oes do mapa estroboscépico.
5.5 Analise da Aproximacao Semiclassica
Os resultados apresentados na secao 5.3.3 carecem de alguns comentarios. Esta

secao ¢ dedicada a andlise do resultado da aproximacao semiclassica.

5.5.1 Unitariedade

O estado inicial tem simetria de reflexdo com respeito a origem, i.e., Ry | Fy) =
| Bo). A evolugdo quantica preserva esta simetria: Ry | 3) =|f;), portanto a fungao

de Wigner em z = 0 pode ser escrita como
Welz = 0) = = (B Ro [ 52) = —= {6k )
t\Z = --Trht 0 t_ﬂ_ht t/s

isto é, Th Wy(z = 0) = (Be| Be)-
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A aproximacao semiclassica também preserva essa simetria, ja que a posicao dos
pacotes pelos quais o pacote inicial é decomposto s6 depende do mapa linearizado
do OHC, que é simétrico com respeito a origem. Entao, o desvio de 7hW,(z = 0)
da unidade indica a perda de unitariedade.

O valor da funcao de Wigner exata no centro é (wh)~!. Para evolugao quantica,
apresentada na secao 5.2, a concordancia do resultado numérico segue até a oitava
casa decimal para t = 2, 3.

Na tabela 5.5.1 encontramos o valor da fungao de Wigner semicléssica no centro

do espago de fase em unidades de (7wh), em fungao do nimero de aplicagoes do mapa

do OHC, t.

t || th W5 (2 =0)
0 | 1.0000...

1 || 1.0005

21 0.995

314

Tabela 5.1: Valores da funcao de Wigner no ponto z = 0 em unidades de wh em funcao do

tempo de propagacdo t, com (wh)~! = 24.867959... para h = 0.0128 e N = 134 pacotes.

O erro relativo é definido por:
ey == mh|(rh)™' =W (z=0)| =1 —7h W}, (z=0).

que ¢ exatamente o desvio da unidade da funcao de Wigner.

O erro para t = 0 é tao pequeno quanto queiramos, s6 depende da discretizagao
do pacote inicial. A andlise do erro da discretizagao foi feita na secao 4.3. J&
para t = 3 o erro é da ordem de 40%, e é devido as nao-linearidades, cujos efeitos

sao muito influentes e nao conseguem ser descritos pela linearizacao. Ou seja, a
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aproximacao AOA para a construcao do propagador rende bons resultados apenas

para tempos curtos, como relatado na secao 3.1.2.

5.5.2 Seccoes da Funcao de Wigner

A comparagao dos graficos em 5.4 e em 5.3 pode ser mais acurada se tomarmos
um corte longitudinal que permita observar a fungao de Wigner em apenas uma de
suas variaveis.

Para a segunda aplicacdo do mapa do OHC, figura 5.4- a) e figura 5.3- a),
escolhemos, sem nenhuma anteposicao, o plano ¢ = —2. As funcoes de Wigner,

exata e aproximada, neste plano sao representadas na figura 5.6.

I II III

|| N 7

x

i

2,p)

o
1

W(q

T T T T T T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

p

Figura 5.6: Secgao transversal da fungao de Wigner, plano ¢ = —2, para a segunda
aplicacao do mapa do OHC. Evolucao quantica: linha continua; aproximagao semiclassica:

pontos.
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Nesta figura da secao transversal podemos ressaltar alguns detalhes do compor-
tamento global da funcdo de Wigner (veja figura 5.4):

- Regiao I: o pico situado préximo ao ponto p = 0 representa o filamento
resultante da evolucao do pacote inicial, ou a caustica de Wigner da secao anterior.
A esquerda deste pico hd um decaimento rapido e mondétono, a direita temos uma
regiao de oscilagoes regulares. Esse tipo de comportamento é caracteristico da fungao
de Airy;

- Regido II: no intervalo p € (0.8,1.0) existe um vale bojudo correspondendo a
outra caustica da funcao de Wigner, observe também a figura 5.5-a);

- Regiao III: a partir do vale da cdustica, temos oscilacoes regulares até o ponto
p = 1.75, onde encontramos um tltimo pico diminuto, porém saliente, que representa
o segundo corte do plano ao filamento do pacote. Apos este tltimo pico, a funcao
de Wigner decresce assintoticamente a reta W(—2,p) = 0.

Em geral, é importante ressaltar a aparéncia, excetuando-se algumas peculiari-
dades, da fungdo de Wigner na secgao transversal com uma fungao de Airy (cf.
figura 3.1). Na secao 3.3 propagamos um estado esticado ao longo do eixo dos mo-
mentos sob a acao da hamiltoniana cubica. Este estado se assemelha ao pacote
inicial da propagacgao semiclassica, que é um pacote coerente esticado ao longo do
eixo das coordenadas, tanto quanto as dobras da fungdo de Wigner (figura 5.4-a))
se aproximam da fungao de Wigner do estado propagado pela hamiltoniana ctbica
(figura 3.4). Portanto, a forma biparabdlica da figura 5.4-a) é decorrente da agao
dos termos cubicos na hamiltoniana do OHC.

Pela apreciacao dos gréaficos pudemos observar que a aproximacao semiclassica
concorda muito bem com a evoluc¢ao quantica exata para t = 2. Contudo, para
t = 3 nao existe uma concordancia tao satisfatéria, a dissimilitude ja pode ser
observada nos gréaficos 5.3 e 5.4. Para uma comparagao mais refinada, escolhemos

duas secgoes: ¢ = —2 e ¢ = —1.5, respectivamente nas figuras 5.7 e 5.8.
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Figura 5.7: Seccao transversal da funcao de Wigner, plano ¢ = —2, para a terceira

aplicacao do mapa do OHC. Evolucao quantica: linha continua; aproximagao semiclassica:

pontos.

Na seccao longitudinal ¢ = —2, figura 5.7, podemos observar que na regiao
I a curva da funcao exata descreve as caracteristicas de uma funcao de Airy; a
aproximacao, peculiarmente, s6 reproduz a fase das oscilagoes. Na regiao II temos
uma caustica, que também nao é reproduzida pela aproximacgao semiclassica. Ja
na regiao III, o erro da aproximacao é atenuado, e o comportamento imita também
uma funcao de Airy. O pico proximo a p = 2 representa a intersecao do plano
longitudinal com o filamento da funcao de Wigner.

O mesmo comportamento consta na figura 5.8, onde o plano longitudinal é
tomado em ¢ = —1.5: em todo o plano apenas as fases das oscilacoes sao bem
reproduzidas, todavia, para os pontos posteriores a caustica em p = 0.7 da regiao

IT, a aproximacao melhora vertiginosamente.
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A representacdo da funcao de Wigner na equagao (5.20) ilustra o bom compor-
tamento da aproximagao semiclassica no que concerne a reproducao das fases das
oscilagoes em ambos os casos, ¢ = —1.5 e ¢ = —2: elas s6 dependem dos centros
dos pacotes. Estes pacotes seguem a trajetoria classica linearizada que descreve com

erro razoavel a trajetoria nao-linear, cf. secao 5.1.1.

37 I II III

4 i I< ’I 4 »l
N || N i
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w ALk
I
g o |l i . I
= T r
1 4 b
2
' I ' I ' I ' I ' I ' I
-0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
p
Figura 5.8: Secgao transversal da funcao de Wigner, plano ¢ = —1.5, para a terceira

aplicacao do mapa do OHC. Evolucao quantica: linha continua; aproximagao semiclassica:

pontos.

Nesta proxima secao discutiremos a razao das dificuldades do método semiclassico

para t = 3, assim como o éexito para t = 2.
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5.5.3 Nao-gaussianidade

Nossa aproximacao linear local pressupoe que a forma dos pacotes componentes
da discretizacao nao ¢é alterada pelo mapa nao-linear, ou, pelo menos, que essa
alteracao seja pequena o suficiente para garantir um bom resultado.

Nesta secao estudaremos o quanto as deformagoes sofridas por um pacote

evoluido pela dinamica do OHC influencia a acuracia da aproximagao semicléssica.

Definimos os momentos centrados de uma distribuicao o(x) como

— [e.e] 7 J O .z .
onde z := [ zo(x) ¢ a média da varidvel aleatéria z.
O coeficiente de assimetria (do inglés skewness) é determinado em termos do

terceiro momento da distribuicao,

3
L My
Ao =

e quantifica a falta de simetria da distribui¢do com respeito a seu “centro” (a assi-
metria da gaussiana ¢ nula). Outro coeficiente relevante é o de curtose, definido em
termos do quarto momento, que mostra o quanto uma distribuicao é mais fina ou

alongada do que uma gaussiana. O coeficiente de curtose é definido por

4
1
C, = —— —3.
T (u2)?
O valor do coeficiente % para uma distribui¢cao normal é 3, isto explica a subtracao

deste termo na definicao da curtose. Em ambos coeficientes, o desvio padrao no
denominador estabelece a escala da distribuicao normal com a qual as distribuigoes
serao comparadas.

Valores de assimetria e curtose diferentes de zero indicam desvios de gaussia-
nidade. Em nosso caso, de distribuicoes bidimensionais, analisaremos a curtose e

assimetria de cada variavel ¢ e p.
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Na segao 5.3.3 decompomos o pacote inicial |3) em pacotes coerentes |a) dis-
tribuidos ao longo do eixo das coordenadas. Para t = 0, os valores da curtose e da
assimetria de todos os pacotes nas variaveis ¢ e p sao nulos. Os valores de curtose
e assimetria marginais para alguns desses pacotes, apds evoluidos pela dinamica do

OHC para t =2 e t = 3, estao nas figuras 5.9 e 5.10.

a) b)
16 o (0.08-0.08) 16 0 (0.09,0.02)
144 ¢ (0.16,-0.06) 144 0 (0.08,0.04)
©(0.25.-0.03) 1 ® (0.03,0.06)
121 9 (0.37,0.00) 12 ] 9 (:0.09,0.07)
104 /o (0.50,0.05) 104 o (-0.33,0.08)
1 © (0.56,0.10) 1 o (-0.67,0.08)
08 | 08 /
b I0(0.40,0.17) p ] I0(-0.76,0.06)
0.6+ o1 (0.80,0.24) 0.6 .l (-2.58,0.03)
] 0 (1.28,0.33) 0 ] . (-3.41,:0.03)
041 o(119043) 7 0240014
02 ] 200.99.036)  (0.44,145) 02 o(152:032)  (-0.19387)
7 \.Q.sz,m) / “] \.(\-0.96.-063) /
) °
00 (0-67,%9‘:”5.\.\ 025063) (005030 4 00 (-0-60,(-_3;2)_2;).\.\. o010 | O102D)
1 OS2 sibay T @I  (0000) 1 o (007:309) ~ (0.08:037)  (013040)
0.2 —T —T T T - — — — 0.2 y T y T i T T i T i T
3,0 25 20 15 1,0 05 0,0 -3,0 2,5 2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0
q q

Figura 5.9: Assimetria e Curtose para 20 pacotes coerentes evoluidos pelo mapa OHC para
t = 2. Os pacotes iniciais estao distribuidos ao longo do eixo negativo das coordenadas e
tém largura Ag = Ap = 0.08. Os pontos representam a posi¢ao dos centros dos pacotes
enquanto que o par ordenado associado a um ponto representa: a) a assimetria nos eixos

qgep, (Ag,Ap); b) a curtose nos eixos q e p, (Cq,Cp).

Os dados apresentados na figura 5.9 e 5.10 concordam com a forma dos pacotes
desenhados nos graficos da figura 5.1. E.g., o pacote 2 do grafico 5.1-f) é muito
préximo de uma gaussiana, estd centrado em (-2.25,1.5) que é uma regiao de baixa
curtose e assimetria nos graficos da figura 5.9; os pacotes 3 dos graficos b) e ¢) em
5.1 estao na regiao de mais alta curtose e assimetria da figura 5.10 e se apresentam

bem deformados, enquanto que o pacote 3 da figura f) estd numa regiao de baixa
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curtose e assimetria e aparentemente é pouco deformado.

a) b)
(-0.19,0.09) (-0.19.0.03) _q-o, -024,0.07
20 (0A1-102) o 00 00— (()05.006) 201 001003 NSea—— (015006
0.33,:091) 0~ o~ o ® 0.15,0.04
(-0.33,-091) @ o —— (0.07,0.00) (0.25,-0.14) P om— Y
(-0'18;0'79 ’ T 0150 - 044032 ’ (-0.32,0.06) o
-0.43,0.92 44,10, 20.32,0.
15 (0060590 ( ) 5. o o\
0043034 (040:046) so3s063 P00
(031,:0.12) 1 (-0.31,0.08)
” o (1.01,:0.11) 10 ¢ (0.74,-1.18)
p p
0(230,0.17) '\(-11.06,-2‘22)
05 \0(3.41,0451) 054  e(-18.10,3.88)
o215.098) | .@3.09)
. (0.80,2.88) (0.38,2.34) (0.00,-0.06) 00 ° (-0.39,-0.37) (033,0.22) (0.54,0.41)
0.0 1 (133,1.70) L — 7 (-2.04,-1.02) ° o—————©
| : | : : . T . T . T ) T T T T T T T T T T T
25 2,0 15 10 05 0,0 -2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0
q q

Figura 5.10: Assimetria e Curtose para 20 pacotes coerentes evoluidos pelo mapa OHC
para t = 3. Os pacotes iniciais estao distribuidos ao longo do eixo negativo das coorde-
nadas e tém largura Ag = Ap = 0.08. Os pontos representam a posicao dos centros dos
pacotes enquanto que o par ordenado associado ao centro representa: a) a assimetria nos

eixos ¢ e p, (Aq, Ap); b) a curtose nos eixos g e p, (Cy4,Cp).

Em face do exposto, as medidas de curtose e assimetria sao boas medidas de nao-
gaussianidade para pacotes. A aproximacao semicldssica sustentada pela linearidade
dos pacotes, deixa de prover bons resultados no momento em que os pacotes propa-
gados pelo mapa exato deixam de ser suficientemente gaussianos, ou seja, se tornam
muito distintos dos pacotes propagados linearmente. A figura 5.2 em contraste com
a figura 5.1 ilustra este comentdrio: a comparacao do gréfico a) de 5.2 com o c)
de 5.1 mostra a diferenca sensivel quanto a forma dos pacotes em detrimento da
comparacao do grafico b) de 5.2 com f) de 5.1.

A aproximagao semicldssica para t = 2, figura 5.4-a), é visualmente idéntica a
funcao de Wigner quantica, figura 5.3 e esta coincidéncia se reflete na figura 5.6.

Isto se deve a “quase -unitariedade” do propagador semiclassico para tempos curtos,
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discutida na secao 5.5.1 e também as medidas de gaussianidades da figura 5.9, que
apresentam de modo geral pequenos valores — pelo menos se comparados com 0s
valores de 5.10.

Para t = 3 a aproximacao semiclassica destoa do resultado exato, como pode
ser observado nas figuras 5.7 e 5.8. Contudo, principalmente na figura 5.8 existem
regioes onde a aproximagao descreve bem o resultado exato. Na figura 5.11, temos
duas retas ¢ = —1.5 e ¢ = —2 interceptadas por cordas unindo centros de pacotes

que percorrem a variedade instavel do OHC.

2,0 -

0.5
2 \

0,0 -

Figura 5.11: Centros de cordas, pontos numerados, nas secgdes longitudinais, ¢ = —2 e

q = —1.5, da funcao de Wigner para a terceira aplicacao do mapa OHC.

O valor da funcao de Wigner num ponto determinado, como dito na secao 5.4,
depende explicitamente dos pacotes nos extremos das cordas que tém como centro
tal ponto. Podemos observar que para ¢ = —1.5 na figura 5.11, temos duas familias
distintas de cordas: aquelas que interceptam esta reta acima e abaixo de p = 1. As
cordas que tem os pontos médios na reta ¢ = —1.5 e abaixo da reta p = 1 tém as

extremidades em pacotes que nao sao suficientemente gaussianos, ou seja, aqueles
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assentados nas regioes de alta curtose e assimetria da figura 5.10, enquanto que os
centros que se situam acima da reta p = 1 estao nas regioes de baixa curtose e
assimetria. Esses argumentos explicam a melhora subita da funcao de Wigner a
partir da reta p = 1 na figura 5.8.

Ja para a seccao ¢ = —2, figura 5.7, a aproximacao também melhora a partir
de p = 1, porém, nao tao consideravelmente. Mesmo assim, podemos observar
sua causa: as cordas que interceptam a reta ¢ = —2 acima de p = 1 tém pacotes
localizados nas regioes de alta e baixa gaussianidade da variedade instavel 5.10,
porém, abaixo da reta p = 1 temos apenas os centros provindos de pacotes da regiao

de alta curtose e assimetria.






Capitulo 6

Conclusao

“- Decidi fazer esta viagem e eu a farei, aconteca o que acontecer!
Oxalufa perguntou ainda ao babald, se oferendas e sacrificios melhorariam as coisas.
Este respondeu-lhe: Qualquer que sejam suas oferendas, a viagem serd desastrosa.”

Pierre F. Verger - Lendas africanas dos orizds

Um pacote inicialmente gaussiano, submetido a ag¢ao de uma hamiltoniana
caotica, apresenta estruturas diferentes ao longo da evolucao.

Consideremos, por simplicidade, o caso que o centro do pacote, suposto circular,
coincide com um ponto fixo (hiperbdlico). Em um primeiro instante, o pacote se es-
tica em direcao da variedade instavel e se comprime na direcao da variedade estavel.
Para um pacote pequeno o suficiente, este regime é linear, ja que a influéncia das
partes nao-lineares do hamiltoniana pode ser ignorada. O tempo de duracao da fase
linear é, o ja comentado, tempo de Ehrenfest, 75.

Apos o tempo de Ehrenfest, a acao dos termos nao-lineares nao pode ser negli-
genciada. Uma dinamica linearizada nao é mais capaz de descrever as deformacgoes
do pacote que se dobra acompanhando a variedade instavel do ponto hiperbdlico.

Agora, para que continuemos a descrever a evolugao, podemos decompor o pacote
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esticado em estados coerentes circulares. Cada um destes estados podera ser propa-
gado durante um tempo 7g usando a aproximacaoo linear, como fizemos com o
pacote original; o estado final sera obtido superpondo estes pacotes.

No instante 27z, cada um dos pacotes da decomposicao pode, entao, ser decom-
posto novamente em outros pacotes e a evolucao pode ser continuada pela aplicagao
sucessiva do método de decomposicao e propagagao. A evolucao do pacote inicial faz
com que este se colapse sobre a variedade instavel, criando o que podemos chamar
de dinamica filamentar. No limite A — 0, o filamento preenchera todo o espaco de
fase, no caso de um sistema ergédico. Este é um método geral que nos permite, em
principio, analisar as primeiras fases da evolu¢ao de um pacote gaussiano usando so6
a dinamica classica linearizada.

Nesta tese, fizemos um primeiro teste do método de propagacao linear e de-
composi¢cao com o objetivo de descrever a evolucao de um pacote gaussiano inicial
apos o tempo de Ehrenfest. Para tanto, ja iniciamos com a decomposi¢ao de um
estado esticado, imitando as caracteristicas de um estado ja evoluido pela primeira
fase linear descrita acima. A propagacao linear foi implementada usando as técnicas
semiclassicas de Littlejohn.

Uma parte deste trabalho destinou-se a construir o arcabouco tedrico para a
propagacao semiclassica, que constituiu na descricao das propagacoes classica e
quantica tao bem como a descricao dos objetos de propagacao: pacotes classicos,
estados coerentes e fun¢oes de Wigner.

Na outra parte construimos o propagador, como extensao da teoria de Littlejohn
de dinamicas continuas, para a dinamica estroboscopica do oscilador harmoénico
chutado e apresentamos os resultados numéricos. Como um primeiro exemplo de
aplicagao do método tedrico, analisamos também a hamiltoniana ctibica. Mostramos
que o propagador semicldssico para esta hamiltoniana se reduz ao caso exato ao

tomarmos os pacotes da decomposicao suficientemente pequenos, o que corrobora
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com a analise final da gaussianidade dos pacotes evoluidos pela dinamica cadtica do
oscilador chutado.

A parcela do trabalho que se destinou a simulacao resumiu-se na decomposi¢ao
do estado inicial em pacotes coerentes e a propagacao destes pacotes. A decom-
posicao numérica é extremamente eficaz. Ja a propagacao possui limitacoes no que
tange a perda de gaussianidade dos pacotes evoluidos. A eficiéncia numérica da
teoria depende do tamanho relativo da constante de Planck e conseqiientemente do
tamanho dos pacotes.

Assim se diminuirmos a constante de Planck, mantendo o comprimento do es-
tado inicial, a qualidade da aproximacao devera melhorar. Alternativamente, se
quisermos uma maior precisao, mantendo h fixo, deveriamos realizar uma decom-
posicao adicional, por exemplo, na segunda aplicagao do mapa do OHC.

Como continuagao imediata deste trabalho construiremos a teoria semicldssica
para curvas nao-fechadas no espaco de fase, o que descrevemos como “filamentos
quanticos”, ja que o pacote se estende ao longo da variedade instavel como um fila-
mento. Acreditamos que os calculos de fase estacionaria mostrarao que a estrutura
semiclassica de um filamento é determinada por cordas e areas simpléticas de modo

similar ao que ocorre com as fungoes de Wigner associadas a toros.






Apeéendice A
Relacoes entre Operadores

Aqui é apresentado um compéndio de férmulas tratando das relagoes entre os
operadores de reflexao, translacao e metaplético. A maioria dessas férmulas foram
retiradas de uma versao pré-impressa de um artigo de R. O. Vallejos, e algumas

podem ser encontradas em [21].

Relagoes Classicas
No espaco de fase definimos os operadores de translacao e reflexao, respectiva-

mente como,

T z2+— 2+,

Rz 377'—>—77+227

onde, z,&,n € R* x R™.

A composigao das translagoes e reflexdes é descrita por
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T, Te = Tave,
R, R, = To@y—2),
Te R, = R.i¢p,
R.T: = R, ¢p,
R, =1T5.Ry = RoT_3;

todas as expressoes acima sao trivialmente dedutiveis a partir das definicoes desses

operadores.

Relacoes Quanticas
A versao dos operadores de translacao e reflexdo quanticos ja foi descrita nas
segoes (2.2.1) e (2.3). Como dito em (2.3), os operadores de reflexdo sao a trasfor-

mada de Fourier dos operadores de translagao,

R (473h)n [ dcesslizne/mTe
1 .
_ W/d{exp[zf/\(z—z)/h]'

A composicao de operadores de translacao e reflexao é derivada por

1
RZT§ = (47Th)n /dg/ eXp(iZ AN 5//77,) T§1T§
1 /
= {azhy / d’ expli(z — €/2) N JR) Tepe

= e [ A el = 2 A €~ O/ Te

= exp[—iz ANE/R|R._¢)o.

tao bem como,
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TgRZ = exp(—z’z N S/h) Rz+§/2,
Rz = T2zR0 = ROT—227

e ainda,

TR T =Rae .

Podemos agora definir a composicao de dois operadores de reflexao,

R.,Rz., = To,RoRo Tz, = To, Too,, = eXp[izl A Zz/h] Tz(ZQ—zl)-

Apreende-se deste pardgrafo a estreita relacao entre esses operadores e os classicos

do paragrafo anterior.

Operadores Metapléticos

A forma linear w(z1, 22) := 21 A 22 é invariante sob transformagoes canonicas
lineares, w(Sz1,Sz2) = w(z1, 22), devido as propriedades do produto “A”, eq. (1.8),
e a simpleticidade da matriz S, eq. (1.11).

Calculemos a conjugacao da forma w(Z, z) por M(S):
M(S)T(J2 - 20)M(S) = M(S)T(TZM(S) - M(S)"20)M(S) = w(S™12, ).

O operador de translacao pode ser expandido em poténcias de w(Z, zp), cf. se¢do

2.2.1, e entao facilmente se demostra a covariancia dos operadores de Heisembery,
M(S) TeM(S) = Tsoie.
Escrevendo Ry como a transformada de Fourier de T, é demostravel que,

M(S) Ry M(S)" = Ry,

assim, utilizando a composicao de translagoes com reflexoes,
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M(S) R, M(S)" = M(S) T2.Ry M(S)" = Tus.Ry = Rs.,
que é a covariancia metaplética e implica na covariancia da fungao de Wigner,
W(2) o Tr (Rep) = (v Re| ¥) = (¢ IM(S) R-M(S)| 6) = W(S™"2)

para um estado | 1) = M(S)| ¢).
O operador Ry pode ser representado em termos de um metaplético. Uma

rotacao de # = m em um estado coerente (2.25) pode ser escrita como

(q|e i3 8) = (¢ | M(=D)| B)|

o=1

se H = (a'a + 1/2)hw e utilizarmos a (2.38). Para Ry,

(¢ Ro| B) ={q|—8B),

comparando com a equagao anterior:

Ry = iM(—T).



Apendice B

Elemento de Matriz do Operador
Metaplético

Neste apéndice deduzimos os elementos de matriz do operador metaplético,

(@dM(S)l¢'), eq. (2.32) e (g[M(S)[0), eq. (2.33).

Elemento (¢M(S)|¢")

Tomando como referéncia apenas a parte configuracional, Q, em (2.30)
Q= Ad+Bp,

para qual usamos a decomposicao (1.13) para S e assumimos que v det B # 0, temos

que os elementos de matriz sao dados por

J(d1Ql0)o = ¢ o(dlD)o- (B.1)

O indice Q indica a base dos auto-estados desse operador, ou seja, Q\Q>Q = Q‘Q>Qa

idem para ¢; o autovalor ¢ é o mesmo para os dos operadores, () e ¢, ja que estamos

1Separamos o operador Z pois nao é possivel criar auto-estados desse operador, ja que as suas

partes ndo comutam, vide (2.29).
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falando de um mesmo estado (transformacdo canonica passiva), portanto, temos a

equacao diferencial
0
<Aq’ — th—aq/ - q) m(q’,q) =0,

onde m(¢', q) := 4(¢'[¢) ¢, que tem como solugao

m(q’,Q)ZA(q)eXp{—ﬁ (¢ -B7'A¢' —2¢'-B'q)

O fator A(q) se faz necessério devido a derivacao parcial com relacao a ¢/, mas pode
ser obtido diretamente da condicao de ortonormalizacao para os auto-estados de Q,

com efeito,

/

ig—d) = a{dlDg

dq" 5(d14")q (d"l2) &

dg"m(q",¢')'m(¢", q)

\\

= dq”A*(CJ’)A(Q)eXp[%q” B7l(qg— Q’)}
= (2nh)" A*(¢)A(9) 0[B™ (g — ¢)]
= |A(q)*(2mh)"|det B[ 6(¢ — ¢')

ers(@)
Ag) = :
(2nh)"|det B]

Assim, o produto escalar é escrito como

ers(@)

m(q¢,q) = ex L B™'A¢ —2¢ -B7Yg) |, B.2
(d.q) Toraes O 2ﬁ(q q —2q q) (B.2)

porém ainda é necessario encontrarmos a fase s(q). Isto é feito tomando, agora, os

elementos de matriz do segundo par de equagoes (2.30),
P =Cq+ Dp,

0 que proporciona

0 0 , ;o
(zhaq —|—2th — Cq) m(q’,q) =0,
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usando a equagao (B.2), temos

9s(q)
Jq

= (DB'A-C-B7')¢ - DB g,

e também as condigoes (1.14) sobre S, que anulam o termo entre paréntesis da
equacao acima,

1
s(q) = —54¢- DB'q — hc,

com ¢ constante. Com isso, reescrevemos a equagao (B.2),

*

m(q,q) = o X
a4 V/(2mih)n|det B|

(¢-B7'A¢'—2¢-B 'q+¢-DB7'q) | , (B.3)

l
X exp|——=

2h

onde definimos ¢ := %€, que estd intimamente relacionado com a construcio do
produto entre metapléticos na secao 2.2.3.

Observando a atuacao do operador M nos auto-estados de posicao, equagao
(2.31), e comparando diretamente com a (B.1), podemos reescrever a definigao de
m(q’, q) como

m(q',q)" = 5(qld)q = (@M(S)ld),

o que finalmente nos rende a equacao (2.32). A dedugao deste elemento de matriz,

bem como a teoria de operadores metapléticos é encontrada em [18].

Elemento (¢|M(S)[0)

Utilizando a relagao de completeza para a base |¢') e a equacao (2.32),

{gM(S)|0) = / dq'{gIM(S)lq"){0)

g X
/@rih)"|det B]

x/dq’exp[;—h (q/'B_lAq/—Qq/'B_IQ‘i‘Q'DB_lCI) (¢[0).
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O estado (¢'|0) coerente é dado na eq.(2.23) com mw = 1, assim,

o 1\™*
MO0 = e (ﬁ) *

: 1
/dqexp{% (¢-B7'A¢ —2¢'-B '¢+¢-DB'q) — —¢ - q}

2h

Rearrumando os argumentos da exponencial,

M) = ol detB‘ (Wlh)/ [#q DB~ q}

/dqexp{ ¢ (B'A+il)q —2¢-B! ]}.

Efetuando a integral,

o 1 n/4
M(S)|0) = — DB~
M) = e (m) exp[%q q}
(2imh)n i . i
\/det(B—1A+z’H) exp| g0 -DBTa — pa - (AB+1B%) g .

Utilizando as equagoes (1.14), finalmente obtemos o elemento de matriz dese-

jado:

M) = (wh)"/ﬁt[det(ZA +iB)]Y/? eXp[_%q' (A ; Zg) q] '



Apéndice C

Derivada Temporal do Propagador

Semiclassico

Neste apéndice calculamos a derivada do propagador semiclassico, eq.(3.6).
A equagao (3.6) é a que segue:

. a . a Ia(t
i [0(1)) = i e 0T M(S()TL, o). (CBY

Para calcular a derivada do termo entre colchetes precisamos da derivada dos

operadores de Heisenberg e dos metapléticos.

Operador de Heisenberg:
Para calcular a derivada destes operadores, apelamos para a equagao (2.16) e
encontramos

—1At

zZ N Z:| TéAth-

Substituindo o operador T;:a;, temos que

1At 1At
Tosnr=expl——2ANz——2ANz| T,
+2A¢ Xp[ 9% 7 }
Expandindo a exponencial até a primeira ordem em At, ficamos com

At 1
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No limite At — 0, temos finalmente a derivada temporal:

d 1
T, =——
dt

. (2—2)/\2+%z/\2 T.. (C.2)

Operador Metaplético:
Trataremos este de forma semelhante aos de Heisenberg.

Uma matriz S(t+ At) pode ser expandida em primeira ordem em At, com efeito,
M(S(t + At)) = M(S + AtS).
Utilizando a composi¢cao de metapléticos da secao 2.2.3, obtemos,
M(S(t + At)) = M(S(I+ AtSS ™)) = M(I+ AtSS™)M(S),

onde escolhemos o sinal positivo de acordo com a continuidade, pois que M(I) = 1.
Um operador metaplético infinitesimal deve ser da forma:

1€ ~
M(e) =1 — 2—hz~Kz,

de modo que a equagdo (2.30) seja satisfeita para um operador S := I + eJK in-
finitesimal. E, de acordo com (1.11), K é simétrico.
Portanto,
(7AN 2
M(S(t + At)) = (1 + o5 JSS z) M(S(t)).

e finalmente, no limite At — 0, encontramos:

EM(S) = <§_Lz : JSS‘12> M(S). (C.3)
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Reunindo as derivadas, egs. (C.2) e (C.3), em (C.1) escrevemos:

.0
in 10(0)

0
ih 10(0)

0T s
ih e OT.M(S()TL ] 1bo)
in [ L <t>eév<t>u<t>M(S(t))Tio} o)

ih Le%'Y(t)Tz(t) <2 . JSS_15’> M(S(t))Tio} [0)

LA+ (e ) Az A — R o). 385712 — 2)| x

i 2 2
T.yM(S(®))TL, o)

A+ (B 2) A+ %z As— %(2 ). 3851 — )| o).
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