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Resumo

Neste trabalho faremos uso da teoria de Drinfel’d de deformacao de algebras
de Hopf para estudar teorias quanticas deformadas.

Demonstramos que, identificando-se corretamente o papel da extensao
central da algebra de Heisenberg, é possivel construir sua algebra universal
envelopante e deforma-la por meio do Drinfel’d twist, obtendo-se uma teoria
nao comutativa. No formalismo de segunda quantizacao, mostramos que
a estrutura de algebra de Hopf da dlgebra de Heisenberg (nao deformada
e deformada) pode ser obtida a partir da algebra de Hopf dos campos e
osciladores de Schrodinger, desde que eles sejam considerados como geradores
da superalgebra osp(1]2).

Estudamos a deformacao da algebra de Heisenberg fermionica e apresen-
tamos uma identificacao com a algebra da mecanica quantica supersimétrica
unidimensional NV -estendida, possivel para N par. Apresentamos ainda uma
segunda construcao para a deformagao da mecanica quantica supersimétrica
unidimensional N -estendida, por meio da representacao de superespaco, em
que os geradores de supersimetria sao realizados em termos de operadores da
superalgebra universal envelopante de um oscilador bosonico e multiplos os-
ciladores fermionicos. Para as duas construcoes, recuperamos, num contexto

mais geral, resultados de cliffordizacao conhecidos na literatura.



Abstract

In this work we apply the Drinfel’d twist of Hopf algebras to the study of
deformed quantum theories.

We prove that, by carefully considering the role of the central exten-
sion, it is indeed possible to construct the universal enveloping algebra of
the Heisenberg algebra and deform it by means of a Drinfel’d twist, which
yields a noncommutative theory. Furthermore, we show that in the second-
quantisation formalism the Hopf-algebra structure of the Heisenberg algebra
(both undeformed and deformed) can be obtained from the Hopf algebra of
the Schrodinger fields and oscillators, as long as they are taken to be odd
generators of the osp(1|2) superalgebra.

We study the deformation of the fermionic Heisenberg algebra and pre-
sent an identification with the algebra of the one-dimensional A -extended
supersymmetric quantum mechanics, possible for even N'. A second construc-
tion for the deformation of the one-dimensional N-extended supersymmetric
quantum mechanics is presented in the superspace representation, where the
supersymmetry generators are realised in terms of operators belonging to
the universal enveloping superalgebra of one bosonic and several fermionic
oscillators. In both constructions we recover, in a more general setting, some

Cliffordization results of the literature.
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Introducao

As divergéncias afligem a mecanica quantica desde os seus primérdios [1].
A possibilidade de resolver-se o problema das divergéncias introduzindo-se
um comprimento fundamental como regulador ultravioleta natural foi pri-
meiro aventada por Heisenberg [2]. A ideia, inspirada na prépria relacao de
incerteza momento-posicao, é a de que, em escalas menores que a distancia
elementar, os conceitos de ponto e instante deixem de fazer sentido, sendo
substituidos por uma nocao difusa de espaco-tempo. A maneira mais simples
de implementar a nao comutatividade do espago-tempo é por meio de uma
relacao do tipo

[z, ] =0,

com 0, uma matriz antissimétrica constante. Esta relacao de comutagao

induz a relagao de incerteza
1
Az, Az, > §|9W|7

com |0,,| da ordem de grandeza do quadrado da distancia elementar.

Um candidato natural para este comprimento (ver [3], [4]) é o chamado



comprimento de Planck

EP = a2

que combina as constantes fundamentais da natureza (constante de Newton
G, constante de Planck h e velocidade da luz ¢) de modo dimensionalmente
apropriado. Por tratar-se de uma constante da natureza, e nao de um corte
imposto pela mao do homem, este regulador ultravioleta seria extremamente
benvindo na teoria quantica.

No entanto, é imediato ver que uma teoria deste tipo é manifestamente
nao covariante de Lorentz. Com efeito, as coordenadas x, transformam-se
como vetores enquanto 6,,, ¢ constante em todos os referenciais.

A fim de evitar esta inconveniéncia, Snyder introduziu em [5] a relagao

de comutagao

[z, ] = 102Dy — T0pp),

que é claramente covariante sob transformacoes de Lorentz. No entanto, pro-
vavelmente devido tanto a falha em realizar predicoes experimentais acuradas
quanto ao grande sucesso das técnicas de renormalizacao, esta proposta re-
cebeu pouca atencao a época. Assim, a teoria quantica com espago-tempo
nao comutativo passou por um periodo longo de ostracismo.

O interesse ressurgiu com Seiberg e Witten [6], que mostraram que a te-
oria de cordas, num certo limite de baixas energias, pode ser realizada como
uma teoria quantica de campos efetiva num espaco-tempo nao comutativo.
Tal ressurgimento foi também, em grande medida, propiciado pelos desen-
volvimentos matematicos ocorridos na década de 80, como veremos a seguir.

Desde entao, teorias nao comutativas tém sido area de intensa pesquisa, e



para revisao do assunto indicamos, e.g., [7], [8] e [9].

Os desenvolvimentos matematicos a que nos referimos acima foi a in-
troducao do conceito de grupo quantico por Drinfel’d ([10], [11]) e Jimbo
[12], inicialmente no contexto de sistemas quanticos integraveis. A ideia é
que, se a estrutura do espaco-tempo é deformada, os grupos de simetria que
agem sobre ele nao podem deixar de sé-lo. No entanto, grupos e algebras de
Lie, que implementam as simetrias, sao objetos ditos rigidos, ou seja, insus-
cetiveis de deformacao. Portanto, para por em pratica o programa de defor-
mar os grupos de simetria foi necessario lancar mao das algebras de Hopf,
nascidas muito antes no seio da topologia algébrica [13] e tema de interesse
dos matematicos desde entao (ver os cldssicos [14], [15] e, mais recentemente,
16]).

As algebras de Hopf fornecem, portanto, o cendrio matematico adequado
para empreender o estudo dos grupos quanticos. O assunto é imensamente
vasto e ramificado, e encontra-se bem exposto, por exemplo, em [17] e [18].
Para uma interessante coletanea de artigos pioneiros, ver [19].

Este formalismo permitiu, por exemplo, reconciliar a nao comutatividade
com a covariancia de Lorentz: em [20], o problema é sanado considerando-
se 0 espago comutativo subjacente (portanto manifestamente covariante de
Lorentz) dotado de um produto deformado, produto este que é implementado
por meio de um Drinfel’d twist.

Neste trabalho, aplicaremos a maquinaria das algebras de Hopf e do Drin-
fel’d twist as algebras de Heisenberg bosonicas e fermionicas. No capitulo
1, expomos (sucintamente) a teoria bésica geral das édlgebras de Hopf e do

Drinfel’d twist e, em particular, como aplica-la a algebra universal envelo-



pante de uma algebra de Lie. No capitulo 2, inicialmente mostramos que,
a despeito de afirmacoes em contrario, €, sim, possivel construir a algebra
universal envelopante da dlgebra de Heisenberg dotada de uma estrutura de
algebra de Hopf, e estudamos sua deformacao tanto no contexto de primeira
quantizacao quanto no contexto em que ela é realizada por meio de obje-
tos bilineares integrados dos campos e osciladores de Schrodinger (segunda
quantizagao), o que é feito lancando-se mao dos osciladores de Wigner. No
capitulo 3, estudamos a deformacao da algebra de Heisenberg fermionica
e apresentamos uma identificacao com a algebra da mecanica quantica su-
persimétrica unidimensional A -estendida, possivel para valores pares de N.
Estudamos também a deformagao da mecanica quantica supersimétrica em
sua representagao de superespago (possivel para qualquer A), recuperando,
num contexto mais geral, alguns resultados da literatura prévia de teorias
nao anticomutativas com violagao da regra de Leibniz ([21], [22]).

Os resultados originais desta tese encontram-se em [23] e [24].



Capitulo 1

Algebras de Hopf e Drinfel’d

Twist

Neste capitulo faremos uma breve exposicao das estruturas matematicas que

serao necessarias ao entendimento dos capitulos subsequentes.

1.1 Algebras de Hopf

Considere um espago vetorial A sobre um corpo k e os mapas k-lineares
p:A®A— Aen:k — A Chamamos (A, u,n), ou simplesmente A, uma
dlgebra associativa com unidade (ou unital) se os diagramas

A9 A A Ag A

= a

Ao A—2r A




n®id

ko A—A®A

s

A A®k

comutarem.

O mapa p é chamado de multiplicagao e o mapa n de unidade, e 1 e
1 sao chamados estruturas ou mapas estruturais da algebra. Denotamos
pla®@b) =a-b (a,b € A). O primeiro diagrama corresponde & propriedade

da associatividade, que também pode ser expressa como

(a-b)-c=a-(b-c), (1.1)

a,b,c € A.

O segundo diagrama garante a existéncia da unidade a esquerda e a direita
lem A, comn(l) =1 (1, evidentemente, é a unidade em k).

A nogao de codlgebra (ou cdgebra) pode ser introduzida de forma natural
dualizando-se (no sentido de teoria de categorias [25]) as definigdes acima.
Em particular, o sentido das setas dos diagramas deve ser invertido. Assim

sendo, considere um espaco vetorial C' sobre o corpo k e os mapas k-lineares

A:C—=C®Ceec:C — k. Chamamos (C,A €), ou por simplicidade C,



uma codlgebra se os diagramas

CoCcedZ cgc

Jasi s

CeC C

A

e®id

koC<—CxC

e

C C®k

comutarem.

O mapa A é chamado de coproduto ou comultiplicacao e o mapa € cou-
nidade, sendo A e e conhecidos como coestruturas ou mapas coestruturais
da codlgebra. Convém aqui introduzir a notacao de Sweedler (ver [14]), ou
notacao sigma, que consiste em suprimir os indices de soma na expressao do

coproduto, isto é,
Aa) =) (ar); ® (a2), = a1 ® a3, (1.2)

aeC.
A propriedade correspondente ao primeiro diagrama é conhecida como

coassociatividade, e equivale a expressao

A(ay) ® ag = a1 @ Aag), (1.3)



enquanto a propriedade de counitariedade contida no segundo diagrama é
garantida por €(1) = 1, onde evidentemente denotamos por 1 a unidade em

C e por 1 a unidade em k, valendo a relagao

€(a1) ® as = a1 ® €(ay). (1.4)

Usamos a notacao pa, 14, 14 € Ag, €c para situagoes em que ha varias
algebras ou cogebras, omitindo o subscrito quando nao houver risco de con-
fusao.

Sejam agora A e A 4lgebras e h : A — A um mapa linear. Dizemos
que h é um homomorfismo de dlgebras se ele for multiplicativo e preservar a

unidade, isto é, os diagramas

ARA">Aw A
,uAl ll‘A
A—" s 4
e
A L i
k
comutarem.



Tais condigoes podem ser expressas, respectivamente, como

h(a-b) = h(a)h(b) (1.5)

h(a) = 1; (1.6)

onde a,b € A, - é a multiplicacdo em A e ~ a multiplicacdo em A.
Analogamente, para C' e C codlgebras, um mapa linear g : C — C é
dito um homomorfismo de codlgebras se ele for comultiplicativo e preservar

a counidade, isto é, os diagramas

CoCL%6qc
ACT TAC‘
c—2—¢
e
C ! 8.
k
comutarem.

A informagao contida nos diagramas pode ser escrita simplesmente como

Aa(gle)) = gla) @ g(cz) (1.7)

ecl9(le)) = 1, (1.8)

onde c € C' e ¢ ® ca = Ac(c).



Seja agora (B, u,n) uma édlgebra sobre k e (B, A, €) uma coélgebra sobre
k. Chamamos (B, i, 1, A, €), ou simplesmente B, uma bidlgebra (ou bigebra)
se as estruturas p e n e as coestruturas A e e forem compativeis, isto é, e n
forem homomorfismos de codlgebra e A e € forem homomorfismos de algebra.
A compatibilidade entre estruturas e coestruturas exprime-se diagrama-

ticamente como a comutatividade dos diagramas

1 A

B® B B B® B
A®AJ/ Tu@#
BRB®B®B P E— B® B B® B,
B—2B®B
WT TT@??
ka®k7
BB —~B
E®E\L le
kok——k
(§]
k k,

10



com 7T :a®b— b®a o chamado mapa de troca ou transposicao.

Em férmulas, o contetido dos diagramas é, respectivamente,

A(ab) = a 'bl®&2'b2 (19)
Al) = 1®1 (1.10)
€(a-b) = e(a)e(b) (1.11)
(1) = 1, (1.12)

onde a,b € B e a multiplicagao em k ¢ indicada pela simples justaposicao.
Essas expressoes serao muito usadas no decorrer desta tese.

Seja agora A uma algebra e C' uma coélgebra. Tomemos Hom(C, A) (C
e A como espagos vetoriais). Definimos, para f, g € Hom(C, A), a operagao

de convolucao

fxg=palf®g)Ac. (1.13)

Hom(C, A) tem uma estrutura natural de algebra com mapas estruturais

dados por

,uHom(C’,A)(f®g> = f*g (114)

UHom(c,A)()\) = My oec, (1.15)

ek

Considere agora H uma bialgebra. Se existir S € Hom(H, H) tal que

S * Itom(m,1) = YHom(s,m) * S = N © €, (1.16)

11



(H,u,n, A€, S), ou por simplicidade H, é uma dlgebra de Hopf. O elemento
S : H — H é chamado de antipoda ou coinversa. Se existir, tal elemento sera
unico, o que decorre diretamente de ser uma inversa a esquerda e a direita.

A equagao (1.16) é, aplicando-se a defini¢ao de convolugao, equivalente a
po(S® id)oA=pu(id® S)A=noe, (1.17)

de modo que a defini¢ao de algebra de Hopf pode ser apreendida pela comu-

tatividade do diagrama

HoH—2%" _goH

e N
Sornni”

Como consequéncia direta da definigao, S é um antiautomorfismo de H

n

H < k H.

HoH—" . pgg

e valem, para a,b € H,

S(a-b) = S(b)-S(a) (1.18)

S(1) = 1 (1.19)

e(S(a)) = ¢(a) (1.20)

A(S(a)) = a2 ®ay. (1.21)

Se 5? = lyomm,m) = idy, H ¢ dita involutiva. Em particular, se H é

comutativa ou cocomutativa (7o A = A), entdo H ¢ involutiva.

12



Voltamos agora nossa atencao para a questao das representacoes de uma
algebra de Hopf, que serao dadas pela acao de H (aqui encarada simplesmente
como &lgebra) sobre um maédulo.

Seja M um k-mdédulo (i.e., um espago vetorial; para maiores detalhes, ver
o capitulo 12 de [26]) e H uma algebra. Dizemos que M é um H-mddulo a

esquerda se existir um mapa linear

a: HOM — M

tal que os diagramas

HQ M M
e
ko M ge M
Do
comutam.

O mapa « é chamado uma a¢do a esquerda de H sobre M e o par (a, M)

uma representacao de H.

13



Equivalentemente aos diagramas, podemos dizer que o mapa

p:H — End(M)

h o~ alh®-) (1.22)

é um homomorfismo de dlgebras (com a multiplicagao em End(M) dada pela
composi¢ao), o que é uma maneira mais convencional de ver que (a, M)
constitui uma representacao de H.

Por simplicidade, denotamos a agao pelo simbolo >, ou seja, a(h,v) =
hov, h € Hv € M. Assim, o conteudo dos diagramas pode ser expresso

CcOomo

(h-g)bv = h>(g>o) (1.23)

1o = v, (1.24)

Vg, h € H,Yv € M.

Todos estes conceitos podem ser dualizados, obtendo-se as nocgoes de H -
comodulo, coagao e correpresentacdo, sobre os quais nao nos deteremos. As
nocoes de H-maodulo a direita e agao a direita sao inteiramente analogas.

Consideremos agora o caso mais interessante em que o H-médulo a es-
querda M ¢é uma algebra, com multiplicacao m : M @ M — M. Dizemos

que H age covariantemente sobre M se a multiplicacao m for respeitada pela

14



acao de H, i.e.,

he(m(v@w)) = m((h>v)® (he>w)) (1.25)

Vh € H, Yv,w € M. Neste caso, diz-se que m é equivariante com respeito a
acao «, e que M é uma H-mddulo-dlgebra.
H4 algumas agoes notaveis de H sobre si mesma, como a chamada ag¢do

reqular, dada pela multiplicacao u, e a a¢ao adjunta, dada por

ady(h) = g1 - h- S(ga), (1.27)

g,h € H. A acao adjunta torna H uma H-mddulo-algebra e fornece a repre-

sentacao adjunta de H.

1.2 Drinfel’d Twist

Nesta se¢ao introduziremos o conceito de dlgebras de Hopf quase-triangulares,
introduzido em [10] (para uma revisao, ver [27]) e apresentaremos um método
sistematico para produzir exemplos, o chamado Drinfel’d twist.

Uma dlgebra de Hopf H é quase-cocomutativa se existir um elemento

invertivel R € H ® H tal que

(toA)a)=R-Ala) - R! (1.28)

Va € H.

15



Denotando

R=R*@Ra, R '=R*®Ra, (1.29)

onde estd subentendida uma soma sobre o multi-indice «, é conveniente in-

troduzir

Riy = ROQR.®1 (1.30)
Ris = RO®1OR, (1.31)
Rays = 1@R*® Ra. (1.32)

Uma algebra de Hopf quase-cocomutativa é dita quase-triangular se

O elemento R é chamado estrutura quase-triangular ou matriz-R universal.
Adicionalmente, se R™! = 7(R), H ¢ dita triangular. Toda algebra de Hopf
cocomutativa é trivialmente triangular com R =1 ® 1.

Como consequéncia da definicao, temos que a estrutura quase-triangular
R satisfaz a relacao

R12R13R23 = R23R13R127 (135)

que é a chamada equacao de Yang-Baxter quantica ([28-30], [31]). Esta
equagao, por emergir em diversos sistemas fisicos, serviu de motivagao origi-
nal para o estudo de algebras de Hopf quase-triangulares: para cada repre-

sentacao p de H em matrizes, (p ® p)R é uma solu¢ao matricial de (1.35),

16



dai ‘R ser conhecida como matriz-R universal. Para mais detalhes, ver, e.g.,
[27].
Para provar que R satisfaz a equacao de Yang-Baxter quantica, aplicamos

(id® 1) a (1.34) obtendo

(’Ld X To A)R = (Zd & T)ngng = ngng, (136)

e, por outro lado, fazemos uso da condigao de quase-cocomutatividade (1.28)

(id®@ 710 A)R = Ras((id ® A)R)Ryy = RasRi13R12Ro3 - (1.37)

Como Ros ¢ invertivel, (1.35) se verifica.

Agora, passamos a expor o método do Drinfel’d twist (ver [32]), que
pode ser usado para gerar algebras de Hopf quase-triangulares a partir da
deformacao de algebras de Hopf cocomutativas. Para tanto, iniciemos por al-
gumas defini¢oes. Seja H uma éalgebra de Hopf. Um 2-cociclo é um elemento

invertivel £ € H ® H tal que

(1®8&)(d® A)E = (€ ®1)(A Qid)E. (1.38)

O 2-cociclo ¢ é dito counitario se

(e®id)¢ =1 = (id ® e)¢. (1.39)

Sejam agora (H, p,n,A €, S) uma algebra de Hopf cocomutativa e F €

H ® H um 2-cociclo counitério. Temos que x = u(id ® S)F é um elemento

17



invertivel de H com ™! = u(S ®id)F L.
Definindo A : H -+ H® H e S* : H — H como

AP (a) = FA(a)F* (1.40)

$5(a) = xS, (1.41)

(H,u,n, A7 ¢, SF) é uma algebra de Hopf triangular com matriz-R universal
dada por
R = FuF L (1.42)

Denotamos a dlgebra de Hopf torcida (H, p,n, AT, e, SF) por HZ. E de
se ressaltar que, como dlgebra, H” é idéntica a H (i.e., sd0 0 mesmo espago
vetorial e as estruturas algébricas nao sao deformadas). O elemento F é

chamado de twist, e a notacao

F=Ff"® fo, F'l=7F"® fa, (1.43)

com soma sobre o multi-indice «, serd usada adiante.
Para provar que H” é uma algebra de Hopf, devemos mostrar que A7 é

coassociativo, i.e.,

(AT @ id)AT (a) = (id ® AT)AT (a), (1.44)

e que S¥ é um antipoda, ou seja,

(¥ ®id) AT (a) = (id ® ST)AT (a), (1.45)

18



VYa € H. A demonstracao envolve tao-somente aplicacao direta das definigoes,
das propriedades (1.18), (1.21) e da condi¢ao de 2-cociclo counitario (1.38),
(1.39).

Passamos a provar a triangularidade de H”. Inicialmente, verificamos

que H” é quase-cocomutativa:

oA = FpyAF,' = RFAF 'R =RATR™. (1.46)

Devemos mostrar que R definido em (1.42) é uma estrutura quase-triangular,

ie.,

(AT @ id)R = RizRoas (1.47)

(id® ATYR = RizsRia, (1.48)

o que requer apenas manipulacoes das propriedades basicas e da condicao de

2-cociclo, além da cocomutatividade de H. Por fim, é evidente que

Ro1 = FFy' =R (1.49)

Tomemos agora uma H-modulo-adlgebra M dotada de multiplicagao m so-

bre a qual H age covariantemente no sentido de (1.25)—(1.26). Por defini¢ao,

vew=m"(v@w)=m(F > (vew)), (1.50)

v,w € M. Neste caso, m” define uma nova algebra associativa M, que é

covariante sob a acdo da algebra de Hopf deformada H” definida anterior-

19



mente. A prova desta afirmacao é simples. A associatividade de x segue da
condicao de 2-cociclo satisfeita por F. Para provar a equivariancia de m”,

basta ver que h (m” (v @ w)) = m" (A7 (h) > (v @ w)):

ho (m” (v@w)) =hem(F'vwew) = mARF 'vwew)=

=m(F'FAM)F e (vew) = m” (AT (h)> (v®w)).(1.51)

1.3 Algebra Universal Envelopante e seu Drin-

fel’d Twist

Neste trabalho, a unica algebra de Hopf com que lidaremos sera a dlgebra
universal envelopante de uma algebra de Lie sobre o corpo dos complexos C,
conforme veremos a seguir.

Recapitulemos, primeiramente, a definicao de algebra de Lie. Sejam g
um espago vetorial sobre um corpo k e [, -] : g X g — g uma operacao binéria
bilinear ([ax + fy, 2] = afz, 2] + By, 2] e [z,ax + Py] = alz,z] + Bz, Y]

Vo, €k, x,y,z € g).

Se [+, -] satisfizer a propriedade de antissimetria e a identidade de Jacobi,
[z,yl + [y,2] = 0 (1.52)
[, [y, 2] + [z [, 9] + [y; [z, 2]] = 0O, (1.53)

(g,[,*]), ou simplesmente g, é chamada uma dlgebra de Lie.

As algebras de Lie nao sao associativas, o que impossibilita a aplicagao

da técnica do Drinfel’d twist, como é nossa intengao. A fim de contornar
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este obstaculo, torna-se necessario encontrar uma algebra associativa com
unidade que contenha o espaco vetorial g. A construcao natural a fazer é a
algebra universal envelopante de g, que tera, como veremos, as importantes
propriedades de possuir g como subespaco linear e exibir, naturalmente, uma
estrutura de algebra de Hopf.

Seja g uma &lgebra de Lie sobre k. Considere a algebra tensorial de g

T(g) =X)s=kDgd (09 @ (gRgRe) ... (1.54)

Seja agora I o ideal em T'(g) gerado pelo conjunto de todos os elementos
da forma (z ® y —y ® ) — [x,y]. A dlgebra universal envelopante de g é

definida como o quociente

U(g) = T(g)/1. (1.55)

O teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, que enunciaremos a seguir, forne-
cerd uma descricao explicita e mais tratavel da algebra universal envelopante
U(g), bem como algumas importantes consequéncias. (Para maiores deta-
lhes, ver o capitulo 5 de [33]).

Sejam g uma &lgebra de Lie, U(g) sua dlgebra universal envelopante e {7; }
uma base totalmente ordenada de g com elementos satisfazendo as relagoes
de comutacao [r;, 7;] = iCli7;,. A afirmacao do teorema de Poincaré-Birkhoff-
Witt é que o conjunto dos monémios {7, ---7;, } com i; < --- <4, é uma
base para U(g).

Tal resultado nos fornece uma descrigdo bem mais conveniente de U(g),
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qual seja, a de que U(g) é a algebra dos polinomios dos geradores 7; médulo
as relagdes de comutagao [7;,7;] = iClim, com Cf; as chamadas constantes
de estrutura da algebra de Lie. Adotaremos este ponto de vista nos capitulos
seguintes.

Como corolario do teorema, temos que g injeta-se naturalmente em U(g)
por meio do homomorfismo canénico ¢ : g — U(g), sendo, em particular, o
subespaco linear de U(g).

A &lgebra universal envelopante de uma algebra de Lie tem naturalmente
um carater de dlgebra de Hopf, herdado de sua estrutura de dlgebra tensorial,

com coestruturas dadas por

Alr) = mel+lern (1.56)
e(r;) = 0, (1.57)

e antipoda dado por
S(r) = - (1.58)

Para provar que (1.56)—(1.58) fornecem uma estrutura de dlgebra de Hopf,

basta verificar as propriedades (1.9) e (1.11):

A(TZ"T]’) = (Tz®1+1®7})<7’]®1+1®7])
= 7 TRl4+nRT+1T+1RT7 T

= (1)1 (1)1 @ ()2 - (75)2, (1.59)

onde cabe salientar a dupla aplicacao da notacao de Sweedler e, portanto, a
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ocorréncia de uma dupla soma,

e(ri - 1) = e(mi)e(r;) =0, (1.60)

e, por fim, mostrar que S é um antipoda, o que pode ser feito aplicando a

definigao explicita dada em (1.17):

p(S®@id)A(r) = pS(n)@1+51)®n)=—1+7=
pid®@ S)A(r;) = prneS1)+1eS(nm)=71n—7=

= 0=nmn(e(r;)) = e(m)1. (1.61)

Por meio da multiplicatividade e linearidade de A e € e da antimultipli-
catividade de S, tais definicoes podem ser estendidas a todos os monomios
de 7; e, portanto, a todos os elementos de U(g). Com (1.10), (1.12) e (1.19),
completa-se a descri¢ao de U(g) como élgebra de Hopf.

Para a algebra universal envelopante U(g), a agdo adjunta (1.27) é o

comutador de Lie, como pode ser verificado diretamente:

ade.(Tj) = (Ti)l < Ty S((Tl)g) =T, Tj" 1+1- Tj - (-Tz) = [TZ‘,TJ‘]. (162)

Passemos agora a aplicacao da prescricao apresentada na se¢ao anterior

a algebra universal envelopante U(g). Para tanto, tomemos um elemento

Fel(g) @U(g) (1.63)

que seja um twist, i.e., satisfaga as condig¢oes (1.38) e (1.39). Por meio das
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expressoes (1.40) e (1.41), calculamos o coproduto e antipoda deformados

dos elementos primitivos 7; € g

A(r) = FAm)F! (1.64)

SH(r) = xS(m)x 1, (1.65)

com as estruturas algébricas e counidade permanecendo inalteradas. Cha-
mamos a algebra de Hopf deformada assim obtida de U7 (g).

E evidente que g nao é o subespaco linear de U (g). E natural, portanto,
investigar qual seria o subespaco linear que gera U7 (g). Chamaremos este
espaco g’ e seus elementos 77" de geradores deformados.

As condigoes para g”, apontadas em [34], sdo trés, a saber: (i) a de que

{7/} seja uma base de g7, (ii) a deformagao minima da regra de Leibniz
Ny =r o1+ o], (1.66)

fij € U(g), e (ili) a de que, sob a agado adjunta deformada, denotada por

[, |7, as constantes de estrutura de g sejam reproduzidas
[Ti'F,T]TF]}' = iC’ij,f. (1.67)

Para obtermos g”, hd um procedimento canonico (ver [35], [36]). Tomam-

se como geradores deformados

T = fA(n)f (1.68)
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com coproduto deformado dado por

A () =177 @1+ R*@Ra(1]). (1.69)

)

Em consonancia com (1.27), a a¢do adjunta deformada é dada por

77 7 F = (1) - ij .87 ((Tf)g) ) (1.70)

i 0y %

Assim construido, g7 satisfaz as trés condicoes requeridas.

Por fim, como pretendemos estudar também sistemas fermionicos, fare-
mos uso das chamadas superdlgebras de Lie (ou algebras de Lie Zy-graduadas),
e suas superalgebras de Hopf deformadas.

Uma superdlgebra de Lie sobre um corpo k (de caracteristica zero) é
um espaco vetorial g = go @ g, dotado de uma operacao binaria bilinear

[,-} : 8 X g — g satisfazendo as propriedades de Zy-graduagao

[9:, 8} C B(i+j mod 2 (1.71)

antissimetria Zs-graduada

[2,y} = (=) W]y, 2}, (1.72)

e identidade de Jacobi generalizada

(=D [z, y, 23 + ()W [[y, 2}, 2} + (1) [[z 2} y} =0, (1.73)
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Vr,y,z € g, e onde |z| =i se x € g; (grau de z). Chamamos gy a parte par
ou bosonica de g e gy a parte impar ou fermionica de g. A superalgebra de
Lie g também pode ser estendida a sua superdlgebra universal envelopante
dotada de estrutura de superalgebra de Hopf.

As férmulas (1.18), (1.42), (1.68) e (1.70) sdo naturalmente estendidas ao

caso das superalgebras como

S(ri-m) = (=)mls (7). S(r) (1.74)
R = S (-D)PIIE @ £ F) (1.75)
o %ﬁ:(_l)lfanlfa(n)fa (1.76)

7Y}, = z::(—1)“f|(7f>’5(¢f)’f ST (L)
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Capitulo 2

Algebras de Heisenberg
Bosonicas: Primeira e Segunda

Quantizacoes

Neste capitulo mostraremos como é possivel (ao contrario do que se admitia
em [37] e [38]) construir a algebra universal envelopante da dlgebra de Hei-
senberg e deforma-la por meio da técnica do Drinfel’d twist, obtendo, como
resultado, uma teoria nao comutativa. Mostraremos, também, como esta es-
trutura pode ser recuperada no contexto da segunda quantizacao, utilizando-

se o formalismo dos osciladores de Wigner.

2.1 Algebra de Heisenberg Deformada

Nesta se¢ao, aplicaremos o formalismo delineado no capitulo anterior a dlgebra

de Heisenberg bosonica, que denotaremos b(N).
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Para tanto, considere a dlgebra h(N):

[z, ;) = [pi,p;j] =0 (2.1)
i,j=1,...,.N.
Aplicaremos o twist
)
F = exp (5041]]9@ ®p]> ) (24)

onde «;; é uma matriz antissimétrica. A condigao de 2-cociclo (1.38) é trivi-
almente satisfeita, visto que F é um twist dito abeliano, pois envolve apenas
geradores que comutam entre si.

Cabe aqui salientar a necessidade de identificar corretamente o papel da
extensao central A como elemento da &lgebra h(N), e ndo como multiplo da
identidade, devendo, portanto, ser tratado de maneira idéntica aos demais

geradores de h(N), isto ¢, com coproduto e antipoda dados por

Ah) = h@l+1®h (2.5)

S(h) = —h. (2.6)

Agora, procedemos a deformagao de h(N).

Com o auxilio da féormula de Hadamard, calculamos o coproduto defor-
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mado de xy:

l

AT(zp) = exp (2

= e @l+10w+ 2L (hep —p@h). (2.7)

7
Qi pi ®pj> A(rp) exp (—§Oéz‘j29i ®Pj> =

Como p; and A comutam com os p;s do twist, seus coprodutos nao se

deformam:

A (pe) = Alpr) (2.8)

AT(R) = A(h). (2.9)
O antipoda nao é deformado. Para ver isto, basta calcular o elemento

X = f*S(fa) = exp <—%aijpipj) =1, (2.10)

de modo que S = xSy ' =S.

A deformacao de xj é dada por (1.68):

o
1 = [ @) fo = 20— = hp;, (2.11)

enquanto p; and h, pela razao aduzida acima, nao sofrem deformacao.
Calculamos, agora, os coprodutos deformados dos geradores deformados.

-2

Neste caso, a matriz-R universal é simplesmente R = F* (pois Fay =

F~1 pela antissimetria de «;; e abelianidade do twist). Assim, o coproduto
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deformado de z ¢ obtido usando-se (1.69):
AF(af)=af @1+ 1@ a] + anp; @ h, (2.12)

onde ressaltamos a contribuicao de h.
O antfpoda de x] é facilmente obtido usando-se a propriedade antimul-
tiplicativa de S:

1
S(xy) = —xp — §akjhpj = —3 — aihp;. (2.13)

Estamos, agora, de posse de todas as expressoes necessarias ao calculo

dos colchetes deformados dos geradores deformados, conforme (1.70):

[l pf] . = idih (2.14)
[z],2]], = 0 (2.15)
Wl .pf], = 0 (2.16)
(W"al), = [Wpl], =0 (2.17)

Note-se que os colchetes deformados das quantidades deformadas possuem
as mesmas constantes de estrutura que os colchetes ordindrios das quantida-
des nao deformadas. O mesmo se observa em [39] para a algebra universal
envelopante da dlgebra de Poincaré, U(iso(1, 3)).

Calculamos agora os colchetes ordinarios das quantidades deformadas.
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Sao eles

[«] . p]] = idyh (2.18)
[a] 2] = iayh? (2.19)
Wl pf] = 0 (2.20)
(1W7.2] = [W7ef) =0, (2.21)

Note-se, agora, que os x] s tém natureza nao comutativa, ao contréario dos

x;s originais (2.1). A comutatividade pode ser restaurada pela transformagao

inversa de (2.11), i.e., 2; = o + 5

hp;, que é conhecida como desvio de Bopp
na literatura [40]. No entanto, a deformacao nas coestruturas nao pode ser
removida por nenhuma tranformacao, sendo, portanto, ao nosso ver, mais
fundamental. Também é interessante lembrar que h(N') é o subespaco linear
de U(H(N)) e notar que, analogamente, os x7s (junto com p7 = p; e " = k)
formam o subespaco linear de U” (h(N)), que chamaremos b7 (N).
Finalmente, queremos estudar a deformagao da multiplicagao no U (h(N))-
médulo M que consiste no espaco de fungoes em RV dotado da multiplicacio

ponto a ponto usual

(g-h)(@) = g(2)h(z), (2.22)

i e RV,

A acao da dlgebra h(N') sobre o mddulo é a agao adjunta, i.e., é tal que
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p; age por derivagao e x; por multiplicacao,

pogle) = —ingg(o) (2.23)
x> g(2) = & g(2). (2.24)

A multiplicagao deformada no médulo (ver [41]) é dada por

)) = (mo F1)(g(7) ® h(z)) =

Il
3
R
—~
Na}
—
¢
®
=
¢

9(&) » h(E)

= I (g(2) - b)) s (2.25)

onde introduzimos, por conveniéncia, 6;; = a;;h*.

O produto estrela, para este caso particular, é comumente conhecido como
produto de Weyl-Groenewold [42] ou produto de Moyal [43].

Definindo-se o colchete de Moyal como [g,h], = (g9 x h — h * g), vemos

implementada a nao comutatividade entre as variaveis de posicao:

Aqui foi necessario introduzir a notacao ¥; para as quantidades no médulo
correspondentes aos operadores x;. A correspondéncia entre funcoes de ope-
radores da algebra de Heisenberg e fungoes no espaco comutativo se da por
meio da transformacao de Wigner, introduzida em [44]. Inversamente, para
obtermos fungoes de operadores a partir de fungoes de variaveis do espaco

de fase, devemos usar a bem conhecida transformacgao introduzida por Weyl
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em [45].

2.2 Segunda Quantizacao e Osciladores de
Wigner

Tendo estudado a deformagao da &algebra de Heisenberg bosonica, preten-
demos agora mostrar como esta estrutura pode ser obtida num contexto de
segunda quantizagao, sobre a qual cabe fazer uma brevissima digressao agora.
Nesta se¢ao, h ¢ um ntumero.
Considere a Lagrangiana
D ih ¥ n o 2
L= [d°x|—=¢"0,v——|Vy|*|. (2.27)
2 2m
E imediato mostrar que ela fornece, como equacao de movimento, a
equagao de Schrodinger
o R,

Passando para o formalismo Hamiltoniano, a propria definicao do mo-

mento canonicamente conjugado da origem aos vinculos

th
Ty = ST (2.29)
. in
Ty — Ew ~ 0, (2.30)

onde my, 7, representam os momenta canonicamente conjugados a ¢, 1.

Aplicando-se o formalismo de colchetes de Dirac (ver [46]), pode-se impor
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a igualdade forte sobre os vinculos, obtendo-se os colchetes

1

Z,—héD(:E— 7). (2.31)

{¢<fv t)v ¢*<37, t)}DB -

Agora, o procedimento usual de quantizacao canonica pode ser aplicado

e fornece as relacoes de comutacao

[W(@),4' ()] = 6°(F-7) (2.32)
(@), v@)] = (@), (@)] =o0. (2.33)

Definimos os objetos

X = [y (2.34)
ro= -y [P 8w (2.35)

que satisfazem as relagoes de comutagao

(X, P] = k0N (2.36)
(X, X;] = 0 (2.37)
[P, Pl = 0, (2.38)
[N.Xi] = [N,P]=0 (2.39)

onde N = [dPy ()¢ (y) é o chamado operador ntmero de particulas.
As expressoes (2.34)-(2.35) relacionam o formalismo da segunda quantizagao

com o da primeira quantizacao, como veremos.
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As expressoes (2.36)-(2.38) reproduzem a algebra de Heisenberg, com AN
fazendo o papel de extensao central no caso de N particulas. Para mostrar
que tal identificacao, de fato, faz sentido, devemos ver que X; é um operador
posigao e P, um operador momento. Definindo-se |7) = ¥1(%)|0) e aplicando-

se (2.32)-(2.33), obtemos, como desejado,

Xilg) = vil9)- (2.40)

Um calculo direto permite mostrar que

[P, ()] = ihda)(T) (2.41)
[P, ol(@)] = iho' (D), (2.42)

de modo que P; é o gerador das translagoes. Com isto, temos uma descricao
da algebra de Heisenberg no formalismo de segunda quantizacao.

Os campos podem ser agora expandidos em seus modos de Fourier

— 1 ip7

6@ = g [ e (2.43)
— 1 —ipZ

V6 = G [ e 241

e, inversamente,

ag = /de e_%’ﬁzb(f) (2.45)
al, = / APz enP Tyl (). (2.46)
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A algebra satisfeita por ag, a; é

{aﬁ,a;;} — (27h)PsP (5 — ) (2.47)
oz, a5] = [a}aH:O. (2.48)

E interessante notar que a algebra dos campos (2.32)-(2.33) e dos oscila-

dores correspondentes (2.47)-(2.48) é a prépria &dlgebra de Heisenberg h(N)

no limite N' — oo, com %' (Z) e a; como momenta conjugados a ¢ (Z) e ag,
respectivamente, e 6°(Z — ) e (2wh)P§” (P — p’) num papel andlogo a ihd;;.

Agora tentaremos construir a estrutura de algebra de Hopf das algebras
dos campos (%), ¥1(F) e osciladores ag, a;, para depois deformé-la por meio
do mesmo twist F (2.4).

Para tanto, iniciamos por expressar PP no espaco dos momenta

1

e obtemos a algebra dos osciladores com P;

[Pia5] = —piag (2.50)
[Pi,a;} = pa (2.51)

Aplicamos agora o twist
F = exp (%aszz &® PJ> s (252)
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]

e obtemos a deformagao de a; e a;

af = [(ap)fu = ayerom D (2.53)
aff = JUah)fu = afemromd, (2:54)

que é a mesma encontrada em [47], bem como a deformagao dos campos ¢ ()

e ()

WH(E) = o(@) er?h (2.55)

W (@) = i) esnuh, (2.56)

A deformagdo de (%) e () é compativel com a de a; e a; pois elas se

relacionam pela transformada de Fourier usual

af = / APz e WP TYT (7) (2.57)
a;f = /de elﬁﬁ'fwf(f). (2.58)

Conforme vimos, a estrutura algébrica de Heisenberg é corretamente re-
produzida pelas dlgebras de ¥(%), ¥(Z) e az, a; (no sentido de (2.36)-(2.38)
com AN — h, sendo h a extensdo central da secao anterior). Tentaremos
agora reproduzir a estrutura coalgébrica, e veremos que, numa abordagem

ingénua, o processo falha ja no caso nao deformado.

A construgao natural a fazer seria tomar a expressao (2.34) e aplicar a
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propriedade de multiplicatividade do coproduto:

X = [ dPy A @A) -
= /dDy v 7)) @1+ 10¢"(@) W@ @1+ 10 ¢(7)) =

X ®1+10 X+ / 4Py (6 (5) ® $(@) +9(H) © ().

(2.59)

A presenca do termo cruzado € inteiramente indesejavel, pois o coproduto
esperado seria A(X;) = X; ® 1 +1® X;. Mostraremos agora como resolver
este problema.

A solucao repousa na nogao de osciladores de Wigner. Em [48], Wigner
demonstrou que as equacoes de movimento de Heisenberg para os operado-
res momento e posicao podem ser satisfeitas sem que, necessariamente, as
relagoes canodnicas de comutacgao sejam realizadas.

A construgao de Wigner requer, no caso mais simples (de um tnico os-
cilador bosonico), que a Hamiltoniana seja expressa como o anticomutador

dos osciladores @ = a~ e al = a™,
Ly o &
H= §{a ,a’}, (2.60)

e, para compatibilizar as equacoes de movimento de Heisenberg com as

equacoes de Hamilton, também

[H,a*] = +a™*. (2.61)
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Introduzindo, adicionalmente,

E* = {a*,a*}, (2.62)

o que se obtém ¢é a superalgebra ortossimplética osp(1]2) (ver [49]).

Note-se que, nesta construcao, os operadores de criacao e aniquilagao
sao de natureza fmpar, em oposicio & sua natureza fisica bosonica,! e é
precisamente esta ideia que usaremos para resolver o problema de (2.59).

Para resolver o problema da incompatibilidade da deformagcao da algebra
dos campos da segunda quantizacao com a deformacao da algebra de Heisen-
berg, iniciamos por re-escrever os operadores de posi¢ao, momento e nimero

com o ordenamento de Weyl [45]:

% = 5 [ Pyu @@ + v @) (2.63)
= 5 [ @ (el + o) (264
¥ o= 5 [ @ @@ + e @) (2.65)

Eles satisfazem a mesma algebra que os operadores X;, P, e N introdu-
zidos anteriormente. Aproveitamos para re-escrever o operador P; no espaco
dos momenta, visto que ali ele toma uma forma diagonal que facilitara os

calculos subsequentes.

Conforme foi antecipado, declaramos agora que ¢ () e ay sdo impares, e

1O mesmo acontece no formalismo da supersimetria BRST.
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o coproduto de X; é corretamente induzido como

AE) = 5 [ @y uAE @A) + AW @) =

2

+O(@)Y () © 1 = 1) @ U(H) + () @' ([F) + 1Y@ (Y)] =

= X;01+1®X,,
o mesmo valendo, por cdlculo exatamente andlogo, para os coprodutos de P,
e N.

O antipoda de X; também é, como esperado,

_ ! / Py T @) ® 1 — (@) © 61 + 01§ ® ¥(@) + 1© $T @@ +

(2.66)

S = 5 [ Py ulSE@ @)SE @) -
- %/ @7y il(=1) VPO (T () S (@) + (1) PO (7)) S (47 ()] =
= 5 [ Pvu (@@ - v @) -
- K

bem como

S(F) =—F (2.68)

S(N) = —N. (2.69)

A counidade nao é problema, visto que €(¢ (%)) = €(az) = 0 leva direta-

mente a €(X;) = ¢(P;) = ¢(N) = 0.

O caso nao deformado encontra-se, portanto, resolvido. Resta mostrar,
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agora, que as deformagoes (2.53)-(2.54) e (2.55)-(2.56) induzem corretamente
as deformacgoes dos objetos bilineares integrados.
A deformacio de X; pode ser mais facilmente calculada no espaco dos

momenta:
cF_ [ p (wF S F o F S 4F - 1 =
X, =—[d"p (aﬂ Op, a; +az; Op, a; ) =X, - §aijpth’ (2.70)

e vé-se que ela se reduz a deformagao (2.11) no limite de uma particula
(hN — h).
A (auséncia de) deformacéo de P, também pode ser facilmente calculada

5 1 F F
Pl = §/depz' (aj; ay + agay ) =

1 , iy » ,
= 5 [ pp (afetoon e ounPias 4 aped oumPieinnPiol) -

- B. (2.71)

Deste modo, conclui-se que, além de poder-se construir a algebra universal
envelopante da algebra dos campos e osciladores de Schrodinger e deformé-la
por meio do Drinfel’d twist, também se pode induzir corretamente a estrutura
de algebra de Hopf dos operadores posigao e momento, tanto no caso usual
quando no caso deformado, desde que se encarem os campos e osciladores

fundamentais como geradores impares de uma superalgebra de Lie.
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2.3 Algebras de Heisenberg Estendidas

Apresentamos, nesta secao, um exemplo muito simples de um procedimento
que pode ter aplicacoes bastante interessantes. Tal procedimento consiste em
construir elementos compostos a partir dos elementos primitivos da algebra
de Heisenberg e depois, por razoes fisicas (e.g., a necessidade de induzir-
se uma regra de composi¢ao correta para o estado de muitas particulas),
declarar que sao elementos primitivos de uma algebra estendida. A natureza
composta original é utilizada, tao somente, para calcular as constantes de
estrutura da nova algebra. Estas ideias encontram-se bem discutidas em
[51].

Iniciamos com a dlgebra de Heisenberg h(N) descrita acima e introduzi-

mos os elementos

Ky = B
My = =
Ny = B
v, = xi? (2.72)

que agora declaramos serem elementos primitivos de uma algebra estendida.
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A Algebra assim estendida satisfaz a

[Kj, v —10ikDj — 10;1Ds,
[Mij, 4] — 105k T s,
[Nij» i) — 10k,
[Mj, pr] 10ikD;,
[Nij, Pe] 101Di
(Vij. Dk 1025 + 1052,

Vijs Kl = ;e My + 165 My, + 16;.Ny; + 104 Ny,
Vijs Ml = i0uVi + 6, Vig,

Vijs Nl = 0 Vit + 106V,

(Kij, M) = —ibi kK — 10,3, Ky,
(Kij, N = —i6y K, — 10, K,

Trata-se, na verdade, da dlgebra dada pela soma semidireta h(N') D, sp(2N)
[52].
Agora podemos considerar a Hamiltoniana do oscilador harmonico dada

por

H= pr Z A (K +w?Vi) (2.74)

onde A é uma constante de normalizacao apropriada.
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Aplicamos agora o twist usual

F = exp(z'aijpi ® pj), (275)

com Qyj = —Qj;.

A Hamiltoniana deformada é
H]: =H — 2)\w2h@ijMij -+ )\(JJZHQO(Z‘]‘CYikKjk. (276)
O coproduto deformado da Hamiltoniana é

A]:(H) = A(H) —2)\w2&ij (pi®a:j —Zj ®pi) —i—)\wQaijakj(hKik@h— h®hKik),
(2.77)

sendo, por outro lado, o coproduto deformado da Hamiltoniana deformada
A7 (H?) = H @1+10H” -4’0y (p; @)+ 2 w’ ovap; (RK 3 @ R). (2.78)

Este tipo de extensao da algebra de Heisenberg e a classe de Hamiltonia-
nas que ele fornece tem sido discutido, por exemplo, no contexto de mecanica

conforme e supersimetria bosonizada [53].
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Capitulo 3

Algebras de Heisenberg
Fermionicas e Mecanica
Quantica Supersimétrica

Deformada

Teorias quanticas em espagos nao anticomutativos vém sendo estudadas na
abordagem do Drinfel’d twist ([54], [55]). Neste capitulo estudaremos as de-
formacoes da mecanica quantica supersimétrica unidimensional N -estendida
por meio do twist das algebras de Heisenberg fermionicas. Mostraremos que
duas construgoes sao possiveis, quais sejam, a identificagao da algebra de
supersimetria com a algebra de Heisenberg fermionica (possivel para N par),
e a realizacao da algebra de supersimetria em termos de operadores perten-
centes a algebra universal envelopante gerada por um oscilador bosonico e

N osciladores fermionicos (possivel para qualquer A'). Recuperaremos, num
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contexto mais geral, alguns resultados da literatura.

3.1 Algebra de Heisenberg Fermionica e Algebra
de Supersimetria Unidimensional AN -estendida

Considere a dlgebra de Grassmann gerada por N coordenadas anticomuta-

2]

tivas 0,. Estas coordenadas, junto com suas derivadas de Berezin d, = 55—,

formam uma superélgebra de Lie com 2N geradores impares e um tnico ge-
rador par, a extensao central z. Trata-se da algebra de Heisenberg fermionica

hr(N), satisfazendo as relagoes de (anti)comutagao

{04,053} = {0.,08} =0, (3.1)
{aa, 95} = 5a52, (32)
(2,8,] = [2,60a] = 0. (3.3)

Como discutido no capitulo anterior, uma interpretagao cuidadosa do
papel da extensao central é necessaria, sendo seu coproduto e antipoda dados

por

Alz) = 2014+1®=2 (3.4)

S(z) = —=z. (3.5)

Pode-se atribuir aos geradores de hr(N) dimensao de massa [6,] = —
[0a] =%, [2] = 0.

Passamos agora & dlgebra universal envelopante U (hr(N)), que tem estru-
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tura de superalgebra de Hopf, e a deformaremos por meio do twist abeliano
F = exp (Cagaa & 85) s (36)

expresso em termos da matriz diagonal

1
Cag = M??ag, (37)
onde M ¢ um parametro de massa e 7,5 ¢ uma matriz diagonal adimensonal
admitindo, sem perda de generalidade, p entradas +1, ¢ entradas —1 e r
entradas zero (p+q+1r=N).
Lancando mao das técnicas desenvolvidas nos capitulos anteriores, obte-

mos a deformagao nos geradores 6,
F_FPio\T
Ha =f (Ha)fﬂ =0, + Caﬁagz, (38)

nao sofrendo os demais geradores deformacao por comutarem com os 9, do
twist. Note-se que os geradores deformados diferem dos originais pelo andlogo
fermionico do desvio de Bopp.

O coproduto deformado de 6, é

AT(0a) = exp(Cagda @ 05) A(fa) exp (—Copda @ 05)

= Ha®1+1®0a+0a5(85®z—2®85), (3.9)
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e evidentemente

AT (D)) = 0,981 +1®0, (3.10)
A(2) = 201+1®2. (3.11)

Como
X = [*S(fa) = exp (—Cap0,0s) = 1, (3.12)

o antipoda nao sofre deformacao.

A matriz-R universal é dada por

R = Z DI(fo 7 @ [ fs) = exp (—2Cap0a © D3) (3.13)
de modo que obtemos o coproduto deformado de 67 como
AP0 =07 @1 +1®607 +2C,505 @ . (3.14)
De posse do antipoda

S(0F) = —0, + Cupz05 = —07 + 20,3205, (3.15)
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podemos calcular os colchetes deformados

{0207}, = das?”,

{02,051, = 0, (3.16)
{0095}, = o (3.17)
07.27], = [02.27] =0, (3.18)

que possuem as mesmas constantes de estrutura da algebra original (3.1)-
(3.3).
Os colchetes ordinarios dos geradores deformados tornam nao anticomu-

tativos os geradores originalmente grassmannianos:

(67,07} = dasz, (3.19)
{67.65}F = 2C.52° (3.20)
{07,0]} = o, (3.21)
[27.07] = [7,0]] =0. (3.22)

Tratamos, agora, de estudar a deformagao da multiplicacao m num modulo
M. O moédulo serd novamente um espago de fungoes, agora das varidveis

grassmanianas, e a agao de hp(N) dada por

da
=z— 2
Ou>a zaea (3.23)
O,>a=20,-a, (3.24)

onde - denota a multiplicagdo grassmanniana usual, i.e., a-b = m(a ® b),
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a,be M.

Como estamos trabalhando no mddulo, que fornece uma representacao
de hr(N), a extensao central deve tomar um valor numérico. Em particular,
por conveniéncia, escolhemos z = 1.

Deste modo, a multiplicacao deformada é

axb=m"(a®@b) = (moF Ha®0b). (3.25)

Definindo [a,b}, = ax b+ (1)1« a, temos

{00,605}, = 2Cag, (3.26)
{04,035}, = Odag, (3.27)
{04,058}, = 0, (3.28)

que nos fornece uma cliffordizagao das coordenadas outrora grassmannianas,
analoga a obtida em [56], [57], [58] .

Agora consideraremos a algebra de supersimetria unidimensional N -esten-
dida e mostraremos que, para valores pares de N, ela é isomorfa a b F(%/),
de modo que a deformagao obtida acima pode ser aplicada com facilidade se
fizermos as identificagoes convenientes.

Para tanto, considere a algebra formada pelos geradores de supersimetria

Q1 e a extensao central H satisfazendo a

{Qr,Q,} = ouH, (3.29)

[H, @I} — 0, (3.30)
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I,J=1,...,N.
Para N par, podemos dividir os geradores impares nos setores quiral ; e

antiquiral Q;:

Qi = Qi+iQ .y, (3.31)

= Qi —iQx, (3.32)

ol

Comizl,...,%/.

Feito isto, a algebra ¢é re-expressa como

{Qi,Q;} = {Q,Q;} =0, (3.34)
[H,Qi] = [H,Q;]=0. (3.35)

Esta dlgebra ¢ isomorfa a (3.1)-(3.3) se fizermos as identificagoes

Qi < 0O (3.36)
Q; < 0a (3.37)
2H <+ 2. (3.38)

Usando essa identificacao em (3.6), deformamos, agora, a algebra (3.33)-

(3.35) por meio do twist abeliano

Q ®_j) , (3.39)



Nij

com Cy; = 37, onde 7;; ¢ uma matriz diagonal adimensional com p entradas

positivas, ¢ negativas and r zero (p + ¢ +r = N) e M um parametro de
massa.
Esta deformacao, conforme antecipado, coincide com (3.6).

O coproduto deformado de @); é
AT(Qi) = A(Qi) + Cy(Q;@ H — H® Q). (3.40)
Os tnicos geradores deformados sao os @);s, cuja deformacao é dada por
QF = Qi+ CyQ;H. (3.41)

A matriz-R universal ¢ F~2, de sorte que o coproduto deformado dos

geradores deformados é
A(QF) =Qf ®1+1®Qf +20,Q,;® H, (3.42)
o que, juntamente com os antipodas

S(Q;F) =—Q; + C’ij@jH = —Q;F + QCZ‘]‘@]-H, (3.43)
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permitira o calculo dos colchetes deformados

{@;776237}]: = (Sz‘jH}—Iéin, (344)
{@f,@f}f — 0, (3.45)
{@f.Qf}, = o, (3.46)
Q7 H], = [@f,ﬁf}f:o. (3.47)

Em contrapartida, os colchetes ordinarios das quantidades deformadas

sao

@7} = o, (3.48)
{al.a/} = o (3.49)
{@7.Q7} = 20,(H7)?, (3.50)
[Hf,@ﬂ — [H7,QF] =0. (3.51)

E de notar-se que superalgebras nao lineares da forma {Qa, Qv} = S P (H),
com P,(H) um polinémio de ordem n da Hamiltoniana, foram introduzidas

em [50].

3.2 Representacao de superespaco

Agora queremos estudar a deformacao da mecanica quantica supersimétrica
na representacao de superespaco. Para tanto, faz-se necessario introduzir
o conjunto de variaveis grassmannianas ; e suas derivadas Jy,, que, com a

extensao central z, formam a élgebra h(N), bem como o parametro bosonico
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t e sua derivada 0;, que, com a extensao central A, satisfazem a algebra de
Heisenberg bosonica h(1). Obtemos, portanto, a principio, a élgebra h(1) ®
hr(N). Podemos agora identificar as extensoes centrais (z = h), obtendo
assim uma &dlgebra que chamaremos h(1, N). A algebra de supersimetria
N-estendida pode ser realizada explicitamente em termos de operadores da

algebra U(H(1,N)):

Qr = 80[—1-%91@, (3.52)

coml=1,... N.

Aqui é necessario impor, na mesma linha do discutido na se¢ao 2.3 e em
[51], que o coproduto nao deformado de @ 7 coincida com o coproduto de um
gerador fermidnico primitivo, i.e., A(@I) = @1 R1+1® @1. Deste modo,
nao é preocupante a presenca de termos do tipo % na expressao acima.

Como estamos trabalhando em U (h(1,N')), agora é possivel deformar os

geradores de supersimetria por meio do twist (3.6)
F = exp(Cr0s, ® 0y, ), (3.54)
obtendo como geradores deformados
0T = Qi + CryHOy,, (3.55)

e, é claro, H” = H.
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Obtém-se como coproduto deformado de @ 7

AF(Qr) = AQn) + Cry(09, ® H—H @ dy,), (3.56)
a0 passo que o coproduto deformado de @]F é
AT(@QT) = QF ®1+1® Qf +2C1,(0, ® H). (3.57)
Os colchetes ordinérios dos geradores deformados sao
{QF,Q7} = 617H + 201, H?, (3.58)

enquanto os colchetes deformados, como esperado, restauram a algebra ori-

ginal
(@7 ijf}f = 01/H. (3.59)

Discutiremos, a seguir, os casos particulares N =2 e N = 4.

3.2.1 O caso N =2

Consideramos, aqui, a realizacao dos geradores de supersimetria N' = 2 por

meio da algebra U(H(1,2)):

~ i
Ql = 801 + %elata (360)
Os = Oy, + —0,0,. (3.61)
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Podem-se acrescentar as derivadas fermionicas

D, = agl—%elat, (3.62)
Dy = 392—%82@. (3.63)

Estes quatro geradores, mais a extensao central H, satisfazem a chamada

dlgebra de pseudossupersimetria N' = (2,2) dada pelas relagoes

{Qr.Qs} = 1M, (3.64)
{D1,D;} = —o1,4, (3.65)
{D1.Qs} = 0, (3.66)
[H,@,] — [H,Dj]=0. (3.67)

Podemos agora deformar esta dlgebra por meio de qualquer twist F €
UH(1,2)) @U(H(1,2)) que seja invertivel e satisfaga a condi¢ao de 2-cociclo.

Em particular, um twist abeliano admissivel é

onde
Q = Qi—iQs, (3.69)
D = Dy —iD, (3.70)

e €, 1 sao numeros normalizaveis a +1, —1 ou 0 sem perda de generalidade.
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O twist (3.39) é recuperado para n = 0, C1; = 7.

Os geradores deformados sao

Qf = Qi+ %(@1 —iQ2)H, (3.71)
Q] = Qa- %(@1 —iQ2)H, (3.72)
Df = D+ %(D1 — iDy)H, (3.73)
Dy = DQ—%%ﬂh—iDgH} (3.74)

e H = H.

Os coprodutos deformados sao dados por

N@) = M@+ (@ H-HoG) -1
M Q) = Q) -1
(D)) = A(D) - Dyt~ He Dy + 1
N (Dy) = AD)+ (D@ H—He D)+

~ ~ €
@@H—H@QQ—M

Como
_ fa _ _fA?2 52
x=1r S(fa)—eXp< i P
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(Q:® H — H® Q)
(Q:® H — H®Qy),
(Dy @ H— H® D),
(Dy® H — H® D).

(3.75)

) ~1, (3.76)



os antipodas nao se deformam e sao

~ ~ 2€  ~ o~
S(Q) = —Qf +3;(Q—iQ), (3.77)

~ A~ 21€  ~ o~
S(QF) = —Q7 — 37 (Q1—iQy), (3.78)

2 .
S(DT) = —Df = JH(Dy —iDy). (3.79)
S(Dy) = —D§+22ﬁ"(D1 —iDy). (3.80)
A matriz-R universal é simplesmente
_ 2 _ o fAA LN P

R=F _exp[ Q(MQ®@+MD®D>]. (3.81)

Com estes resultados, podemos calcular os coprodutos deformados das

quantidades deformadas. Sao eles

N@) = Fel+100]+ (@ -iQ)oH,  (38)

. . o e~ .

AT@QF) = QTe1+18Q] - Qi -iQ)eH,  (383)
2

AT (D7) = Df®1+1®Df—Mn(D1—iD2)®H, (3.84)

u
AF(DI) = Df®1+1®Df+%(D1—iD2)®H, (3.85)

e fornecem, conforme esperado, os colchetes deformados dos geradores defor-

mados com as constantes de estrutura originais,

(QT.Q7}r = onH”, (3.86)
{Df.D}}Yr = —01,H7, (3.87)
{DF.Q7}F = o (3.89)
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Agora passamos a estudar a multiplicagao deformada num mdédulo que

consiste no espago de fungoes das variaveis grassmannianas 6, 6s. A multi-

plicacao ordinaria m é o produto grassmanniano usual, i.e.,
m(0;®0,;)=0;-6,.
A acao de @1 e Dy no médulo é dada por
Qi>60,=Di>0; =0y,
Definimos o produto estrela como
0r%0;=m” (0;®0;) = (moF1)(0;®0))

e calculamos explicitamente

€
91*91 = ———1,
e
Oy 50y = — 4L
2% 02 M.+M.’
O, %0, = _E_ﬂ+91927

de modo que os anticomutadores estrela sao

. = 252
. = 2(5 2.
(0,,0,), = —2i (ﬁ+%)
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Passando para coordenadas quirais

9 == 81 +Z€2,

0 = 0,—ibs, (3.98)

os anticomutadores estrela exprimem-se como

0,0}, = —8 (%Jr%) (3.99)
{0,6}, = 0, (3.100)
{6,6}, = 0, (3.101)

dando-nos a cliffordizagdo em metade das coordenadas (setor quiral), como
obtido em [59] e [60].
Como H” = H, poder-se-ia pensar que o setor bosonico nao sofre de-

formagao alguma. No entanto, considere o operador bosonico
i o~~~ o~
W = 5(@1@2 — Q2Q1), (3.102)

que também é declarado primitivo, ou seja, A(W) = W @1 +1 W e
S(W)=-W.

Se procedermos a sua deformagao (fazendo, por simplicidade, n = 0),
obtemos que W7 = W, pois [Q, W] = —2HQ. Nao h4, pois, deformacio no

nivel algébrico. O coproduto de W, no entanto, é deformado:

AT (W) = A(W) (Q®QH +QH ® Q), (3.103)

2%
M
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0 que mostra que o setor bosonico nao é inteiramente infenso a deformacao

fermionica.

3.2.2 Ocaso N =14

Voltamos nossa atencao agora para a algebra de supersimetria N = 4

{Q1.Qs} = onH, (3.104)

[H , @z} = 0, (3.105)

(I,J =1,2,3,4) e aplicamos o twist

F = exp (%@ ® @j) : (3.106)

onde n;; ¢ diagonal e
Q@ = Qi—iQs, (3.107)
Q@ = Qs—iQu. (3.108)

Fazemos 111 = € e oy = 1.

O mesmo procedimento de antes nos permite calcular a deformacao dos
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geradores

@{ - Qi+ %(@1 — i@2)H7
@f = Qy— %(@1 - i@2)H,

ng — Qs+ i((:23 — i@4)H7

M

@f = Q- %(@3 - i@4)H‘

Os coprodutos deformados sao

A (Qr) = A(Q1)+M(Q1®H

1€
M

~H®Q)

1€
_ M(

(3.109)
(3.110)
(3.111)

(3.112)

@2®H_H®@2)7

' (@1®H—H®@1)—%(@2®H—H®@2)7

AT(Qs) = A(@H%(@@H—H®@3)—%(@4®H—H®@4),

M) = MQ) - TH@s @ H - HoGy) ~ 1-(Qye H— Ho Q).

(3.113)

A matriz-R universal é simplesmente F~2, permitindo o calculo dos co-

produtos deformados dos geradores deformados

. . . %~ .
AT@QT) = QT@1+19Q] + Qi -iQ) @ H,
. . . 2ie A A
AT(QF) = QT e1+100Q7 — 17 (Q1—iC) @ H,
. . . m ~ .
AT@QF) = Qfe1+10Qf + Qs —iQu @ .

N N . 2in A~ o~
AF@QT) = Qfe1+10Qf - T(@s—iQ) e .
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Os antipodas sao

S@F) = ~0f +37(Qu i)
SF) = ~0f — Tr(@i i)
S@QF) = —Qf"‘%(@?)—i@zx),
S@T) = ~QF 2705~ i)

de modo que os colchetes deformados sao, como esperado,

{@fv @L]I:}}'

[Hf’ @ﬂ F

Examinamos agora a multiplicacao deformada m

= 5IJH]:7

= 0.

F

(3.118)
(3.119)
(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

no espaco de fungoes

de variaveis de Grassmann 0y, I = 1,...,4, com a acao dos (J;s sobre o

modulo dada por @1 >0y =05y.

Com a definicao ja dada de produto estrela, tem-se

91*91
‘92*92
‘93*‘93

‘94*94

<=5

<I=

(3.124)
(3.125)
(3.126)

(3.127)

e todas as demais combinagoes coincidem com o produto grassmanniano or-

dinario.
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Passando para coordenadas quirais

G = 01+ by, (3.128)
G o= 0, —iby, (3.129)
G = 03410, (3.130)
G = 03—iby, (3.131)

os anticomutadores estrela sao

{GGhe = —8%, (3.132)
{Ci1 ¢l = 0, (3.133)
{¢,¢ = 0, (3.134)

dando-nos novamente a cliffordizacao nas coordenadas quirais sem barra,
como em [59] e [60].

Para mostrar que o setor bosonico também sofre algum efeito do twist,
procedemos analogamente e introduzimos os operadores bosonicos hermitia-

nos

W= (@G- Q) (3.135)

Wy = (@i Q). (3.136)

que sao, novamente, considerados como elementos primitivos.
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Sua dlgebra com os Q;s é
[Q;, W;] = —2HQ,0;; (sem soma em i), (3.137)

de modo que nao ha deformacio no nivel algébrico, i.e, W/ = ;. O mesmo

nao se verifica no nivel coalgébrico, pois seus coprodutos deformados sao

NF(W) = AW ~ (@, 0 Q,H + Q,H 0 Q). (3.138)
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Conclusao

Neste trabalho provamos que é possivel construir a algebra universal envelo-
pante U(h) da dlgebra de Heisenberg, e deforma-la por meio de um Drinfel’d
twist abeliano desde que o papel da extensao central seja cuidadosamente le-
vado em conta, i.e., considerando-a como um elemento genérico da algebra de
Lie e nao um miiltiplo da identidade. Mostramos que os comutadores defor-
mados dos geradores deformados z7 e p/ do subespaco linear de U7 (b) exi-
bem as mesmas constantes de estrutura da algebra original, ou seja, a algebra
F F

[zi, 2j] = 0 é reproduzida pela deformagao: [z;, 27 ] = 0. A ndo comutati-

vidade emerge no caso hibrido, quando computamos o comutador ordinério
dos geradores deformados como [z, xf ] = i0;;. Mostramos também como
implementar um produto estrela no médulo, e como este produto também
dé origem a nao comutatividade da forma [%;, &;], = i6;;

Passando ao formalismo de segunda quantizagao, os geradores de posi¢ao
e momento da algebra de Heisenberg sao realizados como bilineares integra-
dos dos campos e osciladores (modos de Fourier) de Schrédinger. Constréi-se
a algebra universal envelopante da algebra dos osciladores e vé-se que a es-

trutura de dlgebra de Hopf da algebra de Heisenberg nao é corretamente re-

produzida (a falha é nas coestruturas). Mostramos que o problema é inteira-
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mente sanado e a estrutura completa de algebra de Hopf da algebra de Heisen-
berg é corretamente induzida se adotarmos, simultaneamente, o ordenamento
de Weyl e a prescricao de Wigner de encarar os osciladores de Schrodinger
como geradores de uma superalgebra apropriada, como osp(1|2n). Levando
em conta a natureza impar (oposta a real natureza fisica) dos osciladores,
pode-se obter corretamente a dlgebra de Hopf U (h) e deformé-la em U7 (h). A
deformacao de U(h) ¢ inteiramente compativel com a deformacao da algebra
dos osciladores basicos.

Por fim, investigamos as deformacoes da algebra de Heisenberg fermionica
e da mecanica quantica supersimétrica unidimensional NV -estendida por meio
de um twist abeliano. Apresentamos duas construcoes possiveis. Primeiro,
para valores pares de N, pode-se proceder & identificacao com a dlgebra
de Heisenberg fermionica, obtendo-se a mesma deformacgao com a troca dos
simbolos. Alternativamente, pode-se adotar a representagao de superespaco,
em que a algebra da mecanica quantica supersimétrica é realizada em ter-
mos de operadores pertencentes a superalgebra universal envelopante gerada
por um oscilador bosonico e multiplos osciladores fermionicos, e deformar
a algebra de supersimetria neste cenario. Tanto em termos de geradores
deformados quanto de um produto deformado corretamente definido num
modulo, reobtivemos, num contexto mateméatico mais geral, resultados de
cliffordizagao da literatura. Mostramos que, mesmo tratando-se de um twist
fermionico, o setor bosonico da teoria sofre deformagao em seus estados de
muitas particulas, como se depreende da deformagao do coproduto. Os mo-
delos considerados admitem derivadas fermionicas que violam a regra de

Leibniz Zs-graduada.

67



Referéncias Bibliograficas

[1] M. Born, Proc. Roy. Soc. London A143, 410 (1933).
[2] W. Heisenberg, Ann. Phys. 32, 20 (1938).

[3] S. Doplicher, K. Fredenhagen e J. Roberts, Phys. Lett. B 331, 39
(1994).

[4] S. Doplicher, K. Fredenhagen e J. Roberts, Commun. Math. Phys. 172,
187 (1995).

[5] H. S. Snyder, Phys. Rev. 71, 38 (1947).

[6] N. Seiberg e E. Witten, JHEP 9909, 032 (1999) [arXiv:hep-
th /9908142).

[7] M. R. Douglas e N. A. Nekrasov, Rev. Mod. Phys. 73, 977 (2001)
[arXiv:hep-th/0106048].

[8] R. J. Szabo, Phys. Rept. 378, 207 (2003) [arXiv:hep-th/0109162].

[9] R. Banerjee, B. Chakraborty, S. Ghosh, P. Mukherjee e S. Samanta,
Found. Phys. 39, 1297 (2009) [arXiv:0909.1000 [hep-th]].

[10] V. G. Drinfel’d, J. Sov. Math. 41, 898 (1988) [Zap. Nauchn. Semin.
155, 18 (1986)].

[11] V. G. Drinfel’d, Sov. Math. Dokl. 32, 254 (1985) [Dokl. Akad. Nauk
Ser. Fiz. 283, 1060 (1985)].

68



[12] M. Jimbo, Lett. Math. Phys. 10, 63 (1985).
[13] H. Hopf, Ann. of Math. 42, 22 (1941).
[14] M. E. Sweedler, “Hopf Algebras”, W. A. Benjamin, Nova York (1969).

[15] E. Abe, “Hopf Algebras”, Cambridge University Press, Cambridge
(1980).

[16] S. Dascalescu, C. Nastasescu e §. Raianu, “Hopf Algebras: An Intro-
duction”, Marcel Dekker, Nova York (2001).

[17] V. Chari e A. Pressley, “A Guide to Quantum Groups”, Cambridge
University Press, Cambridge (1994).

[18] S. Majid, “Foundations of Quantum Group Theory”, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge (1995).

[19] M. Jimbo (org.), “Yang-Baxter Equation in Integrable Systems”, World
Scientific Publishing Co., Cingapura (1989).

[20] M. Chaichian, P. P. Kulish, K. Nishijima e A. Tureanu, Phys. Lett. B
604, 98 (2004) [arXiv:hep-th/0408069)].

[21] L. G. Aldrovandi e F. A. Schaposnik, JHEP 0608, 081 (2006)
[arXiv:hep-th/0604197].

[22] Z. Kuznetsova, M. Rojas e F. Toppan, Int. J. Mod. Phys. A 23, 309
(2008) [arXiv:0705.4007 [hep-th]].

[23] P. G. Castro, B. Chakraborty e F. Toppan, J. Math. Phys. 49, 082106
(2008) [arXiv:0804.2936 [hep-th]].

[24] P. G. Castro, B. Chakraborty, Z. Kuznetsova e F. Toppan, ar-
Xiv:0912.0704 [hep-th].

[25] F. Borceux, “Handbook of Categorical Algebra”, vol. 1, Cambridge
University Press, Cambridge (2008).

69



[26]
[27]
[28]
[29]
[30]
[31]
[32]
[33]
[34]

[35]

[36]

[37]

[38]
[39]
[40]
[41]
[42]
[43]
[44]

[45]

M. Artin, “Algebra”, Prentice-Hall, Upper Saddle River (1991).
S. Majid, Int. J. Mod. Phys. A 5, 1 (1990).

C. N. Yang e C. P. Yang, Phys. Rev. 150, 321 (1966).

C. N. Yang e C. P. Yang, Phys. Rev. 150, 327 (1966).

C. N. Yang e C. P. Yang, Phys. Rev. 151, 258 (1966).

R. J. Baxter, Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. 289, 315 (1978).

N. Reshetikhin, Lett. Math. Phys. 20, 331 (1990).

N. Jacobson, “Lie Algebras”, Dover, Nova York (1962).

S. L. Woronowicz, Commun. Math. Phys. 122, 125 (1989).

P. Aschieri, M. Dimitrijevi¢, F. Meyer e J. Wess, Class. Quant. Grav.
23, 1883 (2006) [arXiv:hep-th/0510059].

P. Aschieri, J. Phys. Conf. Ser. 53, 799 (2006) [arXiv:hep-th/0608172].

A. O. Barut e R. Raczka, “Theory of group representations and appli-
cations”, 2. ed., World Scientific Publishing Co., Cingapura (1986).

T. D. Palev, arXiv:hep-th/9307032.

P. Aschieri, arXiv:hep-th/0703013.

F. Bopp, Ann. Inst. Henri Poincaré 15, 81 (1956).

P. Aschieri, Fortschr. Phys. 55, 649 (2007).

H. J. Groenewold, Physica 12, 405 (1946).

J. E. Moyal, Proc. Cambridge Phil. Soc. 45, 99 (1949).
E. P. Wigner, Phys. Rev. 40, 749 (1932).

H. Weyl, Z. Phys. 46, 1 (1927).

70



[46] P. A. M. Dirac, “Lectures on Quantum Mechanics”, Belfer Graduate
School of Science, Yeshiva University, Nova York (1964).

[47] A. P. Balachandran, G. Mangano, A. Pinzul e S. Vaidya, Int. J. Mod.
Phys. A 21, 3111 (2006) [arXiv:hep-th/0508002].

[48] E. P. Wigner, Phys. Rev. 77, 711 (1950).
[49] L. Frappat, P. Sorba e A. Sciarrino, arXiv:hep-th/9607161.

[50] A. A. Andrianov, M. V. Toffe e V. P. Spiridonov, Phys. Lett. A 174,
273 (1993) [arXiv:hep-th/9303005).

[51] B. Chakraborty, Z. Kuznetsova e F. Toppan, arXiv:1002.1019 [hep-th].
[52] M. Valenzuela, arXiv:0912.0789 [hep-th].

[53] F. Correa, M. A. del Olmo e M. S. Plyushchay, Phys. Lett. B 628, 157
(2005) [arXiv:hep-th/0508223].

[54] B. M. Zupnik, Phys. Lett. B 627, 208 (2005) [arXiv:hep-th/0506043].

[55] M. Dimitrijevi¢, V. Radovanovi¢ e J. Wess, JHEP 0712, 059 (2007)
[arXiv:0710.1746 [hep-th]].

[56] A. C. Hirshfeld e P. Henselder, Annals Phys. 302, 59 (2002).
[57] A. C. Hirshfeld e P. Henselder, Annals Phys. 308, 311 (2003).

[58] A. C. Hirshfeld, P. Henselder e T. Spernat, Annals Phys. 314, 75 (2004)
[arXiv:quant-ph/0404168].

[59] Y. Kobayashi e S. Sasaki, Int. J. Mod. Phys. A 20, 7175 (2005)
[arXiv:hep-th/0410164].

[60] M. Ihl e C. Simann, JHEP 0601, 065 (2006) [arXiv:hep-th/0506057].

71



