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Resumo

Neste trabalho analisamos o comportamento da temperatura de Hawking sob uma
transformacao conforme entre variedades, para os buracos negros carregados assintoti-
camente planos e assintoticamente nao planos da teoria Einstein-Maxwell-Dilaton e os
buracos negros frios da teoria de Brans-Dicke. Obtivemos a invariancia conforme da tem-
peratura de Hawking para os buracos negros das duas teorias e uma nova classe de buracos

negros frios.
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Introducao

No inicio do século passado Planck, discretizando a energia em pequenos pacotes en-
ergéticos chamados “quanta”, descreveu corretamente o fendomeno da radiacao do corpo
negro, iniciando assim a chamada “Mecanica Quantica” (MQ), onde o espectro de validade
das grandezas fisicas pode ser discreto.

No decorrer dos anos, tanto antigos experimentos como novos que consideravam os
fundamentos da matéria, continuaram comprovando a MQ. Entao, com a consideracao de
que campos quantizados representavam particulas elementares da matéria e suas simetrias
através dos grupos de calibre, formulou-se o famoso “Modelo Padrao”das particulas ele-
mentares e o “Grupo de Renormalizagao”, quantizando assim as interagoes fundamentais,
menos a gravitacional.

Existem intmeras tentativas de quantizar a gravitacao, mas mencionaremos aqui so-
mente a Teoria de Cordas (TC) [37], contendo a gravitacdo quantizada, mas é valida para
baixas e altas energias, no caso de baixas energias podendo ser levada a Relatividade Geral
de Einstein. Em particular, existe uma aproximacao chamada semi-classica da gravitacao
ou Teoria Quantica de Campos em Espacos Curvos , que considera campos quanti-
zados interagindo com a gravitacao classica, valendo somente a baixas energias. Assim,
para baixas energias podemos considerar validas tanto a Teoria de Cordas como a Teoria
Quantica de Campos em Espagos Curvos.

Faremos neste trabalho a analise semi-classica do comportamento da temperatura de
Hawking para os buracos negros carregados da teoria Einstein -Maxwell-Dilaton (EMD)
generalizada por um parametro a, e que pode ser levada a Teoria de Cordas por uma

transformacao conforme. Também faremos a andlise semi-classica do comportamento da



temperatura de Hawking para os buracos negros frios da Teoria de Brans-Dicke, que em
certos casos pode ser levada a Teoria de Cordas.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira.

No primeiro capitulo, fazemos uma breve revisao sobre buracos negros (BN) e ter-
modinamica de buracos negros classicos e semi-classicos. No segundo capitulo, primeira-
mente resolvemos as equacoes de Einstein para a teoria EMD, com fonte pontual e estatica
e com o espaco-tempo esfericamente simétrico e estatico. A seguir calculamos a temper-
atura de Hawking dos buracos negros assintoticamente planos (AP) para o referencial
de FEinstein e o referencial de cordas, estabelecemos solugoes da teoria EMD de bura-
cos negros carregados assintoticamente nao planos (ANP) e calculamos a temperatura
de Hawking dos mesmos. Ao término do capitulo, generalizamos a acao da teoria EMD
com a introducao de um novo parametro w, para possibilitar a abrangéncia dos mode-
los de cordas e calculamos a temperatura de Hawking neste caso. No terceiro e tltimo
capitulo, estabelecemos a existéncia de buracos negros frios para a teoria de Brans-Dicke,
calculando assim a temperatura de Hawking para os mesmos. O objetivo de estudarmos
os buracos negros da teoria EMD e de Brans-Dicke é que podemos estabelecer o com-
portamento da temperatura de Hawking em relacao a dois referenciais, no caso EMD o
de Einstein e o de cordas e no caso de Brans-Dicke o de Jordan e o de Einstein, que se

relacionam por uma transformagao conforme.



Capitulo 1

BURACOS NEGROS E TERMODINAMICA

1.1 Buracos Negros

A teoria da Relatividade Geral (RG) de Einstein, concluida em 1915, é uma teoria que
atribui uma visao geométrica as interagoes gravitacionais. Sua formulagao original se deu
com a atribuicao do espaco-tempo ser uma variedade riemmaniana, ou seja, sem torcao,
e a derivada covariante da métrica sendo nula. A dinamica era regida pelas equagoes de
Einstein:

1

R/u/_ §guuR:Tuu7 (11)

onde “R,,"sao as componentes do tensor de Ricci, “g,,”as componentes do tensor métrico
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associado ao espaco-tempo, “R”o escalar de curvatura, “7},,”as componentes do tensor

momentum-energia da matéria contida no espago-tempo e as unidades sao as naturais
(G=c=1).

Em 1916, Schwarzschild encontrou uma solugao exata das equagoes de Eisntein.
Ele se restringiu a um espago-tempo sem fonte de matéria, com simetria esférica e estatico,

resultando no elemento de linha:

-1
ds? = (1 — %) dt? — (1 - ﬂ) dr? — r2dQ? (1.2)

T r

onde “dQ? = df? + sin?(0)d¢*’é o elemento de angulo sélido e “M”a massa contida em

r = 0. Analisando este elemento de linha, nota-se que ha uma regiao do espago-tempo em



que sé se pode entrar e nao se pode sair, chamada de horizonte de eventos, cuja coordenada
r € (0;2M]. Também se nota que existe uma singularidade (regiao divergente no espago-
tempo, que definiremos como sendo a regiao onde o escalar de Kretschmann (3.18) é
divergente) em “r = 0”. O conjunto da massa “M”, localizada na singularidade r = 0, e
o horizonte de eventos, foi denominado Buraco Negro (BN). Além disso, em 1923, Birkhoff
demonstrou que esta é a unica solucao esfericamente simétrica e estatica sem fonte
de matéria.

Muito tempo depois, em 1963, Kerr [30] obteve uma solugao que generalizava o caso
do BN de Schwarzschild. Agora o elemento de linha era:

sin? 6 0>

A
ds? = ?[dt — asin® 0 d¢]* — 7 [(r* + a*)d¢ — adt]* — ZdTQ — p*df? (1.3)
A =r? —2Mr + d*
[
a =— = momentum angular por massa

M

p* =r* +a’cos? 6.

Essa é uma solucao de um BN girante, ou seja, o BN possui momentum angular e o
espago-tempo nao tem fonte de matéria.

Na tentativa de descrever um espaco-tempo com fonte de matéria, a primeira fonte
abordada foi o campo eletromagnético de Maxwell. Entao Reissner e Nordstrom
obtiveram uma solugao esfericamente simétrica e estatica com o campo de Maxwell como

fonte, resultando no seguinte elemento de linha:

oM ¢ oM @\
d52:<1——+q)dt2—(1——+q—> dr? — r2d0? (1.4)

r r? r r?
que seria um BN carregado com carga “¢”. Todas essas solugoes de BN (Schwarzschild,
Kerr e Reissner-Nordstrom) sdo solugoes assintoticamente planas (AP), isto ¢, no limite
em que r — 00, o0 elemento de linha se iguala ao de Minkowski.
Hoje se sabe que, em geral, para um espago-tempo estatico e esfericamente simétrico,
s60 podem ser obtidas solugoes de buracos negros nas quais os parametros fisicos que
os caracterizam sao sua massa, sua carga e seu momentum angular. FEstas serao as

caracteristicas dos buracos negros estudados aqui.



1.2 Termodinamica de Buracos Negros

A existéncia de buracos negros no Universo, ainda hoje é questionada por muitos
fisicos, mas se existirem, sua formacao esta estabelecida. A formacao de um BN se da por
um colapso gravitacional de um objeto massivo. Se qualquer objeto massivo colapsando

entrar com toda sua massa numa regiao com raio menor que o de Schwarzschild
rg =2M (1.5)

em unidades naturais, o colapso gravitacional formara inevitavelmente um BN. Entao,
toda a informacao contida na matéria do objeto massivo, particulas bosonicas ou fermionicas
por exemplo, serd perdida. Para analisar essa perda de informacao na formacao de um

BN, Bekenstein, em 1973, obteve a férmula
dM = TydA + QpdJ + ydQ (1.6)

para a solucao de Kerr-Newman, onde “M”é a massa do BN, “7;,” a tensao na superficie do
horizonte de eventos, “A”a drea, “Q2y” a velocidade angular no horizonte, “J” 0 momentum
angular, “®y” o potencial elétrico no horizonte e “Q)”a carga do BN. Logo apdés Smarr
obteve a forma exata

M = T A+ 2057 + dpQ. (1.7)

Entretanto, em 1971, Hawking havia demonstrado o teorema que dizia: A drea de um
buraco negro nunca decresce

SA>0. (1.8)

A partir destes resultados, foi formulada por Bardeen, Carter e Hawking a ter-
modinamica de buracos negros classicos, que faz uma analogia dos principios da ter-
modinamica com as leis que regem a dinamica de BN. As leis da termodinamica de BN

classicos sao quatro:

o A “Lei Zero”: A gravidade superficial (2.55) é constante, para buracos negros em

equilibrio.



Esta é o andlogo da lei zero da termodinamica: A temperatura de corpos em

equilibrio é constante.

e A “Primeira Lei”:

AM = SidA + Qpd] + ®pdQ, (1.9)
T

onde k é a gravidade superficial do BN.

Esta é o analogo da primeira lei da termodinamica: dF = TdS — pdV .

e A “Segunda Lei”:
SA>0. (1.10)

Esta é o andlogo da segunda lei da termodinamica: 6.5 > 0.

o A “Terceira Lei”:
A gravidade superficial (2.55) néo pode ir a zero por processos fisicos.

Esta é o andlogo da terceira lei da termodinamica: A temperatura de um sistema

fisico, nao pode ir a zero por processos fisicos.

Uma observacao importante ¢ que como BN classicos nao irradiam, a termodinamica
de BN cléssicos s6 vale para BN extremos (k = 0), pois os que tém gravidade superficial
diferente de zero, e portanto temperatura nao nula, em analogia com a mecanica estatistica
usual, necessariamente irradiariam. Mas em 1975, Hawking considerou efeitos da
gravitacao classica em um campo escalar quantico. O resultado foi que considerando
um estado de vécuo no infinito passado I~ (ver figura 1.1), antes da formagao do BN,
na regiao AP, entdo, depois da formacao do BN, na regiao AP do infinito futuro S,
um observador detectaria uma temperatura caracteristica de um corpo negro, irradiada
pelo BN. Assim, atribuiu-se o nome temperatura de Hawking para a temperatura dos
BN, incluindo os BN nao extremos pois agora nao havia mais razoes para se restringir
somente a classe de BN extremos as leis da termodinamica de BN. A anadlise do estado
de vécuo quantico sem ambiguidades (devido a possibilidade de transformagoes gerais de

coordenadas no infinito passado I~ e no infinito futuro $*) é possivel porque ha um

10



vacuo que é invariante pela agdo dos elementos (que sdo os operadores relacionados as
grandezas fisicas relevantes) do grupo de Poincaré associado as regioes da variedade em
questao. Mas os vacuos das regides S e S~ diferem, resultando na interpretacao de que
o campo gravitacional cldssico, interagindo com os campos quanticos, gerasse produgao

de particulas, justo o nimero de particulas que diferem entre os vacuos quanticos.

Figura 1.1: Diagrama de Penrose do espao-tempo de um buraco negro formado por colapso gravitacional. A regiao

sombreada é o interior do corpo colapsando; r = 0, linha na esquerda, é a linha de mundo do centro deste corpo; r = 0,

linha ao topo do diagrama, é a singularidade de curvatura; H+ é o horizonte de eventos futuro. Um raio vindo do infinito
x

passado §~ com v < v passa pelo corpo e escapa para I com raio u = constante. Raios do infinito passado S~ com

v > wp néo escapam para o infinito futuro 3T e eventualmente alcancam a singularidade.

11



Entretanto notamos que nesta formulacao semi-classica em que o BN irradia, ele perde
massa e consequentemente a area de seu horizonte de eventos diminui. Como a entropia
do BN estd relacionada com sua area por “Spy = }lA”, entao no processo de irradiacao
de particulas pelo BN ha uma variacao negativa na sua entropia. Para solucionar este

problema, Bekenstein @ sugeriu uma nova segunda lei generalizada para termodinamica

de BN, a qual é:
e A “Segunda Lei Generalizada”:

55 = 6(Spx + Spaterior) > 0. (1.11)

Esta segunda lei generalizada considera nao somente a entropia do BN como um sis-
tema isolado, ja que este irradia, mas também a contribuicao da entropia do exterior do
BN. Assim a variacao da entropia total do sistema, que é a variacao da soma da entropia
do BN com a entropia do exterior do BN, é sempre maior ou igual a zero, como se deve

obter pelo principio termodinamico.

12



Capitulo 2

BURACO NEGRO DILATONICO CARREGADO

2.1 As Equagoes de Campo

Nos modelos da teoria de Cordas, sempre temos na acao um campo escalar chamado
de dilaton. Como a teoria chamada Einstein-Maxwell-Dilaton (EMD) introduz o campo
escalar dilatonico em sua acao, entao estudaremos neste capitulo solugoes de buracos
negros da teoria EMD que podem ser levadas, via uma transformacao conforme, aos
modelos da teoria de cordas.

A teoria EMD é composta pelos campos:

1. A métrica do espago-tempo “g"(z®)”, que governa a geometria do espago-tempo.
Em particular escolheremos a geometria riemmaniana, em que a torcao e a derivada

covariante da métrica sao nulas.

2. O campo vetorial “A,(z*)”, que determina, com uma liberdade de calibre, as com-

ponentes do tensor de Maxwell
F,=V,A -V,A,,
de onde obtemos o eletromagnetismo.

3. O campo escalar dilatonico “p(z)”.

13



A acao da Teoria “EMD”é dada por:

S = /dm4\/—g [R —2¢""'V,oV, o — e **¥F"E,,] (2.1)

onde o primeiro termo gera a teoria de Einstein, o segundo é o acoplamento do campo
dilatonico com a gravitagao e o terceiro € um termo de interacao entre o campo dilatonico
e o de Maxwell, acoplados a gravitacao.

A equagao de movimento para o campo “A,”usando (2.1) é:

5S
=0 (2.2)

onde “§”representa a derivacao funcional. Assim

65 _ 4 /— —2ap 5 o v
AL /dx V—ge D) (V, A, —V,A,) (F')

=2 / daty/—ge % [V ,6" (x — 2') 65 — V,0* (x — 2') 67 ] (F™)
=4 / dz* {V, [V/—ge 26" (x — ') F**] — §* (z — ') V,, [/—ge >*?F']}
-V, [4\/—_9/6—2a¢<z’>F’#a] ,

onde usamos a integracao por partes, a simetria das componentes do tensor de Maxwell

e que integrais de divergéncias totais se anulam. De (2.2) vem que:

V, [4y/—ge 2@ pre] =0, (2.3)

W,

No caso do campo “¢”, a equacao de movimento é:

55

— =0. 2.4
= (2.4
Como
5S / 4 { ( dp(x) (590(30)) 256_2a‘p(z)}
=— [ dx"\/—g{29" |V Voo + V0V, + Ff—
Sp() Fopa) YT () Sp()

= — / dz*{V, [4v/=gg"¢* (x — 2') V] — 4y/=g6" (z — 2") O+

+ (—2a)y/—ge 2 F25* (x — ')}
=2v/—¢ [QD’go(:v’) + ae_QW’(x')F’Z] ,

14



onde usamos a integragao por partes, a simetria das componentes da métrica, que integrais

de divergéncias totais se anulam e F? = F,, F*”. Obtemos entao de (2.4)

Op(z) + %ﬂw(w? = 0. (2.5)

Se g, g e C* forem respectivamente a inversa, o determinante e o cofator de g,,,

entao:

9=C"gu = C" = gg"

dg "

ag‘u‘l/ - gg
av_g o 1 a(_g) - 1 (_g) uwo__ 1 S U
09w 2¢/=9 09 2 \/—gg VY

dy/—g(x) 1

NETEIY V=9g" 6% (z — 2 (2.6)
s e
9" Guw gz:; - _ge#gw%ﬁu@ -
e
ggg:Ty((jj’)) = —g"g"’5* (v — ') . 0

Com o auxilio de um referencial privilegiado onde as conexoes se anulam num ponto,

mas podendo ser mostradas em geral, temos:

e, =0=R%, =0,0%, —0I%;=

OR g = O (01%,) = 0 (0T5) = Vi (0T%,) = Vi (6T5) =

0R%,, =Rz, =V, (60%,) =V, (51“0‘&5) . (2.8)
onde “="representa a igualdade somente para a escolha do referencial privilegiado.

As equacoes de movimento para “g,s”sao:

05
=0. 2.9
S0s (2.9)

15



Mas

2 [ar R g, S e S

0gap(’) 0gap(’) s () gaﬁ
—2V,0oV,p g’””é—"() \/_ %" (@)
0gap(2') ap (')

—2a<p

PR o, (ww+uaw>

Nty
09as(’) 0gas (') 0gas (')
= / dscW—_gg“”# + / d:c4{§¢—_gg“ﬂ72 + V=9 (=9"9") Rut
af
1
— 2V, Vo [g“”§\/—_ggaﬁ +v/~g (—g“agﬁ”)} +

}

—ZQ 1 (03 1 2% o O g UV
— e {F2§\/—gg b+ V=9FuFsy (-1) (679" ¢ + " g gw)} 16t (z —2)

1 1
- / dz's* (z — ') /=g (R“ﬁ —~ 59‘“‘373) +2V,0V.9 (29“”gaﬂ g““gﬁ”) +

1
— e 2ap (FCWFB _ Zgaﬂlﬂ)}’

onde usamos (2.6),(2.7) e (2.8), as propriedades de simetria das componentes do tensor

de Maxwell e da métrica, e que integrais de divergéncias totais se anulam. Entao de (2.9),

temos:
G = 2TH" + 2e**°T4y (2.10)
G" = R" — %g‘“’R (2.11)
TH = VoV e <9”“‘“g”ﬁ ;g“”g‘“ﬂ ) (2.12)
TV = Fropy  — %lg“”FagFaﬁ. (2.13)

Podemos destacar algumas propriedades:
9uG" = —R
g T = —g*’VapVs e
9Ty =0
T =2g,, (Tfp‘” + e 2T ) = —2¢°"V oV 0

T=-R. (2.14)

16



Substituindo (2.14) em (2.10) obtemos:

R* = 2TH + 2e T4 + g™ "'V Vs 0. (2.15)

2.2 As Equagoes de Campo e o Modelo para a Geometria

Agora vamos estabelecer nosso modelo geométrico definindo uma métrica para o
espago-tempo. Para isso, primeiramente impomos as simetrias que nos fornecerao a fisica
que queremos descrever. Impondo um espaco-tempo esfericamente simétrico e estatico,

podemos escrever o elemento de linha da seguinte forma:

dS? =U (r)dt* — U " (r)dr* — R? (r) dQ? (2.16)
dQ? = dh* + sin® 0 dop? .
Agora que o espaco-tempo estd estabelecido, vamos calcular os objetos geométricos

associados a ele. Dado o elemento de linha (2.16), podemos calcular as componentes da

conexao através da métrica, utilizando a formula:

o 1 o
r w §g A (augu)\ + augu/\ - 8)\g,uzz> .

Adotaremos a representagao “(’)”para a derivagao em relagao a coordenada “r”. Entao

as componentes nao nulas da conexao sao:

1 uu’
Pl00 = _591131900 = 5
1 U’
Fln = 591131911 = BETii
1 U’
%, = =¢%goo = —
01 29 1900 Vi
1
Iy, = _591181922 = -URR/
1
Fl33 = _591131933 = —URR'sin’?0
1 )24
FQ I 228 _
21 29 1922 R
1
F233 = —592232933 = —sinfcosb

17



1 .. R
F331 = _93381933 = =

2 R
1
F332 = 593382933 =cotf.

Calculando as componentes nao nulas do tensor de Ricci, notando que nossa convencao

Ry = 0,1, — 0,1%, + T, I, =TT,
obtemos

Roo = 0,5y — OT" 0+ 1000 — F“OQF"MO

= O g + T (D0, + Ty + T2, 4+ %) — 2%, T,
UU// R/
— UU' — 2.17
- TUUS (2.17)

Ry = 0,1%, — o, + 1" I% =T . 1%

=0T =0 (D0 + T + 1% 4+ %) + T (0%, + Ty + 1%, + %) +
= (%) = (1Y) = (1%,)" = (%)

U// R/ UIR/
——(ﬁ+25+ UR) (2.18)

Ryy = 0,y — O™y +T*  T'%, — T, T*

= 81F122 - 82F332 + F122 (FOOl + Fl11 + 1—‘221 + F331) - 2I‘122F221 - (F332)2

— —(URR —7r) (2.19)
Ry = 0,155 — 051" g + T# D%, — TV T4

= a1Fl33 + a2F233 + Iqi’;?; (F001 + Pl11 + F221 + F331) + I‘233Fg£’>2 - 2Fl33Fg31 - 2F233F332

= —sin?0 (URR' — ). (2.20)

Agora vamos impor as restricoes de simetria do espaco-tempo ao tensor de Maxwell

FOO FOI FOQ F03
FlO Fll F12 F13
{FMV} = )
F20 F21 F22 F23

FSO F31 F32 F33
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que resulta em existéncia somente das componentes F'' = —F% e com dependéncia

13 77

somente em “r”. Também impomos que o campo escalar “p”dependa somente de “r”.

Entao, obtemos para (2.3):

,u 672a<pF,u1/

[ J=
9, [e‘QO‘@F’“’} + T [e [e —20¢<,0F)\1/} +TV, [e‘za‘pF“A]
[ ]
[ J=

8() [G—ZagoFOV] + 81 [e—Qachll/} + 82 [G—QOCQOFQV] + 83 [ 20[(/7F3Vi| + I\u

. 6—204(;7 F)\y

A
Oy [e 2P F Y] + [T0y + Ty 4+ Ty + T2, ] [e 29 FY
Para “v =0

81 [G—QQQDFlO} + [FO())\ + Fll)\ + F22)\ + 1‘\33)\} [6—2a<pF>\0} =0

Resolvendo a equacao diferencial encontramos

FY(r) = zq e exp {— / dr (T%; + Ty +T%, + F331)} :

Substituindo as componentes da conexao obtemos

FO>r) = 24 €29 exp {—2 / @]

R
Py — @ S 2.21
Q= i / e 2 [0\ /=g dfdg . (2.22)

Entao, usando (2.21) e (2.16), obtemos que a dupla contragao das componentes do

tensor de Maxwell é:

e4a<p

F? = F'F,, = 2FF' = 2ggogn, (F'°)* = —2Q° (2.23)
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Agora podemos calcular de (2.13), (2.21) e (2.23) as componentes nao nulas do tensor

momentum-energia de Maxwell, temos:

o s 2U RA
R S T Gy
T — PP — igmpz _%1922];2 _2%2 <Q26:4¢>
T]?EIFMF‘Z_i 332 _ _£g33F2:_2R2;n29 (Q2€R4

confirmando a propriedade ja mencionada

Ty = guuTJ\#gy = gOOTz(\)/? + gllTJ\l/jl + ggng} + 933T33 =0.

(2.24)
(2.25)
(2.26)

(2.27)

Também podemos calcular de (2.12) as componentes nao nulas do tensor momentum-

W, "

energia do campo escalar “p” | que sao:

10 = Vg ¥ap (97 - 500 ) = =300 () = 3 ('
TM = VapVsp ( g1l %g“g“‘? = % (9")° (¢)* = U; ()’
T = Va<pW<p< 2g? %g”g“ﬁ) -~ ; 2 () 2—22
T3 = V.oV (93“935 39339“ ) 59339” (¢)" = _WUinge @

Entao, colecionando os resultados obtidos de (2.17) a (2.20) e de (2.24) a

que as equagoes (2.15) ficam:

2 —20 (0%
(6°)" Roo = 2T2° + 2¢ ¢T3} + g% g* VoV

" 1 ! 1 200
U +UR+_< NG ):0

2U  UR ' U R*
(gll>2 Rll _ 2T<;1 + 26—2aapT]%41 + gllgaﬁvawvﬁ )

u" U'R 1 2ap R
—+ +—<2€ )+2{R+(s@)}:0

20 UR U R4
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(2.28)
(2.29)
(2.30)

(2.31)

(2.31), temos

(2.32)

(2.33)



2 —2Q (07
(9%)" Rz = 2122 4 2¢ T3} + g 9" VapVj ¢

R4
2 —2Q (07
(9%)" Raz = 2T3° 4 2¢ 7T} + g% g* VoV ¢

UJRR’—TV—.RZ(Q2éMW)::o (2.34)

/ / 2 [ 2
URR —r) = B (Q* ) = 0.
Vemos que as equagoes de campo (2.3), (2.5), (2.32), (2.33) e (2.34) s@o equagdes

diferenciais ordinarias nao-lineares e acopladas.

2.3 Solucoes Exatas do Buraco Negro Dilaténico Carregado

Como vimos na sec¢ao anterior, as equagoes de campo (2.3), (2.5),(2.32), (2.33) e (2.34)
sao equagoes diferenciais ordinarias nao-lineares e acopladas. Entao, para resolvé-las, s
nos resta o método das tentativas, que consiste basicamente em arrumar as equagoes
em equacoes de derivadas totais e as combinar, na tentativa de desacopla-las. Entao,

subtraindo (2.33) de (2.32) obtemos:

R//

() =-% (2.35)

Agora, somando (2.32) com o produto de ;5 por (2.34), obtemos:

U’ UR | [URR -1
2U " UR UR?2

=0,
que integrando resultara em:
UR*=(r—ry)(r—r_), (2.36)

onde r, e r_ sao constantes de integracao. Agora vamos calcular o D’Alambertiano de

. Temos:

Oe =9, [V=9 9" 0,
=01 [V—yg9'010] .
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Substituindo a componente da métrica e a raiz do determinante, vem

Op = —% [UR*]" .

Usando (2.5) temos:
1 1
“Op = ——e 22,
a 2

De (2.23), (2.34), (2.37) e (2.38) vemos que:

R2672a<p €4a<p 1 o
[URR' —r]' = — 5 <—2Q2 I > = —5e 2P 2R? = E[kp

[UR*y)
a
= [aURR' —ar + URng']/ =0

ar —r R
= ¢ = UR20_Q(E> :P(r)—oz(

onde ry é uma constante de integragao.

Substituindo (2.39) em (2.35), obtemos:

%ﬂ + o (%)2 —2aP(r) (%) + P*(r) =0

ar — Ty ar — Ty

P(r) =

escolhendo “rg = ary”e substituindo em (2.41), temos

Agora vamos supor que:

22

UR2  (r—ry)(r—r.)’

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)



entao

ORR' = 2rF (r —r_)! {ﬁ + ;}

2r  2(r—r_)
R’ 1 [k [
— |- 2.44
=] 240
R 2kl 2
s n 2.45
(R) e 7o) == 24
RY_R_(RY_1EL
R B 2 [r? (r — r7)2
R’ k? — 2k 2kl 12— 21
R 4 [ 72 r(r—r_) * (r — 7“_)2] (246)
Usando (2.42), (2.44), (2.45) e (2.46) em (2.40), temos:
17(1+a®)k* -2k +2(1+a2)kl—2a2k (1+a®) 1?2 —2(1+2a%)1 + 4a? 0
4 r2 r(r—r_) (r—r_)Q -
a igualdade so6 ¢ satisfeita quando
[ = ll ou lg
k= kl ou k?g
ll =2 3 12 =1- Y
kiy=0 ; ko =1+ Y
1—a?
Y= (2.47)
Como
a € (—o0;+00)
7€ (=L+1),
entdo uma possivel solugao geral para (2.43) seré:
1—
R? =rk2 (r — 7"_)12 = (r — 7“_)177 =72 (1 — 7:) k
20y 21 =\
R(r)=r (1 - ) , (2.48)
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que substituindo em (2.36), obtemos:

Ulr) = < _ T_+> (1 _ r__)W : (2.49)

/Tdd_@_ /TL_/Tdﬁl
o Tdr_a o (r—r2) - 7ﬂd?"R

P(r) — P = aln {%}

1_
g200 _ 2000 (1 - T—‘) . (2.50)

r

e (2.39) fica

Substituindo (2.50) e (2.48) em (2.21), temos:

Q€2a<poo

r2

F dr A\ dt.

Finalmente, o elemento de linha (2.16) para nossa solucao fica:

r r_\"7 ri\ L r_\ 7 r_\1—7
ds? = (1—-*) (1——) dt? — (1—-*) (1—-) er—r2<1——> ds .
r r r r r
(2.51)
Esta é uma solucao exata de um espaco-tempo esfericamente simétrico, assintotica-
mente plano (AP) que tem um buraco negro (BN) eletricamente carregado e estatico, com
horizonte interno “r_"e horizonte externo “r,”, que estao relacionados com os parametros

fisicos massa e carga do buraco negro através de:

Ty 4+ r-
M= 2.52
' (2.52)

1
Q = e ¥ %,M’Jj_ : (2.53)

onde calculamos esses resultados no [apéndice “A”. Também, como o parametro 7y varia

continuamente entre -1 e 1, temos infinitas solugoes exatas de BN eletricamente carregados
em (2.51).
Podemos calcular, através da propriedade (2.14), o escalar de curvatura deste espago-

tempo usando o trago do tensor momentum-energia total que é:
T = -2¢g""V ,0oV,p

=20(r) (¢')" -
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De (2.50), determinamos

entao:

rea(57) ) )

logo, de (2.14) obtemos

R = —2 <1 — 7)2 (r—ry) (r—r )™ (2.54)

2a r3tY

Como 7 € (—1;+1), vemos que existe uma singularidade em r = 0, e uma divergéncia
em R quando r = r_", e que no limite em que “r — o0”, R se anula. Entretanto R ¢

regular em r = r,.

2.4 Temperatura de Hawking para o Buraco Negro Assintoti-

camente Plano

Nesta secao, estamos interessados em fazer uma analise semi-cldssica da gravitacao do
buraco negro dilatonico, ou seja, quantizar outros campos chamados campos de matéria,
e deixar o campo gravitacional como campo classico de fundo. Entao faremos a ter-
modinamica semi-classica de buracos negros, iniciada por Hawking e desenvolvida
por outros autores ([20[-125[, [27], ver uma formulagao cldssica e semi-cldssica em [7]),
calculando a temperatura através do método da gravidade superficial.

A gravidade superficial de um buraco negro ([7],[15] e [27]) é dada pela expressao:

oo }
{2\/ —900911 |, = 1, ( )

e a temperatura de Hawking([7],[15] e [27]) do buraco negro sera:

T=" (2.56)
2m

Entao, para o caso do buraco negro (2.51), temos que a gravidade superficial (2.55) é
gl

(ry —7)
RAap = Tf\” (257)
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e a temperatura de Hawking (2.56) neste caso seré:

_ (=1
Tap = W (2.58)

2.9 Temperatura de Hawking para o Buraco Negro Assintoti-

camente Nao Plano

Nesta secao, vamos obter uma propriedade muito interessante do buraco negro di-
latonico. Fazendo uma transformacao de coordenadas, que nao é um difeomorfismo,
podemos obter de um buraco negro assintoticamente plano um outro buraco negro assin-
toticamente nao plano (ANP). A transformagao de coordenadas que realiza o processo de
mudanca da geometria AP para a geometria ANP é chamada de limite extremo-proximo
ao horizonte, pois a geometria que surge é parecida com a de um buraco negro extremo
do caso dilatonico eletricamente carregado, devido a semelhanca entre o buraco negro
original, que possui horizontes externo e interno, e o novo buraco negro, que contem um
unico horizonte, o de eventos. Esta transformagcao de coordenadas da a impressao que s6 é
valida proximo ao horizonte, dai o nome proximo ao horizonte. Como veremos, impomos
um limite que tornard as transformacoes de coordenadas singulares, modificando assim
as propriedades fisicas dos buracos negros obtidos.

A transformacao de coordenadas que leva o BN AP no BN ANP é:

r_=¢e¢ %nrg

ry=7r_-+c¢b

r=r_+er (2.59)
t=c"1¢

Voo = élnﬂ—aln&
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entao:

257 (i
(1 o TTJF) (1 B TT_)’Y - T(l)"‘”/(i;l(:a:)r) T4+~
70

=y _ 14y 1= 2
(1 — ) ro T (14 gttt L
T0

cmp(2) 7 (1eeerr)” (2.60)

0

22
/1+7B VT rbo Ldi A dt,
2

(1+et+e? L

Substituindo (2.60) em (2.51) e fazendo o hmlte em que ¢ — 0, o que faz com que

(2.59) nao seja mais uma simples transformacao de coordenadas, ¢ a mudanga (r —
r;t — t), temos:

r(r—>5) 5 o7

rgt? P —b)

ds? =

dr? — g dQ (2.61)

que é uma solucao de um BN ANP, com um horizonte de eventos “b”somente , ao contrario
do anterior que possuia dois horizontes, um interno e outro externo. E os novos parametros

(ro; 0; b) estao relacionados com os parametros fisicos massa e carga por:

M = @b (2.62)
Q= %0 a JQF V) , (2.63)

onde (2.63) pode ser calculada fazendo a transformacao (2.59) em (2.53) e o limite em que
e — 0, sendo que a massa foi calculada no . Também podemos calcular o
escalar de curvatura deste espago-tempo. Fazendo a transformacao de coordenadas (2.59)
em (2.54) e tomando o limite em que ¢ — 0, apds fazendo a mudanca (7 — ) obtemos

o escalar de curvatura do espaco-tempo ANP como sendo:

1—~2\ (r—=>56)r—2
RAsz—( 27)( TIL . (2.64)
0

Note que este é regular em r =b # 0. Se r >> 1, entao
RANP [0 r”’_l , (265)

como v — 1 < 0, entdao (2.65) nos mostra que Rayp decresce quando r aumenta, e no
limite em que “r — o0”, Ranp se anula. Também vemos que existe uma singularidade

em “r =0", como no caso do BN AP.
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Usando (2.61) em (2.55) para calcular a gravidade superficial do BN ANP temos que:

P [A}
2v/=9goog11 ], _y
bY

= (2.66)

1+v
2ry

substituindo (2.66) em (2.56), obtemos a temperatura de Hawking para o BN ANP:

KANP b7
T = = . 2.67
ANE 27 4rrg (2.67)

2.6 Temperatura de Hawking para os Modelos de Cordas a

Baixas Energias

Nesta secao, vamos calcular a temperatura de Hawking para todos os modelos de cordas
a baixas energias acopladas somente com o campo eletromagnético, com as restri¢coes que
impomos para obter o elemento de linha (2.16) e o campo de Maxwell (2.21). A anélise
semi-classica para esses modelos de cordas é possivel porque ela sera feita a uma escala
de energia em que ¢ valida tanto a analise semi-classica quanto a teoria de cordas em 4
dimensoes. Passaremos da teoria EMD para a Teoria de Cordas (TC) a baixas energias
por uma transformacao conforme, onde na literatura usa-se os termos “referencial de
FEinstein” para a teoria EMD e “referencial de Cordas” para os modelos da TC. Também,
logo mais a frente, ficard clara a razao de falarmos que calcularemos a temperatura de
Hawking para todos os modelos da TC; o parametro a que introduzimos na acao (2.1)
pode variar em qualquer valor real, obtendo assim, para um valor fixo escolhido de «, os
possiveis modelos da TC. Exemplos disto podem ser encontrados nas referéncias .

Agora estamos interessados em obter os modelos de cordas para os buracos negros,
tanto os AP (2.51) quanto os ANP (2.61). Para isso vamos primeiramente analisar a agao
(2.1), generalizada mediante uma transformagcao conforme.

Uma transformagao conforme leva de uma variedade “M”com métrica “g,, " para a

mesma variedade “M”com métrica “g,,”, preservando angulos e razoes entre objetos

geométricos (ver , , [18]). A relagao entre as métricas se da pela fungao
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Q(z) que é diferenciavel e estritamente positiva:

9w = Vg, (2.68)
entao, de (B.1) e (B.5) temos:
g =g (2.69)
det [g,,] = g = det [Q%g,] = 2Py
V=9=9"V/—g (2.70)
=Q2R-2(D—-1)¢"V,V,InQ—(D—2)(D—1)¢g" (V,InQ)(V,InQ)]

R

R=0PR+2(D—-1)g"V,V,InQ+ (D —2)(D—1)g" (V,InQ) (V,InQ),
(2.71)

onde “D”é a dimensao da variedade “M”. Com o intuito de obtermos os modelos de

cordas, vamos escolher um fator conforme geral

-3

Q = exp { (2.72)

onde w é um novo parametro real, cuja introdugao nos possibilitara a obtengao dos modelos

da TC. Entao, substituindo (2.72) em (2.69)-(2.71) temos:

) o
" = exp © _902)} : (2.73)
:—QwD -

vV —g = exp (D= Q(ﬂ V=9 (2.74)

_ [ 4w w(D—-1)g"¢ 4*(D=1) ,,

R—exp_(D_Q)}R%—VNV { (D—2) (D —2) 9"V, oV, .
(2.75)
A agao (2.1) generalizada é:
S = dD uv _40590 F2

= T/ —gqR — D= 2)g V.oV, —exp D=2 ) (2.76)

onde B é uma constante arbitraria.

Fazendo as transformacoes (2.73), (2.74) e (2.75) em (2.76), teremos:

. [4w?*(D—-1)-B - do(w—a)] -
- fonae e [ s )
(2.7
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No nosso caso particular em que D = B = 4, temos que (2.69) e (2.77) se tornam:

2 2w 2w4poo 5(177)
=g =¥ (1 — 7) Guv (2.78)

S = /d4:c —g e ¥ {k + (6w? = 2) ¢ V.oV, — 62@(”"1)]52} , (2.79)

onde a primeira expressao foi obtida de (2.50). Entao, o elemento de linha (2.51) é levado
a um elemento de linha conforme pela transformacao (2.69). No caso particular em que

w = o, temos:

B -1 1-2 2(1—)
5" = {(1-10) (1= ) ae = (1= 2 (12 ) a0 (12 ) )
r r r r r
(2.80)
O elemento de linha (2.51), estd no referencial chamado de referencial de Einstein,

enquanto o elemento de linha (2.80) se encontra no referencial chamado referencial de

Cordas. A acao (2.79), que esta no referencial de Cordas, pode ser classificada em:

1. Cordas Tipo I

Fazendo os parametros w = 2o = 1 em (2.79), obtemos:
- - 2
- /d%\/—g {e*“ [R+ 4§“VVM<,0VZ,QD} R } (2.81)
que é justo a acdo de cordas tipo I em 4 dimensoes [37].

2. Cordas Tipo ITA

Fazendo os parametros w = 1; a =0 em (2.79), obtemos:

P
Sria = /d Ty — { B [R + 44" vayw] F } ) (2.82)
a qual ¢ a agao de cordas tipo ITA em 4 dimensdes [37].

3. Cordas Heteroticas

Fazendo os parametros w = a = 1 em (2.79), obtemos:
. - -9
Sy = /d4$ —ge % {R + 49"V oV, — F } : (2.83)
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a qual é a acdo de cordas heterdticas em 4 dimensoes [37]. Uma observacio é que
na maioria dos casos em que existe campo de Maxwell no modelo de cordas tipo
IIB a baixas energias em 4 dimensoes, pode ser feita uma transformagao na agao de
cordas tipo IIB que leva a acao de cordas heterdticas (2.83). Portanto, ndo vamos

citar o modelo de cordas tipo IIB aqui.

A gravidade superficial (2.55) do buraco negro conforme (2.80) seré:

-/
[ 900 ]
27/ =900911 S

Q/
K+ {—, [-dol (2.84)
Q gul,—,,

Basta entao calcularmos o segundo termo do lado direito de (2.84), para determinarmos

K

K

a gravidade superficial do buraco negro conforme (2.80). Usando (2.51) e (2.72), temos:

Q/
{—1 [ 900 — 0, (2.85)
Q (A0 O e

logo, de (2.57), (2.58) e (2.84), a temperatura de Hawking para o buraco negro dilatonico

conforme é:

- K (ry —r_)"
Tap=—=Typ=~1+—"2 2.86
AP = on AP 47rr_1;” ( )

Calculamos inicialmente a temperatura de Hawking para o buraco negro dilatonico
(2.51), que se encontra no referencial de FEinstein, resulatando em (2.58). Agora cal-
culamos a temperatura de Hawking para o buraco negro dilatonico (2.80), que estd no
referencial de Cordas resultando em (2.86). Isso nos mostra uma propriedade muito til,
que é a invariancia conforme da temperatura de Hawking dos buracos negros
dilatonicos gerados por (2.51) e (2.80) variando o parametro a.

Agora vamos calcular, para o caso em que w = « em (2.79), a gravidade superficial e
a temperatura de Hawking do buraco negro ANP conforme ao BN ANP (2.61). Podemos
fazer isso generalizando as transformagoes de coordenadas (2.59) que levam do elemento
AP (2.51) para o ANP (2.61). Para isso, basta encontrar uma transformacgao que nao

introduza divergéncias na métrica e que seja independente do termo que serd levado a
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zero no final, em todas as componentes da métrica. Podemos fazer isso através das

transformacoes generalizadas

r_=¢ecMry
ry =7r_+4+¢&"b
r=r_+¢e&"r (2.87)
t = et

Yoo =NgIn —nslne.

As componentes da métrica (2.78) e o fator conforme, no caso em que w = «, usando

as transformagoes (2.87), sao

o (12 T2 (1 M) - B
(1 + gn2—m i)
)
1

T T
3
_ _ - 12y 2v -\ 27
6204@00 <1 . T_+> ! (1 o T_—)l 2 — BQam;T 7 ) 1 + 8”2*7111 62('yn17'yn270m5)
r r (r—10b) To
_ =\ 27
e20Po0 2 (1 B T_—>2(1 ) _ ﬁ%‘”“f 2(1*’Y)T(2]7 (1 4 gnzmm L) g2hmi+(1—y)n2—ans]
T To
T (1-7) T v—1
62(14,0 _ 52&77,4 o 8(1—7)(ng—n1)—2cm5 1 +5n2—n1_ '
To To

Substituindo no elemento de linha (2.80), teremos que ter as seguintes restrigdes para
os expoentes de €:
—n1+ng+n3—ans =0
ny+ (1 —v)ng —ans; =0
yn1 + (1 —7y)no 5 (2.88)
—(I =)+ (1 = 7y)ne — 2an; =0

—n1+ng=m>0,
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que sao satisfeitas escolhendo:

m:_(l—v)m
2
g — A+7)
2
S G ko))
2
n4:l
]__
n5:< 7)m; I,me R,

2¢

Com essa escolha generalizada, fazendo o limite em que ¢ — 0 e a mudanga (r —
r;t — t), teremos um novo elemento de linha que é de um espaco-tempo ANP conforme

ao ANP (2.61), dado por:

~ _ 2y,.1-2v
A4S p = B2 {—r Ul pr R iy rgvrw—ﬂdg} . (2.89)
ra (r—1»)

A gravidade superficial de (2.89) é:

) v | gane
RANP = KANP + | 5\| —~anp : (2.90)
Q J11 i

como

0 gfllNP

entdo, de (2.66), (2.67) e (2.90), temos que a temperatura de Hawking para o BN ANP

Q ANP
8 900 —0,
r=b

conforme (2.89) sera:
_ Il
Tawe = Tae = s (2.91)

Novamente, calculamos a temperatura do BN ANP (2.61) e a temperatura do BN ANP
conforme (2.89) resultando no mesmo valor. Algumas observagbes aqui sdo de extrema
importancia. A primeira é que temos uma propriedade de invariancia conforme da tem-
peratura de Hawking de um buraco negro. Esta propriedade depende somente do segundo
termo do lado direito de (2.84) ser nulo, o que ndo pode ser demonstrado em geral para
todos os buracos negros, pois este termo pode resultar num valor diferente de zero, diver-

gir ou até mesmo gerar uma indeterminacao. A segunda é que o calculo da temperatura
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de Hawking para o caso do BN ANP conforme (2.89) poderia ser feito de uma maneira di-
reta. Basta multiplicarmos o fator conforme, obtido usando as transformagoes (2.59) que
levam o elemento de linha (2.51) em (2.61), pelo elemento de linha (2.61) e obterfamos
o elemento de linha (2.89) diretamente, entao poderia ser calculada a temperatura de
Hawking (2.91) do caso ANP conforme. Mas existe uma sutileza neste caso: se primeiro
multiplicamos o fator conforme (2.50) em cada componente do elemento de linha (2.51),
e entao fazemos as transformagoes (2.59), teremos que obedecer as restrigoes (2.88), obti-
das para os expoentes do parametro “c”. Mas s obteremos uma métrica aceitavel, sem
divergéncias, no caso em que “a = 0 ou 17, que resulta em perda de generalidade da acao
(2.1).

Agora se considerarmos o caso da transformagao conforme geral (2.78), temos que o
elemento (2.51) fica:

a8 = oo (1) (1= =) T T e (1) T (1) T g

r r r

L (1 B %> (1+2) =) ). (2.92)

Logo a gravidade superficial de (2.92) sera:

o~
~ Joo
kap = | o F7/——+—
[2\/ —900911] =y
B (ry — 7“—)7
273t

A temperatura de Hawking neste caso resulta em:

(ro —r)"

T+y

Tap = Tap =
dmry

(2.93)

Vemos que no caso de um fator conforme geral (2.72) a temperatura de Hawking
continua sendo invariante conforme. No caso do BN ANP conforme pelo fator (2.72)

transformado por (2.87) para

w(1—
2wy __ 2wl L a( "
e =0 , (2.94)



o elemento de linha (2.61), transformado por (2.94), fica:

w _w I+2)+(1-2) «_ w
d§2 — 62wl{(r _ b)?“a+7(1 a)dt2 . T’g( ) ( )ra 7(H_O‘>dr2
e RICEEE %)
0
R 0m8), () gy (2.95)

A gravidade superficial de (2.95) é:

~ANP\'
mpzl ") ]
T=TH

~ANP~ANP
2/ =900 " it

by

p— Tﬂy'
2r,

Assim, a temperatura de Hawking para o BN ANP conforme (2.95) pelo fator geral

(2.72) sera:
b

. 2.96
dmry ™ (2.96)

Tanp =Tanp =

mostrando que a temperatura de Hawking para o caso do BN ANP é invariante conforme
pelo fator conforme geral (2.72). Entao, como vimos nesta se¢do, conseguimos mostrar
que a temperatura de Hawking, para os modelos de cordas gerados pela acdo (2.79), é

invariante conforme.

35



Capitulo 3

BURACOS NEGROS FRIOS

3.1 Solucoes Exatas

A teoria chamada Teoria Escalar Tensorial (TET) é composta pelos campos:

1. A métrica do espago-tempo “g"”(z®)”, que governa a geometria do espago-tempo.
Em particular escolheremos a geometria riemmaniana, em que a torcao e a derivada

covariante da métrica sao nulas.

2. O campo vetorial “A,(x%)”, que determina, com uma liberdade de calibre, o tensor
de Maxwell
F,=V,A -V,A,,

de onde obtemos o eletromagnetismo.
3. O campo escalar “¢p(z®)”.

A densidade Lagrangiana da “TET”é dada por:

L=+y=g|¢R+ %ng#wm —FE,| (3.1)

onde o primeiro termo gera a dinamica da geometria que estd acoplada com o campo
escalar, o segundo gera a dinamica do campo escalar e o terceiro a dinamica do campo de

Maxwell.
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Dizemos que a densidade lagrangiana (3.1) esta no referencial de Jordan. Pela trans-
formacao conforme
Guw = (2% Gy » (3-2)
onde
Q) = /o, (3.3)
é o fator conforme, podemos passar do chamado referencial de Jordan para o chamado

referencial de Enistein, da seguinte forma:

g =og"
V=0 =0
R=0R+6g"[V,V,InQ+ (V,InQ) (V,InQ)
= R + 35"V, V.6 + 26719"V,6V,6.

(3.4)

Substituindo (3.4) em (3.1) e desprezando o termo de divergéncia total, obtemos:

= |5 3\ L ewws S =
L=+/-7 [R + <w + 5) oGV oV, — F2| (3.5)
Se tivermos a seguinte mudanca de campo escalar
3
e w+§ In¢ (3.6)

w = constante,

entdo, (3.5) se torna

L=+—-7 [ﬁ + "V, 0V, — ﬁZ] (3.7)
w + % n 3

€ = = sign | w —
gl T2

A “TET”com w constante é a chamada Teoria de Brans-Dicke (TBD) . Sew > —%,
a “T'BD”¢é chamada normal, pois possui uma densidade de energia do campo escalar, no
referencial de Eisntein, positiva. Mas se w < —%, entao a “TBD”é chamada de anomala,

pois a densidade de energia do campo escalar, no referencial de Einstein, é negativa.
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Considerando o espaco-tempo esfericamente simétrico e estatico, temos que o elemento
de linha tem a forma (2.16). Uma possivel classe de solugdes para o elemento de linha,
gerada das equagoes de movimento obtidas variando a acdo construida com (3.1) em

relagao a métrica, é obtida em ,

dS* = g datdx” = ¢~'g,, dxtdx”

1 1 s CE(hu+tw) [ du? .
) <q252(h; u+ ul)dt s2(k; u) s2(k;u) +d (38)
1
Fo, = - B — .
n% (5M05V1 5,11151/0) q Sz(h; U+ Ul) (3 9)
¢ =Cu, (3.10)

onde ¢ é a carga do campo de Maxwell, h, k,C' e u; sdo constantes de integragao que

cumprem

2k*sign(k) = eC? + 2h*sign(h), (3.11)
e a funcao s é dada por

k~lsinh(ku) ; k>0
s(k;u) = U ; k=0 (3.12)
k=lsin(ku) ; k<0

As solugoes (3.8) sao de um buraco negro esfericamente simétrico, eletricamente car-
regado, estatico e AP, onde a varidvel u pode assumir valores no intervalo (0; taz ), 0 valor
zero correspondendo ao infinito espacial. Sem perda de generalidade, podemos normalizar
a fungao (3.12) para obtermos “ggo(u = 0) = 1”7. Com isso temos:
1

2(1,. _
S (hyul) - C]2 )

(3.13)

onde u; pode ser determinada, restando assim somente as outras constantes de integragao.
Se quisermos obter o caso neutro (¢ = 0, vicuo escalar), basta fazer o limite em que
q — 0, preservando (3.13). Este limite s6 é possivel para “h > 0, u; — o0”. O resultado

é

2 1 —9hu 7,2 e du? 2
= — v dtt — Q ) 14
as 5 e t ) |20k 0) +d (3.14)
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Lembrando que de (3.6) temos:

¢ = o (3.15)

Com— & (3.16)
jw + 3]

Agora, podemos determinar possiveis horizontes de eventos para a solugao (3.14).
Dizemos possivel horizonte porque ainda temos que mostrar que a solugao (3.14) é real-
mente um buraco negro. Para isso, procedemos da seguinte forma: para um elemento de

linha esfericamente simétrico
dS? = e dt? — e*du® — €*Pd0?, (3.17)

a geometria que descreve uma solucao que caracteriza um buraco negro, obedece os

critérios:

1. Na superficie em que u = u*, que é um candidato a horizonte de eventos, temos que

obter €7|,—, — 0.
2. A temperatura de Hawking (2.56) ¢é finita.

3. O escalar de Kretschmann
K = 4K} + 8K; + 8K3 + 4K} (3.18)
é finito em u = u*, onde

( Ky =R = —e @) (y/ e1=)
Ky = R%, = —e 20y 8

Ks3 = R?, = —¢~(@th) (5 eﬁ—a)’

Ky=R%,, =¢ 2 — ¢ (5’)2 )

(3.19)

\

Como vimos no primeiro capitulo, um BN é o conjunto da massa localizada na singu-
laridade mais o horizonte de eventos. Entao, para estabelecermos critérios de existéncia

de um BN, temos que levar em conta este conjunto que o forma. O primeiro critério esta
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impondo uma hipersuperficie idéntica a do horizonte de eventos. O segundo critério impoe
que qualquer geodésica tipo-tempo ou tipo-luz, descrita pelas coordenadas do elemento
de linha original (3.17), nao passa pela hipersuperficie do primeiro critério, além de impor
uma estabilidade ao BN semi-classico, pois se a temperatura de Hawking fosse infinita,
o BN evaporaria instantaneamente. O terceiro critério permite uma possivel extensao
analitica sobre o horizonte de eventos, pois se houvesse singularidade no horizonte, as
geodésicas terminariam no horizonte e nao haveria como fazer a extensao analitica sobre
o horizonte nesse caso.

Estes critérios estao bem selecionados para o nosso interesse especifico aqui. Uma visao
mais ampla, mas equivalente, pode ser vista em . Usando os critérios estabelecidos

aqui, vamos mostrar a existéncia de buracos negros gerados pelo elemento de linha (3.14).

3.2 Buracos Negros Frios Neutros com k > 0

O elemento de linha (3.14) que estd no referencial de Jordan , para k > 0 fica sendo:

k‘,46(2h700)u k2e(2h700)u

dS3 = e htCug?  — —— _du? — ———————dQ?. 3.20
J sinh?(ku) sinh®(ku) (3.20)
Comparando com (3.17), temos
¥ = em(htO0u = 7 — o= (2h+Co)y = oy — _(2h + Cp)¥
o(2h—Co)u N (2h=Co)% - :
e = % = e = % =a= Mu — 2In[sinh(ku)] + 21In(k)
2,(2h—Cp)u e(2h=Co) 5 h—C, .
62’6 = ksinhQ—(lmf) = 65 = % = 5 = %u — hl[SlIlh(k"LL)] + ln(k’) .
(3.21)
Calculando (3.19) com (3.21), obtemos:
(
K, = % sinh?® (ku)e(©0—2Mu[k cosh(ku) — hsinh(ku)]
Ky = @) ginh? (ku) e Com2Mu[ZhoC) ks coth(ku))
sinh? (ku —2h)u — co U 3.22
K3 = ——hk§k ) ¢(Co—2h) <cosh(k;u) [M — kcoth(ku)} — kcosth—lzgz))> (3.22)
: ; 2
K K, = Smh:#e(co—%)“ (1 — bmh;(k“) [(Qh;a’) — k:coth(k‘u)] ) :

Como u € (0; Upmaz ), entao o inico candidato a horizonte de eventos serd u* = ey =

+00. Vamos agora impor os critérios de existéncia de BN e estabelecer em que condigoes
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a solugao (3.20) é de um BN.

Usando (3.21), o primeiro e o segundo critérios ficam:

0= Cy>0
_(hicy)
e’ u=u* — € 2 u=u* — 0 = Co <0; 2h > |Co|
+o0o0 = C(]<O,2h<‘00’
2h + C 0 = h>k
k="' ymur = —LZO) sinh? (ku)e™ 2" |y =
2k too = h<k

Tziz() = h>k.
27

Usando (3.22), o terceiro critério fica:

(
0 = Cy>0;2h >4k + Cy

Indeterminado = Cy > 0; 2h < 4k 4+ Cy

K |umur = Kolu=ur = 0= Cy<0; |Cy—2h| >4k

Indeterminado = Cy < 0; |Cy — 2h| < 4k
Finito = 2h = 4k + Cj

0 = Cyp>0; 2h>4k+ Cy
—o00 = Cy>0; 2h <4k + Cy
Klu=ur = Kilu=wr =¢ 0 = Cy < 0; |Cy— 2h| > 4k
—o0 = Cy<0; |Co—2h| <4k

Finito = 2h = 4k + C,

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Colecionando os resultados obtidos em (3.23), (3.24), (3.25) e (3.26), temos que as

solugbes que caracterizam um BN em (3.20), sdo quando:

Cg>0; 2h24]€+00
Co<0; |Co—2h| >4k ; h>k; 2h > |Cy|.

(3.27)

Para esta classe de buracos negros no referencial de Jordan, vimos que a temperatura

de Hawking (3.24) é zero e por isso os chamamos de buracos negros frios. Todos os
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elementos de linha gerados por (3.20), variando os parametros de integragdo, que nao
cumprem as restrigdes de existéncia (3.27), ndo sdo buracos negros, sao outro tipo de
estrutura no espaco-tempo.

Agora para compararmos as temperaturas de Hawking dos dois referenciais, o de Jor-
dan e o de Finstein, é s6 estabelecer os possiveis buracos negros no referencial de Einstein
com os critérios de existéncia. Assim, ja estaremos calculando a temperatura no segundo
critério e ainda estabelecendo as solugoes de BN para o referencial de Einstein. Lembrando
que o elemento de linha (3.20), passa para o referencial de Einstein multiplicando-o pelo
quadrado do fator conforme (3.3), que resulta em:

k4 e2hu k? e?hu

————du® — ————d*. 3.28
sinh?® (ku) B sinh?(ku) (3.28)

dS% = e 2huq? —
Notemos que fazendo o limite em que Cy — 0 no elemento (3.20), obtemos o elemento
(3.28). Entao, para obtermos (3.21) e (3.22) no referencial de Finstein, basta fazer o

mesmo limite. Resultando em:

e =e M V=M =7 = _hu
o2 = e = o = e = @ = hu — 2In[sinh(ku)] + 2In(k) (3.29)
3 hu el hu
e = Sil;i%?(ku) = ef = Slﬁﬁ = ﬁ hu — In[sinh(ku)] + In(k) .

K, =2k sinh®(ku)e="[k cosh(ku) — hsinh(ku)]

k4

Ky = & sinh® (ku)e=2"“[h — k coth(ku)]

Ry = sl o2 ((cosb) 1, — f coth (fu)] — Leopnit)

Ry = st v (1 s 1, coth (k)

(3.30)

\

Os critérios de existéncia de BN para o elemento (3.28), usando (3.29) e (3.30), ficam

sendo:
D umur = € M|y =0 (3.31)
0 = h>k

K =7€" %z = -3 sinh? (ku)e ™|y =
k -0 = h<k

~ R

T=—=0= h>k 3.32

o > (3.32)
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0 = h>2k
}?1|u:u* - }?2|u:u* - }?3|u:u* = }?4|u:u* = Finito = h =2k . (333)
‘o0 = h <2k

Logo, nao ha singularidade no horizonte de eventos de (3.28) quando:
h > 2k (3.34)

Entao, os elementos de linha (3.20) e (3.28), obedecendo as restrigdes impostas para
a existéncia de buracos negros (3.27) e (3.34), sdo uma classe de buracos negros Frios
em que a temperatura de Hawking é invariante conforme, no caso igual a zero,
tanto para o referencial de Jordan quanto para o referencial de Fisntein. Uma observagao
muito importante é que se as restrigoes obtidas pelos critérios de existéncia de BN nao
forem satisfeitas, havera uma estrutura geométrica no espaco-tempo que nao é um BN.
Vamos ver um exemplo claro disso agora.

No caso em que o parametro

3
h=_k 3.35
2 ? ( )
temos de (3.11):
5

Co=—|—F—Fk 3.36
0 2€ (w + %) ( )

Para w = —g, temos que Cy = —@k e também

6 10
Co — 20| = %—k > 4k (3.37)

Vemos que (3.35) e (3.37) satisfazem as restrigoes de existéncia de BN (3.27), que
estd no referencial de Jordan. Mas (3.35) nao satisfaz a restricdo de existéncia de BN
(3.34) para o referencial de Einstein. Com a escolha de parametro (3.35), temos buracos
negros no referencial de Jordan mas nao temos BN no referencial de Finstein. Este é um
exemplo claro que a temperatura de Hawking nao é invariante conforme, mas isso
se deve a existéncia de buracos negros Frios no referencial de Jordan e a nao existéncia

de buraco negros no referencial de Finstein. Como nao ha BN no referencial de Einstein,
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nao podemos definir temperatura de Hawking neste caso. Entao a invariancia conforme é
violada nao pela mudanca do valor da temperatura de Hawking, mas pela impossibilidade
da definicao de temperatura devido a nao existéncia de BN em um referencial. Este é um
dos varios possiveis casos de violagao da invariancia conforme da temperatura de Hawking
devido a transformagcao conforme (3.2) nao ser uma isometria conforme (ver apéndice B),
ou seja, a transformacao conforme nao sendo um difeomorfismo, os pontos do horizonte
de eventos, pertencentes ao espago-tempo, podem ser mapeados em pontos singulares,
modificando a estrutura de BN para uma estrutura diferente, em que as geodésicas ter-
minam na hipersuperficie singular. Entretanto, nao analisamos o que acontece com o0s
pontos da regiao de dentro do horizonte de eventos dos buracos negros no referencial
de Jordan. Nao sabemos se todos os pontos sao mapeados na hipersuperficie singular ou
somente os pontos em que u = u* sao mapeados em pontos singulares. Poderia restar uma
regiao interna, correspondente aos pontos do BN sem u = u*, que seria um outro conjunto
de pontos aberto completamente separado da nova variedade resultante da aplicacao da

transformacao conforme. As possibilidades estao representadas nas figuras 2 e 3.

Hipersuperficie do
Hornzonte de Eventos

V i [

Transformacio Conforime

Hipersuperficie Singular

Figura 2

A propriedade de invariancia conforme da temperatura de Hawking para o caso de
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Hipersuperficie do
Horizonte de Eventos

Transformacio Conforime

Hipetrsupetficie Singular

Figura 3

uma isometria conforme, deve ser mostrada como um teorema, usando vetores de Killing
do espaco-tempo. Isso deve ser minuciosamente estudado em um outro trabalho para a
completa compreensao da invariancia conforme da temperatura de Hawking.

Uma outra observacao importante é que se considerarmos a transformagao de coorde-

nadas
2k
e =P(r)=1- — (3.38)
—2hu _PE(T) : thu . P%h(’/’)
C
67t =[PV
1
du? =——dr?
Y r+P2(r) "
. k _1
sinh(ku) =—P(r)" 2z,
r
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e a mudanca de parametros

C
I — (3.39)
2ky/|w + 3|
h
2 4
o=, (3.40)
o elemento de linha (3.20), transformado por (3.38), (3.39) e (3.40) fica:
dS2 = PS(r)[P*(r)dt* — P~%(r)dr* — P (r)r?dQ?] . (3.41)

Identificando com (3.17), temos:

62'7:P‘””f:>e”Y:Pa7+5 :>7:a7+51np
e — p=(e=) 5 o — p=5Y o g = Ll p (3.42)

2 = p2pl-(a=6) o of — pp= 8= —[17(375)} InP+1Inr.

Calculando (3.19) com (3.42), obtemos:

4

= (55) P97 P (a = DPOO (P
—(zf) P [Lﬁ) pla—§-2pr | %P(a_g)_l}
Ky = @=9=1 [pla=&)—-1pr zp(a—f)—2p' + rp(a—ﬁ)—lp//}
Ky = LPa9-1_ [%p( a=§)-2 (pr)? 4 U=0%0) pa-9)-1 4 TL?p(a—f)] _

(3.43)

\
Como o candidato a horizonte de eventos é ry = 2k, temos que os critérios de existéncia

de BN ficam sendo:

a+§
2k\ 2 0= a+&>0
Mhmry = [(1——) ] - ‘ (3.44)
ok +oo = a+E£<0

0= a>1
—Q a —"_ a— . .
K :’Y’e7 ’r‘:rH = 5 €P1P 1’7‘:2]@ = Finita = a=1
+o00 = a<1
K 0 = a>1
T=—"— , (3.45)
2m Finita = a=1
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0 = a—-£&6>2
Kl’r:rH = KQ‘T':’I’H = K3‘7":7’H = K4|r:rH = n 5 5 . (346>
X = a— <

Colecionando os critérios (3.44), (3.45) e (3.46), temos que as solugoes do elemento de

linha (3.41) que caracterizam buracos negros, correspondem a:
a—§6>2;a+£>0 (3.47)
O elemento de linha (3.41) no referencial de Finstein fica sendo:
dS% = P(r)dt* — P~*(r)dr* — P'"“(r)r?dQ*. (3.48)
Fazendo “¢ — 0”em (3.42)-(3.46), obtemos:

e =P'=¢' =Pt =>7=%InP
=P = =P i=a=—%nP (3.49)
(1-a)

625:r2P1_a:>eB:TP 3 :}B:@IHP—FIDT.

Bi=—(8) [P*'P" 4 (a = )P*2(P)]
Ky == (5) P[5 " 2P+ P
[/(\'3 — anl [Pa—lp/ _ gpa—QP/ + 7,,Pa_lpl/]
Ry= &Pt U pee2 (pry? 4 Gl pect g L pal

(3.50)

4 r

_ ok \ 2 0= a>0
€ |pmry = [(1 - —) ] - (3.51)

r ok too = a <0

\

0 = a>1
~ _ oI y—a a a— ..
R=y'e" ey = §P/P Y=ok = { Finita = a =1
+oo = a<1

0= a>1
Finita = a=1

T=2
27
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~ ~ ~ ~ 0= a>2
K1|T:7’H - K2|r:rH - K3|7':TH = K4|7‘:7"H - . (353>
+oo = a<?2
Colecionando os resultados de (3.51)-(3.53), temos que as solugoes do elemento de

linha (3.48) que caracterizam buracos negros, sao quando:
a>2. (3.54)

Vemos que (3.54) concorda com (3.34). Fizemos as transformacoes (3.38)-(3.40), para
demonstrar, pelos parametros usados na literatura , que existe uma classe de bura-
cos negros que nao havia sido demonstrada até agora. Considerava-se que s6 haviam
solugoes que caracterizavam buracos de minhoca e nao buracos negros. Mas como vimos,
os critérios de existéncia de buracos negros sao satisfeitos para o elemento de linha (3.48)
quando temos (3.54), mostrando que obtemos uma nova classe de buracos negros
frios, que ainda possuem a importante propriedade da invariancia conforme da temper-
atura de Hawking. Uma observagao importante sobre esta nova classe de buracos negros,
é que a restrigao (3.54) s6 é valida para o caso da Teoria de Brans-Dicke anémala,

13

ou seja, “e = —17em (3.7), ja que (3.11) s6 é satisfeita para a > 2 se e = —1.

3.3 Buracos Negros Frios Neutros com k =0

Agora para o caso em que k = 0, o elemento de linha (3.14) fica sendo:

C C
62(h—70)u ) 62(h—70)u

dS2 = e~ 2+ Fhugy? —du® = ———d(”. (3.55)
Identificando com (3.17), temos:
027 — o200t Ly —y oy — ot Pyu v =—(h+ D)
e = g(h;ﬁ = e = ew;%o)u = a=(h—L)u—2n(u) (3.56)
020 — 62('1;2%1)“ - B — @ = 3= (h—L)u—In(u).
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Entao, (3.19) fica:

Ky =-2(h+ %)u‘ge(c"*%)“(l — hu)
Ky = —(h+ Q)ute(@=2u [(h — Sy — 1]
K3 — —(h _ %)uSG(CO—Qh)u

K4 — u2€(Co—2h)u <1 o U2 [(h . @) . l}2> ‘

(3.57)

\
Como o candidato a horizonte é “u* = 4+00”, entao, usando (3.56) e (3.57), os critérios

de existéncia de BN ficam sendo:
0= Cp>0
u=ur = 0 = Co<0; 2h>|Cy (3.58)
+oo = Cy < 0; 2h < |Co|.

_ (2h+Cp)
67 u—u* = e 2 u

B = e = —(2h + Co)uPe e = 0

7= _) (3.59)

21

400 = Cp>0; 2h < ()
Kiumu = Kolumus = K3lymur = Kylumur = 0= Cy>0;2h>Cy - (3.60)
0= Cy<O
Colecionando os resultados obtidos em (3.58)-(3.60), temos que as solugoes do elemento

de linha (3.55) que caracterizam buracos negros, sao quando:

Co>0,2h>00
Co <05 2h > |Cyl.

(3.61)

O elemento de linha (3.55) transformado para o referencial de Einstein fica sendo:

ohu e
ds% =€ 2h dtQ — Fd’lﬂ — ?dﬁz . (362)
As expressoes (3.56) e (3.57) se tornam:
=M d=eM=7=huy
e28 — ei’;“ = 0 = e:—; = a = hu—2In(u) (3.63)

ezg:ezzuéeBZ#igth—ln(u)

u
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K, = —2huPe 2" (1 — hu)
Ky = —hute2hv (h—1)
IA(g = —hule2hu
o ,2,—2hu (1 _ 23 _ 112
kK4—ue (1 u[h u})

Usando (3.63) e (3.64), os critérios de existéncia de BN ficam sendo:

hu
€ ’u:u =€ ’u—u* =0
/"% :;Y\/e’y_a‘uzu* = _hu26_2hu u=u* — 0
~ &
T=—=0
2

K1|u=u* :}?2|u:u* = }?3|u:u* = }?4|u:u* =0.

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

Logo, neste caso, nao hé singularidade no horizonte de eventos do elemento de linha

(3.62). Entao, obedecendo as restrigoes (3.61), a temperatura de Hawking ¢ invariante

conforme para esta classe de buracos negros.

3.4 Buracos Negros Frios Neutros com k < 0

Finalmente, para o caso em que “k < 0”, o elemento de linha (3.14) fica sendo:
h—Co)u h—Co)u

dS?] _ 6—(2h+Co)udt2 _ k4€(2 o) U2 . kZe(Z 0)

sin(ku) sin?(ku)

Comparando com (3.17), temos

627 _ e—(2h+co)u = e = 6*(2h+00)% =7 = —(2h + O())%

€ sin® (ku) sin? (ku) 2

= ke 3= @hColy  n[sinh(ku)] + In(k)

2 (2h—Cp)u
e = e T oy of = ke
sin(ku)

sin® (ku)

Calculando (3.19) com (3.69), obtemos:

;

K, = @ht) sin® (ku)e(©0=2Mu[k cos(ku) — hsin(ku)]

A
Ky = —(2}12250) sin4(ku)e(00‘2h)“[—(Qh;CO) — kcot(ku)]
K5 = ——Sinigk“)e(c()_%)“ (cos(ku) [—(Qh;%) — kcot(ku)] + —if)?&i?)

. 1 2
K4 _ smjg(zku)e(co—2h)u (1 i smi(zku) [(2]1;00) _ ]{,‘COt(k’U):| ) .

20

(3.68)

20 _ K@ Con o g0 (2h—Ch),, 2 In[sinh(ku)] + 21n(k)

(3.69)

(3.70)



Usando (3.69) e (3.70), os critérios de existéncia de BN ficam sendo:

0= Cy>0
(2h+Cp)
My = € 2 T2 L= 0= Co<0;2h>|C (3.71)

+oo = Cy < 0; 2h < |Cyl.

2h + C
K ='e""ymur = _% sin?(ku)e [ ,—ys = 0
- _ (3.72)
2m

400 = Cp>0; 2h < ()
Kilumur =Kslu—wr = Kilu=wr = 0 = Cy>0; 2> Cj (3.73)
0= Cy<0
—o00 = Cy>0; 2h<Cy
Kolu=u = 0 = Cy>0;2h>Cy - (3.74)
0 = Cy<0O

Colecionando os resultados de (3.71)-(3.74), temos que as solugdes do elemento de

linha (3.68) que caracterizam buracos negros, sdo quando:

Co>0,2h>00

(3.75)
Co <05 2h > |Cy.
O elemento de linha (3.68) no referencial de Einstein fica sendo:
LA p2hu L2 e2hu
dSy = e ?Mdt* — 2 - o’ 3.76
B=c sin® (ku) " sin®(ku) (3.76)
Fazendo “Cp — 0”em (3.69) e (3.70), obtemos:
e =e M V== 7= —hu
e = e = o = o = 8 = hu — 2In[sinh(ku)] + 2In(k) (3.77)
28 = —Sﬁ"&:;) = P = —Slk‘;iz:t) = B\: hu — In[sinh(ku)] + In(k)
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( Ky = Zsin® (ku)e 2" [k cos(ku) — hsin(ku)]

Ky = L sin*(ku)e 2" [h — k cot(ku)]
R o o (3.78)
Ry = =02 (cos(ku) [h — k cot (ku)] + £ )

{ K, = Sini#f%" (1 — Smjﬂ# [h — kcot(ku)f) :
Usando (3.77) e (3.78), os critérios de existéncia de BN ficam:

) |umur =€ M ymrr = 0 (3.79)
R :;}\/leaia‘uzu* ) SIDQ(ku)eiylu’“_“ =0
~ &
Pk _ 3.80
- (3.80)
(3.81)

K1|u:u* :K2|u:u* — K3|u:u* - [?4|u:u* =0.

Nao existe singularidade no horizonte dos buracos negros do elemento (3.76). Entao,

obedecendo as restri¢oes (3.75), a temperatura de Hawking é invariante conforme para

esta classe de buracos negros.
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Conclusao

Como mencionamos, o objetivo de nosso trabalho é analisar o comportamento da
temperatura de Hawking para os buracos negros carregados da teoria EMD e os buracos
negros frios da teoria de Brans-Dicke.

No segundo capitulo verificamos a propriedade de invariadncia conforme da tem-
peratura de Hawking para os buracos negros assintoticamente planos da teoria EMD
generalizada pelos parametros “a”, da agao (2.1), e “w”da acdo (2.79), que nao havia
sido verificada ainda na literatura. Significa que, para baixas energias, a temperatura de
Hawking é a mesma no referencial de Einstein e no referencial de cordas para os mod-
elos de Cordas Tipo I (2.81), Cordas Tipo IIA (2.82) e Cordas Heterdticas (2.83) em 4
dimensoes. Esta propriedade nao é de forma alguma esperada por motivos fisicos prévios,
pois mesmo para o caso particular de uma isometria conforme, a temperatura nao tem
razoes para permanecer a mesma, seguindo o raciocinio da Mecanica Estatistica.

O resultado novo na literatura mais interessante obtido em nossa dissertacao é que
para os modelos de cordas a baixas energias mencionados acima, a mesma propriedade de
invariancia conforme da temperatura de Hawking foi obtida para buracos negros assin-
toticamente nao planos. Também fizemos a anélise da temperatura de Hawking dos BN
assintoticamente nao planos usando a transformagao conforme geral (2.72). Obtivemos,
assim, a invariancia conforme da temperatura de Hawking para os BN assintoticamente
nao planos que reproduzem os modelos de cordas a baixas energias.

No terceiro capitulo, estabelecemos a existéncia de buracos negros neutros frios no
referencial de Jordan e no referencial de Finstein, que foi abordada na referéncia |15],

obtendo assim a mesma propriedade de invariancia conforme da temperatura de Hawk-
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ing para estas classes de buracos negros, o que nao havia sido feito antes na literatura.
Também um outro resultado novo na literatura obtido aqui é que demonstramos a ex-
isténcia de uma nova classe de buracos negros frios que possuem a propriedade
de invariancia conforme da temperatura de Hawking, em que os parametros livres das
solugoes descrevem a teoria anomala de Brans-Dicke. Notamos que hd uma quebra
da invariancia conforme da temperatura de Hawking para os casos em que a trans-
formacao conforme nao é uma isometria conforme, pois neste caso existem buracos negros
no referencial de Jordan e nao existe BN no referencial de Einstein, impossibilitando

assim a analise da temperatura para o referencial de Finstein.
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Apeéendice A

Massa Quasi-Local

Vamos usar o formalismo desenvolvido independentemente por Brown-York [5| e Hawking-
Horowitz@ do calculo da massa quasi-local de um espaco-tempo. Em uma variedade

diferencidvel “D”dimensional com métrica “g,,”e determinante da métrica “g”, podemos

calcular a massa quasi-local da acao generalizada

—dap
= [ dPx\/= — ad v — F? Al
N e L e T o S B
da seguinte maneira. Considerando o olemento de linha
dS?* =U (r)dt* = U (r)dr* — R* (r)dQp_s, (A.2)

a massa quasi-local associada a este espago-tempo serd [2]:

M) = Y0 i) - OO [P ]  a
onde
Ap_o(R) = (4m) = FF(D—T_;)RD-Z (r) (A.4)

» 4

e “Yo(r)”é o zero da energia do espago-tempo, que é uma fungao arbitraria, “Ap_o(R)”é

a area da (D — 2)-esfera do elemento de angulo sélido de (A.2). No nosso caso em que
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(B =D =4), temos

A = 21R?

{—‘MD‘Q(R) = 4nR.

dR :| R=R(r)

Se escolhermos “Yy(r) = 17, usando (2.48) e (2.49) em (A.3), obtemos que a massa

quasi-local do buraco negro dilatonico sera:

o= -2 (- 5) - (-2 - B s

Fazendo o limite “r — 00”, recuperamos a massa total de Bondi, podendo ser calcu-

lada pelo método formulado por Arnowitt-Deser-Misner(ADM) [19]. Entao:

M= lim M(r)= "+

A.

Agora podemos calcular a carga associada ao buraco negro carregado (2.51). Con-

siderando a termodinamica de buracos negros carregados, a primeira lei é
dM =TdS 4+ VdQ, (A.7)

onde “M7”¢é a massa total do buraco negro carregado, “I”¢é a temperatura associada ao
BN, “S”a entropia, “V”o0 potencial elétrico calculado no horizonte de eventos e “Q"¢é a
carga total do BN. Esta é a forma diferencial da primeira lei, mas a forma exata, é a

férmula de Smarr

M=2TS+VQ. (A.8)

Entao no caso do BN (2.51), obtemos

Q = e o\ /ry [M —2TS]. (A.9)
Usando
2
g=Lr AR iy p o, (A.10)
de (A.6), (A.9), (A.10) e (2.58) temos:
1
Q = Le ¥ %Mmr_ : (A.11)
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Para o elemento de linha (2.61), a massa quasi-local (A.3) é:

M(r) = Yor/7(r —b) — (1_77) (r—b). (A.12)

Escolhendo “Y, = (1_77)”e fazendo o limite em que “r — oo”em (A.12), obtemos que

a massa total do BN (2.61) é:

M = lim M(r) = <1‘—7> b, (A.13)

r—00 4

Para o elemento de linha (2.80), a massa quasi-local (A.3) é:

O T e O [ R ]

(A.14)

M (r) = re’@#e

Escolhendo “Yy = 17e fazendo o limite em que “r — oo”em (A.14), obtemos que a

massa total do BN (2.80) é:

M = lim M(r) = X~ (” H‘) . (A.15)

r—00 2
Uma propriedade interessante pode ser mostrada com o auxilio da liberdade de calibre
do potencial escalar elétrico do BN. Usando a liberdade de calibre do potencial, podemos
mostrar que a entropia e a carga do BN, sao invariantes conforme.

A primeira lei da termodinamica de BN no caso conforme fica:
M=2TS+VQ. (A.16)

Se a temperatura é invariante conforme (f = T) entado, se usarmos a liberdade de
calibre do potencial elétrico (‘7 =V 4+ (), temos o seguinte resultado para a constante

do potencial conforme no caso em que a entropia e a carga sao invariantes conforme

(S=5;Q=0Q):

M=2TS+VO

—2TS +VQ+CQ
:C:M—2TQS—VQ' (A.17)
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Logo, escolhendo a constante de calibre “C”como (A.17), temos a propriedade que a
entropia e a carga do BN sao invariantes conformes. Esta propriedade é valida para todos

os buracos negros carregados em que a temperatura de Hawking é invariante conforme.
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Apéendice B

Transformacao Conforme

Seja uma variedade diferencidavel “AM”de dimensao “D”, com métrica “g,,”e determi-
nante da métrica “g”. Podemos definir uma classe de transformacoes particulares que sao
muito dteis em vdrias teorias na Fisica. Seja uma funcdo das coordenadas 2 (z®), difer-
encidvel de classe C*(k > 2) e estritamente positiva definida em “M”. Entdo chamamos
uma aplicacago ¥ : M — M de uma transformacao conforme se ela transforma a
métrica pela relagao:

=0y, (B.1)

onde

sao operadores métricos em “M”. No caso particular em que ¥ : M — M é um
difeomorfismo (aplicagao inversivel bijetiva e diferencidvel), entdo dizemos que ¥ é uma
isometria conforme.

Para ficar clara a importancia da transformacao conforme, vamos analisa-la. A relagao
(B.1) nos mostra que dado objetos geométricos na variedade “M”(vetores ou formas)
XY, Z e W definidos em um ponto p € M. Entao:

(X;Y)
W;2)°

g(X5Y) g
gW:2) g
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significando que angulos e razoes entre objetos geométricos se conservam pela trans-
formacao conforme. Entao podemos mostrar que a estrutura causal do espago-tempo
se conserva por transformacao conforme, vetores tipo-tempo, nulo ou espago, usando a
métrica original, permanecem vetores tipo-tempo, nulo ou espago usando a métrica con-
forme.

Considerando a relagao (B.1) de uma transformagao conforme, podemos calcular as

componentes da conexao associadas a métrica conforme

fa,w = %?J\OM (09 + 0uGru — OrGuv)
=1, + Q' [0V, + 0V, — 9w g V0]
=T, +H, . (B.2)
Assim
VX, =8,X, - T°,X,
=V, X, — H, Xq (B.3)
He, = H,,. (B.4)

Podemos comparar o comportamento da equagao de uma geodésica A em relacao a

derivacao V,, a uma derivacao V. No primeiro caso temos

dxzt dz¥

—V,[— ] =0

dr " < dr ) ’
mas no segundo temos

@ﬁ (daz”) _ d:c"V (dx”>+d:v“HV dz®

dr "\ dr dr "\ dr dr " dr
dzt dx¥ dxt dx®
dr dTv“n (g“dT dT)g Vgln

Logo, em geral A nao ¢ uma geodésica em relagao a derivacao V,. Mas se A for uma

geodésica nula, entao

dzt dx® _ 0
Jop dr dr

dzt ~ dx¥ dzt dz?
— — = (2—V,1InQ
dTvM(dT) (dTv“n )(dT)
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que é a equagao de uma geodésica nula em um parametro nao-afim, mostrando que o
cone de luz permanece o mesmo para métrica conforme. As componentes do tensor de

Riemman para a métrica conforme sao:

D T o Ta A iR A
R%,, = 0sI, —0,1%, + T'%I", — T,

~

v v v A v
= R — 2V[aH ﬁ,u} + 2H M[OIH ,6])\ 5

afu afp

onde os parénteses nos indices, representam antisimetrizagao. As componentes do tensor

de Ricci para a métrica conforme sao:

El“’ = ﬁayau
= R, —(D—=2)V,V,InQ — g,,0*°VoVsIn Q + (D —2) (V,InQ) (V, nQ) +
—(D ~2) g,,9™" (Voaln Q) (VsIn Q) .

Finalmente a relacao entre os escalares de curvatura é:

R=9"R, =02R-2(D-1)¢g"V,V,InQ— (D —2)(D—1)¢" (V,InQ) (V, InQ)] .
(B.5)

Se definirmos as componentes do tensor de Weyl por

2
(D _ 1) (D — 2) Rga[ugu]ﬂ s

2
Capuw = Rapuw + 15— { 9ot Rujs + goiuRuja t +
temos que o tensor de Weyl é invariante por transformagoes conformes

~ v __ v
C _Cﬁu>

afu «a

notando que a ordem dos indices é importante para que a simetria de invariancia conforme

se cumpra.
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