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INTRODUCAQ:

A matriz S (matriz de espalhamento) pode em geral ser con-
ceituada como um operador que transforma as ondas vindas do in
finito em ondas que se propagam para o infinito. Nos 4ltimos

"trinta anos a teoria da matriz S tem sido muito aplicada no
tratamento de processos de colisdo tanto em fisica-nuclear co-
mo na teoria dos campos.

Originalmente foi introduzida no estudo de reagOes nucleares
por J. A. Wheeler 1. Com a idéia de Heisenberg de formular
a teoria quﬁntica sem a hamiltoniana,a teoria da matriz S pas-
sou a ser assunto de grande interésse nas investigagoes de fia;
ca tedrica. A importancia do uso da matriz S, segundo a idéia
de Heisenberg,é descrever todos os resultados experimentais. de
um problema de colisao, sem fazer uso da fungao de onda da meqé
nica qugntica usual. As suas propriedades seriam derivadas a
partir dos princ{pios gerais que devem satisfazer a interagao,
como causalidade, unitariedade e Lorentz invariante.

0 estudo das propriedades anal{ticas da matriz de espalhamen
to, tem como principal objetivo determinar e interpretar  suas
singularidades no plano complexo das energias ou no plano com=-
plexo dos momenta. )

- 0 problema mais simples com generalidade suficiente para i~
lustrar varias das propriedades da matriz S, éo espalhamento
de duas part{culas pnao relativisticas se interagindo atraves -de
um potencial fixo V. Baseando-se num problema deste tipo, sur-
giram varios trabalhos 3 com o objetivo de testar a validade
das idéias sdbre os polos da matriz S. Surgin também a preocu=
pagao de se determinar todos os polos da matriz de espalhamento
para problemas especfficos, potencial do tipo pogb e barreira43

potgncial de longo alcance 5, potencial dependente de velocida-
de ~,
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Neste trabalho temos como principal objetivo determinar os po=-
los da matriz S para um pogo de potencial complexo. Fazendo em
seguida uma comparaggo com os resultados obtldos por Nussenzveig4
para um pogo real, que obtemos como o caso limite quando a parte
imaginéria do potencial tende a zero.

o primeiro papitulo, que é,dividido emn quatro seqses simples~
mente para facilitar a exposigao, £8z-se uma raﬁida e simples a-
presentagao da teoria da matriz de espalhamento ngorrelativ{sti-
co0y com 0 oObjetivo de ;ituar 0 nosso problema e definir as gran-
dezas que serao usadas no decorrer deste trabalho. No capftulo
11, obteve~se uma expressgo algébrica para a matr;z de espalha-
mento por um potencial complexo,e de alcance finito. Seria ela
uma fungdo meromdrfica ? A sua analiticidade ainda’ satisfaz o
requerimento de Kronig ? Seriam vélidas ainda as relagges de
simetria usuais para o caso de potenciais reais ? Como poderfa—
mos generalizar estas relagoes ? Sao.estas, as questoes que res
pondemos nas segoes 5, 6 e 7 .déste cap{tulo. o capftulo III
calculamos os polos da matriz S de um espalhamento por um  pogo
de potencial complexo, para o caso da onda s(=0), e discutimos
0 seu deslocamento no plano complexo gos momenta, que sao mostra
dos nas figuras 2, 3 e 4.

Com isto, estamos entSo, verificando as propriedades da matriz
S para mais um modelo simples, que se distingue dos anteriores
pela possibilidade de incluir processos de aniquilag§o~



capPfruLO T
1. ESPALHAMENTO POR UM POTENCIAL

Inicialmente faremos uma répida revisao da teoria elementar
do espalhamento por um potencial esfericamente simétrico, 7 vie
sando definlr e conceituar algumas grandezas que serao tratadas

no decorrer déste trabalho.

0 espalhamento ndo relativistico de duas part{culas de mas=
sam em, pode éer descrito pela equagﬁo de Schrbdinger depen
dente'do tempos ’

a

h o — ——
-— g2 Y(x,t) + V(r) ¥(Z,t) = in -’(&E (x,t) (1.1)
2n 2%

onde, m = my mz/(ml+ ma) er = [§ﬂ, V(r) é o potencial que repre
senta a interagéo entre as duas part{culas, que admitimos ser eg

-
‘fericamente simétrico.

?M&éé -
A¥equagao (1.1), uma vez que o potencial nao depende do tem-

1)

POy pode ser escrita como:

- 1Bt
Fx6) = P(x).e B (1.2)
onde () (¥) satisfaz a equagao de SéhrBdinger para estados esta-
ciondrios:
ne L _ -
-V Yx) + v(r) ¥ = EUED (1.3) -

No problema do espalhamento 1mpoe-se, unicamente pela risi=-
ca do problema, que as solugoes da equagao (1.3), para disténcia

r nulto grande, seja uma superposigao de ondas incidentes e on=-
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- das emergentes. As ondas incldentes (que por simplicidade con-
‘sideramos como ondas planas propagando=-se na diregao de Z) cor-
respondem;as particulas incidentes sdbre o ‘potencial. As" on=-
das emergentes (ondas esféricas) correspondem as partfculas es=
palhadas pelo potencial. Com esta formulagao se imp5e 3 solugﬁo

da equacao (1.3) a seguinte condigao:
« oIKT

WD) = Y(r,0,9) —= X% + £(0) . (1.4)
r =00 T

A fungdo £(8) (a simetria esférica impoe £(8, ) = £(8)) é
usualmente chamada de amplitude de espalhamento, e esta relacio

nada com a segao de choque diferencial por:

‘do(8)
= |£2(e)|?

gue represehta o ndmero de partfculas espalhadas na diregao 8
“por elemento de Qngulo sﬁlido a2, sendo & o angulo entre a di~-
recao de observagao e a diregdo incidente. O problema de espa-
lhamento se resume, entao, em determinar a amplitude de espalha

mento’ f(e)o
Separando a parte angular e radial da equagao (L.3):
©
-y l :
W(x) = P(r®) =2 Cy — u,(kr) B)(cos®) (1.5)
L yr L £ .
2=0

1d

onde gh(cose ) sao os polindmios de Legendre, o fator (kr)T &
introduzido por conveniénecia, as fungGes ul(k,r) obedecen a e~

quagao de SchrBdinger radial:
wem) + 12 - o) - 22|y e =0 (1.6)
) > Y




onde, k2 = 2uE/1e e U(r) = 2uv(r)/n.

Como P(¥) deve ser finita (1.5) requer a condigdo de contdr-
no, ug(k,0) =0, para as solugoes de (1.6). Admitindo que a in
teragao seja de alcance finito, 1.6, V(r) = O parar ) r,s a fup’
¢ao radial, uz(k,r), fora do alcance do potencial satisfaz a e-
quagaos:

L(2+1)

uiﬁ(k,r) + K8 - > uZ(k,r) = 0 (1.7)
r

gue admite como solugdo as fungdes krjﬂ(kr), quﬁ(kr) e krhz(kr)ﬁ
onde jﬁ(kr) é a furigao de Bessel esférica Ql(kr) a fungao de Ney

man esférica e hy(kr) a fungao de Hankel esférica, que sdo defi-

nidas 8, respectivamente como:
T ¥
j}/(Z) = ( -Z—Z-) J'L_'_.é. (2)
*
= (-1~ .
(2 = (1) (22) T_ g3 2
e

(1,2)(5) = 5

sendo hé})(Z) a fungao de Hankel esférica de 12 espéele e h&?)(z)

a fungao de Hankel esférica de 22 espdeie.

Estas fungSes apresentam os seguintes comportamentos assintd-
ticos:

1
j, (2) = — sin (2 - 4T

o

1
(2) —————————pe ~ cOs (z_%l‘. )
Z

nL z =»00



: L

h%"?')(z) —_— exp (+ 1 (Z--—) .

Z =00

. Pl
0 comportamento na origem e:

z
B® = —0 (2.
e . £+1
—— - i
YLL(Z) 0 (22,+l (Z)

A solugdo assintdtica de (1.6), considerando o comportamento
das possiveis solugdes (fungdes esféricas de Bessel a menos do

fator kr) no infinito e na origen & dado por:

ulb(kr) -—r-—_;;——x» sin |kr -%l‘rr +8£(k):’ (1.8)

onde,: 5&(k) (deslocamento de fase) representa um deslocamento
da fase da solugao assintdtica de (1.6), contendo um potencial,
em relagso a fase da solugdo assintdtica de (1.6) para uma par-~
tfcula livre. 0 dnico efeito do espalhador, V(r), & deslocar a
fase da fungdo de onda assintdtica re;Lativg a sua fase na ausén

ecia da interagao .
De (1.8) e (1. 5), tem-se

9D —— 3 ¢p = sinfkr - % br +6,(0)]E, (c0s8) (1.9)
T P>m =0 kr

. considerando (1.9), (1.4) e a equagao assirité_}:ica para a onda
plana escrita em térmo de componente de ondds esféricas:

@

1
— (22+1)i£ P,(cos @) — sin(kr -J?ir- )
T po 4 kr 2

e 1kZ

obtem~-se, para £(6):
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L %2 21§ -
£(8) = —— 3 (20+1) (e -1) Pg(cos® ) (1.10)
2ik 4=0 -
e para os coeficientes ée:
¢ i8y
Cy = (20+1)1% e (1.11)

A equagdo (1.10) é a expressao usual da amplitude de espalha
mento, gue depende apenas do deslocamento de fase §£(k). Todo
efeito do espalhamento é deserito em tdrmos de um conjunto infi
nito de deslocamento de fase. '

Usualmente, define-se a matriz S do espalhamento por:

Ziﬁz(k)

Sz(k) = e (1.12)

De (1.11), (2.12) e (1.9), podemos escrever a funéao de onda

- Id
assintotica, como:
(o]

P(py0) ———> S B, (cos8)(20+1) <8, (k)e kT (-1 Y Tlkr
©r -»o0 2iky 2 4
g=0

(1.13)
logo, para cada componente de onday; a matriz S ¢ dada pela razao
entre a amplitude da onda emergente e a amplitude da onda inci-

dente.

A segdo de choque total,; para o espalhamento é:
0’=J'{f(e)lz a 7 (1.14)

substituindo (1.10) em (1.14), os térmos cruzados do quadrado de
|£(8)| se anulam devido & ortogonalidade dos polindmios de Legen

dr obtem~se:
ey Obtem~se o

dar
o= S (20+1) sin® 8, () (1.15)
- " L=o
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ou

o= — 2"_‘ (20+1) 'SL“‘) -1/% (1.16)

2, 'POTENCIAIS, ENERGIAS E DESLCCAMENTOS DE FASE COMPLEXOS

Nesta secgio veremos como a andlise do espalhamento pelo es
tudo das ondas parciais (segao 1) podera ser extendido para in-
cluir a possibilidade de absorgao das part{culas incidentes pe=-

lo centro espalhador.”

De (1.13), vimos que a onda parcial esférica emergente tem

a faie deslocada em,relaggo & fase da onda incidente. No espa-
lhamento eldstico os deslocamentos de fase 6l(k) sa0 quantida=-
des reais, consequentemente o fator eaisl 1.8, a fungfo Skfk)
(eq° .12) tem mddulo unltario, 0 que acarreta que a intensida-
de da onda emergente é igual a,intens;dade da onda incidente.
N3o existindo entao nenhuma absorgao. ~Para descrever um proces
so de absorggo assumimos que o fator complexo, eZiSl, (a'matriz
S) que multiplica a onda emergente {eq. 1.13) tenha mddulo infe
rior & unidade. O que se obtem considerando o deslocamento de
fase &i(k) como uma quantidade complexay

_ %(k) = nﬂ,(k) + ir(g(k) (2.1)
onde, QQFk) e q@(k) sao fungdes reais de k. Ql(k) descreve a

absorgao de partfculas pelo centro espalhador.

A secgao de choque para o espalhamento eldstico ainda se

escreve como em (1416), que coincide com (1.15) para ¥,(k)= 0.
A
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A se¢ao de choque o’a, para processos nao elésticos, serd deter-
‘minada como segue: O numero de part{culas absorvidas pelo cen~
tro espalhador & igual, por unidade de tempo, ao fluxo total re

ceb:"ldb“‘pelo centro espalhador, que & dado por: .
— - = ds (2.2)
J‘< ¢ 92 r %

onde s & uma superflcie que envolve o centro espalhador e W—C e

dado por (1.13). Integrando (2.2), obtem-se:

mTh 2
¢ = — (24+1)(1-]|S, |%) (2.3)
& mk %

A segao de chogue parcial (para cada componente ) de absorgao
Ué;*fj ¢ igual 3 P/P,, onde ¢, o fluxo da onda plana inciden-
te,

hk
¢° - F (204-)
logo, de (2.3) e (2.4), obtem-se a secgao de choque de absorgao:
T
% =T 0,y = L (2)(-I8,1®) (2.5)
£ kz 1 .
A segdo de choque total, para todos os processos sera: igual as
2 -
op = 0, + o, =k—2 % (28+1) (1 =Re SL) (2.6)

usando-se (2.1) em (1.16), (2.5) e (2.6), obtem-se respectiva-

mente:

2r
& =2 _
= 2% (28+1) &2 fcosh 2, - cos 3%} (2.8)

.o

o, = ;é% (24w1) 82 %sinn 27, (2.9)
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O = ET: z (21—[-1) (1= 52(Y£/ cos ZY) ) (2.10;
T s -

de (2.9), vemos que da,i, & mdxima quando Yp= @ Como a sec

950 de choque, é sempre positivaj; temos de (2.9) que /rl > 0.

Isto justifica a introdug§0 de deslocamentos de fase comple
x0s para descrever um espalhamento nao elastico. F{enomenolagi-
camente um deslocamento de fase complexo é equivalente 2 intro-
dugdo de um potencial complexo, V(r) = Vl(r) + iVZ(r), para deg
erever as interagges ineldsticas. Quando usamos esta represen-

tagé.'o para um modelo nuclear teremos o chamado modélo 5t1c09’1°.

Seja o espalhamento de uma particula por um potencial complg

xo de formas
UT) = V(D) + 1 V(F) (2.11)
onde Vl(?) e VZ(?) sfo fungdes reais de T
A equagao de SchrBdinger para éste potencial se escreve:
. R 2
HP(Fyt) = 1h — P (Tyt) ‘ (2.12)
7t
ondey

h
H==— V2 +7(D)
2m

Como V(T) independe do tempo, tem-se:

- iB ¢
YEt) = p@) e B (2.13)
da equagao (2.12), obtem-se:
HY(T) = E@(D) (2.12a)

-~ . L. ' -
Como H nao e hermitiano os auto-valores correspondentes, E, nao

~ . “ ’
serao mais necessariamente numeros reais. Considerando E como
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uma quantidade complexa,

E=E ~-1E (2.14)

onde E; e E, sd0 reais positivos, entao de (2.14) e (2.13), ob-

tem~se:
ftp*(?,t) Y(Fyt)ag = exp(-zmzt/h)ftp*c?) Y(Dds  (2.15)

Logo, a probabilidade de se encontrar a particula no interi'or' de
um volume $. decresce exponencialmente no tempo, exatamente como
ocorre num decaimento radioative - a introdugao de energias com=
plexas na mecanica qufa.ntica, foi feita pela primeira vz por G.

11

Gamow para descrever o decaimento o/~. Para representar um

decaimento, toma-se em (2.14) E2> o,

Chamando A a constante de decaimento de um processo definida
como sendo a probabilidade por unidad:e de tempo de um ndcleo de-
sintegrar, teremos de (2.15): '

2E
},= —— (2.16)

Egquag a0 de continuidade

Da equaggo (2.12) e sua complexa conjugadas
2
h
- in zltw*(?’,t) === PR 2@ 9@ @2an)

multiplicando~se (2.,12) por ¥* e (2.17) por ¥ e subtraindo u~-

ma da outra obtem-se:

Hpyr) h 2
+ —— e *. - = - £ .
P T l¢ vy (UVSb*I " Vo (T) Yy (2.18)
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Chamando, como usualmente, F'(?,t) = Yp*, a densidade de
probabilidade e 3?3%t) o vetor corrente de probabilidade, sen~
do:

hi
J(F,t) =-£; [gvp* - pxpy] (2.19)
podemos escrevers:

. 2 .
-ﬁ; pETE) + aty TFre) == V() p(Fit) (2.20)

0 potencial complexo na equagao de Schrbdinger acarreta a
n3o conservagao da densidade de probabilidade. O lado direito
da (eq. 2.20) determina a razao da variagao de particulas por
unidade dé volume e por unidade de tempo, do feixe incidente.
Logo o térmo diferente de zero do segundo membro de (2.20) des
creve uma’absorgao (VZ(?)< 0) ou emissao (VZ(?)>O) de particu

las..

3. PROPRIEDADES DE S, (k) 15

Nesta segdo discutiremos apenas o caso da onda s (L = 0),
uma vez que o método & facilmente generalizado para outros va-
lores de momento angular. Na se¢ao 5 ao tratarmos o problema

com potencials complexos faremos a generalizagéo para qualquer

_'?_' -

Para uma partfcula sujeita a um espalhamento por um poten=
clal central V(r), sendo V(r) real, poderemos obter a mabtriz
S -para onda s, S(k), a partir da equagao de Schr8dinger inde-

pendente do tempo:
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u"(kyr) + [K%= V()] u (k) = 0 (3.1)

onde k é o momentum do centro de massa e V(r) & o potencial re-
duzido. Consideraremos apenas, bem como em todo o desenvolvi-
mento désse trabalho, potenciais de alcance finito:

V(r) = V(r) &(r-r,) (3.2)
onde 1 <
' : para r<r
e(r-r ) = °
0 para ryT,
Logo a fungao de onda externa (r) T,), solugao da equagdo (3.1),
a menos de um fator de normalizagao serds

T _g(x) oI,

(3.3)
a funggo S(k) estd relacionada com o deslocamento de fase pela
equaégo (1.12). Para se obter a expressgq de S(k), solda=-se a
derivada iogaritma da fungao de onda interna (r < ro) com a de-
rivada logaritma da fungao de onda externa (r'>r°5'no ponto T =
T, (descontinuidade do potencial). Entao, obtem-se 12 (cfs eq.
8.3): u' (kyr ) + ku(k,r )

S(k) = — . g2ikro (3.4)
u (k,l‘o) - iku(k:ro)

onde u(k,r) é a solugao regular da equagao de Schrbdinger (3.1).
Como a dependéncia em k de (3.1) & da forma k2 e o potencial &

real, se pode derivar 12

as seguintes propriedades de simetria
para a Matriz S:
S(k) s(=k) =1 (3.5)
(k) = S*(<k*) (3.6)
BEstas duas, relagoes de simetria asseguram que para k real,

S(k) é de médulo unitirio, 1. 8oy |8(x)|2 = 1, consequentemente
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por (1.22) o deslocamento de fase, Gi(k)’ é real.

As propriedades analiticas de S(k), advém do fato que k fun
clona como um perametro na equagao (3.1) e de acordo com um teo-

rema de H. Poincaré 13, 14

s que diz: "u(k,ro) e u‘(k,ro), para
r, fixo serdo funcOes inteiras de k, desde que as condigles de
contdrno’ na origem possam ser mantidas fixas independentemente
de k". Impoe~se as condigSes de contsrno, u(k,0) = 0 e ut (k,0)=
= 1, para as solugdes da equagao (3.1). Entdo pelo teorema aci-
ma u(k,ro) e u'(k,ro) sao fungbes analfiticas em todo o plano com
plexo k. Consequentemente a fungao 8(k), eq. (3.4) é uma razdo

~ s+ N ~ 4 .
entre duas fungoes inteiras, ou seja, uma fungao meromorfica de

k em todo o plano complexo k.

Entao a funcao S(k) possue polos correspondentes aos zeros
do denominador da equagao (3.4), que sao polos simples no plano

complexo dos momenta 12.

Combinando a equaggo (3.1) com sua complexa conjugada e ma=
nipulando com ambds a fim de eliminar o térmo do potencial (cf.

seg20 5) e integrando de 0 a r, levando em conta u(k,0) = 0, en-

contra=-se: r
o
wk - ut kg + (kz-k*z)flu(k,ro)lzdr =0 (3.7)
r=r, o
eduagéo que ainda pode ser escrita na forma 12:
r
T 2 G 2 2
lut ~tka]” =|u +Im ka|~ +(Re k)Z|u]” + (Re 1)2 In kﬁu(k,r)l ar
T T T

o] ] ]

0 (3.8)
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Pela analise de (3.8), temos que, para Imk > 0 o denominador de
(3.4) ﬁ&o pode.ser nulo a menos que Re k = 0, Consequentemente
sé poderao existir polos de S(k), no semi plano superior, sobre

-5 eixo imaginério. Das propriedades (3.5) e (5.6) conelui-se
que os polos de S(k) sao simétricos em relagdo ao eixo imaginé—
rio,‘e que zeros no 12 ou 22 quadrante corresponde a polos no
32 ou 42 guadrante. respectivamente, e reciprocamente. Como
ndo existem polos no semi plano superior entao pelas proprieda-
des de simetria nao devem existir zeros para S(k)no semi plano in
ferior; exceto sobre o eixo imaginério.

0s polos situados no eixo imaginario positivo, k= iKn(Kh>0)

2.2
correspondem a estados ligados com energia E,= 'hzgn s 1 sendo’

a massa reduzida da partfcula, uma vez que fungao de onda exter-
na possue um comportamente assintdtico predominante pelo fator

exp(-Kr), caracteristica da funggo de onda de um estado ligado.

Polos situados no eixo imaginério negativo,apesar de deter-
minarem energias negativas, nao correspondem a estados ligados
uma vez que a fungao de onda correspondente tera um comportamen~
to assintdtico predominante pelo fator exp(kr), que diverge no

. . . ~
infinito. Devido a este comportamento puramente crescente da ex

4

ponencial Nussenzveig chamou estes niveis de anti-nfveise aos

polos assoclados de anti-polos. Estes polos s&0 também chamados

15 ¢ s80 interpretados como cor=

4, 16,

na literatura de polos virtuais

respondendo a niveis virtuais

Os polos localizados no semi-plano inferior do plano comple
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xo0 dos-momenta, (fora do eixo imag‘inério) nao tém uma interpre~
tagao simples 4, Apenas na situ_aggo particular onde 6 polo es- |
t4 muito prc;ximo do eixo real, ou mais precisamente, quando

Im k<< ;,1;-, obtém-se 15, levando em conta (3.8), a seguinte desi

gualdade para a fungao de.onda;
. Yo
2 1 2
|ul R = lulk,r) |~ dr (3.9
r o
0
~ ’ o

Apesar da fungao de onda externa divergir exponencialmente no in
finito, ela é muito menor do qtie a fungg.o de onda interna nas
wizinhangas do raio de interagdo (r & r,)s que é uma caracter{s-
tica de-um estado de decaimento ou ressonincia. Se o polo é mui

a7

to afastado do eixo real &ste argumento deixa de ser valido.

Para finalizar, ressaltamos que, a matriz S tem uma singu-
laridade essencial no semi-plano superior para Im k'—> o, de-
vido ao fator 321KTo op (334), e tem infinitos polos no semiplano

inferior %» 12,

0 deslocamento d8stes polos no plano complexo
dos momenta P = kr em fungio do potencial esta mostrado na fig,
l. Nussenzvelg 4 introduziu a seguinte abrevi-agé.'o (que usaremos
aqui) para descrever os polos:

a = polos (a = anti), para polos com Re() =0 e Im(f%)‘O

b - polos (b = bound), para polos com Re(ﬁ) =0 e Im(r:?)>0

¢ ~ polos (c = complex), para polos com Re(P) FOe Im({a) £ 0.
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4. ANALITICIDADE E CAUSALIDADE

Fazendo uma analogia do espalhamento de‘ondas eletromagné-
ticas monocromdticas por étomos, onde e§iste uma relagéo, en=-
tra a parte real e a parte imgginéria da amplitude de espalha=

mento, Kronig 17

sugeriu postular para o espalhamento de par
t{culas uma conecggo entre a parte real e a parte imaginéria

da amplitudé de espalhamento do mesmo tipo como na dtica. Sio
as chamadas relagdes de Dispersao, que pelo teorema de Titch-

L4 o -~ 4 . .
h 18, 19 e uma condigao necessaria e suficiente para a va=

mars
lidade da condigao de causalidade. Kronig (op. cit.) propas
entao a condigdo de causalidade como uma restrigio suplementar
para a teoria das partfculas elementares. de Heisenberg, além

da condigao de unitariedade.

Una, relagio entre a analiticidade da matriz S.e o requeri-
mento de causalidade foi obtida 20% Z1» 22, coneluindo-se que
a condigao de causalidade implica que a fungao Sl(k) seja ana-

1itica em todo o primeiro quadrante do plano k complexo.

Neste trabalho iremos derivar uma expressgo analftica da
matriz S, nao necessariamente unitéria,a partir da equaggo de
Schr8dinger com potencial complexo (cf. segﬁo 5). Verificare~
mos , entao, até que ponto as propriedades analiticas da matriz
Sy assim definida, satisfazem o requerimento de Kronig, o que
justifica nesta ségio a apresentagao da relagao de causalidade

e analiticidade segundo Schiitzer e Tiomno 20, 21,

Analizaremos apenas o caso de onda s({=0), o mesmo resulta
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do pode ser obtido para LA 0 2L, 23,

Seja o espalhamento nao relativistico de partf_culas de mas=-
sa m por um potgncial esfericamente simétrico de alcance ‘ro. A
solugdo da equagdo de SchrBdinger para onda g (£=0) (usaremos
nesta segao a unidade natural h = 1 conservando a mesma notagao
da ref. 20):
1 2 2
- =% P(ryt) + V(z) Plr,t) =1 = ¥(r,t) (4.1)
2m 2t

pode ser escrita, fora do alcance do potenclal, como:

N =ikr ikr
e e - .
Wiryt) = [gcm,) e p(my— | #E  rar) (42)
r r °
= k=
onde E = 55 ¢
A funcio S, segundo eq. (1.13) €
£(E)
S(E) = = ——
g(E)
Escrevendo o pacote de onda incidente na forma
@y (T s%)
g&in(r,t) = ”_"‘;'"—" (4:03)
onde o
ZMERD =f g(m) SLEHT) ary ryr
(¢}

o pacote de onda emergente correspondente, segundo o princfpio

de superposicao, & dado por:
soout(r’t)
@out(r?t) S mmm—— (4:-4)
r
onde fe o)

Wout(,r,t) = -f g(E) S(E) 'e'i(Et'kr) aE; _ryr,

0
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como S(E) = 1 na auséncla do espalhador (ef. segdo 1), o pacote
de onda espalhada sera dado por:

9050(1',1:)

¢sc(r,t) T mmm— (4.05)
r

onde 00

P (rst) =f|:S(E) - 1) g(m) sHEEET) gpy pop
0

Como em geral S(k) £ 8(=k), a continuagdo analitica de S(E) é

uma fungao "two-valued® o que acarreta para o plano complexo

das energias duas folhas de Riemann. Faz-se ent3o o corte ao

'1ongo do eixo real positivo da energia e corresponde-se o pla-

no superior de k com a £o1ha £isica da energia, isto é, com

a primeira £81ha de Riema.r;.n.

Definindo=-se a quantidade,
+co

1
o (ps®) =§"f [a(e) - 2] HET ~¥P) agm . (4.6
T
=00

Sendo p >> Zro, pode~se escrever a fungao de onda espalhada,

eg. (4.5), na forma
+00

RERD =f¢(r+r', Bt ) (2! ,81) At (4.7)

=00

para Ty r' > r . Pols se substituimos (4+3) e (4.6) em (4.7) e

considerando
1

2
=00

+00

31( E~E )Y agt = §(E-E')
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elimina=-se a integral sobre E', e obtem-se a equagao (4.5).
- A eq. (4.7) no caso em que r;='ro, fica:
+00
Yolrst) =jo’ (riry, t=t1) P (x ) at (4.7a)
~c0
Impondo-se a condigao de causalidade; "Nio existe contribuigdo
para a onda espalhada num tempo t da onda incidente sObre a su-
perficie do espalhador em tempos anteriores a t"‘21. Entao a
seguinte condigao deve ser satisfeita:
o (r+r , ¥) =0 para v<O0 e rxr, (4.8)

Usando a definigdo de o‘(r-ﬁrQ, %)y eqs (4.6), tem-se:
+co

J‘ES(E) -1 sLEY - kror)] gy o 0; %<0 e ryr

-=Co

(4.9)

(o]

Se S(E)eik(r+r°) é regular no infinito no semiplano superior

da primeira félha de Riemann, escolhe-se o caminho de integragao

de (4.9), como mostra a figura abaixo.

+co

Im(E)

-co ¢ RG(E) +oo
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uma vez que ambos siE% (Z>0) e eik(rﬂ°)(1:,ro>0) $80 regulares
no semi-circulo ¢ da figura. Como (4.9) deve ser satisfeita pa
ra qualquer valor negativo de ¥ e para L% entao a fungao
S(E) nao deve ter polos naqprimeira f61lha de Riemann (exceto
possivelmente sbbre o eixo real, entao entende-se que o caminho
de integraggo de (4.9) seja o limite.de c¢' tendendo para o eixo

real, como mostra a figura acima).
' z21kr,

Em geral, a fungao S(E) tem .uma singularidade do tipo =
no ponto - oo do eixo real, que tornaria a integral divergente.
Entretanto, a presenga do fator eikP com p > 2ro remove tal sin

gularidade.

Traduzindo éste‘resultado em termos do plano k complexo, a
relagao ka= 2mE faz corresponder o semi-plano superior de E, da
primeira folha de Riemann, ao primeiro quadrante do plamno k com
plexo, logo, S(k) nzo terd polos no primeiro quadrante
(0<arg k¥ < w/2).

Conclui-se entdo que a condigdc necessaria e suficiente pa-
ra a matriz S ser causal e que S(k) oikp (p>2r,) seja regular

no primeiro quadrante do plano complexo dos momenta k.
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cAPfTULO IT

5. DEFINICAO E ANATITICIDADE DA MATRIZ S PARA PQTENCIATS COM-
PLEX0S

Seja a equagao radial de Schrddinger para um potencial com

plexo de alcance finito: !
(4+1)]
u"(k,r) + 2 /(); HL(k,r) = V(r) ux(k;r) (5.1)
o 1'2’ 3
onde,
. hz
— l
it
e
v(e) = [1y(e) + 1 7,000 e(zr,) (5.2)

Sendo 8(r) definido como em (3.2). Como V(r) é complexo a equa
¢80 (5.1) admite solugdes para valores complexos de k%, isto &,
valores complexos da energla. BEntao ao invés de fazer a conti-
nuagio analitica de S!Z(k) para k complexoss; como em (3.4), de~
terminaremos a‘. matriz S, a partir da equagé’o de Schrddinger
(5.]7) considerando a energia como uma _quantidade complexa, des=—
de o infcio. Intdos em (5.1) tem~se:
k= kl + 1 kZ (5.3)

A equagao (5.1) fora do alcance do potencial admite solu~- .

¢Oes de ondas livres. ChamandG:
0g(kyr) =kr erl)(kr) —_—— expEL(kr-&E)]

> (5.4)

= (2)
I};(k,r) kr hl, (kr) —;——_—;;—» exp[—i(kr- :]
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onde, hil) e h(f) sdo as fungbes esféricas de Hankel do primei~
ro e segundo tipo respectivamente, definidas como na segao l.
0 (kyr) e IL(k,r) correspondem a ondas emergentes e incidentes
respectivamente. A solugao mais geral. da equagao (5.1) para
r7r, seras )

ug(le,r) = Ay(k) 0,(k,r) +.By(k) Ly(kyr); =51, (5.5)
A razao entre a amplitude de onda emergente pela amplitude de
onda incidente &, por definigdo, a matriz S (ef. eq. 1.13). En-
tao: Aﬂ(k)

§L(k) =

(5.6)
Bz(k)

Mostrarémos, mais adiante, que o numerador e o denominador
do lado direito desta equaggo sao quantidade bem definidas. En-
tao os polos de S!/(k) serao dados pelos zeros do qenominador.
Para mostrar isto, precisamos conhecer o comportamento analf{ti-
co do plano complexo k de uL(k,r), para r fixo, que obviamente
dependera do tipo do potencial usado em (5.1) (cf. Apéndice C).
No final desta segao mostraremos que no caso de potenciais defi
nidos por (5.2), a matriz S, dada por (5.7) seri uma fungaoc me-
romdrfica em k e que apresenta singularidades essenciais no
infinito.

De (5.5), tem-se
uL(k,r)

-TB}:&-;— Sl(k) OL(k,r) + I/a(k,r)

u:l'(k ,r)

BL(k)

n

§y() Oi(k,r) + Ik(k,r)
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Dividindo uma pela outra:
uy(kyr) 85g(k) OL(k,r) + IL(k,r)

uy(kyr) - 59(k) O)(le,) + Tylle,r)

donde IL(k,r) u:ql(k,r)—IF}’(k,r) uz(k,r)
Sx(k) = -

s rr (507)
%(k,r) u}l(k,r) - O}I(k,r) uL(k:I‘)’ 770

Entao as singularidades de SL(k)’ a distincias finitas, serao da

das por:
op’(k,r) uje(k,r) - O;L(k,r) uz(k,r) =0; Tyr, (5.8)

Mostraremos agora, que em caso de potenciais absorsivos
(V;<0) a eq. (5.8) n8o podera ser satisfeita no primeiro quadran
te do plano complexo k. Ou seja, nao existe polos para a matriz

] aJ'.,' satisfazendo entdo o principio de causalidade (cf. set. 4).

Multiplicando-se (5.1) por'u}:(k,r) 3 direlta e sua complexa
conjugada por ub(k,r) a esquerda e subbtraindo a primeira da se-
gunda, obtem~ses.
w(ley) wf(ler Jmup*(le,r) 8y (le,r ) HEERH2) [y (epe) |2 +

+ [(e) - W] fuyliem)]? = 0
integrando esta equagao de 0 a Ty e notando que:

2 2 _
KS= k¥ 3 1 4k,
V¥(r) = V(z) .=_-iZV2(r)

ub(k,o) =0 3

teremos:
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T
0
u}i(k,r) u}l(k,r)-u"f,' (kyr) ul(k,r) + mlszlul(k,r)lzdr -
g o .
- Zij‘vz(r)lua(k,r)lz dr = 0
4]
logo, .
Wy (kyr)  ju'y(k,r) 4 ikk, o
[ L g \] +-—-—-———TJ\ luﬁ(k,r)lz ar -
ug’(k,r) uﬂ(k,r)} lu!/(k,r)lro .
2i Ts

- m\f VZ(I') |u2(k,r)|2 dr =0 . (5.9)
A T, 0 .

A equagé'o (5.8) nos da uma condigao necessaria para existég

cia de polos de S.@(k)’ que pode ser escrita na forma:

Oz(k,l') gl(k,l')

(5.10)
Oﬂ(kﬂ') uz(k,r)

que substituiida em (5.9) nos aa

O}l(k,r) Oé(k,r) * 41k ky
- + \Jﬂlu’q’(k,r)l dr =
Ofl(k ) O?ng,r) ry

qu(k,r

21 o
= ee—ee—— fVZ(r)'ug/(k,r)‘Z dr = 0. (5011)
lu}/(k,r)lz
ro
Enmpregando o mesmo artificio, usado na obtengao da equagao

(5.9), para a equagao de Schrédinger fora do alcance do poten=
cialy teremos para kz 7 0z

5'0
0} (k,r) ojti,e)\" | . ik X,
———- (0 — )\) = . (k,r)l2 ar (5.12)
§ARAE _ " 0, (k,r)
L T [0y (kar lro T,
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pois OL(oo) = 0. De (5.11) e (5.12), obtem~se

2k k, R 2k k, *o
2
J\ |0£(k,r)l dr + J‘lug(k,r)l dr ~
logCe,r) |2 3 Iuy/(k,r)l
o O
1 Ts .
- jVZ(r)Iua(k,r)IZ dr = 0 (5.13)

luyl(k,r)ls 0

due ¢ uma condigao de existéncia de polos de Sg,(k) no semi=pla-

no superior complexo dos momenta.

De (5.13) concluimos que para potenciais complexos absorsi-
Vosy l.e., Va(r)< 0, nao podem existir polos de S‘Ql(k') no primei
ro quadrante do plano complexo dos momenta. Também nao existe

polo de Sﬂ(k) no eixo imaginirio positivo para Vz(r) £ O,

Ao co,ntrério do que ocorre para a matriz S de potenciais
reais,; pata potenciais complexos existem poJ:os de S«Q(k) no sew
gundo quadrante quando a parte imagina’.ria do potencial & negati
va (potenciais absorsivos). Para potencials emissivos (V27 o),
teremos a s:.tuagao inversa, ou seja,’ Sﬂ,(k) com possiveis polos
no primeiro quadra.nte do plano complexo k e sem singularidades

no segundo quadrante.

Concluimos entdo que a mabtriz S para potencials complexos
" absorsivos de alcance finito, satisfaz a condigao de causalida
de (ecf. sec. 4), ja a.:matr‘iz‘ S para potenclais emissivos, em
prineipio, nao satisfaz esta condigao uma vez que poderio exise

tir polos no primeiro quadrante do plano complexo dos momenta.



29

0 fato de nao existirem polos ligados (polos situados no

~ ’
elxo imaginério positivo), ja era de se esperar pois sabemos
gue para potencials complexos a equagao de Schrédinger nao ad

mite estados ligados.

Para mostrar que Sg’(k) ¢ uma fungdo meromdrfica no plano
complexo dos monmenta k, e apresenta singularidades essenciais
no semi-plano superior para Im(k) —poo, escrevemos as fun-
¢coes de Hankel esféricas como sendo uma exponencial vézes um

polindmio 2%4. Entdo,

4 Un) !
h%ll’Z)(Z) = (20)H L 7 exp(aiz) T (Fauzm) ™ ——
n=0 nl(f-n)!
hQ, (z) 1 exp[i7] )‘_‘_‘ & o ((’/-n)' (22)
= z7b-1 My(2) exp(1z) (5.14)
e |
e )1 (0/'*'1'1) )
02Xz = z=2 exp(-2) Z:_'(-J:)n b ——e (2Z)7R
& =0 n!({-n)!
= z~4-1 NL(Z) exp(~iz) (5.15)

onde Mf/(Z) e NI(Z) sfo polindmios do graul em Z.

Usando-se a relagao de recorréncia para a fungéo de Hankel 25

a
el (1,2) - (1,2) (1,2)
p- Ehﬁ ’ (zﬂ (4+1) hﬂ =4 (Z) - Zh) =7 (2)

obtem=-se:
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da
(l) - "0"1 g ) - =
= [z afP@)]= 2 apun z w@ - 6]

=274 5 () expaz) (5.16)
e’ :
a .
S S Wik JE JE R ) )
~ [z ) '(zz, 28 exp(-2d[(h1) W (2) - wp (2))] |
=24 g (3) exp(esn) (5.17)
o.nde p!,.,_l(Z) e q£+l(z) sao polindmios do grau A+1 em Z.

Com auxflio dé (5.14), (5.15), (5,16) e (5.17) podemos es-

crever, considerando (5.4):

0yCieyz) = ()~ My (x) exp( tkr) (5.18)
Iy(eyr) = (kr)"B Nz(kr) exp(=-ikr) (5.,19)
a
0y (k,r) = = Ogliesr) = k()™ o ) exp(ike)  (5.20)
Ir .

1 d f
Iy (kyr) = ;1: Ip(k,r) = k(kr) b1 qL,,_l(kr) e_xp(-ikr) (5.21)

substituindo (5.1B), (5.19), (5.20) e (5.21) em (5.7), obtem=-se:
r Nﬂ/<kr) u'&(k,r)-ql@.’_l(kr) uL(k,I’)

S;q/(k)‘= exp(~2ikr); TyT,

* My (kr) wylieye) = pyyy (ler) uy(ic,r)
0 gue permite escrever a fungao Sg,(k), como y

Sy(k) = Fy (k) exp(-2ikr); 1 ¥z, (5.22)
onde

T Ng(kr) u'l(k,,r-)mq”l(‘kr) ue(k,r)
F,Q/(k) =

iry (5.23)
T MyQkr) wy(iepe) - py o () uglicye) 07O 5

As fungles uz(k,r) e u}&(k,r) s80 fungdes inteiras no plano
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complexo k. (cf. apéndice D).

Sabendo que soma, diferenga e produto de fungoes inteiras
sao também fungSes inteiras 26, concluimos que o numerador e
o denominador de Fy (k), eq. (5.23),sd0 fungdes inteiras em k.
Logd Eb(k) é uma fungao meromorfica de k; com singularidades
isoladas dadas pelos zeros do seu denominador. O fator
exp(=2ikr) em S%(k) acarreta singularidades essenciais no semi-

plano superior para Im(k) — .

6o _RELA§5ES DE SIMETRIA DA MATRIZ S PARA POTENCIAIS COMPLEXOS

Em princ{pio, as relagoes de simetria de Sl(k) descritas
na Segao 3 (cf. equagoes (3.5) e (3.6) ndo sdo validas para po
tenciais complexos. Estudaremos entgo, neste capitulo, como
seriam modificadas estas relagges de simetria, para um poten=-

cial complexo definido como em (5.2).

A relagdo (3.5) é uma consequéncia apenas da simetria da
solugao da equagao de Schrbdinger para potenciais esfericamen-
te simétrico&(como sera mostrado mais adiante), daf esperamos
que seja igualmente valida para um potencial complexo com sime
tria eéférica. Ja a relagdo (3.6) além de ser uma consequén-
cia das propriedades de simetria das solugoes da equagao de

Schr#dinger, também depende da realidade do potencial +2

matriz S ser unitiria 20. Como usamos potencials complexos de

ou da

vemos esperar que a relagao da simetria (3.6) nao se verifique

mais.

Da equagdo (5.1), trocando k em =k, teremos:
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(241D

ui(-k;r) + E&Z— :! uj/(:k,r) = V(r) uz(-k,r)

Como ug(kyr) e ug( -k,r) sao solugdes da mesma equagao diferen~

r;

clal, teremos:

uy(kye) = Cp(k) uyl=k,r)
: L . (6.1)

"

uy(l,r) = Cy (k) upl-k,r).

Considerando a expressao da matriz S, (5.7):

I, (k) u (kyr) = I:Q,(k,r) uy(ke,r)
S, (k) = - 3 T yT,

Og(k,r) ul(k,r) - Qk’(k,r) u‘?'(k,r) (6'2)

que, trocando k em =k, obtem-se:

Ty (eor) w(lesr) = Tp(-leyr) up(=keyr)
Sz("k) = - ; r7/ro (603)

Oy (~ks7) @ (~leyr) = Og (=kc2) 1 (-le,7)

usando (6.1), fica:
Ty(=k,r) wjCie,r) = Tg(-le,r) uy(k,r)
SE(-k) = - . jror

0gf=k;r) u (1ey2) = O (-leyr) uylle,r)

usando a propriedade das fu.ngaes‘de Hankel esféricas, hfal)(-z)=

= (-1)% thZ)(Z), obtem-se, de (5%4):

(o)

(-0¥ 10,0
(6.4)
(=12 o}l(k,r)

0y (m) = (-1P 1pGer)s op(r)

n

]

Tytee) = O opt,e); T ()

Batdo: 1 I,0k,r) ul(kyr) - Ip(k,r) u,(k,r)

1 T0cr) vl (kyr) - Ia kyr uy kyr

[Sﬂ(-k-) = - : HEDEN (6.5)
0y, (kyz) u}b(k,r) - OL(k‘,r) uL(k,r)
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que comparada com (6.2), vem:

1
Sb(k) = . (6.6)
SQ/(-k)

Mostramos entao que a relagao de simetria (3.5) também & vé
lida para a matriz S, de potenciais complexos de alcance finito
e com Simetria esférica. BEsta relagao de simetria (6.6), nos
diz que se k ¢ um polo de Sb(k) entdo ~k sera um zero da mesma
fungao. Consequentemente por (6.6) e (5.13), para potenciais
complexos, Sﬁ(k) nao tem Zeros no eixo imaginério inferior do
plano complexo dos k. Para potencials absorsivos (emissivos)
nao existem zeros no 32 quadrante (42 quadrante) para SL(k) no

plano complexo dos momenta.

Considerando a equaqao de Schrbdinger radial, para o poten-
cial V*(r):

¥ 8+1)
¥ e,r) + Eca A

- ]Ué(k,r) = VR(z) o (teye) (6.7)
T
podemos escrever como em (5.7), a matriz S para o potencial
V¥(r)s

IQ/(kr) Ué(k:r) - Il'l(kr) %(k,r)
s%(k,v*), = - j Tor

(6-8)

ot(kr)'Qi(k,r) - Ié(kr) Qz(k,r) °
em (6.7) substituindo k por k*, obtem=se:
2 L0e+L)
PP EE,r) + (K*C a e | gk (k*,p) = VE(2) Yy (k¥,r) (6.9)
[ 2 4 £

tomando a complexa conjugada de (5.1)
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-~

1) '
2 J uZ(kgr) = V*(r) uz(k,r) (6.,10)

u'i*(k,r) + rkz*a
T

comparando (6.9) e (6.10) podemos escrever:

%(k*,r) = Dz(k) uzr(k,r) (6.11)
Da expressao da matriz S, para o potencial V(r), (5.7), teremos:
I¥(kr) u\¥(kyr) = I #¥(kr) uf(k,r)
* )2 3 14
Sﬂl(k’V) = - ) TyT (6.12)
OE(kr) u‘z*(k,r) -Oh*(kr) u’Z(k,r)

substituindo (6.11) em (6.12), obtem=-se:

T*(kr) ot (k) = T,%(kr) v (1% ,7)
Si(k,v) = - A2 2 L s THT, (6.13)

O Cler) 7§ (1ksr) = Ol‘e,*(k,r)%(k* )

Por outro lado, (6.8) pode ser escrito como:
' I, (e*r) ) (k% ,r) = Ty (k) 0 (%)
Sﬁ,(k*’ V*) = - ’ I'>/I'o (6'14)
OL(k*r) fd’lﬁl(k* )T = Oh(k*r) %(k*,r‘)

usando as seguintes propriedades para as fungoes esféricas de
Hanke1 28,

*
Lz = J__h(f)(zﬂ
*
Pz = [n{1z)]
e pela definigdo de Iz(kr) e Oz(kr), equacao (5.4), tém-se:

i *
T#(ir) = k*rExSf)(krﬂ = ktr h(g')(k*r) = 0y (i*r)

x®
OFCler) = k*rElil)(krﬂ = *r hia)(k*r) = Iy(kr)

An3logamente
1] ]
* = *
Iﬂ (kI' ) Oz( k*r )
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. %*(kr} = I},(fr)

que substituido em (6.13) e comparando com a equagao (6.14),

encontra-se
8y (k*,V*) = m—m— , ~ (6.15)
A s30,V)
tomando a complexa conjugada desta equagao, ven
, 1
§#(kV) = = (6.16)
Y 5y, (Ic* ,7%)
trocando k em =k* e V em V*, obtem-se:
1
S*(-k*, V*¥) = ———— (6.17)
ll SL("'k’V)
A relaggo de simetria (6.6) se escreve:
— Sz(k,v) ’ (6.18)
8y ( &,V -
logo, de (6.,17) e (6.,18), obtem=-se:
" Sz(uk*, V¥) = §L(k, V) (6.19)

que é uma generalizagio da propriedade (3.6) para potenciails

complexos. No caso real; V = V¥, (6.19) simplifica-se em (3.6).

A equagao (6.19) nos diz que um polo de Sz(k,v) no plano
complexo k é simétrico em relagao ao eixo imaginério de um polo
de Sb(k,v*). Com esta propriedade, conhecldos os polos de
S@(k,V) para o potencial absorsivo se‘conheceré também os polos

da mesma fungao para o potencial emissivo.
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7. UNITARTEDADE E CAUSALIDADE
A unitariedade da matriz S,

‘ Sp(k) §§(k) =1 (k real) , (7.1')
impse que a amplitude de'probabilidade das partfculas emergen—
tes ¢ igual a amplltude de probabilidade das partfeculas inei~-,
dentes, pois de (5.6) e (7.1) tem=-se: lAg(k)l2 = IBL(k)IZ.

A continuagio analftica da relagio (7.1) para k complexo,
escreve-se como:
Sp(k) S*(k*) =1 C(7.2)
g( ) 3( ) 7
e, 29
que e valida em todo o plano complexo k o

Da equacao (6.15), obtem=se
“ 8y (kc,¥) SFQe, V) =1, (7.3)

que comparada com a equagao (7.2) nos permite escrever uma con-
digEo necessaria e suficiente sobre o potencial para que a ma-
triz § seja unitdria. Esta condigio escreve-se como:

We)® = v ,
isto é, o potencial devera ser uma fungao real para que a matriz

S seja unitaria.

Vimos, se¢ao 4, que a matriz S para satisfazer a condigao de
causalidade de Schutzer e Tiomno deverd ser analftica em todo o
primeiro quadrante do plano complexo k. Por outro lado, seggo 5y
vimos que para potenciais complexos de aicance finito absorsivos
(Im(V)<0) a matriz S & analftica no primeiro quadrante do plano
complexo k, consequentemente Sﬁ(k) satisfaz esta condiggo de cau

:salidade, Para potencials emissivos (Im(V)> 0) a condicao de e=
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xisténcia de polos (5.13) pode ser satisfeita para valores a.
k tais que O {arg k<w/2; i.e.; no primeiro quadrante do pla
no complexo k, consequentemente nada se pode dizer sobre a
cansalidade da matriz de espalhamento neste caso. Se o poten
cial for do tipo pogo emissivo, nés verificaremos, segao 8,
que a matriz S possui polos no primeiro quadrante do plano cam

plexo k, nio satisfazendo, entao, a condigao de causalidade.

Podemos entender &ste resultado, da seguinte maneira. Se
o potencial é emissivo, 0 alvo, além de espalhar as part{culas
que chegam, fgnciona como fonte de particulas que sao emitidas
independentemente do'feixe de part{culas incidentes. Nao exis
te, em principio, nenhuma dependéncia das part{culas emitidas
(que se sobrepoem as espalhadas) com o felxe incidente, que é
considerado, num problema de espalhamento, como a causa. Quan-~
do o potencial é absorsivo, nao existe emissao de partfculas
independente das que incindem sdbre o alvo. Podendo entao e-
xistir uma relagao de causa e efeito entre as particulas inci-

dentes e as partfculas espalhadas.

Com os resultados obtidos até agoray podemos mostrar, para
potenciais de alcance finito, que se a matriz S definida como
em (5.6) for unitaria ela sera também causal, no seantido em

que satisfaz uma condigao de causalidade, segao 4.

Da relagao (7.3) e da condig¢io de unitariedade (7.2), pode~
se concluir que a matriz S para um potencial esféricamente simé

trico de alcance finito, serd unitiria se e somente se [V(r)]*=
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= V(r). Por outro lado, se o potencial ¢ uma funggo real, a
condiggc de existéncia de polos (5;13), para k2> 0, se simpli
fica em:

@
2 kl k2 Y 2k k

Zﬂoxl(kr)ladr +
IOQI(kr)II; 0

jlu (k,r)|%ar= 0, (k;>0)
lu “‘ﬂ"”a (7.4)
pois, na derivagio de (5.13) onde se tinha

V¥(r) = V(r) = = 21iIn V(r) = = 217, ,
tem~se agora

V¥(2) - V(r) =

A equagao (7.4) ndo admite solugio para ky # 0. Consequen~-
temente §(k) nao tem polos no primeiro quadrante do plano com-
plexo k (exceto possivelmente no eixo imagindrio). Como Sﬁ(k)
¢ uma fungao meromérfica em todo o plano complexo, k, segao 5,
entdo serd a.nalltlca no- primeiro quadrante do plano complexok.
Satisfazendo assim a condigao de causalidade de Schutzer e Tiom

no (cf. segao 4).

Inversamente, conhecida uma matriz S que seja analftica no
primeiro quadrante do plano complexo k, satisfazendo entado o
requer:‘;mento de causalidade,nada podemos afirmar sdbre a sua u-
nitariedade. Como um exemplo, segao &6y verificamos que, para
um potencial complexo do tipo Pogo absorsivo a matriz S satis-
faz a condigao de causalidade de Schitizer e Tiomno,mas nao e

d
unitaria.
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caP{TULO TIT

8. ¢4LCULO DOS POLOS DE S(k) DE UM ESPALHAMENTO POR UM POCO
DE POTENCTIATL COMPLEXQO ’

Nesta secgio determinamos . diretamente a distribuigao dos
polos da fungEQ 8(k) (1=0) no plano complexo dos momenta, para
um pogo de potencial complexo. E verificamos como a parte ima
ginaria do potenciaJ: contribui para o deslocamento dos polos
da funggo S(k) sbébre o plano complexo dos momenta e fazemos uma
comparagao com o resultado obtido para um pogo de potencial re-
al 4. ’

Estamos representando por S(k) o elemento da matriz S para a
onda g (4=0), suprimindo o fndice 2 em So(k), para simplifica-

gao da notagao. .

Faremos o calculo dos polos apenas para o caso de absorg&o
(cf. Segfo 2)y il.e4y Im (V) <O, Se pode facllmente determinar
os polos de S(k) para potenciais emissives, Im(V)> O, conheci-
do os polos de S(k) para o potencial absorsivo por meio da pro-

priedade de simetria (6.19).

Eormulaggo do Problema
Para um pogo de potencial complexo absorsivo, de alcance E )

escrevemos:
V(r) = Vy(r) = 1 Vy(r)

onde:

V(r) = Vi(r) = Vo(r) =05 parar > z,
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- V.= = Cte.

Vl(r)
V'Z(r)

=)

1]
It

=V, = Cte. ; Dpara rgr,

con Vl e V‘2 positivos.

A equagao radial de Schrddinger para onda g (L=0), se escre

ve:

1" (k1) +K2uCk,r) = = V' u(lksr) (8.1)
onde n

\'& =£E (Vg +47,)
e

2=

ha
ou entdos .
u'(lk,r) + k2 ulk,r) =0 3 T Ty

com

ke =k, (8.2)

Chamando u.(k,r), a solugao na regido r <r,, teremos:

uglk,r) = C sin k'r
com a conciigio de contdrno u(k,0) = 0, onde C & constante em
relaggo‘a r. Chamando u y(k,r) a solugao na regido r > rys en
tao
u'(k,r) + kPulk,r) = 0 ; r>r,
nos da

u(k,r) = g’(k) omikr 4 f(k.) kT |

Da definigao da matriz S, eq. (5.6), escrevemos:



uy(k,r) = - g(k)Ee‘ikl’ + 8(k) eikr]

Como a descontinuidade do potencial em r = r é finita,a fungao

o
de onda e sua derivada primeira sao cont{nuas neste ponto, pode
mos escrever:

u<(k’r6) = u>(k,ro)

ul(k,r,) = u'y (kyr)
ou seja:

¢ siaiir,) = - g(m)[-e"F0 + 5(x) 0 |

=ikr ikr
ktC sin(k‘ro) = - g(k) ikl:e °© 4 5(k) e °]"

resolvendo &ste sistema encontramos para C e S(k):

8(k) = - -—E—— Ek sin(k'r_ ) + k' cos(k'r, ﬂe-ik%
- 21k g(k) ° °.
_ 2 g(kx) o~ikro
sin(k'r)) - (k'/ik) cos(k'r,)
logo
sGe) = ki cos(ktrg) + ik sin (k'rg) -2ikr L (8.3)

e
k' cos(k! ro) ~ ik sin (k'ro)
0s polos de S(k) serao determinados pelos zeros de denomina
dor de (8.3), ou seja, pelas rafzes da equagdo:
k' cos(k! ro) = = ik sin(k'r ) (8.4)
Definindo os parametros:
o=kt r, (8.5)
[= kr, (8.6)
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2 ;
A =V or, (8.7}

que satisfazem a relagao,

oLZ =242 (8.8)
onde o € (3 representam respectivamente o ndmero de onda comple~
xo dentro e fora do alcance, Ty do potencial. O pargmetro A
contém as caracteristicas de atragao ou repulsac (dado pelo si~-
nal da parte real do potencial) e de absorgao ou emissio (dado

pelo sinal da parte imaginaria do potencial).

Com (8.5) e (8.6) escrevemos (8.3) na forma

S(P) - xeosa+ i3 sina e"ZiF
XEOS L= 1[3 sinc

e (8.4) na forma
ceotew = if3 (8.9)

Entao os polos da fungao S((i), (3= kr_, para um pogo de Do

0,
tencial complexo serao determinados pelas raizes da equagao
transcendental complexa (8.9). De (8.8) e (8.9) obtem=se a se=
guinte relagé.'o entre ole o parametro complexo As

ot sin o=+ a7t A% O (8.10)
desta equaggo calculamos os valores de « para cada valor do pa=-
rémetro A e obtemos os polos correspondentes pela eq. (8.8). Co
mo estamos Interessados no deslocamento dos polos de S(ﬁ) em
fungao da variaggb do potencial, escrevemos uma relagao expll'c;

ta entre o parfmetro complexo A e o potencial. De (8.7) temoss

2 . X
A% = 2n(Vy+ 1 V,) ?EE = Vi F LV, 5 Vs Va0 (8.11)
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ondq Iy

- 2 /a2
vy =2mVy ro/‘h

- 2 102
v, =2mV, T /R
Chamando a = Re(A) e b = Im(A), entao:

8,2"' bz = Vl (8-12)

ab = v2/2
Como vy e v, sao positivos, témese:
sgn a =sgnb

(8.13)
lal > Ivl

ainda de (8.12) obtem-se ae b, em fungao da parte real (vy) e
imagj.néria (vz) do potencial definido como em (8.11):
1\
= .2, .2
a=xiv/z + [ + v2vd]
(8.14)
=vy/2a
A equagado (8.10) ¢ uma equagdo inteira e possul infinitas
raizes para cada.valor do pa:r'é'metro A 30, Consequentemente e-
xistem infinitos polos de S(fi) para cada valor do potencial.

As rafzes da eq. (8.10) estao discutidas no apéndice =A.

Determinadas as rafzes o ; para cada 4, da eq. (8.10) ob=
temos os polos de S(f‘:‘) por meio da eg. (8.8). Como (B8.8) a-
presenta uma duplicidade no sinal de s pois

B=z (&2 = AZ)% , (8.15)

toma-se o sinal gque torna ’3 consistente com (8.9). Entao fa-
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zendo f5=f51‘ + iPZ e ot=x + iy em (8.9), onde Pl = Re(P)s
F‘Z = Im((3), x = Re(®) e v = Imle), e apds manipulagdes usuais
com as fungoes hiperbo'licas e trigonome'tricas, obtém-se:

y sin 2x ~ x sinh 2y

[31 = (8.16)
cosh 2y = cos 2xX -

y sinh 2y + x sin . 2x

B, = (8.17)
cosh 2y = cos 2%
Como cosh 2y = cos 2x » 0, teremos:
;
sgn {31 = sgn [y sin 2x - x sinh Zy] (8.18)
e
sgn P2=«sgnEr sinh 2y + x sin 21_::] (8.19)

logo (8.18) e (8.19) determinam univocamente o sinal a-ser toma

do no edlculo de Re((i) e Im(P).

Comgortamentc; Assintotico dos Polos de 85(32

1én do célcv;lo numérico da localizagao de alguns polos de
'S((ﬂ), fazemos um estudo analitico do comportamento assintdtico
destes polos, bem como para alguns valores particulares de (3 e
de ¥. O que nos permite obter um melhor conhecimento das tra-
jetdrias dos polos de S({a) em todo o plano complexo [3 = krgs

em fungao da variagé'o do potencial.
O Limite de lf5| ———2"00 .

Para v # 0, com vy e v, finitos, quando I(’:}I —>00, 0s polos

de S((:?) poderao ser determinados pelas seguintes férmulas as-
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sintdticas (cf. apéndice C):

log(2nw/|A})
(31':,/ arc tan(a/b) inr 3 __f:’____l___l__ (8.20)
nw
1
PZ% - log(2rw/|A]) - = arc tan(a/b) (8.21)

N nw

onde n assume valores inteiros positivos. Os polos determinados
por (8.20) e (8.2L) tém uma aproximagao da ordem de n’llog n que
‘se torna infinitesimal a medida que n —® oo . 4 distancia entre
dois polos consecutivos se aproxima do valor wy a medida que

lf?,[ ~—»00. Nesta aproximagao [B S0 sera um polo de S(P) no in-
finito se [’32 é negativo (semi-plano inferior) e ambos {31 e (32
tendem a infinito e Pl é da ordem de e"P&( ef. eq. C9). Todos
estes resultados (exceto a distribuigao assimétrica em relagao
a0 eixo imaginério de [3 »y que se observa da fc;rmula assintdtica

(8.20) sdo igualmente validos para pogo de potencial real 4,31:32,

Polos de S(P) para Re([a) =0

Da condigéio de existéncia de polos de S(k) no semi-~plano su-
perior (5.13), conclui-se que nao existem polos sdbre o eixo ima
giz'lé‘rio positivo, i.e., para Re(fﬂ) = 0 com Im([i)>0° Mostrare~
mos agoras Que no problema que tratémos, S(fi) nao tem polos em
todo o eixo imaginério, i.e;, em Re(”:}) = 0. Se existe um polo de
S(P), sobre o eixo imagindrio, as equagdes (8.16) e (8.17) serdo
satisfeitas para Pl = 0, entao a menos que X ou y seja nulo, tg_

remos:
sin 2x sinh 2y

2% 2y
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que é impossivel, o lado direito sendo numéricament. menor; e o
lado esquerdo numéricamente maior que a unidade. Logo o= x+iy,
que satisfaz (B.16) e (8.17) & um imagindrio puro ou um nimero

real. Por outro lado de (8.8) e (8.11) teremos, para ‘3= i[az:

= a2
OL—4'(32+vl+iv2

que ¢ um ndmero complexo para v, # 0. Consequentemente nao exis
tirso polos de S(p) no eixo imaginério positivo ou negativo, pa-

s 3 3 ’
ra potenciais complexos ou imaginario puro,.

Polos de S(f3) para Im(P) =0
De (8.9) e (8.8), tem=se que os polos de S(p) sbbre o eixo
real dos momenta serao dados pelas rafzes da equagdo transcen-

dental complexa

\/ Ee((aila +7 cot \/ E‘e(fﬂa +V = 1 Re(P). (8.22)

Quando V' é real, verifica-se imediatamente, que para Re(@)ifo 33
a eq. acima nao admite nen@uma solugao. Consequentemente nao e-
xistem polos, sobre o eixo real dos momenta, de uma matriz S pa-
ra um espalhamento por um pogo de potencial real. No caso de po
tencials complexos, ou imaginério puro, o radical \/IRe((é)IZ-F \al

é uma quantidade complexa, podendo entao existir polos sdbre o
eixo real dos momenta, de uma matriz S para um espalhamento por

um pogo de potencial complexo.

Para mostrar que no caso de potencials absorsivos (emissivos)
nao existem polos no eixo real positivo (negativo), consideramos

o sistema (8.16) e (8.17). Quando Im(P) = F% = 0 (polos sdbre o

elxo real) tem-se:
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¥ sinh 2y = - x sin 2x
substituindo-se em (8.16), venm:

x COSZZX + coshZZy
P sinh 2y | cosh 2y - cos 2x

Escrevendo (8.8) como (8.23), tem~se para PZ = 0 que 2xy = Vv,.
Entao para v2> 0 (potencial absorsivo) tem-se sgn X = sgn y; 1o
go da expressé'o de F‘l (acima) tem=-se Pl < 0, ou seja os polos
sé poden ocorrer sé‘:bre o eixo real negativo. An?:llogaménte, pa~
ra v, 0 (potencial emissivo) tem-se sgn X = = sgn y, logo

[31> O e os polos 88 podem ocorrer sbbre o eixo real positivo,

0 Limite de Potenciais Fracos
£ conveniente escrever as equagdes (8.8) e (8.10) nas for=

.

mas:

o2 =‘52'+v:L +1iv, (8.23)

T w1 ; +
o T sin& = % Zl/(Vl + i VZ) (8.24)

No caso de potenciais complexos é preciso definir o modo co
mo v = v, +lv, tende a zero na equagao (8.24). Considerando os
dois casos possiveis: Para lim { 1im (v)¢{ {(cai-se no caso

vl'-ro v2—>0
de potenciais reais fracos %) obtem-se de (8.23) e (8.24) que
os polos Pn correspondentes a Vv neste limite sao:

Pn =nw=1 003 n=0,'_"1,_’_"2,oae (8.25)

Para 1im 1im (v) \ (cai=se no caso de potenciai imagind=
va-%'O vl->0



48

rio puro), analogamente com uso de (8.23) e (8.24) obtem~se que

os polos (3, sao dados por:

pn=("]-/4+n)7"ims n=0,j_'-l,+2,..- (8-26)

0 limite de v, —>o(v; = 0)

Considerando em (8.23) e (8.24) que v; = O (potencial imagi=-
nario puro) e passando ao limite de Vo —¥ 004 Obten~se para os po
los F y neste limite:

|’3=_1-oo;_-ioo. : (8.27)
Ent3o os polos tendem ao bissetor do segundo ou guarto quadrante

no infinito, para potenciais puramente absorsivos muito grandes.

Com aux{lio déstes resultados limites e com o calculo numér_i
co de alguns polos, apé‘ndice A e B representamos gr:‘a.ficamente o
deslocamento dos polos de S(P) no plano complexo J’S, para um pogo
de potencial complexo (figs.. % e 4) e para um pogo de potencial
imaginario (fig. 2). O caso de pogo de potencial real 4 (£ig.1)
é considerado como um caso particular, bastando fazer vy C em

(8.23) e (8.24). -

9. POLOLOGIA
9.a) Limite dos qlos de S(B) para potenciais complexos
guando Im V ~—>0", ‘

Para S(P) com -potencial real, fig. 1, todo par simétrico de

c-polos vem originar um a-polo e um b-polo, nao sendo poss:fvel
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‘ determinar se & Pn ou P_n que se transforma no a-polo ou no

b-polo 4 19, 34,

No caso de potencials complexos, figuras 3 e 4, todos os pg
los de S(P) tendem a localizagdo dos polos de S(P) para poten-
cials reals, dados pela figura 1, quando Im(V) —=0, Para S((:!)
com potencial complexo com a parte imaginéria negativa (fig.4)
no limite quando Im(;r‘) -0, para valores convenlentes da profun
didade do pogo, os polos P_n tendem ao eixo imaginério positivo
e os polos ﬁn tendem ao eixo imaginério negativo. Existe um
comportamento simétricamente oposto, para os polos de S(P) com
potencial emissivo, quando Im(V?) —=>0, em virtude da relagé.'o de
simetria (6.19), entao os polos {an tendem ao €ixo imaginério po

sitivo e os polos tendem ao eixo imaginé:rio negativo,
=N

Ao se impor & matriz S a condigdo de causalidade de Schit=
zer e Tiomno, seg&'o 4, excluimos a possibilidade do limite quan
doImV ——>0+, porque a matriz S para potenciais complexos e-
missivos (Im V >0) ndo é causal (se¢do 7). O que nos sugere,
considerar 6s polos de S([a) para potencials reais como o limi=~
te dos polos de S( !3) para pobtencials complexos absorsivos
(Im V< 0) quando a parte imagindria do potencial tende a zero.
Consequentemente os polos que irao formar os estados ligados
(b-polos) serao os polos P_ne 0S8 que irdo formar os estados vir
tuais (a-polos) serao os Pn, quando a profundidade do pogo a-

tingir valor conveniente (fig. 4).
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9.b) Cargcterfsticas da fungé'o de onda assintdtiea para va-
lores de k gue sio polos de SLS ).

A expressao assintdtica de-componente 1 da solugdo radial
de Schr8dinger equagao (1.13), incluindo a parte temporal é
iEt
9

(cos €)(20+1) {Sﬂ(k)eikr- (~1) aﬂﬂ"}e h- (91

(r,8,t)
%,I‘:: ._’2

lP
ikrz’

2 -
Se Sf;(k) =0, para k =k + ik,, E =?&- E{i- kg + Ziklkz:l’ entao,

1 ~1ligr + (x565) L ¢
?/)e(r,e,t) — Pg(cos e (2p+l)e _[11' 1727 2m ] %
2

ikr .
h
-]-i-txe

X,k T (9.2)
« o1F2 2 ‘

Onde o fator exp -iE:lr + (ka_- kg) 'Zh"m {l} representa uma fun-

¢ao de onda incidente (kl> 0) ou emergente (kl< 0), de comprimen
to de onda kl’ assoclada a um estado de energia positiva

(] > lx5[). 0 fator expE:l k, '1% 1;_-! mostra que o estado repre
sentado por esta fun(;é'o de onda, decail (cresce) para sgn kl =

"= - sgn k, (para sgn ky = sgn kZ) na razao de klk2 % (cf. eqa
2.16).

Entao, um zero de S'Q,(k) para ky >0 e k, <0 (polo no segundo
quadrante) a equagao (9.2) tem as caracteristicas de um sistema
em aniquilagao, i.e., uma onda incidente com intensidade decreg
cente no tempo. Tudo se passa como se o centro espalhador absor
vesse as p:artj:culas incidentes. Para k1< 0e k2> 0 (polo no pri
meiro quadrante) (9.2) representa uma onda emergente com intensi

dade crescente no tempo, como se existisse criagao de part'fculas
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pelo centro espalhador. Para kl< 0ek,»0 (polo no quarto :va
drante), (9.2) representa uma onda emergente com intensidade dg
crescente no tempo, que é caracter{stica de um estado em decai~
mento. Para kl<0 e k2>0 (polo no terceiro quadrante) (9.2)

representa uma onda incidente com intensidade crescendo exponen
cialmente com o tempo, caracterfstica de um estado de captura.

Para k, = 0 e k; /4 0 (polos no eixo real) a equagao {9.2) carag
teriza uma funégo de onda emergente se kl< 0 (polo no eixo real
positivo) e incidente se k.0 (polo no eixo real negativo) com
amplitude constante no tempo, ou seja, caracteristica de part{-

culas livres.



cAPfTULO IV

10. CONCLUSOES
10,1 ~ Definou=-se-a matriz S, SL(k)’ de um espalhamento
_gqrmpotencia1§§2ﬁplexoj de alcance finito, esféricamente simé-
.tfico, como sendo a razdo entre a éﬁpiitude de onda emamgénte
_pela amplitude de onda incidente (5.6). Mostramos {segao 5)
que Sz(k),.assim definida, ¢ uma fungao meromdrfica no plano

complexo dos momenta e apresenta singularidades essenciais no

infinito.

10.2 - S¢(k) assim definida, satisfaz a relagao de simetria
(6.6) §$(k) = [SL(-k)]-l ( como no caso da matriz S de espalha=-
mento para potenciais reais esféricamente simétricos (segao 3)),
uma vez que esta relagao entre polos e zeros ¢ caracter{stica a
penas da simetria da eduagao de Schrbdinger para potencials eg
féricamente simétricos. A relagao 63.6), SL(k) = SZ(-k*), deri
vada para potenciais reals, & generalizada pela equagao (6.19),
Sz(k,v) = SZ(-k*, V*)., A simetria dos polos de Sﬁ(k) em relagac
ao elxo imagindrio & uma caracter{stica do espalhamento elastice
ﬁnicamente, e a introdu950 de uma parte imaginéria no potencial

quebra esta simetria (veja fig. 3).

10.3 - A condigao de causalidade de Schilkzer e Tiomno 20321
é satisfeita para SL(k) quando Im(V)< O (potenciais absorsivos),

no caso em que Im (V) >0 (potencials emissivos) esta condigao
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nao é satisfeita (cf. segao 7).

10.4 -~ A matriz S, para espalhamento por um potencilal esfe-
ricamente simétrico de alcance finito, quando & unitaria satisfaz
a condigao de causalidade de Schittzer e Tiomno. A reciproca nao
¢ verdadeira. Como exemplo, temos Slfk) de um espalhamento por

um potencial complexo absorsive, que satisfaz esta condigdo de

. ~ e e ® . ~
causalidade mas nao e unitaria (cf. segao 7).

10.5 ~ Célculou-se explicitamente o deslocamento dos polos
de S(f3) no plano complexo p= k (segao 8), para onda s(1=0),
onde r, ¢ o alcance do potencial, para um espalhamento por um
pogo E; potencial complexo. Resumindo as caracteristicas gerais

déstes polos:
1) Existem inifinitos polos todos fora do eixo imaginario.

ii) Existem polos no segundo quadrante para potenciais ab-
sorsivos (Im(V)<0) e polos no primeiro quadrante para potenciais
emissivos (Im(V)> 0). Estes polos ndo ocorrem no caso de  poten
clais reais, uma vez que violariam a equagio de continuidade 35.
Estes polos t&m uma fungao de onda caracterfstica de um estado
de aniquilagao (polos no segundo quadrante) ou de criagao (polos

no primeiro quadrante) (cf. segao 9).

iii) Para p grande todos os Pn estao no semi-plano inferior
e a distancia, Ipn+l-13nl’ entre dois polos consecutivos se a=
proxima de (cfe B.20.e B.21).Adistancia dos polos ao eixo real

cresce: logaritmicamente com N para ' ‘valores grandes de Do
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iv) A parte imagindria do potencial elimina a possibilida=
de de existir polos sbbre o eixo imaginério. Nao existindo, en
t30, estados ligados nem estados virtuais. (ef. segao 8). E pos
sfvel haver polos no eixo real negativo (positivo) de [3 para
In(V)< 0 (Im(V)>0) que d3o a fungdo de onda ssintdtica (ef. se~
gao 9b) as caracteristicas de uma part{cula livre incidente

(partfcula livre emergente).

10.6) A localizagao dos polos da matriz S de um espalhamen
to por potenq;al real pode ser considerada.como o limite da lo~
calizagao dos polos da matriz S de um espalhamento por potencial
complexo absorsivoy quando In(V) — 0 s baseando-se em um reque~
rimento de causalidade (ef. se950’9.a). Entgo, os polos que i-
rao formar os estados ligados serao os do terceirg quadrante e
os do quarto quadrante se transformam em polos que representam
estados virtuais a medida que o nivel do pogo atinge valores cop

venientes % (ef,. fig. 4).
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APENDICE A
DETERMINACEO DAS RAfZES DA .®QUACH0 (8.10)

Chamando «=x + iy e A =a + 1 b a equacao (8.10) & subs~-
titufda pelo sistema de equagoes de varisveis reais:
sin x cosh y =-_F~J'§ (ax + by)
(A1)

]

cos x sinh y =;*_'-1—é (~bx + ay)

P
onde PZ. = ea.‘2 + bZ.

Como o sistema (Al) é simétrico na troca x —v=x simultinea
mente com y —>-y, & suficiente determinar as rafzes de (Al) na
regiao x>0. Por inspegao direta de (AL) tem~-se que para
x=0 &> y=0, sendo g e b A O. Pelo sistema (A1) verifica-se
quey se trocamos o sinal de a e b simulténeamente o sistema
ndo se altera; toma-se para o sinal de 'a 0 valor positivo, con=-

Sequentemente b >0 (cf. eq. 8.13).

Para y » 0, obtem=~se o seguinte sistema equivalente a (Al):
(y-cx) tan x = (cy+x) tanh y (I)
(=xb + ya # 0) (a2)

. Xa+ yb
cosh y = |=wem—eemee (11

p2 sin x

onde ¢ = b/a. De (B.13), tem=se 0<c<1l. No caso em que .-xb+
+ya =0, paray > 0, as solugSes sao obtidas diretamente do sis
tema (Al). Entao x =(n + 1/2) wr ey = ¢(n + 1/2)r; onde n & um

inteiro positivo, tal que:
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a (n+ 1/2)m (a+ v2/ )
n = = arc cosh - 1/2
br

a2+ b‘2

Ang.logamente, para y {0, usa=-se o seguinte sistema equiva-

lente a (Al): '
{y -~ cx) tan x = (ey + x) tanh y (1)
{xa+ ybA0) (43)
xb + |yl a

sinh |y| = | ————— (I11)

PZ cos X

No caso em que xa + yb = 0, a solugdo exclulda de (ALl) por (A3)
¢ dada por: X *ngyre y = = mr/cy onde n ¢ um inteiro positivo,

que satisfaz a relagaos:

b nr (b+a2/b)
= =~ are¢ sinh {~——-—7m—o
amr aZ * bZ

Para cada valor de g e b isto &, do potencial (8.14), de-
termina-se as solugOes aproximadas dos sistemas (42) e (43) pe-
1o método gréficc (fig. 5). Os dois primeiros programas do a=
pé'ndice B, nos permite a construgao gréfica das curvas (I) e
(II), a solugao aproximada de sistema (A3) pode ser determinada.
fazendo-se a intersegao da curva (I) com a curva (II) extendida

para regiao y< 0. . -

Conhecida as solugoes aproximadas, determina-se as solugCes
exatas por iteragles sucessivas e em seguida obtem=-se os polos
de S(P) por meio de (8.8) tomando=se o sinal de Pdado por
(8.18) e (8.19) (estas operagdes estio todas incluidas no "pro-

grama £inal¥do apéndice B).
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APENDICE B

e .

¢ GRAFICO FUNCEO  (¥~CX)TAN(X)=(CY+X)TANH(Y)
C S. JOFFILY - CBPF 11 DEZ. 68

¢

c

¢

| ABXF(Y)=FXP( ~2.%Y)

TANHF(Y)=( 1.-AEXF(Y))/ (1. +ABXF(Y))
ETANF(X ,Y,C 4T )=I*(Y~C¥X ) =T ANHF(Y )*(C*¥Y4X)
READ2,V1,V2

FORMAT(2F14.8)

PRINT 97,V1,V2
RAD;L~SQRT(V1*V1/4 WV2¥V2/4,)
A=SQRT(V1/2.4RAD1)

B=V2/(2.%4)

C=B/ A

PRINT3,4,B,C

FORMAT(1E ,2HA-—,F14 8/1H ;2HB=,F14,8/1H ,2HC=,F14.8)
TC=ATAN(C)

PRINT9 ,TC

FORMAT(1H ,8HATAN(C)=,F8.3)
PRINTG

FORMAT(1H ,2HAN,11X 1HX, 16X,1HY)
DO 301 J=1,4

AN=T~1

DO 300 I=1,20

AM=T

X=( AN+AM/21. )*3.1415927
T=5IN(X)/C08(X)

Y==100

N=0

F‘I.“ETANF(X 2Y,C,T)
IF(Y+100. )5 92055
IF(FT)% Y4
YFTS=

PRINTlOO,AN,X,YFTS
FTY=-FTY

N=N+1

GOTO 170

IF( FTY*FT )30,120,120
YPTS=(Y+YFT)/2.
PRINT100 ,AN 4X , YFTS
N=N+1

YFT=Y

FTY=FT

GOTO 170

IF(FT )120,40,120
PRINT100,4N,X,Y

GO TO 300



170
130

200

215
220

97

100
300
301

58

IF(ABS(Y)=10.)180,200,200
Y=¥+.1

GO TO 4

Y=Y+1. .
IF(Y=-100.)4,4,215
IF(N)300,220,%00
PRINT99,AN,X

GO0 TO 300

FORMAT(MH ,///10X,3HV1=
FORMAT(1H ,Fg,Q,Fl403,2
FORMAT(1H ,F3.0,2F14.3)
CONTINUE -

CONTIRUE.

GO TO 1

END

8

F14.8 ;10X ,3HV2=,F14.8/)
HN. EXISTE SOL. BM -100 A 100)
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GRAFICO FUGAO (A*A+B*B)ABS(SIN(X))COSH(Y )~ABS(A*X+B¥Y)=0
S. JOFFILY CBPF.- 13. DEZ. 6

READ2,V1,V2

-FORMAT(2F14.8)

PRINT 97,V1,V2
RAD1=SQRT(Vi*V1/4,+V2¥V2/4.)
A=SQRT(V1/2.+RADL)
B=V2/(2.*%A)

RHO=A*A+B*B

C=B/A

T=ATAN(C)

gflz;lizécp. C,C1,T

N 3B4C,C1, .

FORMAT(1H 42HA=,F6.343X,2HB=,F6,3,3X,2HC=,F643 ;3K y4H1/C=,F6 .3/ 1H,
18HATAN(C )=,F6.3//)

PRINT4 )
FORMAT(1H ,LOHINTERVALO ,8%,1HX,8X,1HY)
DO 201 J=1,4 -

INT=J=1

AN=INT

DO 200 I=1,20

AM=T .
X=( AN+AM/ 21 , )*3,1415927
S=ABS(SIN(X))

XA=XFA

N=1

10 ¥=.00000001

EYP=EXP(Y)
EYN=1./EYP

COSHY=( EYP+EYN)/2.,
GO TO (14,15).N

14 CF=RHO*S*COSHY-{A-B*Y

15
16

2l

GO TO 16
CF=RHO*8*COSHY~ABS(XA~B*Y)

YASY

CFA=CF

IF(CF)22,21 522

PRINT100 ,INT 4X ,Y,N .
N=N+1

GO TO (10,10,200),N

22 Y=¥+.1

23

EYP=EXP(Y)
EYN=1./EYP

COSHY=( EYP+EYN)/2.
GO TO (25,26),N

25 CF=RHO*S*COSHY-XA—B*.A

26
29

GO TO 29
CP=RHO*S*COSHY ~ABS(XA~B*Y)
IF(CF*CFA)30,31,32
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31

32

Y=(Y+YA)/ 2.
PRINT100.INT ,X,Y,N
N=N+1

GO TO (200,10,200),N
CFA=CF

YASY
IF(Y=100,)34,45,45
IF(Y=10.)35,56,36
Y=Y+.1

GO TO 23

Y=Y+l

GO TG 23

GO TO (50,51),N
PRINT 98,INT,X
N=N+1

Go TO 10

PRINT 99,INT X
CONTINUE

CONTINUE

GO TO 1

FORMAT(1H ,///10X,3HV1=,F14.8,L10X ,3HV2=,F14.8/)
FORMAT(1H ,3X 513,85
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,F8.3,33H N. EX. SOL..EM (0.00000001,100))

FORMAT(1H ,3X,15,8X,F8.5,35H N. EX. SOL. EM (-0.00000001,-100))

Fg]R)M.AT( 1H ,3X ’13 ,BX ;FS v3 ,lX ,F8 -5 ,ZX ,lH")lZ)
5 -
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PROGRAMA FINAL
S. JOFFILY C.B.P.F.  1/7/69

COSHF{ Y )=( BXP( ¥ )+EXP(~Y ) }*0.5
SINHF(Y )=( EXP(Y)-EXP(~Y ))*0.5
T ANHF(Y)=SINHF(Y)/COSHF(Y)
V11=0.

vV22=0.

READ2,V1,V2,X,Y

FORMAT( 4F14.8 3

IF(V1)5,3,5

IF(V2)544,

STOP :

* CALCULO DE A4B

RAD1=SQRT(V1*V1/4,+V2*V2/4.)
A=SQRT(V1/2.+RADL)
B=VZ/(2.*4)

RO2=A*A+B*B

C=B/A

. TC=ATAN(C)

TF(V11-V1)14,1%,14
IF(V22-V2)14,15,14
PRINT97,V1,V2
PRINTOB 34 ,B,4C ,TC
PRINTO9

V11=V1

vez=y2 -
PI=%.14159265
AK=X/PI
K=AK -
17=0

CALCULO DE X E ¥ POR ITERACAQ .

S=SIN(X)

€0=C0S(X)

TANX=S/CO

COH=COSHF(Y)
BEXPY=EXP(~2.*%Y)
TANHY=(1,-EX2Y)/(1.+EX2Y)
F=( Y =C*X J¥TANK=( CHFY+X )FT ANHY
C02=C0*CO

FX==CHT ANX+( T=C*X )/ CO2~T ANHY
SECHY2=1, . ~TANHY#TANHY
FY=TANK=C*TANHY~( C*Y+X )* SECHY2
SINHY=SQRT{ COH*COH-1.)
IF(Y)251,201,201

61



201
203

204
205

209

206

208
210
215

281+

253%

254
255

Qo

900

901

902
903

G=R02*ABS( 5 J*COH=-A*X~B*Y

IF(TANX) 203,204,204

SINAL=-1

GO TO 205

SINAL=1.

(X=RO2*COH*SINAL*ABS(CO)-A

GY=RO2*ABS(S )*SINHY-B

DELTA=FX*GY¥~-GX*FY

DELTAL=F*GY=~CG*FY

DELT A2=F* GX ~G*FX

XI=X~DELTA1/DELTA

YI-Y+DELTAZ/DELTA

IJ=1J+1

IF(IJ-l) 206,206,208
X=XI

Y=YI

FI=F

GI=G

IF(IJ=-20)200,200,215

IF(ABS(F)~0.00013210,210,206

IF( ABS(G)=~0.0001)900,900,2C6

PRINT95,K,X,Y,IJ

GO TO

SIH= SINHY

G=R02*ABS( O )*SIH-X*B=~ABS(Y )*A

IF(TANX)253 5254 5254

SINAL=1.

GO TO 255

SINAL==1,

GX=SIH¥RO2*SINAL*ABS(S)~B

GY==-RO2*ABS(CO )*COH+A

G0 TO 209

CALCULO DOS POLOS - BETA 1 (EIX., REAL) BETA 2 (EIX. IMAG.)

DOISY=2.*Y
TEEMO=Y*SINHF(DOISY )+ *SIN(2.%X)
IF(TERMO )901,902,902

SIGNB2=1.

G0 TO 903

SIGNB2=~1.

X2Y2=X*X =Y*Y

APC=A¥A*(1.=C)

TERAD=X2Y2~A2C

PARENT=X*YwA*A%C
TERADR=TERAD*TERAD+4 ,*PARENT*PARENT
RATIZIN=SGRT( TERADR)
BETA2=SIGNB2*SORT( (RAIZIN-TERAD)/2.)
BETA1=PARENT/BETAZ
PRINT100 4K ;X s¥ 417 ,BETAL yBET A2

GO TO 1
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95  FORMAT(1H ,10X,15,10X,2(F12.5y4%X),10X,I5)
97 FORMAT(1H ,///10X,3HV1=,F14.8,10X,3HV2=,F14.8/)

goRMé\?}J).H s2HA= ,Fl408 94X ,2HB= ,Fl408 94X ,2HC=,F14 .8 94X ,SHATAN( Cf)=,
1F14.

FORMAT(1H ,10X, 9HINTERVALO,12X,1HX,15X,1HY ,16X ,8HITERACAOC,15(,
16HBETA 1,10X 46HBETA 2/)
100 “FORMAT(TH ,2(10X ,15,10K sF1245 4% ;F12.5))

END

0
(o)



APENDICE C
Derivacdo das equacdes (8.20) e (8,21)
De (8.8), tem~se: . . )
o=+ \/‘32+ A2 T (C.L)

L .
expandindo em serie:

pe g e ]
o= + +— A%+ ... (c.2)
2f

quando IPI ~»00 e A é finito, tem-se:
o (3 (C.3)
gue substituido na equagao (8.8) ela s6 sera satisfeita no in-~

finito se [32 ¢ negativo (semi-plano inferior). Levando-se

(C.3) em (8.10), obtem-se: .

(3 (C.4)

o e'i(:) - -iP = i i_: P

sin.ri =+

B

chamando:

w=1if (c.5)
vens: ) .

¥ =%+ -w
A
: - -
onde, w= -[32 +i(31 ele ] =.|el32 Pl] =eFZ—-——-———->O
, oo > -0
y P2

desprezando a quantidade infinitesimal e~

2 .

ceWsx-w (C.6)

A
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Para uma raiz arbitraria, w =Wwq+ i, onde w; = Refw) e
W, = ImW), desta equagao tem=se:
fe¥] = — |v|

1Al
ou
Wy _ 2 2 2
e~ == W+ c.
como

ettty

- 2 4
jw] = «/(‘Jl+.0)2 ——————e b D

~ « rd -
entao e 1 tambem tende a + ooe consequentemente Wy e Reescre~
vendo (C.7) na forma;

- OJZ 2 IAIZ W 2

°)1 2 1

e cons.lderando que ——1-. - 0 o quando Wy —>+ 00, concluimos que

vale a seguinte relagao assintdtica entre a parte real e imagi-

néria de W

IAI w,
I L1 % el (c.8)
gue reescrita em termos de ,3, fica:
1Al .
1[3 |~ — P (c.9)
2
Ou seja, para P —>m e A finito, Fl PZ tendenm a inflnito
onde Pl é da ordem de eﬁz
. Separando (C.6) em sua parte real e imagindria:
wy - &Yy + ba,
e T cosw, =424 ——— (€.10a)

a2+ b2
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w, aw, = buw,
el sinw, =42{ ———— (C.10b)
aZ-i- ba
onde a = Re(A) e b = Im(A).
Dividindo (C.10b) por (C.l0a), obtem-se:
auy = bwy
awq + b<.)‘2

Foi mostrado acima que as partes reails das raizes da eq.

tanw, = (C.11)

(C.6) tendem a + oo quando @ =00 . Logo; para rafzes da eqe.
(C.6) com valores absolutos muito grande, se pode assumir que
(ul> 0. Examinando primeiro as rafzes para as quais wa> 0: De

w 2 W
(C.11), notando que w—]-'- L
2 jal e

» 0, obtem-se:

A+ u)l —

tano)‘2 = o

o le

Significando gque:

a
W, 2 are tan; +or =€, 5 n =05 1525 eae (c.12)

onde en —%0 quando n —>0 .

De (C.12) e (C,10a) vems

wl a
e — cos [arc tan (g) + nm -enj = &

—

2
IA’Z(aQi"*' bwz)

donde,
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Yy a a .
e cos[:a:cc tan(g) +n1r]cos e * sinl:arc tan(:.;)-*mr sine, > =

2
= 4 = (auy +bup). o
|a]? )

Considerando que sin € %€, € cos enwl, pois enzo quando

O, w3 o0, teremos:

1
wl "~ a a )
e * cosE.rc tan(gaj; sin[:arc ta.n(-sé]n € =% > (aty + bw,)
Ja]
wy 2
Voe (b+a €,) = (awy + bwy)
2]
usando (C.8); vem: . l
v w )
1 loglawy/ |A])
e v —x = . , (C.13)
2 “a

Da relagao assintotica (C.12) de Wy temos que: w, = mr, logo
{ .
€ =410 2"’7’ A ) gue substituido em (C.12), nos da:

n nr ’
a log@ui/]A])

w, % arc tan — + mr - ———— (C.14)

b T .

e de (C.8), vems
w, &2 log(24/|4]) =

2 oy  2om 2 log(2nm/|Al)
= log|~— arc ta.n(-b°) + Y e e

14] Ja] | Ao
2nwr a 1
= logd— [= arc tan (§)+1~—3log(2am/|A])|}=
1Al oo n“rs-

(C.15)
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1 .
= log(2nm/ |A]) + Log|l + —are tan (%‘) - Log(2nmr/|Al)
nr

n-w

usando a aproximagao:

log (1 +&) =% , quando E—>0 ;

1 1
onde £ =- arc tan (&) - log(2nw/ |4 )

; nr b n? 7%
vems

1
W, % log(2nm/|A]) + — arc tan (%) o (C.16)
or

Para determinar as raiges quando w5 <0, basta reescrever as

eq®. (C.10a) e (C.10b) na forma:

o W1 awy = bl
— coslo.) l =+
2 2 2 .2
a” + b
o ¥ alcozl + bay
3+ sinjw,| =
aa + b2
entao: .
oyl = - =
tan |w T =y ds€ey
2 b )
) L a
lwal = arc tan (§) + or - €,

onde n sao inteiros positivos. Procedendo-como no caso anterior

(w2> 0), obtem~-se para W, £ 02

. log(un/|A])
nmr

Wy % are tan (8) - nr ¢c.17)

Reescrevendo os resultados (C.14), (C.16) e (C.17) em térmos
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de P, considerando (C.5), teremos: -

_ log@m/|Al)

~ are tan (&) + nr F (c.18)
By : -
. < g
pa?- Lo (2rm/ JA]) = — are tan () . (C.19)
nmr b

-
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APENDICE D
ANALITICIDADE DE u!(k,rl e u:aLk,r)

Levinson 2° mostrou que u (k,r), solugdo de uma equagao

diferencial do tipo (5.1) para L= 0, satisfgzéndo condicao de
contdrno u (k,0) =0 ¢ uma fungdo inteira para todo k. Barut
e Ruel 2 mostraram que uk(k,r), para {4 0, & uma fungdo ana-
1ftica no semi-plano superior dos momenta k complexp, para po=-
tencials que satisfazem a condigao:

0

frlv(r)lguoo,

C
resultado que vale também para potencials complexos (op. cit.).

Néste apéndice, mostraremos que para um potencial que sa~-

tisfaz a desigualdade acima, uj(k,r) solugao de eﬁ. (5.1), com
a condigao de contorno ux(k,o) =0 é uma fungao analftica em
todo o plano complexo k. Ou seja, uy(k,r), é uma fungdo intei-
ra de k. Entdo, seguird de imediato que qk(k,r) também'é  uma

funcsdo inteira de k.

4 equagao radial de Schrbdinger (5.1):

> £(4+1)
uﬁ(k,r) + k5 - - V(r)] u
2 2

(kyr) =0 4 (D.1)

satisfazendo a condigao de contdrno uzﬁkgo) = 0, onde -assumnimos
que k seja complexo desde o infcio e v(r) ‘também complexo, péde

ser escrita na forma integrals
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(k,I’)

AR D.2
ul(k,r) yr J\gﬂl(k,r,;) V(;) u (kg)d; (D.2)
onde V(;) = 1(7) + 1 V2(7) e
g) (ksrs6) = jJL(kr) x&(k,y) 32(1«: ) (kr) (D.3)
onde

3!,(2) =2 §)(2)

74 $2) = 2 y(2)

sendo jl(Z) e YI.Q.(Z) as fungoes esféricas de Bessel definidas co-

mo na segao L.

0 que pode ser verificado por diferenciagao de (D.2) e u

sando-se a relagao Wronskiana
iz(Z)IQAZ ﬁl(zﬂ - E;—iz 3‘2(2) ?IL(Z) =1
e com a condicao de contdrno

(r) L
r—»0 (20+1)}

ug/(k,r) ———— :]Q‘(kr)
- r ~——0

A fato do.potencial ser de alcance finito assegura que g

equagac (D.1) possui solugoes assintdticas proporc:LonaJ.s a

sinE:r -‘L + %(kﬂ (cf. eq. 1.9).

Para mostrar que uz(k,r) definida por (D.2) é uma fungio
intelra de k, para qualqueT r fixo, usaremos as seguintes desi-

gualdades 37:'

1ep | AL
. k k
]jz(kr)lsc el 2|I' -—-—-l-i-i—“- s 20 (D.4)

(L+ |xz])¥2
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- L oL
k - k k
lgg(k:r,ﬁ)L$C el Zl(r 5)(1‘F! ;l) . x| ’ 0$;<r (D.5)

|k;lf’ (1 + [iex]) 072

onde kZ = Im(k).

Considerando a sequénecia uz(k,r), onde quk,r) =0e

32(1{1’) 1 r 1
uﬁ(k,r) = k2+l - '};‘fgz(k,l',g) V(g) uf/ (k,;) d§ 3 (D-6)
0
obtemos, usando a desigualdade (D.4),
. §g (xw) ¢ 2l n
luz(kyr‘) - ufé(k,r)l =
A (1+ [z]) DL

Andlogamente, por (D.6) e usando a desigualdade (D.5),

obtem-ses:

$olxr) "
[u8 (i ,r ) =wb(k )l=J 2 (ky758) V() ub(k,)ab -
2 ? ) T 1 X g£ ,r,5 9 u m; }
k 0
fgl(kl') 1 L
2
- 2;"1 +;J\g£(k,r,5) V(;) uz(k,;)dfl =

k

0

(0.0}
- [ ifgz(k,r,p vy [uye, ) - B, 5)]ag| €
4] .

L+ T
<c? el . gl
R
chamando
v T el
oS I LA TANYY A LS 2] s (D.7)

1+ ksl 1+ [xg]

0 0



que deve ser finito, daf a necessidade de impor ao potencial

condigao: o0
f;w(;)la; <o
0

Enté.'o, z 1
+
k
u2Ge,e) = ult,r)] € 02 JrlT T e
: (1+ Jxz] )4

Repetindo-se o processo mais uma vez, teremos:

qu(k',r) -ui(k,r)|=l %‘T REENY v(;)EJ}&(k,g)- 2(1:,9)]&;~|\< *
0

k
3 el er r_,?,+1 T G[VU})(

< B(y) 45
. L+ lk5|

(1+ e BT

usando=-se (D.7); obtem-se:
3 ]kzlr AR

[ afees] =y

[¢]

c .
|w30,2) - wBeyp)| §
(1+ ||y ¥

logo
’ 3 lkplr 041
C7 e T

B(r ]2
Iu%(k,r) - ui(k,r)lg . G .
: (1+[xe) 4T 2l
Pelo método da indugdo, supondo que vale a relagao

k
Cn-l e! Zh' r£+1 [B(r)]n'z'

l u?’-l(k ,I') * uﬁ-z(k,r ) l\<

1+ e a-2))

teremos
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k
4 c? eI 2l PRAC N 1T o
lufCie,r) = ™ (esr)| & .
1+ ey ¥ (o)

Entao a sequéncia uﬁ(k,r) converge absolutamente para o limite

uﬂ(k,r), para qualquer r finito e qualquer regldo k finita. Ca-
da uﬁ(k,r) é uma fungao analftica desde que envolve apenas fun-~
¢oes analfticas ﬁL(k,r) e gL(k-,r,_s). Logo o limite ul(k,r) é
uma fungio analftica em todo o plano complexo k, isto é ) ¢ uma

fungao inteira em k.

Para mostrar que u'L(k,r) tambdém é uma fungio inteira de
k, basta derivar em relagao a r a equagao (D.2) e usa-se, como
foi mostrado acima, que uL(k,r) é uma fung2o inteira de k. En~-

tgo’

uil(k,r) =

3/(}1&]7) 1 r ’ogt(k,r,g)
f——-—————- v(§) uz(k,§) dg (D.8)

L m; 9r -
k 0

pois gp/(k,r,r) = 0, (ef. eq. D3),

Logo u'L(k,r), dado por (D.8), serd uma funcio inteira de

k, uma vez que envolve apenas fungoes inteiras.



75

LEGENDAS PARA AS FIGURAS

Fig. 1 - Deslocamento dos polos de S(PB), {=0, no plano com-
plexo f= krj (cfe. ref. 4). Parav = vy (potencial
real) variando de O a +00 . Os valores de vy estao
representados ao lado dos polos correspondentes. Os
polos estao numerados em fungao de suas posigoes li-
mites para vy —> O i.e., B, = (P = 1(B,),s on~
de Limo Pn =nr-ioo(n =0y +1; +2, «..)e Traje-

toria‘srl';aos a~polos (anti-polos): Quando v, cresce
de 0 (partfcula livre) a o (pogo de potencial infi-
nito) existe um a-polo que se move de -ico em dire-
gSo a or:fgem se transforma num b-polo e continua se
movendo para 1oo. Trajetéri@. dos c-polos (polos com
plexos): Os pares de c-polos. 3.5 nyl sfo simé-
tricos em relagio ac eixo imaginér—io. Eles saem as~-
sintaticamentenda reta Re(P) = % nm para v;—>0 e se
movem em diregao ao eixo real, ate atingir a reta

Im([3) = -1, entdo passam a se mover em direcao ao el

X0 imaginério onde os pares simétricos dos c~polos

se encontrap no ponte = -i, surgindo al um polo

duplo. A medida que vy continua crescendo o polo du

plo se separa num par de a-polos que se movem em di-

regSes opostas, um deles val a =ico e o outro 3+ im

formando um novo b-~polo.,

Fig. 2 - Deslocamentos dos polos de S(P), L= Oy no plano com
plexo (3= kr , para v = -iv, (potencial imagindrio
puro). Os valores de Vo estao representados junto
aos polos correspondentes. Cada trajetdria & numerg
da, segundo a sua posiggo limite quando vZ-—>O, lecey

v?mo Pin =(=1/g¢ +nkr ~3i0,n =0y 1, #2400,
cf. eq. (8.26). Para valores pequenos de vy (Limi-
te de potencial fracamente absorsivo) os polos saem
assintﬁticamente pela direita (para Re(P)) 0) e pela
esquerda (para Re(P)< 0) da reta Re((—}) = (=1/4+nkr.
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Para valdres grandes de n a tendéncia & esta reta &
mais demorada. A medida que v, cresce o polos

B4, ceminham em diregao ao eixo real, os polos ﬁﬂx
cruzam o eixo bissetor do quarto quadrante e antes
de atingirem o eixo real voltam em diregao ao eixo
bissetor e tendem por cima a &ste eixo guando v2

os polos @ o vao até o eixo real negativo e cada
polo cruza éste eixo num ponto do intervalo [(~w/an)r,
(-1/atn-1)r]. A medida que v, continua crescendo es-
tes polos se aproximam do eixo bissetor do segundo
quadrante e tendem assintoticamente a &ste eixo por
baixo, quando v, =00 (cfs eqs 8.27).

Deslocamento dog polos de S(ﬁ), L= 0y no plano com-
plexo f3= kro, para potenciais do tipo v = 0,.0L+ in
con v, variando de O a +o0. Os polos representados
por um cfrculo envolvendo um Xy @, sao os polos de
S(@) para potencial real (v, = 0) e os representados
por um ponto cheio, @, sao polos de S(3) para poten-
cials complexos (v,% 0). Os valores de 62 estao as-
sinalados ao lado dos polos correspondentes. Quando
vz—e>0 os polos tendem a 1ocalizag§o dos polos para
potenclal real v = vy (v1 = 0,01, neste caso) que
sao simétricos em relagao ao eixo 1maginar10, o polo
que tende ao eixo imaglnarlo se desloca no semi-pla-
no Re(ﬁ) < 0. Para valores de v, pequenos os polos
40 se deslocam pouco da posiggo para potencial real,
pela esquerda dos mesmosy; quebrando assim a simetria
entre os p+n e 0s p-n Quando vy continua crescen~
do éste afastamento é cada vez maior e os polos se
deslocam em diregao ao eixo real. Para Vo> vy OS
polos tendem ao comportamento do tipo de um imaginé=
rio purc (ef. fig. 2). P - -n Passa para o segundo qua
drante e se aproxima assintoticamente, por baixo do
eixo bissetor quando £ ~=»+m . 0s polos P_n nunca
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3 g 2
deixam o quarto quadrante e tendem assintoticamente ao
eixo bissetor por cima para Vv, =% +00.

Deslocamento dos polos de S{B), A= 0, no planc comple
x0 3= kro; para v = vl(l-;-iYZ) onde Y = vy/vy. Os
valores de vy estao assinalados junto aos polos correg
pondentes. Kstao representados apenas os polos (—:« 417
ieeeygn=+1. Os valdres de N estao assinalados
em baixo das respectivas trajetorlas. Para 0= 0 tém
-se a trajetéria dos polos para potenciails reals (cf.
fig. 1). Para Yl 0.1 os polos (3_; se afastam muito’
pouco da traaetorla de Yz- 0, os polos ﬁ-*n acompanham
0 eixo J.maginarlo negativo e os P--n acompanham o eixo
J.maginarlo positivo. A medida que YZ cresce as novas
tra;;etorias estarao mals afastadas da traaetoria para
potencial real, sendo que 8ste afastamento & mais pro=
nunciado para os valores grandes de Vy.e Quando 9. >1
as traaetomas tendem a dos polos para potenciais pura
mente imagindrios (ef. fig. 2).

Comportamento das curvas (I), (II) e (III) (cf. egs.
42 e A3). A curva (I) estd tracada em linha cheia a=-
presentando as seguintes caracterdisticas: y = +00 nos
pontos X = avc tan ¢ + 1wy (0 =0y 1, 25 «es)s Para

x 7 (n +1/2h a curva (I) cruza areta y = cx e vai a
zero em X = nw. Para os valores de y ¢ O a curva (I)
apresenta dols ramos que se encontram no ponto gn(x,y),
um ramo decresce de X =nr ey =0 até o ponto n(x,y),
o outro ramo vem de X = arc tan (=-c) +nr e y = -0 cru
za a reta y = ~x/¢ no ponto x = nr e continua crescente
até o ponto 5 (xs57). fste ponto, ‘%n (x,¥)s 054 sempre
na regiao x: (mr,(n+1/2)1r) e y:(0y=x/¢). A curva (II)
definida na reglao ¥y > O apresenta o seguinte comporta=-
mento:s y = +ooem x = n7r (n = 0y 1y 24 »+.) indo cruzar
O eixo dos x emx = ;n, se a seguinte desigualdade for



78

satisfeita: |sin x|) % |x}, onde }n é dado pelas s9

lugdes da equagao |sithf| =—=x |¢]. Se x ndo satisfaz

a desigualdade acima a curva (II) apresenta um nfnimo

em cada intervalo x: (ar, (n+l)r). A curva (III) estd
.tragada em linhas potilhadas na regigo y <0. Apresen

ta um comportamento parecido com o da curva (II), sem

entretanto cruzar o eixo dos x. Para x = (n+l/2)r,

n =0y 1y 2y ceey ¥y tende a ~00, passando por um ma’x_i_
mo entre cada dois valores consecutivos de n.

* ok ok
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