Rui Albento Mira dos Santos Nazareth

TRATAMENTO DA DINAMICA DA FISSAO E FUSAO EM DUAS DIMENSOES

Tese de

DOUTORADO

CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FISICAS

Rio de Janeiro

-1977-~



AGRADECIMENTOS

Na elaboragdo deste trabalho foram valiosos o incentivo e a
colaboragao de algumas pessoas € Instituigdes, a quem testemunho meu reco-
nhecimento:

- Ao Professor Takeshi Kodama, pela eficiente orientagdao e

apoio ao longo da realizagado deste trabalho.

- Ao Professor Jaymes Rayford Nix, do Laboratdério de Los Alg

mos, pela prestimosa colaboragac na discussao de parte deste trabalho, quan
do de sua estada no Brasil.

- A Professora Solange May Cuyabano de Barros, ‘pelas facili-
dades a mim concedidas para a elahoragdo deste trabalho.

- Ao Professor Carlos Marcio do Amaral, pelos valiosos conhe

cimentos adquiridos durante as constantes discussoes.

- Ao Professor Hello Schechter, pela atengdo dispensada 2

forma de apresentagdo deste trabalho.

- Aos demais colegas do IF-UFRJ e CBPF, pelo incentivo rece-
bido.

- A Helena de Souza Ciccarino, pela excelente apresentagéo
do trabalho datilografico.

- Ao Instituto de Fisica da Universidade Federal do Rio de

Janeiro e 3 FINEP, pelo apolo financeiro.

- Ao Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, pela formegao
cientifica adquirida.

- Aos centros de computagdo do IF-UFRJ e do CBPF pelas faci-

lidades proporcionadas aos cdlculos deste trabalho.



RESUMO

£ estudado o problema da penetrabilidade de barreiras
em duas dimensdes para os fendmenos de fissao e fusdo nucleares.

S30 deduzidas as equagles das trajetOrias estaticas
(potenc-ial minimo) de fissdo no- formalismo de Hofmann e consta-
tada a influéncia significante que os pardmetros de inércia
exercem sobre as propriedades das mesmas e por consequéncia na
penetrabilidade. £ discutida a dificuldade na determinagdo des-
sas trajetdrias.

Para o caso da fusao & proposto um potencial com as
caracteristicas de uma dupla barreira de potencial realistico
que permite realizar calculos exatos da penetrabilidade conside
rando o movimento transverso ao de fus3@o e um calculo unidimen-.
sional na aproximagd@o classica através da escolha da trajetdria
que torna maxima a penetrabilidade. A inclus3o da energia ciné-
tica na direc3o perpendicular & diregio de separagdo contribui
para um acréscimo da penetrabilidade especialmente nas regides
de energias bem inferiores ao maximo da barreira de interagdo.
Isso explica em parte as anomalias existentes entre os resulta-
dos tedricos e experimentais (supostas as barreiras unidimensio
nais) para as larguras das barreiras de certos sistemas de fu-
s3o. ’

A penetrabilidade exata & comparada & do cadlculo na
aproximagdo clissica tradicional onde se leva em conta a possi-
bilidade do aparecimento de descontinuidade na barreira ac lon-

go do caminho de fusao.
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INTRODUCAD

Os fenomenos de fiss3o e fus3o caracterizam-se basica-
mente como resuitados de uma dinamica coletiva dos niucleos. Os
modelos e métodos usades no estudo desses processos invariavel -
mente se apoiam em duas aproximacGes importantes para o compsrta
mento dinamico de tais sistemas: a "aproximagdo adiabatica" e a
"aproximagio_clissica“.

A primeira resume-se na hipotese de que ao longo do mo
vimento coletivo 0 estado interno permanece sempre no seu estado
fundamental. Isso quer dizer que a energia transferida do estado
coletivo para o estado interno do nucleo & insuficiente para ex-
citar este Ultimo durante o processo de deformacio. Mesmo no ca-
so da existéncia de excitagoes internas, se os tempos de transi-
¢ao correspondentes forem suficientemente pequenos o processo po
de ser tratado na mesma aproximag3o incluindo efeitos macroscopi
cos de viscosidade. 0 conceito de potencial adiabatico usado no
metodo macro-microscdpico de Strutinsky obteve sucesso em predi-
zer os estados isoméricos, verificados pela experiencia.

A segunda aproximagdo consiste na hipotese de que, da-
do um sistema como uma certa densidade de probabilidade no ins -
tante inicial to ela se desloca segundo as leis classicas de mo-
vimento. Baseia-se essa hipotese no fato de o comprimento de on-
da de Broglie do movimento de deformagdo do niicleo ser usualmen-
te muito menor que distancias nas quais a energia potencial va -

ria de uma quantidade aprecidvel. 0 movimento de deformagao e



considerado como resultante de uma superposi¢dao de oscilagoes
harmonicas simples de frequéncias diferentes, correspondentes
as varias distorgdes esférico-harmonicas. A aproximac3o classi-
ca &, por conseguinte, uma boa aproximacdo para deformes’ s gran
des do nlicleo e em particular para deformagoes criticasyunga pon-
to de sela.

0 capitulo I & uma introducdo tedorica a temas ligados
ao nosso trabatlho.

Um dos problemas mais importantes referente ds teori-
as dinamicas da fissio e fusdo, & o do calculo da "penetrabili-
dade". A penetrabilidade @ a medida da probabiiidade da realiza
¢ao do processo atraves da penetracgdo da barreira por efeito ti
nel.

As maneiras mais convencionais de calcular a penetra-
bilidade para o processo espontaneo de fiss@o resumem-se, essen
cialmente, em aplicar a aproximacdo classica WKB, reduzindo 0
problema & penetracdo da barreira em uma dimensdo (a energia po
tencial @ minimizada com respeito as coordenadas outras que a
de fiss5o)(l). Outros metodos consistem em definir uma trajeto-
ria no espago dos parametros de deformagao de tal modo que , a
penetrabilidade calculada ao longo do caminho seja mﬁxima(g). A
penetrabilidade para esses casos nao leva em conta a energia ci
netica dos outros graus de liberdade.

Alguns trabalhos introduziram de alguma maneira os efei
tos de duas dimensOes na dinamica da fissEo(l'g). Num  deles ,
Ho fmann (3) propGe um meétodo quantico dindmico para calcular as
transicdoes de estados pertencentes a graus de liberdade perpen-

diculares ao caminho de fissdo, aplicando o formalismo da teo -



ria do espalhamento usando a aproximagdo de Born. Esse @& um mg
todo bastante interessante e, sem diuvida, o primeiro verdadeiro
tratamento quantico para a dinamica da fissio. Na aplicacao des
se metodo @ fundamental a determinacio previa do caminho de fis
sd0 e, por conseguinte, sua validade est3d intimamente 1igada
3 maior ou menor realidade fisica apresentada por essa traje -~
toria.

No capitulo II, propomo-nos entio estudar os efeitos
multidimensionais através da influéncia dos parimetros inerci-
ais sobre a trajetdria de fiss3o. Essa trajetdria e definida no
espago dos pardmetros coletivos a partir das hipdteses do forma
1ismo de Hofmann. S3o discutidas as propriedades das trajetdri-
as para o caso do potencial de gota 17&uida de Brack e ou -
tros(z). E apresentado tambem um exempio de potencial para o
qual, dependendo dos parametros de inércia, a trajetdria nio @
adequada nesse formalismo. Para potenciais mais complexos como,
por exemplo, potenciais de fissio com mais que um ponto de se -
Ta, ou potenciais de fus3o com duas barreiras (fissio e intera-
¢d30), a resolugdo da equagio diferencial que define a trajeto -
ria torna-se bastante dificil, o que por si s torna o metodo
inadequado para esses casos. Alem disso, para o problema da fu-
sdo ® particularmente importante o c3lculo da penetrabilidade
para energias incidentes proximas ao valor m3xima da barreira ,
onde a aproximagao WKB deixa de ser conveniente. Decidimos em -
pregar outro tratamento que permitisse introduzir de alguma for
ma o efeito do movimento transverso ao movimento relacionado 3
coordenada de separagdo e pudesse ser aplicado ao problema da

penetracao de uma barreira dupia de fus3o.



No capitulo III, ap(esentamos esse tgatamento que con
siste em propdr um potencial em duas . dimensdes que simula as
principais caracteristicas de uma barreira de fusdo realistica
com dois vales desalinhados separados por uma encosta. Conside-
ram-se os jons oscilando harmonicamente numa diregdao perpendicu
lar @ coordenada de separa¢io durante o processo de colisao. Es
se potencial permite o c3alculo exato da penetrabilidade para to
das as energias incidentes. A ideia @ de que a inclusdo do movi
mento transverso explique certas discrepancias existentes entre
os resultados experimentais e os calculados (com potenciais uni
dimensionais) para as larguras das barreiras. Para o sistema
3701 + 56’58’60Ni, por exemplo, as larguras experimentais sdo
mais estreitas (ﬁmx v 5 a 8 MeV) que as calculadas (ﬁmxm3MeVﬁ§X
0 modelo proposto ndo leva em conta quaisquer variagGes da iner
cia durante o processo. Os cdlcuios s3o aplicados a nlcleos de
colisdc diferentes.

Para comparar os resultados com os do problema a uma
dimensio & calculada a penetrabilidade para uma trajetdria no
hespago dos parametros de deformagio do mesmo potencial, por um
mé%odo equivalente ao da trajetoria de minima agEo(g). Levamos
em consideragao a possibilidade do aparecimento de descontinui~

dades na regiao sob a barreira.

0 capitulo IV constitui-se na discussdo e conclusdo

do trabatho.



CAPTTULD I

REVISAO TEORICA

A fiss3o e fusfo nucleares constituem um capitulo par
ticular importante na teoria dos processos nucleares. Esses fe-
nomenos evidenciam basicamente o comportamento coletivo dos sis
temas nucleares.

_Nos estudos realizados até o momento, certos concei-
tos marcantes da teoria alcancaram bastante sucesso como, por
exemplo, os de: deformacdo, energia potencial de superficic (que
definem barreiras e vales), trajetorias de fiss3o e fusHo,ivfs-
cosidade, etc. No entanto, a definicao de cada uma dessas ¢x -
pressoes depende essencialmente dos tipos de sistemas e modefos
escolhidos e as discrepancias e inconsistencias dos resultados
mostram um conhecimento incompleto das dindmicas dos processos
a que se referem.

Temos como intuito neste capitulo, fazer uma apresen-
tagao qualitativa breve de conhecimentos que consideramos de in
teresse a compreensao do nosso trabalho. Sera dada énfase  aos
aspectos nucleares macroscdpicos aos quais se credita importan-
cia principal na fenomenologia dos processos de fissdao e fusdo.
Em outras palavras, a vizualizacdo desses fenomenos & valida em
termos da mecanica classica e os aspectos cldssicos sdo referi-
dos como aspectos macroscdpicos. Os aspectos microscopicos se-
rdo abordados de maneira complementar quando sua influéncia for

considerada importante.
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1.1 - Barreiras de Fissao e Fusdo

No problema da fissdo ou fus3o assumimos de maneira
constante como a parte predominante da Hamiltoniana, aquela des
crita em termos de alguns parametros geometricos que definem a
deformagdo nuclear. Referimo-nos a essa parte sempre que trata-
mos do movimento nuclear coletivo.A Hamiltoniana coletiva e
constituida de uma energia cinética e uma energia potencial. Es
sas energias s3o determinadas normalmente dentro de certas hipo
teses (adiabaticidade por exemplo) e sua principal contribuigao
provém das propriedades macroscopicas dos nicleos. 0 primeiro
passo, sem divida, @ a determinagao da energia potencial sem a
qual & impossTvel estabelecer o movimento realista dos nucleos
no espago dos parametros em que & determinada.

0 comportamento em energia do potencial de superficie
para deformacOes arbitrarias dos contornos nucleares & descrito
em termos das chamadas barreiras de fissao ou fus3o. Essas bar-
reiras em geral apresentam valores maximos que correspondem as
deformagdes criticas de equiljbrio instﬁvej para 0S processos.
As energias dessas barreiras sdo determinadas pela diferenga de
energias correspondentes as duas formas estacion3arias dos esta-
dos fundamental e limiar de estabilidade. A altura e largura das
barreiras de fiss3o e fusdao s3o quantidades importantes nas dis
cussdes e comparagbes entre os resultados tedricos e experimen-
tais.

0 calculo das energias potenciais de superficie para
contornos deformados dos nicleos, depende de maneira funda -
mental, da escolha prévia dos parametros que especificam as de-

formagbes. 0 campo de forgas a que o sistema fica sujeito duran



te o processo de deformagcdao & definido no espago desses parﬁme-
tros coletivos e tem importadncia principal no estudo da dinami-
ca dos processos de fissdo e fusdo.

A escolha das coordenadas em termos das quais @ des -
crita a deformagdo do nlicleo & bastante arbitraria. A condigdo
essencial & que a parametrizacdo usada seja capaz de descrever
a sequéncia de formas que, para o caso da fissdo, vai desde a
configuragio inicial do nlicleo até a sua divisio completa. Para
o caso da fusdo, vai desde a configura¢3o dos nucleos separados
no infinito ate ao nicleo composto final.

As principais coordenadas usadas sdo:

a} - coordenada de fissdo (separagao);
b) - coordenada de elongagao {estreitamento);

¢) - coordenada de assimetria.

Para deformagcdes pequenas em relacdo a forma esferi -
ca, essas coordenadas sdao identificadas como os coeficientes
Gy, 0y, vy da expansdo da forma nuclear em harmonicos esferi-

1.9.10)

.

COS(

S Yom(020)] (1.1.1)

R ©
R(,8) = == E + 1
n=1

Para formas bastante deformadas (regido de pré - cisdo
ou pré—coﬁtato), essa expansdo n3o @ conveniente devido ao gran
de numero de termos que seria necessirio levar em conta. Por es
se motivo s3o usadas parametrizagdes mais convenientes(ll), on-
de a deformagdo e definida pelas trés coordenadas descritas aci

ma, da seguinte maneira: a coordenada de fiss3o determina a se

parag3o entre 0s centros de massa dos fragmentos em formagao



ou a: aproximagdo dos mesmos para o caso de colisdo de Jons pesa
dos; a coordenada de elongacgdo da a medida de como es esferoi -
des se alongam ou estreitam de uma mesma quantidade; a coordena
da de assimetria define quanto maior & a massa (volume) de um
dos fragmentos em relagao ao .outro.

Essas sao as coordenadas principais para deformnges
axialmente simeétricas que d3o origem a divisao do nucleo em ape A
nas dois fragmentos. Se se quizer levar em conta os desvios da
simetria axial e a divisgo em trés ou mais fragmentos, serda ne-
cessario introduzir coordenadas adicionais aquelas.

Por simplicidade de calculo, muitos dos trabalhos rea
lizados na determinacao das energias de potencial de deformag3o
foram feitos usandé apenas duas dessas coordenadas(l’ll'lg).

Para o caso de deformacoes pequenas em torno da for-
ma de equilibrio esférica, a energia potencial & dada pela soma
da energia de superficie ES e da energia de Coulomb EC‘ Para um
nticieo deformado a sua energia potencial V relativamente a ener
gia V(o) de sua forma esferica (desprezando corregdes microsco-

picas) €& dada por:

<
I

- e e - o]

EBS - 1) + 2 x(B, - 1):} e{0)

(1.1.2)

- (o) - (o) = gl0) ,,p(0)
onde BS = Es/Es , B, EC/Ec e X = Ec /2B,

As energias relativas Bc e BS dependem apenas da for-
ma da superficie nuclear. A dependéncia no nimero de protons e
neutrons aparece no parametro de fissionabilidade x e na ener-

gia de superficie do nitcleo esferico Ego) ,



) 2%/a
(2ag/a_)(1-k1%)

(1.1.3)

0) . 2, ,2/3
) =2 (1-k1?) a

onde a constante de assimetria de superficie k mede a diminui -

¢ao da erergia de superficie com o aumento do excesso de neu -~

trons

I = (N-Z)/A (1.1.4)

ag & a, s3o as constantes de superficie e de Coulomb, respecti
vamente, e as/ac e determinado por ajuste conveniente das bar-
reiras calculadas as experimentais, ou tiradas das formulas se-
mi-empiricas de massa.

Para um sistema composto de dois fragmentos separados

(1) e (2), a energia potencial & dada por,

Vo= Eeg"hagz)wsl-n 4 ZX(B((:”+B((:2)+BCI-~1)] e{0) (1.1.5)

onde Bey © BCI sdo as energias de interagio de superficie e de
Coulomb entre os dois fragmentos.

Ate aqui tudo o mencionado se refere indistintamente,
tanto ao brocesso de fissao quanto ao processo de fusao. A Uni-
ca diferenga apresentada para os potenciais de superficie estd
simplesmente no fato de referirem-se a formas conectadas{um uUni
co nucleo deformado) e a formas ndo conectadas (dois nlicleos sg
parados). No entanto, dependendo do tipo de fenOmeno que se quer

estudar, alguns aspectos caracteristicos importantes tém que ser
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levados em conta. Tais aspectos sdo cfuciais no sentido de que
a partir deles a teoria dos dois processos toma caminhos bem di
ferentes.

Para o caso da fiss3o, o nlcleo inicial & admitido de
formar-se continuamente, mantendo sua densidade p constante ;
mesmo apos a separagao completa dos fragmentos. No caso da fu -
s3o isso pode ndo ser mais verdade. Na regido pGs contatc onde
os niicleos comecam a superpor-se, a densidade certamente ndo @
a mesma que a dos nlucleos antes da colis3o. Como aproximagac ra
zoavel & possivel admitir-se que p seja constante quanto a ve-
locidade relativa dos nucleos & muito pequena (energias baixas
de colisdo). ,;

1em disso, as configuracies de deformagio dos siste-
mas nos dois processos, para o mesmo valor da coordenada de se-

paracao, € bastante diferente, como & mostrado esquematicamente

na fig. 1.1.1. Essa diferenga resulta dos modos diferentes de

O O O o co 00

0 00O o0 0-0

Fig. 1.1.1 - Configuragdo de deformagdo para os processos de fis
sdo e fusdo.
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deformag3do para os dois casos. No primeiro as formas alongadas
em torno do ponto de estrangulamento na regido de cisdo resul -
tam da predominancia das forcas de repuls3do eletrostatica na di
nimica de separacdo. No segundo, a energia cinética de colis3o
g€ um termo dindmico importante e na regido pré-contato a acgdo
das forcas repulsivas tem como resulitado a deformagao levemente
prolala dos niicieos. ’

Se for admitida a hipotese de densidade constante du-
rante todo o processo de fus3o, & possivel ligar de maneira con
tinua a sequéncia de formas conectadas e nao conectadas simples
mente considerando o preenchimento da regido vazia entre as du-

e feito por parametrizacao convenientesdas
(13-20)

as superficies. Isso
deformagbes nucleares em que as formas s@o geradas consi
derando uma superficie quadratica de revolug3do ligando suavemen
te as superficies dos niicleos colidores, que s3do mantidas esfe-

ricas com raio constante (fig. 1.1.2).

Fig. 1.1.2 - Formas geradas por ligagao das superf1c1es exter-
nas dos nticleos por superficie quadratica de re -
volugao.

A forma limite realizada dessa maneira & um esferoide
Tevemente prolato e as formas 3 esquerda desse ponto sdo descri
tas por esferoides puros.

Um outro aspecto importante a ser levado em conta nas
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situagdes de grandes deformagdes & que nesses casos a aptoxima—
¢ao 1eptod€tmica nao serve mais. Isso decorre do fato de ser o
parﬁmetﬁo de curvatura da ordem de grandeza do alcance da pro-
pria forga nuclear. Por esse motivo, alguns trabalhos foram re-
alizados modificando o processo de cilculo da energia macroscd-
pica de superchie(lg’lg).

Esse método consiste em trocar o termo de superficie
ES =c Az/3 BS na expressdao leptodermica de Bethe Weizsdcker

por um termo de superficie equivalente da expressdo para a ener

gia,

Tt
_ |F-F
v a
E = —% j J dr dr' & (1.1.6)
4ra r-r! 5

onde E & calculado analiticamente em termos de uma fungio de Yu
kawa. Nesse metodo aparece um termo adicional atrativo além do
termo de repuls3o Coulombiana que reproduz a interagio nuclear
entre os nlicleos separados. Isso & consequéncia da inclusdo da
forca nuclear que ultrapassa o limite do raio do niicleo de uma
d{stincia da ordem da interagao nucleon-nucleon.

Para formas ligadas, no limite de a + 0, Eg € normali
zada 3 energia de superficie da gota 17quida.

A energia de Coulomb & calculada da maneira usual por,

2 .
=1 (ez) p(r)p(r') 4p3 4pi3
e =72 7,2 J f Fow O (1.1.7)

A barreira de interag3o na maior parte das vezes apre
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senta um maximo que corresponde grosseiramenté ao ponto de con-
tato entre as superficies externas dos niicleos e cresce sensi -
velmente para sistemas nucleares mais pesados devido ao fato de
a (epulsEo Coulombiana aumentar mais rapidamente que a forga ny
clear atrativa. Para que esta Ultima iguale ou suplante a pri -

meira, & necessario entdo que as superficies nucleares fiquem

mais proximas do que no caso de niicleos leves.

1.2 - Vales de Fissao e Fusido

0 contorno da energia de potencial de superficie, com
relacdo 3s coordenadas de simetria oy & oy, € mostrado de manei
ra esquematica nas figs. 1.2.1 e 1.2.2. Pode observar-se a exis
tencia de dois vales desalinhados definidos em termos dos valo-
res minimos do potencial com relagao a o4, para todo oy- Esses
vales s3ao denominados "vales de fissao e fus3ao". 0 primeiro,cor
responde ao minimo da energia de deformag¢do para as formas con-

tinuas do niicleo que vai fissionar, o segundo ao minimo de ener

[N

/ (ol L
~N= N

Fig.1.2.1 - Vales de fissao e fus3ao em termos das coordenadas ay
e a
4
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w} §

Fig. 1.2.2 -Regi3o de transig3o para os vales de fiss3o e fusZo.

gia de defogmagio para as formas separadas dos nlcleos que vdo
se fundir,

As configuracbes de energia potencial minima com rela
¢ao a oy definem normalmente um modelo estatico para a variagio
de ene{gia com relagao a %ge A sequencia dos pontos de energia
minima no espago desses parametros e tratada como uma espécie de
"t(ajetﬁria“ para os processos. Essa & uma maneira aproximada
de definir o caminho estatico porque, na verdade, o congelamen-
to do parametro oy restringe os minimos de energia a valores
que nao correspondem aos valores de energia majis baixa da bar -
reira. 0 modo correto de proceder & deixar livres os parametros
0y € oy @ encontrar um novo parametro q = q (az,a4) gerador do
verdadeiro caminho est3atico. Para o caso particular de isotro -
pia da inércia a direcao da trajetoria real corresponde ao gra-
diente do potencial como pode ser visto no capitulo II deste

trabaiho.

A fig. 1.2.2 mostra duas regioes importantes de tran-
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sigoes entre os dois vales mencionados. Isso & decorréncia da
exist@ncia de pontos de queda brusca da energia de potencial
quando da mudanga da sequéncia continua para a sequencia desaco
plada dos contornos das superficies dos nilicleos e vice-versa.

A regiEo I corresponde @ regiao em que o sistema de
um nicleo muito deformado perde bruscamente o equilibrio com re
lagdo 3@ coordenada de elongagao e divide-se em dois fragmentos.
0 ponts em que isso acontece & comumente chamado de ponto de ci
sdo. A tﬁansigio para sepaﬁagEo dos fragmentos & realizada com
um_excesso de energia que pode ser dissipada pelos nlicleos exci
‘tados, por meio de emiss3do de y, neutrons ou protons. Para dis-
tancias grandes (a, = =) a energia do sistema & simplesmente de
finida em te%mos das energias cinéticas dos fragmentos.

A regido II corresponde 3 regido em que o sistema dos
dois niicieos de colisao perdem bruscamente o equilibrio com re-
lacio ao aumento da excentricidade dos dois niicleos e se unem
num Unico niicleo deformado. Essa transicdo do vale de fus3o pa-
ra o vale de fissao & feita com um excesso de energia que pode
ou nio ser suficiente para que o processo de fus3do se complete.
No caso em que a energia nao e suficiente, o sistema se desexci
tard retornando 3 configuragdo inicial dos nucleos separados por
um processo anilogo ao descrito no caso I. Esta regido (II),cer
tamente tem um interesse particular importante no estudo dos pro
cessos de fusdo em que as energias cinéticas dos niicleos s@o con
sideradas pequenas no sentido de que a energia do sistema ndo €
suficiente para ultrapassar a barreira de fusdo correspondente.

Falamos de uma espécie de "trajetdria" no espago dos

parametros para definir o caminho ao jongo do potencial para o
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processo de fissdo. Trajetdria & um conceito essencialmente clas
sico, e aqui ele & usado dentro do espirito da aproximag3o clas
sica que rnorteia as teorias dinamicas dos processos em questdo
(S/ﬁ >> 1, onde S & a agao).

A definigao da trajetdoria de fusdao depende, fundamen-
talmente, da diferenga de energia entre os maximos das barrei -
ras de fusio e fissao e de suas posig¢des relativas. Calculos
efetuadosclg) indicam aproximadamente o processo 110Pd+110Pd+
+220U como um caso limite de transicdo de pontos de sela perto
para pontos de sela afastados do maximo da barreira de fusdo.Pa
ra melhor entendimento, apresentamos um desenho esquematico nas

figs. 1.2.3 e 1.2.4.

v v
[ .
b.s. 23
bs,
—_—
1S s
Fig.1.2.3 - Posigoes relativas Fig.1.2.4 -~ Posigoes relati-
. das barreiras de vas das barrei -
fissdo_e interagao ras de fissao e
para niicleos menos interagio  para
pesados que ''°Pd. niicleos mais pe-
sados que '!°pd.
110

Para Tons mais pesados que Pd existe no vale de fu

s3o uma regido de instabilidade com relacao a formas de energia

potencial no vale de fiss@ao. Por outro lado, para nicleos mais

110

jeves que Pd as formas das superficies nucleares s3ao mais es
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taveis com relagio ao movimento na direg3o de fusdo. As trajetd
rias refletem, sem diivida, as circunstincias em consideracgdo e

devem ser bastante diferentes dependendo da colisao que se estu

da.

1.3 - Propriedades do Ponto de Sela

0 porto de sela da barreira de fiss3o & um ponto de
equilibrio instdvel para o processo da divis3o do nlicleo. Desse
modo, as propriedades dinamicas nessa regido devem ser importan
tes para a determinacdo das probabilidades de penetracgio de bar
reira e consequentemente, as meias vidas de fissdo. Conhecer es
sas propriedades & essencialmente conhecer as frequencias das
oscilag0es normais nesse ponto e as inércias correspondentes nas
diregoes desses graus de liberdade. Para lembrar, o efeito de
inégcia pode tornar-se importante na decisdo da trajetoria estd
tica de fissdo (ver cap. II). Em particular, a frequéncia do
grau de liberdade de fiss3o (separa¢do) estd associado direta -
mente 3 determinacio do parametro de curvatura ﬂwf da barreira,
e por esse motivo, & um dos fatores principais de comparacgio
com os resultados experimentais medidos das probabilidades de
fissdao. As frequéencias normais de oscilagao no ponto de sela s3o

obtidas da equagao de autovalores,

{ det(k-wZm) = 0 (1.3.1)

onde os elementos kmn sao obtidos da matriz elastica k obtido

da derivada segunda do potencial no ponto de sela V em rela-

ps
gao as coordenadas coletivas on
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2
I~V
k = —— (1.3.2)
mn 2 o Bun
ps
e onde os elementos an s3ao obtidos do tensor inercial B do

ps
- . Y . - . ! .
termo de energia cinetica da Hamiltoniana classica, na aproxima

¢3o harmonica,

T =% }J B _a_ a . (1.3.3)
ps 2 H mpn "m °n

0s elementos kmn s3ao obtidos facilmente pois a energia potenci
al do sistema relativa @ energia potencial da esfera inicial
(em unidades da energia de superficie dessa configuragio inici-

al) & razoavelmente bem conhecida,

v = (E_ -1 2 (E. -1 1.3.4
(B2 (E o) (1.3.4)

onde E; e E. sdo as energias de superficie e eletrostdtica,res
pectivamente e ¥ & o parametro de fissionabilidade que d3a a me-
dida de deformagdao do niicleo no ponto de sela.

Oselementos M. sdo mais dificeis de calcular. Enquan
to que os kmn sao determinados univocamente conhecida a forma
do contorno nuclear, o tensor inercial sup®e o conhecimento adi
cional da natureza hidrodinimica da mateéria nuclear. As hipote-
ses mais simples sobre a natureza do fluido nuclear s3o as da
incompressibilidade e irrotacionalidade. A irrotacionalidade do
fluido implica na exist@ncia de um potencial de velocidades¢ em
termos do qual a velocidade do fluido numa dada posicdo r(r, 8)

& dada V(?,t) = V¢(?,t). A incompressibilidade reduz a equagdo
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da continuidade ao Laplaciano do potencial de velocidades V2¢=Q
A partir dessas propriedades a energia cin€tica correspondente
a varjacdes do contorno da superficie nuclear & dada simplesmen

te pela integral de volume

T=30 J v2 dr = J (3M/47RY) J vi dr (1.3.5)

onde p & a densidade nuclear constante. Este modelo simpies tem
dado informagoes relevantes para o esc[arecimento de muitos as-
pectros da fissdo nuc1ear(lgﬁgl'gg) embora os resultados encon-
trados para as massas efetivas irrotacionais, para pequenas de-
formagdes em relag3o 3@ forma esferica, sejam bastante dispares
das ineércias nucleares previstas pela experiéncia. Norma]mente,>
s3o feitos ajustes semiempiricos entre elas, de modo a reprodu-
zirem os resultados conhecidos para as meias vidas de fissao es
pontanea de nlicleos actianeos(gé). As inercias nucleares encon
tradas na regiao dobponto de sela s3o da ordem de 5 vezes majo-
res. Para deformacdes bem afastadas da forma esferica, digamos
para formas na regido de cis3o, a massa efetiva na direcdo de
fissdo decresce a aproxima-se do valor de massa reduzida p=M/4.
No entanto, para deformaglOes pequenas da forma esférica(gl’gz),
a massa efetiva Boo e muito maior que as demais (B33, B3g ceen)

e assume valores da ordem de 822 = 3/10 M.

k
As frequéncias principais definidas como mg = Eﬂﬂ
nn
est3o associadas aos primeiros modos normais significativos n=2,

n=3 e n=4. w, estd relacionado diretamente ao par3metro de cur-
vatura ﬁwz da barreira de fiss3o (aproximadamente parabdiica)

E sempre uma quantidade imaginaria refletindo a  instabilidade
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quanto ao movimento na diregdo de separagdao e ao seu maior ou
menor valor absoluto corresponde uma barreira de largura mais
ou menos fina. wg estd relacionado ao modo de assimetria de mas
sa e toma valores imaginarios ou reais, dependendo se o p-arame-
tro de fissionabilidade y & menor ou maior que um valor critico
de instabi1idade na direcdo de assimetria — esse ponto & comu -
mente chamado ponto de Busfnaro-Ga11one(gl) Xpg* Yz estd relaci
onado ao modo de simetria na dire¢do da elongacao (estreitamen-
to). E sempre real e como wg para X > xpg apresenta a frequén -
cia de oscilagobes para estados ligados do sistema perto do pon-
to de sela.

0s graus de liberdade correspondentes a estas frequén
cias n3o sdo em geral levados em conta nos calculos da penetra-
biiidade, supondo-se para tal, uma trajetoria unidimensional .
Contudo, o fato de wy e w, serem bastante diferentes no ponto
de sela e no estado fundamental do sistema, & de se esperar que
isso n3o seja verdade. 0s graus de liberdade s3o acoplados e
tém influéncia nos processos dinamicos de fissao e fusdao, como
sera visto no trabalho mais 3 frente. Aiem disso, os estados de
energia de ordem zero para todas as frequéncias b} ﬁmﬁo) devem
contribuir para a energia do sistema no estado fEndamental, e
essa contribui¢3o sera mais um fator importante a levar em con-
ta nos calculos de penetrabilidade de penetragdo da barreira.

Outro ponto importante a analisar & quando ambas as
frequeéncias wy € Wy sdo imaginarias (y < XBG)' Nesse caso, tan-
to as formas de equilibrio simétricas e assimetricas, s3o instd
veis com relac3o a deslocamentos na direg¢do das respectivas co-

ordenadas normais. Entretanto, situac3o diferente aparece quan-
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do da andlise experimental da distribuigdo de massas dos produ-
tos finais de fissao. E sabido que em baixas energias os niicle-
os pesados (x > XBG) tendem a dividir-se segundo fragmentos de
tamanhos diferentes. E razodvel pensar que a regido responsavel
por esses aspectos deve situar-se além do ponto de sela até o
ponto de separagio completa dos fragmentos — o ponto de cis3o .
Isso & verdade, mas a explicagao transcende ao modeio macrosco-
pico. Na verdade, forgas provenientes da estrutura intrinseca
dos niicleos tem importancia fundamental, especiaimente nas re -
gides onde as forgas repulsivas de Coulomb e as forgas atrati -
vas de tens3o superficial tendem a cancelar-se. S3o essas for -
¢as de camadas provenientes das distribuigDes ndo uniformes dos
momentos dos protons e neutrons no espaco de fase, as responsa-
veis pelo aparecimento de estruturas nas barreiras de potenci -
al. Isso foi demonstrado por St(utinsky(l§) numa teoria concili
adora dos aspectos macro-microscopicos que permitiu o esclareci
mento de alguns fenomenos, ndao reproduziveis pelas teorias ma -
croscopicas. 0 mais importante reflete-se na existéncia de  um
segundo minimo e um segundo ponto de equilibrio instavel na di-
recdo de fissio, na regido dos niicleos pesados, e corresponden-
do a deformagoes maiores que as do primeiro ponto de sela. Esse
segundo ponto de equilibrio estavel, permitiu compreender o fe-
romeno de~isomeria nuclear. Além disso, & verificada uma insta-
bilidade com relagdo a deslocamentos na diregao de assimetria
no segundo ponto de se1a(ll), o que explica a tendéncia assime-
trica na divisao das massas dos fragmentos do processo de fis -
s3o0 em baixas energias. Para nicleos mais leves que envolvem mai

ores deformactes do ponto de sela, a forga macroscopica resul -
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tante perto dessa regiao torna-se bastante grande e as forgas de
camada s3o, em geral, insuficientes para provocarem o apareci -

mento de um novo estado de equi1Tbrio(1’l§).

1.4 - Efeitos da Particula Independente

Ate agora foram abordados apenas os aspectos coleti -
vos da estrutura nuclear. No entanto, efeitos de particula inde
pendente concorrem de modo importante, para a existéncia de cer
tos desvios das predigOes do modelo da gota 17quida. Essa afir-
mativa & baseada ro sucesso obtido pelo modelo de particula in-
dependente em explicar os desvios mais acentuados das energias

de ligacdo nucleares na {egiio dos nlmeros midgicos, como refle-
xo da estrutura de camadas. ’

No modele de particula independente as correlagGes
entre os nucleons s@o consideradas fracas e incluidas num poten
cial médio comum sob o qual os nucleons movem-se independente -
mente. Qualquer acréscimo de energia do sistema © considerado
em termos do preenchimento de um nivel mais alto n3o completo
na estrutura de niveis do modelo.

No modelo da gota 1iquida as correlacgdes entre os nu-
cleons s3ao consideradas fortes e qualquer acréscimo de energia
do sistema reflete a excitagio do niicleo como um todo (excita -
¢ao coletiva).

Para uma descrig3ao detalhada das propriedades nuclea-
res, contudo, ambos os modelos devem ser considerados simultane

amente.

Strutinsky(li) estudou o processo da fiss3o a partir
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da sintese dos dois modelos. Nesse metodo macro-microscopico a
energia potencial do nicleo & composta de dois termos — o ter
mo da energia da gota 1iquida mais o termo de correg3do de cama-

das. O primeiro descreve o comportamento médio da energia de de
. formagdo, enquanto o segundo descreve as flutuagbes em torno des
se valor que provem de forgas de restaurac3ao e distencdao rela -
cionadas 3 variacio da densidade de niveis em torno da energia
de Fermi. Para deformacdes em que a densidade de niveis & peque
na junto da superficie de Fermi, o termo de correg3o de camada
€ negativo, aumentando dessa forma a energia de ligagdo nuclear.
Para densidades maiores os sistemas ficam, ao contrario, menos
Tigados.

Essas correcdes apresentam flutuagdes que sdo fungoes
da deformag3o do niicleo. Em casos favoraveis a corregdo de cama
da pode ser suficientemente grande, de modo a produzir uma se-
gunda barreira na energia de deformagao para o processo de fis-
sdo. Isso normalmente ocorre para os nucleos actinideos que pos
suem pontos de sela relativos a formas pouco deformadas. Como
ja mencionado, tambem o aparecimento da segunda barreira tornou
possivel explicar razoavelmente a divisdo assimétrica de tais
nlicleos.

Enfase deve ser dada também ao fato de que, sendo a
inércia fung3o das coordenadas coletivas, deve depender também
do termo de correcdo de camada. As inércias nucleares s3o comu-
mente calculadas por meio do metodo Cranking adiabatico. E um
método microscopico que considera a Hamiltoniana do sistema de
muitas particulas fun¢io de parametros classicos dependentes do

tempo que especificam a forma do nlicleo. A aproximac3do adiabati
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ca consiste em considerar as variagOes das energias de excita -
¢ao coletivas muito menores que as energias de excitagao inter-
nas, de modo que uma pequena variagdo na energia de deformagdo
do niiclec nio seja suficiente para alterar o estado interno do
sistema. Na teoria os termos que contém derivadas primeiras das
coordenadas coletivas em relagao ao tempo, sdo tratadas como ter
mos de perturbagdo. ’

0 sucesso do metodo de Strutinsky na explicagdo dos
estades isoméricos atraves de uma teoria adiabatica,permite jul
gar o processo de fiss3o como um processo quase adiabatico. Per
to do ponto de cisdo, a adiabatica ndo deve mais valer devido
ds transigGes rapidas entre os vales de fiss@ao e fusdo acompa -

nhados de variagbes grandes de energias de excitagdo coletivas.

1.5 - Quantizagao da Hamiltoniana para a Teoria de Fissdo

0 estudo do processo dinamico de fiss3ao resume-se ba-
sicamente ao conhecimento’da sua Hamiltoniana coletiva. Classi-
camente, esta Hamiltoniana @ composta de uma energia cinética
T(a,a) considerada bilinear nas velocidades a e uma energia po-

tencial V{a) func¢3do apenas das coordenadas coletivas.

Ha,&) = % By(e) &d, + V(o) (1.5.1)

=2

v

onde Buv € o tensor de massa (tensor inercial) que sabe-se & de
pendente das coordenadas. E importante quantizar essa Hamilto -
niana de modo a poderem ser entendidos certos aspectos quanti -

cos, dos quais os mais importantes sdac a ocorréncia de fissdo
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espont3anea por processo de efeito tiinel e os aspectos coletivos
de vibracao e rotagéo. No entanto: a justificativa tedrica para
tal quantizag3o em termos de uma teoria puramente microscopica
ndo est3a ainda bem estabelecida. 0 processo de quantizag3o @& ,
em getal, complicado e ndo & definido de uma maneira Unica. Nor
malmente & usada a energia cingtica quantizada em coordenadas

curvi17neas como(é’lg’gi’gi)

2
T8 02 (ol ay) (1.5.2)

onde se assume n3ao haver quaisquer acoplamentos com outros graus

de liberdade nao coletivos.
A forma geral da energia cinética T & dada por:

9
D = (1.5.3)

aav

-1 . s
= t

onde D = /de ZBqu' e (B )uv e o inverso do tensor de inércia
Buv' No caso de fiss3o essa quantizacdo & bastante razodvel, ji
que a hipotese de adjabaticidade para o processo & bastante acei
tivel. Se o acoplamento ndo & desprezado varios autores(gi’ 26)
mostraram o aparecimento de um termo aditivo de potencial na ex
press3o da energia cinética que n3o aparece na mecanica cldssi-

ca. A equag3o de Schrddinger para o caso da energia cingtica quan

tizada T = - ﬂz/z Vz, com v2 em coordenadas curvilineas, & dada
por,

—3‘ 13 Y p2 42 (E-V(u))—l‘l'(u)=0 (1.5.4)
u,9=1 0 3%, w a2
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0 elemento de volume &

dt = [D] doy ... de (1.5.5)

N

e a normalizagdo das fungoes de onda ¥(a) obedece 3@ relagao,

fw*(a) ¥(a) D] dog ... doy =1 . (1.5.6)



CAPITULO II

INFLUENCIA DOS PARARMETROS DE INERCIA

NO CALCULO DA TRAJETORIA DE FISSAO.

PENETRABILIDADE

2.1 - Trajetorias

Hofmann propos um metodo para o tratamento do proces-
so de fissdo que inclui numa mesma teoria din3mica para o cilcu
To da penetrabilidade, os efeitos dos parametros inerciais e as
transigoes entre os estados de oscilagio do movimento segundo
um grau de liberdade transverso ao de fissao(é). A sua resolu -
¢ao baseia-se na definig3o, a priori, de uma trajetdria estiti-
ca (potencial minimo) consistente com certas hipOteses basicas
da teoria.

0 trabalho que nos propomos realizar aqui,consiste em
determinar a trajetoria de fiss3o a partir das hipoteses do me-
todo de Hofmann e discutir os efeitos inerciais sobre suas pro-
priedades.

Seja ent3do, a Hamiltoniana coletiva quantizada para o
processo de fissao dada por,

2
H=—%— 3 /G 5=
sd=

3 67D 38+ V(EgrEy) (2.1.1)

‘

1
1/g° i
onde £ e £, sdo as coordenadas coletivas, (B']

)ij sao as compo

nentes do tensor de inércia (Bij) inverso, g & o determinante de
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(Bij) e V8 a energia potencial.
0 ponto essencial da teoria de Hofmann estd na trans-
formagao das coordenadas (£,:85) para um novo conjunto de coor-

denadas (x,y).,

x
i

= X (50352) .
(2.1.2)
y =y (§,85)

no qual o tensor de inércia & diagonalizado e o potencial expan
dido harmonicamente em torno de y = 0. A trajetoria escolhida
nesse novo conjunto de coordenadas & aquela que satisfaz a con-

digao de
AV(x,y) =0 (2.1.3)
y=0

para todo o valor de x.

Temos, por conseguinte, as condigoes de

. o 00 3y 3y 02 9Xx_ 3y
diagonalizagio ~ B" (£,,&,) 35; 55; + BTO(E,58,) 3, 3¢, +
(2.1.4)
# Y P21 g,y B L
3, 3L, 0’=2% 3, 9,
(EO,EZ) 3 (50,52) Y3
. o 3V 0 Vv 2 -
potencial minimo - 3ET 'a"y_"' 5E l 3y =0
0 52 X 2 go X y=0
(2.1.5)

Escolhemos agora uma fungao Ez = f(go) que defina uma

trajetoria nos espagos dos parametros (£,,£,). De maneira a res
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peitar a condicdo dada pela eq. (2.1.3) definimos uma relagio

para y(go,sz) como,

Y(EgsEp) = 8, - F, (2.1.6)

E claro entao que a trajetdoria estdtica obedece 3 condigdo de

Ey = Ez (2.1.7)
De (2.1.6) entdo
.25
BEO 81—;0
(2.1.8)
y -
lago .l

Levando (2.1.8) em (2.1.4), obtém-se

]
00 2 02| 98x 22 _,02 -
- B -a—g—o-"F B .aTO + |B™"-B 352/350 Bx/sgz =0 (2.].9)

e sabendo que,

-1 B(EO,X)
35, /3y = = (47 7) 3X/3£2 23]
(2.1.10)
Bg2 -1, 3x

onde J & o Jacobiano da transformagio, temos por (2.1.9) e (2.1.10)
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( IE_J3y = P1/%2 (2.1.11
o/ = ) -1.17)
1T - (97/95) 3,
<
2E,/0y = ! = (2.1.12)
2
T = ($479,) 55
L 1/%2) 3%
onde
.
2 02
¢, = -~ B0 £ 4B
1 3E,
_ (2.1.13)
0y = 522 _ o2 5T, /08,
e
1s, = %% (2.1.14
¢/, = 3X73E, -1.14)

ainda de (2.1.15), (2.7.711) e (2.1.14) obtém-se a equagido dffe-

rencial

dt
2 22 3V 02 3V oo 3V 02 3V 5
= (B 2Y 4+ B ==-)/(B —— + B =) (2.7.15)
aEO 3&y 3&, 98, &,

que determina a trajetoria estadtica de fiss3o. Com efeito, para

22 02

o caso de B°° = B e B = 0, a equagao para aEz/ago reduz-se

a

8—
2 _ 3V ,.8V ;
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cuja ai(egio coincide com o gradiente do potencial. A deducao de
Hofmann para o caminho (est3atico) de fiss3do & incorreta porgquan
to a equac3o por ele obtida leva a uma trajetdoria coincidente a
uma equipotencial.

A eq. (2.1.15) mostra de maneira clara a influéncia
do tensor de inércia na definig@o da trajetoria (estatica) de
fiss3o. Pode constatar-se também que essa equagdo ndo apresenta
qualquer liberdade para a escolha das condigoes iniciais do pro
cesso. A condig¢do inicial & determinada univocamente pela necessi
dade fisica de que a trajetdoria de potencial minimo passe pelo
ponto de seéla da fissdo. Para quaisquer outras condigtes inici-
ais, a trajetoria diverge naquele ponto e nao atravessa a bar -
reira na direcao do vale de fiss3o {fig. 2.1.1).

3

2

Fig. 2.1.1 - Trajetorias para condigbes iniciais diferentes.

Assim, a necessidade em determinar a trajetoria a par
tir do ponto de sela para as duas regioes do vale de fiss3do. A
instabilidade do processo nesse ponto obriga ao estudo com mais
pormenor das propriedades do potencial nessa regido.

E sempre possivel expressar o potencial na forma,
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V(EgaEp) = Vo + 1(E»E0) (EgEgg)? + 265(Eq0E0) (EgEqy) (EpmEgy)

+ f3(£o,£2)(52-552)2 (2.1.17)

’
onde gso e 552 sdo os valores das coordenadas no ponto de sela;

- f f2 e fq sao fungbes ajustiveis de (E5:8,) e

3V v ’
L. = .1.18
7T, ” 0 (2.1.18)

G

[+

Q>
ot
|

Introduzindo novas variaveis,
Mo = &5 7 &g0

N = 5y 7 By (2.1.19)

a eq. (2.1.15) vem dada por,

0

onde

m
i

+ 822 [(a8)/08,) + 2(0f,/08,)a + (a73/28,)a” |

==y
|

= 8%% [(a%,/08,) + 2(afp/08,)a + (373/08,)07 |+
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+ 8% l:(af]/aso) + 2(3f,/08 )a + (af3/3£0)32]

(2.1.21)
_ 02 22
F=2 [E f1+B fz:]
_ 02 22
G =2 ES f, + B f3]
J=2 féqz £+ B9 ¢
L. 2 1
_ 02 00
K=2 E fa + B fz:l
No Timite ng > 0
df N2
an— -+ -ﬁ—=0.s (2.1.22)
o 0
n, =0
e hesse caso,
B22(f 4f.a.) + BOZ(F +f a.)
_ 2 '37s 17 '27s
% = 5% p 07 1 (2.1.23)
B (f]+ 2“5) + (f, 3as)
resolvendo a eq. (3.1.23) com relagao a o, vem,
(6-9) = BG—J)Z - ank|1/?
= (2.1.24)
s* 2k

Estas Ultimas expressoes sao equivalentes @  equacgdo
de autovalores para as frequencias normais no ponto de sela con
forme a eq. (1.4.1). E facil ver que com as matrizes K e M asso
ciadas respectivamente 3s formas bilineares do potencial e da
energia cinética e a condicido wi - aij/det(Mij) (onde a,. & o

13
cofator do elemento Mij)’ a equagdao de autovalores,
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(X - w?n) [a} =0 (2.1.25)

leva aos resultados das eqs. (2.1.23) e (2.1.24). Sem duvida ,
0 cilculo da trajetdria de fissdo pela eq. diferencial (2.1.15)
® uma extensdo do calculo da determinacdo das direcdes proprias
para as oscilagoes normais no ponto de sela.

De novo no caso de isotropia do tensor de inércia
(B°o = 822, B02 = B20 = 0), a direg3o das derivadas coincide com
0s eixos principais do potencial, onde o.sinal positivo corres-
ponde @ trajetdria que diverge no ponto de sela para regibes de
energia potencial mais a1tas' e o sinal negativo corresponde a
trajetoria de interesse que 1iga o ponto de sela a regido de po
tencial minimo no vale de: fissdo.

Proximo 3@ regido n, =0, a estabilidade da integragdo
numérica da eq. (2.1.20) € equivalente & estabilidade para a

resolugdo por metodo iterativo da eq.,

F + Got_.l
%441 T TF Koy (2.1.26)

onde a, = ag € dado pela eq. (2.1.24).
Desse modo, o processo de convergéncia depende das
grandezas relativas entre F, G, J e K (fig. 2.7.2).

A condigdo necessaria de convergéncia e dada por:

d ,F + Ga
lﬁ T Ko <1
a=tg (2.1.27)
2
-FK+Gd| < (Kas+d)




-35-

Fig, 2.1.2 - Grafico explicativo do processo de convergéncia pa
rd eq. (2.1.26).

Pode-se ent3o determinar numericamente a trajetdria
num dado potencial que respeite o processo de convergéncia e re
presente o caminho fisico para o processo em quest3o.

Como primeiro exemplo, usamos o potencial da gota 17-

240

A
quida do Pn dado por Brack et al.(z’ para calcular as traje

torias de fissdo. A fig. 2.1.3 mostra dois casos particulares.
Um em que o tensor de massa @ iSotrdpico, e outro em que s3o da

- dos valores arbitririos a B%2

=Bzz=]

Caso 1 (2.1.28)
Boz 20 _

BOO
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g00 - 22

Caso 2 (2.1.28)

8°2 - %% _ g.75

Em termos das coordenadas (c,h) usadas para o potenci

al da referéncia mencionada, o potencial foi parametrizado na

forma,

Vo= f1(c,h)(h-ho)2 + 2f,(c,h) (h-h ) (c=c ) + f3(c,h)(c-co)2
} (2.1.29)

onde f,, f2 e f3 sdo fungbes quadraticas ajust3aveis de (c,h).

As trajetorias foram calculadas de maneira TUnica invo
cando apenas propriedades do ponto de sela. No entanto, resta
ainda saber como elas se comportam na regi3oc de equilibrio estd
vel do potencial no estado inicial. Em cutras palavras, & neces
sirio saber se as propriedades das trajetOrias nesse ponto sdo
consistentes com as propriedades fisicas a elas creditadas na
regidao do ponto de sela.

Isso pode ser verificado fazendo uma analise semelhan
te das propriedades da trajetdria nesse ponto.

0 potencial pode ser expandido da mesma maneira como,
)2

Vo= a(q,-q

o) ? ¥ 28(a5-950)(9,7905) + y(a,ma,,)%  (2.1.30)

onde a nad Tnimo.
Uno © Gy S30 as coorde as do minimo
Nesse caso, a forma da trajetoria muda bruscamente em

torno do minimo, dependendo das grandezas relativas dos coefici
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entes o, B8 € Y. Se no minimo & isotropico (B =0, a =y) e o©
-tensor de inércia n3o & diagonal, a trajetdoria forma uma espi -
ral que congerge para o minimo. Esse exemplo @ mostrado na fig.

2.1.4 para um potencial escolhido (por conveniencia) como,

— 2 2
3] /3 1 1 V3 1 V3 3
?Li’ 0 7q2:l "&qo+_2‘qzj, Ez—q0+7q2-7:]
(2.1.31)
onde as coordenadas do minimo sdo
__ /3
{;mo -7
: (2.1.32)
IGp2 = 7 2

A trajetdria para este caso @ bastante irrealista co-
mo pode observar-se na fig. 2.1.4.

Por outro lado, se o minimo n3o & isotrdpico existem
de novo, como no caso do ponto de sela, apenas duas diregoes
possiveis para que a trajetdria passe pelo minimo do potencial.
Contudo, h3 infinitas trajetdorias degeneradas para essas duas
direcies e, por conseguinte, nao & adequado tentar resolver a
equagio diferencial (2.1.15), partindo do estado inicial.

A fig. 2.7.4 mostra duas trajetdorias particulares, pa
ra esse potencial correspondendo aos mesmos dois casos apresen-
tados para as trajetdorias no ponto de sela.

Certamente as verdadeiras trajetorias de fiss3o, para
o método apresentado, envolveriam calculos realistas

para as

massas nucleares efetivas. Acreditamos contudo, que a escolha
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dos parametros de inercia ndo afetam a discussdo sobre as pro -

priedades das trajetorias.

2.2 - Penetrabilidade

Determinada a trajetdria para o processo de fiss3o, ©
possivel, em principio, calcular o valor da penetrabilidade na
maneira comum da aproximacdao WKB. No capitulo IV serd discutida
a consisténcia entre a proposi¢do do estudo dinadmico da penetra
bilidade da fiss3o pelo método de Hofmann e a trajetoria calcu-
lada, que em si mesma n3o & dinamica.

No espa¢o transformade dos parametros (x,y), a Hamil-
toniana pode ser convenientemente separada numa parte adiab3ti-

ca e outra nao adiabitica(é) ,

H(x,y) = 124 4 ynad (2.2.1)

onde o termo adiabatico significa um completo desacopiamento en

tre os graus de liberdade x e y, e o termonao adiabatico nnad

etratado como elemento perturbativo de Had

ad

, ha aproximagao de
Born. 0 movimento em y de H e um movimento harmonico simples
com autovalores correspondentes Ey = (n + %)’hw(y,x), e a equa-
¢30 de movimento na direg3o de x & idéntica @ equagdo unidimen-
sional ao longo do caminho de fissdo.

Considerando o caso adiabatico, a penetrabilidade vem
dada pelo resultado comum da aproximag?o WKB(Q)

"2 Iz Ky dy

plad) _ o ! (2.2.2)
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onde

2M, : /2
K, = " (V(x,0) + V'(x) - E) (2.2.3)

e V' (x) = (n + %)ﬁm(x) e um termo aditivo que corrige o poten-
cial para o movimento adiab3atico em X, proveniente dos estados

de oscilagao do movimento transverso em torno de y = 0 para to-

do o x. V(x,0) €& o.valor do potencial para y =0 e w(x) & a fre

guéncia dada por,

7172
1 a2y
w(x) = E‘yy(x) )(,’2‘ °] (2.2.4)

Para calcular a penetrabilidade em termos da trajeto-

ria (2.1.15) & conveniente retornar ao conjunto antigo de coor-

"denadas. De (2.1.9) e

WY (x,y) = 3 BVi(g g,y A 3x_ 2.2.5
( ) ibs 0 %2) o) ( )

vem,

=
]

dE
_ IX 2 00 22 2,2
- 1/(3—g;) E‘ + (dg ):|

=
it

dE. 51
00 2 22
vy ”E (ﬁ;)’LBJ

) 1/2
[ 52)4 3% g,

dx E io

n

1/2
w(x) = [ 3_11—'
3y
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2

onde E—% @ facilmente calculado com eqs. (2.1.10) e (2.1.11)
i A penetrabilidade & dada finalmente por,
&b
-2 i KndEo
plad) _ | 2 (2.2.7)

onde Ky € calculado ao longo de EZ = f(go).

Na teoria de Hofmann‘a penetrabilidade adiabatica vem
diminuida de uma quantidade correspondente a parte n3o adiabati
ca da Hamiltoniana coletiva. Essa parte inclui termos como
d(logw(x))/dx (cf. eq. (30) da ref. (3)). A dificuldade no cal
culo ao longo da trajetdria Ez = f(£,), devido a existéncia de
derivadas com relagao Elcoordenada X, pode ser eliminada com a

ajuda da relagdo

(2.2.8)

[n.
>
="

!
-el€> =]
N =
[=R
O\l’ﬂ

N,
i

A formula final para a penetrabilidade total vem dada

por,

X2 2
b = plad) E n2+8n+] { o, BOos000)705]

o
X
:, EL g, ag‘l ’: 4z, ,T/z
pladyly _ nZens+] dE g, @,
8

o -
%o B—Z(V+(n+%-)hm E] x)l—1- 3—3]
n !



CAPITULO III

PENETRABILIDADE PARA UMA DUPLA BARREIRA DE FUSAO

3.1 - C3lculo Exato

3.1.1 - Hamiltoniana para o Processo

A Hamiltoniana coletiva do processo que queremos abor
dar sera explicita em termos de 2 graus de liberdade: um, repre
sentado por uma coordenada que descreve a dist3dncia entre 0s cen
tros de massa dos nucleos que vao colidir, e outro, representa-
do por uma coordenada que estd relacionada a soma das deforma -
¢bes ao longo de um eixo de simetria comum. Fazemos a restrigao
conveniente de que o processo & adiabatico, aqui usado no senti
do de um desacoplamento completo entre os dois graus de liber -
dade.

Desse modo, podemos escrever,

H(x,y) = He + Hy (3.1.1.1)
com
HX = Tx + VX
. v {3.1.1.2)
Hy =Ty + Yy

onde a energia cinetica T & considerada ser bilinear nas veloci

dades e V @ o potencial escolhido, de maneira a refletir a ca -
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racteristica ptincipa1 do potencial realista de dois vales desa
linhados e separados por uma encosta (figs. 3.1.1.1 e 3.1.1.2).

Com respeito 3 coordenada de separagao X, o0 potenci
al apresenta uma configuragdo parabdlica e @ continuo ao Tongo
da trajetdria definida por y = 0. Em relacao ao grau de 1iberda
de transverso, o potencial apresenta dois osciladores harmBni -
cos de curvaturas diferentes. Esses osciladores representam os
vales de fus3o e fissdo nucleares e tem posicdes de equilibrio
diferentes, distanciados entre si de Yor Suas dependencias no
potencial sado estabelecidas em termos_ge um valor critico X; que
representa uma regiao de descontinuidade na confluénciados dois
vales. Estabelecemos entdo duas regides de definigao do proble-
ma, a regiao correspondente ao vale de fus3o para valores de
X < X, e @ regido correspondente ao vale de fissdo para valo
res de x > Xq- Por conveniencia, escolhemos o ponto x = 0 como
sendo o ponto ao Tongo da trajetdria unidimensional y = 0 para
o qual a energia potencial V & maxima (Vmax = Vy)» & o ponto
X = Xy < 0.

Desse modo temos,

'h—z‘[
¥ [

onde as massas efetivas my s m§]) e mﬁz) sdo independentes da

sl

X Ix ™
‘<r\>

I
b

A

x

=

(3.1.1.3)

si

x |x ™
‘<m

L1

posigcdo. A massa efetiva my, € aqui considerada como sendo a mas

sa reduzida dos nUcleos de colisao e m} e m2 sdo as massas






N /8
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efetivas obtidas atraves do modelo hidrodinamico para as oscila

- ~ . = 1
¢oes harmonicas transversas a coordenada 5(—§),

(3.1.1.4)

3 (A

L my o 7o + A

1+ A

onde A1 e A sao 0s numeros de nucleons do nucleo 1 e 2.

2
Para a energia potencial,

V(x,y) = 9

1 1 2 2 1 2). 2
v - z K, x° + 3 K§ )(y-yo) -3 K§ )yo s X > Xy

(3.1.1.5)

onde K, e o parametro associado @ curvatura do pico da parabola
na diregao x e K§1) e K§2) s3o os parametros associados 3s
curvaturas dos vales de fusdo e fissao, respectivamente.

A trajetdria unidimensional definida ao longo da coor
denada de separagao para os valores de y = Y,» apresenta um ma-
ximo .V = Vo - % K2 Yg no ponto x = 0, o qual define a energia
de potencial do usualmente chamado ponto de sela de fissdo. As
figs. 3.1.1.17 e 3.1.1.2 mostram a energia de potencial em ter

mos das coordenadas x e y. As frequéncias de oscilagfes nos

vales de fusao e fiss3do sao dadas por,
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T T2
m§1) = ;%TT X < X4
L .
(3.1.1.6)
FK(Z) 1/2
m§2) my W X > Xy

LY -

e o parametro associado a curvatura do pico da par3bola,

kK, (172
o = | . (3.1.1.7)

0 ponto Xq € éscolhido como aquele para o qual o va-
Tor da barreira de fusao atinge exatamente o valor maximo dabar
reira de fiss3o (fig. 3.1.1.2). Nesse ponto, a influéncia do‘og
citador no vale de fiss3do sobre o sistema no vale de fus3o deve

ser maxima. Com

= -1
=V, -5 Kyl , (3.1.1.8)

vem

3.1.2 - Resolucdo da Equagdo de Schrddinger. Cilculo
da Penetrabilidade

Definidos os potenciais e as energias cinéticas nas
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duas regides aquém e além de X150 problema resume-se entao, em

resolver a equacao de Schrddinger,

[EX + Hé] ¥(x,y) = E ¥(x,y) (3.1.2.1)

respeitadas as condigoes de contorno do problema. Essas condi-

¢coes de contorno correspondem a:

1 - uma onda incidente no estado fundamental situada
no vale de fus3dao e caminhando de x = - = para a

regido de colisao e,

2 - uma soma sobre todos os estados de ondas transmi-
tidas e refletidas na barreira de potencial em
X =Xy e que caminha assintoticamente para x =
=+ e x = - o, respectivamente, representando
os diferentes estados excitados do oscilador nos

vales correspondentes.

Considerando que H‘y descreve um movimento oscilatorio

em y, conforme a equagao,

— 2
L.%ﬁ]_vf, + V(yﬂ U (y) = (n+ ‘?) huy U (y) s (3.1.2.2)

onde Un(y) sdo as autofuncgdes correspondentes dadas por,

1/2
U (y) = 5%211 U(Yy com Y =ﬁy_hw¥:[v , (3.1.2.3)

~

e onde U(Y) s3o as autofungGes normalizadas do oscilador harmo-

rico obedecendo ds relagoes de ortonormalidade,
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< UMY () > = 8 (3.1.2.4)
e.
‘ 2
U (¥) = 278 (an) T2 (VA Y2y vy (3.1.2.5)
Hx e H‘y s3o independenteg, as autofungdes de H(x,y) = Hy + Hy
sao as fungdes produto ¥ (n,y) = Un(y) vnrx) e v(x) satisfaz a
equacgao,

2
[-f‘mvi + V(x) + (n + JZ) ﬁwy] v(x) = E v (x) , (3.1.2.6)

que descreve o movimento unidimensional na diregdao x com o po-
tencial V(x) adicionado de (n + éo ﬁby. Este Ultimo termo corri
ge o potencial V(x) para o movimento adiabitico na diregio x.

Fazendo uma mudanga conveniente de variavel,

“om, w, ]1/2 2k 172
= | XX = | =X , 3.1.2.7
T [ﬁ} i (3127

obtemcs a equagao diferencial modificada,

[V§+2]r52 - ] v(E) =0 (3.1.2.8)

cujas solugOes particulares que se anulam para grandes valores
de £ sao chamadas fungdes cilindrico-parabdlicas. Essas fun -
goes finitas para quaisquer & e de quadrado integrdvel, sdo as
solugbes de significado fisico que nos interessam. Assim, temos

para as duas regides definidas a esquerda e 3 direita de X5
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vy = V@l + )

1 1
1A vl -auD)

o}

(3.1.2.9)
X < X-l

onde ¥(1) 8 a fung3o de onda no vale de fus3o,

*
v (agl),-i) 2 a onda incidente de X = - =

m

v(a£1),-£) a onda refletida para x = - » ,
e estas Gltimas s3o0 as solugdes cilindrico parabdlicas obtidas
de maneira padrao na analise matemEtica(gl).

aé1) & dado por

a1 . E’o - (E - n‘hw)(,])il /(Fw)  (3.1.2.10)

que especifica em unidades de %mx o deficit de energia relativo
a V, para o movimento na direcdo de x, quando o n-8simo estado
do oscilador harmonico no vale de fus3o estd excitado ( a ener-

gia total E do sistema ja inclui a energia de ponto zero %—ﬁw}),

v(B) (,y) - 18, V(argz)’g)”r(zz)(y'yo)
=0
(3.1.2.11)

e a fung3o de onda no vale de fissio, v(a#z),g) € a onda emer -

gente para x = + « e

=
o
N —

0 [ b - e gy

(3.1.2.12)



-52-

As funcoes de onda do oscilador harmonico Uéz)(y-yo)
sio dadas por expressoes analogas a eg. (3.1.2.5). A e B, s3o
os coeficientes de reflexdo e'transmissio respectivamente , e
sao determinados pelas imposicoes de continuidade em X9 da fun-
¢ao de onda ¥(x,y) e de sua derivada primeira wa(x,y) para to
dos os valores de y.

De

v,y = vl (x,y)
) (3.1.2.13)

sa v Mny) = ‘*’(2)(X y)
e da relagdo
¢, = <UB -y L azae

Obtembs,multip1icando (3.1.2.13) por Uéz)(y) e integrando em y,

V*(aé1)’_g)cmo+n§o Con V(ag])"E)An = V(aéZ)’E)Bm

[%EV*(aé])’—Ei]cm0+nzocmn[%ﬁv(aé1)’-Ei]An=[§Ev(aé2)’Ei}sm

(3.1.2.15)

|
L

*
Multiplicando por Cmp e somando em m ,

( © % ®  x
Va0 1 g Cpot v(all,-e)a - mzocmpV<aé2),€)Bm

* M 1S et (1) _gy]a 2
Vv (25 s E{]mzocmpcmo+[§£v(ap €Y A, m~o mp[ﬁgv(a( ),E{}B
(3.1.2.16)
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multiplicando ainda a primeira equagao de (3.1.2.16) por

[ggv(agl),-zil e a segunda equagao pot'v(a£1),-5) e subtraindo
membro a membro as equagoes resultantés, conseguimos .eliminar

An do sistema de equacGes, obtendo,
* * *
[ggv(aé1),-£)v (aél)"g)”V(a(1)"5)V£V (a£1),-€i] % Cmplmo =

= an Egv(a‘()‘:),-E)v(ar(nz),i)-v(a‘()]),—i) ng(aéz),gﬂ} C;me s
(3.1.2.17)

que pode ser escrita na notac3o Wronskiana como,

v M e wvalns,, - L ufriafiove N a e s,

(3.1.2.18)

onde foi usada a relagdo,

% Cop Cmn = Son - (3.1.2.19)

A penetrabilidade & definida em termos do coeficiente

de transmissao Bn como,

; (3.1.2.20)

das propriedades do WrOnskiano(gl)

s
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Wlv(a,g), v*(a,g)] = -2 , (3.1.2.21).

e definindo a matriz M a partir de,

Mom = 2r vl vaMafe 5 oz

obtemos o sistema de equagOes:

Il ~38
=
jerl
]

(=)
C)
-

(3.1.2.23)

Finalmente, a penetrabilidade P € obtida simplesmen-
te calculando a razdo entre o fluxo transmitido e o fluxo inci-

dente, e integrando para todos os valores de y. Por conseguinte,

Py 2 ps -1 2
p=F I8, 1= 1 1M )l (3.1.2.24)
m=0 m m=0 mo
ou ainda,
P= 7 <m!M']|o> 2
m=0

= 3 <o|(M'1)+]m><mlM'1[o>
m=0

(3.1.2.25)

= <0[(M'1)+ M_]|0>

A= <ol (*) o>

- BMM*)"]OO
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onde M % a matfiz complexa conjugada de M. Vemos assim, que o
“¢alculo da penetrabilidade se resume nuym problema de 1inversao
da matriz M. Para determinar M, precisam ser calculados os coe-
ficientes Con & as fungoes de onda cilindrico-parabolicas v(x).

Podemos observar que no caso particular em que os va-
Tes de fissdo e fus3ao estejam alinhados, e que os osciladores

representativos desses vales tenham parametros coincidentes,

y, =0
(V) - ¢(2)
Ky'l o= Ky (3.1.2.25)

m§1) ) m§2)

b
j=]
i
n
=]
N
1
5l
r(E
L=
~
N

a£1) - a§2) - [EO - (E - nﬁmyi]/(hmx) (3.1.2.26)

Gmn 2

—
(2]
2
=1
[

o que significa que o sistema permanece no mesmo estado excita-
do de energia do oscilador harmdnico, antes e apos o processo
de penetragao. Neste caso, e com uma pequena manipulagdo das pro

priedades do Wronskiano,

E(a,g) = K2 y(a,g) + 4 k7% w(a,-g)

1

E(a,-8) = K" V2 w(a,-£) + i K% (e,
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metros para os demais sistemas, determinados do mesmo modo, sdo

encontrados na tab. 3.1.3.1.

A —-tw§]) (const. associada 2 curvatura do oscilador no vale
de fusdo; x < xq).

0 calculo de ﬁm§1) e deduzido a partir dos resulta -
dos da 1iteratura(39) para as energias eletrostatica e de super
ficie de uma gota deformada assumindo formas axialmente s{métri
cas. 0 método convencional para representar tais formas, e ex -
pandir o raio vetor da gota em polinomios de Legendre. Como es-
tamos interessados em pequenas deformagoes em torno da forma es
férica de equilibrio, apenas um numero reduzido de termos dessa
egpansEo s30 necessdrios. Por simplicidade de c@lculo, usaremos

apenas a expansdo até o termo de segunda ordem. As energias ele

trostatica Vc e de superficie VS s3o dadas respectivamente por,

E
- S _ 2 2
(VS:’—(——)-EO -1+-5—a2 + ...
s (3.1.3.1)
E
- c _ 12
LVC_——(-—)-[-:D =1 g Oy + . ,
c

onde Eéo) e Eéo) s@ao 0s valores dessas energias para a forma es
férica, e a, % 0 coeficiente de 22 ordem da expans3o dada pela
eq. (1.2.1;?

A energia de deformagao {energia de superficie mais
energia eletrostatica) em unidades de Eéo) e dada dada eq.

(1.2.2).

Temos entdo,
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metros para os demais sistemas, determinados do mesmo modo, sdo

encontrados na tab. 3.1.3.1.
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- S _ 2 2
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s (3.1.3.1)
E
- c _ 12
LVC_——(-—)-[-:D =1 g Oy + . ,
c

onde Eéo) e Eéo) s@ao 0s valores dessas energias para a forma es
férica, e a, % 0 coeficiente de 22 ordem da expans3o dada pela
eq. (1.2.1;?

A energia de deformagao {energia de superficie mais
energia eletrostatica) em unidades de Eéo) e dada dada eq.

(1.2.2).

Temos entdo,
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v-Ea -0 el

S 2
- e de(gg)
el®) -, 0 - K[ﬁN-Z]/é]z} a2/3
ag = 17.9439 MeV ,
K =1.7826 .
-ﬁ
glo) o3 %% _, 2°
c 5 Ro c A|73 ?
a_ = 0.7053
[
2
z
X = : /A . ,
L 50.88{1-1.7826 [(N-Z)/A]" }

podemos calcular,

) _ hZ K 1/2 _ DE K 1/2 _ K 1/2
hlL\y = E;{(y———-])jl = mo -Am = E].797 }_\—(]_T_J

onde

my = 1.66 x 1072%

(1) _ (1) (1) .
my ' = mg A‘y (Ay determinado em B)

(3.1.3.2)

(3.1.3.3)

., (3.1.3.4)

(3.1.3.5)
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e
.2
K = —2— V(a,R)
B(azR)
. E(O)
=z (0 -x) % (3.1.3.6)
com
R = rAl/3
(3.1.3.7)
ro = 1.2249 fm
de egs. (3.1.3.3), (3.1.3.4) e (3.1.3.8) ,
#w§‘) = 3.2916 MeV (3.1.3.8)
B — m§1) = m§2) (massas efetivas relacionadas 3 deformagio az)
(2) _ () 3
myth = my = 1 (Ay + Ay)mg (3.1.3.9)
[ fm§2) (const. associada 3 curvatura do oscilador no vale

de fissao; x > xq)

ﬁbﬁz) € obtido diretamente, dos cd@lculos para as fre
quéncias das oscilagbes em torno das formas simétricas do ponto
de sela, da ref. (20) e reproduzidas na fig. 3.1.3.1,

Para o valor de x = 0.43,
ﬂw§2) = 1.8 MeV (3.1.3.10)

D ~ m, (massa efetiva relacionada a coordenada de separagio x)
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{MeV)

- 4= A\
\ \-\ 3\ \
éﬁ Mi \

/
i
T
<

‘ X/ -
N B e o e NN
o 0.5 1.0

BT T

Fig. 3.1.3.1 - Frequéncias das oscilagdes norﬁais no ponto de
sela. Fig. tirada da ref. (20).

my e dada, para o movimento na direc3o x, pela massa

reduzida

(3.1.3.11)

]
~n
EN
=3

E --ﬁmx (constante associada 3 curvatura do pico da parabola)

ﬁmx & calculado com base no trabalho da ref. (12),on
de o modelo da gota 1iquida & generalizado de modo a poder cal-
cular a energia de deformagao para formas bastante deformadas

na regido do ponto de sela.
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Segundo esse trabalho, a energia de interac3o nuclear
de duas esferas nao superpostas de raios R] e R2’ e com a dis -

tancia entre os centros de massa ¥ > Ry+R,, € dada por,

-x/a
X

a

R R R R R R
=eq(292c (1 1 12 2. 2y &
Eines 4(ro) Cs( 7~ cosh 3 senh ) ( 2 cosh 5 -senh a)

(3.1.3.12)

e
32 Eint :
K, = —_— -(3.1.3.13)
S VAN VAN
max o'l 2
com

a = 1.4 fm
d = 1.0 (3.1.3.14)
r, = 1.16 fm

onde d & a dist3ncia entre as duas superficies nucleares para a

qual a energia de interag3o total @ maxima. Entio,

X

K. J1/2
‘me = |41.797 X = 2.92 MeV (3.1.3.15)

F — Yo (distancia y = Y, Qque define a separacgao dos vales desa-

linhados de fissdo e fusdo).

g calculado a partir da diferenca entre a energia

Has

de interac¢do maxima dos dois nucleos Eint e a energia do ponto

de sela EpS s
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1 (2) L2
AE = E. < E__ =4 K2y . (3.1.3.16)
int max ps 2y 0

A eq. (3.1.3.16) pode ser modificada como,

B = (Ejpe-El) = (EpgmEg) + (EgEg) . (3.1.3.17)

onde a ref. (lg)

Z1A2e2
= e = Eint - E » (3.1.3.18)
max R]+R2+a+d

Eint

e d @ tirado diretamente da fig. 3.1.3.2 da mesma referencia.

(B, - E.) = (ES2) - 2e{8)) + € (3.1.3.19)

g determinado da ref. (19) , onde Eég) e Eég) correspondem as
energias de superficie do niicleo esférico composto (A=96) e do
nucleo (A=48) e E. g a diferenca de energia Coulombiana entre
os mesmos nucleos esféricos apds e antes da fus3o, respectiva -

mente. '

(Eps-Eo) pode ser determinado diretamente da fig.

3.1.3.3(12), extrapolando a curva para valores do parametro de

fissionabilidade x = 0.335 para o nicleo fundido A = 96, Z = 46

e N = 50. Dos resultados acima,

1 ,(2) .2
AE = 1.7 Mev = % K§ Yyt - X0 {3.1.3.20)
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Mass Number 4,

lOOO 50 : 100 ] 150 . 200 : 250
' r T ' ' Daso
b:LIan\ ]
a=l.4 fm
80 0,=24.7 MeV d2go
k=4.0
o N
~ (507L 150 <«
- Q
2 L0
3 E
2 =]
= =
S o 100 3
° 4 :
a =
50
Q
100

ig. 3.1.3.2 ~

Fig

Proton Number Zl

Distancia d/(fm) entre as superficies exter =~
nas dos niicleos para a qual a barreira de in-
teragdo & maxima.
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0.03.

002

0.0i I~

-Macrascopic Fissior~Barrier Height [Units of ES'(O)]

o116 fm .
l_o=l.4 fm ]
ag=24.7 MeV —

k=40 .

Fig.

i 3.1.3.3 -
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0.55 0.60
Fissility Parameter x

0.65 0.70

Alturas maximas da barreira de fiss3o em fungdo
do parametro de fissionabilidade y (tirado da
ref. (12})).
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donde,

v, = 1.2 fm (3.1.3.21)

6 — calculo de Xq (valor da coordenada x para o qual V‘ =

int
= Vps!

2172
= y -
X, = y = -0.7 fm
1 ﬁwili 0

A tab. 3.1.3.1 mostra os valores dos parametros para
todos os sistemas calculados. Nas figs. 3.1.3.4, 3.1.3.5,3.1.3.6
e 3.1.3.7 s3o apresentados os resultados para as penetrabilida-
des exatas em fungao da energia (E - Vo)' Os potenciais realis-
ticos correspondentes a esses sistemas de colisdo s3o mostrados
nas figs. 3.1.3.8, 3.1.3.9 e 3.1.3.10 (figs. tiradas da ref.(28)).

A discussdo dos resultados sera feita no capitulo seguinte.

3.2 - Calculo da Trajetdoria de Acdo Estacioniria

A penetrabilidade para o processo de fiss3o espontd -
nea pode ser dada na aproximagao WKB(QQ) por,
-2 %
P=ce para S >> H (3.2.1)
onde S € a ag3o.

Para o caso em que a Hamiltoniana do sistema & consi-

derada como constante de movimento H{q,p) = E = cte , pode-se
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Fig. 3.1.3.4 - Penetrabilidades para o sistema
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Fig.

40Ar + 40Ar > 80Kr.
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3.1.3.5 - Penetrabilidades para o sistema
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encontrar a trajetdria para o processo pelo principio de agdo

minima(22) , do qual
85 = 0 (3.2.2)

Da mecinica classica,

t2 9,
S = [ yopy 4y dt = J L op; day (3.2.3)
ty q ;

onde {qi} sao as coordenadas que descrevem o Ssistema e {pi} sao

os momentos canonicamente conjugados. Das relagoes,

P dq .
al 3 ! 3 J
= = B.. . -V} = B. .
Pi T W8 TR Bi:j 139 9y a; ] gu(q) T
(3.2.4)
dq; dq.
1
He=E=g] By w a * Y
1

e considerando uma trajetoria tal que,

{q'i‘} = {qi(g)}

onde £ & um parametro que no nosso caso especifica as configura
gdes das formas do niicleo durante o processo no intervalo g, e

PR temos

AL
[aN]

V/ﬁi dqi dq?
2(E-V) 23 B‘ij(q) TE 9 dg (3.2.5)

PN —

1
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A trajetoria para a qual 65 = 0 pode ser encontrada
numericamente forcando-a a passar através de varios pontos en -
tre &, e &,. Esses pontos intermediﬁfios sao modificados até
se obter [S| minimo.

Vamos admitir a mesma coisa para o caso da fusdo e ten
tar resolver o problema unidimensional na mesma aproximagao. 0.
modelo. usado serd o mesmo que o do paragrafo 3.1, e por conse -
guinte, a inércia € considerada constante. A diferenca princi -
pal entre este problema e o da fiss3o & que a trajetdria agora
tem de ser definida através de um potencial com duas barreiras
para o qual podem aparecer regioes com alguma descontinuidade
(figs. 3.2.1 e 3.2.2).

Suponhamos que um dos caminhos provaveis comece no va
le de fusao em algum ponto x = a < 0 para ¢ qual V = E , seja
desviado para o vale de fissdo onde & energeticamente mais favo
ravel e termine nesse mesmo vale para algum valor x = b > 0,com
V = E. 0 potencial correspondente a essa trajetdoria, projetado
no eixo dos x, tem a forma esquematica aproximada da fig. 3.2..
0 problema consiste ent3o no calculo do coeficiente de transmis
sdo para tal barreira incluindo a possibilidade de reflexdes in
ternas no ponto de descontinuidade. No apéndice A & feito um
calculo WKB geral para a penetrabilidade de uma barreira com uma
descontinuidade interna.

0 coeficiente de transmissao T definido como,

T=— (3.2.5)
[Myq1

onde MH e um elemento da matriz de transic¢iao total, resulta
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| v
I
|
! \. E=-h Mev
: E==-5 Mev
/ ! Bz- 6 ™Mav
7 : ™
ERS x
Fig. 3.2.1 - Barreira unidimensional com descontinuidade,cor

respondente a uma das trajetorias de fus3o.

\ < .5,;1{;':;?&;;‘;‘.'#“' /
%\\‘ 14

mmm

o on

[

PSR

xx 3z

PRI

Fig. 3.2.2 - Trajetdorias classicas de fus3ao para o mesmo po-

tencial usado no calculo das penetrabilidades
exatas.
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com a seguinte forma,

M3 M)
T =4/ [_;Je_ + 2 My, eﬂz + [—gl - m, 9]2 (3.2.7)

onde {M%j} sao os elementos da matriz de transicao interna ef &

dado por,

b
f Kdx

No caso em que My, = My, =1 , M, =My, =0ep grande,o re

sultado acima da o valor,

b
-2[ Kdx

1 2 a

T =4/ 35 * 2%] voe

que & o coeficiente de transmissao para o caso simples da bar -
reira usual.
A penetrabilidade € ent3do encontrada para a trajeto-

ria de Tmax' Escolheu-se uma fungao y = f(x,ai) como ,

ag (x=x ) (x=b)+(x-x7) (¥ =0y ) /{b=X1)-a,5 x> x,

f{x,0;)= . (3.2.9)
2
)

az(x~a)2/(x]-a 3ox <Xy

onde {ai} e X, sdo parametros convenientes e a e b s3o os pon

tos classicos de retorno.
As trajetdorias encontradas s3o mostradas na fig.

3.2.2 e a variacao da penetrabilidade com a energia pode ser vis
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ta na fig. 3.1.3.4, juntamente com as penetrabilidades multidi-

mensionais.



CAPTTULO 1V

DISCUSSAO E CONCLUSAO DO TRABALHO

Vimos nos capitulos anteriores como uma descrigido mul
tidimensional da dinamica da fiss3o e fus3o altera de modo sig-
nificante os resultados das penetrabilidades unidimensionais pa
ra esses processos. Sem duvida, os c3lculos sio realizados enm
varias aproximagdes devido 3 dificuldade do problema realistico
exato. Para o caso da fissdo, o calculo da trajetdria equivale
a aceitar a aproximagdao classica para o problema. As proprieda-
des das trajetorias, estudadas no cap. II, mostram que depen -
dendo do potencial e dos parametros de inércia, nem sempre & fa
cil a sua determinacao. Em alguns casos apresentam mesmo carac-
teristicas n3o adequadas a um problema real. Hofmann(g) mostrou
que o movimento perpendicular ao caminho de fiss3o diminui a pe
netrabilidade, quando comparada 3 do cdlculo unidimensional, de
vido em parte ao aumento do potencial efetivo na direcio de se-
paragao e em parte as transigoes entre estados pertencentes ao
grau de liberdade transverso. Em adigao a isso deve incluir-se
tamb&m, um decréscimo da penetrabilidade devido ao efeito

dos
parametros de inércia sobre as trajetarias(ég). Como pode ser
visto pelas figs. 2.7.3 e 2.1.4, as eqgs. (2.1.4) e (2.1.5) defi
nem, em geral, caminhos mais longos que o caminho usual de po -
tencial minimo e desse modo, as penetrabilidades para as primei

ras devem ser menores.
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Um aspecto importante a considerar est3d ligado 3 vali
dade do conceito de trajetoria est3atica de Hofmann quando sao
levadas em conta transigbes entre estados do movimento oscila -
torio transverso. Segundo sua teoria, a densidade de corrente
J(x) na direg3o de fiss3o x @& calculada a partir de uma inte -
gragdo em y para a densidade de corrente total j(x,y). A pene -
trabiiidade total resulta basicamente da razao entre as densida
des medias de corrente transmitida e incidente calculadas em
termos das amplitudes de transig2o, entre os estados assintdoti-
cos do problema, na aproximagao de Born. Dessa maneira, ao cal-
cular a penetrabilidade para as trajetdrias adiabaticas ndo se
esti levando em conta qualquer possibilidade de que o fluxo cor
respondente ao‘movimento em y altere esses caminhos. 0 fato de
gque a trajetoria nem sempre coincide com o minimo de potencial,
feva a admitir que hajam componentes dos estados excitados do
movimento perpendicular que favoregam o deslocamento gradual da
trajetdoria ac longo do pétencial. Nesse caso, ficaria dificil
encontrar a trajetoria real para o processo pela dificuldade em
determinar localmente tais desvios. A perda do conceito de tra-
jetdria certamente acontece quando o0 acoplamento para a inércia
e muito forte embora se espere neste caso uma diminuigio.grande
da penetrabilidade com relagao ao c3lculo unidimensional.

Outro problema est3 relacionada 3 estabilidade daequa
¢ao diferencial, que define a trajetdria, perto do ponto de se
la. Foi mostrado que a Unica maneira de atravessar a barreira
através do vale de fissdo & passando pelo proprio ponto de equi
1ibrio, podendo apenas variar a dire¢do da trajetoria nesse pon

to. Entretanto, dependendo dos parametros de inércia & possivel
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que o processo prefira deslocar-se para regices de potencial
mais alto, como foi mostrado em alguns traba]hos<2’1). Certa -
mente, deve ser mais correto determinar as trajetdrias dinami-
cas para o modo de fissd3o atraves da escolha do caminho de agao
estaciondria e introduzir o efeito do movimento para o grau de
liberdade transverso no formalismo de Hofmann. Contudo, pelas
mesmas razoes de antes, em certos casos o metodo nao deve va-
ler. Por outro lado, quando o acoplamento para a inércia & fré
co, a inciusdo da dinamica transversa tem como grande vantagem
a corregao das barreiras de fissao unidimensionais (estaticas-
Hofmann(3) oy dinimicas - Pau]i(g)).

Para o caso da fusdo, o potencial & mais complexo e
a trajetoria estitica fica dificil de determinar a partir da
eq. {2.1.15). As trajetdrias de fusao foram calculadas através
de um metodo numerico que consistiu basicamente em descrever
uma trajetdoria em termos de parametros que eram variados ate
encontrar—se aquela correspondente ao valor maximo da penetra-
bilidade, para uma dada energia incidente. A inércia foi manti
da constante neste caso porque o objetivo era encontrar a pene
trabilidade em uma dimens3ao para o mesmo potencial do calculo
exato. As trajetdorias mostradas na fig. 3.2.2 nem sempre pas -
sam através do ponto de sela. Isso provém essencialmente do com
promisso entre a altura da barreira e o caminho mais curto, pa
ra o maximo da penetrabilidade. Na verdade, a transigao brusca
do vale de fusao para o vale de fiss3o aumenta a energia cine-
tica na diregdao deste Ultimo, a altura da barreira resulta efe
tivamente menor devido a mudanga do caminho, mas em compensa -

¢ao o caminho fica mais longo. Na fig. 3.1.3.4, s3ao mostradas
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as penetrabilidades unidimensionais na aproximagao classica jun
tamente com as penetrabilidades bidimensionais e unidimensio -
nais exatas para o sistema 48Vn23 + 48Vn23 > 96Pd46. A penetra
bilidade unidimensional exata foi calculada considerando a si-
tuagdo Timite dos dois vales superpostos, com curvaturas e mj-
nimos iguais, numa iUnica barreira de interagdo. Entre os resul
tados unidimensionais a maior penetrabilidade para o caso clas
sico mostra a preferéncia do processo para caminhos na direc3o
do vale de fissdo. Os resultados multidimensionais, ao contri-
rio, mostram um acréscimo relativo ao problema em uma dimens3o.
Isso pode ser explicado devido ao fato de que uma onda inciden
te, que estd localizada no vale de fus3do, ao encontrar a encos
ta que separé os vales & parcialmente transmitida e refletida
em ondas que correspondem a diferentes estados excitados do mo
vimento transverso e, por conseguinte, a quantidades diferen -
tes de energia na direg3ao de fusdo. A presenca dessa encosta e
do vale de fiss3o aumentam a penetrabilidade para todas as ener
gias incidentes mas, o aumento relativo & maior para energias
incidentes baixas, como pode ser visto nas figs. 3.1.3.4 -
- 3.1.3.7. Nessa mesma regiao de energias a penetrabilidade
unidimensional varia mais rapidamente com a energia do que a
penetrabilidade bidimensional para a mesma barreira. Esse efei
to corrige as larguras das barreiras em uma dimens3o tornando-
as mais estreitas. Essa corregio explica em parte a discrepin-
cia entre os valores dos parametros de curvatura‘ﬁmx calcula-
dos e 0s experimentais, obtidos analisando as secoes de choque
em baixas energias em termos de uma barreira unidimensional

2

0s primeiros substanciaimente menores que os ﬁ]timos(g). Com
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efeito, para o mesmo range de energias {(E ~ 1. - 1.5MeV) em

que Gutbrod(g) encontrou uma diferenca de ~» 5 MeV entre as bar

. . . . 5
reiras calculadas e experimentais para os sistemas 3

+ 58’60’62’64Ni,

C1 +
um calculo aproximadoe para as larguras das
barreiras mostra um acrescimo de energia para o parametro de
curvatura hmX da barreira bidimensional de cerca de 5 MeV, com
relacdo a barreira em uma dimensdo.

Para energias muito baixas a dependencia da penetra-
bilidade com a energia & qualitativamente semeihante 3 calcula
da para uma barreira em uma dimensaoc com uma altura mais alta
de AV e a mesma largura das barreiras de interacdo e fissao.ls
so pode ser visto nas figs. 3.1.3.4-3.1.3.7, onde as curvas das
penetrabi]idadés tendem a ficar paralelas para energias (E-V,)

muito baixas, com uma distancia entre elas de

2 y2 o+ ol A0l (4.1)

que corresponde a difefenga das energias entre os estados fun-
damentais nos dois vales da barreira de fusdo. A assintota pa-
ra a qual tendem as penetrabilidades bidimensionais correspon-
de, desse modo, a curva da penetrabilidade unidimensional exa-
ta para a barreira de fiss3o. £ razoavel pensar que esse seja
o caso limite para os processos em energias muito baixas, ja
que nesse caso a diferenca de energia AV & muito pequena em re
lagdo 3 energia (VO-E). Em outras palavras, a diferenca de ener
gia AV de transic¢3o entre os dois vales torna-se bastante im -
portante e a dinimica do processo de fus3do realiza-se quase uni

camente através do vale de fissao.
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Um efeito adicional encontrado € o aparecimento de
ressonancias nas penetrabilidades bidimensionais para sistemas

que possuem grandes valores de Xq - Isso comeca a observar-seja
86 86 172

no sistema Kr + Kr -+ Hf (fig. 3.1.3.6) e de maneira
bastante nitida no sistema '°0Mo0 + 100yy » 200p, (fig.3.1.3.7).
Essas ressonancias provém da existéncia de reflexdes nos bor -
dos de um pogo de potencial entre o ponto de sela de fiss3o e
o vale de fusao, o qual & tanto mais longo quanto mais afasta-
do o parametro caracteristico Xq- Na verdade, esse pogo de po-
tencial & apenas uma caracteristica particular do nosso modelo
para a barreira de fus3ao e, desse modo, nenhum significado f7-
sico mais ampio deve ser invocado para as ressonancias que apa
recem. Contudo, de um modo puramente indutivo, podemos supor
que para o caso em que a barreira de fissao possua um segundo
minimo de instabilidade a penetrabilidade apresente um compor-
tamento an2iogo com ressonancias.

Ainda para este ultimo sistema, em que o maximo da
barreira de fissdo & muito mais baixo que o maximo da barreira
de interagao (tab. 3.1.3.1), podemos observar que a penetrabi-
lidade em duas dimensdes € muito diferente que aquela em uma di
mens3o. Em particular, para o valor de energia 7 MeV dinferior
ao maximo da barreira de fusdo unidimensional, a primeira 8
aproximadamente 107 vezes maior que a segunda. Também um c3aicu
To para as larguras das barreiras no intervalo de energias en-
tre 3 e 6,5 MeV resulta numa correcio da ordem de 45 MeV para
¢ parametro de curvatura ﬁmx da barreira de interagio. Em re -
lagdo aos sistemas mais leves, como por exemplo o 48Vn+48Vn .

> geKr, as diferencgas mais acentuadas neste caso sio devidas
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principalmente ao major afastamento do pardmetro caracteristico
Xy que determina uma influéncia maior do vale de fiss3o para a
dinamica do processo. A variacao de Xy em relagao ao valor da
coordenada x do maximo da barreira de interacao simula no nosso
modelo a influéncia das distdncias relativas entre o ponto de
sela e o maximo da barreira de fusdo unidimensional (ver discus
s3ao no cap. I).

Pelas informagcdes significativas do nosso potencial ,
achamos que um estudo posterior deve ser feito de modo a torna-
-1o mais completo e realista. Devemos, por exemplo, evitar de
algum modo a descontinuidade introduzida que concorre para efei
tos esplUrios ao problema. Tambem nosso problema admite unicamen
te a probabi]idadé de fus3o para um certo sistema sem levar em
conta a possibilidade de sua posterior desexcitag@ao por proces-
so de fissao. Nesse sentido, de acordo com um trabalho de Nemes,
Piza e Perazzo(i), a existéncia de uma barreira de potencial in
finita na regido das ondas de fusdao deve permitir a simulagao
desse processo de decaimento. Além disso, a inclusdo de efeitos
dissipativos por algum termo de potencial dependente das veloci
dades coletivas, refletindo o grau de acopiamento entre os esta
dos interno e coletivo do sistema, deve ser considerado.

Um outro aspecto que achamos importante est3d relacio-
nado as trajetorias provaveis de fusao. As barreiras de poten-
cial de fus3ao de Mdller e Nix(gg) foram calculadas na aproxima-
¢dao de densidade constante para o processo, parametrizando as
formas deformadas dos niicleos em termos de duas coordenadas de
simetria (separag3o e elongacdao). Alguns traba1hos(§§’§£), con-

tudo, admitem barreiras de interagao calculadas no caso extremo
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de densidade dupla para a regi3o de superposigcdo dos niicleos du
rante a colisdo. Os dois casos podem ser considerados como ex-
tremos para o problema. Certamente a dinamica do processo de
fusdo deve realizar-se de alguma maneira em que a densidade en
tre como um parametro adicional importante ao longo de todo o
processo. Esse parametro poderia corresponder, por exemplo, a
um g;au de liberdade para a expansdao do volume inicial de um
nucleo de densidade p at& um volume final para o qual a densi-
dade éairTa da metade. A frajetﬁria de fus3o nesse caso deve
ser bem diferente daquela no espago a duas dimensdes usado.
Essas as discussoes, conclusfes e sugestdes do nosso

trabalho que julgamos tenha contribuido um pouco & compreensdo

da dinamica dos processos de fiss3o e fus3o nucleares.



APENDICE A

CALCULO DOS COEFICIENTES Cmn
Temos da eq. (3.1.2.14)

2 1
Con = [ U,(,, )(y-yo) U,ﬂ Y(y)dy

—/nT‘N’“lmex - 2iyey )2 -y ((y- H d
= N N P(- 5 (y=yg))exp(- — ¥y I ((y-y,)o,)H (a,y)dy

mn mn (A.1)
onde
[m(1) (172
oy = | L — X
1 +
(A.2)
(m(2) ,(2)7]1/2
w, = |
2 il
L i
usando as fungoes geradoras,
2
o H (y) -hS+2h.y
Fhypy) = 3 Aol ce 101
n=o : (A.3)
12
® Hm(.V'.yo) o h2+2h2(.Y'y0)

Flhgs(y-yg)) = 1~y =



~-88-

obtemos,
™ol
=1 Imnh_]" _m—?‘ =
m,n : N

) epr ;—(af

-co

n
—

2,.,2 2 .
+ az)y + (oLZy0 + 2a2h2 + 2a]n1)ﬂ

1 2.2 2 .2 7
X exp [fuzyo hy - h, Zozzyohz_J dy s

rearranjando os termos em (A.4) e integrando em y,

2 2

(A.2)

1/2 alo 1 re2 o2 2a azy
3o |o2n expl- —1%2 21 o0 | 22, %Yy
- 2,2 2, 2 0 2 1 2 2
SRAPE 2(agtay) _J %yt o +ay |
2 2 2 B
o7 -0, 2050,y do. o
X exp|- 1 2h2- 120h exp ]zhh , (A.5)
Pl 2T T T M W22 M2
17% 1+e2 | %17
por eq. {(A.3) venm,
2.2 2 2 n
1/2 oo, ¥ ar=0, n/2 h
2m 172 Yo .n/2 1 72 1 .
J = exp-*z—i'l ) — H_(+ih;) x
l;]ﬂxz] l: 2(cx12+<x2)j‘n aqta, n.on 1
: (u%-ag)m/z h ey 3 (20102, h¥n
X -7 =+ H_{+h - = (A.6)
m a§+a2 m. m 2 E a]+a2 K
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com,
e 2
) =.‘a]a2yd.
1 172
(a4-a4)
1 72
(A.7)
) 2
b - “a]a2y‘0
2 1/2
(a7-0ap)
L 17%
A eq. (A.6) pode ainda ser modificada para,
- 222
J= —?237 12 exp - _El;KZ%_ ) Yy o3 ———————j—————~h?hg X
aq+a, : 2(a1+a2) (n=K) (m-K) K K!(n-K)!(m-K)!
mn _
a]—ag ? _K Za]az K .
X -7 A Hn—K (+1h1) Hm_K(+h2) =
OL.|+0,-| a]+a2
ol
1 2
- % Dl 77 @7 ’ (A.8)

o 1/2 u%a%yz min{m,n} , , 1yh-K
1 _ r' exp |- 0 m: on! (-1)
mn .2

ayta,

& 2(a]+ag) K KI(n=K)!(m-K)!
u?-ag E%E =K 20, K _
x ) (=) My (+hy) T (+hy) (A.9)

72y a1
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onde,

B (#hy) = (-0 W (i) (A.10)

Finalmente, determinado Imn podemos calcular o coefi
ciente Cmn’ levando em conta os fatores de normalizagao Nm e Nn

dados por,

1/2
N = -r———“ . p =m,.n A.11

2a‘a2 1/2
c = NNI = X
mn m n mn l:zm+n mint (0‘]2"'0‘2):‘

(af—ag) E%E a%a%y% min{m,n) (-1)"'K
exp - -
u{--uz— 2 (ot]z+a22) K=o K!{n-K)!(m-K)!
4a]a2 K
x (=5 Hoyp (hp) Ho_p (hy) . (A.12)

U.] 'U.z

X



APENDICE B

CALCULO DO WRONSKIANO

As solugtes cilindrico parab6licas sao dadas por(gl),

v(a,*E)

cosh wa 1/4
[osh m] © "] 6y (8) 5 /2 65v,(8)] -

2‘3/4[\/?]; v, (8) ;\/z%s_;; ] (8.1)

onde v](E) e vz(g) sao as series par e impar de £ ,

2 4 6
_ 2 1 3 7
v1(£) =1+ a %T + (2% - 3) %T + (a” - ) %T +
(B.2)
3 5
2 3
v (8) =+ a fr+ (a® - 3) &+ .
g .
os coeficientes a, de T obedecem 3 relagdo de recorréncia

- 1
342 = 23, T 7 n(n-1) CIPS . (B.3)
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-
G]=E‘( ;1a{] G3=E'(-2+;—1a):|
(B.4)
<
G, G,
1 1 dv 1 3
v(a,0) = —— V¥ =~ -——= (a,0) = -~ V== s
(.00 = T2V wg @ (29 7727 g
\
e com
J__wa e jlq , (B.5)
L_ F(x n=o (x+n)

podemos obter uma solucdo conveniente para o Wronskiano como se

gue:

& E/i(a]),vj(az):] = (35727) vy(a;) vilap) »  (8.6)

onde foi usada a equacg3o diferencial (3.1.2.8). Entdo,

£
w'ij = H(o) - ( ]'32) }[V-i(a ) vi(a,) d&
0 (B.7)
com  W(o) = wij =1 - {j
£=0
e da eq. (3.1.4.3) e a, = Co m. s

Crvp E Co - ¥ Cm-__zjllzm+1)(m+é] (8.8)

fazendo m+2 = K, vem,
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¢ = a[cK_2 -1 cm_a/[K(K-n] (8.9)

p
0 0
2oy om R o) o) (8.10)
m=0 m+ n=o m-n n
© Em+1
= ¥ T Gm . param = K + p

E, finalmente,

W ‘;(3295): V(a'ls"g):l =

- 274y {[wﬁ—;)m v (ag)- V(%—)(“ vy(a,)] ,[Vﬁ(z—; My, @
R (ig%)(l) vg(a])]} .

_ ,-3/4 {w[:g(z)v](az), ¢(h V](a])} WE(Z)V1(a2)’ h(’-)vz(a]ﬂ_
N NE(Z)Vz(az)’ g v,{(a1)j- WE(Z)vz(az),h(])vz(a]ﬂ}

. 308 {9(1)S,(Z)V,”J,g(2>,,<1)w]2 -2y h(z)hmwzz}

(B.11)



APENDICE C

CALCULO WKB DA PROBABILIDADE DE TRANSMISSAO
PARA UMA BARREIRA COM DESCONTINUIDADE

Seja a barreira dada pela fig. 3.2.1. A conexao entre
as fungbes de onda 3@ esquerda e direita dos pontos de retorno a

e b & dada por(ﬂ)

Kdx

X
e > 2 cos Kdx -
v K

'
X ey O

Al

L]
|

(€.1)

Al

ESE]
|

X
e d—> —1—— sen J Kdx -
/K b

para ponto de retorno a esquerda da regido classica, e

X
Kdx
2 W x| 1 £
——  CO0S Jde-IH——fe
/X L) U
(C.2)
X
—a _ Jde
—]——sen Ide--}*—»———]—— el
/X Ly ‘] /X

para ponto de retorno a direita da regiao classica, e
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-

1/2
E%ﬂ ol/? a E~V(x) ; E> ¥

K(x) = (€.3)
2 42

- i [% o o
i

V(x)-E s E <V

Para a regiao da barreira com descontinuidade, & usa-
da a aproximac3o até segunda ordem em h na expansio da agao me-

canica em pot@ncias de h, o que di para a fungao de onda(ég)

X
Kdx
- A E s KL f K2 d{l oX(esquerda) .
/K ik? 873
. (C.4)
Kdx
+ gf E+ K! _lfﬁl_ dx:] oX(esquerda)
a3 aw? B3
e sua derivada primeira,
X
Kdx
*
AT K 1IK‘ ] x(esquerda)
FANIRNL S | p + o | 5 dx) e -
/—KI— w? 8
« (c.5)
- tKdx
E
B [ K* o1 f ke :I x{esquerda)
-BE s -1 dx| e
/X w? B3

Definindo,

1 g2
2
J —— dx (C.6)



96~

e da condic3o de contorno no ponto X1 onde a barreira apresenta

descontinuidade,

¥p =¥
(C.7)
] ]
¥r =¥
temos,
X
. JKde
X
e SRR R| Y IREAREICLINE
i b /K
1 2
%
[szx
X
+ B [i - % Y - ﬁl e 2 (C.8)
% . )
ﬂ
J szx }K]dx
X

onde foram omitidos os demais termos da derivag3do por serem de
ordem mais alta que a da aproximagdo usada.

Sabendo que cada componente da fung3ao de onda a esquer
da @ dado como combinagac linear das componentes 3 direita, po-

demos resolver ¢ problema para cada componente separadamente.

Para a.componente e-f = (?) vem:
X X
1 1 i
JKZX —Iszx

K X X
Tﬁ'E'%ﬂ =AE+%H€]e2 + B L%Wﬂ e 2 -
7
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X] *
JKde —[szx
K X X
" E+ %{\ - AE—mﬂ e 2 . BE+ lY-ﬂ e 2 (C.9)
YK} 4
2
definindo
4
-V
2 1 (€.10)
b = V/ Vo /L2
Ky S
Obtemos,
X1
-Jszx
- 1 1 X2
als) =E§(Y-—X)a-7(1-W)b:le
’{1 (C.11)
Jszx
X
s(-) . [% (140) a = & (Y+X) IZ, e 2
normalizando as fung¢les de onda de modo a que no ponto X3
—dex .
vl = L. (c.12)
/Ky
entao,
( v
i) = —L— (C.13)
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IN © “IIN

X (C.14)
Jszx —[szx

onde

(€.15)
i

\

Por conseguinte, as eqs. (3.2.17) vém dadas por,
X
1

, T
o = [-‘g(v-x)a - %(Fw)b:ll'_ul -
1 (C.16)
£ szdx '
8™ = [§(rsx0p + %mw)a] ] e ?
\
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Fazendo os mesmos calculos pard a componente e+f = (é) vem:
n
- -szdx
+ 1 1 K2
o = EB‘(Y+X)b +5(1-Wal'] e
! (c.17)
ok
3 szdx
X
gt - E%(Y-X)a - %(nw)b:][s-] e 2
L
onde

ﬁ
=
+

N -
-

=

o'l =

1 + XNJ

.18

) ( )
1-Ly
v 4 N
B = |——
-|+IXN

\
e, finalmente, a matriz J que conecta as regides I e II & dada

por,

(C.19)

As matrizes [I| e !F| que 1igam respectivamente as re
gides (I, II) e (I, F) s3o encontradas do mesmo modo que no ca-
so comum da barreira continua. Tem-se para este caso a matriz

de transigao total |M| dado por(éll
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1 : _
75 + 20 (20~ 53 |
M =5 (C.20)
. 1 1 2
-1(29— ﬁ) ﬁ‘i‘ [E]
b
Ide
onde 8 = e . Isso corresponde a escrever ,
Ml = 11] el [F] (c.21)
com
( ! 2i
1
1] = =
i 2
! -
_ 1
[Fl =3 (c.22)
-2i 2
11
,E' 0
[e] =
L 0 8

N6 nosso caso de maneira an3aloga,

= 1] M| |F]

(C.23)

=
L1}

eyl 191 Joqql
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onde, para os elementos de |eI| e |e as integragdes  sdo

IIl
feitas nas regides I e II respectivamente.

Sabendo que o coeficiente de transmissdo & definido

como,

1
T = — (C.24)
My,
obtemos finalmente,
1 ] i0 2
S I1.]
T =4/ [_ J + 26,90 J + i (5— Jd - ) (C.25)
L?GIGII 11 ] I°I1 "22 911 21 8y |

que para o caso em que JH = J22 =1 e J?_1 = J]2 =0 da o re

sultado usual,

T = 8/(5 + 20)2 ) (2.26)
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