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Resumo

O mapa do padeiro quantico possui duas simetrias: uma simetria “espacial” canonica e
uma simetria de reversao temporal. Mostramos que, mesmo quando essas caracteristicas
sao levadas em conta, o poder de emaranhamento assintotico dos mapas do padeiro nem
sempre concordam com as predi¢oes da teoria de matrizes aleatorias. Verificamos que a
dimensao do espago de Hilbert é o parametro crucial que determina se as propriedades
do padeiro sao universais ou nao. Para dimensoes poténcia de dois, isto é, sistemas de
qubits, um poder de emaranhamento anoémalo é observado; caso contrario o comporta-
mento do padeiro é consistente com teoria de matrizes aleatérias. Também apresentamos
uma analise de matriz aleatéria do poder de emaranhamento de um operador unitario
como uma funcao do nimero de vezes que ele é iterado. Consideramos unitarios perten-
cendo aos ensembles circulares de matrizes aleatérias (CUE ou COE) aplicado a estados
nao emaranhados aleatdrios (reais ou complexos). Verificamos numericamente que o poder
de emaranhamento médio é uma fungao estritamente decrescente do tempo. O mesmo
comportamento é observado para o “emaranhamento do operador”—uma medida alter-
nativa da capacidade de emaranhamento de um unitario. Analiticamente, calculamos o

emaranhamento do operador CUE e valores assintoticos para o poder de emaranhamento.
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Abstract

The quantum baker map possesses two symmetries: a canonical “spatial” symmetry,
and a time-reversal symmetry. We show that, even when these features are taken into
account, the asymptotic entangling power of the baker’s map does not always agree with
the predictions of random matrix theory. We have verified that the dimension of the
Hilbert space is the crucial parameter which determines whether the entangling properties
of the baker are universal or not. For power-of-two dimensions, i.e., qubit systems, an
anomalous entangling power is observed; otherwise the behavior of the baker is consistent
with random matrix theories. We also present a random-matrix analysis of the entangling
power of a unitary operator as a function of the number of times it is iterated. We
consider unitaries belonging to the circular ensembles of random matrices (CUE or COE)
applied to random (real or complex) non-entangled states. We verify numerically that the
average entangling power is a monotonic decreasing function of time. The same behavior
is observed for the “operator entanglement”—an alternative measure of the entangling
strength of a unitary. On the analytical side we calculate the CUE operator entanglement

and asymptotic values for the entangling power.
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Capitulo 1

Introducao

No cenario tecnolégico, a sociedade tem acompanhado ao longo dos ultimos 70 anos a
progressiva compactacao dos dispositivos computacionais desde as valvulas até os proces-
sadores atuais. Esse processo de inovagoes tecnologicas, na dire¢ao de otimizar o processa-
mento de informacao usando dispositivos cada vez menores, nao deteve seu avanco ainda.
Do ponto de vista fisico é oportuno lembrar a observagao de Feynman (1985, [1]): aparente-
mente as leis da fisica nao se opoem a redugao do tamanho dos computadores até que os
bits chequem a dimensoes atomicas, regiao onde a mecanica quantica detém o controle.
O processamento de informacao nessas escalas usa recursos fisicos muito diferentes dos
utilizadas nos computadores atuais; um computador quantico realiza operacoes descritas
pela mecanica quantica. Em 1985 Deutsch [2] construiu um modelo sugerindo que com-
putadores quanticos poderiam apresentar capacidade computacional superior as de com-
putadores cldssicos. De fato, o algoritmo de fatoragao de Shor [3] (1994) e o algoritmo
de busca de Grover [4] (1997) mostraram a maior eficiéncia da computagao quantica em

relacao a classica. Apos essas descobertas, presenciamos na ultima década um notdvel



impeto de uma numerosa comunidade cientifica nas areas de computacao quantica e in-
formacao quantica. Diariamente, dezenas de trabalhos originados em diversas partes do
mundo sao divulgados [5] dentro do cenério deste vasto campo de pesquisa.

Um dos conceitos centrais das teorias de computacao quantica e informagao quantica é
o de emaranhamento, o qual é um fendomeno puramente quantico, sem analogo classico.
Esta propriedade de alguns estados quanticos implica em efeitos de nao localidade. As
concepcoes a respeito de emaranhamento e nao localidade foram, e continuam sendo,
temas de discussoes fundamentais e paradigmaticas em fisica. Entretanto, na pragmatica
visao da computacao quantica e informacao quantica, que é a de nosso interesse, o ema-
ranhamento é um recurso quantico de grande utilidade. De fato, emaranhamento é um
recurso basico para um conjunto de aplicagoes em computacao quantica e informagao
quantica [27]: codificagao superdensa, c6digos de corregao de erro quantico, criptografia
quantica e teletransporte quantico.

Uma das inimeras linhas de pesquisa em computacao quantica e informagao quantica
esta relacionada a conexao entre as propriedades de uma evolugao unitaria e sua capaci-
dade de gerar emaranhamento. Mais especificamente, busca-se apontar que propriedades
uma evolugao unitaria deve possuir de modo a ser eficiente como geradora de emara-
nhamento [45 - 47, 50, 51]. A proposta desta tese é contribuir nesse sentido. Neste
trabalho estaremos lidando com estados puros bipartidos inicialmente nao emaranhados
(estados produto) evoluindo sob uma dinamica globalmente unitéria com tempo discreto.
A aplicagao iterativa dessas transformagdes (mapas) ao vetor estado inicial produz um
emaranhamento crescente. Utilizaremos em nossas andalises dois mapas quanticos conhe-

cidos: O mapa do padeiro [6] e o mapa D [23], além de mapas associados a matrizes



aleatérias dos ensembles circular unitario (CUE) e circular ortogonal (COE) [53].  Nos
anos 50 a teoria de matrizes aleatorias foi introduzida na fisica por Wigner, que aplicou
ensembles gaussianos de matrizes hermitianas [53] na modelagem de propriedades de sis-
temas nucleares. Atualmente, os ensembles de matrizes aleatérias sao utilizados como
modelos para descrever propriedades estatisticas de sistemas em outras dreas da fisica,
como sistemas mesoscépicos e caos quantico (veja, por exemplo, a introducao do livro de
Mehta [53]).

Dessa forma, o cenario tedrico desta tese se constitui basicamente de trés conjuntos
de conhecimentos: de mapas quanticos, da teoria de informagao quantica, e da teoria de
matrizes aleatorias. No capitulo 2 sao apresentados e descritos os conceitos e ferramentas
que serao utilizados nos capitulos subsequentes.

Os mapas do padeiro e D sao versoes quantizadas de mapas cadticos classicos. O mapa
do padeiro quantico apareceu numa variedade de problemas de informacao quéntica,
computacao quantica e sistemas quanticos abertos. Schack notou que um mapa do
padeiro quantico poderia ser eficientemente realizado em termos de portas quanticas [8].
Um experimento de RMN foi proposto [9] e entao implementado (com algumas sim-
plificagdes) [10]. Pelo lado tedrico, Schack e Caves [11] mostraram que o mapa do
padeiro quantico de Balazs e Voros [7] pode ser visto como um deslocamento (shift)
numa sequéncia de bits —em completa analogia com o caso classico— e exibiu uma familia
de quantizagoes alternativas. Scott e Caves estudaram [43] a habilidade da familia de
padeiros para gerar emaranhamento e concluiram que os mapas do padeiro quanticos nao
sao capazes de gerar os niveis de emaranhamento esperados em estados aleatérios. Esses

autores conjecturaram que simetrias espaciais presentes no padeiro seriam responsaveis



por esse desvio. Essa conjectura é o ponto de partida para o nosso primeiro trabalho [68],
o qual esta contido no capitulo 3 e prova que as simetrias espaciais do mapa do padeiro
nao podem ser responsabilizadas por tal desvio.

Recentemente, muitas pesquisas se dedicaram a determinacao de leis de crescimento de
emaranhamento para estados puros bipartidos sob dinamica globalmente unitaria, com
tempo continuo [12 - 18, 46, 51] ou tempo discreto [19 - 21, 30, 43, 45, 47 - 49, 52].
Para sistemas nao demasiadamente pequenos e acoplamentos fracos entre subsistemas,
a imagem qualitativa geral é a seguinte: o emaranhamento (entropia do subsistema)
crescendo suavemente de zero, possivelmente numa forma nao mondtona, até atingir
um regime assintotico caracterizado por pequenas oscilagoes em torno de um valor de
equilibrio. Contudo, quando vamos para o nivel quantitativo, uma rica fenomenologia
¢ descoberta [12 - 21, 30, 43, 45 - 49, 51, 52|. Além de caos ou regularidade ao nivel
classico, parametros como dimensoes dos subsistemas, forca de acoplamento, estado ini-
cial, janela temporal, etc., também desempenham papéis importantes na determinacao
da lei de crescimento da entropia [22]. Na segunda parte da tese nos concentramos no
regime de tempos muito longos, isto é, apds o sistema ter relaxado para um estado de
equilibrio. Mais precisamente, estamos interessados no valor médio da entropia assintética
sobre uma distribuicao apropriada de estados inicialmente nao emaranhados. Isso define
o poder de emaranhamento [44] assint6tico da dinamica unitaria. Curiosamente, o poder
de emaranhamento [44] de U™, onde U é um unitdrio aleatério, decresce (em média) com
aumento do tempo discreto n. Este fenomeno tem um papel central em nosso segundo
trabalho [70], o qual estd descrito no capitulo 4.

Varios desenvolvimentos analiticos, bem como os célculos de natureza mais técnica,



foram relegados aos apéndices. Isso permite uma leitura mais objetiva dos capitulos 3 e 4,
os quais contém apenas os resultados essenciais que compoem as linhas de raciocinio dos
trabalhos [68, 70]. Em particular, o Apéndice C é instrutivo para mostrar a utilizagao dos
métodos diagramaticos para calcular médias de monomios dos grupos unitario e ortogonal.

Finalmente no capitulo 5 resumimos o conjunto de conclusoes da tese, acompanhadas
de algumas discussoes. Adicionalmente comentamos algumas perspectivas, apontando

direcoes de possiveis linhas de investigacao.



Capitulo 2

Cenario Conceitual

2.1 Mapas Quanticos

Mapas quanticos sdo anédlogos quanticos de mapas que preservam area [60]:um mapa
quantico € uma transformagao unitdria apropriada descrevendo a evolug¢dao dos estados
quanticos durante um intervalo de tempo finito. Nesta secao descreveremos a versao
quantizada da transformacao do padeiro [7]. A transformacao do padeiro é um modelo de
sucesso como protétipo para maior parte das propriedades de sistemas cadticos classicos.
Em vista do grande sucesso desse modelo, a construcao de uma versao quantica fora alta-
mente desejada. A versao original foi construida em 1986 por Balazs e Voros [60]. Posteri-
ormente, Saraceno fez uma pequena mas essencial modificagao restaurando a simetria de
reflexdo do mapa classico [6]. Julgamos desnecessario aos nossos interesses descrevermos a
versao classica e a sua quantizacao. Depois de apresentarmos o mapa do padeiro quantico
e suas propriedades, descreveremos o mapa D, o qual resulta da remocao da simetria de re-

flexao do mapa do padeiro. Daremos certa énfase as propriedades de simetria preparando



o cenario para os resultados e discussoes do capitulo 3.

2.1.1 Mapa do Padeiro

Antes de descrevermos o mapa do padeiro quantico, convém definirmos o mapa do
padeiro cldssico. O mapa do padeiro cléssico é definido no quadrado unitario (0 < p,q < 1)

por

qi+1 = 2%—[2%] (2~1)

pe1 = (pe+[2¢1))/2, (2.2)

onde [ ] denota a parte inteira, e ¢ é o tempo discreto. Esse mapa preserva a area do
espaco de fase em que atua. Na figura 2.1 estd ilustrada a atuacao do mapa do padeiro.
Numa primeira passagem, ele estica o quadrado por um fator 2 na direcao ¢ de modo que
o contrai por um fator 1/2 na diregdo p. Depois o mapa empilha a metade direita sobre

a esquerda.

P 3 p

1 1 1

12

Figura 2.1: Imagem geométrica da transformagao do padeiro cldssica. Primeiro o quadrado é
esticado por um fator 2 na diregao ¢ e contraido por um fator 1/2 na diregao p. Depois a metade

direita é empilhada sobre a esquerda.

Quanto a versao quantica, o mapa do padeiro de Balazs-Voros e Saraceno atua num
espago de Hilbert d-dimensional H, (d par), expandido pelos autoestados do operador
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posigao |g;), com autovalores ¢; = (j + 1/2)/d, ou pelos autoestados de momento |py),
com autovalores py, = (k + 1/2)/d, onde 5,k = 0,...,d — 1. Os vetores de cada base sdo
ortonormais, (g;|qx) = (pj|pk) = djk, € as duas bases sao relacionadas via a transformada

de Fourier antiperiddica finita,

1 227
(Ga)wj = (prlgy) = ﬁeﬂﬂﬁm)(k“m , (2.3)

onde ¥¥ = k+1e j = j+ 1. Na expressao acima foi imposta a condi¢ao de espaco de
fase quantizavel, dada por 2mhAd = 1. A matriz que descreve o mapa do padeiro By na

representagao posicao [6, 60] é dada por

G2 0
By, = Gy : (2.4)
0 Gaso

A operacao efetuada pelo mapa do padeiro é descrita pela aplicacao de duas matrizes.

A primeira matriz aplicada estd dividida em quatro blocos de mesmo tamanho, sendo

que os blocos diagonais tém elementos associados a matriz de Fourier G472, enquanto os

blocos fora da diagonal tem elementos nulos. Em seguida a matriz de fourier inversa G,;l

¢ aplicada. Conforme frisaram Balazs e Voros [60], a estrutura do operador By (Eq.2.4)

sugere uma vasta variedade de generalizagoes. Por exemplo, fatores de fase arbitrarios

podem ser multiplicados aos dois blocos G4/2. A estrutura de blocos pode ser alterada:

os blocos podem ser mais numerosos, de tamanhos diferentes e deslocados para fora da
diagonal.

O estudo do mapa do padeiro no cenario da informacao quantica comeca pela identi-

ficagao dos autoestados “posigao” |g;) com estados da base computacional |j). Usaremos

o ordenamento padrao para base computacional. Se |j) é um produto tensorial de estados



da base de um qubit individual |¢;), com ¢; = 0,1, i.e,

17) = ler) @ |e2) @ -+ len) (2.5)

onde d = 2V, entao j é dado pela expansao binéria

N
J= Z 2N, (2.6)
i=1

onde 0 < j < d — 1. Seguindo Schack e Caves [11], escrevemos o operador unitario para

o mapa do padeiro quantico sobre N qubits como
Ba=Ga (Lo Gyl) . (2.7)

assim o operador unitario I & aplicado ao primeiro qubit e a matriz do operador de
Fourier G;/lz ¢ aplicada aos N — 1 qubits restantes!. Em relacdo ao espaco de fase, o
estado do primeiro qubit determina se o autoestado posicao fica na metade esquerda ou
direita do quadrado unitério e, conforme vimos (figura 2.1), as operagoes do mapa do
padeiro classico sobre as metades direita e esquerda sao distintas. Dessa forma, esse
aspecto da estrutura do operador do mapa do padeiro quantico reflete diretamente uma
caracteristica do mapa do padeiro classico.

No caso especial d = 2V, uma classe inteira de mapas do padeiro quanticos sobre N
qubits foi proposta por Schack e Caves [11]. Esses autores conectaram a representagao
binaria do mapa do padeiro cldssico a estrutura de qubits usando a transformada de

Fourier parcial, definida no caso geral como

H,=1In®Gwn, n=1,....N, (2.8)

!Provavelmente por razoes histéricas a matriz do operador de Fourier G, na base computacional, ndo

coincide com G mas sim com sua inversa G 1.



onde Iy» opera sobre os primeiros n qubits e Gon-» Opera sobre os N —n qubits restantes.

Um mapa do padeiro quantico com N qubits é definido para cada valor den =1,..., N
por
BNJL = ﬁn—l o S’n o ﬁ;l s (29)

~

onde o operador de deslocamento .S, atua ciclicamente sobre os n primeiros qubits, i.e;

Splz)|za) -z [Tngd) - |zn) = |22) -z @) | Tea) - |z (2.10)

No caso n = 1, como S; é o operador unidade, By, = By ¢ o mapa de Balazs-Voros e

Saraceno. Também podemos escrever By, de outra forma, pois como .S,, comuta com

G1, entdo é facil mostrar que
By = (—anfl ® BN—n+1,1> 0 S, . (2.11)

Agora nos voltaremos para as propriedades de simetria do mapa de Balazs-Voros e
Saraceno (Eq. 2.7), o qual serd analisado no capitulo 3. Discutiremos a simetria de reversao
temporal, denominada Simetria-T, e a simetria de reflexao, denominada Simetria-R.

Consideremos a dinamica do padeiro classico associada a sucessivas aplicagoes da trans-
formagao definida pelas equagoes (2.1). A transformacao do padeiro classico é inversivel.
Entretanto, a inversdo dos momentos, p — —p, somente (sem mudanga nas posigdes) nao
corresponde a transformacao inversa, como sucederia num sistema hamiltoniano conven-
cional. Em outros termos, a transformagao do padeiro classica nao possui simetria de
reversao temporal convencional. Por outro lado, o mapa classico exibe outra simetria que
equivale a uma simetria de reversao temporal. Trata-se da transformagao definida por

p — qeq— p,aqual —¢€ facil de verificar— corresponde a transformagao inversa.

10



Consideremos agora a versao quantica, onde um sistema tem uma evolucao descrita pela
aplicagao sucessiva de um mapa quantico. Em geral um operador de reversao temporal
¢ dado por T' = UK, onde U é um operador unitario adequado e K ¢é o operador de

conjugacao complexa com respeito a uma representacao dada [34]. E facil mostrar que

A

(G7'B.Ga)* = B, (2.12)

de modo que o mapa do padeiro quantico tem uma simetria de reversao temporal, cor-
respondendo ao operador Gy seguido por conjugagao complexa na base computacional.
Adicionalmente, devemos comentar que a simetria de reversao temporal significa que na
representacao mista p — ¢ a matriz de By é simétrica [23], isto 6, (p;|Balg;) = (p;|Bala:)-

A respeito da simetria-R, definimos o operador de reflexao por
Rlj) =1d—1—j), (2.13)

sendo que para um sistema de qubits o operador de reflexao pode ser fatorado num produto

tensorial de N reflexoes de 1 qubit, i.e,
Rd|j> :R2|€1>®PL2|62>®“'®RQ|€N> 5 (2.14)

onde R, é exatamente o operador de negagao (porta X de Pauli [27]). Usando a simetria
de reflexao de Gd, fid@d = Gd-ﬁ% e a propriedade de fatorizacao ]:Zd = Ry ® R4/ podemos
provar que

ByRy = RyB, , (2.15)

de modo que o mapa do padeiro quantico é simétrico por reflexao, concordando com seu

equivalente cldssico [6].

11



Devido & simetria Ry, com d/2 autovalores +1 e d/2 autovalores —1, o mapa do padeiro

quantico pode ser levado a forma diagonal por blocos quando o representamos numa base

de Rdi
BE = ATBsA = [0)(0 ® BY,) + [1)(1] ® BY, | (2.16)
onde [0)(0] e [1)(1| sdo projetores nos estados do primeiro qubit, 3&72) sdo mapas do

padeiro quanticos reduzidos [23], e At ¢ um mapeamento da base computacional a base
Rd—simétrica:

A
A= —(L+iVeR), 217
\/§(d i d) (2.17)

sendo Y a segunda matriz de Pauli [27].

2.1.2 Mapa D

O procedimento de quantizacao “padrao” para o mapa do padeiro foi adaptado por
Saraceno e Vallejos [23] para o mapa D [24]. O mapa D atua no mesmo espaco de Hilbert
que o mapa do padeiro. Assim como no caso do mapa do padeiro, definiremos o mapa
classico antes de descrevermos a versao quantica. O mapa D cléssico é definido no espaco

de fase (¢,p € [0,1)) por

Qa1 = —1[2%]2(%—[2%]) (2.18)

Diy1 = —1Balg=lp, 4 2¢4] . (2.19)

Esse mapa também é conservativo. Na figura 2.2 esta ilustrada a atuacao do mapa D.
Primeiro, identicamente ao padeiro, o mapa estica o quadrado por um fator 2 na direcao ¢
de modo que o contrai por um fator 1/2 na diregao p. Depois, diferentemente do padeiro,
a metade direita é rotacionada de m e colocada sobre a esquerda.
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Figura 2.2: Imagem geométrica da transformagao D cldssica. Primeiro o quadrado é esticado
por um fator 2 na diregao ¢ e contraido por um fator 1/2 na diregdo p. Depois a metade direita

é rotacionada de m e colocada sobre a esquerda.

Quanto a versao quantica, a matriz que descreve o mapa D quantico na representagao

posicao [23] é dada por

. Gd/2 0
Dqyy = G , (2.20)

0 ei‘i’G;/g
onde podemos notar que a diferenga em relagao ao mapa do padeiro quantico (Eq. 2.4) é

a matriz de Fourier inversa no segundo bloco, além de uma fase.

Em relacao as simetrias, o mapa D satisfaz a simetria de reversao temporal
Gi'DagGa= (Dg})" . (2.21)
Contudo, ¢é facil provar que a inversao do segundo bloco de Fourier em (2.21) faz com que
ZADM, nao seja simétrico por reflexao,
DyyRg# RyDq . (2.22)

Essa diferenca sera decisiva para interpretacao dos experimentos numéricos do capitulo
3, onde compararemos as habilidades para gerar emaranhamento do mapa de Balazs-Voros
e Saraceno com o mapa Dg g—.
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2.2 Informacao Quantica

Nesta secao apresentaremos e fundamentaremos os recursos conceituais da teoria de
informacgao quantica considerados necessarios a abordagem dos problemas tratados nesta
tese. Com esse objetivo, inicialmente faremos uma breve introdugao a teoria de informacao
classica. Assim, ao apresentarmos os conceitos da teoria de informacao quantica dis-
cutindo diferencas e semelhancas entre as teorias, teremos uma melhor compreensao da
entropia de Von Neumann, a qual é o conceito central da teoria de informagao quéntica.
Apesar das demonstracoes dos teoremas serem muito 1teis por proporcionarem habili-
dade de manipulacao com as grandezas em questao, elas serao omitidas porque nao sao
essenciais para nossos propositos e, além disso, podem ser prontamente acompanhadas na
bibliografia [27]. Mencionaremos a relacao entre entropia de Von Neumann e emaranha-
mento entre estados puros bipartidos e depois justificaremos o uso da entropia linear, a
qual serd a medida de emaranhamento utilizada nas analises desta tese. Finalmente, des-
creveremos o emaranhamento de operadores, uma medida alternativa de emaranhamento

que nos sera util no capitulo 4.

2.2.1 Definicoes Basicas da Teoria de Informacao Classica

O conceito de informacgao é muito amplo para que possa ser completamente compreen-
dido por uma tunica definicao. Entretanto, temos uma nocao intuitiva do que deveriamos
esperar de uma medida de informacao. Definimos, para qualquer distribuicao de probabi-
lidade, uma quantidade chamada entropia, a qual tem muitas propriedades que concordam
com tal nocao intuitiva. A definicdo de entropia pode ser derivada axiomaticamente a
partir de propriedades intuitivas que a entropia de uma variavel aleatéria deve satisfazer
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[25]. Contudo, a razao mais profunda para essa definicdo de entropia é que ela pode
ser usada para quantificar os recursos necessarios para armazenar informagao, conforme
foi demonstrado no artigo cldssico de Shannon [26]. Essa motivagao para a defini¢ao de
entropia expressa um aspecto basico da abordagem da teoria de informagao, seja classica
ou quantica: medidas fundamentais de informacao surgem como as respostas a questoes
fundamentais a respeito da quantidade de recursos fisicos requeridos para resolver algum
problema de processamento de informagao [27].

Definicao: Consideremos uma variavel aleatéria discreta X que pode assumir valores
x de um espago amostral A de acordo com uma distribui¢do de probabilidade p(x) =

Pr{X =u}, x € A. A entropia ¢é definida por

HX)= — Zp(x) logp(z) , (2.23)

€A

onde usamos a convencao de que Olog0 = 0, o que pode ser justificado por continuidade
como lim, xlogx = 0. Esta convengao estd intuitivamente correta, pois um evento
que nunca pode ocorrer nao deveria contribuir a entropia. O log esta na base 2 e a
entropia entao serd medida em bits. A entropia é o nimero de bits na média requerido
para descrever a variavel aleatoria. A entropia é uma medida da incerteza média na
variavel aleatéria. Uma visao alternativa é que a entropia de X quantifica a informacao
que ganhamos, em média, quando descobrimos o valor de X. E imediato da definicao que

Lema 2.2.1: H(X) > 0.

Se a base do logaritmo é b, denotaremos a entropia como H,(X). Da defini¢ao de
entropia e propriedades elementares do logaritmo, temos a seguinte consequéncia imediata:

Lema 2.2.2: Hy(X) = (log, a)H,(X).

Portanto, podemos mudar a base do logaritmo na definicao e a entropia serd alterada
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de uma base para outra por multiplicacao pelo fator apropriado.

O valor esperado de uma varidvel aleatéria g(X) é escrito

E,g(X) =Y g(z)p(x) . (2.24)

€A

Definigao: A entropia conjunta H(X,Y') de uma par de variaveis aleatdrias discretas

(X,Y) com uma distribuigdo conjunta p(z,y) é definida como

HX,Y) ==Y plz,y)logp(x,y) . (2.25)

r€A yeB

a qual mede a incerteza total acerca do par (X,Y’) e também pode ser escrita como
H(X,)Y)=—-E,logp(X,Y). (2.26)

Definimos a entropia condicional de uma variavel aleatéria dada outra varidavel como
o valor esperado das entropias das distribuigoes condicionais, mediadas sobre a variavel
aleatdria condicionada.

Defini¢ao: A entropia condicional H(Y|X) é definida como

HY|X) = Y pl)HY|X =) (2.27)

€A

= = (@)D plyle)log plyle) (2.28)

€A yeB

= =) plx,y)logp(ylz) (2:29)
z€A yeB

= —Eyuylogp(Y|X) . (2.30)

A entropia de um par de variaveis aleatorias é a entropia de uma adicionada a entropia
condicional da outra conforme declara o teorema a seguir.

Teorema 2.2.1 (regra da cadeia):

H(X,Y)=H(X)+H(Y|X) . (2.31)
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Este teorema torna explicita a interpretacao da entropia condicional. Suponha que
sabemos o valor de Y, de modo que adquirimos H(Y") bits de informacao a respeito do par
(X,Y). A incerteza remanescente a respeito de (X,Y’) estd associada a nossa auséncia
remanescente de conhecimento acerca de X, mesmo dado que sabemos Y.

Devemos notar que H(Y|X) # H(X|Y), entretanto como H(X,Y) = H(Y, X) entao
H(X)-HX|Y)=H(Y)—- HY|X).

Uma medida de distancia entre duas distribui¢oes de probabilidade p(z) e ¢(z) é
a entropia relativa H(p(x)||q(z)). Apesar de nao se tratar de uma medida legitima de
distancia por nao ser simétrica, H(p(x)||q(x)) # H(q(x)||p(z)), e ndo satisfazer a desigual-
dade triangular, essa quantidade ¢ 1til porque outras quantidades entropicas podem ser
consideradas como casos especiais da entropia relativa conforme veremos.

Definigao: Uma possivel entropia relativa de p(x) a g(x) pode ser definida por

H(p(x)||q(z ;p log—g =— ;p ) log q(z (2.32)
onde usamos a convencao (baseada em argumentos de continuidade) de que —0log0 =0
e —p(z)log 0 = oo se p(x) > 0.

O teorema a seguir contribui para interpretagao da entropia relativa como uma espécie
de medida de distancia.

Teorema 2.2.2 A entropia relativa é nao negativa, H(p(x)||q(x)) > 0, com igualdade
se e somente se p(z) = q(z), Vz.

Utilizando a definicao de entropia relativa e o teorema 2.2.2, podemos provar que

Teorema 2.2.3 Seja p(z) uma distribuigdo de probabilidade para X, sobre d re-
sultados. Entao H(X) < logd, com igualdade se e somente se p(z) é uniformemente

distribuida.
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Usando a definicao de entropia relativa, introduziremos a informagao miutua, a qual é
uma medida da quantidade de informacao que uma variavel aleatoria contém a respeito
de outra variavel aleatoria. Dessa forma, a informacao mitua é a reducao na incerteza
de uma varidvel aleatéria devido ao conhecimento da outra.

Definigcao: Consideremos duas variaveis aleatérias X e Y com uma distribuicao de
probabilidade conjunta p(z,y) e distribui¢oes de probabilidade marginais p(x) e p(y).
A informagao mitua H(X :Y) é a entropia relativa entre a distribuigdo conjunta e a

distribuigao produto p(z)p(y), ou seja,

HX:Y) = ZZp(x,y) 1ogM (2.33)

oyt p(2)p(y)
= H(p(z,y)|lp(z)p(y)) (2.34)
= By 1ogp](9§?§;(2> (2.35)

Podemos reescrever a defini¢ao de informagao mitua H(X :Y') como

HX:Y) = ZZp(x,y) log p]gx|y) (2.36)

r€A yeB (1’)

= H(X)- H(X|Y) (2.37)

Assim a informacao mutua H(X : Y) é a redugdo na incerteza de X devido ao conhe-
cimento de Y. Por simetria, segue também que H(X : Y) = H(Y) — H(Y|X). Como

H(X,)Y)=H(X)+ H(Y|X), temos
HX:Y)=HX)+HY)-HX,)Y). (2.38)

Listamos um conjunto de propriedas bésicas da entropia de Shannon afim de caracte-
rizar seu comportamento no teorema abaixo.
Teorema 2.2.4 (Propriedades Bésicas de Entropia)
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1. HX,Y)=H(Y,X), HX :Y)=H(Y : X)

2. HY|X) >0 eassim HX :Y) < H(Y), com igualdade se e somente se Y é uma

fungao de X, ie., Y = f(X).

3. H(X) < H(X,Y), com igualdade se e somente se Y é uma fungao de X.

4. Subaditividade: H(X,Y) < H(X)+ H(Y) com igualdade se e somente se X e Y

sao varidveis aleatorias independentes.

5. HY|X) < H(Y) eassim H(X :Y) >0, com igualdade se e somente se X eY sao

varidaveis aleatorias independentes.

6. Subaditividade forte: H(X,Y,Z)+ H(Y) < HX,Y)+ H(Y, Z).

As vérias relagbes entre entropias sao expressas num diagrama de Venn (Figura 2.1).

H(X) H(Y)

Figura 2.3: Relagoes entre diferentes entropias.

O proéximo resultado fornece uma férmula 1til e simples para a entropia condicional.

Teorema 2.2.5 (Encadeamento para entropias condicionais.)

Sejam X1,..., X, e Y quaisquer conjunto de variaveis aleatorias. Entao
H(Xy, ..., X,|Y) =Y H(X,Y,X1,...,Xi1) . (2.39)
i=1
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Uma desigualdade bésica de teoria de informacao, a desigualdade de processamento de
dados, declara que a informacao disponivel a respeito de uma fonte de informacao pode
somente diminuir com o tempo. Os teoremas a seguir visam tornar essa declaracao mais
precisa e formal. Antes disso, devemos introduzir o conceito de cadeia de Markov.

Definicao: Variaveis aleatorias X, Y, Z formam uma cadeia de Markov nesta ordem
(denotada X — Y — Z) se a distribui¢do condicional de Z depende somente de Y e é
condicionalmente independente de X. Especificamente, X,Y e Z formam uma cadeia de

Markov X — Y — Z se a distribuicao de probabilidade conjunta pode ser escrita como

p(x,y,2) = p(x)p(y|r)p(2ly) . (2.40)

Podemos agora apresentar um teorema importante e util declarando que nenhum pro-
cessamento de Y, determinista ou aleatério, pode aumentar a informacao que Y contém
acerca de X.

Teorema 2.2.6 (Desigualdade de processamento de dados)

Suponha X — Y — Z ser uma cadeia de Markov. Entao

HX)>HX:Y)>H(X:2). (2.41)

Além disso, a primeira igualdade € saturada se e somente se, dado 'Y, € possivel reconstruir
X.
De fato, é intuitivo que se uma variavel aleatéria X esta sujeita a ruido, produzindo
Y, entao futuras agoes (“processamento de dados”) nao podem ser usadas para aumentar
a quantidade de informagao mutua entre a saida do processo e a informagcao original X.
Da definicao de cadeias de Markov, é facil verificar que se X — Y — Z é uma cadeia de
Markov, entao Z — Y — X também é uma cadeia de Markov. Assim, como um simples
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corolario para a desigualdade de processamento de dados, vemos que se X — Y — Z é

uma cadeia de Markov, entao

H(Z:Y)>H(Z: X). (2.42)

2.2.2 Entropia de Von Neumann

Na secao anterior, apresentamos a entropia de Shannon, a qual mede a incerteza as-
sociada a uma distribuicao de probabilidade classica. Analoga a entropia de Shannon

para estados cléssicos, a entropia de Von Neumann de um estado quantico é definida por

S(p) = —Tr(plogp) , (2.43)

onde p é o operador densidade associado ao estado quantico. Assim, o papel desempenha-
do por distribuicoes de probabilidade no cenario classico passa a ser desempenhado por
operadores densidade ao generalizarmos a entropia de Shannon para o cendrio quantico.

A anélise da entropia de Von Neumann e suas propriedades tendo em vista a entropia
de Shannon visa dois objetivos basicamente. Em primeiro lugar, a analogia com a en-
tropia de Shannon constitui uma guia para derivagao das propriedades da entropia de
Von Neumann. Por outro lado, a confrontacao das diferencas conceituais revelam aspe-
ctos importantes da teoria de informacao quantica em relacao a classica.

Novamente os logaritmos sao tomados na base 2 e definimos Olog0 = 0. Podemos

reescrever a definicao da entropia de Von Neumann em termos dos autovalores de p

S(p) ==Y Ailog; . (2.44)

Assim como no caso da entropia de Shannon, é util definir uma entropia relativa. Sejam
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os operadores densidade p e o, a entropia relativa de p a o é definida por
S(p|lo) = Tr(plogp) — Tr(plogo) . (2.45)
Similarmente ao caso cléssico, a entropia relativa quantica é nao negativa, um resultado

as vezes conhecido como desigualdade de Klein [27].

Teorema 2.2.7 (Desigualdade de Klein) A entropia relativa € nao negativa,
S(plle) = 0. (2.46)

com igualdade se e somente se p = 0.
Listamos um conjunto de propriedades basicas interessantes e titeis da entropia de Von
Neumann no teorema a seguir [27].

Teorema 2.2.8
1. A entropia € nao negativa. A entropia € zero se e somente se o estado € puro.

2. Num espacgo de Hilbert d dimensional a entropia € mo mdximo logd. A entropia

¢ tgual a logd se e somente se o sistema estd no estado completamente misturado

1/d.

3. Suponha que um sistema composto AB esteja num estado puro. Entdio S(A) =

S(B), onde S(A) e S(B) sdo as entropias das matrizes densidade reduzidas.

4. Suponha que p; sao probabilidades, e p; sao estados com suportes mutuamente dis-

juntos®. Entdo

ﬂ}:mm%=H@0+§:mS@0- (2.47)

20 espaco de estados é gerado por uma base de operadores. O conjunto de operadores para os quais
a projecao de um estado é nao nula nao tem operador em comum com o conjunto associado a qualquer

outro estado.
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5. Teorema da entropia conjunta: Suponha que p; sio probabilidades, |i) sdo esta-
dos ortogonais para um sistema A, e p; € qualquer conjunto de operadores densidade

para outro sistema, B. Entdo
S(ZPZMM ® pi) = H(pi) + Zpis(pi) ; (2.48)
onde H(p;) € a entropia de Shannon da distribuicdo p;.

Por analogia com a entropia de Shannon, as entropias de Von Neumann mitua e condi-

cional sao definidas por

S(A|B) = S(A,B)— S(B) (2.49)
S(A:B) = S(A)+S(B) - S(A,B) (2.50)
= S(A) — S(A|B) = S(B) — S(B|A) (2.51)

Neste momento é oportuno focarmos numa distin¢gao conceitual fundamental entre in-
formacao quantica e classica. Consideremos variaveis aleatorias X e Y; encontramos
no teorema 2.2.4 o resultado intuitivo H(X) < H(X,Y). Em contrapartida, no cenario
quantico, consideremos um sistema composto AB de dois qubits num estado nao separavel?.
Podemos provar que, para certos estados nao separaveis, a entropia condicional sera ne-
gativa, o que significa que S(A) > S(A, B). De fato, varidveis aleatérias cldssicas sao
sempre separaveis no sentido de que nao podemos ter mais incerteza a respeito do es-
tado de X do que acerca do estado conjunto de X e Y. Em outros termos, existe uma
incerteza associada a variavel Y por si s6 que estd separada da incerteza associada a

variavel X. Por outro lado, no cenario quantico a existéncia de estados nao separaveis

3Um estado ndo separavel é um estado que nio pode ser escrito como produto tensorial de um estado

do subsistema A por um estado do subsistema B, veja secao 2.2.3
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constitui uma diferenca fundamental. Dessa forma, apontamos o papel desempenhado
por um dos conceitos centrais deste trabalho, o emaranhamento, ou nao separabilidade,
na teoria de informacao.

Prosseguindo com o objetivo de apontarmos certas similaridades e diferencas entre as
entropias de Shannon e Von Neumann, nos voltamos para a propriedade de subaditividade
apresentada no teorema 2.2.4. Assim como H(X,Y) < H(X) + H(Y) com igualdade
se e somente se X e Y sao varidveis aleatorias independentes, é possivel mostrar [27]
que S(A,B) < S(A) + S(B) com igualdade se e somente se os sistemas A e B sdo
descorrelacionados, isto é, pap = pa @ pg. Da mesma forma devemos mencionar os
resultados relacionados a subaditividade forte também apresentada no teorema 2.2.4.
Assim como H(X,Y,Z)+ H(Y) < H(X,Y) + H(Y, Z) para varidveis aleatérias X,Y e
Z, foi provado [27] através de extensa manipulacao algébrica que S(A, B,C) + S(B) <
S(A, B) + S(B,C) para sistemas quanticos A, B e C'

Complementarmente, outras propriedades poderiam ser avaliadas com o intuito de com-
pararmos as entropias de Shannon e Von Neumann e, consequentemente, as teorias de
informagao cléssica e quantica. Isso proveria uma visao mais ampla e completa. Contudo,

julgamos o conteuido basico até entao discutido suficiente para os nossos propésitos.

2.2.3 Medida de Emaranhamento e Entropia Linear

Em geral podemos escrever os estados puros de um sistema quantico bipartido como

uma combinacao linear da forma
da dp

) =D D el ®1s) (2.52)

r=1 s=1
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. . . N . x da dp 2 _
onde o conjunto de coeficientes ¢, ¢ satisfaz a normalizacao > 72, > F |e.s]° = 1 e os
estados |r) formam uma base para o espago de Hilbert de dimensao d4 associado ao
subsistema A, assim como os estados |s) o fazem para o subsistema B resultando numa

base de estados produto |r) ®|s). Para certos estados a expressao (2.52) pode ser reduzida

a forma
V) = [¢a) ® [¥B) - (2.53)

Neste caso estamos lidando com estados produto de estados dos subsistemas A e B,
também denominados estados separaveis. O fenomeno de emaranhamento esta presente
em estados que nao podem ser escritos na forma da Eq. (2.53), ou seja, ndo separaveis.

Por outro lado, a definicao acima nao se aplica quando estamos lidando com estados
misturados. Neste trabalho estaremos sempre considerando estados puros de sistemas
compostos bipartidos.

Seja a matriz densidade associada a um estado [¢): p = [¢)(¥)|. Observemos que se o
estado é um estado produto, efetuar o trago parcial sobre um dos subsistemas fornece um

estado puro do outro subsistema:

pa = Trg(p) = [a)(Yal , (2.54)

ao passo que se consideramos um estado emaranhado, a matriz densidade reduzida (MDR)
estara associada a um estado misturado.

A quantificacdo do emaranhamento entre dois subsistemas foi discutida por Popescu
e Rohrlich [28], explorando uma correspondéncia formal entre emaranhamento e ter-
modinamica: as leis da natureza sao tais que € impossivel criar(ou aumentar) emaran-

hamento entre sistemas quanticos remotos por operacoes locais*. Esses autores concluem

4operacoes atuando separadamente em cada subsistema
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que A entropia de emaranhamento é a entropia de Von Neumann (2.44) das matrizes
densidade parciais, e igual a entropia de Shannon (2.23) dos quadrados dos coeficientes
do estado emaranhado na decomposicao de Schmidt [27].

A decomposigao de Schmidt de [¢) é a representagao otimizada em termos de uma base

produto e é dada por (assumindo que d4 < dp)

) =3 Vpilialis) . (2.55)

onde 0 < p; < 1 sao os autovalores (nao nulos) de cada matriz densidade reduzida (MDR)
e |ia) e |ip) sdo os autovetores correspondentes. Assim, o emaranhamento FE(|i))) é

medido por

da
E([¢)) = Sy = —Trp(pxInpp) = Y _piln(p;) 1k =A,B.. (2.56)

i=1

A entropia de Von Neumann pode somente ser calculada nas autobases das MDRs.
Consequentemente nao é facil efetuar calculos analiticos porque tais calculos requerem
informacao a respeito dos autovalores das MDRs. Por isso, uma versao linearizada da en-
tropia de Von Neumann, denominada entropia linear, se tornou frequentemente utilizada.

O emaranhamento F(|1)) medido pela entropia linear Sy, é dada por
da
SLzl—Trkpizl—Zp?;k:A,B. (2.57)
i=1
E fécil mostrar que Trpp2 = S°% (o) |?, de modo que a entropia linear depende
exclusivamente dos valores de todos elementos da MDR. Assim, cédlculos analiticos da
entropia linear nao necessitam de informagcao a respeito dos autovalores das MDRs.
De fato todas quantidades que nao aumentam sob operacoes locais e comunicagao
classica quantificam de alguma maneira a quantidade de emaranhamento entre os subsis-

temas. Essas quantidades sao denominadas mondtonas de emaranhamento (entanglement
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monotones [29]). Devido a maior facilidade em efetuar célculos analiticos com a entropia
linear em relagao a entropia de Von Neumann, usaremos a entropia linear como medida
de emaranhamento. Além disso, em varios trabalhos onde ambas entropias foram cal-
culadas [30, 43, 47, 52] nenhuma diferenca qualitativa no comportamento das duas foi
encontrada. Um fato relacionado ao vinculo entre tais medidas de emaranhamento ¢é a

existéncia de cotas que uma impde sobre a outra [73, 74].

2.2.4 Emaranhamento de Operadores

A dualidade entre mapas quanticos e estados quanticos foi discutida por Zyczkowski e
Bengtsson [31]. Devido a essa dualidade, um operador pode ser representado como um
vetor no espaco de Hilbert de operadores e podemos calcular o emaranhamento associado.
O emaranhamento do operador é uma medida intrinseca da habilidade de um operador
em gerar emaranhamento. O carater intrinseco se deve ao fato de que esta medida é
independente de qualquer escolha especifica de algum ensemble de estados iniciais sobre
o qual o operador atue. No capitulo 4 utilizaremos essa medida em nossas analises.

Para uma defini¢cao formal dessa medida [64], comegaremos definindo o conceito de
reformatacao de matriz (matriz reshaping [31]), que consiste na transformagao de uma
matriz num vetor. Uma matriz de K linhas e L colunas é transformada num vetor por
alocar seus elementos colocando linha apds linha num vetor de comprimento K L. A

transformacao de uma matriz A é definida por
am = (ml|A) =A;; m=0G—-1)L+j,i=1,...,K;j=1,...,L. (2.58)
O vetor |A) pertence ao espaco de Hilbert-Schmidt (HS). A defini¢do para o pro-

duto escalar em HS é (A|B) = TrA'B. Entdo, a norma HS da matriz A ¢ dada
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por ||Al|3s = (AJA) = > |am|*>. Uma base ortonormal de operadores A, satisfaz
(Al Av) = Tr Al Ay = S

Consideremos um operador unitario U atuando num espaco de Hilbert bipartido H4 ®
Hpg, sendo dy < dp. Esse operador unitario pode ser expandido em termos de uma base

completa de operadores ortonormais A,, ® B, como
& dj

0) =3 XpnulAw) ® |By) | (2.59)

m=1n=1

onde |U), |Ay,) e |By) s@o os vetores que resultam do reshaping das matrizes U, A,, e B,,.
Agora |U) pode ser considerado como um vetor no espago de HS composto, Hys ® Hys.

Aplicando a decomposicao de Schmidt a |U), obtemos

2
U) = /bl An) @ [By) , (2.60)

m=1
onde {/pm} s@o os valores singulares de X, ou seja, as raizes quadradas dos autovalores
nao nulos de XXt e {|A,,)} e {|B,)} sdo os novos estados da base ortonormal. Também
identificamos os {p,,} como os autovalores nao nulos das matrizes densidade reduzidas
do operador. Como o vetor |U) nio estd normalizado, (U|U) = Tr(UTU) = Zi%:l DPm =

dadp, definimos p,, = p,,/dadp e escrevemos finalmente a expressao para entropia linear

do operador U

2 2 2
SLU)=1=> pr=1->Y_ dﬁ% . (2.61)
m=1 m=1

E til expressarmos a entropia linear em termos dos elementos de U. Para isso, escrevemos

primeiramente a entropia linear em termos dos elementos da matriz X:

1

Sp=1-——
ddj

Ko Xt o Xt i X2 (2.62)

m,m’ n,n’

Devido ao processo de reshaping os elementos de X correspondem a elementos de U de
acordo com Xy k,iris = Ukyiy keis, O1lde 0s indices &y e kg estao associados ao subsistema
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A, assim como iy e i a B. Assim, a entropia linear fica:

da

dp
1 * *
SL(U) = 1 - d2 d2 Z Z Uk1i17k2i2Ull.jllej?Ullil,lQiQUk1j17k2j2 : (263)

AYB ) ki ylo=1 i1,i2,51,j2=1

2.3 Teoria de Matrizes Aleatorias

Nesta se¢ao apresentaremos os ensembles de matrizes aleatérias usados neste trabalho:
o ensemble circular unitario (CUE) e o ensemble circular ortogonal (COE). Conforme
veremos nos capitulos 3 e 4 estamos interessados na aplicacao iterativa de uma operacao
unitaria a um estado inicial nao emaranhado. Neste caso, a modelagem apropriada da
operacao unitaria em discussao, mapeando o estado inicial ao novo estado do sistema,
é feita por um dos ensembles unitarios utilizados. Estes ensembles foram introduzidos
por Dyson [32] e estdo associados a sistemas com simetria de reversao temporal (COE)
ou nao (CUE). Omitiremos as propriedades comumente discutidas para ensembles de
matrizes aleatérias na bibliografia padrao [34, 35, 53] como densidade de probabilidade
de autovalores e espacamento de niveis, as quais sao bem conhecidas. Nosso objetivo
nesta secao é nos limitarmos ao conjunto de conceitos, propriedades e ferramentas indis-
pensaveis as discussoes dos capitulos subsequentes. De fato, apenas algumas propriedades
adicionais foram utilizadas nos cédlculos do Apéndice D. Apds apresentacao dos ensembles,
mostraremos o método para geragao de matrizes CUE e COE. Finalmente mostraremos
os resultados referentes a dois testes numéricos aos quais submetemos o gerador numérico

de matrizes CUE que construimos.
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2.3.1 Ensemble COE

Consideremos um sistema bipartido descrito por um vetor estado inicial; apds aplicagao
de uma operacao unitaria o sistema se encontrara em novo estado. Portanto, essa matriz
unitaria descreve a transformacao sofrida pelo sistema apds um intervalo de tempo finito
e seus elementos fornecem as probablidades de transicao entre os varios estados. Seus
autovalores sdo da forma circular: ¢, com 6; € [0, 27].

Uma operacao unitaria com simetria de reversao temporal é associada a uma matriz
unitdria simétrica S [32]. Seguindo Dyson [32], é facil mostrar que toda matriz unitaria

simétrica S pode ser escrita como

S=U"U, (2.64)
onde U é unitaria. Definimos uma pequena vizinhanca de S [33] por
S+dS=U"(1+idM)U , (2.65)

onde dM ¢é uma matriz simétrica real com elementos dM;;, de modo que o volume dessa

vizinhanga ¢ definido por

peoe(dS) = T ] dpsss - (2.66)

1<j

sendo que os dpu;; sao os comprimentos dos pequenos intervalos em que os elementos dM;;
com ¢ < j podem variar independentemente. A probabilidade de que uma matriz do

ensemble COE fique entre S e S 4 dS é proporcional a

P(5)d(S) = éucoe(dS) : (2.67)

onde V.. é o volume total do espaco T,,. de matrizes unitarias simétricas de ordem d x d.
Evidentemente, pode ser provado [53] que fico(dS) independe da escolha de U em (2.64).
O teorema a seguir se refere a uma propriedade fundamental do ensemble COFE.
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Teorema 2.3.1. O ensemble ortogonal E..,. é unicamente definido no espaco de ma-
trizes unitarias simétricas de ordem d X d pela propriedade de ser invariante sob toda
operacao

S =whsw, (2.68)

onde W € qualquer matriz unitdria d X d.

2.3.2 Ensemble CUE

Um operacao unitaria sem simetria de reversao temporal é associada simplesmente a
uma matriz unitaria S [32] sem restri¢oes adicionais. E facil mostrar que toda matriz

unitaria S pode ser escrita como

S=UV, (2.69)

onde U e V sao matrizes unitarias. Definimos uma vizinhanga de S por

S+dS=U"(1+idM)U , (2.70)

onde dM é uma matriz hermitiana infinitesimal com elementos dM;; = dMi(jO) + z'dMi(jl),

de modo que o volume dessa vizinhanca é definido por
peae(dS) = [T duy) T] dnly (2.71)
1<j 1<j
sendo que 08 du%)) e d,ug;) sao os comprimentos dos pequenos intervalos em que os ele-
mentos dMi(jO) (com i < j)e dMZ-(jl) (com i < j) podem variar independentemente, respe-
ctivamente. A probabilidade de que uma matriz do ensemble CUE fique entre S e S +dS
¢ proporcional a

P(S)d(S) = ium(dS) , (2.72)
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onde V,.,. é o volume total do espaco T,.,. de matrizes unitarias de ordem d x d. O
teorema a seguir estabelece a propriedade de invariancia do ensemble CUE, andloga ao
teorema (2.3.1), e expressa o fato de que fiqe(dS) é a medida invariante do grupo unitario
d-dimensional, também conhecida como medida de Haar [32].

Teorema 2.3.2. O ensemble unitdrio E.,. € unicamente definido no espaco T, de to-

das matrizes unitdrias de ordem d X d pela propriedade de ser invariante sob toda operacao

S =USV , (2.73)

onde U eV sao quaisquer duas matrizes unitarias d x d.

2.3.3 Geracao Numérica de Estados Aleatérios e de Matrizes

CUE e COE.

Um método muito usado para construir matrizes CUE é baseado na parametrizacao de
Hurwitz[50]. Comecamos com transformacdes unitérias elementares, £ (¢, ), y), com

elementos de matriz nao-nulos:

Elglkzj) = 17 k:L"'aN7 ]i‘#’&,j
EZ(Z D= ™ cos g, El(;] ) = ¢Xsin ¢
V) —ix (4.9) _ —in
By = —esing, Ej7 =e "cosg (2.74)

Essa transformagao, aplicada a uma matriz N x N, altera apenas os elementos das linhas

i e j, permanecendo os elementos das demais linhas inalteradas. As transformagoes (2.74)
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sao usadas para formar N — 1 rotagoes compostas

By = EWN (01,901, x1)

Ey, = EW=2N"D(g15 415, 0)EN 1M (609,902, X2)

(2.75)
En_1 = E(1’2)(¢N—2,N—1, YN_2.n-1,0)

x E®3 (dN—3N-1,¥YN_3N-1,0)

x  EWNIN (60 vy o N1, Xv1) (2.76)

Uma matriz CUE é finalmente construida por Ucyp = €' “E1Ey - -+ Ex_1. Os angulos de
Euler ¥y, e a sao tomados aleatoriamente de acordo com uma distribuicao de probabi-

lidade uniforme nos intervalos

OSwTSSQﬂ-J O§X5§27T, OSOZSQ’YT, (277)

1/(2r+2 : e
A )), com &,, tomado aleatoriamente de acordo com uma distribuicao

e ¢ps = sin”(
de probabilidade uniforme no intervalo [0,1]. Para obtermos uma matriz COE basta
formarmos o produto Uly xUcus.

Nas investigacoes do capitulo 4 lidaremos com estados aleatérios complexos e reais.
Portanto, como a geragao de vetores estado estd intimamente relacionada a geracao de
matrizes é conveniente descrevermos a geracao de estados aleatorios nesta subsecao.

Um estado de componentes complexas normalizado pertencente a um espago de Hilbert
de dimensao d pode ser representado por um ponto numa superficie esférica de raio

unitario pertencente a um espaco vetorial de dimensao 2d. Se desejamos gerar um ensem-

ble de estados aleatérios complexos igualmente provaveis devemos escolhé-los de acordo
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com uma distribui¢ao de probabilidade uniforme na esfera 2d-dimensional. Para sortear
um estado deste ensemble [37, 38], escolhemos um conjunto de d nimeros aleatérios com-
plexos independentes Z;, obtidos de acordo com uma distribuicao normal, e fazemos a
reescala Z; — Z;/(30, |Z:]*)"/? de modo a normalizar o estado. Alternativamente, exis-
tem outras maneiras de gerar um estado deste ensemble [39], dentre elas podemos usar
uma matriz CUE. Devemos lembrar que as matrizes unitarias aleatérias do ensemble CUE;,
distribuidas de acordo com a medida invariante de Haar sobre o grupo U(N), sdo geradas
com equiprobabilidade e portanto os vetores-coluna (ou -linha) dessas matrizes também
sao equiprovavéis. Assim, um estado aleatorio complexo pode ser gerado por tomar uma
coluna (ou linha) de uma matriz CUE.

Analogamente, para sortearmos um estado aleatério real basta escolhermos um conjunto
de d nimeros aleatorios reais independentes a;, obtidos de acordo com uma distribuicao
normal, e fazermos a reescala das componentes reais: a; — a;/(30_(a;)%)"/? de modo a
normalizar o estado. Alternativamente, poderiamos tomar colunas (ou linhas) de matrizes
do ensemble HOE (ensemble de Haar ortogonal) [41], o qual é o equivalente de CUE com

elementos reais.

2.3.4 Propriedades Estatisticas de Matrizes CUE.

Construimos um gerador de matrizes CUE e o submetemos a dois testes estatisticos.
O propésito desses testes é confirmar que o conjunto de matrizes geradas satisfazem as
propriedades esperadas para um conjunto de matrizes distribuidas de acordo com a medida

invariante de Haar. O primeiro teste diz respeito ao fator de forma para matrizes CUE,
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amplamente conhecido [34, 35]:

n paral<n<N
(ITr(U™P) = (2.78)
N paran > N,

onde N é o numero de linhas (ou colunas) da matriz. Verificamos o comportamento

previsto teoricamente para o fator de forma conforme podemos ver na figura (2.4). O

20 - g

15 - -

fator de forma

Figura 2.4: Teste de fator de forma para um conjunto de matrizes CUE geradas usando a
parametrizacao de Hurwitz (N = 20). A linha continua corresponde & previsao teérica dada
pela Eq. (2.78) e os circulos cheios sao resultado de uma simulagao numérica de 10000 matrizes

com o gerador CUE descrito no texto.

segundo teste se refere a probalidade de encontrarmos um determinado valor para um

elemento de matriz CUE. Sabemos que essa probabilidade é dada por [40]:

p(U) o (1— [UP)N2. (2.79)
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E conveniente, por simplicidade, ao invés de considerarmos a variavel complexa U, usar-
mos a varidvel real x = log;,|U|?>. Essa escolha se deve a dois motivos; em primeiro
lugar, consideramos uma distribuicao de probabilidade em termos do médulo da variavel
complexa U suficiente para nossos propésitos e, além disso, a escala logaritmica para U
é mais apropriada para comparacao com testes numéricos. Desta forma, utilizando a lei
de transformagao fundamental de probabilidades e manipulagoes analiticas elementares é
facil mostrar que

p(x) oc (1 — 107N 72107, (2.80)

onde = = log,, |U|?>. Na figura (2.5) podemos constatar que o histograma associado as
matrizes geradas numericamente concorda satisfatoriamente com a previsao tedrica da

expressao (2.80).
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Figura 2.5: Teste de distribuicao de probabilidade para o valor de um elemento de matriz CUE,
N = 16. A linha continua corresponde a previsao teérica dada pela Eq. (2.80) e o histograma
estd associado a simulagdo numérica de 200 matrizes com o gerador de CUE. Todos os N x N

elementos de matriz foram utilizados.
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Capitulo 3

Emaranhamento de Mapas Quanticos

3.1 Introducao e Motivacoes.

Antes de apresentarmos os resultados deste capitulo, é apropriado resumirmos breve-
mente o conteido do mesmo e comentarmos sobre aspectos motivacionais. Nas secoes
3.2 e 3.3 apresentaremos duas provas numéricas complementares de que a simetria espa-
cial ndo é responsavel pelo poder de emaranhamento [44] reduzido de mapas do padeiro
quanticos [43]. Na secao 3.4 complementaremos a andlise verificando que a dimensao
do espaco de Hilbert é de fato o parametro decisivo que determina se as propriedades
de emaranhamento do mapa do padeiro quantico sao universais ou nao. A secao final
3.5 contém a derivagao analitica duma relagao geral entre o poder de emaranhamento
assintotico de um mapa e certas propriedades dos seus autovetores.

A eficiéncia dos varios mapas do padeiro (subsecao 2.1.1) para gerar emaranhamento
foi estudada por Scott e Caves [43]. Eles concluiram que mapas do padeiro quanticos sao,

em geral, capazes de criar altos niveis de emaranhamento multipartido entre os qubits.
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Entretanto, eles constataram, através de simulacoes numéricas, que alguns mapas do
padeiro quanticos podem, em média, emaranhar melhor que outros, e que nenhum mapa
do padeiro quantico é capaz de gerar os niveis de emaranhamento esperados em estados
aleatorios. Esses autores propuseram a conjectura de que “isso poderia estar relacionado
ao fato de que simetrias espaciais no mapa do padeiro permitem desvios das predigoes da
teoria de matrizes aleatérias”.

As secoes seguintes apresentam um conjunto de resultados de experimentos numéricos
realizados com o objetivo de testar a conjectura de Scott e Caves.

A avaliacao do efeito das simetrias espaciais dos mapas sobre os niveis de emaranha-
mento faz parte da discussao mais geral a respeito da relagao entre as propriedades de
uma evolugao unitaria e sua capacidade de emaranhamento. A questao a respeito de quais
propriedades uma operacao unitaria deve possuir de modo a ser eficiente como geradora de

emaranhamento ainda nao tem uma resposta definida, embora alguns resultados parciais

tenham sido obtidos [45 - 47, 50, 51].

3.2 Comparacao entre os Mapas By e Dog.

A comparacao entre os niveis de emaranhamento gerados pelos mapas Baq, simétrico,
e Dqq, 0 qual resulta de remover a simetria do padeiro, constitui um teste simples para a
conjectura da simetria espacial como responsavel pelo desvio da TMA.

Primeiramente, devemos conhecer o comportamento da entropia para sucessivas apli-
cagoes dos mapas a um estado produto inicial e definir os critérios para a devida com-

paracao dos mesmos. Ao aplicarmos iterativamente o mapa By a um estado produto
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inicial verificamos que a entropia tipicamente cresce até atingir um valor de saturacao, o
qual depende do estado produto inicial. Apds esse tempo de saturacao, ty.;, o valor da
entropia flutua com pequena amplitude em torno desse nivel de emaranhamento. Esse
é o comportamento observado por Scott e Caves para uma variedade de formas de par-
ticionar os qubits [43]. Na figura 3.1 temos um exemplo de tal comportamento tipico
associado ao mapa Bss aplicado a um estado produto de um sistema bipartido em dois
subgrupos de 4 qubits mais/menos significativos. O estado inicial de cada subsistema
foi obtido aleatoriamente de acordo com uma distribuicao de probabilidade uniforme na
esfera, conforme descrito na subsecao 2.3.3 para geracao de estados complexos aleatorios
(“estados CUE”). Deste modo, temos um estado produto inicial CUERQCUE. Nota-se que a
medida que o valor da entropia se aproxima do valor de saturacao as oscilagoes diminuem
progressivamente e quando o regime de saturacao é atingido restam pequenas flutuagoes
em lugar das pronunciadas oscilagoes das primeiras iteragoes do mapa.

Conhecendo o comportamento tipico da entropia associado a sucessivas aplicagoes dos
mapas By, devemos avaliar se experimentos numéricos para o mapa [y revelam ca-
racteristicas similares. Para o mapa D (2.20) constatamos as mesmas caracteristicas
qualitativas. Como um exemplo, mostramos na Fig. 3.2 alguns gréaficos de entropia
vs. tempo associado a um mapa Dys aplicado ao mesmo sistema anterior de oito qubits
bipartido em quatro qubits mais/menos significativos.

Tendo em vista os comportamentos descritos, nosso enfoque sera o regime assintético
para tempos t > t4,, quando o sistema ja atingiu o equilibrio. Nesse regime esperamos
que as propriedades estatisticas sejam descritas por algum modelo de matrizes aleatorias.

A modelagem mais simples que podemos conceber a respeito de estados puros evoluidos

40



1,0 T T T T T T v T v T

s, (n)

Figura 3.1: um estado produto inicial puro foi escolhido aleatoriamente de acordo com a medida
CUE, e entao evoluido pela aplicacao do mapa Bys um ntimero n de vezes. Para cada tempo
n, calculamos a entropia linear, Sr(n). O sistema consiste de oito qubits divididos em dois

subgrupos de quatro mais/menos significativos.

associa esses estados a estados aleatorios do mesmo espaco de Hilbert, escolhidos de acordo

com a medida CUE. A entropia linear média de tais estados é dada por:

W+ v
ur+1

<SL>CUE =1- J (3.1)

onde p e v sao as dimensoes do espago de Hilbert dos subsistemas [42].

Para fazermos um estudo quantitativo mais detalhado dos mapas em questao no regime
assintotico devemos considerar um conjunto de entropias lineares associadas a evolugao de
estados produto iniciais num intervalo temporal do regime assintotico. Nossas simulagoes
geraram conjuntos de 2 x 10° dados reunindo valores de Sz (n) para 513 < n < 2512, para

103 estados produto iniciais. Esses dados sdo mostrados na Fig. 3.3. Nitidamente os mapas
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Figura 3.2: Cinco estados produto iniciais puros foram escolhidos aleatoriamente de acordo
com a medida CUE, e entao evoluidos pela aplicacao do mapa Dys um ntimero n de vezes. Para
cada tempo, calculamos a entropia linear, Sy (n). O sistema consiste de oito qubits divididos

em dois subgrupos de quatro mais/menos significativos.

produzem distribuicoes de entropias similares. Podemos notar que as diferencas entre as
distribuicoes de entropias dos mapas sao muito menores que as diferencas de ambos em
relagao a predigao da TMA para CUE (Fig. 3.3). Dessa forma, concluimos que a simetria
de reflexao nao é a propriedade preponderante que faz com que os estados gerados pelo
mapa do padeiro sejam menos emaranhados, em média, que estados aleatérios. Contudo,
a auséncia de simetria pode ser a justificativa para um desvio secundario, um aumento
pequeno porém perceptivel na figura 3.3, do poder de emaranhamento do mapa Daq

quando comparado ao mapa Bas. Influéncia semelhante de simetria num sistema de
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0.82 0.84 50.86 0.88 0.90

Figura 3.3: Histogramas de entropias lineares assintéticas geradas pelo mapa do padeiro
(circulos abertos) e pelo mapa D (circulos cheios). A linha corresponde a distribuigao de en-
tropias para um grande conjunto de estados aleatérios CUE calculados numericamente. Em to-
dos os casos o sistema consiste de oito qubits divididos em dois subgrupos de quatro mais/menos

significativos.

rotores acoplados foi relatada por Bandyopadhyay e Lakshminarayan [52]'.

Devemos mencionar que no trabalho de Scott e Caves [43] foi utilizado um ensemble de
estados produto de 8 sistemas de 1 qubit, i.e., CUE,®®. Entretanto tal ensemble constitui
um sub-ensemble particular de um ensemble de estados produto de 2 sistemas de 4 qubits,
CUE6®?, 0 qual é mais geral e, portanto, mais apropriado para um sistema de 8 qubits
bipartido em 4 qubits mais/menos significativos. As distribuigdes de entropias lineares
produzidas pelos mapas apresentam uma dependéncia do ensemble de estados iniciais

conforme podemos observar na Fig. 3.4, sendo que o desvio da TMA é maior para o

1Foi observado que a presenca de simetria de paridade resulta num emaranhamento um pouco menor.
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caso CUE;®®. De fato, Demkowicz-Dobrzanski e Ku$ [45], estudando propriedades de
emaranhamento de rotores quicados acoplados, também constataram que diferentes esco-

lhas resultam em comportamento de emaranhamento médio significativamente diferentes?.
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Figura 3.4: Histogramas de entropias lineares assintdticas geradas pelos mapas Bys (circulos
abertos) e Dys (circulos cheios) aplicados ao ensemble de condigdes iniciais CUE2®® (figura supe-
rior) e ao ensemble de condigoes iniciais CUE14%? (figura inferior), a qual repetimos (figura 3.3)
para uma melhor comparacao. A linha continua corresponde a distribuicao de entropias para um
grande conjunto de estados aleatérios CUEgsg calculados numericamente. Em todos os casos o

sistema consiste de oito qubits divididos em dois subgrupos de quatro mais/menos significativos.

2Ensemble de estados produto de estados aleatérios ou ensembles de estados coerentes de spins inde-

pendentes.
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3.3 A Imposicao da Simetria.

De acordo com os resultados da se¢gao anterior, a simetria espacial nao justifica o poder
de emaranhamento reduzido do Bse. Com o intuito de fornecermos uma prova adicional,
de que a simetria nao reduz significativamente o poder de emaranhamento de um mapa,
avaliaremos o poder de emaranhamento de um conjunto de operadores unitarios aleatérios
e “espacialmente simétricos”. Compararemos com o conjunto CUE [53] de operadores
aleatorios sem simetrias.

Antes de apresentarmos os resultados, descreveremos a introducao de simetrias num
modelo de matrizes aleatérias. O método é bem conhecido [54 - 57| e consiste em levar a
matriz unitaria a forma diagonal em blocos pela escolha de uma base com simetria bem
definida. Depois cada bloco diagonal é escolhido aleatoriamente. Usando este procedi-

mento para o By, chegamos a um ensemble de matrizes aleatorias B com a estrutura:
B=A(0){(0] @ WO + [1)(1] @ WP AT | (3.2)

onde WM e W® sao membros independentes do ensemble COE, apropriado para mapas
unitdrios com simetria de reversao temporal [53]. Os operadores |0)(0] e |1)(1| projetam na
base computacional do primeiro qubit, e A é definido em (2.17). Matrizes CUE foram ge-
radas com base na parametrizacao de Hurwitz [58, 59] conforme descrito na subsegao 2.3.3.
Matrizes COE foram obtidas fazendo produtos VV7?, com V pertencente a CUE.
Devemos notar que no caso CUE nao é necessario gerarmos um conjunto de mapas e
um conjunto de estados produto iniciais. Pois, devido a propriedades de invariancia (veja
segao 4.2), é suficiente considerarmos um ensemble de mapas e apenas um estado da base

computacional. Portanto, devemos tomar linhas de matrizes CUE e por isso usaremos os
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dados gerados para estados CUE das figuras anteriores.

Definida a modelagem dos mapas aleatérios simétricos, na figura 3.5 comparamos o
poder de emaranhamento do ensemble destes mapas com o ensemble CUE e compro-
vamos que nao ha diferencas significativas entre as distribuicoes de entropias, conforme

esperavamos.
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Figura 3.5: Histogramas de entropias lineares geradas por uma aplicagao de mapas aleatdrios
pertencendo ao ensemble simétrico da Eq.(3.2) (circulos), ou ao ensemble CUE (linha). No
primeiro caso aplicamos 1000 mapas simétricos a 1000 estados puros aleatérios. O conjunto de

dados para o caso CUE é o mesmo que foi utilizado nas figuras anteriores.

3.4 Mapas de Dimensao Arbitraria

Diante dos resultados que demonstraram que os desvios da TMA nao poderiam ser
atribuidos as simetrias espaciais, passamos a avaliar outra propriedade dos mapas que
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poderia ter um efeito predominante sobre tais desvios. E sabido que mapas do padeiro
em espacos de Hilbert de dimensao poténcia de 2 exibem propriedades peculiares. A
estatistica espectral de padeiros de dimensao 256 e 1024, por exemplo, apresenta com-
portamento completamente distante do comportamento universal [60, 61]. De fato, a
distribuigao de espagamento de niveis concorda bem com a distribuigao de Wigner [7, 60)]
apenas para d # 29, mas para o caso d = 27 a degenerescéncia acidental de quasi-energias é
observada. Sano [61] também mostra uma anomalia no fator de forma espectral (definido
na Eq. (2.78)) para d = 27. Com base nessas informagoes, passamos a considerar a pos-
sibilidade de que a dimensao dos padeiros considerados até agora, poténcia de 2, seria a
causa dos desvios da TMA. Para testar tal hipotese fizemos simulagoes analogas aos dos
mapas de qubits para o caso de mapas de dimensao arbitraria, i.e., d £ 29.

Os mapas do padeiro quanticos sao definidos para qualquer dimensao d par (subsegao
2.1.1). Consideramos, como exemplo, um sistema com dimensao d = 238, com subsistemas
de dimensao 14 e 17, e outro sistema de dimensao d = 162, com subsistemas de dimensao
9 e 18, sendo que este ultimo caso nos permite avaliar o efeito de um fator poténcia
de 3 na dimensao do espaco de Hilbert. Os resultados dos experimentos numéricos sao
mostrados na Fig. 3.6 e provam o comportamento universal dos padeiros de dimensao
d # 2%, os quais atingem niveis de emaranhamento muito préximos aos previstos pela
TMA. Sem mostrarmos uma figura, comentamos apenas que também testamos o mapa
D com dimensao d = 238, o qual produziu uma distribuicao de entropias ainda mais
proxima da prevista pela TMA.

Concluimos portanto que, evitando dimensoes poténcia de 2, recuperamos o compor-

tamento universal. Esses resultados sugerem que talvez mapas do padeiro de qubits (e
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Figura 3.6: Histogramas de entropias lineares assintéticas geradas por dois mapas do padeiro de
dimensao d # 27 com: (circulos cheios) d = 238, dy = 14, dg = 17; (circulos abertos) d = 162,
da =9, dg = 18. Os dados foram colecionados com o mesmo procedimento usado para o caso

de qubits. As linhas continuas sdo as predi¢ées CUE correspondentes.

mapas D) possuam simetrias ocultas. Complementarmente, o resultado d = 162 mostra
que um fator poténcia de 3 na dimensao do espaco de Hilbert nao ocasiona comportamento

anomalo para o padeiro.

3.5 Poder de Emaranhamento Assintotico

Nas se¢oes anteriores analisamos um conjunto de resultados obtidos numericamente.

Esses resultados consistiam em distribuicoes de entropias lineares no regime assintético.

48



O poder de emaranhamento dos mapas era obtido simplesmente por calcular a média de
tais distribuicoes. Nesta se¢ao realizaremos desenvolvimentos analiticos que nos permi-
tirao obter uma expressao para o poder de emaranhamento assintético em termos dos au-
tovetores dos mapas. Dessa forma pretendemos obter o valor médio de nossas distribuicoes
por outro método com o objetivo de verificar que os resultados estejam consistentes e,
portanto, que ambos procedimentos estejam corretos.

Primeiramente apresentaremos uma expressao analitica para a entropia linear de um
sistema bipartido em fun¢ao do nimero de iteracoes n de um operador unitario U atuando
num estado produto |¢). Partimos da relagao entre o estado emaranhado evoluido |1 (n))
e o estado produto inicial |¢)):

[¥(n)) = U"¢) . (3.3)

Os estados pertencem ao espago de Hilbert H4 ® Hpg, onde as dimensoes de H4 e Hp
sao respectivamente d4 e dg. Poderfamos expandir |¢) em qualquer base ortogonal do
espaco de Hilbert ao qual esse estado pertence, contudo a escolha de uma base na qual
a atuagao do operador U possa ser descrita com maior simplicidade é mais apropriada.

Dessa forma ¢é natural expressarmos |¢/) em termos dos autovetores de U,

) =Y (eslodles) (3.4)

J

sendo Ule;) = e'%le;), j = 1,...,dadp. Entao,

¥ (n)) = Zei"%’ {e¥)]e;) - (3.5)

Essa escolha nao reflete meramente um critério de conveniéncia operacional, pois também
nos permitira relacionar o poder de emaranhamento do mapa U com propriedades es-
tatisticas de seus autovetores. A matriz densidade total é o produto direto associado ao
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estado |[(n)): p(n) = |[(n))((n)|. Agora, efetuando o trago sobre o subsistema B,
obtemos a matriz densidade reduzida do subsistema A:
pa(n) =Y O eil) (Ples)py (3.6)
ij

onde p é o operador reduzido
pi= Trp ei)e;]. (3.7)
Usando a definicao de entropia linear chegamos a:

Su(n. ) = 1— Ty [pa(n)?,

= 1— Try (Zem@”‘f’j”’k¢l)<ei|w><wlej><ek!w><w!ez>pf§p’if> :

ijkl
(3.8)
A expressao no lado direito da equacao acima deve reproduzir o comportamento tipico
da entropia linear verificado numericamente no capitulo anterior (figuras 3.1 e 3.2). Ana-
lisando a expressao reconhecemos duas caracteristicas explicitamente. Em primeiro lugar,
o carater oscilatorio proprio de soma de exponenciais pesadas com determinadas quanti-
dades. Em nosso caso essas quantidades dependem do estado inicial e dos autovetores.
Em segundo lugar, a inevitavel evolucao para um valor de saturacao com flutuagoes con-
forme n aumenta, pois para valores de n grandes temos uma distribuicao aleatoria de
exponenciais no circulo unitario. Inicialmente os autovalores sao distribuidos no circulo
com certa correlagao, mas para valores de n grandes o espectro foi esticado muitas vezes
ao longo do circulo unitario a ponto das exponenciais ficarem descorrelacionadas.
A defini¢ao de Zanardi et al. [44] do poder de emaranhamento de um operador unitario
U atuando sobre um conjunto de estados inicialmente nao emaranhados, utilizando a
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entropia linear como medida de emaranhamento, é dada por:

ep(U) = (S (Ulya) @ |¢B>)>\¢A>,|w3> . (3.9)

Com a intencao de derivarmos uma expressao para o poder de emaranhamento assintotico
em termos dos autovetores da evolugao unitaria U, devemos lembrar que uma distribuigao
de entropias depende (fracamente) do nimero de iteragdes mesmo no regime assintético
e, por essa razao, os histogramas que apresentamos (figuras 3.3 a 3.6) incluiam dados cor-
respondentes a tempos diferentes. Entao é natural considerarmos uma média da entropia
linear sobre ambos estados iniciais e tempo. Numa primeira passagem faremos a média
temporal e posteriormente a média sobre o ensemble de estados produto iniciais.

A entropia linear é a medida de emaranhamento utilizada e sua dependéncia do niimero
de aplicagoes do operador unitério U é dada por (3.8). Conforme observaram Demkowicz-
Dobrzanski e Ku$ [45], para o comportamento assint6tico da entropia linear os termos
importantes em (3.8) sdo os que sobrevivem apds realizarmos média temporal sobre a

entropia linear,

n

SE(10) = Jim 3 83k, |4) (3.10)

k=1

Devemos mencionar que é diretamente visivel dos comportamentos tipicos da entropia
linear (figuras 3.1 e 3.2) que o emaranhamento assintético é igual a média temporal do

emaranhamento. Para os termos que sobrevivem os fatores de fase desaparecem,

Ok — Q1+ dm — P =0, (3.11)
a0 passo que os outros termos oscilam e entao se anulam quando mediados sobre o tempo.
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A condicao acima é satisfeita para os dois casos k =l em =n,ouk =nel = m.
Essa condicao é mais geral do que meramente requerer auséncia de degenerescéncias, ja
que poderiamos em principio ter relacoes de comensurabilidade do tipo ¢r — ¢ + ¢ =
¢n. No entanto, os dois casos mencionados sao os Unicos a serem considerados ja que
verificamos numericamente que os autovalores dos mapas estudados nesse trabalho, ainda
que anomalos em outro sentido (estatistica espectral, se¢do 3.4), ndo s@o comensuraveis.
Assim, a entropia linear assintética fica:
SE() =1 =Y el Tra(pd)* = D elw) Plles ) [Tralpliol) + Tralpioh)] -
i i#j
(3.12)
Dessa forma, a entropia linear assintotica é somente fungao dos autovetores do operador
unitario U e do estado produto inicial |¢)). Realizando a média sobre o ensemble de estados

produto inciais chegaremos a uma quantidade que caracteriza o poder de emaranhamento

assint6tico de uma evolugao unitdria, e°(U):

e (U) = (ST » (3.13)

sendo 1) = [14)®|YE), onde [1)4) e [1hp) sdo estados CUE. Portanto, a média no ensemble

de estados produto iniciais consistirda em médias CUE sobre ambos subsistemas.
Realizamos o cédlculo da média, o qual, apesar de simples, é relativamente extenso

de modo que optamos por descrevé-lo no apéndice A. Aqui escrevemos diretamente a

expressao para o poder de emaranhamento assintético em termos dos autovetores:

o) _ dAdB +1
@) = (da+1)(dp +1)
1 AN A ~B ~B\12 ~AN\212
" dadp(da+ D(dp +1) {;[T“(P?Pﬁ + Tru(pf 7)) +2 ;[Tmp?) 1}

(3.14)
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Basta tomarmos os autovetores de um mapa e os introduzirmos na expressao acima
para obtermos o poder de emaranhamento assintotico. Fizemos isso numericamente para
alguns casos (método 2) e comparamos com os resultados obtidos anteriormente, isto é,
efetuando as médias no tempo e ensemble diretamente (método 1). A comparagao pode

ser vista na tabela 3.1.

Mapa | Método 1 | Método 2

Biggis | 0.868592(6) | 0.868766

Biagi7 | 0.878528(4) | 0.878519

Digg16 | 0.869339(6) | 0.869472

Diss1r | 0.878584(4) | 0.878585

Tabela 3.1: Poder de Emaranhamento Assintético. O método 1 consiste em efetuar a média
diretamente de um conjunto de entropias lineares reunidas de um ensemble de estados iniciais
tomadas numa janela temporal do regime assintético. O método 2 consiste em obter os autove-
tores dos mapas numericamente e calcular o poder de emaranhamento assintético através da

férmula (3.14).

Devemos observar que ha uma pequenissima diferenga entre os valores obtidos pelos
dois métodos e mencionar que o comprimento da barra de erro nos valores do método 1
(calculado através de 24/var /N, onde var é a variancia das entropias e N é o nimero de
dados independentes) estd subestimado. Pois, como tomamos uma janela temporal, ha
correlagoes temporais de forma que em 24/var/N o valor de N deveria ser efetivamente
menor. Contudo a diferenca entre os valores fornecidos pelos dois métodos é irrelevante,
pois é muito menor que a diferenca entre qualquer um deles e o valor predito pela TMA.
Como nossas analises estavam baseadas nas diferencas entre o emaranhamento gerado por
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um mapa e o emaranhamento predito pela TMA, as diferencas entre os valores fornecidos
pelos dois métodos nao constituem um problema.

A utilidade da expressao (3.14) nao se restringe & comparagao que apresentamos, pois tal
expressao serd utilizada como ponto de partida nos estudos do capitulo 4, onde calculare-
mos analiticamente o poder de emaranhamento médio de certos ensembles de operadores

unitarios.
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Capitulo 4

A Geracao Dinamica de

Emaranhamento

4.1 Introducao e Motivagoes

No capitulo anterior comparamos a distribuicao de entropias lineares de estados ge-
rados pela aplicacao iterativa de um mapa (padeiro ou mapa D) com a distribuigao de
entropias para estados complexos aleatorios. Neste capitulo apresentaremos um conjunto
de resultados numéricos e analiticos relativos a aplicagao iterativa de mapas aleatorios a
ensembles de estados produto aleatérios. Conforme mostramos (veja figuras 3.1 e 3.2),
ao aplicarmos iterativamente um mapa a um estado produto observamos que a entropia
tipicamente cresce até atingir um valor de saturacao, o qual depende do estado inicial.
Apoés esse tempo de saturagao, t., o valor da entropia flutua com pequena amplitude
em torno desse valor de equilibrio. Este é o regime de nosso interesse, isto é, o regime

de tempos muito longos, ou seja, apds o sistema ter relaxado para um estado de quase-
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equilibrio. Mais precisamente, estamos interessados no valor médio da entropia assintética
sobre uma distribuicao apropriada de estados inicialmente nao emaranhados. Isso define
o poder de emaranhamento assint6tico [44] da dinamica unitdria.

H&4 uma abordagem estatistica baseada na suposicao de que um estado inicial tipico
submetido a dinamica “cadtica” deve eventualmente evoluir para um estado aleatorio,
uniformemente distribuido na esfera. Por outro lado, se a dinamica classica é cadtica
no espaco de fase completo, entao, de acordo com a conjectura de Bohigas-Giannoni-
Schmit [34, 36], deveriamos esperar que a teoria de matrizes aledtérias obtenha sucesso
na descricao das caracteristicas estatisticas da dinamica de tempo longo, em particular,
a distribuicao de entropias assintoticas. A proposta a seguir é comparar as predicoes de
teoria de matrizes aleatérias e a “teoria de estados aleatdrios” para o emaranhamento
assintotico médio gerado por um mapa globalmente unitario. Em teoria de matrizes
aleatérias a dinamica é explicitamente introduzida no modelo: um estado assintético é
gerado pela aplicacao repetida de um mapa unitario aleatério a um estado inicial nao
emaranhado [46]. Mostraremos que o ensemble de estados gerado nesta maneira nao
coincide em geral com uma distribuicao uniforme na esfera. Conforme veremos o poder
de emaranhamento [44] de U", onde U é um unitario aleatério, decresce (em média) com
aumento do tempo discreto n. A declaracao continua valida se substituimos “poder de
emaranhamento” por “emaranhamento do operador” [64, 65], o qual é outra medida da
habilidade de um unitario gerar emaranhamento.

Formalizando o problema, consideremos um ensemble de mapas de dimensao N e um
ensemble de estados produto de dois subsistemas A e B, cujas dimensoes sao Ny e Np,

respectivamente, sendo N = N Np. Para uma determinada combinac¢ao de ensembles, de
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mapas e estados produto, discutiremos o comportamento da entropia linear média para
sucessivas aplicacoes do ensemble de mapas ao ensemble de estados produto. Em outros
termos, discutiremos a geracao de emaranhamento por uma dinamica aleatoria de tempo

discreto. Especificamente, abordaremos os seguintes casos:

Caso | Mapas | Estados Iniciais

1 CUE CUE®CUE

2 COE OE®OE

3 COE CUE®RCUE

Tabela 4.1: Combinacoes de ensembles

Os ensembles de mapas utilizados, CUE e COE, sao associados aos sistemas fisicos
que possuem as minimas restrigoes, ou seja, simetrias. Em particular, dos operadores do
ensemble CUE é apenas exigido que preservem a norma. Dos operadores do ensemble
COE é adicionalmente requerido simetria de reversao temporal conforme descrevemos na
secao 2.3. Os resultados numéricos a seguir devem concordar com resultados analiticos
obtidos a partir das médias nos ensembles correspondentes. Os calculos para os valores
assintéticos sao descritos no Apéndice C. Em todos os casos partimos da expressao (veja

segao 3.5):

ep*(U) = 1= {( Y Healt)| Tra (55’
= Y Kealtdlesl) P |Tra (pa0h) + T (o303 )] ) (@D)

o]

a qual envolve média sobre os autovetores |e,),|es) e, a principio, média sobre os estados
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iniciais [¢). Contudo, conforme veremos, para certos casos a média sobre estados iniciais
¢ redundante.

Seria possivel o estudo de um quarto caso: o ensemble de mapas HOE (ensemble de
Haar ortogonal) aplicado a estados inciais OEQOE. Este caso, porém, é de pouco interesse,
pois tipicamente sistemas fisicos sao descritos por operadores de elementos complexos.
Entretanto, efetuamos o calculo de entropia linear média para a primeira aplicacao desse

mapa no Apéndice B.

4.2 O Caso Unitario

Em principio deveriamos considerar um conjunto de mapas e um conjunto de estados
produto iniciais, entretanto as propriedades de invariancia podem ser utilizadas para
demonstrar que isso é redundante. Antes de apresentarmos os resultados numéricos
demonstraremos que é suficiente considerarmos um ensemble de mapas e apenas um
estado produto inicial qualquer. Seja U um operador CUE e [¢)) um estado produto

CUE®CUE. Entao,

{lo(n)} = {U"Hl¥)}, (4.2)

onde {---} denota ensemble. Por exemplo, {U"} é o ensemble formado tomando a
poténcia n-ésima de cada um dos mapas do ensemble CUE . O ensemble de estados

produto pode ser construido utilizando um ensemble de operadores unitarios V' tais que:

{l0)} = {V}Hvo) = {Va @ Vs}vo), (4.3)

1Supomos que uma amostragem finita, mas suficientemente grande, seja representativa do ensemble
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sendo [1g) = |1a) ® [p) um estado produto qualquer e V4 e Vg sdo operadores indepen-

dentes e pertencentes ao ensemble CUE. Dessa forma, temos:

{Sc} = Sc({lb(n)}) = SLEU"HV }Hdb)) - (4.4)

A entropia linear média do conjunto de estados é
|
(Se) =D =Sullvi(m)). (4.5)
i=1

com K denotando o nimero de estados contabilizados no ensemble. Podemos explicitar

St em termos dos operadores que constroem o ensemble:

ZZ Kl (U Viltho)) (4.6)

7=1 k=1

onde K = K, K. Introduzindo n identidades I = V'V podemos expressar:

UV o) = VVIUVVIU. . VVIU V) = V(VIUV)" 1), (4.7)

N vVeZES

substituindo em (4.6) fica:

K, Ko

=323 oy SR OATU o)) 4s)

Motivados a usar a propriedade de invariancia do ensemble CUE reescreveremos a ex-

pressao acima em termos de {U}:

(S1) = <Z KizsL<w<vu{U}vk>"|¢o>>> . (4.9)
{U}

De acordo com a propriedade de invariancia do ensemble CUE, o ensemble VkT{U Wi é
equivalente ao ensemble U, consequentemente:

<Z 705l Vk{U"}|¢o>)> : (4.10)

U}y
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Como Sr(Vi{U"}Hue)) = Sp({U"}Hwo)) por ser Vi, uma operagao local, obtemos final-

mente:
(S1) = (SL{U"}Hvo)) 1y - (4.11)

Portanto basta para o experimento numérico contar com um conjunto suficientemente
grande de mapas aplicados e apenas um estado produto inicial qualquer. Escolhemos
um sistema bipartido N = 4 ® 5 baseados no seguinte critério: um sistema desta di-
mensao permite-nos reunir um grande conjunto de valores de entropia num intervalo de
tempo relativamente curto. Sistemas com dimensoes de ordem superior demandam tempo
computacional consideravelmente maior e nao possuem diferencgas conceituais de interesse
para o presente foco do trabalho.

Os mapas CUE foram gerados com base na parametrizacao de Hurwitz conforme des-
crito na subsegao 2.3.3. O resultado do experimento numérico pode ser visto na figura
4.1. O poder de emaranhamento médio é estritamente decrescente (concavidade voltada
para baixo) com o numero de iteracoes desde uma iteracao até n = N, apds isso o poder
de emaranhamento permanece constante. Devemos lembrar que o valor teérico esperado

para a entropia linear média, ou seja, para o poder de emaranhamento paran = 1, é dado

por [43]

(Na—1)(Np —1)

"=HOUE — =
o cue) NaNg + 1

(4.12)

O célculo do valor tedrico para o regime assintético esta descrito no apéndice C.3. Devido

a invariancia podemos considerar apenas um estado inicial, que escolhemos ser o primeiro
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estado da base computacional, assim a expressao da qual partimos para este caso fica

GZO(CUE—CU(E) =1 - <Z Z |U11,i| UrszU:szUT’S’ZU:s J

i rorls,s

Z Z |Ullz |U11j| UrszU:sz r's! ]Ufr*s',j

i#j ror's,s’

Z Z ‘Ulll‘ |U11j‘ UrszU:s AUr’s ]U:’s,j>

1#7 r,r!,s,s’

(4.13)

e, apés efetuarmos a média sobre os elementos do grupo unitario, obtemos:

N? —(Na+ Np —4)N? — [3(Na+ Np) —1]N +2(Ny + Np — 1)
N(N +1)(N +3) '

e, (CUE — cue) =
(4.14)

Notamos diretamente a concordancia entre teoria e experimento numérico para n = 1
assim como para o regime assintético. Quanto a evolugao do emaranhamento, o que de
fato ocorre nao é uma geracao adicional de emaranhamento, mas sim sua diminuicao desde
as primeiras aplicacoes até n = N. Notamos que o resultado apresenta uma semelhanca
com o fator de forma para CUE [63] (Eq. 2.78) . Analisaremos a conexao entre as duas
quantidades na secao 4.6. Entretanto, devemos antecipar a relacao qualitativa: o meca-
nismo que produz o crescimento e posterior saturagao do fator de forma assim como da

pureza ¢ a aleatoriedade (Poissonizacao) do espectro de U™,

4.3 O Conjunto de Mapas Unitarios Simétricos Apli-

cados a Estados Iniciais Reais.

Analogamente ao caso unitario, antes de apresentarmos os resultados numéricos de-
monstraremos que é suficiente considerarmos um ensemble de mapas e apenas um estado
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Figura 4.1: Um estado produto inicial foi escolhido aleatoriamente e entao evoluido pela
aplicacio de um ensemble de 108 mapas CUE n vezes. Para cada tempo, calculamos a en-
tropia linear média do ensemble, Sz (n)(circulos cheios). O sistema consiste de dois subsistemas
de dimensoes 4 e 5, respectivamente. A linha tracejada superior corresponde ao valor calculado
analiticamente para n=1 [43]. A linha tracejada inferior corresponde ao valor calculado através
da expressao (C.35) obtida no apéndice C.3 para entropia linear assintética. As barras de erro
tém comprimento igual a QW , onde var é a variancia das entropias lineares. As barras

de erro nao sao visiveis porque sao menores que o tamanho utilizado para os pontos do grafico.

produto inicial aleatério. Seja Y um operador COE e [¢)) um estado produto oe®oe.

Entao,

)} ={Y"Hlv)s, (4.15)
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Neste caso o ensemble de estados produto pode ser construido utilizando um ensemble

ortogonal O tal que:

{l)} = {O}to) = {04 @ O}t , (4.16)

sendo [thg) = [a) ® |5) um estado produto real qualquer. Como I = OOT e devido &
invariancia do ensemble COE por transformacoes OTY O, efetuando passagens andlogas

as do caso unitario provamos que:

{Sc} = SL{Y"}Heo)) , (4.17)

O resultado analitico para (Sr) com n = 1 é conhecido [46] e idéntico a expressao que

calculamos na segao anterior (C.35):
e~ (COE — oe) = e (CUE — cue) (4.18)

Assim, observamos que a expressao que obtivemos para o poder de emaranhamento
assintético (C.35) é a mesma que a derivada para o poder de emaranhamento da primeira
aplicacao do conjunto de mapas unitérios simétricos [46]. O resultado para n = oo foi
obtido no Apéndice C.1, também neste caso devido a invariancia podemos considerar
apenas um estado inicial, que escolhemos ser o primeiro estado da base computacional,
de modo que partimos de:

ego(C’OE — 06) =1 — <Z Z 0411171‘Ors,iOr’s,iOr’s’,iOrs’,i

v rrs,s

2 2
o E : E , Oll,iOllJOTS,iOT’s,iOr’s’,jOrs’,j

. T,
i#j ror’s,s

- Z Z Ofl,iofl,jOTs,iOrs’,iOr’s’,jOr’s,j>7 (419)

: s ! !
i#j rr’,s,s
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e por efetuarmos a média sobre os elementos do grupo ortogonal chegamos a

N* = (Ng+ Np — 13)N® — [12(N4 + Np) — 47)N2 — 35(N4 + N — 1)N
(N + 1)(N +2)(N + 4)(N +6)

e, (COE—oe) =

(4.20)
Na figura 4.2 podemos ver a comparacao dos resultados numéricos com os resultados
analiticos citados. Os mapas COE foram gerados formando os produtos UTU, onde U

sao matrizes CUE geradas conforme descrevemos anteriormente.

0,569 | @ R
0,568 - _
0,567 = _
0,566 - —

0,565 = hd -

<SL(n)>

0,564 = ° -
0,563 = ®e -

0562 o o 2RO g

Figura 4.2: Um estado produto inicial oe®oe foi escolhido aleatoriamente e entao evoluido pela
aplicacdo de um ensemble de 108 mapas COE n vezes. Para cada tempo, calculamos a entropia
linear média do ensemble, S (n)(circulos cheios). O sistema consiste de dois subsistemas de
dimensoes 4 e 5, respectivamente. As linhas tracejadas superior e inferior correspondem aos
valores calculados analiticamente [46] para n = 1 e n = oo, respectivamente. As barras de erro

correspondentes sao menores que o didmetro dos circulos.

Verificamos diretamente a concordancia entre teoria e simulagao numérica para n = 1
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assim como para o regime assintotico. Além disso, assim como no caso unitario, re-
conhecemos similaridade entre a pureza e o fator de forma para COE [63]. Neste caso,
diferentemente do caso unitario, a convergéncia ao valor de saturacao é assintotica e nao

abrupta.

4.4 O Conjunto de Mapas Unitarios Simétricos Apli-

cados a Estados Iniciais Complexos.

Este caso se distingue dos anteriores pelo fato de que nao é redundante considerarmos
ensembles de mapas e estados iniciais. O ensemble COE de mapas nao é invariante por
transformacoes unitarias associadas a geracao do ensemble de estados CUERCUE. Nos
casos anteriores o numero de varidveis livres necessarias para definir um operador do
ensemble de estados nao é superior ao nimero de variaveis livres necessarias para definir
um operador do ensemble de mapas. Neste caso isso nao ocorre e portanto nao é possivel
incorporar o ensemble de operadores que geram os estados ao ensemble de mapas. (Tal fato
se manifesta operacionalmente quando ao inserirmos a identidade I = WWT a esquerda
do operador COE, sendo W um operador associado a geracao do ensemble de estados,
nao obtemos a transformagao sob a qual o ensemble COE ¢ invariante.).

O experimento numérico para este caso ¢ mostrado na figura 4.3. O valor tedrico para

n =1 é o mesmo da segdo anterior, calculado pela expressao (C.35). Para este caso,
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0,5690

0,5685

0,5680

0,5675

0,5670

<S (n)>

0,5665

0,5660

Figura 4.3: Um ensemble de 102 estados produto iniciais cue®cue foi escolhido aleatoriamente

e entdo evoluido pela aplicacio de um ensemble de 10° mapas COE n vezes. Para cada tempo,

calculamos a entropia linear do ensemble, Sy (n)(circulos cheios). O sistema consiste de dois

subsistemas de dimensoes 4 e 5, respectivamente. A linha tracejada superior corresponde a

predicao tedrica. A linha inferior corresponde ao valor previsto pela expressao (C.25). As

barras de erro sao menores que o tamanho dos pontos.

partimos da seguinte expressao para n = o0:

e, (COE — cue) =

NyNp+1
(NA+1)(NB+1)
1
NANB(NA—|— 1)(NB—|—1)

< § § § Orlsl,iOTQSl,iOTQSQ,iOrlsZiOr3s3,iOr4s3,i0r4s4,i0r3s4,i

i rl,r2,r3,rdsl,s2,s3,s4

E E § Orlsl,i0r2sl,i0r252,jOrls2,jOr353,i0r453,i0r454,jOr334,j

i#j r1,r2,r3,74 s1,52,s3,s4

Orlsl,iOrlsQ,iOTQSQ,j Or?sl,j Or353,iOr334,iOr4s4,j Or453,j

Orlsl,iOTQSl,iOTQSQ,jOrls?,jOr3s3,iOr354,iOr4s4,jOr453,j} > . (42]—)
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Apos afetuarmos a média sobre os elementos do grupo ortogonal chegamos a seguinte

expressao, obtida no Apéndice C.2,

e, (COE — cue) =
N® 4+ 12N* — (N4 + Ng% — 41)N3 — [12(Na® + Np*) + 2(N4 + Ng) — 30| N2
(Ng+1)(Np+1)(N +1)(N +2)(N +4)(N +6)
—[38(N4? + Np?) + 18]N — 16(N4* + N*) + 56(N4 + Np) — 40
(Na+ 1)(Ng + 1)(N + 1)(N + 2)(N + 4)(N +6)

(4.22)

Constatamos a concordancia entre os resultados tedricos e experimentais para uma aplicacao
e para o regime assintético. A evolucao do emaranhamento combina as propriedades dos
dois ensembles envolvidos: nas primeiras aplicacoes do mapa, a dependéncia do ema-
ranhamento com o nimero de iteragoes caracteriza uma curva de concavidade voltada
para baixo, similar ao caso dos mapas CUE. Para um niimero maior de iteragoes, a con-
cavidade passa a ser voltada para cima, o que é caracteristico de mapas COE. Alids, o
emaranhamento atinge o valor assintético para n > N assim como ocorre para mapas

COE.

4.5 O Emaranhamento do Operador

Até agora fizemos nossas andalises com base no poder de emaranhamento. Através desta
medida, comparamos a habilidade de certos mapas, quando aplicados a um ensemble de
estados nao emaranhados, para gerar emaranhamento. No entanto, desejamos que nossas
avaliagoes tenham um cardter mais geral possivel. Desta forma, devemos ter a convicgao
de que nossas conclusoes a respeito da conexao entre propriedades de ensembles e suas
capacidades de gerar emaranhamento independam da medida de emaranhamento uti-
lizada. Além disso, esperamos que eventuais diferencas devido a utilizagao de medidas de
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emaranhamento diferentes revelem propriedades das proprias medidas. Nesse contexto, re-
alizamos um conjunto de experimentos numéricos usando como medida o emaranhamento
do operador [64, 65], descrito na subsecao 2.2.4, visando confrontar os resultados obti-
dos com os resultados do poder de emaranhamento das secdes anteriores. E importante
ressaltar que o emaranhamento do operador é uma medida intrinseca do operador e inde-
pendente do ensemble de estados ao qual aplicamos o operador. Portanto, os resultados
numéricos a seguir, além de se prestaram ao estudo dos ensembles em discussao, con-
tribuem para tornar a compreensao das medidas e da relacao entre elas mais intuitiva.
Na figura 4.4 apresentamos a evolucao do emaranhamento do operador para o ensemble
de mapas CUE e COE. E diretamente visivel que nos dois casos o emaranhamento do ope-
rador evolui de forma qualitativamente idéntica ao poder de emaranhamento. Devemos
lembrar que, tanto no caso de mapas CUE aplicados a estados CUEQCUE como no caso
de mapas COE aplicados a estados OEQCOE, devido a invariancia tinhamos um ensemble
de mapas e apenas um estado. Portanto, ainda que as medidas sejam diferentes, elas
devem expressar as propriedades estatisticas dos mapas exclusivamente. Outro aspecto
que devemos notar é o fato de que o emaranhamento do operador assintético do ensem-
ble CUE é igual o emaranhamento do operador da primeira iteracao do ensemble COE,
analogamente ao que verificamos para o poder de emaranhamento na secao anterior?.
Através do método diagramatico descrito no Apéndice C.3, calculamos o emaranhamento

do operador para a primeira aplicacao do ensemble de mapas CUE:

d? — (&% +d%)+ 1
(SuU)ou = T BEDI L (4.23

2Nao temos no presente uma explicacdo para esta coincidéncia
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sendo que tal calculo envolveu médias de produtos de quatro elementos do grupo unitario.
Seria possivel calcular os demais valores de emaranhamento do operador a exemplo do
que fizemos para o poder de emaranhamento, i.e, a primeira aplicagao para o caso COE e
os valores assintoticos para os dois casos. Todavia tais calculos seriam extensos e as simi-

laridades qualitativas observadas sao consideradas satisfatorias para os nossos objetivos.

L) L) L) L) L) v L) L) L) L) L)
0,002 4 ®®®ee, -
...
..
..
0,900 A °e .
L]
[ ]
[ ]
A o
’E 0.898 .. 0000000000000 00000000_
v_l ...
g
L]
0,896 ., -
®
...
...
®
0,894 4 ..’°"°Ooooooooooo:
L) L) L) L) L) v L) L) L) L) L)

Figura 4.4: Evolu¢do do emaranhamento do operador. Para cada ensemble, CUE (superior)
e COE (inferior), geramos 107 mapas e para cada nimero de aplicacoes, n, calculamos o valor
médio de emaranhamento do operador U™ de cada mapa e fizemos a média. A linha horizontal

corresponde a predicao analitica para n = 1.
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4.6 Relacao entre Pureza e Fator de Forma

Todas as fungoes mostradas nas se¢oes anteriores, tanto para o poder de emaranhamento
como para emaranhamento do operador, compartilham a propriedade de serem estrita-
mente decrescentes e chegarem a saturacio em torno do tempo de Heisenberg®. Em
outros termos, podemos dizer que a pureza (um menos a entropia linear) cresce e entao
satura. Devemos ressaltar o caso CUE, por causa da saturacao abrupta em n = ng. Esse
comportamento é similar aquele do fator de forma dos ensembles circulares [34], definido

CcOomo
d

(Tr(U™)P) = (tal) = ) (@), (4.24)

a,f=1

onde a média é efetuada sobre CUE ou COE. Para CUE o fator de forma é dado por

(2.78):

n paral <n <d,
(| Tr(U™)]?) = (4.25)

d paran >d.

O fator de forma é uma funcao somente dos autovalores de U™. Se n = 1 temos o bem
conhecido espectro de matriz aleatéria que mostra fortes correlagoes, isto é, repulsao de
niveis. Para n > 1 o espectro foi esticado n vezes sobre o circulo unitario, e, a partir de
n & d, o espectro estd quase completamente descorrelacionado [34]. Evidentemente, o
mesmo mecanismo ¢é responsavel pela saturacao das medidas de emaranhamento.

A similaridade j4 foi notada por Gorin e Seligman [46] que consideraram um sistema
hamiltoniano de tempo continuo. Esse caso é descrito pelo ensemble GOE (ensemble or-

togonal gaussiano), o qual é andlogo ao caso COE na fig.(4.3). Agora mostraremos que

30 tempo de Heisenberg ny é o tempo necessario para que a separaciao média entre niveis vizinhos

seja de 27 e corresponde a um nimero de aplicagoes igual a dimensao do espaco de Hilbert em questao.
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a conexao entre pureza e fator de forma pode ser estabelecida rigorosamente para ma-
pas CUE. Consideremos o poder de emaranhamento ou o emaranhamento do operador,
Egs. (3.8) e (2.63), respectivamente; inserimos a decomposigao espectral para os unitarios
correspondentes. Lembramos que autovetores e autovalores sao estatisticamente indepen-

dentes nos ensembles circulares. Em todos os casos o resultado pode ser escrito como:

d
Sn)=1— > Cogs(emOetoots70)) (4.26)

a,B,6,7=1

Na esquerda, S(n) representa quaisquer das entropias médias consideradas. Os coefi-
cientes Cyhgs, contém as médias sobre autovetores e (onde aplicavel) estados iniciais. A
dependéncia temporal vem da média sobre quatro autofases ¢. Devido as propriedades
de invariancia de CUE e COE, as médias acima nao dependem dos valores particulares
dos indices «,3,0,7, mas somente de eles serem iguais ou diferentes. Dessa forma, ficamos

com o problema de calcular algumas médias nao triviais [46]:

(ein(Batés—0s=0y)) (4.27)
(in(26a=05—02)) (4.28)
<€2m(¢af¢>a)> , (4.29)
oy (4:30)

Para CUE podemos mostrar que todas essas quatro médias podem ser expressas em

termos dos fatores de forma bésicos (Apéndice D)

([l {[t2nl?), (ltal?) - (4.31)

A informacao que reunimos é suficiente para a conclusao de que no caso CUE devemos
ter
2
S(n) = c1+ ea{|tal®)” + ca{tanl®) + calltal®) | (4.32)
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onde ¢ sao certos coeficientes independentes do tempo. Esse resultado nao é inesperado,
pois as mesmas trés fungoes bésicas acima também aparecem na média CUE de (|t,|*),

calculada por Haake e colaboradores alguns anos atras [34, 63,
2
(Ital®) = 2([tal*)” + ([t2nl®) = 2([ta*) ; (4.33)

e (|t,|) é estruturalmente muito similar as medidas de emaranhamento que estamos

considerando:
d

(Jta|") = Z (e Patd5—0s—02)) (4.34)
a,3,0,7=1

Quaisquer que sejam os valores exatos de ¢ na Eq. (4.32), a anélise precedente prova
que para CUE ambos poder de emaranhamento e emaranhamento do operador decaem
quadraticamente e entao saturam abruptamente. Estritamente falando o decaimento é
quadratico por partes; contudo este efeito nao é perceptivel nas simulacoes, nem num
grafico de (|t,|*) por n conforme podemos ver na figura 4.5. Escolhemos um sistema de
baixa dimensao propositadamente (N = 6), pois para tais sistemas este efeito, caso fosse

perceptivel, deveria ser mais pronunciado.

70 4 J
60 -
50 -

30 . <

/ ]
10 4 / _

<t [*>
n

8

L

L

Figura 4.5: Gréfico da funcio (|t,|*) por n(circulos cheios), sendo a dimensio do sistema N = 6.

A linha unindo os pontos é uma guia para os olhos.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

O foco desta tese foi investigar as relagoes entre as propriedades de certos mapas
quanticos e os niveis de emaranhamento assintéticos atingidos pela aplicacao iterativa
desses mapas.

No capitulo 3 mostramos que o desvio do comportamento universal apresentado por
mapas do padeiro e mapas D de qubits nao podem ser atribuidos a simetrias espaciais dos
mesmos. Complementarmente, provamos numericamente que a dimensao do espaco de
Hilbert ¢ o parametro decisivo para universalidade ou nao dos niveis de emaranhamento
atingidos no regime asssintético. Diante de tais fatos, podemos presumir que mapas
do padeiro de qubits possuem simetrias desconhecidas, sem andlogos cléssicos (“pseudo-
simetrias” [71]).

Uma vez que determinados mapas nao apresentam um comportamento universal, deve-
mos buscar um ensemble apropriado, com as mesmas simetrias que os mapas em avaliacao,
de modo que o ensemble seja capaz de modelar tais mapas. Dessa forma, a perspectiva é

adquirir habilidade de construir ensembles de mapas aleatérios com as simetrias apropri-
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adas. A pratica padrao para a construcao de ensembles consiste num principio de minima
informacao conjuntamente com a imposicao de simetrias. A questao é quais simetrias
devem ser impostas, isto é, devemos saber com quais operadores o mapa comuta. Certas
simetrias, como as espaciais por exemplo, sao ébvias para o sistema fisico considerado.
Entretanto, existem simetrias que nao sao ébvias. Além disso, as simetrias podem ser
exatas ou nao. Conforme comentamos no capitulo 3, a introducao de simetrias num mo-
delo de matrizes aleatorias consiste em levar a matriz unitaria a uma estrutura de blocos
usando uma base de autovetores do operador com o qual o mapa comuta. Finalmente,
cada bloco é modelado pelo ensemble de matrizes aleatérias apropriado (CUE ou COE).

Em nossas analises esta subentendida a associagao: mais simetria, menos emaranha-
mento. Além disso, podemos especular que certas simetrias sao preponderantes sobre
outras. Do enfoque do emaranhamento como recurso para processamento de informagao
¢ intuitivo relacionar simetria a reducao de emaranhamento, o que equivale a dizer simetria
a reducao de recurso para processamento de informacao. De fato, é esperado que simetrias
introduzam vinculos e/ou correlagoes que diminuam os graus de liberdade do sistema e,
portanto, diminuam os recursos para armazenamento e processamento de informacao.
Embora intuitiva, a associacao de mais simetria com menos emaranhamento carece de
uma formalizacao precisa, o que constitui uma possivel perspectiva de trabalho.

Uma outra questao digna de discussao é que, conforme constatamos no capitulo 4, a
inclusao da dinamica na modelagem estatistica é equivalente a impor simetria de reversao
temporal ja que

egzl(C’OE —oe) = ¢, (CUE — cue) . (5.1)
Tal verificacao deve ser analisada por teoria de matrizes aleatorias.
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Os resultados do capitulo 4 contém uma adverténcia a interpretagoes excessivamente
fortes da conjectura de Bohigas-Giannoni-Schmit, a qual associa caos classico a aleato-
riedade quantica. Ingenuamente, somos levados a acreditar que mais caos sempre leva a
mais emaranhamento. Contudo, se U é classicamente cadtico, entao U™ é mais cadtico,
ao menos no sentido de uma taxa maior de mixing do espago de fase. Entretanto, vimos
que poténcias de U podem ser menos emaranhadoras que o préprio U.

Justificamos a dependéncia temporal das medidas de emaranhamento (poder de ema-
ranhamento e emaranhamento do operador) relacionando-as com o fator de forma para
CUE. A possivel conexao entre medidas de emaranhamento e fator de forma no caso
COE requer calculos mais dificeis. No entanto, é possivel em principio e, sendo assim, tal
conexao é um problema em aberto.

As andlises realizadas no capitulo 4 dizem respeito a propriedades de ensemble, ou
seja, médias com certa flutuagao. Gostariamos entretanto de fazer analises mais refinadas
dentro do ensemble de operadores ou estados iniciais, relacionando subensembles a pro-
priedades de geracao de emaranhamento distintas dentro daquelas flutuagoes. Devemos
lembrar do capitulo 4 que para o mesmo ensemble de operadores COE, a consideracao de
estados iniciais complexos ou reais estabelece emaranhamento médio maior ou menor, res-
pectivamente, para cada nimero de aplicacoes, o que ¢ intuitivo ja que estados complexos
tem maior niumero de graus de liberdade. Adicionalmente, atestamos no capitulo 3 que
se, ao invés de considerarmos um ensemble de estados produto CU Ef%Q, consideramos um
subensemble CUES® teremos um poder de emaranhamento assintético reduzido para o
mapa do padeiro quantico. Novamente, surge a motivagao acerca de investigacoes em ter-

mos de subensembles. Idealmente gostariamos de, dado um operador e um estado inicial,
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predizer que nivel de emaranhamento assintético serd atingido. Nesse sentido, distinguir
propriedades de subensembles constituiria uma evolugao na direcao dessa idealizacao.

Todo o trabalho foi desenvolvido no cenario de estados puros bipartidos. Em busca de
maior generalidade, seria interessante pesquisar sob que aspectos os resultados obtidos
sao também validos para situacoes mais gerais como por exemplo estados misturados
bipartidos ou multipartidos puros.

Outro aspecto da tese que deve ser observado é o fato de termos nos concentrado no
regime de tempos longos. Dessa forma, o estudo da evolucao da entropia e o regime de
tempos curtos possui carater complementar ao trabalho desenvolvido e também serve de
motivagao para trabalhos futuros.

Finalmente, nao devemos nos omitir de uma reflexao a respeito de alguma realizagao
experimental, envolvendo os conceitos discutidos nessa tese. Para isso, é extremamente
proveitoso citar um interessante trabalho de alguns anos atras sobre o uso de operadores
unitarios aleatérios para processamento de informagao quantica [72]. E sabido que ope-
rados aleatorios sao de grande utilidade para informagao quantica, sendo usados, por
exemplo, para permitir codificagao superdensa de estados quanticos arbitrarios e também
para diminuir o custo de comunicagdo classica (em bits) para preparacao de estados
remotos. Entretanto, os autores do trabalho mencionado enfatizam que a implementagao
de operadores unitarios aleatorios num processador quantico é exponencialmente dificil,
devido a grande demanda de portas logicas operando de acordo com parametros aleatorios.
Por isso, introduzem um método para geracao de operadores unitarios pseudo-aleatorios
que pode reproduzir as propriedades estatisticas de operadores unitdrios aleatorios mais

relevantes para tarefas de informagao quantica. Nesse cenario, a elaboragao de métodos
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de geracao de operadores unitarios aleatorios envolve uma reducao de custo operacional e
conhecimento de propriedades estatisticas que devem ser preservadas. Como este trabalho
e possiveis desdobramentos contribuem a relagao entre propriedades de operadores e suas
capacidades de gerar emaranhamento, acreditamos que esse trabalho possa, a principio,

dar alguma contribuicao ao cenario experimental descrito.
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Apendice A

Calculo da Entropia Linear

Assintotica Média

Neste apéndice mostramos a derivacao de uma férmula que expressa o poder de ema-
ranhamento assintotico de um operador apenas em funcao se seus autovetores. Partindo
da férmula
SE(lv) =1- Z e ) Tra(ph)? — Z [eal ) P(es[0) P [Tralpip) + Tra(oioy)]

1 l# (A.1)
deveremos calcular <|<ei|w>|2|<6j‘¢>|2>|w3),lwA>‘

Primeiro faremos a média sobre o estado do subsistema B e posteriormente sobre o
estado do subistema A. Para isso, exploraremos o fato de que a aplicacdo de um bra
do espaco de Hilbert do subsitema A a um vetor do espaco de Hilbert completo resulta

num ket do espaco de Hilbert do subsistema B. Descrevendo isso algebricamente, seja a

decomposicao de Schmidt do autovetor |e;):
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da
lei) = D /Pl Ea)loB), (A2)
k=1
Aplicando em cada lado da igualdade (¢ 4| obtemos
da
') =D\ Pi(Waldi) o) (A.3)
k=1
Este vetor nao é normalizado, sendo sua norma quadrada:
da
i i |2
C?o = (¢'5l¢'s) = Zpk: ’(wA’¢A>k‘ : (A4)
k=1
Assim o vetor normalizado serd dado por

lpB) = Ci|90/B>' (A.5)

©

Deste modo, podemos reescrever as médias como

(e a0 21 (s DB o oy = (e l@lomdPlex (xsliB) )y s+ (A6)

onde, analogamente a c,, ¢, = \/(X'g|X'p) resulta da normalizacdo do estado |xz) =
(thale;).

Agora nosso objetivo sera escrever a expressao acima em termos de médias sobre elemen-
tos CUE associados as amplitudes de probabilidade de um vetor aleatorio do subsistema
B. Para isso devemos utilizar uma base ortonormal. Entao, decompomos o vetor |xg) em

termos de |pp) e de um vetor ortogonal, |p%*):

IxB) = Cpar|SOB> + Cort|90?3rt> ) (A7)
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com coeficientes cpar = (PB|XB) € Cort = (Y% xB). Substituindo (A.7) em (A.6) fica:

T L T L L YR 1 [ O R o A
+ (fUeslv)(enls) (UBl0E") GarCort) 4 1
+ (fleslve) (o5 V) (VBl9B) CharCort) 1y 1ua) -
+ (el Ko B 1981 cort ) 1y jua) »
(A.8)
onde o fator f = cici. Em cada termo no LDI da equacao acima encontramos médias

que sdo integrais 1-vetor de grau 2 sobre o grupo unitério U(dg). Usando a notagao de

Mello [62] a equacao fica:

ICebaD ) PN B oy iy = Qs lesar ) gy + Qe fCparory,
ao,an * ac,ba
+ Qaa,ba <fcpa7’cort>|qu) + Qaa,ba<f|COTt|2>|q/;A> :

(A.9)

: : : x aa,ba __ NHao,ac ac,ar __ aa,bar
Os valores das integrais acima sao = Quaba =0€ =2Qu0 e =

ao,aq aq,ac

TatsT (62
e, substituindo |, |* = 1 — |cpar|?

(e tad) ) 2 s D B ) 1 s = m«ﬂcwm () - (AL0)

Passaremos a seguir a efetuar a média sobre o estado do subsistema A, o que consiste

em calcular separadamente (f), ., e (f \cparl2>‘ 4y Para o qual temos:

(Fleparl) = (caexlleslxa)l®),,, = ({eilva)(Wale;) ")
(ITralTra(le;)(e)va)(@all ).

(Tr a5l a)(@al) Py = (1(Walp5iloa) ) ) (A.11)
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sendo ﬁﬁ uma matriz complexa arbitraria. Podemos expandi-la numa base de matrizes,

o= Ziﬁzl cut|€6) (€], assim (A.11) fica:

<f|cpm‘|2>\¢A> = <|ZCk,l<¢A|§k><€l|1/}A>|2>\¢A>

k.l

= 22 enewr Qi (A12)

kil KU
onde novamente usamos a notacao de Mello [62] para médias de produtos de quatro

elementos CUE. Substituindo os valores das médias em (A.12), vem:

1 * *
<f‘cpar‘2>|¢A> = m[2 Z ‘Ck7k|2 + Z Ck,lck,l _|’ Z Ck}kckgk/] . <A13)
k k£l k£k!

Reagrupando os termos com a motivagao de reconhecer certas quantidades:

1
sy = 77— ; > ’]. A.14
(flcpar] >|¢A> dA(dA+1>[kl ChiChy + | a Crkl’] ( )

E f4cil mostrar que
> cracia = Tra(pipgt) = Tro(pfpy) | (A.15)
.l

S e = Tr(led(es]) = 3, (A.16)

k
Portanto, a expressao final para (f \cpa,«|2>‘ ) SeTd:
1 B A
(Flepar )y = m[\%‘P +Trp(pi p})) - (A.17)
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Com um procedimento andlogo ao que descrevemos para efetuar a média sobre o estado

do subsistema B, obtivemos (f), :

1 o
(Flepar?) 1 = 77— Pip k(7 107w [?) + 1] . (A.18)
Reconhecemos o termo:
Zzpkpk’|k ¢A\¢ Il = TTA(P?ﬁf) . (A.19)

E substituindo (A.18) e (A.17) em (A.10):

1
dadp(da+1)(dp + 1)

+ Tre(pPp]) + Tra(pi'p)) + 1} .

(el I W8 ) 1 5y 1y {10,51°

(A.20)
Com a média acima podemos escrever o poder de emaranhamo assintético:
1
e(U) = 1— Tra(ptp) + Tr(pP pP))?
) dAdB(dA+1)(dB+1){;[ A(PPP) + Tru(pl b))
+ 23 [Tra(pr P+ Y Tra(pte)) + > Trs(pl o))}
i ij ij
(A.21)

Finalmente, faremos simplificacoes adicionais por substituicao de identidades. Especifi-

camente,

ZTTA Pty = Trad_p)
= Tra(Trey _le)(el)’ = Tra(Tr(la® Ip))® = dady |
(A.22)
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e, analogamente,
> Trp(plpf) = dids . (A.23)
]
Consequentemente, a expressao final para o poder de emaranhamento assintotico fica:

dadg + 1
(da+1)(dp+1)
1

T dadp(da+ 1)(dp+ 1) {;[T“@f‘ﬁﬁ +Tra(pf p]))” +2 ;[mm;‘m?} .

eX(U) =

(A.24)
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Apendice B

Entropia Linear Média de Estados

Aleatorios Reais

Seja um estado aleatorio de N componentes reais expandido na base computacional:

[y = cmlm), (B.1)

com norma 1, isto é, > ¢, = 1. Em termos dos estados de uma base produto dos

subsistemas A e B, temos:

) =D enslr)ls), (B.2)

r=1 s=1

onde p = dimA e v = dimB. A matriz densidade reduzida do subsistema A sera:

W v
pA = Z ZCT,SCT/,S|T><T,|' (B.3)

ror'=1 s=1

Obtemos entdo a entropia linear, S; = 1 — Tr(p4)*:

Sr=1-— E Cr,sCrt sCrt 5/ Cr gl - (B.4)

rr!.s,s’
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O valor médio da entropia linear para estados aleatérios reais sera:

<SL> =1- Z <Cr,scr’,scr/,s’cr,s’> ) (B5)
ror!.s,s’
onde (- --) indica média no grupo ortogonal. De acordo com Bandy temos monémios nao

nulos para os seguintes casos:

Hr=rs#s"

1
2., 2
Crs Crs! ) = ——F 7 B.6
(enster®) = s (B.6)
0s quais encontramos em pv(v — 1) combinagoes de indices.
i) r#£r,s=¢"
(er2ey )= — 1 (B.7)
T8 T8 MI/(/J/I/ + 2) )
os quais encontramos em vu(p — 1) combinagoes de indices.
i) r=r',s ="
3
4
Crs ) = ——, B.8
{ers”) ) (B.8)
0s quais encontramos em pv combinacoes de indices.
Entao, a expressao (B.5) fica:
(p+v+1)
Sp)=1————= B.9

Realizamos um experimento numérico afim de verificarmos a expressao (B.9), o qual

consistiu em considerarmos um sistema bipartido de dimensoes ;1 = 4 e ¥ = 5. Reunimos
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2 x 10° entropias lineares obtidas pela aplicacao de 2 x 10° matrizes aleatérias do ensemble
de Haar ortogonal a um tnico estado produto inicial real escolhido aleatoriamente. Os

valores abaixo mostram a concordancia entre o resultado numérico e a expressao analitica.

Tabela B.1: Entropia Linear Média

Expressao Analitica 0.54545

Resultado Numérico 0.54549(6)
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Apéndice C

Poder de Emaranhamento

Assintotico

Com o intuito de descrevermos alguns detalhes do calculo do poder de emaranhamento
assintético devemos lembrar da expressao para a entropia linear assintética [Eq. (3.12)]
derivada por Demkowicz-Dobrzanski e Kus [45]:

St (M, [y)) = 1—2 [{eal)|* T?"A(PZ)Q—Z [eal) P [0) P [Tralpied) + Tralpies)] -
Z ” (C.1)
Salientamos que esta expressao é fun¢ao dos autovetores {|e;)} do mapa M e também

do estado produto inicial |¢)). A matriz densidade reduzida p% é obtida por efetuar o

trago parcial sobre a matriz densidade associada ao autovetor |e;):
pa = Tra(len){el) . (C.2)
O operador pfi nao é uma matriz densidade, mas corresponde também a um traco parcial:

P = Trs(lei)es]) - (C.3)
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A seguir examinaremos a forma que a expressao acima assume para cada caso analisado
e descreveremos as passagens principais para a derivacao do poder de emaranhamento
assintético. A derivacao do poder de emaranhamento assintético envolve, a principio,
efetuar a média da expressao acima sobre o ensemble de mapas M e sobre o ensemble de
estados produto. Da observagao da expressao (C.1) notamos que a média sobre o ensem-
ble de mapas consiste na média sobre o conjunto de autovetores do mesmo. Conforme
veremos, propriedades de invariancia serao utilizadas e o trabalho se reduzird a médias
sobre produtos de elementos dos grupos ortogonal e unitario para os mapas COE e CUE,

respectivamente.

C.1 Mapas Unitarios Simétricos Aplicados a Estados

Iniciais Realis.

Para um ensemble de mapas COE aplicados ao ensemble de estados OEQOE [46], explo-
ramos a invariancia do ensemble COE por transformagoes ortogonais (segao 4.3), a qual
nos permite considerar o ensemble de mapas e apenas um estado inicial arbitrario da base
computacional.

Expandindo o autovetor |e;) na base produto, temos:

N4 Np

le) =YD Orsilr) ®1s) (C.4)

r=1 s=1

onde os O, ; sao elementos da matriz que diagonaliza o mapa M. B importante observar
que as linhas dos elementos de matriz sao especificadas por um par ordenado de indices,
associado a base de estados produto do sistema bipartido, e as colunas especificam o
autovetor ao qual o elemento de matriz pertence. Entao, escolhendo o estado produto
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inicial |[¢) = |1) ® |1), tem-se
[{eal)* = Ot - (C.5)
Com a finalidade de que (C.1) fique somente em termos dos elementos da matriz O,

resta-nos expressar os operadores reduzidos em termos de tais elementos. Assim,

TTA(png) = Z Ors,ior’s,iOr’s’,jOrs’,ja (06)
Tra(piph) = Tro(piped) = D OreiOrg iOve jOpa; - (C.7)
ror!,s,s’

A respeito da relagdo entre operadores em (C.7), podemos utilizar a decomposi¢ao de
Schmidt para os autovetores {|e;)} e {|e;)}, assim teremos para o operador p'3:

P =D Pk 1 (D] (e (S10%)r) - (C.8)

kK

Com esta igualdade é facil mostrar que Tr4(p%p%) = Trp(pipld).

De acordo com (C.5), (C.6) e (C.7), a expressao (C.1) ficard escrita para este caso como:

o0 2 2 4
L = 1 — 011JOrs,iOT/s,iOr’s/,’iOTS/,i

i rrs,s

2 2
o E : E , Oll,iOleOTS,iOT’S,iOr’s’,jOrs’,j

. =,
i#£j ror's,s

- Z Z O%l,iofl,jOrs,iOrs’,iOr’s’,jOr’s,j- (09)

i#j rr!,s,s

Deste modo, obter o poder de emaranhamento assintotico, o que consiste em efetuar
a média da expressao acima, envolve médias de produtos de oito elementos pertencentes
a uma ou duas colunas de matrizes do grupo de Haar ortogonal. Para o calculo de tais
médias recorremos a um método diagramatico [66] que se baseia exclusivamente no vinculo
de ortogonalidade e nas propriedades de invariancia.

E apropriado fazermos alguns comentarios a respeito de métodos para o calculo de
médias de produtos de elementos dos grupos U(N) e O(N). Para o caso U(N), desta-
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camos o trabalho de Mello [62], em que médias sobre o grupo unitdrio sdo aplicadas
ao problema de transporte em condutores desordenados. Nesse trabalho sao derivadas
relagoes para monomios de até oito elementos. As relagoes sao obtidas explorando a uni-
tariedade e algumas propriedades de invariancia. Apesar de ser recurso suficiente para
nossos propoésitos (pois as médias que faremos sobre o grupo unitério envolverao até oito
elementos, conforme veremos no apéndice C.3) as expressoes que resultam sao demasi-
adamente extensas e por isso nao as utilizamos para este fim. No entanto, utilizamos
previamente o trabalho de Mello para efetuar médias de produtos de quatro elementos
necessdarias a derivacao da expressao de autovetores (C.23) usada no apéndice C.2.

Um trabalho recente de S. Aubert e C. S. Lam [69] introduz uma representacao dia-
gramatica que torna o cédlculo mais intuitivo e obtém expressoes explicitas e relagoes de
recorréncia para apenas trés grandes classes de integrais. Basicamente, o método se utiliza
dos mesmos recursos que o trabalho de Mello para obter as integrais, isto é, unitariedade
e invariancia. Entretanto, a introducao de uma representacao grafica prové uma esquema-
tizacao eficiente para os calculos. Por isso, utilizamos este trabalho como referéncia para
nossos calculos no apéndice C.3.

Para o caso O(N), o método de de T. Gorin [67] seria suficiente para os célculos deste
apéndice. Contudo, uma adaptacdo recente feita por D. Braun [66] do método de S.
Aubert e C. S. Lam para o caso ortogonal nos pareceu mais apropriada. Sobretudo,
uma vez conhecido um dos métodos, a compreensao do outro método é um tanto quanto
natural e direta.

A seguir apresentaremos explicitamente as relagoes de ortogonalidade e invariancia.

Consideremos matrizes O ortogonais reais de N X N com elementos de matriz Oug, 1 <
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a,3 < N,e N= NyNg. Estamos interessados em integrais do tipo

Loy = / (d0)Ou - Oy, - (C.10)

onde a ordem p da integral é um inteiro positivo, (dO) é a medida invariante de Haar do
grupo ortogonal O(N) normalizada a [(dO) = 1. As médias (C.10) podem ser calculadas

utilizando:

e A relagdo de ortogonalidade:

N N
000ar = 0 = Y 05a0ra - (C.11)
3 ouon =i

a=1

e A invariancia da medida de Haar, significando que para qualquer funcao f(O) e

uma matriz V' ortogonal real N x N arbitraria,

/ (d0)£(0) = / (dO) f(VO) = / (dO) f(OV) | (C.12)

sendo f(0O) o mondmio

f(0) = H Oay, - (C.13)

O método explora escolhas apropriadas de matrizes ortogonais explicitas V', sob as quais
a integral (C.10) ¢ invariante, de modo a extrair um conjunto de relagoes [66]. Podemos
citar como exemplo a aplicacao de uma transformacao ortogonal V' = —I para a qual
a equagao (C.12) implica f(O) = (—=1)?f(0O). Entdo p deve ser par, caso contrario a
integral sera nula. Outra transformagao ortogonal essencial é a transformacao definida
por Vo5 = (—1)%§,5, onde S, € {0,1}. Para esta transformagao, a invariancia (C.12)
impoe que cada indice de linha deve aparecer um nimero par de vezes no monémio. O

mesmo raciocinio aplicado a multiplicacao de V' pela direita estabelece que cada indice de
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coluna deve também aparecer um nimero par de vezes, caso contrario a integral também
sera nula.

Podemos também aplicar permutacgoes, as quais podem sempre ser representadas como
matrizes ortogonais reais V. Através da aplicacao de permutacoes é possivel concluir que
o valor particular dos indices nao importa e o que realmente conta é a multiplicidade dos
indices diferentes. Nesse contexto, é conveniente introduzir uma representacao grafica
das integrais (C.10). Os indices linha sado representados por um ponto numa coluna a
esquerda (um ponto para cada indice diferente) e todos os indices de coluna diferentes sdo
representados por um ponto numa coluna a direita. Os pontos da esquerda sao unidos
aos pontos da direita por linhas, onde cada linha representa um fator O,,3,. Se um fator
aparece a poténcia my, denotamos a poténcia préxima a linha.

O método diagramatico alia as propriedades extraidas da invariancia ao vinculo de or-
togonalidade e obtém férmulas explicitas para varias tipos de diagramas além de derivar
relagoes de recorréncia para casos mais complicados [66]. Na figura (C.1) mostramos uma
classe de diagramas que contribuem as integrais da Eq. (C.9). Trata-se das integrais de
leque[66], para as quais existem férmulas explicitas. Além das integrais de leque, encon-
tramos outras classes de integrais na Eq. (C.9), as quais mostramos na figura C.2. Para
as integrais Z(mq, mo,m3) temos férmulas explicitas que evidentemente dependem das
multiplicidades my, mq e m3. As integrais X (r, s,t,u), que dependem das multiplicidades
das quatro linhas, sao calculadas via relacao de recorréncia. As integrais I1 e 2 da
figura C.2 nao pertencem as classes basicas de diagramas (integrais de leque, integrais 7
e integrais X ). Para estas integrais podemos utilizar a relacao de ortogonalidade (C.11) e

expressa-las em termos de diagramas pertencentes as classes basicas. Assim, ao somarmos
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8

Z ;4
4 4
2
2
2
6 4
Figura C.1: Integrais de leque Fy(mq,--- ,my), onde t denota o nimero de linhasem;, i =1---t,

a multiplicidade da linha correspondente. Da esquerda pra direita e de cima pra baixo temos as

integrais de leque F1(8), F»(4,4), F3(4,4), F»(6,2) e F53(4,2,2).

sobre os indices dos pontos com uma seta, temos:

n = m(x(1,3,3,1)+)((2,2,2,2)), (C.14)
2 = m(Z(Q,Q,Q)—X(ZQ,Q,Q)—Z(4,2,2)). (C.15)

De posse dos recursos providos pelo método diagramético, podemos desmembrar os
termos da expressao (C.9) de modo a distinguir todos os tipos de mondmios presentes,
calcularmos as médias e contabilizarmos o nimero de vezes que cada monomio apare-
ceu para finalmente obtermos a expressao para o poder de emaranhamento assintético.

Portanto, o procedimento para cada termo consiste em trés etapas:

1. Desmembramento das férmulas e identificacao dos diagramas topologicamente dife-

rentes.

2. Célculo das médias (integrais).
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2
2
4
2 1
2 Eg 2 1 g 3
2 3
2
2
2 2
2 2
Figura C.2: Diagramas que contribuem as integrais da Eq. (C.9). Diagrama na parte superior:
Integral Z(4,2,2). Diagramas centrais:Integrais X; X(2,2,2,2) e X(1,3,3,1). Diagramas na parte

inferior: diagramas que podem ser obtidos por somar sobre os indices dos pontos com uma seta,

as quais chamaremos I'1(esquerda) e I2(direita).

3. Contagem.

Mostraremos apenas o procedimento para o primeiro termo afim de exemplificarmos
as etapas citadas. Os calculos para os outros dois termos sao semelhantes e nao serao
explicitados. O primeiro termo de (C.9) é:

4
Z Z Oll,z‘Ors,iOr’s,iOr’s’,iOrs’,i . (016)
i rrls,s

1. Desmembramento dos termos pela andlise das combinagoes de valores que 0s indices

94



assumem. Temos duas situagoes possiveis para os indices do subsistema A (r = r’ ou r #
') e evidentemente duas para o subsistema B (s = ¢’ ou s # s’). Consequentemente (C.16)

pode ser inicialmente desmembrada em quatro partes:

Z Z OlllOrszOrszOrs/,iOrs’,i = Z ZOllz 78,1

i rorls,s

+ Z 011102 02,

rs’,i
r,s#£s’

+ Z 011 102 03 ER
r#r!.s

+ Z 011 ZO’/’s zOrszOrs zOrs K . (Cl?)
r#r! s#s!

Uma observagao a respeito da estrutura do tltimo termo que nos poupara trabalho: sabe-
mos que o monomio deve ter todos indices de linha aparecendo um ntimero par de vezes,
caso contrario sua média sera nula. O udltimo termo contém indices de linha aparecendo
uma unica vez e portanto tera média nula. Com respeito aos termos restantes deve-
mos ainda fazer um desmembramento adicional observando se os indices sao iguais ou

diferentes de 1. Entao,

i rrls,s! ] r#1 ou s#1
2 2

+ Z Olle Orsz_'_ZOllz 1sz+ZOllz 18’1

r#1,s#s’ s#1 s'#1

2 2

+ Z 0111 151 1s K + Z Oll zOrs zOrsz

1#£s#s'#1 r#r! s#1

2 2
ZOllz 'r12+201120 ’lz+ Z Ollz 'rle 1,0 : (018)
r#1 r'#£1 1#£r#£r/#£1

2. Cdlculo das médias (integrais). As médias dos monomios presentes na expressao ante-
rior correspondem a integrais de leque, as quais possuem apenas uma linha ou apenas uma
coluna. O método diagramético obtém expressoes explicitas para esse tipo de integral.
Utilizaremos a notagao usada em [66] sem explicitarmos o valor das integrais em termos
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das dimensoes dos subsistemas, o que tornaria a expressao inadequadamente extensa.

Identificadas as integrais de leque, a expressao fica:

Z Z <Oill,iOrs,iOr’s,iOr’s’,iOrs’,i> = Z {F1(8> + Z F2(47 4)

i rrlss % r#1 ou s#1
+ Y B(4,2,2)+) F(6.2)+ ) F6,2)
r#1,s#s’ s#1 s'#1
+ Z F3<47272) + Z F3(47272)
1#£s#£s'#1 r#r! s#1
+ > R(6,2)+ ) F(6,2)+ Y F3(4,2,2)} . (C.19)
r#£l1 r’#1 1#£r#r'#1

3.Contagem. A contagem do nimero de vezes que os mondémios ocorrem resulta:

Z Z (011:0:5,00,75,i0,5 :0,9 ) = NaNp {F1(8) + (N4aNp — 1) F5(4,4)
+ (Jl\fAr’:’z;NB(NB 1) Fy(4,2,2) + 2(Ng — 1)F3(6,2)
+ (N —1)(Np—2)F3(4,2,2)
b (Na— DNA(Np — D) F5(4,2,2) + 2(N4 — 1)F5(6,2)

+ (Na—1)(Ng—2)F5(4,2,2)} . (C.20)

Assim completamos a exemplificacao do procedimento para efetuar a média do primeiro
termo da entropia linear assintotica. Adicionalmente, simplificando a expressao acima e

substituindo os valores das integrais:

3X[84+ (N+8)(Nga+ Np+1)]
04 'Ors iOr’s iOr/s’ iOrs/i = )
Z Z (O11:OrsiOrrs, iOrori) (N +2)(N +4)(N +6)

i rrls,s!

(C.21)

onde N = NoNp é a dimensao total do sistema bipartido.
Calculamos as médias dos outros dois termos da entropia linear assintética de modo

analogo, envolvendo outros tipos de integrais soliveis pelo método diagramatico, e che-
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gamos finalmente a expressao para o poder de emaranhamento assintético:

. _ N*—(Na+ Np —13)N® = [12(Na + Np) — 47)N? = 35(Na + Ng — )N
COE—o0e = (N +1)(N +2)(N + 4)(N +6) '

(C.22)
De fato essa expressao estd de acordo com aquela obtida por Gorin e Seligman [46] uti-

lizando outro método [67] para calcular a média de mondmios sobre o grupo ortogonal.

C.2 O Conjunto de Mapas Unitarios Simétricos Apli-

cados a Estados Iniciais Complexos.

Para um ensemble de mapas COE aplicados ao ensemble CUEQCUE temos que efetuar
meédias sobre o ensemble de estados e sobre o ensemble de mapas, pois nao hé a propriedade
de invariancia que no caso anterior nos permitiu fixar o estado inicial. Observando a
expressao (C.1) notamos que a média sobre o ensemble de estados consiste em calcular a
média do objeto |(e;[v)[?|(e;|¥)]?, onde 1)) € CUERQCUE. Esse célculo é extenso, porém
simples. Ele envolve médias de monomios de quatro elementos pertencentes ao grupo
unitdrio [62]. O resultado do célculo é conhecido [68] e origina uma expressao do poder
de emaranhamento assintético em termos dos operadores reduzidos dos autovetores do

mapa e das dimensoes dos subsistemas:

NuNg + 1 1
(Na+1)(Ng+1)  NANg(No+ 1)(Ng+1)

. {z[mpm?—z[TTA<p;pz>+TrB<pin;>]2} (023)

i i#j

e (COEB,) =

Assim como no caso anterior podemos escrever os operadores reduzidos em termos dos
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elementos de uma matriz ortogonal O. A expressao (C.23) assume a forma:

NasNp +1
(Na+1)(Np + 1)
1
NyNp(Ns+ 1)(Np + 1)

X(COE;) =

X E E E Orlsl,iOr2sl,iOr232,iOrls2,iOr333,iOr453,i0r4s4,ior3s4,i

i rl,r2,r3,rdsl,;s2,s3,s4

- § E E Orlsl,iOrZsl,i07"252,jOrlsQ,jOr3s3,i0r4s3,i07"454,jOT354,j

i#£j r1,r2,r3,r4 51,52,53,54

+ O’rlsl,iOrlsQ,i OrQsQ,j Or?sl,j Or3s3,i0r3s4,i Or4s4,j Or4s3,j

+  01151,i0:251,i0:252,jOr152,Or353,i0r354,i 0454 jOrass j b - (C.24)

Similarmente ao caso anterior, obter o poder de emaranhamento assintético consistira
em efetuar a média da expressao acima envolvendo médias de produtos de oito elementos
pertencentes a uma ou duas colunas de matrizes do grupo de Haar ortogonal. Para este
fim também recorremos ao método diagramético sobre o qual comentamos. Entretanto,
os termos da expressao (C.24) envolvem quatro indices para cada subsistema. Isso sig-
nifica que desmembrar os termos dessa expressao de modo a distinguir todos os tipos de
monomios presentes ¢ uma manipulagao consideravelmente mais complexa que no caso
anterior em que tinhamos apenas dois indices para cada subsistema.

Inspirados no método diagramatico utilizado para calcular as médias dos monomios,
elaboramos um método diagramatico para distinguir os monoémios, o qual descreveremos.
Conforme podemos notar os monomios presentes possuem sempre oito elementos de uma
mesma coluna ou quatro elementos de uma coluna e outros quatro elementos de outra colu-
na e isso esta explicito na expressao. Diferentemente, os indices de linha sao especificados
por dois indices, associados aos subsistemas, e uma variedade de combinagoes ocorre. Por
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isso, este método é proposto para discriminar as combinagoes possiveis de indices de linha
nos monomios. Representamos os indices do subsitema A por um ponto numa coluna a
esquerda (um ponto para cada diferente indice) e todos diferentes indices do subsistema
B sao representados por um ponto numa coluna a direita. Esses pontos sao unidos por
linhas, onde cada linha representa um indice de linha. De acordo com essa representacao

grafica os indices de linha de todos termos da (C.24) possuem o seguinte diagrama:

rl sl

2 s2
r3 s3
4 s4

Figura C.3: Diagrama para o conjunto de indices de linha de (C.24).

Podemos deslocar os pontos em cada coluna desde que os mantenhamos ligados aos
pontos da outra coluna. Considerar dois indices de um subsistema iguais significa, em
termos diagramaticos, sobrepor os pontos que os representam. Sabemos que os monoémios
de média nao nula sao aqueles em que cada indice de linha aparece um nimero par de
vezes. Para os oito indices de linha presentes nos monomios ao deslocarmos os pontos
encontramos cinco combinagoes possiveis que satisfazem a condicao de integral nao nula:
I) 1 indice de linha aparecendo 8 vezes.

IT) 2 indices de linha, 1 aparecendo 2 vezes e o outro 6 vezes.

III) 2 indices de linha, cada um aparecendo 4 vezes.
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IV) 3 indices de linha, 1 um aparecendo 4 vezes e os outros 2 vezes cada.
V) 4 indices de linha, cada um aparecendo 4 vezes.
[lustramos na figura C.4 uma sequéncia de deslocamentos de pontos que leva a com-

binagoes Il afim de caracterizarmos a dinamica do método.
rl

sl

12 s2

3 s3

4 s4

sl .) sl

rl s2 rl s2

NXNX

(a) (b)

sl ‘) sl

rl s3 rl s4

2
(c) (d)

[o)}
[\
[o)}

Figura C.4: Sequéncia de diagramas: situagao inicial(superior esquerda), obtido por sobrepor
r2,r3 e r4 a rl (superior direita) e entao , sobrepondo trés dos indices do subsistema B, quatro
combinacoes II: (a)sl # s2 = s3 = s4, (b)s2 # sl = s3 = s4, (¢)s3 # sl = s2 = sd e

(d)s4 # s1 = s2 = s3.

As combinacgoes de II a V se subdividem em varios tipos dependendo do nimero de

indices envolvidos de cada subsistema, nos diagramas da figura C.5 mostramos alguns
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exemplos.

2 2
rl s2 r3 sl
6 6
(a) (b)
. sl
2 4 sl
2
rl . s2 rl s3
r3H 3 2
4 s4
(c) (d)

r2H4 sl 2 4
4 sl

r3H4 s3 4

(e) ()

Figura C.5: Exemplos de tipos de combinagoes II (a,b), IV (c,d) e III (e,f).

A lista completa de tipos de combinacoes é extensa e nao a apresentaremos. Avaliamos
que os exemplos sao suficientes para caracterizar a manipulacao que realizamos com o obje-
tivo de discernir as combinagoes possiveis de indices de linha nos monémios. Cumprida
essa etapa, analisamos para todos os termos da (C.24) os monémios que surgem para 0s
varios tipos de combinagoes possiveis. E entao procedemos com o calculo das médias e

a contagem conforme descrevemos no caso anterior. Apds esse conjunto de manipulagoes
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metodicas chegamos a expressao para o poder de emaranhamento assintético:

e’ (COE,) =
N° 4 12N* — (N4® + Np® — 41)N® — [12(N4* 4+ Np®) + 2(N4 + Np) — 30| N2
(Na+1)(Np + 1)(N + 1)(N +2)(N +4)(N +6)
—[38(Na* + Np?) + 18]N — 16(N4* + Np?) + 56(N4 + Np) — 40
(Na+1)(Np + 1)(N + 1)(N +2)(N + 4)(N +6) '

n (C.25)

C.3 O Conjunto de Mapas Unitarios Aplicados a Es-

tados Iniciais Complexos.

Para um ensemble de mapas CUE aplicados ao ensemble CUERCUE, exploramos a
invariancia do ensemble CUE por transformagoes unitarias (segao 4.2), a qual nos permitiu
considerar o ensemble de mapas e apenas um estado incial da base computacional.

As passagens para obter o poder de emaranhamento assintético s@o analogas as do

primeiro caso. Assim, expandindo o autovetor |e;) na base produto, temos:

N4y Np

le) =Y ) Upilr) ®1s) | (C.26)

r=1 s=1

onde os U,,; sao elementos da matriz U, da qual as colunas sao autovetores do mapa

CUE. Entao, escolhendo o estado produto inicial |¢)) = [1) @ [1), temos:

[(eil ) Pl (es ) P = |Uraa*| U ) - (C.27)

Com a finalidade de que (C.1) fique somente em termos dos elementos da matriz U,

resta-nos expressar os operadores reduzidos em termos de tais elementos. Assim,

png = Z UTSZU:SZ r's! ]U:s’,j7 (028)

T'T' SS
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Tra(piplh) = Tre(phpld) = > UnaiUly Uwe iUsy ;- (C.29)

7‘7" SS

De acordo com (C.27), (C.28) e (C.29), a expressao (C.1) ficard escrita para este caso

CO1mo:

SL (CUE _1 Z Z |U111|4UrszU:szUrs’ Urs K

Z Z |U111| |U11]| UrszU:gz r's! jU* ’j

i#j ror!s,s!

Z Z |Ullz ’Ullj| UTSZU:S adr's! jU* g (030)
i#j ror!s,s’

Neste caso obter o poder de emaranhamento assintético envolve médias de produtos
de oito elementos pertencentes a uma ou duas colunas de matrizes do grupo de Haar
unitario. Analogamente ao caso ortogonal, para o calculo de tais médias recorremos a um
método diagramatico [69] que se baseia exclusivamente no vinculo de unitariedade e em

invariancia. As integrais a serem calculadas sao da forma:

I= /(dU) e Us s Uy o Uy (C.31)

onde p, denominado grau da integral, é um inteiro positivo, (dU) é a medida invariante
de Haar do grupo unitdrio U(N) normalizada a [(dU) = 1. As médias (C.31) podem ser

calculadas utilizando:

e a relacao de unitariedade:

N N
D UagUly = bax = > UsaUj, (C.32)
B=1 B=1
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e ¢ a invariancia da medida de Haar, significando que para qualquer fungao f(U, U™)

e uma matriz V unitaria N x N arbitraria,

/ (dU)F(U,U*) = / (dU)F(V-U,VU*) = / U FOV. UV, (C.33)

sendo f(U,U*) o monomio

FOU) =TT Ui Usnen - (C.34)

A=1 k=1

Evidentemente, assim como no caso ortogonal, a habilidade de extrair relagoes para
as integrais a partir da invariancia esta associada a escolhas apropriadas das matrizes
V. O método diagramético [69] explora varias transformagoes unitarias e, combinado as
relacoes que sao derivadas ao vinculo de unitariedade, prové um conjunto de férmulas
explicitas e relagoes de recorréncias para varios tipos de integrais. Esses recursos foram
suficientes para o calculo das médias dos termos de (C.30), o qual efetuamos de forma
similar ao procedimento descrito no primeiro caso. Embora existam diferencas essenciais
entre integrais sobre o grupo unitario e integrias sobre o grupo ortogonal, os métodos
diagramdticos para os dois casos sdo muito similares. Inclusive, o método [66] foi uma
adaptagao recente de [69] para o caso ortogonal. Dessa forma nao hé necesidade de
detalharmos [69] e o emprego do mesmo. Mostraremos diretamente a expressao para o

poder de emaranhamento assintotico:

N? — (Ny+ N —4)N? — [3(Na + Np) — 1JN + 2(Na + Np — 1)
N(N+1)(N +3)

¢(CUE) =

(C.35)
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Apendice D

Médias de Exponenciais em Termos

de Fatores de Forma Basicos

Considerando o ensemble CUE, demonstraremos que as médias

(¢in(1+02-05—00)) (D.1)
(ein(2hr=92—00)) (D.2)
(e2in(r=d2)y (D.3)
<€m(¢1—¢2)> 7 (D.4)

podem ser expressas em termos dos fatores de forma basicos

2
<‘tn‘2> 7<‘t2n’2>7 <|tn’2> : (D5)
Neste contexto, é 1itil mostrarmos o calculo do fator de forma para CUE, dado por (2.78),

) n paral<n<N
([tn]") = (D.6)
N paran> N.
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Para isso, devemos lembrar que (4.24)

([tal?) = D (e™79)) = N+ N(N — 1)(e"@=%)) | (D.7)

a,B=1

onde relacionamos o fator de forma & média (D.4). Analogamente, temos:
(|tzn]?) = N + N(N — 1)(e*"(#1=92)) | (D.8)

e assim relacionamos o fator de forma basico (|ts,|?) & média (D.3). Resta-nos agora
escrevermos (D.1) e (D.2) em termos dos fatores de forma basicos. A discussao que segue
usa vérios resultados e definigoes do livro de Mehta [53]. Primeiramente, continuaremos
com o célculo do fator de forma para CUE. Com este intuito, devemos calcular {e(#1—%2))

e substituir o valor em (D.7). Da defini¢ao:
<ez‘n(¢>1*¢2)> — /d¢1 - .d¢Nein(¢1*¢>2)p<¢1 . oN)
= [dodosen @) [doy. . doxPor 0w (D)

sendo P(¢...¢n) a fungao de densidade de probabilidade conjunta dos autovalores.

Sabemos que a fungao de correlagao de n-pontos é dada por [53]:

R.(b1,...,0n) = —n/ / . ON)dos ... doyN, (D.10)

entdo podemos escrever (D.9) como

<ein(¢>r¢2)> = W/ d(bld@em(d’l*qs?)RQ((bl, b2) . (D.11)
- 0

Mas Ry(¢1,¢2) = (Sn(0))* — (Sn (o1, ¢2))?, onde

Sn(6) = x > e (D.12)
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com p = 3(1 = N),3(3—=N),...,2(N = 3),1(N — 1). Fazendo as substitui¢es na

equagao (D.11) e reescrevendo-a, chegamos a:

2

: 1 o :
in(¢p1—¢2)\ _ _ il dpetptr))e D.13
(e N(N_D%%/O e , (D.13)
A integral em (D.13) serd nao nula quando n = —(p + p’). Somando sobre todas as
possiveis combinacoes de valores assumidos por p e p’, temos:
— N paral<n< N
<€i”(¢1—¢>2)> — N(N-1) B (D.14)
0 paran > N

Finalmente, substituindo (D.14) em (D.7), demonstramos (D.6). Para o célculo de

(e?7(#1=¢2)) temos 2n ao invés de n na integral em (D.13) resultando

_ _N-2n
N(N-1)

para1§n<%

(ei2n(1=02)) _ (D.15)

0 para n > %
Substituindo (D.15) em (D.8), conferimos a expressao esperada para um dos fatores de

forma bésicos:

2n paral <n < %
2
([t2nl”) = (D.16)

N paran > %

Para obtermos (D.2) em termos dos fatores de forma bésicos partimos da seguinte ex-

pressdo, analoga a (D.11);
. , N —=3) [ (2 b
(em2o1=02=0s)) — %/ drdeaddse™ =72 7%) Ry (¢, 6o, ¢3) . (D.17)
- 0

Devemos introduzir na expressao acima o valor da funcdo de correla¢ao de 3-niveis [53],

R3(b1, 2, ¢3) = det[Sn(dj — dk)]jr=123- (D.18)
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Porém,antes disso reescreveremos essa funcao de correlagao usando a expansao do deter-

minante, introduzindo o valor de Sy (6), Eq. (D.12):

(¢17¢2’¢3 z[¢1 P1—Po (1)) +02(P2—P0(2)) +63(P3— p(r(B))] (D.19)

pb1,p2,p3 O

onde o denota as permutagoes de trés indices e a fun¢ao f(o) tem valor +1 para as
permutagoes pares e —1 para as permutagoes impares. Substituindo (D.19) em (D.17) e
reagrupando exponenciais temos

(eM(201=02705)) — Z Z f(0)0(p1 —Poa)y+2n)6 (P2 —Po(2) —1)0 (D3 —Do(zy —1) -

p1,p2,p3 O

(D.20)
Como estamos considerando apenas n > 0, as permutacoes com algum ponto fixo sao

eliminadas, restando apenas as permutagoes ciclicas de 123 (312 e 231), para as quais

f(o) = +1. Entao,

(N -

in(2¢1—ga—¢3)\ _
<€ 1—¢2 3>_2 I

Z d(p1 —p3s+2n)d(pe —p1 —n)o(ps —pe —n). (D.21)

P1,P2,P3

Portanto, devemos resolver o sistemas de equagoes lineares

p1—p3 = —2n
P2—pP1 = N
P3s—p2 = M, (D.22)

lembrando que p1, pa, p3 = %(1—]\7), %(B—N), ., 5 (N=3), %(N—l). A solugao é N —2n,

para n < %, e 0, paran > % Consequentemente

W3\ 9y aral<n< &
<ez‘n(2¢1—¢2—¢3)> - N ( )P N 2 (D.23)

0 para n > %
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Finalmente podemos escrever a média (D.2) em termos do fator de forma basico (|ta,[?):

(e C—62—63)y _ _QWW%W +2(N - 3)(N —2) (D.24)

Para tltima média a ser calculada, (D.1), realizamos passagens andlogas as que acabamos
de mostrar para (D.2) e chegamos a:

<ez‘n(¢1+¢2—¢3—¢4)> - w Z Z f(O')

p1,P2,P3,P4 O
X 0(p1 — Por) + 1)0(D2 — Po(2) +1)0(P3 — Doz) — 1)I(Ps — Poay —n) . (D.25)
Novamente devemos ter n > 0 e as permutacoes sem pontos fixos sao 2143,4123,3412 e
2341. Estas permutacoes sao pares. Assim como no caso anterior, para cada permutacao
devemos resolver um sistema de equacoes lineares. Omitimos a resolugao dos sistemas de

equagoes lineares elementares e apresentamos diretamente o resultado:

)
(N—4)![(N —n)2+2(N —2n)] paral<n< %

N
(einlortoamds=on)) — (N];!A‘)!(N —n)? para § <n < N. (D.26)
0 paran > N.

\

Podemos reescrever a expressao acima em termos dos fatores de forma basicos:

(N — 4)!

in(pr1+p2—d3—¢a)\ _

[([ta]®)? = 2(|tan]?) — 2N {|t, ) + N>+ 2N].  (D.27)
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