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INTRODUGAOQ

0 modelo cosmologico convencional proposto por Fried-
man{®2) am 1922 contém a idaia da grande explosdo inicial ("big-
-bang"), na qual o surgimento de todo o universo no espago-tempo
far-se-ia num uUnico instante. Em meados da decada de sessenta ,

(54) (1965) e Novikov(Z2) (1964) numa tentativa de cons-

Ne'lman
truir um modelo para os quasares, propuseram um modelo cosmolo-
gico inomogeneo que incluia varios "big-bang", ou seja, em que
um numero indefinido de explosdes localizadas arbitrariamente no
espaco-tempo se sucedia a primeira grande explosdo. Tais nucleos
retardados ("lagging cores") de materia gerados por cada uma des
sas explosdes constituiam-se em fontes de grande energia e even-
tuais candidatos da descricdao de quasares.

As solucoes que nos permitem representar tais nucleos
atrasados imersos num espaco-tempo de Friedman sd@o soluglOes ino
mogeneas exatas das equac¢les de Einstein encontradas por Tol-
man(l) em 1934. Sobre elas falaremos no Capitulo 1.

As solucgoes de Tolman foram generalizadas para 0 caso
da fonte de curvatura ser 0 campo eletromagnetico, por Markov e
Frolov(ig) em 1970, ndo tendo sido feita porem ate agora, nenhu-
ma generalizacao para os casos de campo de neutrino e campos es-
calares.

0 exame destes nucleos atrasados, levou-nos a estudar
as condicoes de contorno para o acoplamento de geometrias. Este

problema foi estudado primeiramente por Darmois(lg) em 1927, e




posteriormente por 0'Brien e Synge(llj (1952) e por Lichnero-
(12)

wicz'-——’ (1955}, tendo eles proposto diferentes condigoes de con
torno.

Mais recentemente Israel(13) (1958), Robson{™) (1972)
e Bonnor e Vickers(li) (19B1), reestudaram o assunto, tendo es -

tes dois ultimos reexaminado e comparado as diferentes propos -
tas existentes. Este problema e abordado no Capitulo 2, sendo -
-The apresentado na Sec¢do 2.4 um novo formalismo em termos do ten
sor de projecao huv'

Como antes mencionado, Novikov propos um modelo onde es
tariam imersos no universo, representado por uma geometria de
Friedman de secdo euclidiana (e = 0), vactolos contendo nicleos
atrasados {(expressos tambem por uma geometria de Friedman de se-
cdo euclidiana). Este modelo juntamente com a generalizacao fei~
ta por nos, para um modelo de vactolos sucessivos, e apresentado
no Capitulo 3. A relagdo entre as massas e os raios dos nucleos
atrasados desta generalizacao, baseada nas condigoes de <contor-
no de Darmois, e tambem obtida.

Nos capitulos seguintes, 4 e 5, fizemos um estudo ana-
lTogo ao descrito no paragrafo anterior, onde tomamos 0s Casos
em que a geometria do universo e dos nicleos atrasados e repre -
sentada por modelos de Friedman com secdo aberta (e = -1) e fe-

chada (e = 1), respectivamente. Estudamos tambem, as proprieda-

des destas camadas.
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NOTACAO
Assinatura da metrica: (+,~,-,-)
o o o o u o U
= T - T T -
R Byp BosY BY.p ¥ By FBD ve By
_ pY
RaB R ayR
o 1 _ap
T = . -
gy ~ 29 (ng,Y " 9y, gBYsD)
A%, . = A¢ re AP - rf A%
By By Y ¥ Yo B FBY A p
6*F = gmkT®P
]
A(&B) =7 (Agp ¥ ABa)
]
Alae] = 7 (Rap ™ Rgo!
+ _ dX
=3
o= da
MoE T
, = 42
0 ~ dt
_oda
MOETR
indices gregos: a=0,1, 2, 3
indices latinos minusculos: i = 1, 2, 3

indices latinos maiusculos (indices de tetradas) B = 0,1,2,3

Nap = (1, -1, =1, -1) (os indices de tetradas sao abaixados ou le

vantados com nAB)




CAPITULO 1

MOBELGS COSMCLOGICOS INOMOGENEDS

COM SIMETRIA ESFERICA

1.1 - UNIVERSQS DE TOLMAN

Em ]934(1), Tolman encontrou as solugoes das equacgoes
de campo de Einstein para uma certa classe de modelos inomogene-
0s.

A materia nesta classe e constituida de poeira, sem
pressdo e distribuida de maneira ndo uniforme, mas mantendo uma
simetria esferica em torno de uma certa origem.

Para descrever a metrica deste espaco-tempo, Tolman
utilizou o sistema de coordenadas comoventes que neste caso de
simetria esferica, pressao nula e ausencia de gradientes de pres
sdo, pode ser reduzido a sequinte forma:

2 2 A 2

ds™ = dt~ - e” dr” - R (1.1.1)

onde Xx e R sdao funcoes de r e t e do° = d82 + senze d¢2.

A expressio do tensor momento-energia para a materia

deste modelo sera descrita como:

oo Y
T v ° oV Vv , (1.1.2)




onde p e a densidade propria da materia, dependente apenas do
tempo, e V¥ sao as componentes da velocidade do fluido em rela-
¢ao ao sistema de coordenadas comoventes. Com este sistema, tem-
-se apenas uma componente diferente de zZeroc para o tensor momen-

to energia:

(1.1.3a)

—
[sn]
1]
ke

—
1
o

para a,B # 0 . (1.1.3b)

Para esta metrica e este tensor momento energia, temos
0o seguinte conjunto das equagoes de Einstein com constante cosmo

1ogica nula (para um calculo mais detalhado em formalismo de te-

tradas, vide Apendice A):

l2 . 2
0 R R -» ,2R" R AR
8rkT", = 7 fno 7 e (2R X ) = 8mkp  (1.1.4-1)
.. ) 2
1 2k R 1 A RS i}
grkT'y = ER 4 e 0 (1.1.4-2)
2 3 YRR AR A R" A' R
8wk T 2 = 8nkT 3 = ? + T + —R— + ? -R - e ("R— - '—2" R—*) =0
(1.1.4-3)
1 2¢” M o AR
grkT! ) = 22— (R* - 2%y = 0 (1.1.4-4)

Da ultima das equacoes, obtem-se:

5 1 _}.\Rl -
R —— = 0

aR'! A

2 —— |
RT 3 d




Integrande em relacgao ao tempo,

2 £n R' - £&n (T+f(r)) = A

onde f(r) @ uma funcdo arbitraria de r com a condigcdo de 1+f(r)

ser necessariamente positiva

A R'2
e :W . (].].5)

De posse deste valor, o elemento de Tinha (1.1.1) se

escreve Ccomo:

2
2 .2 R 2 2
ds = dt -]TTF—(?T dr R df

De (1.1.4-4) temos

. 2R!
A= TgT

o 2R 2R 2
“RT ~ET?

Lroo 2RM . fi(r)
RT ~ T+ (r)

Substituindo esses valores e a eq. (1.1.5) em (1.1.4-3)

%r‘%—z—+§-2—+~§-+-R—rR—"(’]+f(r))m+
P () R - 0 Lo
RR'

Multiplicando-se toda a expressao por 2R'R

2R'R + 2RR' + 2R'R - f'(r) = 0




Integrando em relacgao a r,

2R + RZ - f(r) = g(t) (1.1.7)

onde g(t) & uma funcao qualquer de t.

Se agora substitui-se (1.1.5) em (1.1.4-2), tem-se:

‘2
R R 1 T+f(r))
2gt 2zt ez L——Ez—“— =0

Multiplicando-se por R™, fica-se com:

2RR + R - f(r) = 0 . (1.1.8)

Comparando-se (1.1.7) com {(1.1.8) verifica-se que a
funcao g(t) deve necessariamente ser nula.

De (1.1.8) tem-se:

RER = f(r)R + F(r)
Ré = F(r) | ripy , (1.7.9)

onde a fungdo F(r) e uma segunda funcao arbitraria de integra -

¢ao. Ou ainda,

(1.1.10)

. I dR
V/Eéﬁl + f(rf




Substituindo-se finalmente (1.1.5) em (1.1.4-1),

RE . RUR L, 1 (1ef(r)) R*
R? O RTR T 7 T R
2
1+f(r)) R T+f{r) R'" 2R" _ 1+f( r) R' f'{r) _
el R YRR R T TI?TFT ke

Mas de (1.1.9):

tem-se

F(r) | f(r) , F'(r) _ F(r) . f'(r) , 1 .
R3 RE  RPR' R R'R R
1 _f(r) _ fi{r) _
Tz 7 T w7 Smke
ou seja
grkp = FLr) (1.1.11)

Da integral (71.1.10) vemos que aparecera uma outra fun
cao de r, que juntamente com F(r) e f(r) nos daria a principio
tres fungdes arbitrarias. Na realidade temos apenas duas funcdes
independentes, ja que estas tres fungdes estdo ainda sujeitas a
uma transformagao arbitraria r = r(r‘)(g).

Para a integral de (1.1.10) obtem-se trés expressdes di
ferentes correspondentes aos casos f{(r) > 0, f(r) < 0 e f(r) =

(2,9)

=0 Estudemos, entdo cada caso em particular:




Neste caso, a eq. (1.1.10) se escreve da seguinte for-

ma
.
t = | 4R (1.1,12)
\/?7?5'
R
t = —1 | gr /R
vV F{r)
S N A TS
r‘

g{r) sendo uma terceira fungao arbitraria de integracdo.

ii) f >0

De (1.1.10) temos entao:

. [ R dR
V REF (r)+RF (1)
. \/ REF+RF | F dR
_ S .| —
VvV R%e+RF

TV R? T
t } ﬁ_QiR_E - ;%7? tn (2/F7 VREF4RF + 2fR4F) + ty(r)

(1.1.14)




tal que tq(r) e uma funcao arbitraria da integracao.
Esta expressao so tem solucao em forma parametrica.
Se

R = o= (cosh n-1) (1.1.15)

tem-se:

VRZF+RF | = —w$7? senh n
2f

Com estas expressoes, a eq. (1.1.14) fica:

Fls 27372
t = E¥§7? ljenh n - &n (F senh n + F{cosh n-1)+F) + F tO(r)I
F — _n__-n n,.-n 03/2
t = E;m {Senh n - KHE(E——S——— + E—-—E—-e—-—):[ + %—— to(r‘)
F 2£3/2
t = E¥§7? senh n - n - &n F + r ty(r) (1.71.16)
iii) f < 0

Para este caso, a expressao da integral (1.1.10) sera

a mesma que no caso anterior, mas a solugdo sera dada por:

~ VRZF4RF F
t = FARF TR sen(1 + 2IR) + t,(r)| . (1.1.17)

Da mesma forma que anteriormente, se R = :??-}I—cosnj (1.1.18)

logo,

VR2f+RF = ————5372 Vsenzn »

a expressdo acima se escreve:




_'|O_
— 3/2
_ F Veanln - 2(-f) I
t = E?t;;§7? !_ sen arc sen cos n+ F to(r)_

_ 3/2
3/2
t = 51?57377 t:sen noeon s 2T g ) - %-I (1.1.19)

1.2 - DEFINICAD DO CONCETTO FUNGAO MASSA

Neste topico iremos estudar de que forma podemos asso-
ciar uma dada funcdo de coordenadas a massa do corpo que gera ©
campo gravitacional.

Para tal sera necessario introduzirmos um outro sistema
de coordenadas, denominado de Coordenadas de Schwarzschild. Nes-
te sistema, no caso de termos simetria esferica, o elemento de
linha sera escrito na forma:

ds? = e® d72 - ef qr? - R? 4@t (1.2.1)

onde o e p sao fungoes de R e 7
Escrevamos as equacoes de campo para esta metrica. Po-
demos fazer isto de uma forma direta, utilizando o Apendice A e

as seguintes modificacgoes:

i} identificamos t com v e r com R, tal que as derivadas () e

(+) passem a ser denotadas por 1 e 0. Por exemplo, a deriva

da em relacao a t da funcgao R2 ((RZ)'), escrever-se-a como




(R

S I =

)0 e sera identicamente nula, ja que R e 1 sdo indepen-

dentes;

ii) a funcdo v sera identificada com a fungdo o, 0 mesmo ocor -

rendo com A e B; e” e R

do tensor

m 2

Com as condigoes acima, as componentes em tetradas

de Ein

-(_ 2
R?

1
( +
E?

stein G(A)(B) (eqs. (A.15)) escrevem=-se:

By

3 a1
+ - ) e +
v pvd
N - 1
g e’ oz
R (“1)2 aq By
y = et g g
8 (80)%  Bno
_ Boo, (Bo)”  Bo%
(— Z 3

Com este tipo de metrica, ve-se que G(O)(O) = GOO .

1

Gy

g

2) . .2 ~(3)
(2) = G20 G773

= G

3 (0) -q

3 e G (1) e =

Entdo as equacgoes de campo serao escritas na forma:

i

I

_(EZ -

(1.2.2-1)
(1.2.2-2)
I RO
e (1.2.2-3)
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B8
=0 - 0
gk T 1 = e a—ﬁ- (].2.2'4)

onde TaB € a designacdo do tensor momento energia quando escri-

to em coordenadas de Schwarzschild.

As equacoes acima podem ser integradas na regiao do va

zio (Tuv = O)(i). Entdo, neste caso, as eqs. (1.2.2) ficam:
B
(- e By L oo (1.2.3-1)
R 2 2
R R
o
(& + e B L= (1.2.3-2)
R R
2 2
(a]) aq By By 0q (84) Bao
-8 _ 0 _ 070y, -a
(o + —— - —3~ -~ 7 * ¢ (Bgg * — 7 )e
(1.2.3-3)
By = O (1.2.3-4)

Pode-se ver que a eq. {(1.2.3-3) e o resultado das ou-

tras tres. Somando as eqgs. (1.2.3-1) e (1.2.3-2) encontramos:

ap + By = 0

que integrando em relagdo a R nos da a+p = f{1), onde )
€ uma fung¢do arbitraria da coordenada 1 . Temos porem da equa-

cdo (1.2.3-4), que @ e apenas uma funcao de R, tal que podemos
escrever e% = ¢ P of (7

e ), ou seja, como o produto de duas fun -

¢coes uma apenas de R e outra de T somente. Substituindo este

valor de e% na métrica da forma (1.2.1), temos entdo:

ds? = o B(RY oF(T) 4.2 _ 0B qp? _ R%4p% . (1.2.4)

donde vemos que podemos redefinir uma outra coordenada temporal,
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dt' = e dr. Devido a esta arbitrariedade, a fungao f(t}

sera escolhida como nula, sem que haja perda de qualqguer genera-

lidade. Entao ficamos com:
o+ B =0 (1.2.5)

A eq. (1.2.3.1) pode ser reescrita da seguinte forma:

(-Re™®); + 1 =0
Integrando a equagao acima,
-8 _ a
e = 1 + T

onde a & uma constante de integragdo, ja que B @& uma fungao
de R apenas.

Entao, ficamos com:

e®=e P14t . (1.2.6)

Analisando o resultado acima vemos que para distancias
muito grandes das massas dos corpos (R » =), onde 0o campo gravi-
tacional e fraco, o valor de e® e e"B tendem a 1. OQu seja,
assintoticamente 0 espaco-tempo €& chato (Minkowskiano). Sabemos
porém(i) que 0 tensor metrico de um campo gravitacional fraco po
de ser descrito como uma perturbacgdo do tensor metrico de Min-
kowski:

9o = Nap b SV4p (1.2.7)
onde apenas os termos em primeira ordem de e serao considerados.

No caso de termos o tensor metrico independente do tem

po e apresentar uma perturbagdo independente do tempo mui

“Yag
to pequena (oriunda do campo gravitacional de um certo corpo e

que se anula a grandes distancias), wutilizando a equacgao da



_]4_.

geodesica e as equagOes de movimento de Newton, chega-se a(é):

dgg = 1 *+ 29 {(1.2.8)

3 ~ £Y
onde 9 e o potencial classico, sendo igual a _“%9 . No caso de

um corpo esfericamente simetrico com massa total gravitacional m,
: : ’(6:3)
0 potencial produzido sera‘=’Z

o = - %? (1.2.9)

E a componente g5, (71.2.8) sera entdo escrita:
= 1 - £ (1.2.10)

Comparando a equacgao acima com a (1.2.6) vemos que a
constante € a = -2km e que tem dimensdes de comprimento, sendo
denominada de raio gravitacional (Rg). Deve-se observar que a

identificacao da constante “a com uma grandeza proporcional a

massa do corpo que cria o campo gravitacional, so foi possivel
porque o espag¢o-tempo e assintoticamente chato, podendo entdo ser
utilizado o conceito newtoniano classico de massa,

De que forma poderemos relacionar esta massa m com 0

. s
tensor momento-energia T 5 ?

Multiplicando a eq. (1.2.2-1) por R2 temos:

(1-8,R)e™® = 1-8rk TO, R
Integrando a equagaoc acima, com a condigdo de B
{R =10) =0, tem-se:
R R R
R e'Bl - Rl - 8k J 0, &% dR
0 0 0
R
e® -1 - 8k J 70, R® dr : (1.2.11)
0
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Se a massa m do corpo que produz o campo esta contida

num raio Ry > TOO = 0 para R > RO‘ Entao a equagao (1.2.11),pa

ra R > RO hos fornece:

R
0
- 8k 0 .2
eB={1-—E—’ T, R dR}. (1.2.12)

Logo, para a regiao do vazio (TaB

n

0), comparando a

eq. (1.2.12) com {(1.2.6) e (1.2.10), temos(—— :

Ro
e'8:1--2—kﬂ:1-%J 70 RZ4R
m o= 4n 70, R® ar . (1.2.13)

Devemos observar que 4WR2dR ndo € o elemento de volu-
me proprio, sendo esta massa aquela medida por um observador ex-
terno, estando ja incluido neste resultado o defeito de massa ,
ou seja, a perda de massa devido @ energia de ligagao gravitacio
nat.

Podemos generalizar o resultado acima tal que a massa
medida por um observador no interior do corpo situade a uma dis-
tancia R (R < RO) do centro de simetria seria dada petla funcgao

massa:

i R 2
m(R) = 4 | TO_ R% 4R . (1.2.14)

Esta funcdo massa pode ser escrita em fungdo das coor-
denadas comoventes r e t. Para o elemento de linha escrito de uma

forma mais geral em coordenadas comoventes,

ds? = ¥ dt? - e* dr? - RZ do® ., (A-1)

u

tendo e" sido identificado com R2,
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-, by 2 - .
as componentes do tensor metrico: e’ , e’ e R estarao relaciona-

das com a componente do tensor metrico em coordenadas de Schwarz

8

schild, e de (1.2.1), atraves da seguinte equagdo, via uma trans

formagdao de coordenadas (veja Apendice B, secao B.])(Z):

_B -A

e = e R - e R ( B-3)

Comparando estas duas equa§6e5(1’§) tiramos:

v 52 - A

m= o R(1+ e YRS - eTh RYE) (1.2.15)

As derivadas em relacao a r ¢ a t desta fungao m(pt)
podem ser expressas em termos das componentes do tensor momento
energia quando escrito em coordenadas comoventes (Tas)(§). Veja-
mos de que forma podemos faze-lo. Das egs. (A-12), a componente

comindice tensorial R2323 e dada pela seguinte expressao:

2 _ 1 ‘2 = DY
pu ainda,
3 B 1 2 =V y 2 =
3 .2 - |2 "K
R% 53, = (1 + R% Voo R'Ce™) , (1.2.16)

Comparando (1.2.16) com (1.2.15), vemos que a fungao

massa m pode ser escrita na forma:

3

km(r,t) = 5 R>,q,

(1.2.17}
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Derivando esta expressao em relacao a t e a r,

onde p = 0,1,
Para escrevermos de uma maneira melhor, vamos utilizar

a identidade de Bianchi:

3 3 3

R™ 23250 * R22p;3 * R

20332

onde o0 indice p vale 1 ou 0. Utilizando os simbolos de Christo-

fell (A.12) e (A.20),

/
/

3 _ pt 3 Lo _ a p3 R0 B3
R23250 = R23z, o * ToaRese = 2To2R0s2 = TosRaq2
/
3 o3 2 .3
R 23250 = R232,0 = 2To2R 232 . o
4 7
© //V //
3 3/ 3 .a o 53 o 3 a3
R 22033 = R22p,3 * T3aR 22, = 328020 = "32R 200 = To3R 224
/ / '
3 3 .o 3.3
R 22033 7 130R 220 = T3p R 223
¢ 7
R3 _ R3 /ﬁ N 3 RO // o R3 Lo R3 rd R3
2p3;2 2p3,2 a2 2p3 22" apl 20 20,3 23" 2pa

2p3;2 22" ap3

Substituindo estes resultados na identidade de Bianchi,



- 18-

3 2 3 3 o 3.3
R%032,0 = 2150 Ripgp + T3 Ripp = T37  Rigpy #

o 3 2 3 ~

" Ty Rigps ~ T g Rigpg = 0

3 2 o

R%32. 0 = 2Ty K% 0 (1.2.18)
. 2 a _ a0 3 3 2
Ja que Tom Ripp = Top Rpg3 e T37 =Ty

ou ainda:
ki (r.t) = % (RRY 5 +28R0 o +2R 'R )

t _ ] ] 3 hy O ' ]
km' (r,t) =5 (R'R”,q3,42RR 5 ,#2R'R 1 ,)

Utilizando as eqs. (A-23), obtemos:

. CRZ . 1
ki(rot) = & (Re'| - R'G'))

2
km' (rot) = B2 (el - Re%))

G' — —
ou expressas em termos de T 8> atraves das equacoes de campo

a o
6%, = 8kT™,
fir.t) = 4xR% (RT', - R*T',) (1.2.19-a)

' (r,t) = 4nR% (R'T0,- RTO ) (1.2.19-b)

Das expressdes acima, vemos que m e constante no espa

€O Vvazio.
Para o universo de Tolman, secdo {1.1), tinhamos as

seguintes condigoes:
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v =0
‘TOO = p (unica componente ndo nula) (1.1.3-a)
2
A R!

e = ‘|TT'_(—}"—)_ (1.].5)
2 _F

Re = B e (1.1.9)
8rkp = 8nkT, = L {r) (1.1.11)

0 R™R’

Substituindo estes resultados na eq. (1.2.15), encon -
tra-se:

am(rat) = B B fe) -1 - f(r))

ou seja,
F(r) = 2km(r) (1.2.20)

Donde vemos que a funcdo massa e apenas fungao da variavel r. De
fato, se examinarmos a eq. (1.2.19-a), vemos que o lado direito
e nulo em virtude da condigao (1.1.3-a). Utilizando esta condi -

gao, a eq. (1.2.19-b) nos fornece:

m'(r) = 4nR7R'TO,
"0 2

m(r) = 4n [ 10, R°R"dr (1.2.21)
0

com a condigdo imposta de m(0) = 0. Resultado idéntico & obtido
da condigao (1.1.11) juntamente com a relacao (1.2.20).

Com a relacao (1.2.20) podemos reescrever a equagao
(1.1.9):

RE = ZKMIr) 4 g (v (1.2.22)

0 significado da fungao f(r) pode ser encontrado(g) na equacao

acima, se notarmos que R(t,r) pode ser considerada como definin
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do uma distancia do ponto {t,r) ao centro de simetria. Isto e ba
seado no fato que a esfera de r,t = constantes tem a area 4WR2.E£
tio R & a velocidade radial da particula no ponto (t,r). A  eq.
(1.2.22) expressa agora o fato que, quando f = 0, a particula
tem velocidade R = 0 em R -~ =, Este & 0 caso que na teoria New
toniana e chamado de movimento parabolico. Se f(r) > 0, as par -
ticulas alcangam R =+ « com uma velocidade h # 0: movimento hi-
perbolico. Se porem f{r) < 0, a particula pode chegar apenas ate

um ponto maximo de distancia Rm- determinada pela equacgao:

a X

2km(r) - —f(r)

max
no qual o sinal da velocidade muda: expansdo maxima seguida de

contracgao. Este e o caso do movimento eliptico.

Podemos entdo associar o terme R” a energia cinetica,

~2km{r)

0 R a energia potencial e a fungdo f(r) a energia total.




CAPTTULO 2

CONDIGCOES DE CONTORNO

Fste capitulo tem por finalidade esclarecer o problema
das condicOes de contorno para a ligacao de metricas, correspon-
dentes a duas regioes diferentes do espaco-tempo, atraves da hi-
persuperficie que as divide. Este problema foi estudado por
Darmois(1%) (1927), 0'Brien e Synge (1 1) (1952) e Lichnerowicz(12)

(1955), e posteriormente por Israe1(l§) (1958),Robson(li) (1972)

e Bonnor e Vickers(li) (1981). Os Gltimos demonstraram que as
condicoes de Darmois e Lichnerowicz sao equivalentes, ao passo
que as de 0'Brien e Synge saoc mais restritivas que as outras duas,
contrariamente ao resultado obtido anteriormente por Israel e
Robson.

Antes de estudarmos porem, com mais detalhes este pro-

blema, iremos recordar alguns aspectos matematicos referentes a

questao.

2.1 - PRELIMINARES[lﬁ’l—}

Dado o conjunto de vetores {ea}, tangentes e linearmen
te independentes, podemos escrever um deslocamento infinitesimal

como:

tal que
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ds® = e _.e, dx% de ,
ou seja:

(2.1.1)

Iremos sempre trabalhar em bases coordenadas, tal que

05 vetores bases e, podem ser expressos na forma:
e = 2 (2.1.2)

ou seja,

Y _
>c gl = 0 (2.1.3)

As bases duais, as 1-formas w”, sio definidas atraves

da relacao:

e > = &° (2.1.4)

Um vetor qualquer u e escrito em termos de suas com-

ponentes e dos vetores tangentes como:

u = ue
o
sendo u® = <ma,u>.
A derivada covariante de um tensor (}), T = TaB ea®w8,
sera:
= = o B
veT,vyT vy(TBeu@wm) )
Y
tal que esta derivada contem contribuigoes de era, vng assim
como a de v_T% = T© .
Yy B Bay
Para computar as contribuigoes de Ve e V_wb ,» 15-

Y @ Y
to e, a expansao, contragao, rotacao dos vetores bases das 1-for
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mas, define-se o0s coeficientes de conexao:

o - o
r gy - <@ ,vye8> , (2.1.5a)

ou seja, a componente o da mudanca em e g relativa ao transpor

te paralelo ao longo de e

"
Pode~se mostrar também(lﬁ), que:
o _ _po
<vyw ,e8> = -T gy - (2.7.5b)

Estes coeficientes de conexdo em geral ndao sao simetri

cos nos dois ultimos indices. De fato, tem-se:

“Tiag)y = Yag,y

(2.1.6)

2T — =
ol 1v] T “nvo

onde
- P - B
T = T C = C
apy  Jopt By © HVp uv 9o
Como, porem, estamos trabalhando em bases coordenadas,
CUVD = 0 e pela Ultima equacdo acima vemos que a parte antissim§

trica de Ppuv se anula. Entao, de (2.1.5a), temos que:

e — o e

"oy Yoo YR

{!
A
=
"
<
]
v
I
=
il

_ o
< e. . >
w ’vcx ¥ *

ou seja,

<]
4+]
]
<]
M
—
[n%]
—_
~J
—

Entao com estes resultados, podemos escrever:

syt B, (2.1.8)

onde
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Tambem temos:
o
o= (1%, W) e @, (2.1.9)
onde o vetor u = uYeY e
o Lo
v T g = T B,y » (2.1.10)
juntamente com as propriedades de V:
VauT+VbVT = a VuT + bVVT
V (S+M) = v S + V M
u u u
Vu (A ®B) = (VUA) 2B+ A ® (VUB) (2.1.11)
Vu (fA) = (Vuf)A + f(vuA)
Vu g =0

2.2 - CURVATURA EXTRINSECA DE UMA SUPERFICIE Z(ES—’E’L]

Seja I uma hipersuperficie em V4, que divide o espacgo
tempo em 2 regices, sendo u(1) as coordenadas intrinsecas de I e
x% as coordenadas de V4, tal que em T, x* e u(1) estao relaciona-

das por:

x* = xa(u(]),u(z),u(S)) . (2.2.1)

Apesar dos indices latinos irem de 1 a 3 apenas, eles
nio especificam o carater espacial-temporal das coordenadas u“),
denotando apenas a existencia de somente tres coordenadas.

Com os 3 vetores linearmente independentes tangentes

i

Z,

e(1) =m (2.2.2)
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podemos escrever para um deslocamento infinitesimal em Z,

ou

aulilg ) | (2.2.3)

onde o tensor metrico da superficie e dado por

@) T o) o)
Com a ajuda de (2.2.1) os vetores €(i) podem ser es -

critos como uma combinacdo linear dos vetores e , definidos na se

cdao anterior:

3 ax® 9 o
. = = — = e . . 2.2.4‘
6(1) EETTT EETTT Bxa (1) ea ( )
onde
o — Bxa _ o

T T Ry

A metrica de V4,
2 ay. B8 _ oy R
ds” = ea.%dx dx* = gagdx dx
se reduz em ¢ a
2 _ (i),,03)
ds = Y,. d d ,
o i)y o4 T
ja que em & ,
dx® = X0 g ) e g (1)
au(1) (1)
ou seja,
dSZ - o4 B du(1)dU(J)
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onde
e N P PUNETs! e® . ef . {(2.2.5)
(1)°703) Ty {3) YeB T (1) 7 {J)
Seja n o vetor unitario normal a £ , onde
+ 1 (se n e tipo-tempo)
n.n = g =
-1 (se n & tipo-espago)
0 vetor n pode ser expandido em termos dos vetores ba-
se e,
o
n = n%
- a
porem
n.e =0 — n =0 2.2.6
(1) " ea(i) (2.2.9)
ja que, o 8 _—
n e(1) = (n ea) (e (1)e6) = ne h)guB = 0

Estamos portanto, excluindo o caso em que I seja uma
hipersuperficie nula.
Podemos com este vetor normal n, construir o tensor

de projecgao:

haB = g T ENGNg (2.2.7)
Ele e de fato um tensor de projecdo, ja que
B _ _ B _ B
hth v = (gaB enanB)(S Y £n nv)
=g, * Enn, - oenn - enony
= 9, " ENGN
= h . (2.2.8a)
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Alem de ser simetrico, h = h, , ele projetara todos
aB Ba

0s objetos geometricos de v4 em 3 , pois

B _ B _ 2.
huBn = 9,80 en = 0 (2.2.8b)
e 0 seu tracgo
h = h® = 6% - %<3 (2.2.8¢)
(&1 8
2

0 elemento de linha ds” pode entdo ser reescrito da se

guinte forma:

ds = h dxMdx¥ + en n dxMdxV (2.2.9)
U TRV
Em Z teremos entao:
/‘70
2 _ u v (1) 4, (3) u v (i) 4,(3)
ds 5 huv (i)e ( )du du + enunve (i)e (3) du du
S ™~
_ (pela eq. (2.2.6))
- . d (i), (J)
Y(iy(g) 0T
ou seja,
h oe® eV v = v, iy, (2.2.10)

Seja A um vetor em Vq, ou seja:

A= A% e . (2.2.11)

Ele pode ser decomposto em duas componentes, uma paralela e ou-

tra ortogonal a &

A=A+ (A.n)n (2.2.12)

=A% ef = aef L= AL (2.2.13a)
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A - Re = _ =
AY = A eY = (A(1)e(i)) eY = A(1)eu(1)eu e = A 1)eY(1)
(2.2.13b)
A.n=A'n = 0 (2.2.13¢)
Y

a B (J) (&) _ Lo (2) _ 5 (%)
e, . = , : . 2.2.14
()% (4)9e" e 5(4) ( )
pois os indices latinos sdao levantados ou abaixados atraves do
tensor metrico SNy .
(i) ()
Entdo de (2.2.13b) juntamente com (2.2.14), tira-se

que:

Utilizando a expressao {2.2.12) e os resultados acima

e calculando o produto escalar A.A, obtemos:

_ a0,B _ aOaB = oali) (3)
A= A%APe e = A%APg o= (YT e gy (AN e gy)
+ (A.n) " (n.n) = A%AR e (1)eB(J)ei.eJ +
0 p B - (1) ap B
+ ¢ ATA n,ng (e(1 eB(i) + en nB)A A s
e como A e um vetor qualquer, tem-se:
- e (1)
gdB e, eB(1) + en ng
e (e =g —enon, =n . (2.2.15)
o B(1) oB o B oB

Como vimos, A e a projecao do vetor A em I. A deriva-

. . - " . i -
da covariante intrinseca de A com respeito a u( ) sera a pro-
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jecio do vetor (n3o tangencial a I) (4)ve(i)ﬁ em %
A T o) e Pt Aol T A

- e(J).(3)ve(i)E , (2.2.16)
onde (3)r&§%(i) sio calculados com o tensor métrico da hipersu

perficie, Y(i)(j)’ e a barra vertical distingue esta derivada co
variante da derivada covariante calculada em relacado a 4-geome -
- 4) (3)
tria, tal qu =0 e <\ fs = 0, O0s ( v e v
W Tapsy TG ) k)
sap os operadores tal que (ver egs. (2.1.5)):

onde (4)FGDB sao calculados com tensor metrico de V4, 98"
Com a selecao acima, e utilizando as equagoes (2.1.8)

e {2.1.9), podemos estabelecer a relacgdao entre (4)Fupﬁe (3)F12j'

Ay T )

= (A e Ry e e (2.2.18)

e utilizando (2.2.13b), temos:
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_(3) (k) _
Anay = Mo NENEEIATS
_ (m) o v _(8) e F .0 Y
= Amye 7 a) & ()8 (i) ayMe® ()8 ()
_ (m) ~(m) o _(8).p . (m) o
Ay O O W0t @) Tav®e C (g
° |
®(3)¢ (1) A
_ (m) o _(4) (m) y
= At e ()8 )T Talv e 8 ()8 (i) A
l.ogo,
(3 (k) L (k) o _(4)p e . (K)o ¥
") T aln)® )T ey B (9)® () :
e levando em conta que e(k)a ea(J) = G(k)(J) e, portanto,
(k) .« _ (k) o (k) o -
(70t (i) 11y ¢ el ) T e (i) S0 o
temos entdo que na superficie I:
3) . {k) k 4q k
BBy = et ¢ Pl ety 2z
ou ainda
(3) el _(4) R o Y
Pk, () ()™ (%)™ Taney® () ()¢ (i) (8-2-190)
De fato, por um calculo direto e sabendo que Y(k)(i):gasea(i)eik)
temos:
(3); 1

(k)L (i)™ 2 (o) Y@y ) T Y G k)

10 B .Y i
=708 (1)® (k)¢ () Tar,y I8y, a0 Yoy, p)

+
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(4) ¢ B oY o

a
“a(k)® (KT e ® ()% (3)¢ (4) ’

onde foi levado em conta o fato de e =% . s provenien-
©CN)TE (i)kky P

te da eq. (2.2.4). Este resultado & identico ao da eq. (2.2.1%a).

0 tensor de curvatura extrinseca, K(i)(j)’ nos diz

como o vetor normal n muda sob o transporte paralelo ao longo

de um dos vetores e,.,. Fntdo, o tensor K,..,.., e definido co-
(1) (i)(J3)

mo :
(4)v(1‘) N o= K(i)(j) e5y (2.2.20)
ou seja,
®(2) (4)V(1) "=
= eryy Ty nte,) = % oY e, (2)

1090, K,:y,:y = eV .. eb . 2.2.21
990 Ky = Pesy® ()% () ( )
Levando-se em conta que n.e. = 0, podemos estabelecer a simetria

de Kiiyg)
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Gy T Ko ) T K ey e me gy -
- veg) ‘”(4)V(j)e(1) = ey () () (1)
(2.2.22)
pois
e ) e e = 4y 1o 1)
= (%), ) * et () (i))eg -
= MGy Tt (e e -
(% ) Toe ¢ ()27 % |
- e
Podemos decompor (4)V(1)e(j)em duas componentes, uma pa

ralela a superficie e outra ortogonal a mesma. Da eq. (2.2.22)
vemos que a componente normal & dada por K(i)(j)' A componente

tangencial sera dada por:

onde empregamos a eq. (2.2.16).

Entao temos:

- eKigyeqyn (2-2.28)

Tambem, se utilizarmos as egs. (2.2.16) e (2.2.22), temos:
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2.3 - EQUAGOES DE BAUSS-CDDAZI[-—E’:}—E’&]

As componentes do tensor de Riemann em bases coordena-

(21)

das (—> |“e T T = 0), sao dadas por*"—':

v
R = <m“,ﬁ(eY,ep)e >, (2.3.1)

onde

R(A,B) = |:vA,vB 1 - vlﬂ,BT . (2.3.2)

Como |:eY,eu T =0, aeq. (2.3.1) se escreve:

Entao, utilizando as eqs. (2.2.20) e (2.2.23), encontra-se:

Rlegsyeryteny = 0 ") T8 (k) @) T
- (4)‘7(3')’__(3)?%&3(1) ®e) T M) ”: *
- (4)V(k)[(3)FE§3(1) ®e) T f K0 ”j )
- Sl s o)
|:(3)TE?3(£) Sm) " € M) ”}
¢ (m) .
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C(3) (%) _(3)A()
P3G (k) 8(r) "13) (1)

T(3) (m) )

T By T Ko ”I *

+ g K n + e K,. K (m) o =
(3) (i) (k) (3) ()N k) (m)

=By ey - ) m”%“(a)]
e+ e [ 0 o - o kel
tE }(J)(Ul(k)'K(k)(i)I(J‘)T” ¥ EE( )(i)K(k)(m) +
) K(k)(1)K(J)(m)]e(m)
megeeotey = LR Gy ek ™
] K(k)mK(a)(mqe(m) 'e ”'_—*f(j)mu(k) ] K(k)mnm]
(2.3.4)

d t . R . ) =
Iremos demonstrar agora, que (e(J) e(k)) e(1)

g Y eB

= R(eB,eY)e0 e (i e (k)& (3)° De fato, sabendo que:



(04 o

Y Ty ’

temos, utilizando as equagoes (2.2.4) e (2.1.11} que:

(4), (Mg e e

(k)8 (i) ~ ve(i)) e (k)

. 1{4) o Y
- Ey vyle (1)eoi1e (k)

fl

1l

] g (4) 8
e e (1 ),y Vet ()8 (5)8 (k) Yy els *
oY, 6B e . (4)v P N 9o oY P

()8 (5)% (1,8 o T e e 0 ()
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Entao, de (2.3.4),

@ o [T3)e(m)
wiR(e gy gyle(y) ’m R @) o= R G (R )

o () a
o (K ™M e e

Multiplicando o resultado acima por gap e em sequida por e (2)°

tendo em vista a eq. (2.2.6), encontramos:

que @ a equacao de Gauss.

A equacao de Codazzi, & deduzida. bastando multiplicar

(2.3.5) por h,:

a0 8 Y - K o
Raopy™ € ()8 ()% (k) = (k) - X Ha) (2.3.7)
Contraindo a equacgao de Gauss (2.3.6) com Y(R)(j) e Y(1)(k) ’
temos:

b o0 oB oY o(8) Jald) (1) k) _
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- Bhpw ook, ., k1A g2y
E, fazendo uso das eqs. (2.2.15) e (2.2.8a), obtemos:

R ooarP O nBenY = nPBroYe (g 4k

poBY 00RY (i)(3)"

Podemos ainda escrever que:

R hPBhoY - noB[R R nOnYT -
pTBYy _PB pUBY L

Y 2 o v p B
+ E
RDOBYn n‘nn .

o
R'ZERan n

onde o ultimo termo & nulo por razdes de simetria do tensor de

Riemann R .
poBy

Porem temos que:

GOY B Roy 2 goy

Logo,

- 2¢6_ nn?¥
ay

R hoBRYY = Ro2eR n%nY
paBy gy

E substituindo estes resultados na eq. (2.3.8), ficamos com:

- 20 6, n%n" - (3)p 4 E(K(i)(j)K(i)(j)—Kz) (2.3.9)

Fazendo o mesmo procedimento com a eq. (2.3.7), e nao

esquecendo a eq. (2.2.6), obtemos como resultado que,
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R, oon®h® nBupYVe(d) op G 0veB(R)
aoBy v il Aoy

a B({L)

ja que o termo - % RguBn e = 0, devido a equacgao (2.2.6).

Entdao, finalmente multiplicando o resultado por

(2.3.10)

2.4 - UM OUTRO FORMALISMO, UTILIZANBD 0O TENSOR DE PRDJEGAO

(20,21)
hpy 5

Nesta segao iremos reescrever as equacoes ja obtidas
anteriormente, em termos do tensor de projecao huv’ definido na
equacgao (2.2.7}).

A projegao de um vetor A sobre a hipersuperficie I ,

A (vide as egs. (2.2.13}}, pode ser reescrita como:

A% = p® aB (2.4.1)
e tambem, via as egs. (2.2.4) e (2.2.15),

e =h e, =e¢e (1)e(1) eg = € (1)e(1) . (2.4.2)

UtiTlizando as propriedades (2.2.8) de hpv’ ou ainda a

relacao (2.4.2) juntamente com a eq. (2.2.6), temos
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Podemos com as equagoes acima, escrever entao:

I e O« < - P - P =
A =~R e, =nh BA h, ep-—hB A ep-—ﬁ eB-A eq . (2.4.5)

E os indices das componentes de A% sdo abaixados ou levanta-

dos tanto atraves de haB como de gaB, pois

Y = g%BR_ = %P PR - PP : (2.4.6)

Definindo entdo,

D}
<1
I
i
=
2
>
Q
[
<]
I=
It

1l
>
=
=
-
Q
p
Q
I

| (1) o(3) (2.4.7)

At oo 1 T R 6y Ay

A e Su it T e 5 A

= (A(k)Y(1)(k))|(J)_Eaea(3)|(1)_(4)r SUSEILNES

= e 1y Ry 1 TR e ()

L S IR I ST TE AL EPITEE N

- P R e et

P T R )2 )

Ry o) e
Entdo, multiplicando os dois lados da eq. (2.4.8) por e(j)g €

e(1)p, sabendo a equacdao (2.2.15) finalmente encontramos:
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A, . eld) e(i) = h' h* R . ¢c.q.d.

Utilizando as eqgs. (2.2.10) e {(2.2.15), temos:

, (2.4.9)

ou seja,
epeBVYh hp hB hY hav;o 0 (2.4.10)
De fato,
o Vv 0 IRV B
h h Bh Yhuv g = h ph Bh Y( e)(nmn\)),U
_ 70 . _
= -eh® n hVh®n” _ + hVn h®h°
pra By vig B v pY as3d
-
= 0
Tem-se ainda, que
- = s Y. G _(4). o Yo O
e, Vo A hB h AG’Y I YKOhB h
= h.'h %R _(4)r o Gy Yy A
8 oy raY o hB h EA
_ Y. Cf Lo A
hB hp Aa,Y PpB KA
onde
S A - (4). 0 Oy Y A
FOB = Ty th hB h (2.4.11)
tal que os indices de fDAB sao abaixados ou levantados tanto
atraves de hAp’ guanto de QA
Da eq. (2.2.19a) vemos que podemos expressar FAOB em
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termos de (3)T%;%(k)
= A _ (3)(k) (3) (1) A Loph vy (3)
Tole = TR STt e T ey e (204012)

Se calculassemos as conexdes apenas em fun¢do de h__,

Y
teriamos:
? -1 + h h =
osBY 2 | oB.y oy, B BY,éI
_(4) _ e, :
- Fa,BY 2 _a,YnB T e,y ¥ Mo,y T "y,8"e T
- nB’anY - nY,anB 1 (2.4.13a)
onde utilizou-se o fato de n = n , pois n_ e normal a hiper
Bsy Ys B o -
superficie ¢ = cte. (n = 0 a)'
Yo _ pod - poa(d)
fPg, = hPOT o =h - (2.4.13b)
De (2.2.21) temos entao:
K (i) (3) . EpY - & 98 =K 1
(1)(J)e pe 5 ng. h™ h s ep.von 00 (2.4.14)
e
Kp hDO&E ngtK
o oo Qo
logo,
P’k =n°K = 0 . (2.4.15)
po 0o

A equacdo de Gauss (2.3.6) sera entdo escrita,

R = hP h9 nB Y -
Rlvua =h Ah vh uh aRpoBy
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- (3) (2) (1) J(3) (k) K K -k ¥
Ry () 0® a we ey el KRy
(2.4.16)
Enquanto a equacao (2.3.7) de Codazzi fica:
40 B Y _ oy OpB .Y [T 7
Raoay 3 huh T = 1 7hEhY K ey = Koyig I (2.4.17)
Tambem das eqs. (2.3.8) e (2.3.9)
R =R hOBhoY = RP = - 2¢ 6 n%Y =
poBy o oY
- )p 4 ook kB - g (2.4.18)
ol
E para a eq. (2.3.10):
o, B _ ¢ B o (1) Y -k o
Sap" e (m) T Fasy S m% o) w® (m)
logo,
6 n%P - KB p®pY g po (2.4.19)
af e oy p B s O C

Todas as formulas obtidas se simplificariam se escolhes
semos um sistema de coordenadas no qual a equacao da hipersuper-

ficie I fosse dada por x% = cte., onde & denotaria a coordena

da em questao. Entao a eq. (2.2.4) seria escrita:
“ = 87, (2.4.20)

onde agora os indices latinos denotam apenas as 3 coordenadas
diferentes de x™.
o a
et .y = . =0 2.4.21
(1) = ¢ ( )
= e, (2.4.22)

(2.4.23)

vy
—
—
S
"
i
S
11
Ta}
-—
<
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- . ~ — o
A unica componente nao nula do vetor normal n sera n .

Como,
Y o
h g 8 8 en nB
entao, B
hai = 0 (2.4.24a)
h'. = § (2.4.24D)
J J
h%~ =0 (2.4.24¢)
o]

Utilizando as relagoes acima podemos entao escrever as
seguintes equacgoes:

Da eq. (2.2.10),

Bogvo L _ .
huV6 ;8 j - hij = Yy5 F 95 j (2.4.25)
Da eq. (2.2.19a), bem como de (2.4.12),
(3)p ko (A)p k7K (2.4.26)
J 1 J 1 J 1
e de (2.2.21) e (2.4-14),
- . _po o %
K1J = Ni.g i; "m Kij (2.4.27)
E a equacao de Gauss (2.4.16):
B - - (3) -
Riske * Rigre = " "Rigia * e (KK 7 Ky (2.4.28)
Enquanto que a eq. (2.4.17)})
Reiik = Kiisk ™ Kikss (2.4.29)
Tambem de (2.4.18):
R= R1J. =-2e 6__ n%n® = Opae(k, k1I-k%) (2.4.30)
iJ S ij
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E de (2.3.10):

2.5 - CONDIGOES DE CDNTURND[EE}

Nesta secao iremos estudar e examinar os trées conjun -
tos de condigoes de ligacdo de metricas comumente utilizados em
Relatividade Geral, devidos a Darmois; a O'Brien e Synge; e a
Lichnerowicz.

Estes tres conjuntos de condigcoes serdao referidos como:

D - Darmois(lg)

0 - 0'Brien e Synge( )

L - Lichnerowicz(lg)

D e L sao semelhantes, e em ambos o0s casos foram derivados de um
tratamento matematico baseado em classes de diferenciabilidade
dos coeficientes metricos 9o+ O método de O & completamente di-
ferente, e Teva em consideracdo uma hipotetica camada de frontei
ra cuja espessura pode tender a se anular, tratamento semelhante
aquele as vezes utiiizado em eletromagnetismo.

Neste trabalho, cujas Tinhas gerais sao dadas a se -
guir, Bonnor e Vickers mostram que D e L sao equivaientes,mas que
nenhum destes dois o sao em relagao a 0. Embora a Tigacao que sa
tisfaca a 0 necessariamente satisfaca D e L, o inverso ndo e ver
dadeiro.

Sejam V e V duas regioes do espaco-tempo, separadas pe

la hipersuperficie I. Supor-se-a que os coeficientes metricos 9.0
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*
sao de classe de diferenciabilidade C3( ), exceto em I.

i) Condigoes de Darmois (D):

. a —o T -
Sejam x ,x as coordenadas em V, V, e guB, guB as me-

tricas correspondentes. A equacdo de hipersuperficie I e dada

por:
f(xY=0 em V , (XY =0 em V , (2.5.1)
sendo que estas fungoes sao de c1a§se CZ.
0s vetores normais a & serao:
_ a By=1/2

n, = (guBn n") f,a em v
(2.5.2)

— _ = —o=B,-1/2 = T

N, = (guBn n-) fia em Vv

As duas representacdes parametricas de % sao dadas por:

(2.5.3)
onde agora x% e X¥ sdo fungbes de classe C3, tal que &L e cober-
to pelo mesmo dominio de ) ({(i)=1,2,3) em ambas as vrepresen-
tacoes. Logo, em I, guB(u(i)) sao da classe cZ.

Entao, para que V e V possam ser ligadas atraves da hi
persuperficie %, @ preciso que as primeira (= Y(i)(j)’ equagao
(2.2.3)) e segunda (= K(i)(j)’ equacgao (2.2.21)) formas de I ,

calculadas como fungoes de ul1) atraves de 9.p © aaB’ sejam iden

ticas.

* ~ -
( )Derivadas la., 2a. e 3a. de Bog sao contlnuas.
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ii) Condic¢oes de Lichnerowicz (L):

V e V podem ser ligadas atraves de %, se para cada pon
to P de £, existe um sistema de coordenadas (utilizado em ambos
os lados de % ) tal que o seu dominio contenha P e as componen-
tes metricas e suas derivadas primeiras sejam conti -

JaB Ve P guBsY )

nuas em %£. Tais coordenadas s3do denominadaa admissiveis.

iii) Condigoes de 0'Brien e Synge (0):

Un sistema de coordenadas e escolhido (e utilizado nas

duas regides V e V) tal que % & dada por x” = cte., onde o deno-

ta uma das quatro coordenadas, sem especificar se @ tipo tempoou

nao. Entdo, para ligarmos V e V atraves de % as seguintes condi

— a -
gae, gij,(x e T B devem ser continuas

o tensor momento energia e os indices latinos

coes devem ser satisfeitas:

em %, sendo TpB

- . 4
denotando as outras tres coordenadas diferentes de x .

Kumar e Singh(gg) provaram que a continuidade de

o

a implica na continuidade de T g

9ap¢ 945,

2.6 - EQUIVALENCIA DOS CONJUNTOS DE CONDIGOES

E apresentado aqui, a equivaléencia entre D e L.
Se a primeira e segunda formas fundamentais de ¥,quan-
do calculadas em V e V) se igualam em £, entao tem-se, como foi

demonstrado por Darmois(lg), que se 0 sistema de coordenadas

Gaussiano e utilizado em V e em V com 5 dada por x> =20 , x*=0,

entdo g;; = 3;; e agij/ax“= aﬁij/aia em T
De fato, por (2.4.23) tem-se que YY) (5) T 955 e de

(2.4.27):
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= -T, n—
como 1 L
— = = e 1 aq. = = +
n 1 5 ©em coordenadas gaussianas 95 5 95 o + ] e
9gi = 955 © 0, tem-se:
- _ & oo L1 ww 945 L1 294
ijg - "hgte s iyttt 29 T - Y7 T3
J Joo J ax ax®
TIPS I S N I R F IR BT
1J 1J a 13 2 ax o T,
e
- = 90 . 9q . .
Sl F L
1 ' 35X axQ
Ve-se entao que todos 9ag © 9pp,5 S2° continuos,e por

tanto as coordenadas gaussianas constituiem um sistema de coorde
nadas admissiveis como dado por Lichnerowicz. Logo, se D sao sa
tisfeitas, tambem o sao L.

Agora assumindo L, isto &, que exista um sistema de co

ordenadas no qual 9op € O sejam continuos em I, vé-se logo que

al,p
D sao satisfeitas, ja que a primeira e a sequnda formas fundamen
tais de % serao continuas em %, uma vez quUe essas dependem ape -
nas de Iyp € suas derivadas primeiras.

Passemos a comparagao de D com 0. Seja I a hipersuper-
ficie dada por:

x% = cte , X% = cte

em V e V. Suponha que as outras coordenadas e a parametrizacao

de ¥ sao tais que, em &:

As primeiras formas fundamentais de I, obtidas de V e V sao:

452 = gy aulPau(d) 052 - 5, D) , (2.6.1)




-48-

e de acordo com D tem-se:

(2.6.2)

@ |

g.. =

1] 1]

ou seja, 97 e continuo em I, sendo uma parte de 0.
0 vetor normal unitario a £ , calculado em V e V & da-

do por:
o oo, ~1/2
ng = 87 ,(eg™ )
6~ 8 (2.6.3)
) o, -1/2
nB_ 6 B(Eg )

Utilizando a segunda condicdo de Darmois, que Kiszij

em Z , juntamente com a eq. (2.4.27), temos que em I

Tiaj n-- - r,.laj n— =0 (2.6.4)
-K—:Ij ) Kij _ (€§EE)~1/2 gﬁfp ?p,ij (Egﬁa)-'l/Z a0 rp,ij -
(508 1/2 T - (cg®y1/2 =
I R RN R R gak]Tk’ij -0 (2.6.5)
ja que devido a eq. (2.6.2), T =T em ¥

Ky kK,id
Entdo ve-se que se 0 sdo satisfeitas, as eqs. (2.6.2)
e (2.6.5) tambem sdo satisfeitas, logo D sdo satisfeitas.

Porém se D sdo satisfeitas{as egqs. (2.6.2) e (2.6.5)

sdo validas) nao implicara que 0 sejam satisfeitas, ja que a
. ) ) G0 =G0
€q. (2.6.5) nao implica necessariamente em g = g, sendo esta
uma das condigées de 0. Em outras palavras, 0 sdo mais restriti
vas que D.
Mostra-se entao, que D e L sao equivalentes, mas que

0 sao diferentes de D e L, e todas as ligacdes satisfazendo 0 tam
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bem satisfazem as D e L, porem o inverso nao e verdadeiro.
Ver-se-a agora qual o problema que surge nos trabalhos
de Robson(li) e Israe1(l§), onde estes mostraram a equivalencia
de 0 e L.
No trabalho de Bonnor e Vickers, dadas 0 que
expressavam as condicoes de contorno atraves de uma hipersuperfi

cie ndo nula & especificada por x% = a, e as métricas e

9up
558 das regides V e V, ndo foi feita nenhuma transformacao de co
ordenadas nestas metricas, contrariamente ao que fizeram Israel
e Robson.

Se & permitido o uso de transformacoes de coordenadas,
e obvio que 0 e L sdo equivalentes no sentido em que existe um
sistema de coordenadas no qual aguelas se reduzem as mesmas con-
digoes. Coordenadas Gaussianas com % dada por xa =0 e Ya = 0 for

mam tal sistema. Para uma melhor visualizagdo, note-se que as di

ferencas entre L e 0 sao:

(i) que em L 93p,5 deve ser continua enquanto que 0 nao a re-
3
querem;

(ii) que Tup e continuo em 0.

Observando (i), & claro que em coordenadas gaussianas
g — sao necessariamente continuos ja que 95 sdo constantes;

0p, 0 P_ (24)

e se sao continuos tambem o e Tap tal que

e J——
Jop 908,
(i1) e satisfeita automaticamente. Entdo em coordenadas gaussia-
nas L e 0 reduzem~-se ao mesmo requisito ;s a continuidade de 948
e de g, o
Desde que 0 nao foram estabelecidas de uma forma cova-

riante, nao e surpresa que elas sejam equivalentes as L em algum

sistema de coordenadas e nao o sejam em outros. A dificuldade com
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0 e saber se o sistema de coordenadas que esta se usando e apro-
priado para 0 ou ndo; com L tambem ha uma dificuldade, que & a
de transformar a métrica para um sistema de coordenadas admissi-
veis, o que geralmente e muito complicado. Entdo D sdo as condi-
coes de contorno mais convenientes para a utilizagao em Relativi
dade Geral dos problemas em que aparecem ligacgdes de métrica.

Seque-se um exemplo que ser-nps-a de grande utilidade.

2.7 - UM EXEMPLO

Para a metrica

2 2 R 2 2 2 9

dS = dt - *IWY‘—)— d'l" "R dQ (1.1.6)

vejamos quais as restricoes impostas quando utilizam-se D e 0.

Levando-se em conta as equagoes de campo, obtivemas:

2 F
Ré = Hr) oy (i) (1.1.9)
O 1
8k 1O, = 8ﬂkp=%2% (1.1.11)
Assume-se que
R' # 0 e R#0 (2.7.1)

Considera-se duas regioes do espago-tempo, ambas com
as métricas da forma (1.1.6), separadas pela hipersuperficie I
definida por:

x® = x1 = r = a , a = cte (2.7.2)
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i
e para as outras coordenadas, x ,

sendo todas as coordenadas continuas em I.

Ira se denotar por C o conjunto de fungoes continuas
em Z.

Apliquemos inicialmente D. D vetor unitario normal a

Z, sera:

ool _ 1/2
nB = ¢ B ( g]])
(2.7.3)
_ 6] ___R!
B 145y 172
De {2.4.3) vemos que a primeira forma fundamental Y1Y(5) = 953
ou seja:
990 = !
2
Gop = -R (2.7.4)
9gq = - R2 senze

Entdo da condigdo de Y(iy(3) Ser continua, ve-se que

R {r,t) e C (2.7.5)
Calculemos agora os coeficientes da segunda forma fun-

damental, que para este exemplo sdo dados pela eq. (2.4.27)

e utilizando (A.20), as unicas componentes nao nulas serao:

R 1
(1+f(r}))

2o = pr (1+F(r))

-~
|

1/2

1/2

-~
1

op = R (1+f(r}))
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K33 = K senze

22
Como Kij deve ser continuo em I, devido a D, tem-se:

R (1+£(r)) /2 e ¢ (2.7.6)

Perivando (1.1.9) em relacao a t e usando (2.7.1),

F(r)R
2RR = - “é%l“
(2.7.7)
. E()
R = -
2R

Pode-se ver de (2.7.5) que R e continua em I, e como a
coordenada t tambem o &, o mesmo se dara em relacdo a R.

Logo,

F(r}) e C . (2.7.8)

Entao, reunindo (2.7.5), (2.7.6) e (2.7.8), tem-se as condigoes

impostas por D:
R, F(r), f(r) € C (2.7.9)
Quanto as de 0, um calculo direto nos fornece,

R', R, f(r) e C (2.7.10)

e novamente de (2.7.7), se R e R sio continuas, F(r) tambeém

devera sée-1o:
F(r) e C (2.7.11)

Derivando (2.7.7) em relacao a r obtém-se:

. F FR'
(R") = - +
A

e devido a (2.7.10) e (2.7.11),
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F' e C (2.7.12)
E novamente derivando (1.1.9) em relacao a r, tem-se:

2R(R')" = BL - B4 £

e de (2.7.10), (2.7.11) e (2.7.12}, tira-se que

f' e C . (2.7.13)
Logo, 0 nos fornece que,

R,R* , F,F'" , f,f'" e C (2.7.14)

Analisando entdo as duas condigoes, ve-se que D nao re
quer que g, seja continua, ao passo que 0 o exige. Alem disto,
observa-se de {(1.1.11) que 0 exige a continuidade da densidade
de energia. Esta exigencia & muito restritiva, e elimina algumas
possiveis solucdes fisicas; de fato, se nos tentassemos ligar o
universo de Friedmann com o de Schwarzschild, utilizando 0, a con
tinuidade da densidade exigiria que esta se anulasse na hipersu-
perficie, e entdo, por causa da homogeneidade, atraves de todo 0

modelo de Friedmann.



CAPITULO 3

UNIVERSO DE NDVIKOV (BURACOS BRANCOS)

E SUA GENERALTIZACAD

Iremos tratar agora do modelo baseado no wuniverso de
Novikov(gé), utilizando a solugao de Tolman, descrita no Capitu-
To 1. Este modelo e constituido de camadas sucessivas de matéria
gue emergem no espago-tempo em diferentes instantes de tempo t.

Inicialmente estudaremos o universo de Novikov, passan

do entao para a sua generalizacgao.

3.1 - UNIVERSD DE NDVIKDV[EE]

Novikov, em 1964, tentando explicar as fontes de radio
quasiestelares propos um modelo no qual estas constituiriam par
tes do universo de Friedman cujas expansodes estariam retardadas
em relagao a expansdo de todo o universo.

Ele supos que no instante cosmologico inicial, o ins -
tante do "big-bang”, nem toda a materia emergiu no espago-tempo,cri
ando-se no universo determinadas regifes de wvacuo com simetria
esferica, em cujos centros haveriam nucleos de matéria que so co
megariam a se expandir em algum tempo posterior.

E um resultado bem conhecido (Einstein e StrauségéiiD)

que, analogamente ao caso newtoniano, o campo no interior de um
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vacﬁo]o esfericamente simétrico imerso num universo em expansdo
com uma densidade de materia homogenea (p = p{t)), e devido
apenas a massa {m) concentrada em seu centro, iqual a que esta -
ria contida no vacliolo se este estivesse preenchido com a mesma
densidade de materia p do universo externo. Ou seja, o campo no
interior do vacuolo e igqual ao de Schwarzschild.

Do resultado acima vemos entao, gque 0s nucleos atrasa-
dos de Novikov expandir-se-ao da mesma forma que o universo ex -
terno. A unica restrigdo porem, @ que a massa desses nucleos se-

ja dada por

m = 5 a3 , (3.1.1)

onde R @ o0 rajo do vaclolo em coordenadas de Schwarzschild, e o)
e a densidade de matéria do universo externo. Como veremos adian
te, esta restrigdo ira aparecer naturalmente quando aplicarmos
as condigcoes de contorno de Darmois, estudadas na Segdo 2.5.

Vamos construir entao a solugao descrevendo este mode-
lo. A origem do sistema de referencia sera colocada no nicleo de
materia. A regiao externa sera descrita por uma geometria de Frie
dman de secao espacial euclidiana (e = 0){regido IIl}, a regiao
do vacuolo pela solugdoe de Schwarzschild (regido Il), como visto
acima(gg), e 0 nicleo por uma geometria de Friedman de segdo es
pacial euclidiana (regiao I}. 0 conteudo material de ambas as re
gioces de Friedman & um gas sem pressao (poeira).

Como veremos a sequir, a solucaoc de Tolman com f = 0
descrita na Seg¢ao 1.1, nos dara cada caso acima. A metrica entio,
que descrevera cada regido, sera dada por (vide eq.(1.1.6)):

2

2 2 2

ds® = dt® - rR'% dr? - R%dg (3.1.2)
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e a densidade p(t) por:

gmko(t) = it (1.1.11)

A funcdo R no caso f(r) = 0, & dada pela eqg. (1.1.13):

1/3

3)2/3 F(r) (t-g(r))

R(rst) = (3) o/

(1.1.13)

E sua derivada em relagao a r,

J

Porem, na Segao 1.2, vimos gue no caso do universo de

Toiman,

F(r}) = 2k m(r) (1.2.20)

onde m{(r) @ a funcdo massa.

Utilizando esta iguaidade, as equagoes acima se rees -

crevem:

2km'
8nkp(t) = 3.1.3
mkp(t) E?Ef { )
R(rot) = (3)°7% (2km) '3 Tr-g(r) J%/° (3.1.4)

R (rot) = (3)%/° {% 2km* “2km 7273 Tt-g(r) 7773 +
——frg' (2km)'/3 [t-g(r)j'”?’} (3.1.5)
Na regido do vacuolo, regido II, p{(t) = 0 e da equa-

cao (3.1.3) vemos entdo que m{r) = cte. Porem das regides I e

I[II, temos que:
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Ty - Zkn < (2) *i? E-o(r)]%

1/3
g Lm0 meag(r) ] |

a
I

(3.1.6)

Vemos que o membro esquerdo desta equagdo e apenas funcgdo de t.

Logo, deveremos ter g'(r) = 0, ou seja, g(r) = cte nestas duas

regioes.

As trés regioes sdo separadas pelas hipersuperficies

r=ry, r, = cte. Entdo tem-se:

Regido I: 0 < r <r; (nlcleo de matéria)

Ry = (923 2k mp (o)) 3T ag T

I

1
[:t'gl j

w

8Wka =

Regiao II: Py <r <, (vazio, p = 0)

3,2/3

) 173
11 =

2/3

=2

(2km ) Ct-g () ]

4kaI

. 173
R* 1{ =-F=5—)

9';; ITteg p(r) 77173

Regiao III: r, <or (universo externo)
_ ,3,2/3 1/3 - 2/3
Ripr = (30777 (Zkmyyp(r)) _t-gypp

(3.1.7a)

(3.1.7b)

(3.1.8a)

(3.1.8b)

(3.1.9a)
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1
- 7
Ct-9pq ]

onde 91> 9ypp © Myp sao constantes.,

. (3.1.9b)

q
Srkorrr = 3

Aplicando as condigoes de Darmois, temos do resultado
(2.7.9) que R, F (=2km) e f devem ser contfnuas em r=r1,r2.A con
tinuidade de f @ automaticamente satisfeita, ja que f = 0. Anali
sando a eq. (3.1.4) vemos entdo que g(r) devera ser continua tam

bem. Temos pois,
91 = 911 (ry) 911(ry) = 9711 (3.1.10a)
mpry) = mpg myp = mypp(ro) (3.1.10b)

onde 91> 9y © My sao constantes.

Da eq. (1.2.21), encontra-se que:

adl (3.1.11)

Juntamente com as condig¢oes {(3.1.10), chega-se a:
_ 4r 3 - -
mplry) = =g ep Ry (ryst) = mpp = mpp(ry) =

47 3

T PIII RIII(rz,t) (3.1.12a)

que e exatamente a condigao (3.1.1).
De fato, se calcularmos a massa medida por um observa
dor tTocalizado na regiao III, utilizando a eq. (1.2.21), encon -

tramos:
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r r
= 47 J P1 RI RI dr + 47 J DIIIR IIIR 11 dr =

0 r2
—m(r.) + X g RS (rit) - RS (r.,t)

IRy 3 " PrII rrrt’e 1ot |

_ 4 3
=3 T PII] R III(r‘,t) . (3.1.12b)

Ou seja, 0 observador mede a massa contida em todo 0 universo
acessivel a ele: a massa total da regiao I mais a massa referen-
te a parte da regido III sobre a qual ele tem acesso.

Dos resultados obtidos acima, vemos que a fungao R(r,t)

nas regiocoes I e III pode ser escrita como:

R(r,t) = A(t)o(r) . (3.1.13)

tal que R' = A(t)o'(r). Se substituirmos estes valores na me -

trica (3.1.2), obtem-se:

ds™ = dt
Se introduzirmos uma nova coordenada tal que
o' (r)dr = dx (3.1.15)

0 elemento de linha passara a ser escrito como

ds? = dt? - A%(t) |dy? + y° dQZT . (3.1.16)

que & exatamente o elemento de linha do universo de Friedman da

(27)

secao euclidiana‘—-
Vemos entao que podemos fazer o(r) proporcional a r ,
. - . 3
sem perda de generalizacao. Ou seja, fazemos m(r) ~ r~.

Tem-se pois, que:
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mIII(r) =b r .

onde a e b sdo constantes.

Aplicando as condigoes de contorno (3.1.10b),

m
a vy =g > 2= g
-
1 (3.1.17)
3 Mg
bry =My > b= —3
"2
Logo,
m M
_ M3 11 3
mp(r) = 3 r e My () 3 r
1 2

As singularidades nos universos de Friedman I e ITI
ocorrem nos pontos onde a densidade de energia vai a infinito.De

(3.1.7b) e (3.1.9b) vemos que estes pontos correspondem a:

t = 9p . n =1, III

Ou seja, estes tempos nos dizem em que instante cada universo ex
plode, ou ainda, em que instante a materia irrompe no espago-tem
po. Temos entao para o universo externo (regido III}), gIII=D'
Segue do teorema de Birkhoff(gﬁ) que a metrica da re -
giao Il e uma outra forma da metrica de Schwarzschild. De fato ,

dada a metrica na regido II,

dsS. = dt¢ - da \ (3.1.17a)

pela transformacao de coordenadas(g’gg) (veja Apendice B-3):

gy (r) = T - J gEmI (3.1.18a)
(1 -

I)\/EEmII
R R
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\/’ZEmII !
R
t =1 - dR (3.1.18b)
J L 2kaI
R
ou seja
3/2 — YR+ /2km
gII(r) = T - % R 77 " 2 2kaIR + 2km1I In L
(2kmy ) VR - VZKkm
Il Il
(3.1.18¢)
JRT + /ZRmIf
t =1 -2 /?kaIR! + kaII In (3.1.18d)
JRT- /ZEmII‘
5 "RB 1/2
t - gII(r): 7 ?Fﬁ?? (3.1.18e)
Diferenciando:
' _ _ dR
9pp dr = de Zkm =
(1 - %"F”“) TR
M11
B _ R
dt = d'f ————-Z-'E—'rﬁ?l—-— dR
1-
R

2 dRdz

g dr- = dt- + -
11 a - kaxz)z ckiny (a - kalz)v/?rﬁ?;ﬂ
R R R R

Zkmpp /2km
2 2 TR 4l s R

Zkm Vs 2kaI
(1 - (1 -
TR TR

dRdt
)

substituindo em ds%l, temos entao:
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2kaI p N
2
r 2 TR 2 R
dSII—' dT + M-—?*W dR Wf deT +
(1 - —x) - g
R S U D dr® i 2 dRdT X
TR 9T 2km [, 2kmp| Zkm K] |
- (1 - Ly (1 - —2
R R R TR
- R%4g°
2km 2
2 I1 2 dR 02,42
dsip = (1 - ) dT T REdQ ,
I1
(] - R )

que e o elemento de linha de Schwarzschild.

Exige~-se que R' > 0; a area da esfera a duas dimen -
soes t,r = cte (area = 4wR2) deve aumentar com r. Entao da eq.
(3.1.8b) veé-se que giI < 0. Escolhe-se para gII(r) a fungdo
mais simples possivel: gII(r) ~vor. Levando-se em conta entdao que

< 0, = 0 e as condigoes de contorno (3.1.10b), a fun -

911 mm
cao gII(r) pode ser escrita da seguinte forma

gII(r) = r, - v {3.1.1%a)

e tambem que:

9y = rp - ry . (3.1.19)

Finalmente podemos reescrever as eqs.(3.1.7), (3.1.8)

e (3.1.9}), utilizando os resultados acima obtidos.
Regido I: 0 < r < r (nucleo da materia)

np)' 73 ;T {t-(rz-r])j?/3 (3.1.20a)
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8rkp, = 4 (3.1.20b)
173 = >
Regiao II: ry < r<r, (vazio, p = 0)
3,2/3 1/3 |3 2/3
Rep = (30773 (2km ) / ]f (rz-r)j / (3.1.21a)
: . 3,2/3 173 2 |7 -1/3
Rip = Rip = ()7 (2km )/ é')f § (rz-r)l /3 (3.1.21b)
Regiao III: ro <r (regiao externa)
3.2/3 /3 r ,2/3
Ry = (%) (2kmpp )10 G (3.1.22a)
8rkp. . = % (3.1.22b)
111 © 3 2 ) b

onde mip » r] e rz sao constantes.

3.2 - CALCULO DE & (CDEFICIENTE DA EXPANSAO) E DO TEMPO CRITICO
t
o

0 coeficiente de expansao & nos & dado por(gz):

o
8 = n
30 ?

u — . — . — o - .
onde n” e o vetor unitario normal as hipersuperficies de separa-
cao das regioes.

Da Secdo 2.6 vemos que 6 sera igual a K = K'.=n
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As unicas componentes ndo nulas de Kij calculadas naquela Secao

540

il

Kyp = R(1+F(r)) /2

2
33 ° K22 sen 9 .

K
tal que, com a ajuda de (1.1.6), temos:

3 (1+f(r)) /2

2 3 R

Logo,

-2 (]+f%))]/2 . (3.2.1)

fan]
tl
-~

Portanto, como f(r) e R sdao continuos atraves das hipersuperfi -
cies de separagdo, k sera também contTnuo. No nosso caso, onde

f =0, temos entao:

. _ 2
K = R . (3.2.2)

Devemos notar pois, que o resultado (3.2.1) & geral e se aplica
tambem para os casos f <0 e f > 0.
Vejamos agora em que instante t. o nucleo de materia

alcanca o raio gravitacional (= 2kaI). Para isto basta fazermos:

Ry(ryt,) = 2kmp (3.2.3)

e com a ajuda da eq. (3.1.20a) encontramos:

3,2/3

Rp(ryato) = ()77 (2km

173 |3 2/3 _
1) fc'(rz'r1)1 = 2kmyy

t,= % (2kn ) + (rp=ry) (3.2.4)

Ou seja, a explosao de materia do nucleo se da numa re
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iao aquem do raio gravitacional ja gque o tempo critico t_ e mai
9 q .

or que {(r,-r,), instante inicial para o nucleo.
2 1

3.3 - VETORES DE KILLING E HORIZONTES

Como sabemos, a existencia de um vetor de Killing (£%)
e a expressao de uma certa propriedade de simetria intrinseca do

espago(ig), e que satisfaz a equacgdo:

No caso de um campo gravitacional estacionario pode-se mosUwrtig)

que 0 espago contem um vetor de Killing tipo tempo (gagu > 0).Es
te @ o caso da solugao de Schwarzschild. Logo, devemos ter tam -
bem para a Regidao II, um vetor de Killing tipo tempo.

Seja £ este vetor. Em coordenadas de Schwarzschild

= (t, R, 8, ¢) as suas componentes sao dadas por:

gy <1- , (3.3.2)

e no sistema de coordenadas comoventes xa(t,r,8,¢) suas componen
o -
tes £7 sao dadas por

o _ ox% =8
- —aYBE

Com a transformagao de coordenadas dadas por (3.1.18)

juntamente com a escolha (3.1.19a), temos

0

X - ]
BYU

Q2
ot
il
—_

T
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ox = Ar Ly
3?0 AT
. 2kmyp 12
Logo, (nao esquecendo que na regido do vazio RiI:(Uﬁa——) )
11

0

g = &£, = 1 2km

0 £, = — L= R'Y (3.3.3a)

g = -1
tal que 2km

£2 = g% = 1 - T (3.3.3b)

Para R > 2kaI’ temos £2 > 0, ou analogamente, gue a

metrica e estatica. Porem para R < 2km vemos que £2 < 0, e

Il
podemos esperar termos entao uma méetrica independente da coorde-
nada espacial. De fato, para R < 2kaI podemos escrever para a

regido do vazio (ver Apendice B):

2km 2kaI 9 o 9

dR® - (= - 1)dt” - R7de ( B.9)

Se rebatizarmos as coordenadas tal que:
R = X°

Q]

Sejam, respectivamente,agora as coordenadas temporal e

espacial, a metrica (B .9) toma a forma
2km 2km

ds™ = (“"EU_ - 1) - (_EU_“ - 1) (dx7)
X X

onde vemos que o tensor metrico depende apenas da coordenada tem
poral QO. Segundo Novikov e Ze]'dovich(ii), as regioes do es-
pago-tempo cujo elemento de linha pode ser colocado numa forma
semelhante a (3.3.4) (g =g v(Qo)) sao denominadas regides-T ,

PR M
enquanto gue as regices onde o mesmo pode ser posto da forma
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(1.2.1) sao chamadas de regioes-R.

Na superficie R = 2km; [ vemos de (3.3.3b) que o vetor
de Killing se anula. Isto origina um horizonte. 0 significado
deste horizonte sera melhor explicado na Se¢do 3.5 . Entao com

uma regiao-R ,

M

a definicdao acima temos que a regiao R > 2kaI
enquanto que para R < 2kaI temos uma regiao-T.
Nas superficies delimitadoras das regides I e II ( r =

= FyaTos respectivamente), g2 e dado por

i) em r = ™

2km Y 2km 2/3
£2 - 1 - F“T—ll‘T -1 - |2 Il , (3.3.5a)
I Y‘],t 3 t - (Y‘2~Y‘])
donde para o tempo critico t. dado por (3.2.5), tem-se 52 = 0
Entao para t < tes 52 <0 e para t > tos gz > 0
ii) em r = ro
£2 1 - - Zk?il el % 2k211 ¢/ (3.3.5b)
111'"2” M i
. 2 2 _ 2
VEMOS gue para tO = 3 (kaII), £ =0 e para t < tgs £ < 0
e t > to, tem-se gz > 0.
Nas regioes I e III, as componentes de £y = R'2 sao
dadas por:
I (2km, )73 4/3
£ - (3)4/3 11 = (ro-r )
1 2 2 2 1
r‘ J— —
1
2/3
111 3,473 (2kmpq) 4/3
e, - 7 ¢

r2
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Como R' @ descontinuo nas fronteiras, tambeéem o sera

3.4 - HIPERSUPERFICIES ESPECIAIS

Vejamos agora o carater espaco-temporal das hipersuper
ficies R = cte (t e r variaveis); r = cte (R e t variaveis); t=
= ¢te (R e r variaveis).

i) Superficies R = cte.

0 vetor n  normal a esta hipersuperficie e dado por:

_ R _ g 0 _ 2
ﬂO - "a—_E‘ - R T‘1 - R
(3.4.1)
aR ) -] "]
N oar <R n' = -(R") ;
as demais componentes sendo nulas.
n n n
Utilizando a notacgao n- = n® Ny = Rﬁ-] onde n indica a regido
em questao, tem-se:
— -2/3
I 2.2/3 2/3 2
Il 2,2/3 2/3 ,r \2 .~2/3
n = (%) (2km, ;) (L)} t -1 (3.4.2b)
3 Il rs
2km
II — -2/3 I
2.2/3 2/3 1 -1
2 = (5 2 D3 e - (rn] R
- L (3.4.2c)
as superficies para as quais n2 > 0 sao tipo espago, ao passo

que para as tipo tempo temos n2 < 0.

Yemos que apesar de ny ser descontinuo atraves de r =

= rq,r,, 0 mesmo nao se da com o seu modulo.
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De (3.4.2c) temos que na regiao-T as superchies RII

= cte sao tipo espaco ao passo que na regiao-R elas sao tipo -
-tempo. A superficie nula se da em t = 2/3 kaII+r2—r, sendo

denominada de superficie caracterTstica(gﬁ)

ii) Superficies r = cte.

Temos entdo, que n_ = (0,1,0,0) e portanto n® = (0,
-2

-(R") » 0,0)
nZ - nun - . 1
* (R)?

I _

2o o ()Y . 2/3 r12 *t_(rz_r])T 4/3
11, 2.4/3 -2/3 2 .-4/3

n ‘o= -(%) (2km ) rf ot

11 i _

2 = =33 k)T e (o) [

Vemos que neste caso tanto as componentes de n, como o

seu modulo  sao descontinuos atraves das superficies delimitado

ras.

Tambem verifica-se que as superficies sao sempre tipo
tempo.
iii) Superficies t = cte.

Para este caso tem-se n_ = (1,0,0,0) = n® e as super-

ficies sdo sempre tipo-espaco.




-70 -

3.5 - BURACDS BRANCOS

Como ja foi citado antes, o fato de em Rip = 2kaI 0
vetor de Killing se anular implica em termos apenas um horizon-
te de eventos e nao uma singularidade no espago-tempo. De fato ,

*
se calcularmos 0 invariante I = RaBYpRuByp encontra-se( ) para

a regiao II que:

2

12(2km. . )

[ = = 12 — (3.5.1)
R 11 l_? (t-(FZ-FD_

Vemos portanto que nao ha singularidade essencial em
RII = kaII, pois ai I e finito. O mesmo acontece com 0s outros

invariantes:

BD . C A _ L ABCD <o ABCD
6p° Rigep 3 Rpgep "R »  *Ragep *R
. 1 _ABEF GHCD =
onde RABCD =z REFGH n e o duplo dual de RABCD e

nABCD = 1/v-¢ eABCD onde eABCD 2 0 simbolo de Levi-Civita.
Para melhor entendermos o significado deste horizonte

vamos transformar a metrica na regiao Il dada em coordenadas co

moventes:
2 .2 "rp 2 2 2 .2
ds 11 = dt ’Zk—"R"—g 11 dr - R di N

onde R = Ry; por simplificagdo, e utilizamos gII(r) para uma
maior generalizagao, para a forma de Eddington-Finkelstein em co
ordenadas avangadas(gg’ié’ig). 0 conjunto de transformagoes e
dado

(*7ﬁrnesto von Ruckert - "Buracos Negros' -~ CBPF (1980) - Notas de aula do

curso "ToOpicos de Gravitagao'.
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2kaI
£ =¥ - [ R dr (3.5.2a)
] ¢ mII
1+
—
| fa mII
gro(r) =1t Ry R ]dR (3.5.2b)
IT 2km
11 ka )
1 + I
R
/R > R 172
t _gII(r) = —'2—‘—— dR —§(?km—) (3.5.2(:)
m II
II
onde esta ultima e decorrente das outras duas.
2km
Integrando, e utilizando a substituigao x“= ——ﬁll, ob-
tem-se:
—
t =t -4km + 4km in =
I /kaII[ I VA Tpevi
—r
. /R my
=t - 2 /?EmII R -2V ZEmII + 4kaI in
.‘/ EEm Il
(3.5.3a)
VR O+ v 2km; ]
grp(r) = T - dkmy | fn L -2 yomwR - o2 vzRm T+
VZkm
3
2 R 1/2
Diferenciando as eqs. (3.5.2},
- 4T _ O
dt = dt T dR
. 1 2kaI
gppdr = dt - (o + T%a)dR onde o = R

Elevando ao quadrado,
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- 2
915 dr® = (dE)° + e v B Ry oL s ) dRdE
o (]+0L) |
Podemos ainda escrever que:
2km
, 2 2 .2
997 = - ——Rll 911 = "9 9] (3.5.4)

Substituindo este valor em ds?l,

T2 p
2 2 2 o 2 1 o 2 2
ds = (T-a7)dt™ + - a” | + + ) dR™ +
I (1+a)? ol (140) 10
T2 o - 2.2
P 2le (gt ) ml dRdt - R7d8
2km 2km 2km
2 11, -2 11 2 11 - 2., 2
dsII (1 - R ydt™ - (1 + hpﬁuf) drR™ + 2 T dRdt + R°dgQ

(3.5.5)

Para a transformacao deste elemento de linha na forma
de Schwarzschild vide Apendice B.4.
As direcoes radiais nulas (6,4 = cte) sao determina -

das pela equagao:

2 2kaI _ 2km _
ds R ydt= - (1 + ——R—a)dR + R dRdt = O

rp - (1 -

ou ainda,

— 2kaI 2kaI
(dt-dR) | (1 - ——R—ﬂ)df + (1 + R ) dR1-= 0

E as duas direcoes nulas sao dadas por:
d (R - 2km

R II)
L . (3.5.6)

[m
-~

o
*
"
—
o
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As linhas tangentes a qualquer uma das diregoes {3.5.6)
sdao as geodesicas nulas radiais. A primeira familia das geodesi

cas tem uma equacgao muito simples:

t - R = cte. ) (3.5.7a)

enquanto que para a segunda familia tem-se:

T =- R~ 4km;; £n [kaII—R| + cte (3.5.7b)

Porém a tangente a esta Ultima familia de geodesicas possui as

seguintes propriedades:

]é) gg + =1 quando R » = 3
dt

29) Q% + 0 quando R - 2kaI ;
dt

33y 9R . 1 guando R -0

=¥
|

Da sequnda propriedade vemos que as geodesicas ndo atravessam a
superficie R = 2kaI. Isto pode ser visto com maior clareza se
tragarmos o grafico {t,R), com os cones de luz {ver Fig.3.5.1).

As linhas retas paralelas correspondem a familia de ge
odesicas nulas (3.5.7a).

Particulas fisicas movem-se em linhas de universo tipo
tempo ou nulas, isto e, em linhas que estdo no interior ou na su
perficie dos cones de 1uz. Vemos entdo que nenhuma particula po-
de atravessar a hipersuperficie R = kaII vinda da regiao-R, e
que qualquer particula situada em algum instante na regidao-T ira
necessariamente se movimentar na dire¢ao do horizonte, alcangan-
do-o num tempo proprio finite. Esta seria a descrigdo em coorde-

nadas avangadas, de um buraco branco.
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Figura 3.5.1 - Grafico (T,R) e cones de luz.

Vejamos como ficaria este grafico, na regiao do vazio,
utilizando coordenadas comoventes(éz); da mesma forma que anteri
ormente, 6 e ¢ sao fixos (vide Fig. 3.5.2).

Do invariante dado por (3.5.7) vemos que a singularida
de do espaco-tempo ocorre em RII = 0, ou seja, ela seria repre -
sentada no grafico pela reta t = ro-r. As superficies Ry = cte,
sdo representadas por t = -r+cte, sendo do tipo tempo na regido
R. Com a metrica dada por (3.1.17a) as geodésicas nulas radiais

sao dadas por:

2km

dt _ 4 II)1/2
o

Na regido externa a esfera de Schwarzschild (regido-R}
as linhas Ry = cte estao dentro dos cones de luz (tipo-tempo }

e na regiao-T elas estdo fora dos mesmos. Vemos tambem que 0S



v

Figura 3.5.2 - Dos dois raios radiais de luz que passam atraves do evento a,

um se propaga para o infinito (1), enquanto que o outro (2}
tende assintoticamente a reta R = 2kaI (2). Para o evento b, localizado no
horizonte, um dos raios se propaga para o intinite (3), enguanto que o outro
segue a linha do universo do raio gravitacional (4). Para o evento C,ambos os
raios se dirigem para o infinito. Para gualguer evento situado na regiao-T
(a' por exemplo) os dois raios de luz que passam através daquele, sdo origina
rios necessariamente do centro (3) e (2 ). Para o situado no horizonte (b) um
& propagado do centro (3) enquanto que o outro segue a 1inha do universo do
horizonte (4). Para o evento C, um & originario do centro (5) ao passo que 0
outro @ originario do infinito (6).



raios de Tuz que escapam da superficie de um corpo apos RII =

= 2km;; nunca atingem a regido-T (as regioes sao separadas por
um horizonte de eventos). Ou seja, para um observador externo na
regiao-R, ele pode sempre ter informacgoes provenientes da regi -
do-T, porem nao pode enviar nenhuma para a mesma.

Esta situacao em que nenhum raio de luz vindo da re -
giao-R pode penetrar na regiao-T e a de um buraco branco, indi -
cando uma situacdo reversa aquela do buraco negro, onde nenhum
raio de luz pode penetrar na regiao-R proveniente da regiao-T .
Ela & obtida simplesmente por uma reversao do tempo. Deve-se no-
tar poréem, que buraces brancos e negros sao mutuamente exclusi -
vos, ou seja, embora a extensdo analitica do espago-tempo de
Schwarzschild produza estas duas situacgoes, elas sao desconecta-
das e portanto impossiveis de coexistirem.

Vemos entdo que como a extensao fisica do espaco-tempo
externo de Schwarzschild para a regido interna a esfera de Schwar
zschild tem duas solucgoes, devemos tomar cuidado com a escolha
da extensdo ao fazermos a ligacao da solucao interna de uma esfe
ra massiva com a regiao do vazio. Iremos denominar de regiao-T,,
d extensdo que produz o buraco branco, e de T a que produz o bu-
raco negro. Se temos uma esfera colapsando, a superficie da esfe
ra quando esta atravessa o raio gravitacional tem a direcao de
seu movimento orientada para o centro, e por continuidade, as par
ticulas testes proximas a superficie também tem a mesma direcao,
caracteristica da regiao-T_.Porem, se no inicio tivermos que a
velocidade das particulas que constituem a esfera estao orienta-
das no sentido contrario ao do centro, sendo o raio da esfera me

nor que 2kaI’ devemos fazer a ligacdao da solucao interna com

a regiao do vazio T .
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Consideremos agora como a expansdo de uma esfera atra -
ves do raio gravitacional aparecera para um observador externo. A
primeira idéia que nos vem a cabega & que ja que temos inversao
temporal, o observador so veria a esfera quando ela irrompesse
atraves do raio gravitacional. Tal ndo acontece porem; em ambos
0s casos (expansao e colapso gravitacional) o observador vé o cor
po atraves dos raios luminosos que emergem da sua superficie, ao
passo que a inversao temporal muda apenas o sentido dos raios,pas
sando-os de emergentes para incidentes e vice-versa. Entdo o ob -
servador externo ve todo o processo de expansio, a partir de sua
erupgao singular no espaco-tempo.

Fagamos agora um grafico reunindo as 3 regides do uni -

verso de Novikov, descritas pelas egs. (3. (3.1.21) e

.20),
(3.1.22), juntamente com a matrica (3.1.2)(22:38)  yor  Figura

3.5.3 na proxima pagina.
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Consideremos agora como a expansao de uma esfera atra -
ves do raio gravitacional aparecera para um observador externo. A
primeira ideia que nos vem a cabeca & que ja que temos inversiao
tempeoral, o observador so veria a esfera quando ela idrrompesse
atraves do raio gravitacional. Tal n3o acontece porem; em ambos
0s casos {(expansao e colapso gravitacional) o observador vé o cor
po atraves dos raios luminosos que emergem da sua superficie, ao
passo que a inversao temporal muda apenas o sentido dos rajos,pas
sando-o0s de emergentes para incidentes e vice-versa. Entdo o ob -
servador externo ve todo o processo de expansao, a partir de sua
erupcao singular no espago-tempo.

Fagamos agora um grafico reunindo as 3 regiodes do uni -

verso de Novikov, descritas pelas egs. (3. 0), (3.1.21) e
3

.2
(25,38)

(3.1.22), Jjuntamente com a metrica (3.1.2) —/. Ver Figura

3.5.3 na proxima pagina.
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Figura 3.5.3 - As singularidades em todas as regioes ocorrem em R = 0. As su

perficies RII = cte sdo tipo-espago na regiéo-T+ e tipo-tem

po na regiao-R.
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3.6 - GENERALIZACAD PARA UM MDDELO DE 5 CAMADAS DD UNIVERSD

CE NOVIKDY

Antes de fazermos a generalizagao para um modelo de
n camadas, facamos primeiramente o de cinco camadas, para uma
melhor visualizagao.

Teremos agora duas camadas de massas atrasadas em re
lacdo ao universoc externo, o qual @ novamente tomado como
Friedman de secao euclidiana (e = 0), intercaladas por camadas

de vazio. Podemos fazer o seguinte esquema:

Figura 3.6.1 - Esquematizacdo do universo de Novikov generalizado para U cama
das.

As regioces II e IV sao as camadas de vacuo, denomina-
das por S (de Schwarzschild). As geometrias I e III sao as cama-
das de materia atrasadas em relacdo ao universo externo V; a le-
tra F designa estas tres geometrias de Friedman com segao eucli-

diana. Em relacdo as superficies delimitadoras temos:

~

Regiao I : 0 <r <r,
Regiao 11 Pory <P o<,
Regiao III Ty, S F <1y
Regiao IV rg < r <r,
Regiao v Porg <Y

Todas as regioes sao descritas pelo elemento de linha
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{3.1.2), a densidade de materia Py e dada por (1.1.11) em cada
uma delas, n = I, II, III, IV e V, e tambem a forma de Rn e a

mesma que a anterior (1.1.13).
Aplicando as condicoes de contorno de Darmois, encon -

tramos condicoes semelhantes as relagoes (3.1.10):

ar1{ra) = 9rrr |

9111 = 9ry(ry)

(3.6.1a)

gIV(r4) = gV = 0

= Mmypplr,)
Il 111" (3.6.1b)

Mpy = My(ry) J
qnde 9y» 9ypps 9y» Mypp € mpy sdo constantes.

Da forma funcional de g(r) dada por (3.1.19) temos en-

9y =0 5 Gpy = rgTr 5 9ppp T rytrg

(3.6.2)
917 7 TatP3treTr 5 9y T PyTratryTry
Da Secdo 3.1 vimos que podiamos escrever:
- 3
mI(r) = agr
3

mIII(r) = apqr (3.6.3)

m,(r) = a r3
v )

onde ap, appp @ ay sdo constantes., Com as condicgoes dadas por

(3.6.1b) temos entao:
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m m m
_ 11 ) _ Ly . _ 1y
ap = —3 3 ¥y Ty s Ay Ty (3.6.4a)
r r r
1 3 4
ou ainda
_ r 3 . _ r .3 _ roy3
mI(r)"mII(FT) ; mIII(r)—mIV(FE) : mV_mIV(FE) . (3.6.4b)

As equacoes (3.6.1b) tambem nos fornecem uma relacgao

entre as massas mn(r):

2

.
= (=) =m (3.6.4¢)

e substituindo esta relacdo nas eqgs. (3.6.4b) e (3.6.4a), obtem-

-se:
3
mI(r‘) = mII (%)
mo(r) = m.y (23 (3.6.5a)
IT11 11 ro e
ror
3 3
my(r) = (=) m
v r4r2 11
m
I
I 3
"
myq 1.3
arpp = T3 = oA (F_) > (3.6.5b)
ro p
r rar
3 .3 31,3
ay = ( )T omo o= )T a |
v Foly II r4r2 I ‘
Para a relacao (3.1..12a) temos:
4 3 B _ _ 4 3
mp(ry) = g moop Ry (rpst) = mpp = mppplry)= g mweppRiyy (rpst)
(3.6.6)

4 3 ) 4 3
mipp(rs)= 3 m eppRigr{rgst)= mpy = 3 7 oy RYy(ry.t)

Das relacoes (3.6.2) podemos ver que:




- 87-

97 T 811t Moy
e
9y T Gy t ryr
911 9111 Y ro7F
De (3.2.2):
2 2 2
8, = - 5% , 8., = -5 : g = -
I R, 11 R 111 Ri11
2
9, = -
T

(3.6.7)

(3.6.8)

Como agora temos 2 regioces atrasadas (I e III), tere-

mos, tambem, dois tc’ respectivos aos instantes em que:

RI= (Y‘],tc ) = 2km

, I
R = (ry,t ) = 2km
111 3% Iy
t =2 okm.. 4+
c; 3 11 79
te  ® % 2kmpy + 9rpg
11

(3.6.9)

(3.6.10)

Finalmente, podemos fazer um grafico semelhante ao da

Fig. 3.5.3 (ver Fig. 3.6.2, pag. seguinte).
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Figura 3.6.2 - Grafico (t,r).

TV
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3.7 - GENERALIZAGAD PARA UM MODELD OE n CAMAOAS

Este mode
composto de camadas
Friedmann de secao
de vazio.

0 univers

sendo que as regioe

1o e a generalizac¢do do universo de Novikov,

de materia, cada uma sendo uma geometria de

= 0), intercaladas por regioes

euclidiana (e

0 de Friedmann externo sera denotado por K

>

s de materia sdo aquelas em que n I, III,V,

.., e as do vazio n+l1 = II, IV, VI,... Entdo obtemos as seguin
tes formulas, para n Impar:
3,2/3 1/3 2/3
R (rat) = (3)°73 (ekm (r))'7 (t-g)?
(3.7.1)
3,2/3 1/3 2/3
Rty = (3 2k ) P eg (e
_ 4 1
gk p(t) =3 —— (3.7.2)
(t-g.)
A generalizag¢ao das eqs. (3.6.5) nos fornece:
T r r rT3 m
3 _ n-2 n- n-6 1] 3 (a. = II) .
n r r r r I ? I~ 3 ’
(n>1) ~n-1 "n-3 "n-5 2| r
"o -2 "n-g ré[3
m_(r ) = m » m-(r.)=m ;
nt n r r r r II I II
(n>1) ~n-1 "n-3 "n-5 2
_ 4 3 _ 3
mn(r) =37 op, Rn(r,t) =a,r
E para as eqs. (3.6.7):
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In 7 In+2 n+l n
Ipte1 T 9y Ty O Y
9k=0
Das equacgoes (3.6.8)
-2 2
TRt TR

E para as equacgoes (3.6.10):
t - 2 2 km +
. -3 n+l In

Da mesma forma pode-se tragar tambem um

da Figura 3.6.2.

(3.7.6)

(3.7.7)

(3.7.8)

grafico como o




CAPTTULD 4

GENERALTZACAO DO MDDELD DE NOVIKOV UTILIZANDO

0 MODELQ DE FRTEDMANN DE SECAQ ABERTA (e =-1)

—

A construcao deste modelo e identica ao anterior, S0
que agora as regides de materia sdo representadas por geometrias
de Friedmann com secdo aberta (e = -1). Veremos porem, que algu-
mas dificuldades aparecem; portanto, iremos tratar primeiramente
de um modelo constituido de um nucleo de materia localizado no
vacuo, para depois construirmos o modelo de tres camadas e,em se

guida, a sua generalizacao.

4.1 - NJCLEOD DE MATERTA TIMERSO NO VACUC

Da mesma forma que no Capitulo anterior, iremos utili-
zar tamb@m a solucdo de Tolman, mas so0 que agora teremos f > 0

A metrica entdo, para cada regido, e dada por:

2 2 R'2

ds = dt - "[?—(—r—y dr - R da (1.1.6)

com a densidade de materia p(t):

A funcao R{r,t) & dada agora como fungao do tempo t
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atraves das equacdes parametricas (1.1.15) e (1.1.16):

R = 5= (cosh n-1) (1.1.15)
. _
¢ = 5;;7_2.'“senh n-ﬁ] s g(r) (1.1.16)
onde
F
=t - fn F 4.1.1
g(r) O(r) E¥§77 h ( )

Mas de (1.2.20), F(r) = 2km(r), tal que para cada re

giao as equagoOes acima sao descritas:

Regido I: 0 < r

| A

r (nucleo de materia)

ka(r)
RI = —f-—I'—'— (COSh T]I']) (4.].28)
ka (r) —
t= L [senn ”1'”11 g (r) (4.1.2b)
fI —
8k _ Vol o
kpp = 2km} /R R’ (4.1.2¢)
Regiao II: rp < r (vazio)
kaI ‘
RII = . (cosh nII—I) (4.7.3a)
kaI —
t = ¥__§7? senh ”II-”IIT + gII(r) (4.1.3b)
Il o o
onde Myp = cte.

A derivada de R em relacdo a r e dada por:



- 88-

. _ km'  kmf' _ km an
R' = (—?— —fz—) (COSh n ]) + —F senhn 3r

A derivada parcial 3n/8r pode ser calculada a partir

de (1.1.16). Reescrevendo esta equacgao da forma:

§3/2
senh n-n = [— ‘ t—g(r)] ,

temos

(cosh n-1)dn :‘_[%'f]iifl _ fi;?;m'](t_g)_ gl(E%f3/2]dr+ EE%E i
tal que:

3_,'3 N (cosf]ln—l) fi:ﬁ.z {E ;— - %L__(t-g)-g'(r)} (4.1.43a)
%% - e (4.1.4b)

km(cosh n-1)

Substituindo entao o valor de (4.1.4a) em R', obtemos:

: 3/2
. _ km m' _ f _ senh n f 3 f' _m!
R = =F {(ﬁ_ o) (cosh m=T) + reosm a1y T (2 7 )

.(t-g) - 9’(?{} } (4.1.5)

Na Sec¢do 3.1 ndos substituimos o valor de R' na expres-
sao da densidade p , uma vez que esta & apenas fungao do tempo,
para encontrarmos um possivel valor de g{r). Vemos porem, gue
para 0 caso aqui tratado, este metodo se torna extremamente com-

plicado. Mas com a escolha de
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m
I
—377 = @ (4.1.6a)
fq .
3 a,b = Cte
gg(r) =b (4.1.6b)

R e t passam a ser escritos como:
Ry =ka £, '/% (cosh ny-1) (4.1.7a)

L= kaisenh nI-an + b (4.1.7b)

ou seja, 0 parametro ny Passa a ser apenas uma fungao de t e as

eqs. (4.1.4) se tornam:

BnI

E-F—z 0 (4.1.83)

Ny 1
5t “ka(cosh n;-T) (4.1.8b)

Entao para estes valores temos que:

2kn’ | 3a £, £17% «
8rkp, = = =
I ) 2 =172 2.7 2
R'p RS KBS fr £7ME (cosh np-T) k%% (cosh ng-1)
6

= . (4.1.9)

1?62 (cosh nI-1)3
E vemos que P sera apenas funcgao de t (implicitamente) como

esperavamos .
A regiao I quando descrita pelas eqs. (4.1.7) represen

ta um universo de Friedman com seg¢ao aberta (e = -1). De fato,

- . . 27
escrevendo a metrica deste un1verso(-—),

ds? = dt® -a°k%(cosh n-1)° |dx

2 ¢ (senhy)? dﬂzi] (4.1.10)
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juntamente com a metrica da regiao I ((1.1.6) e (4.1.7a)):

2 2_,22

) Y. 2 2|
ds = dt°-a coshn,-1) } FITT+ dr® + f; dﬂ-l . (4.1.11)

I

Podemos passar da metrica (4.1.11) para a métrica (4.1.10) atra-

ves da transformacao de coordenadas f}/z = senhX , ja que

coshydy = % ?lTY? dr
I

.F'l

1 ' 1 ]
dx = (7 /2 cosﬁx) A VS 72
f1 F17° (1+f )
Podemos entao escrever
f ) 2
I(r) = (senh r) ) (4.1.12)
e a metrica (4.1.11) passa a ser escrita
ds?, = at?-k%a?(cosh n;-1)7 [ar? + sennr do® I . (4.1.13)

Com este valor de f; vemos que as condicoes Ri >0 e fp > 0
sao satisfeitas.

Devemos ainda determinar a funcgao mI(r). Iremos utili
zar, para tal, as condigoes de contorno de Darmois. Do resultado

(2.7.9) tem-se que m(r) deve ser continua em r = ry- Ou seja,
mI(r1) = m . (4.1.,14)

Mas de (4.1.6a) e de (4.1.12),
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A equagao acima quando calculada em r = ry nos forne -

ce, via (4.1.174),

3 ; I
mI(r]) = myy = a senh” ry . a = ———m—— (4.1.15)
sehh rq
Logo,
M1 3
mI(r) ———3—— senh’r (4.1.16)
Senh ™

Reunindo estes resultados, podemos escrever para a

regiao I (0 < r < rq):

kmy g
RI = senh r {cosh ny-1T) (4.1.17a)
Senh "
kmy ¢
t = ——5— (senh nI-nI) (4.1.17b)
senh 1
6 senh6r]
8Trka = 2 3 (4.1.17¢)
(kmyy) " (cosh ny-1)
4 3
mI(r) =3 mpp RY (4.1.17d)
Ing senh3r] 1
3t km ;| (cosh n -1) ? (4.1.17e)
onde temos feito b = 0, para que a singularidade essencial ny = 0

ocorra no instante t = 0.

Das condicoes de Darmois, temos que R e f devem ser tam
bem continuas em r = ri- Comparando as eqs. (4.1.3a) e (4.1.17a)
vemos que a continuidade destas duas funcgoes implica na continui-
dade do parametro n. Por outro lado, como o sistema de coordena-
das comoventes (t,r,98,¢) nao possui singularidades e cobre toda
a variedade, temos que devido a continuidade de n, gII(r) deve se

anular em r = ry- Estas condicoes restringem os possiveis valores
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para as fungoes fII’ grp & © parametro RE porém ndo € possivel
explicitar de um modo simples as suas equagoes. Elas devem ser
tais que obedecam a seguinte equacao (proveniente das igualdades

dos tempos dados por (4.1.3b) e (4.1.17b)):

kaI — kaI
3727 [%ent nII_nI£T Papp(r) = ——3— (senh np=ny)
I1 — — sen Y'-I
(4.1.18)
Alem de:
gpplry) =0 )
4 fII(r]) = senh " (4.1.19)

npp(ry) = ng

Devemos ainda ter RiI > 0, ou seja, de (4.1.5) onde miI = 0 en

contramos:
km - f! senh n f3/2
Rip = . F (cosh nqp-1) + compa kII :
11 | 11 cosh mpp=h Kipg
.F ]
3 1T
.[? o (app) - giIJ I >0 (4.1.20)

4.2 - CALCULO DE 6 € DO TEMPO CRITICO t_
De (3.2.1) e de (4.1.12) temos para a regiao I,

1/2

2
_ 5 (l+senh’r) _ _ 2 cosh r
eI = -2 RI : = ———ﬁT——w . (4.2.1a)
e para a regiao II,
2(1 + fII)1/2
6,4 = - R ) (4.2.1b)

Ii
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Calculemos agora o instante tC para o qual tem-se
Rl(r1,tc) = kaII. (De (4.1.17a) ,
kaI

Ro(rqa,t ) = (cosh n_;-1) 2km
IV 1% "¢ senhr, cl Il

n
cosh ncl-l = 2 senhzr] = 2 senh2 *%l

logo,

21r'7I = 7 (4.2.2)

cl
Substituindo este valor na expressao do tempo dada por (4.1.17b)

km
t = —3IL— (senh 2ry - 2ry) (4.2.3)
senh ™

encontramos o valor desejado.

4.3 - GENERALTZACAD PARA UM MODELO GE 3 CAMADAS

Temos agora o caso analogo ao estudado na Secao 3.1.As
equacdes na regido I serao identicas as deduzidas na Segao 4.1
(egs. (4.1.17)), com apenas uma modificagao: a constante b sera
agora diferente de zero, pois queremos que esta regidao represen
te um nucleo de materia atrasado em relagac ao universo exterior
(regiao III), ou seja, queremos que a singularidade np = 0 ocor
ra num instante t maior que zero. Reescrevamos entao a equagao

(4.1.17b),

kaI

t:—f—(senh ﬂI'T]I) +gI ’
senh "

(4.3.1)

onde g; = b = cte >0
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As equagoes para as regioes II e III serdo dadas por:

Regido II (ry <r < ry,) (vacuo):

kaI
RII = fII (cosh nII—T) (4.1.3a)
kaI
t = ;37? {senh HII'”II) + gII(r)(4J.3b)
11

onde mII=cte.

Regiao III (r > r2) (universo externo}:

KMy
RIII = ——~—?~_—(cosh nIII-1) (4.3.2a)
senh™ r
kaII(r)
senh™r
onde f senh?r (vide eq. (4.1.12)) e gy = 0, ja que es-
ta regido representa o universo de Friedman (e = -1) externo.

Analogamente a Secao 4.7, a funcao mypplr) e determi

nada atraves das condigoes de Darmois. Ou seja,

mypp(re) = mpp
e Ccomo

mypp{r)
—Lilg—— = cte
senh™r
(vide eq. (4.1.6a)), temos entao
M 3
mIII(r) = ——a— senh™y (4.3.3)
senh s

sendo ent3o que a densidade de materia na regido III e expressa
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por (similar a eq. (4.1.17¢)):
senhsr2
8mkp = 6 . (4.3.4)
ITI Z 3
(kaI) {cosh nIII_])

Novamente a condigao (3.1.1) e satisfeita j3a que tambem temos aqui

(vide eq. (3.7.12a))

5=

4 ) ) . 2
mp{ry) = 3 moop RyT(rqst) = mpp = mpp(ry) = 37 prpp Ryppo (rgst)

(4.3.5)

E as equagdes na regiao III, juntamente com o resultado (4.3.3),

podem ser escritas como:
11 5 T3 senh r (cosh nHI—]) (4.3.6a)

t = {senh n -1 ) (4.3.6b)
senh3r2 ITT "'II1

Com base nos mesmos argumentos que utilizamos para es
crevermos a eq. (4.1.18) e as condigoes (4.1.19), teremos entao
1

que as equagoes na regiao II deverdo satisfazer alem de RII > 0

(vide eq. (4.71.20)) as seguintes condigdes:

kmy kg
;;;;3;‘ {senh nI—nI) t g = ;§7? (senh nII_nII) + gII(r) =
1 II
kaI
senh”r,
onde ~-(senh - ) km
g, - 10 7 "10 11 (4.3.7b)
I sengBr r

tal que quando np = Mg < 0 tenhamos N 0 = t = 0.
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grii{ry) =49

11V I (4.3.8)
QII(rZ) = 0

fII(r1) = senh2 ry

2
fII(rz) = senh ro

Os resultados de 61, eII e n serao iguais respectivamente,aos

cl
obtides anterijormente em (4.2.1a), (4.2.1b) e {(4.2.2). Para 11

e o tempo critico tc’ temos porem:

_ 2 cosh r
eIII = -—TI-I*—E——'- (4.3.9)
kaI
tc = ——a {senh Zr]-Zr]) 9 - (4.3.10)
senh ry

4.4 - GENERALIZAGAD PARA UM MODELO DE n CAMADAS

Primeiramente tratemos rapidamente do modelo de 5 cama
das. Teremos um esquema idéntico ao da Fig. 3.6.1 onde F desig
na agora um universo de Friedman de secao aberta. As condigoes
de contorno para g{(r) e m{r) sdo dadas tambem por (3.6.7a) e
(3.6.1b), porem as relagbes (3.6.3) sdo escritas agora como (vi-

de eqs. (4.1.15) e (4.3.3)):

mI(r) = a senh3r
3
mIII(r) = appp senh’r (4.4.1)
3
mv(r) = ay senh™r .

onde
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11 "1y M1y
a1 © ; 111 T 3 ’ ay = ——=3 > (4.4.2)
senh r senh ra senh™r,
senh rs o
M1y (Senh r3) = M (4.4.3)
e
M1 My senhr,
ap = ———x— 3 arpp T g — = Ay (gyREs)
I senn ry senh”r, sennr,
senhr senhr, sennr
- 3 3 B 3 1.3
Ay T (Senhrz senhr, M1 C (senhr4 senhrz) a1 (4.4.4)

Substituem agora as eqs. (3.6.4a), (3.6.4c) e (3.6.5 b), tendo

sido obtidas destas substituindo-se os r pelos senh r.

Vemos tambem, que a relagaoc (3.6.6) permanece valida.

As densidades de materia sdo dadas por (vide eqs.(4.1.17c) e
(4.3.4)):
6 senh6r1
8rkp, =
I 2 3
(kaI) (cosh ni-1)
6 senh6r3
8wk p = (4.4.5)
II1 2 3
(kaV) (cosh nIII"])
6 senh6r
- 4
8']Tkpv = Ki

Z
(kaV) (cosh nv—])

Nas treés regides I, III e V temos agora f(r) = senhzr. Para as

regioes I e III tem-se (vide eq. (4.3.7b)):

-{senh nyp-npp)

97 = mor Kk
I senh:{r1 I ( )
4.4.6
-(senh n -n )
q _ 1rro”riro’ o
ITI Senh3 11

Fo
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tal que quando ny = MNyg © Nyrr T Mi110°

bos g € nNyprg Sao negativos.

= 0.Am-

0 conjunto de condigdes similar ao (4.3.8) e dado por:

(4.4.7a)
"rrr T Mpvirs)
npy(rg) = ny
for(rqy) = senhzr
1TV 1
2
for(r,) senh™r
Iz , (4.4.7b)
fIV(rs) = senh rs
2
fIV(r4) = senh’r,
Para as duas regides II e IV temos tambem condigao

(4.1.20), onde o indice II seria II ou IV, respectivamente.

Os dois instantes t_ sao dados pelas relagoes:

kaI
t = (senh(2r,) - 2r,) + g
cl senh r 1 1 I
(4.4.8)
kaV
thII = —a (senh(2r3) - 2r3) 9111
senh r3

Podemos agora escrever as formulas genericas para um
modelo de n camadas. 0 universo externo sera denotado por k, en-
quanto gque as camadas n = I, III, V, VII,..., representam geome-
trias de Friedman (e = -1) atrasadas e as n+l = II, IV, VI,...,

regioes de vazio. Entdo temos, de (4.4.1), (4.1.2a}) e (4.3.2a):

Rn = anksenh r {(cosh nn-l)

(4.4.9a)

t = k a (senh nn-nn) + 9, s
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k m
n+1
Rns1 = (cosh nyyq = 1)
fn+](r)
{4.4.9b)
k M+
L 75 TR LTS B TS AR PYR AL,
fooq(r)
n+1
Brkp, = —g—y— . (4.4.10)
k ag (cosh nn—1)
A generalizagao das eqs. (4.4.4) nos fornece:
_senhrn_2 senhr _, senhr _.... senfhr, 3
a = a4 (4.4.11a)
(n>1) senhr _, senhr _, senhr _.... senhr,
"1
ap = ———x— (4.4.11b)
I senh ry
- 3
senhr  senhr senhr ... senhr
m (r) = n n-2 n-4 3 } n (4.4.12a)
(n>1) senhr, _, senhr, _, senhr _.... senhr,
mI(r]) = My (4.4.12b)
mn(r) = % T P, R3n (ryt) = a, senhsr (4.4.13)
m m
senh LA senh LA
Das eqs. (4.4.6) ,
9, * -a (senh ”no"”no) (4.4.15a)
quando My = Mo > Nk = 0 — t =20
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1
[Ha]

gn+1(rn)
(4.4.15b)

(r

gn+1 n+]) = Ips2

Para as equagoes (4.4.7}),

nn+](rn) L
(4.4.163)

nn+1(rn+1) T The2

(4.4.16b)

f (r

n+1 n+1)

Devemos igualar tambem as expressOes de t de todas as
regices, analogamente a relacdo (4.3.7a). Nas regioes do vazio ,

temos ainda a restrigao imposta por R! > 0, dada pela -equa-

n+1
cao (4.1.20) onde o indice II & substituido por n+T. A generali-

zacdo dos coeficientes de expansdo 6 nos fornece:

-2 cosh

oy = IR (4.4.17a)
_ 1/2

6,1 = <2 (1 % f 1) /RnH (4.4.17b)

E para os tempos criticos (4.4.8):

t = k a_ {(senh 2rn—2rn) + g {(4.4.18)

cn n n




CAPITULO 5

UNIVERSDS SEMI-FECHADDS E. A GENERALIZACAD DO

MODELD DE NOVIKOV COM SECAQC FECHADA (e = 1)

A construcac do modelo de n camadas com a geometria
de Friedmann de secao fechada, & analoga a do Capitulo preceden-
te. Podemos porem, ter uma melhor visdo geometrica deste modelo
com a ajuda dos universos semi-fechados, propostos por Zel'dovich
em 1962(32)

Iremos portanto introduzir inicialmente alguns prelimi
nares matematicos necessarios ao estudo posterior dos wuniversos

semi-fechados, para em sequida fazermos a generalizagao do mode-

1o0.

5.1 - SUPERFICIES DE REVDLUGAD

Nesta Segao, iremos fazer uma pequena revisao sobre su
perficies de revolugao.
0 elemento de linha no espago euclidiano de tres dimen

soes e dado por:

2 2 3,2

2 v (dx>)

ds? = (dx

12 4 (dx?) (5.1.1)

Uma superficie de revoiugao que tenha o eixo-x como

eixo de rotacdao e definida pelas equagOes (veja Fig. 5.1.1):




Figura 5.1.1 - Exemplo de uma f%gura de revolugao: a curva ABCD & girada em

torno do eixo X

X = u €05 u
x% = u' sen u
x> = @(u])

(5.1.2)

1 2 . = - .
onde u e u- sao as coordenadas intrinsecas da superficie.

Diferenciando as equacgoes acima:

dx] = CO0S u2 du1 - u] sen u2 du2
dx2 = sen u2 du1 + u] cos u2 du
dx> = o' du’

onde aqui o' = dfb/du1

Substituindo em (5.1.1), obtemos o elemento de

da superficie:

1,2 2

)2 (du?)?

as? - ii + (@')ZT(du])z + (u

ou ainda,

Tinha

(6.1.3)



2

dsg = (u')? {—T—g—1(+(?|)
u

(du")? + (duz)z}
e com a ajuda da transformacao de coordenadas

, - ( Vir(e)? ) 2 - (5.1.4)

du H u- =y R
u

temos:

ds? = a(z) 'Ezz+dv2 1 . (5.1.5)

Entao, se o elemento de Tinha de uma superficie pode
ser colocado na forma (5.1.5), ela e uma superficie de revolu-
gao(ﬂé). Devemos notar ainda, que toda variedade bidimensional
V2 e conformalmente plana, isto e, o seu elemento de linha pode
sempre ser colocado na forma

ds2 = Q(z,v)idz2 + dv? T
i

(pois o tensor de Weyl dado por

1

wusuv N Rasuv t 7 (gauRBv * ngRau h gavRBu h gBuRuv)+
bR (9, 0,,70,00,)
6 ap” B8v “av? Bl ’
onde o = 1,2, se anula). Portanto, a condigao para V2 ser uma

superficie de revolucao e que & so dependa de uma varijavel.
Como exemplo, peguemos uma esfera de raio a. 0 elemen-

to de linha da sua superficie em coordenadas esfericas e dado por:

d52 = a2 d82 + a2 senze d¢2
_ .2 2.7, do 2 2
= a” sen 0y (g ne) + d¢ T (5.1.6)

e
a’ senzel:dz2 + d¢2 1 .

it
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5.2 - UNIVERSOS SEMI-FECHADOS

Em 1962, Zel'dovich publicou um artigo'=2) onde a unido
da solugao de Schwarzschild com a por¢do do modelo de Friedmann,
cujo volume e maior que a metade do da totalidade do universo fe
chada, foi considerada. Ele denominou esta porcao de Friedmann
de universo semi-fechado, tal que guanto maior for essa porgao ,
mais proxima estara esta de um universo fechado, e menor sera a
area da esfera atraves da qual a parte de Friedmann e lTigada
a0 espago vazio que a circunda. Esta ligacao foi feita atraves
de diagramas de imersao no espacgo euclidiano. Estudemos pois ,
inicialmente, a imersdao da 3-geometria de Schwarzschild no espa

co euclidiano. A metrica de Schwarzschild e dada por:

(5.2.1)

onde

-1 2 2.2

drR? + R%ds 2

dg? = (1 - 2km) + R%sen®sde® . (5.2.2)

Num sistema estético(éi) como 0 da metrica acima, o0 es
2
).

Vamos entao, representar o 3-espaco somente num dado instante t=

paco em qualguer instante tem sempre a mesma 3-geometria (d&

= constante. Alem do mais, em qualquer momento 0 espaco tem sime
tria esferica. Consequentemente, um plano atraves do centro, R=0,
que divida o espaco simetricamente em duas metades (por exemplo,
o plano equatorial, & = %/2) tem a mesma Z-geometria que gual-
quer outro plano do mesmo tipo atraves do centro. Iremos pois ,
lTimitar a nossa atencdo a 2-geometria do plano equatorial, cuja

geometria e descrita pelo elemento de linha:

do? = (1 - Zkmy-T g% 4 2442 (5.2.3)




Podemos imergir a geometria desta superficie numa geo-
metria plana de uma variedade tridimensional euc]idiana(ﬂg). Com
parando (5.2.3) com (5.1.3) vemos que essa & uma superficie de

revolucgao (u] = R; u2 = ¢) onde

ds.2 1
V) s T
V-
(43) =+ (pEkm )1/ (5.2.4)
Integrando, temos:
- 1/2
5(R) = w = + |8knm (R-ka)T + g (5.2.5)

onde wy = cte. Estas curvas representam parabolas, com tangente
vertical em R = 2km, no plano w-R do espago euclidiano, que quan
do giradas em torno do eixo-w produzem como superficie de revolu

¢do, um parabo]ﬁide(ii’ﬁé).

s
A
Figura 5.2.1 - Diagrama de imersao para
a geometria da 2-superfi
cie (8 = n/2, T = cte) de Schwarzschild.
A trajetoria de uma par o
!
ticula teste, que seque uma geode AN
- N,
sica radial na metrica de Schwarz N )
TR .
child (5.2.1), tal gue sendo eje- ‘ \iz\& R

tada da singularidade R = 0, desloca-se radialmente ate um vraio

Rz, (topo da orbita), R - > 2Zkm, e retorna para R =0, @ dada
pelas equacoes paramétricas(ié’il) (onde o parametro n vai de
0 a 27):

R = -MaX (71 - cosn) (5.2.6a)

= s




max
Logm - '1 - cotg n/2l  Rygy 45

+ Zkm £n Rméx 77 + (QFHH) (5.2.6b)
[?'(—m— - ]:[ + COtg n/2
Diferenciando ambas as equacoes encontra-se:
Rméx 1/2
dR = R { R - 1) dn (56.2.7a)
_ o, omax _ 4.1/2 R
dr = (?—rm— ]) —'Z’k—m‘-‘dn s (5.2.7b)
(1 - S
e vemos que, de fato, estas equacoes satisfazem a equacdo dife -
rencia1(5§) :
(dRy2 _ (_2kn Rnax 1)1 - 2kmy2 (5.2.8)
It R -7kn) (R R &
max
0 tempo coordenado, T, nao € o tempo proprio, t, que
seria medido por um relogio comovendo-se com a particula. Este
tempo proprio e dado por(ig):
T
— 1/2
2k 2 2km -1 2
£ - [ 151 - Bkmyge2 oy - Emytl g T (5.2.9)
0 A
Substituindo as diferenciais (5.2.7) na integral acima,
R - M
max, 1/2
b= (pgm ) " | Rodn
Jo
e com a ajuda de {5.2.6a) obtem-se:
RS-
1
t = (g%%i) x {n-senn} {5.2.10})
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Suponhamos agora, que se tenha uma estrela de densida-
de uniforme {p = p(t)) e com pressao nula, imersa no vacuo. Sabe
mos que a regiao interna desta "bola de poeira" pode ser descri-
ta pela geometria de Friedmann(ﬂg). Qual dos tres modelos (& =-1,
€ = 0, e =1) devemos utilizar ? Fagamos este estudo atraves dos
diagramas de imersao. Seja RZ 0 raio da esfera. Para R > RZ te-
mos a 3-geometria de Schwarzschild, cuja imersao no espago eucli
diano forneceu-nos as curvas (5.2.5) e a Figura 5.2.1. Devemos en

tao, procurar uma geometria que quando imersa no espago euclidia

no forneca-nos uma curva y(R) que se una a curva ®{(R) de maneira

suave(ig’ii). Ou seja,
w(RZ) = @(RZ) (5.2.11a)
%.g{ - g% (5.2.11b)
R=R R=R
)y )
Comecemos pelo modelo € = -1. A metrica para a hiper-

superficie n = cte e dada por

2 2 a%(n) ldr

[ senhzr(de2 + senze d¢2)1 {(5.2.12)

dg

Esta 3-geometria nao pode ser imersa num espago eucli-

(44,50)

diano quadridimensional Porem pode ser imersa no espacgo

chato de Minkowski:

d02 = - dmz + dx2 + dy2 + d22

atraves do conjunto de equagoes:

A senh r seng cosg

fl

A cosh r X

€
"

™
1]

A senhy cos8 N A senh r seng seng s
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tal que:

ou seja, a superficie e um hiperboloide tridimensional no espacgo
de Minkowski quadridimensional.

Vemos portanto, que este modelo nao nos serve, uma vez
que nao pode ser imerso no espago euclidiano.

Para o0 caso € = 0, a métrica da hipersuperficie n =cte
e dada por:

ds? = A%(n) ldr

z rz(de2 + sen28d¢2)1 . (5.2.13)

Esta metrica e a mesma do espago chato euclidiano tridimensional
quando expressa em coordenadas esfericas. De fato, dada a métri-
ca

2 2 2

di™ = dx” + dy” + dw2

com a transformagao de coordenadas

w=Ar cosb
y = A r seng seng
x = A r seng cosd

obtem-se a expressao {5.2.13).
Aplicando o raciocinio ja utilizado para deduzir a ex-
pressao {5.2.3), temos agora que

do? = A% dr? + A% 2 442 , (5.2.14)

e comparando com (5.7.3) vemos que esta e uma superficie de revo
Tucgdo (u] Zar; ul = ¢). Fazendo a identificacao de R com Ar, a

curva que nos dara esta superficie de revolugdo e:

onde b & uma cte, ja que ' = 0. Este resultado juntamente com a

condicdo (5.2.11b) e a eq. (5.2.4), implica em m = 0, ou seja ,




a massa da estrela medida por um observador na regiao do vazio

seria nula (nao haveria estrela ‘). Vemos entdo, que este caso e

tambem e]iminado(ii).

Finalmente temos o caso € = 1. A metrica deste modelo

e dada por(gl)

ds? = dt?-A%(n)drl-A%(n)sen?r 562+sen26d¢zT , (5.2.15)
onde
A=Ay (1-cosn) (5.2.16a)
t = A (n-senn) (5.2.16b)
e A dn = dt

A metrica (5.2.15) pode ser tambem escrita em termos

de coordenadas de Schwarzschild como:

2 B 2

ds® = % dr¢ - ef dr?

- R%4q (1.2.4)

onde a e B sao fungao de T e R. Comparando (5.2.15) com (1.2.4),

encontramos(gg’ii):
R =A senr e r = arc sen % , (5.2.17a)
tal que:
2
R, -1/2,dR R dA
dr = (1 - R)71/2 4 . 7 dn 40 (5.2.17b)

No sistema de coordenadas comoventes a superficie da
esfera e designada por r = rs para qualquer tempo t. Com a rela-

cao (5.2.17a) temos entao:

RZ = A sen rs (5.2.18)

0 tempo proprio medido na superficie da estrela, deve ser dado
pela equacgdo (5.2.16b) como pela equacao (5.2.10). Igualando as

duas(ig’gl) .




3
Rmax,1/2 .

(gr) (n-sen n) = Aj(n-senn)

0 valor maximo para o raio da estrela RZ ocorre em n = g quan-

do A(n) alcanca seu maximo igual a 2Ay. Logo (R 2Ry sen rz),

max

3,3 3
(2 AO sen rz)]/z .
gkm - "0
AO3 sen’ rs 2 . 3
K = AO .. km = Ay sen re .(5.2.19)
Substituindo (5.2.17b) em (5.2.15),
as? < [n2 . _REanz] g2 dR®p2c2 2R dA o
BLANRPURUE L wdnfen
T a2 (5.2.20)

tal que somente em n = m (quando dA/dn = 0) as hfpersuperf? -

cies n = cte e 1 = cte (vide (5.2.6b)) coincidem, permitindo a

construcao do diagrama de imers&o(gg’i&). A hipersuperficie n =m
e escrita como:

4 n% 4ré

-y R
4 Ay" -R

2 e2 2

d2 + sen 8 d¢2)

Tomando entdo a superficie do plano equatorial 8 = w/2,
como feito anteriormente, e imergindo-a no espaco euclidiano, te

mos:

d¢ : (5.2.21)

th

de revolucgao (u]




_—- (5.2.22a)
dr T 72

)

2

w= =3 (A7 - ROV Z 4 b, becte  (5.2.22b)

onde ¥ e a curva que gera & superficie. Aplicando as condigoes

de contorno (5.2.11), juntamente com as equacoes (5.2.4) e(5.2.5),

obtemos:
- 1/2
- 2 2,1/2
+ Ekm(Rz—ka)E +owy T F (4AO Ry ) / + b (5.2.23a)
(ikmy1/2 P (5.2.23b)
R.-2km B 2 2 \1/2 se
z (4AO Ry )
Da Ultima equagao, tira-se que:
(an 2 - r2yM2Z _p (RE A (5.2.24)
0 h) Tt r M 2km ; To
Substituindo em (5.2.23a),
- g 1/2 RZ 1/2
wg = % Ekm(RE—ka)I F Ry (7Fﬁ - 1) + b (5.2.25)
e RZ = 2Ry sen Py 0 sinal menos & tomado quando @'(RZ) >0, e
e o positivo quando @'(RZ) < 0.
Da equagao (5.2.22b) temos:
(w - )2 + R® = 4a . (5.2.26)

Correspondendo a c¢irculos de raio 2hy, centrados em w=
= b; R =0 no plano w-R. Para facilitar a construgao do diagra
ma, podemos fazer b = =* ZAO. Devemos notar tambem, que apenas a
regiao-R (definida na Segdo 3.3) do espago vazio & representada.

Iremos associar(ﬁi) o ramo superior da parabola a regiao-R(I) e
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Figura 5.2.2 - Dois valores de r

assina=-

T
R

\\\?F rs variando. As configuracgoes

lados (r

extensao de Kruskal

sa).

Fig. b.

z

7 e rzz), Notar que as geometri-

as M1 e M? do vazio nao sao as mesmas(ﬂﬂ).

o ramo inferior a regido-R{III) da

{ou vice-ver -

Peguemos apenas a solucao b
= 2Ay, tal que uma sequencia de di

agramas de imersao e mostrado na

2.2, onde 8 e ¢ sao fixos,e

r. < m/2 devem ser unidas as regides-R(I), ao passo que as cof

z

r. > n/2 unidas as regides-R{III).

z

Ha Fig. 5.2.3, foram utilizadas as solugoes b = £2A; .

Figura 5.2.3 - Sequencia de diagramas

de imerséo(ii).

Se agora permitimos que
a superficie da estrela deixe o
seu estado estatico momentaneo
(em n = n) e colapse, como irao
a sua geometria e densidade evo-
luir no tempo 7? De acor-

39,51,52) com os calculos de

do(
Oppenheimer e Snyder, a regiao in
terna, parte de um modelo de Fri
edmann, e a regiao externa, par-

te da geometria de Schwarzschild,

evoluem como se elas nunca tives

cam



sem sido truncadas e unidas. Na regido interna a geometria e des
crita pelas equacgdes (5.2.16). A superficie da estrela, r = Ty o
atraves da qual a ligacdo com a geometria externa e feita, deslo
ca-se no espaco-tempo de Schwarzschild ao longo da geodesica
(5.2.6).
. - .(39) = . . .
Zel'dovich*==/ porem, denominou de universos semi-fe -

chados apenas aqueles em que r. > 7w/2, Para melhor entendermos

z
o seu argumento para esta denominacgao, vamos desmembrar a Figu-
ra 5.2.2 em duas, como mostra a Fig. 5.2.4. No diagrama b, entre
a superficie da estrela (ponto A} e um ponto distante B na re -
gido do vazio, ocorre uma singularidade de Schwarzschild ( ponto
C}. Entao, a troca de informagao entre a regiao de Friedmann OA
e 0 espaco externo AB ndo e possivel. Isto justifica o nome de

universo semi-fechado para este caso. Para o diagrama (a), nao

ocorre tal fato.

ZFa y ;
- / .

Figura 5.2.4(§2) - Destes dois diagramas, apenas o diagrama (b) e considera-

do universo semi-fechado.

Novikov(ii) argumentou que a analise feita por Zel'

dovich ndo © exaustiva, ja que o sistema de referencia de Schwar-

zschild ndao engloba a regiao-T (definida na Segao 3.3) no vazio.
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Salientou ainda, que deveria ser utilizado um sistema de coorde-
nadas comoventes, de forma que seria possivel a troca da informa
¢cao entre um universo semi-fechado e um observador externo. De

53) veE-se que um raio de Jluz

fato, observando-se a Figq. 5,2.5(
emitido da superficie, quando esta se localiza na regiao—T+ { ou
seja, guando se expande), penetra na regiao-R onde o sistema de
Schwarzschild e aplicado. Procedente de Ry, um raio de Tuz pode
alcangar a superficie da estrela quando esta se encontra na re-
giao-T_ (a estrela est2a se contraindo). Entdo, um observador in-
terno pode receber resposta do sinal que ela emitiu para um ob -
servador externo, 0 mesmo nao ocorrendo com o observador externo,

que ndo pode receber resposta do sinal enviado para um wuniverso

semi~-fechado.

Figura 5.2.5 - Uma “bola de poeira®

gue se expande a partir de um volu-
me zero ate um raio maximo, voltan-
do a se contrair ate um volume zero
novamente. A regiao a esquerda da o
Tinha pontilhada corresponde a re -
giao da materia.

5.3 - NUCLED DE MATERIA IMERSOD NO VACUD

Iremos utilizar a solucao de Tolman com f(r) < 0. Tan-
to para a regiao da materia como para a regido do vacuo, a métri

ca sera dada por:






2

ds® = dt? - %ﬂ dr’-R%da%  (1.1.6)
A densidade da materia, p(t), sera:
[}
Brkp(t) = L0l (1.1.11)
RZR"

A fungao R(r,t) sera dada em funcao do tempo t através das equa-

¢0es parametricas:

R = —b= [1-cosn] (1.1.18)
t = E({)‘BTZ H-sennl+a(r) (1.1.19)
onde
T F
=t - 5.3.1
g(r) O(r) vi E?t¥7§77 { )

De (1.2.20), F(r) = 2km(r), de maneira que as equacgoes acima pa-

ra cada regiao passam a ser escritas da seguinte forma:
Regido I: 0 < r < rq; (nlcleo de matéria)

RI = - ETTT (] - COSﬂI)

t = ‘:_SW (ﬂI'SenﬂI) + gI(Y‘)

2km'; (r)
81k = !
pI il '
R: R
I "1
Regiao II: ry < r (vacuo)
~km
) 11
Rip = — (1 - cosnpp)




k m
- 11 i
te (-f.)372 (npp = sennpp) + g9pp(r) (5.3.3b)
Il
e
mpp = cte

A derivada de R em relacao a r e dada por:

R' = (km — -k m?)(1—cosn) -k % senn %2
f

A derivada parcial dn/8r pode ser calculada a partir

de (1.1.19). Reescrevendo esta eguacao como:

(-6)%% 5
n - senn = —pt—— [t-g(r) T
e diferenciando,
- ey /2 o .
(1-cosn)dn = |- (% ( f)km P )3/2 (Em) V(t-g(r)) +
- m 2
3/2 3/2
- ( Tdr + dt
Temos entao:
3/2 - 1 1
3 1
ar (1 Zosn) : k% _f% ;* - %—)(t-g)-g'(r) ] (5.3.4a)
3/2
an _ -f
i ké(]zcosn) (5.3.4b)

Substituindo o valor de (5.3.4a) em R', obtemos:

. 13/2
RU =7 {(?“ -5 0 - cosn) - ity B '




Vemos que se formos substituir esta expressao de R' na
da densidade o(t), para encontrarmos um possivel valor de g(r)
(vide Secao 3.1), obteremos uma expressao muito complicada. Ire-

mos escolher entdo

ey = 2 (5.3.6a)
(-fp) a,b = cte
g;(r) = b (5.3.6b)

e as expressoes (5.3.2a) e (5.3.2b) passam a ser escritas:

Ry = ka(-f;) /% (1-cosny) (5.3.7a)

I I

t = ka (n;-senn;) + b (5.3.7b})

de forma que o parametro nyp Passa a ser apenas funcao de t, e de

(5.3.4) temos entao:

an,

o = 0 (5.3.8a)
gl T (5.3.8b)
ot ka(T-cosn} T

De maneira que p(t) sera dada por

2k m} -3ka fy (-f) /¢
8nkop, = =
I 1 2 -
R R ey (- B (1-cosnp ke (-F ) (T-cosn ) 2
6
- : (5.3.9)
k?az(T—cosnI)g

sendo portanto apenas funcao de t, como era de se esperar..
A regido I quando descrita pelas eqs. (5.3.7) represen
ta um universo de Friedmann com secdac fechada (e = 1). De fato ,

(27)

escrevendo a metrica deste universo‘=-




ds? = at? - k%% (1-cosm)? lﬁxz + seny d92~T (5.3.10)

2_2

juntamente com a métrica da regido I ((1.1.6) e (5.3.7a)).

— 1y 2
(-f1)
ds% = dt2 - a2k2 (1~cosn1)2 I dr2 + (—fI)dQ2 (56.3.11)
vemos que podemos passar da metrica (5.3.11) para a metrica
(5.3.10) atraves da transformacdo de coordenadas (—fI)”2 = SEeny,
ja que
1 T
cosyxdy = - T 1T dr
(_fI)
dy = (- ] f U yar - - ) 1 dr
- Z /72 3 - 1772 /2
e (-fl) /2 co X (“fI) (]+fI)
Podemos entdo escrever
_ 2
fi(r) = -sen’r (5.3.12)
e a metrica (5.3.11) passa a ser escrita como
d52I = dt2 - k2a2 (1mcosn1)2 dr2+sen2r dQZI . (5.3.13)

Com este valor de fI vemos que a condigao -1 < fI < 0 & satis -
feita (a assinatura da metrica deve ser sempre a mesma).

Devemos ainda determinar a fungao mI(r). [remos utili
zar, para tal, as condigcoes de contorno de Darmois. Do resulta-

do (2.6.9), m(r) deve ser continua em r = ri- Ou seja,

mp(ry) = mpy

Mas de (5.3.6a) e de (5.3.12),
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———mmlm A (r) = a(sen r)
= = a m r = dalsen r
(-f1) (sen r) :

A equagao acima quando calculada em r = r, nos forne -

ce, via (5.3.14}),

3 . My
mp(ry) = my;; = a(sen rq) e e — 1 (5.3.15)
(sen rq)
Logo,
e 3
mp(r) = ——=5— sen’r (5.3.16)
sen”ry

Reunindo esses resultados, podemos escrever para a re-

km
RI = __lé__ sen r (1—cosnI) (5.3.17a)
sen”r,
kaI
t = ———‘3——' (T)I"Senr]]:) (5.3.]7b)
sen’r
6 sen6r]
8ﬂkpl = v T (5.3.17c)
(kaI) (1-cosnI)
4 3
mI(r) = 3 T oo RI (5.3.17d)
BnI Sen3r] 1
3t T K iy {T-cosng) g (5.3.17e)
onde fizemos b = 0, para que a singularidade essencial ny = 0

ocorra no instante t = 0.

Das condigles de Darmois, R e f devem tambem ser conti
huas em r = r,. Comparando as equag¢oes (5.3.3a) e (5.3.17a) ve -
mos que a continuidade destas duas funcgoes implica na continuida

de do parametro 1. Por outro lado, o tempo t medido em gualguer




regiao deve ser o mesmo, e como temos n continuo, gII(r) deve se
anular em r = ry- Estas sao as condigcoes de contorno para fII R
grp € Npps porem ndao e possivel explicitar de um modo simples as
suas equacoes. Elas devem ser tais gque abedegam a equagdao (prove

niente das igualdades dos tempos dados por (5.3.3b) e (5.3.17b)):

k m k m
I IT
(ner7-senn ;) + g, . (r) = (n.-senn,) . (5.3.18)
__“37’2(_f11) 11 I I1 <endr. - I I
Alem de
gII(r]) = 0
nII(r]) = Ny (5.3.19)
d
fII(r]) = -sen’r,

A fungao fII(r) deve satisfazer ainda as condigGes (B.13):

2kaI
fII(r) > - RII para RII > 2kaI

fII(r) > =1 para RII < kaII

5.4 -CALCULD DE 6 E DO TEMPO CRITICO tc

De (3.2.1) e de (5.3.12), temos para a regiao I:

2.\1/2
o (1-sen”r) _ cosr
6 = 2 RI = 2 RI (6.4.1a)
e para a regiao II:
(1 + f11)1/2
0;p = - 2 R (5.4.1b)

Calculemos agora o tempo tc para o qual tem-se

RI(P],tC) = kaII




be (5.3.17a),

km
Ry (rqsty) = —p— (1-cosn ) = 2km,
sen"ry
2
1 - cosn.g = 2 sen g
. Zr] se  ry < /2 (5.4.2a)
cosnCI = CO0S Zr] . . Nep =

2ﬂ-2rT sery > /2 (5.4.2b)

0 fato de termos dois valores para Nep corresponde aos
dois instantes em que a superficie ry passa atraves do raio gra-
vitacional R = Z2km: um acontece quando ela se expande, e outro,
quando ela contrai. 0 valor Neq e tomado para o instante em
que ela ao se expandir ultrapassa a esfera de Schwarzschild.

Substituindo este valor na expressao do tempo (5.3.17b),

kmp
(2r1 - sean]) para ry < m/2 (5.4.3a)
t = < SEN ]
o
kaI
(2w—2r]-sen2r1) para ry > a/2 (5.4.3b)
sen ry

encontramos o valor desejado.

5.5 - GENERALIZAGCAD PARA UM MODELO DE 3 CAMADAS

Temos agora o caso analogo ao estudado na Secdo 4.3.As
equagoes na regiao I serdo identicas as deduzidas na Secdo 5.3
(eqs. (5.3.17})), com apenas uma modificacao: a constante b sera
diferente de zero, pois queremos que esta regiao represente um
nucleo de matéria atrasado em relacao ao universo exterior (re-
gido III), ou seja, queremos que a singularidade np = 0 ocorra

hum instante t maior que zero. Por outro lado, r estara compreen




dido entre 0 e .

Reescrevamos pois, a eqg. {5.3.17b),

kaI
t = —e— (np - senng) + 9 (5.5.1)
sen”r,

onde g; = b = cte > 0.

As equacoOes para as regioes II e III serao dadas por:

Regido II1: (ry < r < r,) (vacuo)

I1
RII = Tt?€€7 (v - cosnII) (5.3.3a)
kaI
t = ?j¥_;Y§7? (nII—sennII)+gII(r) (5.3.3b)
I1
onde mrp = cte.
Regiao III: r, < r < (universo externo)
kaII(r)
Rigp = ——>— (1-cosnyqg) (5.5.2a)
sen’r
kaII(r)
sen"r
onde fIII = -senzr (vide eq. (5.3.12)) e 9111 ° 0, ja que esta

regido representa o universo externo de Friedmann (e = 1).
Analogamente a sec¢do 5.3, a fungao mIII(r) e determina

da atraves das condicdes de Darmois. Isto e:

mppp(re) = myg

e como

mrpp(r)
= cte (vide eq. (5.3.6a)),
-sen"r




temos entao

m

Il 3
mIII(r) = ——— sen’r (5.5.3)

sen”r,
E a densidade de materia na regido III e dada por (similar a egq.

(5.3.17¢)):

6 sen6r2

B8akp =
I1I 2
(km )

(5.5.4)

3
1-cosnIII)

Novamente a condigao (3.1.1) e satisfeita, ja que tambem  temos

(vide eq. (3.7.12a)):

| =

_ 4 3 - _ _ 2
mp(ry) = 3 7 oy RpyT(ryst) = myp = mpq(ry) = 57 oy Rypp(r,.t)
(5.5.5)

E as equagoes na regiao III, juntamente com o resultado (5.5.3),

podem ser escritas como:

kaI
RIII = —x— senr (1 - cosnIII) (5.5.6a)
sen"r
2
kaI
t = —3— (nIII - sennIII) (5.5.6b)
sen’r,

Com base nos mesmos argumentos, que utilizamos para es
crevermos a eq. (5.3.18) e as condicoes (5.3.19), teremos entao

que as equagoes na regido Il deverdo satisfazer as seguintes con

digoes:
kaI kaI
ond, (nmsennp) w9y =gy (nppmsennyy) g ()
ki |
= — (nIII—sennIII) t (5.5.7a)
sen’r,
onde

(nin-Senn.,) km
91 = - 10 10 11 5 (5.5.7b})

3
sen’r,
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tal que quando Ny = Nyg < 0 tenhamos Nipp G 0 =t =20, e
npp(ry) = g
npplra) = npqo
fII(r]) = —sen2r1
) (5.5.8)

gII(r]) = 91
QII(PZ) =0

D

Os resultados de © IT & N1 serao iguais, respecti

I!
vamente, aos obtidos anteriormente em (5.4.7a), (5.4.1b) e (5.4.2.

Para 6,1 e 0 tempo critico t.. temos porém:

g = - p LO5Y (5.5.9)
IT1 Ri11
kaI
(Zr] - sean]) + 9 para ry < m/2  (5.5.10a)
senry
tc =
kaI
;;;F;_ (2m-2ry - sen2r]) + 9 para ry > /2 (5.5.10b)
1

5.6 -~ GENERALIZACAD PARA UM MODELD OE n CAMADAS

Trataremos inicialmente do modelo de 5 camadas.Teremos
um esquema jdentico ao da Fig. 3.6.1 onde agora F designa uma ge
ometria de Friedmann de secao fechada. As condig¢des de contorno
para g(r) e m(r) sao dadas tambem por (3.6.1a) e (3.6.1b),a0 pas
50 que as relacgoes (4.4.1) serdao substituidas por (vide equa-

cbes (5.3.15) e (5.5.3)):

mI(r) = a; sen’r

3
mpppr) = ayyp.sen’r {(5.6.1)
mv(r) = ay sen’r .



(5.6.2)

(5.6.3)
e
L S § S (Se”r1)3 |
! sen’ry [11 sen3r2 I ‘senr,
senr senr, senr
- 3 3 B 3 1.3
v~ (senr2 senrq) rr - (senr4 senrz) e (5.6.4)

substituem agora as eqs. (4.4.2), (4.4.3) e (4.4.4), tendo aque
las sido obtidas destas pela substituigdao de senhr por senr.
Vemos também, que a relagao (3.6.11) permanece valida.

As densidades de materia sao dadas por (vide egs. (5.3.17¢c) e

(5.5.4)):
6 sen6r
8mkoy = ] 3
(kmyp) (1-cosnp)

6 sensr3 )

8mkp = (5.6.5
I 2 3
6 sen6r4

8ﬂkpv =

Z 3
(kaV) (1—cosnv)

Nas tres regioes I, III e V temos agora f(r)=—sen2r.Pg

ra as regioes I e III tem-se (vide eq. (5.5.7b)):

(npg - sennyg)
9y = - — 3 kK mpq

(5.6.6)

_(ngppo -osemnppr)
9111 °© 3 I
sen Y‘Z
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tal que quando Ny = Nyg € Nypp T Nrrro0 Ny T 0 et =0. Am-
bos 1o € Ni110 sdao negativos.

0 conjunto de condicdes similar ao (5.5.8) e dado por:
np = onprlrg)

npplry) = nppg

(5.6.7a)
nrir T pyirs)
npy(rg) = ny
2
fII(r1) = -senr,
2
fo.(r,) = -sen"r
L2 , ° (5.6.7b)
fIV(r3) = -senri
2
fIV(r4) = -senr,
Os dois instantes t. sao dados pelas equagoes:
kaI
(2r]-sen2r]) + 9 para ry < /2 (5.6.8a)
sen"r
tC = ]
I kaI
(2w-2r1—sen2r1) + 9, para ry > /2 (5.6.8b)
sen r
1
kaV
— (2r3—sen2r3) + gy Para rg < /2 (5.6.8¢)
¢ _ sen’r,
CI1l y
M1y
(2ﬂ-2r3-sen2r3)+gIII para rg > T/ 2 (5.6.8d)
. sen’r,

Podemos agora escrever as formulas genericas para um
modelo de n camadas. 0 universo externo sera denotado por k, en-
quanto que as camadas n = I, III, V, VII, - representam geometri
as de Friedmann (e = 1) atrasadas, e as n+l = II, IV, VI,..., re

gices de vazio. Entdo temos, de (5.6.1), (5.3.2a) e (5.5.2a):




(5.6.9a)

(5.6.9b)
t =k "n+1 ( -s ) o+ (r)
ST 377 (e Tsem ) gy
n+1
Brkp, =~y - (5.6.10)
k™a n(I-cosnn)
A generalizacgao das equagdes (5.6.4) nos fornece:
s 3
senr .senr .senr ....senr,.senr
A senrn_2 senrn”4 senrn-6 senr3 senr] 4y (5.6.11a)
n-1- n-3° n-5°""" 4 2]
(rn>1)
m
a, = Ll (5.6.11b)
senr
1
—= 3
senr .senr .senr ....senr_.senr
My (ry) = senrn sez;z sez;4 sen? sené] ip o (5.6.12a)
n-1°" n-3° n-5°"-° 4- 2|
(n>1) -

Das equacoes (5.6.6), tiramos:

Sp = "2y (nnO - osen nnO)




(5.6.15b)

Para as equacgoes (5.6.7),

Mne1(ra) = My

(5.6.16a)
M1 (Ferd = Npyo
f (r )} = —senzr
n+1''n n
(5.6.16b)
Foe1 (Tper) = -senrg

Devemos igualar tambem as expressoes de t de todas as
regioes, analogamente a relagao (5.5.7a).

A generalizacgao dos coeficientes de expansao & nos for

nece:
_ =2 cosr
en ——Rn— (5.6]7&)
21 ) e
en+] = R (5.6.17b)

n+1

e para os tempos criticos (5.6.8):

( k a, (2rn - sen 2rn) + 9, para r < /2 (5.6.18a)

k a, (2w—2rn-sen2rn) + 9, para ro> n/2 (5.6.18b)
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CONCLUSAD

Partindo da solucao de To?man(l), Novikov(gé) em 1964

construiu um modelo onde partes do universo nao emergiram junta-
mente com o resto do universo no instante da grande explosao("big

-bang"), criando-se assim regioes atrasadas (buracos brancos).Es
tes nucleos atrasados estdo separados do resto do universo por
uma camada de vacuo cuja metrica € a solugdo de Schwarzschild
expressa em coordenadas comoventes. Tanto o nucleo atrasado como
0 universo estdo em expansao. Temos portanto a ligagao de uma me
trica estatica (regiado do vazio) com uma dependente do tempo. A
primeira vista poderia parecer que tal ligacao ndo seria possi -
vel, mas como foil mostrado por Einstein e Strauss(gg) ja em 1945,
a expansao da materia nao torna a metrica do vazio dependente do
tempo. O que se torna dependente do tempo e a hipersuperficie de
limitadora das duas regiodes.

Devemos notar ainda que a construcao de um modelo, on-
de as metricas do nucleo atrasado e do universo sejam dadas por
geometrias de Friedman com secoes espaciais diferentes, e impos-
sivel de ser construido, uma vez que estariamos ligando topologi
as diferentes. Esta impossibilidade torna-se mais evidente se ana
lisarmos as equagoes (1.1.13), (1.1.15) e (1.1.18) e lembrarmos
das condigoes de contorno de Darmois, que exigem a continuidade
de R.

Novikov construiu um modelo onde duas regioes de densi
dades (p) diferentes sdo separadas por uma camada de vacuo. Uma

pergunta poderia surgir de imediato: seria possivel a construcao
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de um modelo onde a camada de vacuo fosse substituida por uma ou
tra com densidade diferente das anteriores ? Por simplicidade po
demos, sem perda de generalizagao, considerar o modelo de segao
euclidiana (e = 0). Do Capitulo 3, vemos que a densidade & inver
samente proporcional a Et-gnjz, onde g_ € uma constante arbitra
ria e diferente para cada regiao. Mostramos nesse capitulo que
< deve ser continuo nas hipersuperficies de separagao, de ma -
neira a satisfazer as condigoes de Darmois. Vemos portanto que
9, tera o mesmo valor em qualquer regiao, ou seja, nao teremos
entao tres regides diferentes, e sim um Unico universo com essa
dada densidade. Logo, nao existe solucao de camadas com densida
des (p) distintas, se nao forem separadas por uma regiao de vazio.
Este resultado & analogo ao obtido por Eisenstaedt(éé) em 1977.

Obtivemos nos tres casos (e = 0, 1), a relagcao entre
as massas e 0s raios de cada camada. Devemos observar tambem ,
que @ possivel a construcao de um modelo de varias camadas onde
a regido mais externa seja vazia, extensao do resultado de Zel'
dovich(ig).

A ideia original era estudar criagao de particulas
atraves desses niucleos atrasados. Esta ideia surgiu do fato de
nao existir uma unanimidade quanto aos resultados do estudo da
Teoria Quantica de Campos nestes universos. Na pratica desse exa
me, fomos levados a uma melhor caracterizagao dos nucleos atrasa
dos e de suas eventuais extensoes (modelo de n camadas para se-
coes euclidianas e ndao-euclidianas). Esta monografia representa
este estudo. A continuacdo deste e bastante clara; por um lado
deveriamos examinar o problema da criacao de particulas nas dife
rentes regioes (n camadas), uma vez que esse ja foi estudado se-

paradamente em métricas estaticas e ndo estaticas. De outro mo-
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do um estudo sobre o comportamento de geodesicas nas hipersuper-
ficies de separacdo seria desejavel a fim de conhecermos as pro-
priedades oticas destes nucleos atrasados-quasares. A teoria dos
nucleos atrasados com carga foi estudada por Markov e Frolov(éé).
Seria possivel construir um nucleo atrasado tendo neutrinos como
fonte de curvatura 7?

Essas sao algumas questoes que o presente trabalho per

mite encaminhar.



APENDICE A

CALCULDO DAS EQUAGCOES DE CAMPD

EM FORMALISMD DE TETRAOAS

Dada a metrica:
ds® = eV dt? - & dr? - e¥ dg? (A.1)

onde v, » e p sao fungoes de r e t, podemos reescreve-la da se-

quinte forma:

2 A_B 0,2 1,2 2,2 3,2
ds™ = nppo0” = (67)" - (e )" - (87)" - (87) , (A.2)
onde
60 - e\)/2 dt
6! = oM dr

62 = eu/2 do
63 = e“/2 send do¢

Derivando,

D _ v wvw/e
de” = — e dr A dt
do! = % ™2 gt A dr
del - % e 2 gt 4 de + B? e 2 4y 1 do
de3 = % e”l/2 send dt A d¢ + Eé eU/2 sent dr A do¢ +
+ eu/2 cosb do6 A d¢

Substituindo as equacoes {(A.3) nas acima, temos:




do

do

do

de

Sabendo que:

podemos ler diretamente das eqs. (A.4) os coeficientes C BC

nulos:

0s coeficientes de rotacao de Ricci

pressao

e-v/2

T\>|>‘n

-/ 2

N .
™

N .

e—v/2

C

YABC

A2

0

0

0

A

BC ~

0
C o1

C o1

C o2

¢y

R

€13

3

C7o3

1

= 7 (Cage
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2 . u' o mA/2 1 2

+ L o' Ao (A.4)
3. E% e'}\/2 91 A8 4
+ cotgo e H/2 g2 g3
CABC GB A BC
(A.5)
A
Y
A nao
-y e—A/Z
% e-v/2
% 0" V/ 2
% e M2 (A.6)
% e—v/2
B% e—A/Z
- e7H/? cotgo

sao dados pela ex-

- C (A.7)

sac - Ccap’

Yagc T TYBAC

Substituindo os valores encontrados em (A.6), temos:
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o= =x/2
Yio0 © 7 ©
- o V/2
101 © 7
_ _o-u=v/2
Yop2 T Y303 T 7 ¢© (A.8)
_ I VR VA
Yp12 T Y313 T o ¢
__.mu/2
Y303 = e cotgée

Com wAB = YABCBC e 05 resultados acima encontramos para mAB:

) _A . _
0 2? e /2 eO 4 % o v/ 2 61
u

£
[

é e—v/2 e2
0 % e—v/2 e3

=
w
[

1 Syt w2 2
w, = e 9

UJ3: 0
w23 = -cotgh e W2 g3
Substituindo {(A.3) nos wAB’
mo] - 3? e M2 N2 e, % V2 M2
wOZ = % e V2 Ju/2 44
m03 = % V2 M2 cone do
w]g _ :%_ e-A/Z eu/2 d5
w]3 = :%— e M2 M2 cang do
w23 = -cosp dg¢

Derivando exteriormente estas expressoes, e substituin




do novamente as eqgs.

(A.3), encontramos:

\
Q J e ™ 0 A8+

[

. [H? L Hu' o opv } eV/2 ma/2 1 2
0 u ﬁz TRy -v 0 3
dw 3 = (? + T —Zi‘] e 6 A B +
+ (ET v - B ] eTV/Z oTME Gl 3y
+ % cotgs e v/2 gmu/2 3
N S A -v/2 =A/2 .0 2
Ll:l Ll|2 Llt)\l Y 1 2
dw'3 = [- E? - E%E + HIA] e_}\/2 ~V/2 40 +
wr e g -A L1 3 ~A/2  -u/2
+ (- e el "_I_] § A6 cotge e e .
82 A 93

Entao para a 2-forma de curvatura



dw

dw]

dw

dw

-+

+

1 2
wZAw3

s 1
w1f\w3
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(- B u;ﬁ N u:}i N ﬁl\;') o V/
+ }- E% - “Az + “'ﬁ ) e
O R LR
I
= (e ¥+ E; e”V - E%E e—A)

de tetrada do tensor de Riemann pela formula &

2

e_)\/2 BO A 82 +

! - Q' - 1
+ T e -T 06 A O

Obtidas estas formas, podemos calcular as
AL

2

1
B~ 2

2 2
0 _ A A AV -V v V! vt
Ry =gt -=7gle -g+t7 -—7)e
RO - gV = (X4 Bl ﬁ.) P A e
202 303 I 1
0 ~ 0 _ I]l ljll—ll ) 1]\)! UIX -v/2
R7212 = Rigy3 = 5+ g — - g5 e
R'I _ R-I ) (“ ull _ U'Z N “|)\|) e_A . u-
212 313 ¥ . T
.2 2
2 - u -v _ oy’ -
Ri33 = ¢ " * 7 ¢ T

As ocutras sdo nulas.

De posse desses valores obtemos

Roo =

= R 910

R

1

1

Rag
2 3
010 * Rp20 * R g3p

2
+ 2R 020

(A.T7)

componentes

A C D
R BCDe Ao

o .C
= R7acs
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0 2
Rip = Riqor + 2 Roggpy
_ _ 0 1 3
Ryp = Rag = Rigps + Ripyy + Rigay
2
Ro1 = 2 Rgaq

Mas como pelas propriedades de simetria do tensor de Riemann,

] ) . .0

R010 = “Rio10 = “Roto1 = R 103
2 0

R%20 = "R202

R%, 1 = -R - -R = R!
121 = “Roy21 = “Rypy2 = Ripyo
2 _ _ o 0

R 21 = “Ropa1 = “Ropy2 = “Rooyo
3 2

R542 = Ri303

Com estas relacbes de simetria e as eqs. (A.12), temos como re -

suttado,
1l |2 Py b o - : 2 . .7
- (M 4 ¥ N A N Ao A A AV o
Roo = (- + 77 7 ) e G+ F =G rre+ G
L opvy 7V
7 ) ©
.2 LI ] L I ] 2
o AT v WA -v _ V" vt ovtal
Ry =g+ -7+ 7 e (= + 7
2 (A.13)
" ul ulp\l _)\
P e m ) e
boRZav L Ay v L TLL N TLE ST,
Rogp = Rag = (g + T -+ gle " - (5 + 5 - Fg—+ 7 )
e”? 4 e7H
. 1 ot 15\ _ 2 -3/ 2
Roy = -(i' + Mgt - My - k) oTVE Y
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0 escalar de curvatura R e dado por:

L] L] -
R_(v||+32__\)_2):_+2uln+3_].12___u:ll+\)|U|)e}\+
- 12 v - 3 .2 o . -V -u
- (}\+—2—-—2—+2]_1+-2-u - yv + pi) e - 2e (A.14)
As componentes em tetradas do tensor de Einstein GAB =
= RAB - %‘R Npp > serao escritas(g)

y 1hy -V o3 Y Y -
Gop = (v ) el - (e S - ) e e e
u'z WARTR -A 3 2 ﬁb -V -y
G]]=(—a-—+——2~—)e-(u+ﬁ'u_7)e - g
(A.15)
V' v'2 v'A! p" u'z p'at v'u' -\
Gpp = Ga3 = (5 +* 53—~ 73—+t ot~ g —*+-gp-)e  +
‘2 * » [ BN ) e .2 * 0
v U A A A -
S R e I B

01

Para obtermos as equag¢coes de campo {(1.1.4) sera neces-
sario primeiramente escrever o tensor GAB em termos de GuB' Es-
ta transformacdao e feita atraves das tetradas da seguinte manei-
ra: as componentes de um tensor qualquer, HaBY por exemplo,estao

relacionadas com as componentes em tetradas do mesmo tensor

B B _ o (R) B (C) , B
(HA C) da forma Ha T e, e (8) eY Ha o

A) dx©.
[+

onde a tetrada
e(A)a e obtida da expressao eA - el
Observando entdao, as eqs. (A.3) vemos que podemos ler

as tetradas diretamente:
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e(0)0 _ V2
e(])] _ eA/Z
NESB: (A.16)
e(3)3 = e”/2 senod
£ as componentes GaB = e(A)a e(B)B G(A)(B) serao dadas por:
IR
“00 ~ ° “(0)(0)
S Sy
_ aM
G22 = e G(Z%(Z) (A.17)
_ aH
633 = e /zenxsze(z)(z)
_ v
601 = e e G(O)(T)

onde agora os G(A)(B) sao aqueles calculados nas egs. {(A.15).

As equacgOes de campo (1.71.4) foram obtidas de uma me-

trica com v =0 e e = R%. As derivadas Hs Us u's u", deve -

rio ser substituidas em funcao de R, R, R', R", R

(e")y” = 2RR
b = 2RR e7H = Zé
L] 3 (A'-[B)
, _ 2R' _ 2RR'
YR
- 2R 2R
WE R T 2
R
Entao, substituinde as condicoes (A.18), as eqs.(A.15) em (A.17)
obtemos:
-2 ) 2
_ R R\ 1 R' ., _ 2R" _R! -
o= 2Rttt M e ) e
o LR (Ez L2k
11T T 2 RZT R (A.19)
R™  A' R' A h R R AR
Gpp =g - Fr "¢ GrFrr IR
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_ 2
G33 = sen o G22
6. - R'A 2R
01 R R

Utilizando o tensor metrico de (1.1.1) para levantar -
mos o0s indices de (A.19), obtemos o lado direito das equagoes de
campo (1.7.4).

0s simbolos de Christoffel nao nulos sao dados por:

F100 - 2% F010 = 2% eV’

oo ® % Ty - %

F101 = % et e F1]1 - i%

Py - % et e Tplp = - g et (A.20)
F303 = sen29 P202 F3]3 = sen 0O FZ]Z

P, = s = g

F323 = -senfcosi F332 = cotgd

Py = % r3%y = %

Podemos expressar ainda, o tensor GAB em termos das

componentes do tensor de Riemann (RABCD)(g)' Como sabemos, as

componentes nao nulas de Rag sao0:

T 2

Roo = Rp10 * 2 Ripao

R = R0 + 2 R2

11 = R107 121 A o

i S0 ] 3 (A.21)

Ryo = Rgg = Ripgo + Rinyy + Rpas
i 2

Ro1 = 2 Rgay

F o escalar de curvatura, R:



- R11 - 2R

R =R 99

1 2 2 o3
o10 ¥ 4 Rggp ~ * Riqpy - 2R

= A _ LA T (A A o
Ja que G B = R B~ 7 68 R, as componentes de G B* utilizando as

00

R = 2R (A.22)

232

eqs. (A.21) e (A.22), serao

) 0
6% = R%, - 3 &) R
~ 3
N 2 1 2. 2 - RS
- Rlgpg + 2 R%p0 - (Rlgyg + 2 RPgy0 = 2 RE12D 232
0 2 3
Gp =+ 2Ry + Rps
1.0 2 1 2 2 3
Gy = -Riypy = 2 RYyp = (Rigyg + 2 R7gp0 = 2 R7ypy - RTH40)
1 2 3
Gy = -2 R7gpp + Rigsy
2 0 1 3 2 2 .3
G") = "R7p0p = Rigyy = Ripgn = (Rigyg * 2 Rigyp = 2 R7yp1R7540)
2 1 2 2 .3
Gy = “Rigyg = Rigog + Riypy = 675
0 0 2

[ep]
1]

1= R%y = 2 Roggy

~ . A
Devemos observar que nas expressoes acima, tanto G B C0

A

mo R7a:p estdo na forma de tetradas. E preciso entdo passa-los pa- |

ra indices tensoriais: ‘
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R Gy 9 s
R(z)(O)(Z)(O) = % R%)40 - g”? RO202
N oy 0) 797 Roto

r(2) eV M2 g2

021

Substituindo estas relagdes nas expressoes anteriores,

ol
encontramos as componentes de G expressas em termos das com-

B
8]
ponentes R Byp
0 27 1 3
679 = - 97 (2 Ry * R7p35)
1 20 0 3
Gy = - g (2R gy + RTp35)
> 00 1 2 22 1
67 =+ 9 (- Rigig * Rigpg) = 877 Ripyp
(A.23)
v/2 =x/2 .0 -v/2 -2 L2
e G 1 = Z e e R 021
0 _ . 00 .2
Gy =29 Rogyy



APENDICE B

SISTEMAS BDE COORDENADAS

B.T - TRANSFORMAGCAO DO SISTEMA DE COORDENADAS DE SCHWARZSCHILD PA

RA O DE COORDENADAS COMDVENTES[K}

0 elemento de linha em coordenadas de Schwarzschild,

2 2

2 - eB 4r? - R? dq

ds? = % d+?

(1.2.1)

pode ser expresso atraves de coordenadas comoventes,

d52 = e\)dt2 - e;\dr‘2 - deﬂz » (A.T)
onde R% foi identificado com e em (A.1), atraves das equacgOes:
dR = e_B/2 (e\)/2 senhw dt + e)‘/2 coshw dr) (B.Ta}
dr = e %2 (V2 coshy dt + 2 senho dr) (B.1b)
R- e B2 V7 conhg
R' = e B2 M2 coshu ,
ou seja, .
tghw = M2 &7V/Z R (8.2)
e
RZ = ¢ P &V senh‘u
R'Z = e 8 e* coshZy
Com as duas equacOes acima, obtem-se
e B - MR LoV R (B.3)




e ve tal que o lado direito das egs. (B.1) @& uma diferencial

exata.

B.2 - APLICACAO

A regido do vazio no universo de Tolman pode ser des -~
crita tanto atraves da metrica de Tolman (em coordenadas comoven
tes),

2 2 R1C 2 2 2

ds = dt = -[—_I_T(T)- dr - R dq (11.6)

como atraves da metrica de Schwarzschild:

ds = (] "—R'—) dt —M_W_R dQ (B.q—)

Antes de escrevermos as equacoes de transformacao, devemos aten-
tar para o detalhe do corpo estar dentro ou fora do raio gravita

cional (R = 2km). Dividamos pois, o problema em duas etapas:

a) A superficie do corpo e exterior ao raioc gravitacional ( Re-
gido no vazio, tal que R > 2km).
Para este caso, as equacgoes (B.1) sao reescritas da se

guinte forma:

dR = (1 - E%ﬂ)1/2 senhw dt + — R T/7 coshwdr I
B | 1+f(r) ] |
dr = (1 - E%ﬂ)'1/2 coshw dt + — R 77 senhuw d?]
_ | 1+f(r) ] |
R = (1 - 2kmy /2 onhg

R




_ 2kmy1/2 coshw

R' = R' (1
R Tlef(r) J1/°
tal que:
1/2
(1 - 25
B R
senhw = O - Zn, 172
R
coshzm - senhzm = ]
1 4 f(r) - R°
B ] - Zkm
"R
Ou seja,
B2 = f(r) + 2D (B.6)
e senhw se escreve:
1/2

| f(r) + 2km/R ]

senhw = — AT (B.7)
(1 - —ﬁ—)

| 1/2
tghaw = [f(r) +2§;m/R} (B.8)

(LU

R

b) A superficie do corpo e interna ao raio gravitacional (Regido
no vazio para R < Zkm)
Neste caso, inicialmente, devemos reescrever o elemen-

to de linha (B.4):

2 2 .2

-1 gp2. (Zkm - R%an (B.9)

dR ‘(—'R—‘ ]) dt

As equacoes {(B.T) nos serao dadas por:
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dR = (EEE - 1)]/2 }coshw dt + R’ T77 senhw df]
- (T+f(r)) -+
dt = -(EEE - 1)_]/2 senhw dt + —— R 77 coshw dEI
— | 1+f(r) 1 .

e de forma analoga ao caso anterior, obtemos:

1w f(r) /2

senhw = — (B.10)
R
—Z%E + f(r) 1/2

COShw = W—]—— (B.]])
TR

1/2

tghw = ( 1+f(r) (B.12)
2km +f(r)
- *f(r

. ~ - . - 22
Devido a manutengao da assinatura da metrica, e de R™ ser sempre

positivo ou nulo, a fungdao f(r) devera satisfazer as seguintes

restricoes:

a) f(r) > - = para a regiaoc R > 2km
(B.13)

by f(r) » -1 para a regiaoc R < 2km

B.3 - TRANSFORMAGCAD INVERSA

Para o caso (a) da secaoc precedente, substituindo os

valores de coshw, senhw obtemos:

2 44 4 R dr (B.14a)

1/2

dR = [F(r) + 2km/R ]

(]+f(r))1/z R'I“F(r)+2km/R ]
dv = —pr— dt + ki T/7
m (1 My T 1+f(r) T

1 - £t - £h

R

dr  (B.14b)

R
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Apos um calculo simples, tem-se:

Ridr = - (14£) /2 (p 4 M2 g0y (3 gp (5.150)
1 - &Km
R
dt = (1+6)1 /2 qr - (¢ 4+ BMyl/2 _dR (B.15b)
V- ¢

No caso estudado na Secdao 3.1, f=0 e as equagoes aci-

ma sao reescrita como

R'dr = - /S dr 4 ?__17Fﬁ dR (B.16a)
"R
dt = d7 - /O R (B.16b)
(1 - 550
Para a regiao II, R' = - m g' (vide equacgoes

(3.1.8)), tal que:

g'dr = dt - (B.17a)
2 YTl
(1 - g VR
- ZKkm dR
dt = dt - v/ R 2 (B.17b)
R

| Integrando as equagoes acima encontramos as equacgoes
(3.1.18).
Para as regioes de Friedman, temos que R' = R/r (vide
eqs. (3.1.20) e (3.1.22)). Entdo substituindo este valor nas trans

formadas inversas,

d
R-2km

ar
r

1

- (2km) /2 RT3 gy

dt = dv - /XD dR
= A R (1-Zkm/R)
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Integrando,
tnor = -(2km) /2 RT3 o - gn (R-2km)
r = - (R-2km) o (2kn/RY) T/ g (B.18a)
t =t -2 vy 2kmR1 + 2km Ln l/ﬁq+ /?Eﬁjl (B.18b)

| /R1- /2Km |
B.4 - FORMA DE EDDINGTDN-FINKELSTEIN DA METRICA DE SCHWARZSCHI LD 22

A forma do elemento de linha em coordenadas avangadas

(+) ou retardadas (-) & dada por:

ds?, = (1 - Bmy gx? o (1 4 By gp? s BRI ggp - RZ40° (8.19)
Pela transformacdo de coordenadas:
T= i 2kn fn |y - 1f
(B.20)
r =R
Temos, para R > 2km,
dF = dr 7 ZEMLR gR
V-
2
=2 _ 2 (2km/R) 2 - 4km/R
dt = dt + (] ) ka)z dR + T—j‘—zk—m' drdR
R R

Substituindo na metrica acima,
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‘ 2
- (1 + 2Ky qp? . BKM gogp o 2(ZKI/R) 47 - pPdqf
1 - =
2
2 2km, 2 dr 2, 2
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