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Resumo

A energia do vicuo de um campo fermiénico sem massa no interior de duas placas
paralelas em um espago-tempo D-dimensional é calculada. Para regularizar o modelo,
sfo usadas as regularizacdes dimensional e da fungio zeta. E apresentada uma expressao
geral para a energia de Casimir para o campo fermiémico em tal situacio. E encontrado
que a densidade de energia do ponto-zero regularizada é finita para qualquer dimensio do

espago-tempo.
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Abstract

The vacuum energy of a massless fermion field defined in the interior of two parallel
plates in a D-dimensional space-time is caleulated. In order to regularize the model, a mix
between dimensional and zeta-function regularization procedure is used. It is presented a
general expression for the regularized zero-point energy of fermion field. It is found that

the regularized zero-point energy density is finite for any number of space-time dimensions.
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Capitulo 1

Introducao

A cromodinamica quantica (QCD) é uma teoria de gauge ndo-abeliana que descreve a
dinémica dos quarks e dos gliions. Até o presente momento, nio foram observados quarks
livres na natureza. O fato de que somente estados sem cor sio observados, fez com que os
fisicos introduzissem a idéia do confinamento. O mecanismo pelo qual isto ocorre é ainda
desconhecido. O “bag model” & uma tentativa de conciliar o sucesso do modelo de quarks
com o confinamento.

Uma maneira simplificada de aproximar o modelo de estrutura hadronica baseada na
QCD ¢ introduzir o confinamento 4 mio, assumindo que os campos estio localizados
dentro de regides finitas ¢ exigindo condigoes de contorno apropriadas. Iste é implemen-
tado especificando uma determinada superficie 90 e exigindo que a corrente de quarks
através dela seja nula e o campo seja identicamente nulo fora da regido especificada. Esta
condi¢io de contorno, a exigéncia de conservagio de energia dentro do bag e as equagdes
de movimento do catnpo livre definem o chamado “MIT bag model”.

De forma geral, o valor esperado no vicuo da densidade de energia de qualquer campo
quantizado é divergente. O procedimento usual nesta situacio é redefinir a expressio

através do ordenamento normal, fazendo nula a energia de ponto-zero. Entretanto na
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situacio do “bag model” | como os campos estdo confinados (a regido de integraciio da
componente T do tensor momento-energia é somente o interior do bag), este procedi-
mento nio pode mais ser adotado. Para calcular a massa dos hadrons devemos levar em
conta a energia de ponto-zero do campeo fermidnico. A divergéncia na erergia de ponto-
zero é removida através de um procedimento de renormalizagio dando origem a energia
de ponfo-zero renormalizada ou energia de Casimir.

Em 1948 Casimir mostrou [1] que duas placas paralelas neutras perfeitamente con-
dutoras se atraem no vacuo. A verificagio experimental desta forca de atragio mostrou
que a energia do vacuo de campos gquanticos na presenca de fronteiras nfo pode ser cor-
retamente definida pelo ordenamento normal. O conceito de energia de Casimir leva em
consideracio o fato de que em uma situagio real, os campos quanticos estao sob a n-
fluéncia de vinculos externos, isto €, estdo em interacdo com matéria ou outros campos
externos. Umna idealiza¢io desta sitnagiio é conseguida exigindo que os campos cbedegam
a certas condi¢tes de contorno clissicas, o que faz com que a energia de ponfo-zero seja
modificada. A energia de Casimir é definida como a diferenca entre a energia de ponto-
zero de uma configuragio sob condigbes de contorne e a energia de ponto-zero de uma
configuracao livre. Esta defini¢io s6 faz sentido quando combinada com um esquema de
regularizacdo apropriadoe, que garanta uma expressae finita para esfa diferenga.

Nos filtimos vinte e cinco anos muitos autores calcularam a energia de ponto-zero
renormalizada de diferentes campos quanticos no “bag moedel”. A energia do vacuo renor-
malizada devido ao campo escalar no “bag model” foi caleulada por Bender e Hays [3] e
mais recentemente por Romeo [4] e também Bordag et al [5]. O célculo para o caso do

campo de gluons foi feito por Milton [2] e também Romeo [6] e para o campo fermiénico,
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Milton [2] e também Bender e Hays [3] obtiveram a energia de Casimir no “bag model”.

No problema da renormalizacio, onde temos de extrair quantidades fisicas finitas,
duas diferentes situagdes fisicas devem ser estudadas. Na primeira, a superficie onde
os campos satisfazem certas condi¢des de contorno dividide o espaco-tempo em duas
partes e o8 campos estdo presentes em ambas as regides. Na segunda, - o caso do “bag
model” - 0s campos estdo confinados no interior de alguma regido [7]. No segundo caso,
como ndo existem modos externos, se usarmos um “cut-off” ou o método das funcoes
de Green para regularizar a energia de ponto-zero, as divergéncias que irdo aparecer sé
serdo capazes de ser absorvidas por um procedimento de renormalizacdo se introduzirmos
termos de contato ad hoc. Usando o método das funcies de Green, Milton [2] obteve
uma expressdo “cut-off dependent” para a energia de ponto-zero do campo fermionico no
“bag model”, apés subirair a contribuicio do espaco-tempo de Minkowski. Entretanto,
o “cut-off” ndo pode ser removido devido a presenca de um termo divergente na energia
regularizada proporcional a drea do bag. Assim o problema sé é resolvido se introduzirmos
fenomenologicamente um termo & mais na Hamiltoniana proporcional & 4rea do bag (o
termo divergente proporcional ao volume pode ser eliminado pela subtracio do espago-
tempo de Minkowski, que pode ser pensada como a renormalizacio da constante de bag
B [8]). Apesar de vérias tentativas de tesolver este problema, esta é uma questio ainda
em aberto na literatura.

Progressos nessa direcdo foram obtidos por Baacke e Igarashi [10]. Estes autores in-
vestigaram a estrutura das divergéncias da energia de ponto-zero regularizada de férmions
massivos confinados em wna cavidade esférica, assumindo uma corrente nula através da

superficic. Considerando nm campo fermiénico sem tnassa dentro e fora de uma casca
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esférica, Milton [2] mostrou que hd um cancelamento entre as divergéncias. Se consid-
erarmos férmions somente no interior da casca, claramente teremos de introduzir termos
de contato para lidar com as divergéncias da energia de ponto-zero. A questio lev-
antada € : usando um procedimento de regularizacio analitica, é possivel apresentar
uma configuracio geométrica com campos confinados onde os termos de contato nio sio
necessarios 7

O propdsito desta tese € calcular a energia de ponto-zero devido ac campo fermiénico
ndo massivo livre confinado no interior de duas placas paralelas em qualquer ndmero de
dimensdes do espago-tempo. A mesma idéia foi usada por Chodos e Thorn |7}, onde o
campo de Dirac estd confinado entre duas placas paralelas separadas por uma distancia L
na dire¢ao 2. Trataremos o nimero de dimensées do espago-tempo como wm pardmetro
continuo e para regularizar a energia de ponto-zero usaremos a regularizaciio dimensional
nas varidveis continuas (relacionadas com os lados da caixa com dimensées infinitas) e
em seguida extenderemos analiticamente a fun¢io zeta de Hurwitz que aparece apds a
regularizacio dimensional. Como consequéncia, provaremos que a densidade de energia
regularizada é finita em qualquer ndmero de dimensées do espaco-tempo. Em outras
palavras, nao é necessdrio introduzir contratermos na Lagrangiana “hare”, i.e., temos

uma situagdo com regularizagio sem renormalizac3o.
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O Efeito Casimir

2.1 Introducao

Quando se utiliza o formalismo canénico para quantizar um campo livre, obtém-se uma
quantidade divergente para o valor esperado da Hamiltonians no estado fundamental
(energia de ponto-zero). A seguinte eXpressao para a energia de ponto-zero do campo
escalar livre é encontrada :
1
O1H[0)= 23w 21)
E

Uma maneira de resolver o problema da divergéncia da energia de ponto-zero é redefinindo
a Hamiltoniana através do chamado ordenamento normal. O argumento é que a energia
do vacuo nio pode ser medida e somente diferencas de energia tém relevancia fisica.
Assim, é possivel somar uma constante a Hamiltoniana, mudando a escala de energia,
tornando a emergia de ponto-zero nula!. Formalmente se define o ordenamento normal
de um produto (indicado delimitando a expressao por : : ), de tal forma que todos os

operadores de aniquilacio fiquem & direita. Por exernplo, para bésons :

L t }
3 (azag+ a,;a].f,) = aap (2.2)

YA adi¢io de nma constante a Hamiltoniana nzo afeta as equacdes de Heisenberg, das quais podem
ser deduzidas as equacdes de movimento.
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De tal forma que a Hamiltoniana renormalizada do campo escalar se escreve :

LLJA
: H = Z ?k (a;%a,; + a];a,;%) = Zw,; (a.%a,;) =H—-(0|H|0) (2.3)
F P

O ordenamento normal tem sentido se estamos trabalhando no espago-tempo todo.
Entretanto, se nos restringimos a uma regido finita do espago-tempo (bag-model) ou
imposermos condicdes de contorno clissicas sobre os campos quantizados, o ordenamento
normal ndo é mais justificivel.

Quando o campo ndo estd livre, os vinculos externos que agem sobre o campo sao
implementados ou modificando o espago-tempo no qual o campo existe ( ex: condigoes
de contorno periédicas } ou através de condigdes de contorno que representam situagoes
onde o campo estd confinado a uma cavidade ou interage com algum objeto macroscopico.
No caso da interacio com um objeto macroscépico, uma idealizagio desta situagao € con-
seguida tratando tais objetos como superficies S, nas quais o campo obedece a deter-
minadas condi¢des de contorno. Dependendo da situacio fisica, diferentes condigOes de
contorno podem ser requeridas.

Condicoes de Dirichlet. O campo ou alguns de seus componentes devem se anular
sobre a superficie S :

¢ (7,1) |s=0 (2.4)

Condicées de Neumann. A derivada normal do campo {normal a superficic} deve
se anular em S.

(n.V® (. 1)) |s= 0 (2.3)

Estas condicdes sdo andlogas ds chamadas condicdes de bag, aplicadas aos quarks
confinados num hadron, em que a eomponente normal da corrente fermiénica (corrente

de quarks) deve se anular na parede do bag.
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A implementagio matematica dos vinculos externos como condigoes de contorno mod-
ifica a energia de ponto-zero do campo. A quantidade observivel ¢ a variagdo na energia
de ponto-zero que ocorre quando se impde condicdes de contorno. A energla renormalizada
(energia de Casimir) de uma certa configuragio submetida a certas condicoes de contorno
é definida como a diferenca das energias de ponto-zero da configuragio sob condigtes de

contorno e livre. Ou seja :

By |0T] = Eo [07] — Ey [0] (2.6)

onde :

Eren |0T] = energia renormalizada do campo submetido a condigdo de contorno or

E, [8T] = energia de ponto-zero do campo submetido a condigao de contorno or

Ey [0] = energia de ponto-zero do campo livre

A equagio 2.6 continua indefinida e s6 produz um resultado finito, isto ¢, s6 produz
a energia renormalizada se antes efetuarmos um procedimento de regularizagao que deixe
a expressao finita em um passo intermediirio. Quando a subtragdo na equagao 2.6 (34
regularizada) é feita, obtemos um resultado finito, isto é, obternos a energia renormalizada.
De acordo com a equacio 2.6, a forma de calcular a energia renormalizada mostra que
a divergéncia de E;[01] vem da contribui¢gdo do campo livre no espago vazio. Para
exemplificar tal fato, considere um campo escalar sem massa em um espago tempo 2-
dimensional. Vamos supor que existam duas placas paralelas separadas por uma distancia
a e que o campo obedeca A condigio de Diriehlet sobre elas. Pode ser mostrado [12] que

a densidade de energia de ponto-zero é dada por :
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Que é claramente divergente. Podemos reescrever € usando a férmula de soma de Abel-

Plana :
i oG — F (1)
F(n)= [ F( / Ft) 2.
Y= [ Fldy- O 4 exp RN (2.8)
Aplicando a férmula para € ficamos com :
o= = [Tway- 5 [ LA (2.9)
Tl YT exp (2xt) -1 '

onde vemos que a divergéncia estd na primeira integral. Entretando pode ser mostrado
que a primeira integral é justamente a contribuicio do espago vazio e é cancelada ao
realizarinos a subtragio dada pela equagio 2.6. A densidade de energia renormalizada

fica :

Eren =

T t C(2)T(2) w
a? -/o exp (27t) — 1’ (27)* 2402 (210)

onde usamos a representacao integral da funcio zeta de Riemann.

O procedimento usado acima para isolar a divergéncia e calcular a energia renormal-
izada foi um procedimento de regularizacdo. Diferentes procedimentos de regularizagao
podem ser usados no caleulo da energia de Casimir. Vamos falar sobre dois deles.

1-Regularizacao por frequéncia de corte ou “Cut-off”. Como todo procedi-
mento de regularizaciio, o primeiro passo da regularizacdo por frequéncia de corte consiste
emn modificar a expressio original da energia de ponto-zero de tal forma que ela passa a
ser finita. A expressio original é recuperada ao fazermos um dado limite (A — 0). Para a
energia de ponto-zero dada pela equagdo 2.7 por exemplo, podemos modificar os termos
da soma de tal forma que ela venha a convergir. Se y (wn,A) é uma funcio atenuante,
com a propriedade de ir a zero mais rdpido que os termos da soma de tal forma que o

produto x (wn, A) X w, — 0 quando w, — oo, fazemos a substituicdo w, — ¥ (Wny A) X wn
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na soma, que passa a convergir. A fun¢do deve ainda ter a propriedade x (w,,0) = 1,
comn a qual podemos recuperar a expressao original. Como exemplo, a fungéio exp (—Aw,)

tem as propriedades desejadas para a equagio 2.7. A soma regularizada passa a ser :

1 & nw nw 1 0 & nE
freg (V) = 5,2, e (‘/‘?)—‘555328’“’ (-25)

a’n 1
19 -1
- —mar e (7))
n T -2
= 3.3P (—/\g) [1 — exp (—)\%)] (2.11)

No limite A — 0 podemos expandir em série de taylor :

1 T 1 x3
- A2 oM+ 2.19
502 9202 Tag0at” T (M) + (2.12)

Ereg (‘X) =

Os termos O (A?) em diante (que obviamente — 0 quando A — () desaparecem ao Te-
movermos o regulador A. A divergéncia no primeiro termo estd novamente isolada e é
cancelada ao realizarmos a subtracio dada pela equagio 2.6, de tal forma que o resultado
¢ 0 mesmo obtido na equagdo 2.10. Este método serd exemplificado na secio 2.5 .

Interpretacao fisica. As condigdes de contorno que idealizam por exemplo um
condutor perfeito estdo umn pouco distante da realidade fisica. Na realidade a condutivi-
dade dos materiais decresce conforme a frequéncia das ondas eletromagnéticas aumenta
e as superficies se tornam fransparentes para tais ondas. Uma condig8o mais préxima da
realidade poderia levar em conta efeitos fisicos das superficies dos materiais.

O fato da expressao 2.6 ser indefinida, indica que devemos levar em conta a transparéncia
da superficie {13]. Uma maneira de implementar isso ¢ adotando umn procedimento de reg-
ulariza¢io baseado nesse fato. Como os modos nao séao influenciados pela superficie S &
partir de uma certa frequéncia de corte, isto é, & partir de uma certa frequéncia os modos

sdo os modos livres, introduzimos um regulador que pare a soma A partir desta frequéncia
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de corte. Apés a regularizagio, a subtracao dada pela equacio 2.6 cancelard os termos que
correspondem aos modos livres (divergéncia ultravioleta) e teremos um resultado finito.
A transparéncia da superficie pode ser simulada por exemplo, escolhendo um regulador
x (w) com a propriedade y{w) ~ 1 para w < w, e x{w) ~ 0 para w > w,. A frequéncia
de corte w, é determinada pelas propriedades do material?.

2- Regularizagao Analitica. E comum encontrar uma funcdo dada em uma forma
na qual é vélida para somente para regides limitadas do plano complexo. Por exemplo,
uma série comn um raio de convergéncia finito néo d4 nenhuma informacao direta sobre a
funcdo que ela representa fora do circulo de convergéncia. Um outro exemplo ocorre na
representacio de numa fungdo por uma integral que ndo converge para todos os valores de

uma variavel complexa. Por exemplo, a fungéo gama :

()= /0 T exp (—t) di (2.13)

esta integral converge somente para Rez > 0, de maneira que a integral define I'{z)
somente no semi-plano direito do plano complexo.
1D possivel no entanto definir a fungio gama em todo o plano complexo através do

procedimento conhecido como extensdo analitica. Uma “técnica” de extensido analitica

emprega o uso de relaces funcionais tais como férmulas de recorréneia, Para a funcio

*0OBS: Certos detalhes microscépicos (a natureza quintica) dos materiais também sao deixadas de lado
aa se adotar tais condicdes de contorno. Por isso essas condigbes de contorno sio chamadas clissicas (ou
“hard ) [14]. Condigdes clissicas significam que o contorno que confina os campos tem uma localizagio
espacial precisa e uma forma geométrica bem definida, ¢ gque sabemos nio corresponder a natureza
quintica do material. Alguns autores adotaram uma outra forma de atacar o problema, que permite
lidar com situagdes fisicas mais gerais que as condigdes classicas. Eles adotaram as chamadas condigaes
“soft ¥ que representam uma distribuigio de matéria que interage com o campo quantico. Tais condigdes
sao implementadas matematicamente por um potencial suavemente crescente. As condicdes clissicas
podem ser reobtidas através dessas condigdes em dade limite,
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gama, a seguinte formula de recorréncia pode ser deduzida da eguagao 2.13
() =T(z4+1) (2.14)

Podemos usar a equacio 2.14 para extender I'(z) para a parte do plano complexo onde
Rez < 0.

De forma anéloga, a fun¢do zeta de Riemann :

S n™ =((s) (2.15)

36 est4 definida para Res > 1 mas pode ser extendida analiticamente através da férmula

de reflexéo :

5 1—3s
r (5) ¢(s) = el A ( 5 ) C{1—s) (2.16)
a qual também extende analiticamente a fungdo gama.

Para aplicar este procedimento no célculo da energia de Casimir, tratamos o nimero

de dimensdes do espaco-tempo como uma variavel continua e complexa [11]. Esta regu-

larizagio ser4 exemplificada na secdo 2.3 .

2.2 Quantizagio candnica do campo escalar e energia
de ponto-zero divergente

Vamos mostrar que a ocorréncia de energias de ponto-zero divergentes sdo uma carac-
teristica inerente da teoria quantica de campos. Para isso, vamos fazer wna breve re-
capitulacio do esquema de quantizagao canénica do campo escalar livre e chegar a uma
expressio divergente para a sua energla de ponto-zero.

A quantizagdo canénica de um sistema classico de 3N coordenadas generalizadas é

feita da seguinte maneira:
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1- Escreve-se a lagrangiana do sistema, L = L(g;, g;), i=1...3N, e calculam-se os mo-

mentos generalizados :

_ oL
P 9

(2.17)
2 Faz-se uma transformacio de Legendre deixando a descrigéao do sistema em termos

de g; e ps.
Hqs, p) = > pidi — L(ge, G2) (2.18)

3- Impde-se relagoes de comutagdo entre ¢; e p;.

[qé,pj] = éij

lgi.95] = lpopil =0 (2.19)

4- A dinamica do sistema é dada pela equacdo de Heisenberg, (que pode-se mostrar
ser equivalente 3s equagoes de Hamilton para O = ¢; ou O = p; ):

[H,0] = —i0 (2.20)

A quantizacio dos campos segue um procedimento andlogo [15] como veremos & seguir.

Considere um campo cldssico @, local, definido em um espago-tempo de Minkowski
4-dimensionat tal que ® = @ (z}, onde z = (2", 2!, 2%, 2%) . ?

Varmos considerar que todo o sistema esteja confinado a uma caixa retangular finita de
volume e ainda que ® satisfaca condi¢des de contorno periédicas ( no final do caleulo

fazemos {1 — oo ).

Considere a lagrangiana do sistema coino:

3Se este campo & invariante sob transformagées de Lorentz, ele é chamado de campo de spin-0 ( o
valor do spin do campo indexa a representacio do grupo de Lorentz pela qual o campo se transforma). Se
além disso ele nio muda de sinal sob inversao espacial, cle é chamado de campo escalar { caso contraria
¢ chamado pseudoescalar).
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L= fgd%« [(%652 —~ (V@)Q) + V(@)} (2.21)

Vemos que L (@, <I>) é um funcional de ® (7,1) e ® (7,1). L (@, @) pode ser considerado

o analogo de L (g;, p;}) com a diferenca de que no dltimo caso o indice é discreto e finito,

enquanto que no primeiro, o indice correspondente, 7, é continuo e assume infinitos valores.

Vamos voltar ao caso discreto e finito para usar as regras de quantizagio canénica da

mecanica quantica. Para isso dividimos 2 em pequenos cubos de volume 7. O valor do

campo, a0 invés de ser indexado por um indice continuo, passa a ser indexado em cada
cubo por ¢ (7;.t) = @, (¢) onde 7; é a coordenada de um ponto qualquer do cubo.

O préximo passo é achar os momentos generalizados. Fazendo ¢; {t) = 7®; (t), vernos

que nas integrais em cada cubo, o valor de ®; é constante e podemos repor as mtegrais

em {2, por uma soma nos cubos. A lagrangiana 2.21 fica:

L = %/ $28r + termos independentes de ®
2

1 1 A
=~ = <I>?f Brpo = (h) L N I 999
2 Xt: ! cubo " + 2 21: T T 2 Xi: T + ( )
(s momentos 2.17 se tornam:
aL ¢ .
(t) = === &;(¢t) = II (7}, 2.2
bt =5 =L =bi) =T (223)

Fazendo a transformacio de Legendre dada pela equacio 2.18 e voltando ao caso

continno (7 — 0), pode-se mostrar que a hamiltoniana se torna:
1o 1 2 3
#= [ (517+5(9) +V(q>)) &r (2.24)
Impondo as relagoes de comutacao dadas pelas equagoes 2.19 :

(2.25)
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Passando ao caso continuo: (1 — 0)

[H(ﬁt),@(ﬁ,t)] = —it* (r—7) (2.26)
[H(ﬁ,t),n(f',t)] = [@(ﬁ,t),@(-ﬁ,t)]:o (2.27)

Finalmente, a dindmica é dada pelas equacgdes de Heisenberg 2.20 -

H,®(F1)] = —i®(7t) que produz 1= & (2.28)
[H.I(7 )] = —ill(Ft) que produz (usando a eq. anterior) :
dV
mghi = 0 2.2
+d® (2.29)

Agora ® e II sdo operadores. Suas expansoes em séries de Fourier sio :

1 -
®(F1) = 3 = exp (iE7) g (1) 2.30)
%mexp( )qk( (
1 ~
O(7t) = > —=exp (ik.7) p_z (1) 2.31
70 = g (F) o s (231)

onde k; = 2”‘ 1=1,23:n=0,41,42, . e Ly, Ly, L s&o os valores dos lados da caixa
§2. Como @ e II sdo operadores, os coeficientes gz (t) e p_z(¢) também o sio,

Definindo:
ag{t):w(;k (qk-i— —p_ ), onde wy = VA2 +m? (2.32)

pode-se mostrar que devido ao fato de @ e 11 serern hermitianos, usando a equagio 2.32,

temos:

1

@(Ft) = ; \/m ( - () exp (zk r) ;%(t) exp (—zf;’.f’)) (2.33)
1

(a,—é (t)exp rff’) — a;i. (t)exp (hzﬁ:r")) (2.34)

=[]

2ur€
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Usando as relages 2.26 e 2.27 e as expansdes 2.33 e 2.34 pode-se obter relactes de

comutagio para ag (t) e a;% (t) -

log (1) e, (0] = o (2.35)

o (1), ag (0] = [ab(2).al, ()] =0

Caso Livre. Considere V (B} = %m?@? ; onde m é um parametro real arbitrério.
Neste caso a teoria é dita livre. A Hamiltoniana 2.18 escrita usando-se as expansoes 2.33

e 2.34 fica ;

z 1
H=Y" ? (alag +agal} =3 up ( Lag + 2) (2.36)

E E

Devido s relagdes 2.35, os autoestados do operador Ny = ata salisfazem a :
Nglng) =nging), ondeng=0,1,2, .. (2.37)

A totalidade dos seus antoestados expande todo o espago de Hilbert do sistemnas:

0}, al [0}, ajal, | 0),
O estado fundamental ou vécuo, | 0) satisfaz - az | 0) = 0VE

Logo o valor esperado no vécuo de H ; Ou energia de ponto-zero, é dado por :

(0] H[0) Zwk (2.38)
Vemos que a quantidade acima é claramente divergente.

2.3 A energia de Casimir do campo escalar sem massa

Nesta se¢iio vamos calculara energia de Casimir do campo esealar sem massa no interior de
duas placas paralelas nas quais o campo obedece s condicoes de Dirichlet. Como veremos,
a energia de ponto-zero desta configuracio é divergente. Para calcular a energia tenor-

malizada vamos deixar o nfmero de dimensdes do espago-tempo variar continuamente
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de tal forma que usando o procedimento de regularizacdo analitica podemos remover as
divergeéncias que irdo aparecer, extendendo analiticamente funcdes que anteriormente s6
estdo definidas para valores de D sem significado fisico (por exemplo D<1).

Considere um campo escalar clissico @ |, local, definido em um espaco-tempo de
Minkowski D-dimensional tal que & = & (z), onde z = (ro,ml,...,:chl). Vamos supor
que 0 campo € livre, tem massa nula e obedece a equago de Klein-Gordon generalizada :

2 p 2
[(%) - ; (%) } &(z)=0 (2.39)

Vamos considerar que todo o sistema esteja confinado a nma caixa retangular de
dimenstes Ly x Ly x ... X Lp_s X a. O campo satisfaz ds condicdes de Dirichlet sobre
as paredes da caixa. Em um passo intermedisrio do calenlo, vamos supor que somente a

diregio do lado e da caixa permanece finito. Usando o fato do campo se anular sobre as

paredes vamos expandi-lo em série de senos :

@ (1) = Zq; (t) [sin (kyzy) sin (kaxe) ... X sin (kp_szp_y)] (2.40)
I3

T .
ky = 7 comi=1.D-2¢ekp ;| =

np_17

en; =l.oo, 7=1.D-1 (2.41)

Para quantizar o campo impomos as relagbes de comutagio 2.26 e 2.27. Agora que o
campo é um operador o coeficiente g (¢) também o é.
Mudando de base no espaco de Fock para a base mimero de ocupagio, a expansio do

campo fica :

®(z) = dpagp + gal (2.42)
R
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onde :

¢z = £, (zp) [sin (kyzy)sin{kezs) ... X sin (kp_1zp_1)] (2.43)

onde % obedece & equaciio 2.41. Os coeficientes ay e a;% tem a interpretagio usual de
operadores de aniquilagio e criacao respectivamente.

Podermos seguir o mesmo procedimento da se¢ao anterior e chegar a mesima eXpressao
para a energia de ponto-zero [16](com a diferenca que agora ki =% en = 1..00) :

1 5 Al
Eo(L1, Ly, ... Lp-2,0) = 5} (K + K+ +kpy + k) (2.44)

—

Usando o fato de a € L;, podemos transformar as somas em kj, j =1.D~2em

integrais através de

1 i _

D2 Z - (T_)D—‘Z /dD ’k (2.49)
L; E '

o

Isto pode ser visto observando o fato de que na equagao 2.41 o pardmetro n; assume

valores inteiros 1, 2,3, ... com espagamento
An; = 1; (2.46)

O espagamento correspondente em ky é:

T Any = (2.47)

Aki= T I

Usando as equagdes 2.46 e 2.47 podemos escrever :

1 R e, D2 A DAL
Y= o= 7= = (2.48)
H Li E Li E j:1 E j:l 2 f: j=1 L

Quando L; —» oo , temos Ak; — 0 ¢ a expressdo 2.48 leva a expressao 245 A

expressio 2.44 fica :

1 n-2 1 =] 20
Eo{L1,La,-.; Lp-a,a) = 5 (H La) TD_Q/O dkl---/g dkp_a X

i=1
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2 4 12 2 npm\? :
x Z k1+k2+...+kp_2+( - ) (2.49)

np-1=

Mudando para coordenadas “esféricas” em D-2 dimensoes, a parte angular pode ser

integrada, pois o integrando s6 depende do raio no espago k 118]:

[de"2=/mdglfxdggsinﬂg...X/Trdﬂp_gsinD _ f dr p7-3 (2.50)
0 0 0 (D —2

Denotando o raio por 7 :
A N - RN (2.51)

E usando a equagdo 2.50, a expressdo 2.49 se torna :

1 1 & fe= pes{ o nw\?
Eo(Ly, Ly, ... Lp_g,0) = (H L) 5" QF(-DQ;?) = ;/@ dr 7 (T T (7{)

Definindo :

1 1 1
2D-2 T (92;2) 71‘%

A energia por unidade de drea pode ser escrita como :

Eo(Ly. L. L2, < foo m 2\
o ( 11(;—72 Lp_y:@) =¢epla)= F(D)E:I/o dr 773 (r?—l- (E—) ) (2.54)
II La) o
i=1

A expressdo 2.54 é claramente divergente.

F(D)=

> nw\* 3
ep (@) = F (D) Z/md-r D3 (r2 + (—) ) (2.53)
n=1"0¢ L
Fazendo a mudanca de varidvess :
2 2
t = (aﬁi) == dt =2 (—EL) rdr
nw n7
po= o3 (2.56)

&
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a expressao 2.55 fica :

epla) = F(D)g]O”dTMD-f-L [(Ei)“*ﬂrﬁi

nw a
2 oo o2 1 n\P % p_s 1N
= F(D — ) =dtl— = [t 7
o3 [T () s (T) Ty
- 1F(B)i(E‘E)M]mazt 5 (¢ 1) (2.57)
- 2 n=1 @ 0 .
Fazendo uso da relagdo :
oo T (-5 —71—
]0dtt”(t+1)3.:B(1+r,—s-r—1): (1-"?")“(_:) 1) (2.58)

para r = Z51 e s = } a expressdo 2.57 fica

i) = FD)3 ()

Mas :
o
Yot =¢(-D+1) (2.60)
n=1
é a funcao zeta de Riemann.
As funcoes ({(—D +1) el (—% + %) na equacao 2.59 sé estdo definidas respectiva-

mente para ReD < 0 e ReD < 1, mas podem ser extendidas analiticamnente usando a

fsrmula de reflexdo 2.16. Usando a equacdo 2.16 para s = —D + 1, a equagao 2.59 fica :
1 7w\ Pt I (_ZQ - 1) 1 D
€ =-F(D)|~- —a2 L abtaT (#) D 261
sl =3F ) (3] 5= 5 ) <(D) 261)

Usando a equagao 2.53 :

11 1 1 p-tl(5—1) poar (D
o(0) = ST (E ) ) Egz\/%)”%r(?)“m

- —unEr(3) o)

(2.62)
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Observamos que o Tesultado é finito para qualquer D, e é sempre negativo. A forga

por unidade de 4rea nas placas é dada por :

—-g—aem =—(D-1) (zm)*g c(HT (2) % (2.63)

e também é sempre negativa.

2.4 Quantizagio candnica do campo de Dirac e ener-
gia de ponto-zero divergente

Vamos seguir um procedimento anslogo ao do campo escalar para quantizar o campo de

Dirac. A Lagrangeana do campo livre € [15]:
L= [ & (T (0, - m) ¥ (71 = [are 2.64
[ P (T (0, - m) L (7 )= [ & (2.64)

onde © () é o spinor de Dirac.

O momento generalizado associado ao campo é:

(7)) = g—g- = 40T (2.65)
E a Hamiltoniana € :
H= f #r (11 - £) = / Bt (—in®7 0, + ma®) (2.66)
Q 0

Como o campo descreve férmions, devemos impor relagoes de anti-comutagao:

(0.0, (7.1)) = {Ma(nt). 1 (1)} =0 (2.67)
[@a (1) Mg (7,1) } = ibapd G

A dinamica é dada pela equagio de Heisenberg :

[H, ¥} = —1¥  que produz (iy18, — m) U (7 t) = (2.68)
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Como no caso escalar, o operador ¥ {7, ¢} pode ser expandido em termos de séries de

Fourier em um tempo t qualquer :

(7 \/_ZS Yexp (ig.7) (2.69)

Escolhendo apropriadamente uma base de quatro 4-vetores ortonormais para cada P
— Up, € U_ps , onde 5 = :I:% podernos expandir o operador Sz (f) em termos dessa base.

A expanséo do campo fica :

LS (g (1) g xp (17) + W (0 5 exp (=77 (270)

‘I’(ﬁt):‘\/—ﬁﬂ

onde os coeficientes az; (t) e b}g (t) sdo operadores do espago de Hilbert. Substituindo a

equacao 2.70 nas relagbes de anti-comutacao 2.67, temos :

{(113(1?),&:;,73, (0} = {bﬂs(t),b;ﬁ, ()} =06, 56,0 (2.71)

Substituindo a expansdo do campo na Hamiltoniana 2.66, temos
H= L bLobe,~ 1) E 2.72)
Z paa’pg + 05.05s P (2.

onde Epzx/p§+-m§>03p:%

Novamente, quando calculamos a energia de ponto-zero :

(0| H|0)= ZZE —2Z:EP (2.73)

Vemos que a quantidade acima é claramente divergente.
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2.5 Energia de Casimir do campo de Dirac sem massa

Nesta secdo vamos calcular a energia de Casimir do campo de Dirac sem massa confinado
no interior de duas placas paralelas [19]. O procedimento de regularizacio que vamos
empregar é a regularizacio por frequéncia de corte, apresentado na se¢o 2.1 .
Considere o nfimero de dimensées do espaco-tempo D=4. Vamos supor que existam
duas placas localizadas em z = 0 e z = a. Nas outras diregdes 0 campo permanece livre.
As condicdes de contorno que vamos usar sio as chamadas condigées de bag, isto €,

n%o hd fluxo de particulas através das placas [7]:
A-j(@) =0 em z=0ez=a (2.74)

onde # =Zemz=0ef =—%em 2z = a Fora das placas (z < 0 e z > a) o campo ¢
identicamente npulo : ¥ = ()

Na forma covariante de Lorentz :
nty, = ‘I!nuqf”ll! =0 em z=0ez=u (2.75)

Vamos achar uma relacio pela qual a equagio 2.75 possa ser derivada e usaremos esta
relacio como condicio de contorno ao invés da equacdo 2.75.

Considere agora a seguinte quantidade :

i

SRR TR I vo__ 1 A — v
(in, ) = —num,yHy" = —--2--nun1, {4} = —guntn

- [(nof - n] 1 (2.76)

. 2 . : :
pois (n%)° — A2 = —1 no referencial de repouso e é invariante de Lorentz. Logo (in,7*)

tem autovalores +1.
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Vamos supor que :
in U (2)=T(z) em z=0ez=c¢
Multiplicando a equacio 2.77 por T, chegamos a

in, Pyl = U

ingg* = P¥ em z=0ezr=a

Tomande o complexo conjugado da equagdo 2.77 :

gt (n{u)’r My, = it
Como (71,)1 =—+e (qfﬂ)T =~ _ multiplicando a equacio 2.79 por 4" | temos :

OO0y — Plyinln; = TP
Mas 99" = —i4% | logo :

Tyong + Tr'in; = ¥
i\iﬁy“nu = -0

Multiplicando a equagio 2.81 por ¥ :

in, Uyl = —T0
in,g* = —U¥ em z=0e¢z=a

Juntando as equagtes 2.78 e 2.82 temos :

in;‘j“:‘I"Iiz—JI"I':G em z=0cz=ua

23

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)
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Que é a condigdo de contorno do problema. Partindo da equagao 2.77 chegamos a
equagdo 2.75, ou em outras palavras, para obedecer a equagio 2.75 é suficiente considerar
a condicio dada pela equacio 2.77.

Considere uma fun¢io de onda de energia positiva da forma [7]:

V(Ft) = exp(=iBt)exp(pa + pay) [exp (ipsz) + 17 exp (—ips2)] u (p)

= exp(—iEt)p(T) (2.84)

onde £ = |j| e u(p) = spinor de energia positiva da equacio iy, U =0

Devido a condicao de contorno :

in, YU (2) = T(x) | ou:

mn,Yo(x) = é(z) em z=0ez=a (2.83)
Teremos :
Emz=0,n=:%
7 (0) = 6 {0) (2.86)
Emz=a,n=-%
i7'¢(a) = ~¢(a) (2.87)

A condigdo dada pela equacdo 2.86 é uma relagio de consisténcia (produz 1+ iv? =
1+ ). A condi¢io dada pela equacao 2.87 imposta sobre a fun¢éo de onda dada pela

equacao 2.84 produz :

iy exp (p1z + pay) [exp (ip3a) + i? exp (—i-p;;a)] u(p)

= exp (i + pay) [exp (ipsa) + 7% exp (—ipg&)] 1 (p) (2.88)
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Como (7%)° = —1 ficamos com :

(exp (ipsa) + exp (—ipsa)) (1 + z'fyg) =0 (2.89)

Ou:

. v

2icos (pga) = 0 = psa = 3 (2n4+1) onden =0,1,2,... (2.90)

Ou:

= ond 1,3,5,. (2.91

p3 = —2—5 onde n = .91)

Ohservamos que diferentemente do campo escalar, no qual a condi¢des de Dirichelet
produziram uma soma sobre todos os inteiros para o momento paralelo 4s placas, no caso
fermiénico a condigdo dada pela equagdo 2.77 produziu uma soma de inteiros impares.

Vamos agora calcular a energia de ponto-zero do campo no interior das placas. De

acordo com a equacdo 2.73 a energia de ponto-zero de férmions sem massa ¢ dada por :

—_igEP—_QZE =-25 3 (m) +(M)2)% (2.92)

FL nimpar
onde (71 )" = (p1)* + (p2)”
Como o campo est4 livre na direcio de p; e ps as somas nessas variaveis se transformam
em integrais na equacdoc 2.73 através de :

1

1 fo'e)
T D P fe d’py (2.93)
M1 L; 52
i=1

De tal forma que a energia por unidade de drea fica :

B T[S (are () oo

2
11 L-i nimpar
=1

Mudando para coordenadas esféricas e integrando sobre a parte angular :

ap ) e

n impar
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Fazendo a mudanca de variaveis :

(2 nw 2)%
X = qr -i—(—-)
2a

iX = = — = XdX = rdr (2.96)

Substituindo a equac¢io 2.96 na equagio 2.95, ficamos com :

go(a)=*l 3 T X?dx (2.97)

B
T néfmpar " Za

Vemos claramente que a equac¢do 2.97 produz um resultado divergente. Vamos inseric

um “cut-off” exponencial :

.18 o0 .
C()((J;) = (ly%—;g;gn"%m/% exp(-—-a)i)dX
1 & 1 %0
= It X [pew e,
nimper w
; 1 6% 1 nw
= ilﬂ]—;@'a Z €Xp (*a%) (298)

Mas :

ni s O T
Z exp (—a%—) = Z exp [—% {2n + 1)] = exp [_%]

némpar

m’r] 1 2

= e |5 oxp ]~ sink (22) (2.99)

Expandindo a expressdo 2.99 em série de Taylor, ficamos com :

2 1120 1 for T far\?
lim — % = __F___(_) —(m—) v 2.100
i B () 2 Lm 5 20) Yo ) Tolo!) (2.100)

Substituindo a equagdo 2.100 na equacao 2.98 ficamos com :

() I 192112 1(m)+ 7 (mr)3+ (4)
Slae) = lm——r——«——=-[|— — | — ol
v ot 7Oa2a? lar 6 \2a 360 \ 22

12¢ 7x° 2 }

(2.101)

= lim-—|— —
Lo [71’&4 + 360 8a?
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O primeiro termo é uma quantidade extensiva, a “energia de volume” e pode ser
ignorade no célculo da pressao entre as placas [8], [19].

A energia de Casimir fica :

1 77?2 7x?
_ Yt 2 I 9.102
“0l8) =~ 3608a0 ~ 288008 (2.102)
A pressiio que o vdcuo exerce sobre as placas é :
0 7m?
e (a) = — 2.103
70" (4 = ~gg0a (2.103)

e é sempre negativa, o que faz com que as placas se atraiam.

Uma forma de cancelar a divergéncia do primeiro termo da equacio 2.101 consiste
em considerar os modos do campo exteriores as placas, o que estd fisicamente incorreto.
Considerarando os modos externos, ao realizar a subtragio dada pela equacio 2.6, a

divergéncia do primeiro termo é cancelada e obtemos um resultado finito.
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Energia de Casimir de férmions sem
massa em D dimensoes
espaco-temporais

Vamos calcular a energia de Casimif do campo de Dirac confinado dentro de placas parale-
las em D dimensdes espago-temporais (a configuragio do “slab-bag”). Seguiremos aqui o
procedimento adotado em [20]. Cousidere as placas localizadasem zp_; =0e zp_1 = a.
A condicio de contorno que vamos empregar é a condi¢do de bag, agora generalizada para

D dimensdes espago-temporais. Na forma covanante :
n“’ju = ‘i’n‘u”[“@ =0 em ;I;D‘l =0e xpfl = g (3]_)

fora da regido do interior das placas o campo ¢é identicamente nulo : ¥ =0 .
Procedendo analogamente ao que foi feito no capitulo anterior para achar uma condigdo

pela qual a relagio 3.1 possa ser derivada, a equagio 2.76 se mantém inalterada pois

a relagio de anti-comutacdo das matrizes v ndo se modifica em D dimensoes espago-

.. . 9 . .
temporais. Novamente (in,v*)" = 1 e in,7* tem autovalores &1 . Assumindo que :

n, U (z) =¥ (z) em 2" T=0e2"!=a (3.2)

28
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Chegamos novamente a :
ing' =00 =TV =0 em z" 7' =0ez""=0q (3.3)

Ou seja, é suficiente cousiderar a condigido dada pela equagio 3.2.

Obs : Na deducao acima, usamos o fato de que em D dimensoes espaco-temporais
(,}/:’)T =—ie(?") =1%ondei =1...D [21].

Considere uma func¢io de onda de energia positiva da forma :

-2
W (7,t) = exp(—iEt)exp (Z pz-:cg) {exp (ipp_1zp_1) + iy" Fexp (—ipD_1:nD_1)] w{p)

i=1
(3.4)
Impondo a condigdo dada pela equacio 3.2 sobre a fungao de onda dada pela egnagdo

3.4 e seguindo os mesmos passos do capitulo anterior, levando em couta as relagdes de

anti-comutacio entre as matnzes v, temos :

PDn1:g—: onde n=1,35 ... (3.5)

Para calcular a energia de ponto-zero devemos levar em conta o nimero de compo-
nentes do spinor ¥ em D dimensées espacgo-temporais na equa ¢ao 2.73. Para D par, o
. . L2 . D3 . ~
nimero de componentes é ¢(D) =277 e paraD fmpar, ¢(D) =27z . Em D dimensdes,

a equacao 2.73 fica :

3] Py nimpar

Ey=—c(D)Y. B, = (D). ¥ (um% (51)) (3.6)

Como o campo estd livre na dire¢iio de p), as somas nessas varidveis se transformam

e integrais na equacdo 2.73 através de :

1 1 20 .
—_— g2 3.7
DﬁEL‘ % - (Qw)D‘zfo ‘ P (3.7)

=1
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De tal forma que a energia de ponto-zero por unidade de 4rea fica :

Ey o d®Zp, [ (nTN? : ‘
o ma@=— = [L (e () e
t=]

Novarnente, chegamos a uma expressio divergente. Desta vez vamos regularizar a

expressao acima usando a chamada regularizagfo dimensional :

3 i
f(u?i"bg)s - r(s)f‘ (,.3 — g) (bz}ls_% (3.9)

Usando a equacio 3.9 parad =D —2 wu=p, ,b= (%) es= —% , & expressdo 3.8
fica :
c(D) o 1-~D 1
epla) = — D3 E P( ) D
(QW) n tmpar r (_"21“) 2 (%)
c(Dyr"T 1-D _
= il ("7) > (3.10)
n fmpar
Mas :

Dol - Dol o 1 s 1 -1
Yoot =3 2n+1)7 T =2 Z‘; (n + 2) (3.11)

n {mpar n=_0

Substituindo a equagdo 3.11 na equagéo 3.10, ficamos com :
¢(Dyx"T" _/1-D\ & 1y P-t
epla) = r ( ) Z (n + ——) (3.12)
\a 2 a=0 2

A soma acima é conhecida como a fungio zeta de Hurwitz :

. o~ 1
C(Z,q): T, 8T Q%O_l_z_gu 3.13
Z;; (n+q) (3.13)
que é analitica para Rez > 1.

D1
Definindo f (D} = %_—IL e usando a equacio 3.13 com 2 = 1 — D eg = ; na

equagao 3.12, temos :

ep(a) = f(D)r(l_D)g(l—D?l) (3.14)

al-1 2
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Vamos analisar separadamente os casos em que D) € par ou impar.
D par. A fungio I'{z) apresenta polos quando z é um inteiro negativo. Portanto
quando D é par, a fungao I’ (1—32) nao apresenta polos.

A funcio {(—m,») ndo é analitica quando m é um inteiro positivo mas pode ser

extendida analiticamente, de tal forma que podemos escrever [22]:

C(-—-m,v):—%l, m=1,23,... (3.15)

Desse modo, a funcio zeta de Hurwitz presente na equagdo 3.14 pode ser escrita como

¢ (1 - D 1) __ () (3.16)

3

Usando a relagéo entre os polinémios de Bernoulli e os nimeros de Bernoulli :

Bp (%) =-(1-2""") Bp (3.17)
A expressao 3.14 fica :
[(D),.(1=D\ (277 ~1) B
€D (a):—aD_lf( 5 ) 5 (3.18)

que vemos ser finita para D par. Em particular para D=4, como f(4)= ng T (——%) =

-2/ e By = —35; temos :
o3 [ 4 131
= (-2 273 1 (———)—
e (a) 23 ( 3*/%)( ) (3) 3
7l
— 3.19
2880a? ( )
o que concorda com o resultado dado pela equagao 2.102.
D impar. Partindo da expressdo 3.14, vamios usar a férmula de duplicagao:
S| e 11 1-s
r(b; ):F(e)r:Q (3.20)
r(s)
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paras=1-D:
- — 79D
I’(l QD):F(l jS);r 2 (3.21)
r(%2)
De forma que a equacio 3.14 fica
(D) T{1—D)xz2” 1
epf{a) o I’(%) ¢ (1 D, 2) (3.22)
Definindo a fun¢fo analitica (para D impar)
f(D)r32”
g(D)= — (3.23)
r(%2)
Temos :
g(D) 1
en (@)= L1 (1- )¢ (1 _ D, 5) (3.24)

Vamos mostrar agora que o produto da fun¢fio zeta pela fungio gama na equacio
acima ¢ uma funcio meromdrfica em todo o plano complexo. Primeiro, vamos escrever a

representacao integral da funcdo zeta de Hurwitz :

C{z,q) = I‘(lz) fow dt t”%%ﬁﬂ (3.25)

Vamos separar o intervalo de integra¢do em duas partes : [0,1)+[1, 00) . Na primeira

parte podemos usar a eXpansio :

t (s <)
ex—p— Z L0 < Jt] < 2x (3.26)

exp (t)

De tal forma que a integral no infervalo {0,1) , com z = 1 — g, fica :

b eexplt (1~ g)] b zalexp [l‘ 9)] (1 — %)
dr 2 dt 1772 T 2 e 1
0 exp(t) —1 / ex f d

p(t
- / dt 1272 (3.27)
n= G
=. B, (l —q) 1

- HZ:o n! z+n—1

(3.28)
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Usando o fato de :

B, (1-¢q)=(=1)"Ba(q) (3.29)

a integral fica :

/ g 12— q)] [t(l ~ 9] _ i (-1)"B,(q) 1 (3.30)

exp (£) — 1 = n! z+n-—-1
A integral da segunda parte, no intervalo [1,00), é uma fungio regular de 2, pois o
integrando diverge somente para ¢ pequeno. Vamos chamar a integral deste intervalo de

hy {z,q), que fica :

hilz.q) = /lm dt tZIW (3.31)

A funcio zeta de Hurwitz fica -

1 P e R 352)

Usando a expressdo 3.32 para a funcio zeta da equagao 3.24 para 2 =1 —-Deg = % ,

a energia por unidade de drea fica :

SD(G):MF(1~D) ! {

3
NGk
=
=
|
N
-+
=
AT
b
|
o
\_i_/
| |
o
Lo
L0
p—

aP-1 I'(l1— D)
Mas
B. (%) =-(1-2""")B, (3.34)
gD [& (=)t @t -1 B, 1
£n ((1.) = 7 l;;} o D +h,1 (1"‘D, 5)} (335)

Vemos da equacao 3.35, que a soma em n contém um polo em n = D, com residuo :

p)(—-1)” (22— 1) By

Res[ep (a)] = ngz = (3.36)

Entretanto, quando D é impar e D # 1, Bp = 0. Cousequentemente o residuo da
energia do vacuo se anula para o caso em que [ € impar. Mesmo para By = ——% . quando

substituimnos ) = 1 na equacdo 3.36, ela se anula.
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A equagio 3.35 é geral e também ¢ vélida para o caso em D é par. Vamos ver como
0s pélos que aparecem para D par na equago 3.35 sdo cancelados pela fungio I (1 — %)
que existe no denominador de g{D).

Primeiro, notamos que a soma na equacgao 3.35 se reduz aos termos em que n é par,

pois Binpar = 0 € 0 termo n = 1 é nulo pela razdo ji mencionada. A equacéo 3.35 fica :

g{D) [& (-1 (217" ~1) By, ( 1)
= hi{l—-D,= 3.37
épla) aP-1 LZ_(:] 2n! 2n—D +m 2 (3.37)
Agora, escrevernos a representacio integral da fungdo I' () :
r(:) = / # Lexp(—t) dt Rez > 0 (3.38)
0

Vamos novamente separar o intervalo de integraciio em duas partes : [0,1) +[1,00)
Na primeira parte, podemos expandir a exponencial em série de Taylor. A segunda parte

é uma funcio analiticade 2. Assim :

I{z) = /1]524 i —(—_-wdi + /oo t*Lexp (=1) dt
= r = lexp /t
0 = nl 1

= i (=1 fel t=Hn 1t + £ (2) (3.39)

= nl

onde a funcio analitica fi (z) é :

flz) = f 1V exp (—1) dt (3.40)
1
Integrando termo a termo :
= (-1t
I = —_— + fi(z 341
(2) nz;; nl z+4n fiz) ( )
vemos qgue ['(z) tem pélos em z = —1,-2,—3,...

Para a funcdo gama no denominador de g (D), a equagio 3.41 fica

o0

T (1 - 9) =Y U2 L p (1 ~ 2) (3.42)

2/ = n! 2+2n-D 2
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Substituindo a equacdo 3.42 na equacao 3.37 :

FD)xi2? 1 [& (=)™ (27" 1) B,

1
en(e) = 1“(1_.2.) al—1 [?::0 2n! n—D i (I—D’E)}

f(D)x32P 1
X 9 o\ aP-1
Eo ml 242m—D + fi (1 - E) ¢

m=

y [i (127 (2127 1) By, R (1 _p %)} (3.43)

X

Podemos reescrever a segunda soma como :

i (-1 (22— 1) By, i (=12 (27170 — 1) Byn g (3.44)
e 2n! n—D B = (2n+2) 24+2n-D )

O poloem m = D—f- na primeira soma da equagio 3.43 ird cancelar a contribuicdo de
hy e de todos os termos da segunda soma, com excecao do polo em n = 92;2 . O termo
gue sobra fica :

N (2L 2 S G Vi
enla) = —— g o5t X il (2 1) Bp
(D2—2 I
r(3) 1 B
_ 1oD-1__\2 V241 fa1-p 5o
= f(D)xw32 (D) = (1) (2 1) > (3.45)
Mas :
L(3) 2=y (3.46)
LDy T(5+3)
Substituindo :
. 3 1 L1 (51D By
ev () = F(D) 7 e (T (P -1 5 (3.47)
7 T3

Vamos reescrever a equacio 3.47. notando que para D par, podernos Teescrever a
guantidade I’ (% — L ) extendendo a analiticamente através de :

Z

sT(s)=T(s+1) (3.48)



Capitulo 3. Energia de Casimir de férmioas sem massa em I dimensdes espago-temporais 36

O que produz :

'r(l D) r(i-2) F(g—?) _ Fg%—g)‘ _

2 2

I
(Yl
S
—_—
L e

|
[Slive}
S’

(3.49)

R

Notamos que o denominador da equagdo 3.49 contém (% + %) termos. Multiphi-

cando todos esses termos por (—2), a equagdo 3.49 fica :

2 2 %w V(D =3)(D—35)...(1) (_1)%(1)#_1)(1)—3)(1)—5).
(3.50)
Ou ainda :
g (% - %) - (_2;)2 (D j1)n
onde :
(D—-1=(D~-1)(D~-3)...(1) (3.52)
Mas :
2 BBkl o= 0= 03
Ainda :
(2n)l =2 x 4 x 6 x...(2n)=2"(n)! (3.54)
Logo :
(I%ﬁ pe (%)1 _ 92T (ig + 1) = 2%%r (g) (3.55)
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Substituindo a equacgdo 3.59 na equagao 3.51 temos :

o
7

. (é B %) - (_21)-?' Dl\“/(%D) X 22221“ (g)

) (3.56)

Mas, usando a equagio 3.46, I' (% — 322) fica :

b @ - “?") Rt rw(§+§) (357

Reescrevendo a equagio 3.47 usando a equagdo 3.57, ficamos com :

tola) = 7O (5 D) 5 (-1 (20 —1) 2
1 D 1 B
= 1O (5-5) s (-0 (3:5%)

o que concorda com a equacao 3.18.
Poderiamos ter seguido outro caminho & partir da equacdo 3.14 usando ¢ (.5‘, %) =

(2° ~1)((s) paras =1 — D , e a férmula de reflexdo :

T (g) C(s)=x""2T (1 ; ‘S) C(1—s) (3.59)

valida para todo s. A equagdo 3.14 fica :

ab-t 2
¢(D)(1-21-P)
 9p-1;Z,D-1

epla) = f(D)r(I_D)g‘(I_D)(zlﬂ—Q

r(3) ¢ (3.60)

O resultado acima é finito para qualquer D positivo e é sempre negativo como ¢
mostrado na figura 3.1. (Na plotagem do grifico da energia, deixamos de lado o fator
do niimero de componentes do spinor ¢(D)). A energia tende a —oo quando D — (e

guando D — oo, tomando o valor méaximo de —4.9 x 107% em D = 26.1. A energia de
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—9.01 7

Figura 3.1: A energia de Casimir do campo fermidnico para D pequeno, deixando de lado o fator de

D—1t
multiplicidade de spin: e(D) = %——



Capitulo 3. Energia de Casimir de férmions sem massa em D dimensées espago-temporais 39

Casimir do campo escalar sern massa sujeito a condigoes de contorno de Dirichlet como
func¢do do nlmero de dimensoes espago-temporais calculada no capitulo anterior também
¢ sempre negativa e seu maximo ocorre extamente para o mesmo valor de D.

A pressdo que o vacuo exerce nas placas é também negativa, ou seja, faz com que as

placas se atraiam. Ela é dada por :

) <) (3.61)

E interessante notar que apesar da energia de ponto-zero de férmions e bdsons tenham o
sinal trocado, apds um procedimento de regularizacio a energia de Casiir de um campo

fermiénico tem o mesmo sinal da energia de Casimir do campo bosonico.
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Conclusoes

Nesta tese mostramos que a energia de ponto-zero regularizada de férmions sem massa
no interior de duas placas paralelas é finita em qualquer niimero de dimensdes do espaco-
tempo. Para isso, usamos a regularizacio dimensional nos momentos nas d — 1 direcdes
transversais das placas, nas quais suas dimensdes sio infinitas, tornando os momentos
varidveis continuas. Depois, extendemos analiticamente a funcio zeta de Hurwitz obtida.
Para o caso em que o niimero de dimensoes do espaco-tempo & par, a energia de ponto-zero
¢ finita, sem necessidade de renormalizagio; no caso em que o nitmero de dimensoes do
espago-tempo ¢ impar, mostramos que o residuo da parte polar ¢ indenticamente nulo e
a subtracao usual da parte polar de uma quantidade divergente também é desnecessaria.

A razdo pela qual o procedimento de regularizacio analitica produz um resultado fnito
para campos fermiénicos confinados em um volume finito parcce estar relacionada com o
trabalho de Svaiter e Svaiter [16], [17]. Os autores provaram que o método da funcio zeta
é equivalente a0 método de regularizacio por “cut-off” com a subtracio de termos polares,
no caso do campo escalar neutro sem massa. A idéia héasica usada por Casimir [1], (que
introduziu o método de regulariza¢io por “cut-off”), é que embora a encrgia de ponto-zero

seja divergente, a varia¢do na energia de ponto-zero devido a mudangas na configuracio

40
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produz nm resultado finito. No easo do “cut-off” exponencial, para calcular essa variagio,
a energia de ponto-zero é regularizada antes da subtracio da energia de ponto-zero da
configuracao de “referéncia”. Essa energia renormalizada € obtida somando a energia de
ponto-zero do campo dentro e fora da cavidade. Este procedimemto parece ser natural
quando lidamos com sistemas em que o campo existe dentro e fora da cavidade. Entretanto
na configuracio do “bag model”, onde o campo supostamente s6 existe dentro de uma
regido, este procedimento ndo é natural. Entretanto, de acordo com [16], a energia de
Casimir calculada usando a extensdo analitica da funcio zeta, se torna livre desses termos
divergentes.

Uma extensio natural deste trabalho é calcular a energia de ponto-zero do campo
fermionico para outras geometrias onde assumimos o confinamento, tais como um cilindro
ou uma esfera, usando o procedimento de regularizagio analitica.

Um projeto de mais longa duragdo é investigar modelos de férmions e bdsons inter-
agindo (como por exemplo o modelo de Yukawa) ainda supondo que os campos estao
definidos apenas numa regiao finita do espaco-tempo. Nesse caso a perda da invariancia
translacional torna o procedimento de renormalizacio mais dificil do que no caso de cam-
pos definidos no espaco-tempo todo. A renormalizacao de campos com auto-interacio

nesta sitnacio de perda da invaridncia translacional merece um estudo mais cuidadoso.
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