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Resumo

Apos se introduzir o conceito de buraco de minhoca e estudar suas propriedades, conclui-
se que somente fontes com propriedades bastante peculiares sao capazes de gerar um.
Propriedades, estas, que levam as fontes a violarem as, outrora tao consagradas, condicoes
de energia, sendo, assim, denominadas exdticas. Observa-se que diversas teorias atuais
levam em conta tais fontes e investiga-se a possibilidade de algumas delas resultarem
num buraco de minhoca, em particular, as usadas em modelos de universo eterno. Numa
primeira tentativa, verifica-se que as solugoes padecem de problemas suficientes para que
sejam descartadas, mostrando que a condicao da fonte ser exdtica nao é suficiente para se
obter uma geometria satisfatoria. Em outros dois casos, solu¢oes muito bem comportadas
sao encontradas, permitindo, inclusive, que pessoas possam fazer a travessia entre as duas

regioes assintoticamente planas geradas em cada caso.
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Abstract

After introducing the concept of wormhole and studying its properties, we conclude that
only sources with very peculiar properties are able to generate one. Those are called
exotic, since their properties make them to violate the energies conditions, almost sacred
in the past. Its noted that many theories today take those kind of sources in consideration
and we investigate the possibility of some of them to result in a wormhole, in particular,
those used in bouncing universe models. In a first attempt, we see that the solutions
suffer from to much problems, so that they are discarded, showing that the condition of
being exotic is not sufficient to obtain a satisfactory geometry. In two other cases, very
well behaved solutions are found, allowing even that people could make a trip between

the two asymptotically flat regions generated in each case.
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Capitulo 1

Introducao

Todo este trabalho é baseado na teoria de Einstein da gravitagao [1]| e trata-se de consi-
derar a possibilidade de existéncia de uma geometria pouco usual para o espago-tempo.
Uma vez que a teoria atribui um carater puramente geométrico a interacao gravitacio-
nal, podemos considerar situacoes inspiradas em diversas historias de ficcao, tais como
atalhos entre duas regioes do espaco ou passagens entre universos distintos. Estas duas,
que diferem uma da outra apenas na topologia, sao a esséncia do que se chama buraco de
Minhoca.

Em 1988, Morris e Thorne publicaram a referéncia [2| em que é feito, pela primeira vez,
um estudo detalhado sobre essas configuragoes. Nela, sao destacadas diversas sutilezas
que impedem que se considere, para este fim, outras geometrias ja conhecidas até entao,
como as pontes de Einstein-Rosen ou buracos negros. Entre elas, estao: a existéncia de
horizontes, instabilidades, forcas de maré etc.

Desta forma, sendo desconhecidas, a época, fontes que pudessem satisfazer tantas
restricoes, a abordagem adotada foi, primeiramente, modelar a geometria desejada, de
modo que fosse livre dos problemas que as outras possuiam, e, com ela determinada, usar
as equacoes de Einstein para se obter conclusoes a respeito da suposta fonte responsavel
por ela. Delas, por sua vez, poderiamos concluir se tais situagoes poderiam deixar de ser
ficticias ou nao, baseando-se nas diversas propriedades de fontes ja conhecidas.

No entanto, como veremos no capitulo a seguir, a propriedade mais geral que os
buracos de minhoca devem, necessariamente, possuir, viola uma das chamadas condicoes
de energia. Estas, até entao, eram violadas apenas em situagoes muito especias: em escalas
quanticas ou em processos dissipativos muito afastados do equilibrio. Qualquer tensor
momento-energia conhecido na época satisfazia perfeitamente todas estas condigoes.

Elas tiveram sua importancia e possufam bastante crédito, nas décadas de 60 e 70,
uma vez que nao sé eram demonstradas para as diversas teorias que se estudavam como
também representam as condicoes minimas para se ter preservadas certas propriedades
tidas como validas tanto para a interacao gravitacional quanto para qualquer situacao

fisica admissivel. Por exemplo, com algumas dessas condigoes, é possivel mostrar que a
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massa de qualquer sistema fisico é sempre positiva para qualquer observador afastado.
Outras ja nos permitem concluir, através dos teoremas de singularidades, que a interagao
gravitacional é sempre atrativa, resultando nas singularidades do big-bang ou dos buracos
negros.

Todavia, como sera discutido mais a frente, isto ji nao é tao animador para os que re-
lutavam em conceber uma geometria tao peculiar como essa. Afinal, além da ja conhecida
violagao das condicoes em escalas quanticas, muitas teorias atuais supoem a existéncia
de fontes em desacordo com todas elas. O que torna o estudo dessas configuragoes, no-
vamente, algo interessante do ponto de vista teodrico, pois podemos considerar, agora, a
possibilidade de que fontes usadas em tais teorias resultem em buracos de minhoca.

E fato que diversas observacoes apontam na violacao de tais condicdes de energia nio
s6 na fase atual da evolucao cosmoldgica como também em algum passado nao muito
distante. Afinal, temos a constatacao de que a expansao atual do universo sofre uma
aceleragao positiva, em desacordo com o cariter atrativo da gravidade, garantido pelas
condicoes. Assim como certamente houve um periodo, chamado inflaciondrio, caracteri-
zado por uma taxa de expansao andmala obtida somente através de fontes incompativeis
com as condicoes de energia.

Mais ainda, as diversas teorias de campos escalares existentes atualmente também
mostram-se inconsistentes com todas elas. Tais teorias possuem importancia fundamental
na fisica teorica, apesar de ainda nao existir nenhuma comprovacao experimental ou
observacional direta dos campos escalares considerados. Sua maior motivacao é que eles
mostram-se os modos mais naturais de se explicar uma variedade de fendémenos, entre os
quais, aquelas expansoes do universo citadas acima. O problema é que nao hé razao a
priori para se considerar um acoplamento minimo entre tais campos e a gravidade. E,
uma vez ele sendo nao-minimo, quaisquer das teorias de campos escalares violam todas
as condigoes de energia.

No entanto, apesar disto fornecer uma condi¢ao necessaria para se obter um buraco
de minhoca, nao é neste contexto que buscaremos fontes capazes de gerar um. Iremos
fazé-lo em modelos de universos eternos, ou com bouncing, existentes.

Como foi dito, uma das conseqiiéncias das condig¢oes de energia é a garantia do carater
atrativo da interacao gravitacional e a conseqiiente singularidade inicial do big-bang. Isto
é, dada a validade destas condi¢oes, mostra-se que existiu, em um tempo finito no passado,
um momento em que todo o contetido do universo encontrava-se concentrado em um ponto.
Porém, ele ¢ péssimo como condic¢ao inicial para a evolugao cosmoldgica subseqiiente, pois
nao s6 acompanha diversas divergéncias que impossibilitam qualquer tratamento fisico de
qualquer quantidade como, por ser um ponto, é desprovido de qualquer estrutura a se
considerar.

Em contrapartida, os modelos de universo eterno ja nao apresentam os mesmos pro-

blemas. Neles, o fator de escala cosmologico, que, de certa forma, esté relacionado com o
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volume do universo, nunca se anula. Durante a evolugao cosmoldgica ele teria se contraido
e, ao atingir um valor minimo positivo, teria passado a se expandir e resultado no cenério
atual em que nos encontramos.

E de se esperar, com isso, que acontecam violacoes das condicoes de energia, uma
vez que elas garantem, justamente, que o fator de escala se contraia até se tornar zero.
Afinal, um periodo onde se passa de uma fase de contracao do universo para uma de ex-
pansao requer, ao invés de uma atragao, uma repulsao gravitacional, violando, novamente,
uma conseqiiéncia das condigoes de energia. E, desta forma, teorias existentes até entao
deveriam ser alteradas para que pudessem fornecer fontes satisfatorias.

Entre as diversas possibilidades de se obter a propriedade caracteristica de um bouncing
estao a consideracao de nao-linearidades no eletromagnetismo, modificacoes na relativi-
dade geral, acoplamentos nao-minimos entre campos escalares e a curvatura etc. Todas
estas trés mostraram-se bastante adequadas para modelos cosmologicos deste tipo, como
pode-se verificar nas referéncias |3, 4, 5] e suas fontes serviram de inspira¢ao para se ob-
ter um buraco de minhoca satisfatorio. Afinal, nao s6 temos o conhecimento de teorias
que fornecem condigcoes necesséarias para sua existéncia como temos exemplos concretos
de modelos onde sao utilizadas de forma bem sucedida. Se nosso universo ¢ eterno e o
contetido energético dominante no periodo de bouncing é capaz de resultar em buracos
de minhoca, entao estes tornam-se uma possibilidade tedrica bastante razoavel. E é disto
que trata esta dissertagao: é verificado se as fontes usadas naquelas referéncias permitem
ou nao a existéncia de tais configuracoes espago-temporais.

A primeira tentativa apresentada é baseada numa correcao ao eletromagnetismo que
o torna nao-linear. Esta se faz necessaria em situagoes de campos muito intensos, em que
se d& o fendomeno de criacao de particulas. Ja era bem conhecido que o eletromagnetismo
linear satisfaz as condicoes de energia, no entanto, acrescentando-se termos nao-lineares, é
possivel que ocorram violacoes de algumas ou todas elas. E, sendo necessarias em campos
intensos, como no caso do universo primordial, tais violacoes bastaram para a obtencao
de um universo nao-singular no modelo cosmolégico tratado na referéncia [3].

Alguns poderiam imaginar que, uma vez sendo exdtica, por violar as condigoes de ener-
gia!, esta fonte pudesse gerar um buraco de minhoca, como se esta fosse uma propriedade
suficiente. No entanto, veremos que, neste caso, qualquer tentativa de se caracterizar
tal geometria faz com que o espaco-tempo obtido seja bastante probleméatico para ser
considerado uma solugao satisfatéria ou fisicamente concebivel. De fato, pode-se obter
a chamada garganta, que nao passa da superficie de raio minimo, quando se trata de
solucoes esfericamente simétricas. Porém, de acordo com a distancia em relacao a ela, a
solucao comeca a apresentar certas caracteristicas um tanto desagradéveis, fazendo com
que os limites assintoticos sejam considerados inadmissiveis.

Em seguida, é tratado um caso de geometria de Weyl, em que h& uma modificacao

'Em especial a WEC, que sera apresentada mais adiante.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

num dos postulados da teoria de Einstein. Em [4], os autores consideram um vacuo
de Minkowski como sendo a configuracao do universo no infinito passado. Como esta
¢ uma situagao bastante estavel, é considerada flutuacoes nos sistemas de medidas dos
observadores para que se dé inicio a um processo de contracao que, apds se encerrar com
um valor finito para o fator de escala, inicia a fase atual de expansao que temos. Nesta
referéncia propoe-se uma forma especifica para as flutuagoes dos sistemas de medidas e elas
acabam por ser os chamados WISTs ( Weyl-Integrable Spacetimes). A solugao cosmologica
obtida é bastante razoavel e ¢ considerada a possibilidade de que uma geometria de Weyl
possa apresentar buracos de minhoca.

Ao se levar em conta uma dinamica para as flutuagoes dos sistemas de medida, conclui-
se que os termos geométricos pertinentes aos WISTs atuam como se fossem decorrentes
de um campo escalar com densidade de enegia negativa. Isto é, podemos interpretar as
equacoes resultantes como se fossem dadas pela atuagao de um campo escalar desta forma
no contexto original da gravitacao de Einstein.

Desta vez, é possivel fazer a caracterizagdo de um raio minimo para a geometria
esférico-simétrica e a solucao obtida é perfeitamente aceitavel. Ela é livre de horizontes e
os limites assintoticos resultam num espago-tempo plano. Ja suas forgas de maré podem
ser tal que até mesmo humanos possam atravessar a garganta.

No dltimo caso tratado, temos um acoplamento nao-minimo para o campo eletro-
magnético. Este decorre de correcoes a relatividade geral provenientes da eletrodinamica
quantica e pode ser a justificativa para os campos magnéticos observados em galdxias
ou no meio intergalatico. Com isso, novamente, aparecem nao-linearidades na teoria que
fornecem condigoes para que haja nao s6 um bouncing, como se verifica em [5], como
também veremos que permite a obtencao de um buraco de minhoca.

Este obtido, tal como o do caso anterior, satisfaz todas as condi¢oes desejaveis a um
espaco-tempo aceitavel e, da mesma forma, permite perfeitamente uma viagem tripulada
através da garganta formada.

Concluiremos que, apesar de exibirmos solu¢oes muito bem comportadas, a questao
da existéncia ou nao destas geometrias depende da consideracao de casos dinamicos, dife-
rentemente dos tratados aqui. Muito embora estes resultados ja podem ser considerados
bastante animadores para se dar continuidade aos estudo destas configuracoes, na ten-
tativa de se obter resultados mais conclusivos sobre os processos de formacao de tais

estruturas.



Capitulo 2

Caracteristicas de um Buraco de
Minhoca

Neste capitulo serao apresentadas as principais caracteristicas que definem um buraco de
minhoca, como suas propriedades se refletem na métrica e quais condi¢oes sao impostas a
fonte para que ela gere um. Também serd considerado como sua geometria pode interferir
na estrutura de algo que passe por ele, através das forcas de maré, bem como estabelecido

o tempo que levaria uma travessia entre os dois universos.

2.1 A métrica

Adotando, por um breve periodo, uma abordagem um tanto superficial, voltada mais para
leigos, podemos introduzir o conceito de métrica da seguinte forma: seja o espago eucli-
diano usual, isto é, aquele a trés dimensoes que, num sistema de coordenadas cartesiano

(x,y, z) da para a distancia As entre dois pontos separados por (Az, Ay, Az)
(As)” = (Az)" + (Ay)* + (Az)°,
que, no caso de distancias infinitesimais, da o intervalo
ds* = dz* + dy* + d2°. (2.1)

Caso estejamos trabalhando num outro sistema de coordenadas, como, por exemplo, o

cilindrico (z,7, ) ou esférico (1,0, @), este se escreveria, respectivamente,

ds® = d2* + dr* + r*dy?, (2.2)
ds* = dr® + r* [d6® + sen®0dy?] . (2.3)
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Podemos, entdo, dizer que, num caso geral, num sistema (2!, %, 2%), teremos

3 3
ds® = Z Z gijdx'da’ (2.4)

i=1 j=1

que, para os trés sistemas citados, d4 g;;, quando escrito de forma matricial, como sendo:
diag(1,1,1), para (2%, 2% 2%) = (v,y,2); diag(1,1,r%), para (2!, 22, 23) = (2,1,0) e
diag(1,r? r?sen®), para (z',22,2%) = (r,0,¢). Este objeto, gij, ¢ o que se chama de
métrica.

Neste caso, estamos num espago plano a trés dimenoes. Se estivéssemos no contexto
da relatividade especial, em que o tempo é considerado, também, como uma coordenada,

permaneceriamos num espaco plano, porém, o intervalo se escreveria
ds® = —c2dt* + da® + dy* + dz? (2.5)

e a métrica seria a de Minkowski, dada por n;; = diag(—1,1,1,1), onde (ct,z,y,z2) =

O xl 22 2%) e os somatorios vao, naturalmente, de 0 a4 3 em (2.4). Devido ao sinal

(x
trocado na parte temporal da métrica', tais espacos sdo chamados de pseudo-euclidianos.

J& na relatividade geral, nao necessariamente estamos lidando com um espago plano.
Podemos ter os chamados espacos curvos ou pseudo-riemannianos (analogamente ao an-
terior), em que o intervalo difere de seu equivalente no caso pseudo-euclideano e cuja
diferenga pode variar de acordo com os pontos da variedade. Num caso geral, a métrica
pode depender de cada ponto do espaco-tempo e, inclusive, deixar de ser diagonal. Isto
é, podem existir “termos cruzados” no intervalo.

Dado que o conhecimento da métrica basta para se caracterizar a geometria em ques-
tao, esta passa a ser o principal objeto de interesse da gravitacao de Einstein. Com ela,
podemos obter as geodésicas percorridas pelos diferentes corpos, por exemplo, ou deter-
minar as propriedades das mais variadas configuragbes de matéria-energia [1]. Vejamos,
entao, como podemos escrever a métrica para o caso especifico de um buraco de minhoca.

Consideremos, por simplicidade, que o espago-tempo gerado seja estatico, de modo que
a métrica nao podera depender do tempo, bem como esfericamente simétrico, seguindo o

tratamento dado em |2, 6]. Podemos, desta forma, escrever a métrica como

ds® = =D 2t + di? + r(1)? [d92 + sen29d902} , (2.6)

onde [ € (—00,00) é a distancia radial propria. Escolhendo [ tal que o raio da garganta,
i.e., o menor valor de r(l), seja para [ = 0, teremos as duas “metades” do nosso espago-

tempo descritas uma com [ positivo e outra com [ negativo.

1Por vezes, o intervalo pode ser referido como métrica no decorrer do texto, dada a relacio direta
entre os dois.
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Podemos, ainda, escrever [(r) em vez de r(l), sendo que, neste caso, devemos ter
duas fungoes para a distancia radial propria, uma [, (r), correspondendo & uma daquelas
metades, e outra [_(r), correspondendo a outra. Isso implica que também teremos ¢, (r)

e ¢_(r) da mesma forma. A métrica fica, entdo:

ol

ds? = —e??=(M 2t 4 (
or

2
) dr? 4 r? [d6” + sen®0dy?] . (2.7)

Escrevendo em coordenadas de Schwarzschild (que tornam muito mais simples os cél-
culos dos tensores de Riemann, Ricci e Einstein), ficamos com:

ds? = —eX+0)2dp 4 + 12 [d6? + sen®0dp?] . (2.8)

-]

De onde obtemos a seguinte relacao? entre [ e r:

1
L SN

) B j: /7‘ d,',./
dr 1 _ bx() ro (/1 — bi_(,rl) v

onde definimos 79 como sendo o raio da garganta e este se da para Iy (ry) = 0.

Se quisermos que a parte espacial da geometria tenda a um limite assintoticamente
plano, devemos ter lim, .., b+ (r)/r = 0. E se quisermos que a geometria espago-temporal
tenda a um limite assintoticamente plano, também devemos ter ¢4 (r) = ¢4 (constantes)
para r — oQ.

Como temos um minimo de r(l) na garganta, isso implica que dr/dl = 0 e, conseqiien-
temente, dl/dr — oo nesse ponto. A partir de (2.9) vemos que isto é possivel somente se
by (rg) = ro. Mais ainda, o fato de ry ser um minimo nos d& mais uma informagao tutil a

respeito de b(r). Pois, assim sendo, devemos ter um r, tal que, para qualquer r € (1o, 1),

$r_d (dr\ _drd (dr\ _1d |(dr\*|_ (2.10)
diz di\dl) didr\dl) 2dr|\d ' '

temos:

Tirando

de (2.9) e substituindo em (2.10), obtemos:

dz’l“ 1 b:t

=y 2.11

iz 2r ( r i) ’ (2.11)
em que, para uma fungao arbitraria, f(r), f’ corresponde a sua derivada com respeito a
“r’”. E concluimos que b/, (r) < biT(T) para todo 7 € (rg, ).

2Note que [ = I(r), logo, aalff = %i'
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Na garganta, em particular, temos (by(ro) = r9):

d*r 1 1
| =5 [1-0(r0)] = o5 [1 = b(ro)] = ¥y (ro) = b (r0). (2.12)
dl 27‘0 27”0
T0
Assim como ¥/, (r9) < 1.
Vemos, entao, que o raio atinge um minimo em 7 tal que b(ry) = rg e b/(rg) < 1. Desta
? ?
forma, podemos considerar este raio como sendo o maior entre aqueles que possuem esta
propriedade. Isto é, dado todos os ry com essas mesmas caracteristicas, o raio da garganta
serd o maior dentre eles.
Isto é bastante razoavel pois, sendo rp um minimo para a coordenada radial, a regiao
[0,70) é inacessivel para quem parte de r > 7(. Isto &, se 0 nosso universo é descrito para
raios r > rg e ele nao compreende a regiao [0,7g), este raio minimo deve ser o maior com

tais propriedades. Com isso, deveremos ter b(r) < r para todo r > rq.

2.2 Diagramas de imersao

De modo a melhor visualizar a geometria gerada pelo buraco de minhoca, que é algo
bastante complicado de se fazer quando se tem duas regioes assintoticamente planas no
mesmo espaco-tempo, é feito uso dos chamados diagramas de imersao. Estes possuem
uma, utilidade notével em casos bi-dimensionais, por exemplo.

Suponha que temos um caso em que o universo a duas dimensoes em questao possui
geometria esférica. Para efeitos de visualizacao, é muito mais prético considerar que ele,
de fato, é dado por uma esfera num espaco euclidiano tridimensional. Isto é, cosideramos
que temos um espago-tempo plano de dimensao superior e que a curvatura de uma dada
geometria corresponde a de uma hiper-superficie nele.

No entanto, nosso buraco de minhoca é dado por um espacgo-tempo a quatro dimensoes,
0 que ja nao permite uma visualizacao no modo usual, muito menos acrescentando uma
dimensao extra. Porém, duas simetrias suas permitem que nos preocupemos somente
com uma superficie dele. Afinal, uma métrica estatica nos da uma simetria temporal,
em que todos os instantes sao equivalentes e, portanto, podemos fixar um instante ¢
qualquer. Enquanto a simetria esférica nos permite restringir a uma superficie qualquer
sem nenhuma perda de informacgao. Em particlar, podemos escolher aquela tal que 6 =

7/2, fazendo com que, para o instante t, o intervalo (2.8) se torna
+ rd?. (2.13)
Ficamos, assim, com um intervalo a duas dimenoes que contém os dois universos. Con-

sideramos ele, entao, como sendo dado num espaco euclidiano a trés dimensoes, fazendo

com que nao s6 possamos visualizar sua curvatura de forma mais clara, como também
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visualizemos os dois universos separadamente.
Como ainda temos preservada a simetria em relagao ao angulo ¢, escolhemos o sistema
de coordenadas cilindricas para descrever o espago plano. Nessas coordenadas (z, 1 e @),

o intervalo assume a forma
ds® = dz* + dr® + r’dy*. (2.14)

E, como teremos simetria axial para a superficie imersa neste espaco, teremos z apenas

como funcao de 7 e reescrevemos o intervalo como

dz\?
1 haiad
(%)

E a correspondéncia entre (2.13) e esta serd dada somente se, além de identificarmos

ds® = dr® 4+ r2dy®. (2.15)

os dois pares de coordenadas (r, ), tivermos z(r) tal que

dz 1
—=t—. (2.16)
dr 1
b(r)
Equagao que mostra como a fungdo b(r) modela a geometria espacial do buraco de mi-
nhoca.
Exemplos desses diagramas serao apresentados para as solugoes particulares encontra-

das no capitulo 4.

2.3 Tensores de Curvatura e de Einstein

C=ct,alt =7, 22 =0, 2° = ¢,

Sendo o intervalo escrito como® ds* = g,sdr®dz”, com x
temos os simbolos de Christoffel, I3, e as componentes do tensor de curvatura, Rj ;,

dados por (ver |2]):

1
Iy = §9M (04978 + O59xny — OrGpr) ; (2.17)
Rg’)/(s = 8’71—‘35 - 6‘5 g’y + F?\qugd - ?\C(J%w (218)
— 9
onde 0, = 5.5

3Passaremos a adotar a convencdo de soma de Einstein, em que qualquer par de indices iguais na
mesma expressao subentende um somatoério de 0 & 3 neles.
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Nossa métrica, equagao (2.8), nos da, entao:

e_2¢ b/be 2 .
RYy, = —(1_2)R(1)01 = —¢"+ 2(,,(7_[,)) ¢ —(¢)";
RSy, =1°¢ Ry, = —r¢/ (1-12);
0 _ ,2,-2 20p3 b 2.
R1303 =r 62 ¢senb 9R203 = (—blv;qb;)(l — b) sen?0; (2.19)
Ry = —r (1 - ;) Ry, = —=—; ,
b'r—b)sen?6
Ry = —r?(1—2)sen®R},, = Gr=lsen?,
Ry, = sen®0R3,, = (L) sen?.
Além daquelas que se relacionam com estas pela anti-simetria R ; = —Rjs,. Todas as

outras componentes sao nulas.
Sendo essas as componentes do tensor na base candnica, que representaremos por
(eo, €1, €2, €e3), podemos passar para uma outra base de vetores ortonormais que se relaci-

onam com ela da seguinte forma:
r (2.20)

Onde, impondo a condi¢do de ortonormalidade, e%ey = ¢; (onde a e b sdo quaisquer

indices da nova base), obtemos seus duais:

r 1 1

t_ he0 _
el =e%, e = \/—be ,

-7 (2.21)
e’ =re?, e¥ =rsenbe’.

Estas bases formam o sistema de referéncia dos observadores que permanecem em
repouso 1o sistema de coordenadas [2]. Com elas, podemos obter a relagdo entre as
componentes de um tensor nessas duas bases do seguinte modo: seja um tensor, 7', com
componentes, numa dada base, T, isto é, T' = T“e,. Numa outra base terifamos 7" = T"%e,
e, sendo ela ortonormal, 7% = Te® = Tleye® = T°§?. Desta forma, temos a relagao
T =Te* = T%,e" = T%el, entre as componentes do tensor na base antiga e na nova.

b

A generalizacdo para um tensor de ordem qualquer é imediata: 7% =T aﬁ’V"'egeBeg....

Fazendo esta mudanca, entao, as componentes da métrica, na nova base, ficam:

—1

0

Gab = Tap = , (2.22)

o O = O
o = O O
_ o O O
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e as componentes do tensor de Riemann, equagoes (2.19), se tornam:

th"tr = R;tr = (1 - f‘f) [_(b// + %Qy - <¢/)2i| >

RZtO = tho = = (1 - g) %,>
RL,=Ri, = —(1-9%, (2.23)
Ry = Rf@r = (b;TT;IJ)’
Ry, = Rf, = U557,
R?o@cp = ng = 7%7

mais as que se relacionam com essas por simetria.

Com elas, podemos calcular o tensor de Ricci, R, e o escalar de curvatura, R, dados

por:
Ra = . )
’ ach (2.24)
R = gabRab;

e, entao, obtemos o tensor de Einstein:
1
Gab = Rab — §Rgab. (2.25)

Suas componentes nao nulas, verificam-se que sao:

Gtt = Y.
G = -5 +2(1-2)%; (2.26)

r)

V'r—b 2 ! b'r—b
G =Gy, = (1 - g) [ﬁbﬂ - 2(7‘(1"717)) ¢+ (&) + % o 2(73(7"71)))

2.4 Forcas de maré e tempo de percurso

Até agora, temos nos preocupado apenas com a caracterizacao de uma passagem entre dois
universos distintos. Entretanto, se estamos interessados que algo além de raios luminosos
seja capaz de fazer a travessia preservando sua integridade, devemos nos preocupar com
as chamadas for¢as de maré, que surgem a partir das inomogeneidades do campo.

E facil compreender a origem dessas forcas considerando que, mesmo na descricao
newtoniana da gravitacao, um campo nao-homogéneo pode gerar deformacoes numa dada
configuragao sob seu efeito. Imagine que se tem quatro massas dispostas em cruz sujeitas
a0 campo de uma estrela, por exemplo. Dispondo-as, inicialmente, de tal forma que duas
das massas estejam ha mesma distancia da estrela e as outras duas na mesma vertical,
elas nao preservarao este arranjo durante sua queda. Afinal, o fato da intensidade do
campo diminuir conforme se afasta da fonte faz com que a massa que estd mais perto da
estrela possua sempre uma aceleracao maior do que as outras, fazendo com que a cruz se
alongue na direcao da estrela. E, sendo o campo direcionado para o centro dela, as que

estao na mesma altura irao se aproximar uma da outra ao cairem. Ou seja, as posicoes
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relativas das massas é alterada durante a queda, distorcendo o arranjo inicial. E isto é
uma conseqiiéncia somente do fato do campo gravitacional gerado possuir intensidades e
direcoes diferentes em cada ponto do espaco.

Esta questao pode ser irrelevante quando estamos falando de campos fracos como o
da Terra, por exemplo, que ainda pode ser considerado homogéneo com bastante precisao
em qualquer experiéncia de laboratério. Mas, quando se trata de campos muito intensos e
inomogéneos, a tendéncia de um corpo em se deformar pode ser imensa. Podendo chegar
a romper nicleos atdmicos, dependendo do caso.

Para ilustrar como este ponto pode ser delicado quando se pretende que algo faca uma
travessia inter-universal, vamos considerar que ela seja feita por uma nave tripulada, como
no romance Contato de Carl Sagan, que motivou a publicagdo da referéncia |2|, bastante
citada em trabalhos posteriores. Assim sendo, nao desejamos que as aceleracoes relativas
entre as diversas partes dos corpos da tripulagdo nao exceda muito os aproximados 10m/s?
da superficie da Terra. O que impoe certas limitacoes adicionais & geometria, quando se
estd no contexto da relatividade geral, como sera visto.

Neste caso, a inomogeneidade é atribuida & curvatura do espaco-tempo, fazendo com
que as massas simplesmente percorram geodésicas que tendem a se afastar uma da outra.
Afinal, num espaco curvo, duas geodésicas, mesmo que paralelas num dado ponto, dei-
xarao de ser como tais em outros; o que nao é dificil entender porqué. E, como estamos
tratando de um geometria que envolve uma parte espacial acrescida de uma dimensao
temporal, a questao trata-se de saber com que taxa a posicao de dois corpos tendem a
variar relativamente no tempo quando percorrem suas geodésicas. Ou seja, podemos falar
numa velocidade e aceleracao relativas entre duas destas curvas que tendem a se apro-
ximar ou afastar. Sendo esta utlima a quantidade obtida através da equacdao do desvio
geodético.

Considere uma familia de geodésicas, 7v,(t), onde, para cada s, 75 é uma geodésica.
s pode ser usado para parametrizar diferentes posicoes da variedade e podemos escolher
s e t como coordenadas da sub-variedade gerada por 74(t). Nela, podemos definir os
campos vetoriais T = (9/0t)%, tangente as geodésicas, e X* = (9/0s)%, representando o
deslocamento infinitesimal & uma geodésica vizinha.

A taxa com que duas geodésicas vizinhas se deslocam uma em relacao a outra, i.e., a
taxa de variacdo de X¢, ao longo da geodésica, cuja tangente é T, da-se por v® = TV, X
Este vetor pode ser interpretado como a velocidade relativa destas geodésicas e, de modo

analogo, temos a aceleracao
a® = T°Vo* =TV, (T"V,X?). (2.27)

Antes de expandir a expressao do lado direito, é conveniente observar que, sendo T
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tangente as geodésicas, temos
TV, T" =0, (2.28)

assim como

TPV, X =T (0, X" + LX) = TP9, X + T'T¢. X°. (2.29)

Sendo que 0, = (9/8xb ja é a base canonica do sistema de coordenadas da variedade.

Temos, entao, desta forma,
o\ 0 o\ o [0\" 9% \*

b a __ . | = — | = —
T X" = (m) b (as) ot (as) (82583)

= X%9,T*, (2.30)

enquanto, dada a simetria 'Y, = I'%, da conexdo, também temos T°T'% X¢ = XT9T? e

concluimos que

TV, X = X 0, T + X'T8.T¢ = X* (9,T* + e T°)
= X'V, T (2.31)

Finalmente, pode-se mostrar ainda [1] que
V. VT — V)V, T¢ = — RS, T (2.32)
Com isso, a (2.27) se escreve como

a® =TV, (X"V,T°)
= (T°V.X") (VT*) + X' TV .V, T°
= (T°V.X") (VoT*) + X' TV, V. T* — RY, X"T°T?
= XV, (T*VyT*) — R X "TT"
= — R4, X T°T? (2.33)

e temos uma relagao entre a aceleracao relativa de duas geodésicas separadas por um vetor
infinitesimal, X, ao longo da tangente a curva, 7%, e o tensor de Riemann. Podemos,
entao, calcular a diferenca entre as aceleracoes sofridas pelas partes do corpo de algum
tripulante em termos de b(r) e ¢(r), nos diferentes pontos de sua travessia.

Teremos, entao, X* sendo, por exemplo, a distancia entre a cabeca e os pés dele, e
que é puramente espacial em seu sistema de referéncia. Isto é, a componente temporal
de X no sistema comovel com o tripulante e numa base ortonormal ¢ X = 0. Ja T°

L, . . L / / .
sera sua velocidade, que, em seu referencial, da-se por 7 = cd§,. E, assim, ficamos com
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’ v ’ . . .. . ~ . .

a® = —c*n"Y Ryywo X¥ que, devido & anti-simetria de Rgp.q em relacio ao primeiro par
z - /

de indices faz com que a” = 0. E, como as componentes de % para a # 0 podem ser

escritas como 0%, escrevemos

a® = —CZRalolklole/. (234)

Para passarmos as (2.23) para o sistema comoével com a nave, efetuamos a conhecida

transformacao de Lorentz entre as bases. Ficamos, assim, com

v
ey = Ve £ ’yger, ey = ey,

er = ’Y%et te, ey =ey, (2.35)

onde v = v(r) é a velocidade do viajante no ponto r medido por um observador estatico
que se encontra no mesmo lugar, v = [I —v/c]7"/2 e os sinais + e — sdo para os casos em
que a nave se afasta ou se aproxima da garganta, respectivamente, fazendo com que ey

sempre aponte na direcao de percurso. Com elas, as componentes nao nulas de Ry ko

Sao
b b'r—b
Rygry = — (1 - ;) {_W + ﬁd - (¢/)2] ) (2.36)
2
R2/0/2/0/ — R3/0/3/0/ = 27_7,2 |i(%>2 (b/ - ;) + 2 (71 - b) ¢/} P (237)

fazendo com que as aceleragoes (2.34) fiquem
/ / / / / U
al = —Cleloll/o/Xl s CL2 = —02R2/0/2/0/X2 e CL3 = —62R3/0/3/0/X3 . (238)

Ou seja, considerando que nio desejamos |a| muito maior que g ~ 10 m/s* e que

| X| ~ 2m (a altura de uma pessoa), temos as restrigoes

_ b i (blr — b) / "2 g
Ron = |(1-2) [~ 4 g - ]| S 2 39
2 2 / b /
| Rorgrary| = _;2 {(%) (b - ;) +2(r — b)gb] <5 _gzm, (2.40)

ambos da mesma ordem ou menores que 10716 m~=2.

Tendo satisfeitas estas condigdes, um problema que surge é saber se o tempo de per-
curso nao vai ser consideravelmente longo tanto para quem observa, de longe da garganta,
quanto para quem ou aquilo que a faz. Pois, como se sabe, em relatividade geral, dois
observadores distintos podem nao concordar com o intervalo de tempo entre dois eventos.
Desta forma, no nosso caso, em que a viagem ¢é feita por humanos, é conveniente que a
travessia seja feita num tempo inferior ou da ordem de um ano tanto para a estacao de

onde a nave saiu quanto para a propria tripulacao.
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Considerando que o percurso seja feito somente na direcao radial e que comece em
[ = —l; e termine em [ = [, ambos distantes o suficiente da garganta para que os efeitos

gravitacionais sejam despreziveis, e sendo 7 o tempo proprio dos viajantes, devemos ter

ds® = —e*c*dt? + di* + r(1)* [d6* + sen®0dp”] = —e2c?dt? + di?

2 2
= —e*cdt? (1 L) = —e*c’dt? <1 _ ) : (2.41)

 e20e2f2 2
Que, dada a invariancia do intervalo, devera ser igual & ds*> = —c?dr?. Isto é,
020242
—cPdr? = % = ydr = e?dt, (2.42)
f}/
de onde concluimos que
dl dl (2.43)
V= — = ——. .
e?dt  ~dr

Portanto, deveremos ter a preocupacao com que

l2 l2
At:/ d e AT:/ a (2.44)

1, ve? 1, VY

sejam ambos menores ou da ordem de 1 ano.

Agora, tratando-se deste caso especifico, de uma viagem tripulada, uma preocupacao
adicional é com a aceleracao, a, provocada pela nave na tripulacao. Sabendo-se que uma
pessoa nao suporta grandes aceleragoes, comparadas com a da superficie terrestre, g,
deveremos impor a condi¢ao adicional de que |a| < g.

Para descobrirmos que condigoes as funcoes presentes na métrica deverao satisfazer
para termos esta restricao garantida, tomemos a velocidade decomposta na base comoével
com a nave, u = u”ey = T%ey = cey. A aceleracio sofrida pelos viajantes é dada
pela quadri-aceleracio a® = ’LLB/Vg/Ua/ e é sempre ortogonal a quadri-velocidade. Isto é,

/ .
¥ =0, assim como ay = ay = 0 pelo fato

a-u=ca-ey = cay =0, e teremos ay = —a
do movimento ser radial, o que nos d4 a = aey.

Para o célculo de a, consideremos u,, no sistema que resulta na (2.8), como sendo
funcao do raio, r, e facamos o calculo de ag = u*Vaug = u'diuy — uo‘Fgouﬁ. Dadas as

(2.20) e (2.35) temos

b
u=cey =c (fyet + 'yger> =c ('ye‘z’eo + ’yg\/ 1— —e1> , (2.45)
c c r

b
uw =cye ™, u' =+cy ( ) 1——, u*=u*=0, (2.46)

que nos da
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v b\ "2
ug = —cye?, up = +ey < ) (1 - —) , ug=u3=0. (2.47)

C

Com estas componentes, obtemos

b
ag = Fcy (E> 1—- (”ye‘z’)/, (2.48)
c r
sendo que ag = gooa’ = gooae) = (—e*?)ay (v/c)e ™ = —ae®y(v/c). E, finalmente,

ficamos com a relacao

—ae®y (%) = ay = Fc’y (%) \/1— g (ye?)’

= a=24/1- g (yed’)/c%*d> = C26¢% (ve?) , (2.49)

a qual deveremos impor |a| < g.

De fato, esta tltima preocupacao com a aceleragao promovida pela nave pode parecer
bastante desnecessaria. Pois esta condicao é satisfeita sem nenhum problema em qualquer
lancamento real que se faca. Inclusive, tratando-se de um lancamento, teremos propulsao
somente por um certo intervalo de tempo, a partir do qual a nave segue sua geodésica
livremente. Afinal, seria incrivelmente dispendioso qualquer viagem em que tivéssemos
uma aceleracao diferente de zero durante todo seu percurso. Isto poderia exigir uma
quantidade enorme de energia! E, como nao teremos mais propulsao, a = 0 e a condi¢ao
acima também é satisfeita.

Contudo, sendo o periodo de lancamento, como numa situacao real, muito menor do
que a viagem inteira, podemos considera-lo desprezivel. Isto é, dizemos que a nave ji
comeca a viagem com uma dada velocidade e que teremos propulsao nula durante todo
seu percurso. E, com isso, a (2.49) ja nos da um resultado bastante interessante, pois
teremos

d

a= CQe"éa (ve?) =0 (2.50)

durante todo o trajeto, implicando que ye? é uma constante. Inclusive, se nao fossemos
tratar de um movimento geodésico deveriamos acrescentar corre¢oes a (2.33) devidas a

aceleracao exercida pela nave.

2.5 As equacgoes de campo

Estamos tratando de uma meétrica com simetria esférica. Se estivermos no vacuo, o

teorema de Birkhoff nos garante que a tnica solugao possivel é a de Schwarzschild, que
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representa um buraco negro!. Desta forma, se quisermos uma solu¢ido que admita um
raio g com aquelas propriedades mencionadas e sem horizontes, ela nao podera estar no
vacuo.

Sendo a relagdo entre o tensor momento-energia da fonte (que é zero somente para o
vacuo) e o tensor de Einstein dada pela equagao de Einstein, Gy, = 8:—407’&1,, concluimos,
pelas equagoes (2.26), que ambos os tensores sao diagonais.

Seja, entdo, Ty = p(r)c?, T, = p(r), Tye = Ty, = 7(r), onde p(r) é a densidade
total de energia e p(r) e 7(r) as pressoes nas dire¢oes radial e transversas (diregoes 6
e ), respectivamente. Fazendo p(r) = 8ET,, p(r) = T, e 7(r) = 2L Ty, temos,

finalmente:

p = — (2.51)

- _£+2(1_§>ﬂ’ (2.52)

r T

T (1 - g) [gzﬁ" +¢ (¢’ + %)} - % (¢’ + %) (2.53)

Estas equagoes, depois de um pouco de manipulagao, resultam em:

v o= pr? (2.54)
;o b+ prd
P o= —(p+p)<b’+@. (2.56)

Sendo que, para se obter a ultima, substitui-se ¢” pela derivada de (2.55), em (2.53).
Depois, basta substituir a expressdo para b que resulta de (2.55), juntamente com a
(2.54).

Com elas, podemos tirar uma propriedade geral e bastante peculiar a respeito da fonte.

Combinando as equagoes (2.51) e (2.52), obtém-se:

o)) () )]
_ _ﬁ [e%’ (1 - g)]/ (2.57)

No entanto, na garganta, temos a expressao entre colchetes

e=26(r0) {1 - b(m)} —0, (2.58)

To

=0

4Apesar de termos, nesse caso, b(r) = 2GM/c? (constante), o que nos permite ter ro = 2GM/c?, com
b (ro) = 0 < 1, temos um horizonte para este raio.
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enquanto, para qualquer 7 no intervalo (rg,7.) citado anteriormente, temos um valor
positivo. Ou seja, existe um raio 7. tal que, para qualquer raio no intervalo (rg, 7,), esta

expressao cresce. Isto é,

37, | Vr € (ro,7s) {e% (1 — 9)}/ > 0. (2.59)

r

De onde podemos concluir que, nesse intervalo,
p+p<0. (2.60)

E na garganta, em particular, podemos ter, ainda, a igualdade. Pois, como devemos ter

b(ro) =19 e by="V(rg) <1, (2.61)
temos, a parir de (2.51),
1
po = plro) < . (2.62)
0

Ja a (2.52) pode ser reescrita como

b 1
" (2¢'r +1) = 2¢'r — pr* . b(rg) =10 = po = p(ro) = s (2.63)
0
E temos, com isto, a soma:
po +po < 0. (2.64)

Na época dos primeiros estudos sobre o assunto estes resultados (equagoes (2.60)
e (2.64)) eram bastante problematicos, pois violam as chamadas condigdes de energia.
Condicoes essas que eram tidas como verdadeiras nos anos de 1960 e inicio de 70 para
qualquer sistema fisico possivel, pois eram perfeitamente validas nos diversos casos co-
nhecidos até entao. FElas eram a base para a demonstracao de uma série de teoremas,
como, por exemplo, os de singularidade e da positividade da massa; que ja nao seriam
mais garantidos com esta violacao.

Na referéncia [2| é mostrado que a equacao (2.60) permite que uma classe de obser-
vadores possam detectar uma densidade de energia negativa para a fonte que a satisfaz.
Inclusive, também é observado que nao s6 os buracos de minhoca esfericamente simétricos
e estaticos, como os tratados aqui, possuem esta propriedade, mas qualquer um transpo-
nivel que nao seja nem esférico-simétrico e nem estatico. Isto se da, basicamente, pelo
fato dos raios luminosos, que percorrem as chamadas geodésicas nulas, possuirem secoes
transversas que diminuem e aumentam ao passarem pela garganta. O que seria possivel
somente gragas a uma repulsao gravitacional, obtida apenas com fontes que apresentam

densidade negativa de energia.
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Devido ao carater altamente peculiar que isto era para a época, as fontes que satisfa-
ziam esta propriedade foram taxadas de exdticas. Entretanto, como sera visto no proximo
capitulo, estas condigoes de energia ja estao, ha algum tempo, perdendo sua credibilidade
em certos casos. Algumas ja foram completamente abandonadas e o restante ja esta sendo
confrontada com as diversas teorias de campos escalares e modelos cosmologicos. Com

isso, temos preservada a possibilidade tedrica de se obter um buraco de minhoca.



Capitulo 3
As condicoes de energia

Dada a relevancia das condicoes de energia ao se considerar a possibilidade de existéncia
dos buracos de minhoca, sera feita, neste capitulo, uma discussao sucinta sobre o papel
delas e como sua validade tém sido amplamente descartada ultimamente. Veremos a
importancia de algumas na demonstracao dos teoremas de singularidade e como se da a

necessidade de suas violacoes em certos modelos cosmologicos.

3.1 As condicoes e suas utilidades

Considerando que o tensor momento-energia que entra na equacao de Einstein nao é geral,
mas depende do tipo particular de matéria e interacoes que entram no modelo, aparen-
temente, fica a tarefa de se calcular cada caso independentemente, para cada lagrangiana
concebivel; o que resultaria numa imensa lista de casos particulares. Ou entao, pode-se
considerar certas caracteristicas gerais que qualquer tensor momento-energia admissivel
deva apresentar e, com isso, tentar demonstrar teoremas gerais sobre o comportamento
dos campos gravitacionais. Por exemplo, uma caracteristica que a maioria da matéria
com a qual nos deparamos parece compartilhar é que as densidades de energia sempre
parecem ser positivas [7].

As condicoes de energia sao diversas maneiras de tornar mais precisa esta nocao de
densidade de energia localmente positiva e dizem que vérias combinacgoes lineares das
componentes do tensor momento-energia devem ser nao-negativas.

Considerando-se algumas formas dessas condigoes, foi possivel mostrar teoremas como
os de singularidade, garantindo (sob certas circunstancias) o colapso gravitacional e/ou
a existéncia da singularidade do big-bang; o da energia positiva, garantindo que a massa
de um sistema gravitacional complexo, vista do infinito, é sempre positiva; a censura
topologica, que garante a nao existéncia de buracos de minhoca transponiveis etc. Em
contrapartida, a violacao de algumas ou todas elas permitiria situagoes fisicas bastante

exoticas.

20
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No entanto, com o passar do tempo, as opinioes tém mudado sobre o quao funda-
mental sao algumas condicoes de energia. Como exemplo de uma que foi completamente
abandonada, temos a TEC (Trace Energy Condition), que diz que o traco do tensor
momento-energia deve ser sempre negativo (ou positivo, dependendo das convengoes so-
bre a métrica). Ela foi popular durante a década de 1960 e, uma vez que se percebeu
que equacoes de estado como as apropriadas para estrelas de néutrons a violam, ela foi
descartada.

H& também um consenso geral de que a SEC (Strong Energy Condition), que diz que
p + 3p = 0, ndo vale mais. Pois: (1) as teorias mais simples de campo escalar, tanto
as com acoplamento minimo quanto ndo-minimo, violam esta condigao!; (2) se, de fato,
nosso universo passou por um periodo de inflacao, entao a SEC tem que ter sido violada
nele?; (3) se as observagoes realmente indicam que o universo estd em expansao acelerada,
entao esta condi¢ao ja esta sendo violada atualmente; (4) a discrepancia entre as idades
das estrelas mais antigas e a medida atual do parametro de Hubble torna bastante dificil
ignorar que a SEC foi violada em algum momento da historia cosmolégica recente |7];
(5) se, ao invés de um universo com singularidade inicial como a do big-bang, tivermos
um universo com bouncing, entao também temos a mesma violacao no periodo em que o
universo deixa de se comprimir e passa a se expandir, como serd visto mais adiante. Ou
seja, nao podemos encarar a SEC como algo de importancia fundamental para a fisica.

Outras trés condigoes de energia, a saber, NEC, WEC e DEC (Null, Weak e Domi-
nant, respectivamente) também estdo prestes a serem descartadas. Recentemente tem se
tornado bastante claro que existem efeitos quanticos que violam todas as condicoes de
energia mencionadas, até a mais fraca delas: NEC.

Entretanto, ignorar a mecanica quantica, esperando que a longinqiia teoria quantica
da gravitacao porvir possa lidar com os problemas quanticos, nao ¢ uma alternativa sa-
tisfatoria. Pois violagoes na NEC ja se manifestam na gravitagao semi-classica (onde os
campos materiais sao quantizados e a gravidade permanece cléassica) e em primeira ordem
em h. No entanto, para evitar que efeitos quanticos possam levar a densidades de energia
locais negativas seria necessario uma mudanca radical na fisica moderna. Em particular,
teriamos que abandonar quase toda a teoria quantica de campos.

Mais ainda, considerar que, enquanto as violagoes quanticas das condigoes de energia
sejam corriqueiras elas também sao pequenas, e que a detecgao de energia negativa em um
dado lugar e instante ¢ compensada em muito por energias positivas em qualquer outro
lugar do espago-tempo também nao é a melhor alternativa para se preservar as condic¢oes
de energia.

Um problema fundamental que surge é a constatacao que existem sérias violacoes clas-

I Existem teorias quanticas de campos fermionicos cujas interacdes a violam.
2E a necessidade desta violacdo é a razdo pela qual os modelos de inflacdo sdo tipicamente descritos
em termos de campos de inflatons escalares.



CAPITULO 3. AS CONDICOES DE ENERGIA 22

sicas destas condicoes. Tem se tornado clara a existéncia de teorias de campo de sistemas
classicos bastante razoaveis, compativeis com todos os dados experimentais conhecidos e
que sao, de certo modo, bastante naturais a luz da teoria quantica de campos, que violam
todas as condicoes. Essas violacoes classicas sao devido ao comportamento de campos

escalares quando acoplados com a gravidade.

3.2 Campos escalares na fisica

Os campos escalares possuem uma importancia um tanto quanto dibia na fisica teorica
moderna. Ao mesmo tempo que fornecem excelentes toy models e sao, de um ponto
de vista tedrico, quase inevitaveis em qualquer modelo empirico razoavel, sua evidéncia
observacional /experimental direta é fraca.

Alguns deles em que, realmente, temos uma medida direta sao os campos de mésons
escalares. No entanto, nenhuma dessas particulas é fundamental, pois sao todas estados
ligados de quark-antiquark. Isto impde certas limitacoes ao uso de uma descricao em
termos de campos escalares, apesar deles, de fato, existirem.

Outro campo escalar que estd bem proximo de uma verificacao experimental é a par-
ticula de Higgs, responsavel pela quebra da simetria eletro-fraca. Porém, enquanto no
modelo padrao o Higgs é uma particula fundamental e quase todos estao convencidos de
que algum campo escalar tipo Higgs existe, h4 a possibilidade de que ele, assim como
os mésons ecalares, seja um estado ligado de particulas elementares de um nivel inferior.
Ou seja, apesar do tremendo sucesso do modelo padrao da fisica de particulas ainda nao
temos uma prova direta da existéncia de um campo escalar fundamental de Higgs.

Ha também um candidato de grande interesse fenomenologico, que é o axion. Seria
extremamente dificil conceber uma fisica de interacoes fortes compativeis com a observada
falta de violacao de CP?, sem algo como um 4xion para resolver o chamado problema de CP
forte. Muito embora ele ainda nao tenha sido experimentalmente observado diretamente.

Outro campo escalar de interesse fenomenologico é o inflaton. Ele é usado como
mecanismo responsavel pela rapida expansao andémala do universo durante o periodo
inflacionario. Entretanto, apesar das observagoes indicarem de forma bastante inequivoca
que algo como a inflacao cosmologica deste periodo, realmente, ocorreu e apesar de alguns
tipos de campos escalares serem os modos mais naturais de se obter inflacao, é fato que
a verificagdo observacional direta da existéncia de campos de inflaton (e suas variantes)
ainda esta longe de ser alcancada.

Mais um candidato de interesse para a relatividade geral é o chamado escalar de
Brans-Dicke. Este talvez seja a extensao mais simples da gravitacao de Einstein que nao
foi descartada por experimentos. Ele é bastante limitado pela observacao e experimento, e

nao hé dados experimentais que garantem sua existéncia, porém ele nao é descartado. Ele

3Carga e paridade.
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é visto basicamente como uma forma de testar idéias alternativas e um modo interessante
de parametrizar possiveis desvios da gravitagao de Einstein. Embora tanto na experiéncia
quanto na observacgao a teoria de Einstein ainda sobressaia.

Finalmente, as teorias de campo inspiradas nas membranas (limites de baixas energias
do que se costumava chamar teoria de cordas) estdo repletas de campos escalares. Dessa
forma, se a teoria de membranas realmente for fundamental, entao a existéncia de campos
escalares é automatica.

Enfim, enquanto temos excelentes razoes tedricas para esperar que teorias de campos
escalares sejam uma parte da realidade, a verificagdo experimental /observacional direta
ainda é uma questao em aberto. Contudo, pode-se dizer que existem bons motivos para
se levar os campos escalares a sério, e bons motivos para considerar que as proprieda-
des gravitacionais deles sao de interesse cosmologico, astrofisico e que fornecem testes

fundamentais a relatividade geral.

3.3 Conseqiiéncias das teorias de campos escalares

O grande problema dessas teorias é que, em geral, uma vez que se acopla os campos com
a gravidade eles violam todas as condigoes de energia mesmo no nivel classico. Isto se d&
devido ao termo de acoplamento, que é da forma £¢*R, na lagrangiana do sistema, que
acopla o campo escalar ¢ com o escalar de curvatura R. Sendo renormalizavel, ele deve
ser incluido na lagrangiana de espaco curvo do campo escalar. E mesmo se este termo
nao estivesse presente ele surgiria através de efeitos quanticos.

Quando temos £ = 0 (acoplamento minimo) a SEC é violada classicamente, enquanto
a DEC, WEC e NEC sao satisfeitas. Porém, este caso nao é geral e é instavel frente a
correcoes quanticas. Quando & # 0, todas as condicoes de energia sao violadas. Mais
ainda, sob certas circunstancias até mesmo a ANEC?, a condicdo de energia mais fraca
atualmente, é violada. Fato, este, que invalida todos aqueles teoremas de singularidade,
positividade da massa, censura etc. Ou seja, admitindo-se campos escalares no modelo
tratado podemos ser levados a situagoes fisicas bastante estranhas. Em particular, ter

satsfeita a condigdo necesséaria para se obter um buraco de minhoca, equacao (2.60), que
viola a NEC e ANEC.

3.4 Singularidades

Como foi dito, as condicoes de energia sao usadas para se demonstrar uma variedade
de teoremas. Entre eles, estao os que garantem a singularidade do big-bang e o colapso

gravitacional, resultando na singularidade em r = 0 da solu¢cao de Schwarzschild. Sendo

4Que é a NEC intergrada numa curva tipo nula.
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suas demonstra¢oes um tanto trabalhosas [1], serd feito, aqui, um esbogo de como elas
chegam nessas conclusoes.

Primeiramente, entende-se por singularidade uma situagao na qual se tem uma ge-
odésica do tipo tempo ou nula que nao pode ser extendida numa dada direcao. E seja
congruéncia uma familia de curvas numa dada regiao da variedade tal que, em cada um
de seus pontos, passe apenas uma delas.

Consideremos, entao, uma congruéncia de geodésicas tipo tempo. Sem perda de ge-
neralidade, podemos parametrizid-las pelo tempo proprio, 7, e de modo que o campo
vetorial das tangentes, £, tenha modulo %€, = —¢ < 0 constante. Seja, agora, o tensor

B,y definido por

Bab = vbgw (31)
Temos que ele é ortogonal a £%, pois
1
Buk® = §'Via = 5V (€°6) =0, (3.2)
Bt = £"Vta = 0, (3.3)

por ser tangente a geodésica.

Sua interpretacao fisica pode ser obtida considerando uma sub-familia de goedésicas
da conguréncia, vs(7), como foi feito na se¢ao 2.4, e sendo n* um deslocamento espacial
infinitesimal de vy para uma geodésica vizinha, ambas na mesma sub-familia. Temos,

entao, como foi visto,

V" =1'Vig® = By, (3-4)

E, desta forma, B} mede o quanto n* deixa de ser paralelamente transportado. Isto é,
um observador em v, veria a geodésica vizinha ser esticada ou girada de acordo com o
operador linear BY,.

Definimos, agora, o tensor de projecao h,, dado por

hab = Gab T §a§b7 (35)

de modo que h9 projeta tensores no subespago perpendicular a £*. Assim como também

definimos
0 = Bh,, (3.6)
1
Oab = B(ab) - gehab, (3-7)
Wab = B[ab]a (38)

onde B e Bjq) sao as partes simétrica e anti-simétrica de Bgy, respectivamente, tal que
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Bay = B(ap) + Bjay), dados por

1

B(ab) = 5 (Bab + Bba) , (39)
1
B[(zb] = 5 (Bab - Bba) . (310)

E vemos, a partir das (3.2) e (3.3), que também temos o4 € wy, ortogonais a &%, i.e.,
aabéb = wabgb = 0.

Podemos, agora, decompor B, como

1
B, = gﬁhab + Oap + Wap (3.11)
e a (3.4) fica
1
Bin® = 5677“ + %’ + win’. (3.12)

De onde podemos concluir que, ao longo de qualquer geodésica da congruéncia, f mede a
expansao isotropica das geodésicas vizinhas, wy,, sendo a parte anti-simétrica do operador
linear BY, mede a rotacao delas e 0, mede o cisalhamento.

Para obtermos a taxa de variacao desses objetos ao longo das geoésicas, fagamos

£V Bay = £V Vs = EViV &y + Ry £

abc

=V, (£V&) — (V%) (Vela) + RE £
= —B$ B, + RY, £°¢,, (3.13)

abc

onde foram usadas as (2.32) e (3.3). Tomando, agora, o traco, obtemos

1
£V, 0 = —= _592 — 00 + waw® — Ry &€, (3.14)
T

conhecida como equacao de Raychaudhuri®, fundamental para a demonstracao dos teore-
mas de singularidade. Vejamos, agora, a positividade do tltimo termo desta equagcao.
Sento T o traco do tensor momento-energia e k = 87G/c?, temos, a partir da equacao

de Einstein, que

1
Gab = Rab — §Rgab = kTab (315)
1
= R=-kKT . Ry = k (Tab — §gabT> , (316)
o que nos da
a¢b 1 a¢b a¢b 1
Rab€ g =k Tab - §gabT g 6 =k Tabg S + §T§ . (317)

5Também obtida por Landau independentemente.
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O primeiro termo entre parénteses, T,,£%”, d4a a densidade de energia medida por um
observador com quadri-velocidade £*. Como foi dito no inicio do capitulo, acreditava-se

que para toda matéria fisicamente razoavel ela nao fosse negativa, isto é,
T >0 (3.18)

para todo vetor £* tipo tempo, resultando na WEC, cuja formulacao matemaética é dada,
precisamente, por (3.18). Outra condigao que acreditava-se ser respeitada era a SEC, que

nada mais é do que a afirmagdo de que a (3.17) ndo é negativa, ou seja,
a¢b 1
TpE%E” + §T§ > 0. (3.19)

Num caso geral, o tensor momento-energia nao pode ser diagonalizado. No entanto,
com excecao daquele que representa um fluido nulo, todos os outros que se acredita repre-
sentar algo fisicamente concebivel podem ser. Escrevendo-os, entao, na forma diagonal,
temos

T, = pe'e) + prelel + prelel + psele;, (3.20)

onde {e’, e”, €Y, e*} ¢ uma base ortonormal, com €’ do tipo tempo. O valor de p pode ser
interpretado como a energia de repouso do sistema, enquanto p;, ps € p3 Sa0 as pressoes

principais. Com Ty, escrito desta forma, a WEC fica

Tun€ € = p (e46%) + p1 (€26%)% + s (e¥€)” + s (e36%)?
=p (&) +p1 (€ +p2(€) +p3 (€)= 0. (3.21)

Enquanto

&' +El” T & + 667 = ¢ (3.22)
que, sendo a métrica na base ortonormal dada por 7,,, resulta em
— () HE @ E) = ¢
(&) =€+ (€7 + @) +€) (3.23)
Substituindo na (3.21) nos da

pE+ (p+11) (€) 4 (p+p2) (€7 + (p+p3) (£)7 20 V (£7,6,&) R (3.24)

No caso particular em que (%, &Y,£%) = (0,0,0) ela impoe que p > 0 e, caso tenhamos
algum (p+p;) <0 (i = 1,2,3), podemos ter seu coeficiente suficientemente grande para

que a (3.24) seja violada, fazendo com que devamos ter (p+p;) = 0 (i = 1,2,3). Isto é,
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num caso em que (£Y,£%) = (0,0), ficamos com

p§
(&%)

Pt (p+p) () 20 (p+p) > - (3.25)

e, escolhendo & arbitrariamente grande, concluimos que, de fato, (p+p;) > 0, assim

como nos outros casos, de modo analogo. Ou seja, a WEC pode ser escrita como
p=20 e p+p; =20 (i=1,23). (3.26)
Ja para o calculo da SEC, temos
T'=—p+p+p2+ps (3.27)

e a (3.19) da

g <p+ Zm) +(p+p) (€ +(p+p2) (€ + (p+p3) () =0 V (€7,¢,&) e R

(3.28)
Que, por sua vez, equivale a
3
P+ pi=0 e ptpi=0 (i=123). (3.29)
i=1

Voltando a equagao de Raychaudhuri, (3.14), concluimos que seu ultimo termo devera
ser menor ou igual & zero, considerando-se a validade das condicoes de energia. Mais
ainda, se a congruéncia for hiper-superficie ortogonal, teremos w,, = 0, pelo teorema

b

de Frobenius [1], enquanto —o4,0% é nao-positivo, pelo fato de o4, ser “espacial”, i.e.,

ortogonal a £*. Com isto, teremos

g 1 d 1

—+-0°<0 . ——(07)+=<0 :

d7'+3 dT( )+3 (3:30)
e, conseqiientemente,

d 1 1

— (071 = = 01 (r) =0, + =7 31

—(0) =5 = =0+ 3T (3.31)

Caso tenhamos 6, < 0, isto é, a congruéncia converge inicialmente, esta equacao
mostra que 6! passara pelo zero num tempo proprio 7 < 3/ 16o|, quando teremos, entdo,
0 — —oo. O que significa que as geodésicas tipo tempo que convergem, num dado
instante, irao se encontrar num tempo finito posterior. E, considerando-se a simetria das
equacoes quanto a reversao temporal e dada a constatacao por Hubble da expansao do

universo, podemos concluir que, regredindo no tempo, houve um dado momento em que
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ele se encontrava totalmente concentrado no ponto singular da congruéncia.

Muito embora nao tenhamos tratado do caso de geodésicas nulas, em [1| é obtido
um resultado analogo para elas. E, apesar disto se tratar apenas de uma singularidade
na congruéncia, a mesma referéncia mostra que, para certos espaco-tempos, a conclusao
acima implica, de fato, na existéncia de singularidades espaco-temporais.

Entretanto, um detalhe crucial para se chegar na (3.30) foi a consideragao da SEC. O
fato de termos uma hiper-superficie ortogonal, dando w,;, = 0, pode ser garantido quando
fazemos certas consideracoes sobre a parte espacial do universo, sendo estas fortemente
confirmadas por observacoes. Ou seja, podemos dizer que qualquer violacao destas desi-
gualdades implica na violacao da SEC. Algo que seria muito pouco plausivel, pois estes
resultados acabam por assegurar o carater atrativo da interacao gravitacional. Dai a forte
crenga nesta condicao.

Contudo, a recente descoberta de que o universo estd em expansao acelerada, isto é,
possui uma taxa de expansao, #, cada vez maior, viola a (3.30). Pois esta nos da

% < —%02 <0,
enquanto as observagoes indicam que df/dr > 0. Desta forma, por mais incrivel que
possa parecer, temos a violagao da SEC, fazendo com que os resultados dos teoremas
de singularidade percam sua generalidade. Inclusive, nao ha mais a garantia de que o

universo tenha surgido a partir de uma singularidade inicial.

3.5 Universo com bouncing

Universos com bouncing sao uma alternativa ao modelo cosmologico do big-bang, em que
o espaco-tempo surge a partir de uma singularidade inicial, onde o fator de escala vale
Zero.

Uma singularidade deste tipo é bastante problematica do ponto de vista tedrico, uma
vez que as divergéncias inerentes a ela impossibilitam qualquer evolucao deterministica
a apartir desse instante inicial. Isto é, um ponto é demasiado vago para se concluir
a evolugao cosmoldgica como a que se deu. Com isso, a alternativa de um universo
eterno, i.e., livre de singularidade inicial, torna-se mais atraente. Nele, o fator de escala
cosmologico nunca se anula, podendo apenas atingir um valor minimo positivo durante a
evolucao do universo.

Pelo que foi visto na secao anterior, esta caracteristica requer, necessariamente, que a
SEC seja violada; o que nao significa que a WEC também seja. Porém, pode-se mostrar,
ainda, que esta condicao também é violada para casos bastante gerais. Apenas no caso
em que o universo possui geometria esférica é que ainda podemos ter preservada a WEC.

Para deixar mais claro como se dao essas violagoes, vejamos como o universo é descrito a
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partir da relatividade geral, seguindo o tratamento dado na referéncia [1].

Primeiramente, devemos reconhecer que, em cosmologia, ¢ bastante dificil fazer teo-
rias baseando-se apenas em dados observacionais. Isto porque temos contato apenas com
uma pequena porcao do espaco-tempo. E mesmo levando em conta a contribuicao de
telescOpios, que nos permitem observar objetos muito distantes, o conhecimento adqui-
rido se refere apenas a uma parte do nosso cone de luz passado. Com isso, boa parte
das caracteristicas dos modelos com que se trabalha em cosmologia vém de preconceitos
filosoficos. As observacoes podem confirma-los, porém, nao se pode esperar que sejam
suficientes para demonstrar que estejam corretos.

No entanto, o principio cosmologico, que diz que nosso universo é homogéneo e isotro-
pico, além de ter propiciado uma consideravel contribuicao acerca de sua natureza, tem
recebido fortes confirmacoes de observagoes. A principal delas é a descoberta da radia-
cao cosmica de fundo que o preenche, que foi verificada como sendo isotropica com uma
boa precisao. Acredita-se que ela tenha uma origem cosmoldgica e seria bastante dificil
explicar sua existéncia e isotropia se o universo nao fosse homogenéneo e isotropico em
grandes escalas de distancia.

Na mesma referéncia [1]| é feita a formula¢ao matemaética do principio cosmolégico e
conclui-se que somente os chamados espacos de curvatura constante o satisfazem; que sao
os esféricos (fechados), planos e hiperbélicos (ambos abertos). Afinal, se estamos tratando
de um universo homogéneo, qualquer curvatura que exista devera ser a mesma em todos

os pontos. E as métricas associadas a estas geometrias sao, respectivamente:

dr? — a?(7) [d? + sen?y (dO? + sen?0dp?)],
ds* = ¢ dr? — a®(1) [dy? + ¢? (d6? + sen®0dp?)] (3.32)
dr? — a?(7) [dy? + senh?y (d6* + sen®0dp?)],

sendo a(7) o fator de escala. Estas equagbes representam o modelo cosmologico de
Friedmann-Robertson-Walker e resumem a hipotese de um universo homogéneo e iso-
tropico a trés possibilidades para a métrica mais uma fungao positiva arbitraria a(7).
Sendo, esta, determinada pelas equacoes de Einstein.

Efetuando-se, entao, o célculo do tensor de Einstein a partir das métricas acima, numa
base que as tornem 7),,, como foi feito no capitulo anterior, obtém-se a seguinte forma

geral para suas componentes:

(a* + K)
Grr = 35—, (3.33)
a? + 2ai + K
Gy = Gop = Gpp = ———— 37— (3.34)

onde K = 0, 1 ou —1 dependendo se a geometria espacial for plana, esférica ou hiperbdélica,

respectivamente, e os pontos referem-se a derivadas em relagao a 7. Vemos que o tensor
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momento-energia nessa base deverad ser diagonal e ter suas partes espaciais todas iguais.
De fato, a forma mais geral de um tensor momento-energia compativel com o principio
cosmologico é dada por

Tab = ﬁuaub - ﬁ(gab - Uan), (335)

um fluido perfeito, onde u é sua quadri-velocidade que adotaremos como sendo a do
referencial co-movel: u, = cd?.

As equacoes de Einstein, finalmente, resultam em

a4+ K
3((1—2) = p, (3.36)
a?+ K 2

E, substituindo a primeira delas na segunda, ficamos com a seguinte expressao comum &
todas as geometrias:
% - —é (p+3p). (3.38)
Desta forma, é imediato concluir que qualquer aceleracao positiva do fator de escala
requer, necessariamente, que p + 3p < 0. E, sendo tal situagao a que se tem quando a(7)
passa por um minimo, concluimos que modelos de universo com bouncing implicam na
violacao da SEC.
Para descobrirmos, agora, como fica a WEC neste periodo, somemos as (3.36) e (3.37)

para obtermos

2

2 9 .
p—l—pzﬁ(Kchﬂ—aa) :?B,

(3.39)
fazendo com que a violagao desta condicao de energia corresponda a B < (. No entanto,
esta expressao calculada no minimo de a(7) nao nos diz muita coisa, pois @ > 0 nele e
terfamos B = K — da negativo, para qualquer a(7) que possui um minimo, somente no
caso em que K = —1 (universo hiperbolico). Poderiamos, entao, considerar a vizinhanga
deste ponto, onde a — 0 e a > 0, e concluir que, de fato, a WEC ¢é violada também para
o caso em que K = 0. Porém, para deixar mais explicito como que esta condicao pode ser
preservada somente no caso de um universo esférico, sera feito um tratamento analogo ao
que se encontra em [8].

Nesta referéncia, o fator de escala perto do minimo, ag, é escrito como
a(t) = ag + br*" + dr*" + er? 2 (3.40)
em que o inteiro n > 1. Assim, os termos de ordem mais baixa de B(7) dao

B(1) = K—2n(2n—1)aehm®" *—2n(2n+1)aedr®* ' —2(n+1)(2n+1)ager™ +. .. (3.41)



CAPITULO 3. AS CONDICOES DE ENERGIA 31

e vemos que, para 7 — 0, B(7) ~ K — 2n(2n — 1)aghm®" 2. O que mostra que B podera
ser maior ou igual a zero somente para o caso em que K = 1.

Vemos, entao, que os modelos de universo com bouncing nao apenas violam, necessa-
riamente, a SEC, como também implicam na violagao de WEC quando estamos tratando
de um universo aberto. E, de fato, serao tratados, a seguir, trés casos de modelos cosmo-
logicos deste tipo em que ambas as condic¢oes sao violadas, permitindo a obtengao de um

minimo para a coordenada radial.



Capitulo 4
Alguns casos particulares

Baseando-se em trés casos particulares de fontes provenientes de modelos de universo
eterno, serd feito um estudo sobre a possibilidade de se obter solugoes de buracos de
minhoca. No primeiro deles, mostra-se que, impondo um minimo para a coordenada
radial, a solucao deixa de ser satisfatoria. Enquanto nos outros dois, solu¢oes muito bem

comportadas sao obtidas.

4.1 Eletrodinamica nao-linear

Em [3] é tratado um toy model em que se obtém um modelo cosmolédgico ndo singular como
extensao da solucao de FRW. Os autores levam em conta uma correcao a eletrodinamica
de Maxwell que se mostra relevante quando os campos atingem grandes valores, como
ocorre no universo primordial.

A lagrangiana considerada no modelo é dada por

1
L=—F+ mEF? + nG?, (4.1)

F:=F,, F",

1
G = §naﬁMVFa/BFMV-

m e n sao constantes arbitrarias e 1,5,, € um tensor totalmente anti-simétrico. O tensor

momento-energia resultante da variacao de L com respeito a métrica, g,,, ¢ dado por

oL\ . oL
ij =—4 <8_F> FN Fa,, + <G@ - L> Guv- (42)

No entanto, sendo a parte espacial da geometria de FRW isotrépica, os campos ele-
tromagnéticos somente seriam capazes de gerar algo do tipo se eles fossem calculados na

média [9]. O modo usual de se fazer isso é associar aos campos elétrico, E, e magnético,

32
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H, os seguintes valores médios:

E; =0, H; =0, E;H; =0, (4.3)
E,E; = —LFE? gw, (4.4)

Sendo estas médias calculadas de acordo com a definigao:

A= lim — /A\/ gd’x’; (4.6)
V—>V()

para uma quantidade A, arbitraria, em que V = [ \/=gd*z" e V representa um tri-volume

dependente do tempo suficientemente grande.

Na mesma referéncia, comenta-se que no periodo inicial do universo a matéria deve
ser considerada um plasma e, com isso, somos levados a considerar somente o caso em que
a média do quadrado do campo magnético, H?, permanece. Isto é, sendo um plasma, na
média, néutro, teremos E? =0 em (4.4).

O tensor momento-energia médio resulta como sendo um fluido perfeito com

H2

po= ko (1—8mH?), (4.7)
H2

p o= k¥ (1 —40mH?). (4.8)

Vemos que, para m > 0, podemos ter a violacao das condigoes de energia. E, de fato,
é com m positivo que se obteve universos nao-singulares na referéncia usada. Vejamos,
entao, se esta fonte pode gerar um buraco de minhoca, caso H possua uma dependéncia
radial, H = H(r).

Primeiramente, podemos observar que p(r) = 7(r), i.e., temos um caso de pressao

isotropica. Para um fluido desse tipo, as equagoes (2.54)-(2.56) ficam:

v o= pr¥ (4.9)
;o b+prt

o = Ty (4.10)
pPo= —(p+tp)d. (4.11)

Onde podemos substituir ¢’ em (4.11) e ficamos com o par de equagoes:

vV = pr¥

po= - (P ‘|‘P) 2524(—? b)) (4.12)

No entanto, antes de substituirmos as (4.7) e (4.8), é interessante calcularmos p’ em ry,
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primeiro.

Vemos que, substituindo (2.61) e (2.63), p;, = p'(rp) possui um zero tanto no numerador
quanto no denominador. Porém, pode-se obter facilmente o limite finito usando o método
de 'Hopital:

/
g _loxn) Gtp?) o ptp) Crr) by _

2r (r—">) 0 279 (r — b)/|rO

_(potpo) (bo+ 3porg + péﬂ*é). (4.13)
27’0 (1 — b6)
Levando em conta, ainda, a equagao (2.51), ficamos com
(b)) Gh-34rrd) %-3 . ph b3

_ . _ Po v _ . 414
Po="3 (1— ) o3 g TP T (4.14)

Isto é, uma vez que b < 1, podemos concluir que p; < 0. Vejamos, agora, no qué esses
valores implicam na fonte.
Para simplificar os calculos, fagamos X (r) = kH?(r) e « = m/k, com X = X(ro) e
X} = X'(ro), naturalmente. As equagoes (2.63) e (4.8) nos dao:
Xo

1
—<1 —4004X0) = —ﬁ = XO =

1+yI+7  960a
6 - )

41
80a T g2 (4.15)

(]

pois, sendo X (r) sempre positivo, a outra raiz deve ser descartada. Ja a (2.64) implica

em
2X, 1
— (1 —16aX)) < Xo 2> —. 4.1
3 ( (1167 0) 0= X T6a ( 6)

Partindo, agora, para p’, obtemos que

/

X
p = 5 (1 —80aX). (4.17)

E, uma vez que pj < 0, ela nos da:
X/
FO (1 —80aXy) < 0. (4.18)

Sendo que, com o valor de X, dado por (4.15), vemos que 1 — 80aX, = —v/1+7 < 0,

sendo v > 0. Dessa forma, concluimos que
X, > 0. (4.19)

Podemos concluir, agora, que X (r) tende & oo, fazendo com que b(r), p(r) e p(r)

tendam & —oo. Para isso, primeiro, facamos a substituicao de (4.8) e (4.17) em (4.12),
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para ficarmos com

o X (16aX — 1) (40aX?r — Xr — 65) (4.20)
a (1—2)(80aX — 1) ' '

Se Xy > 1/16a > 0 e X} > 0, X(r) s6 ira parar de crescer, isto é, atingird um maximo,
se houver algum X(r,,) > Xy tal que X'(r,,) = 0, para r,, > 9. Ou seja, X,,, = X (1)
devera anular X'. E considerando que, num espago-tempo aceitavel, b(r)/r possui sempre
um valor finito, pela (4.20), vemos que isso acontecera somente se uma das seguintes

expressoes for verdadeira:

X,, =0; 4.21)

160X, —1 = 0; (4.22)

400 X2 7m — XonTm — 6b—;” = 0. (4.23)
/rm

Mas podemos ver de imediato que a primeira nao é verdadeira, pois X,, = 0 < X,

enquanto deveria ser maior que Xjy. A segunda também nao pode ser, por implicar em

1
Xm - T < X07
16

apresentando o mesmo problema que a anterior. Da mesma forma que apresenta a raiz

positiva de (4.23), dada por

1+, /149600t 14 ,/14 %
X == m: i .

"o 80« 80

Pois, sendo r,, > 19 e, conseqiientemente, b,, = b(r,,) < 7, ficamos com o seguinte

resultado:
2 2 2
T b ) T
ro<tm=>—5 <1 bp<rp=>-"<1=>2"< <1
r2, T T2 T, T2,
2
réb
O < 1. (4.24)
3
m

O que ja é suficiente para concluir que também teremos X,, < Xy, uma vez sendo este
dado por (4.15). Afinal, teremos

72bmm 18bm
1—|—7T3 <l+7vy & 147 3 <+/1+7

r2b
L4+4/1+~y5" 1 /1
X, = " < IrViTY X,
80a 80«
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Vemos, entdo, que X’ somente se anula para valores de X < X,. Dessa forma,
esta funcao nunca ird parar de crescer. Nem mesmo numa situacao hipotética em que
X'(ry,) = 0 para r,, — 00, pois isto implicaria que, depois de apenas crescer, terfamos
lim, ., X(r) < Xy, o que é um absurdo. Logo, tendo X’ um valor finito positivo para
todo raio maior que o da garganta, podemos verificar aquelas divergéncias citadas.

Estas, por sua vez, acabam sendo bastante desagradaveis do ponto de vista fisico,
pois implicam num comportamento inconcebivel para as regioes assintoticas. Basta ver
que nao apenas temos uma solucao longe de ser assintoticamente plana, uma vez que
b(r) nao tende & uma constante, como seu valor vai & —oo. E fazendo uma comparagao
com a solugdo de Schwarzschild, em que b(r) = 2GM/c?, onde M é a massa do buraco
negro, vemos que b(r) d4 uma medida da massa do buraco de minhoca de acordo com
a distancia, e que, neste caso, resulta que ela serd infinitamente negativa!l Mais ainda,
podemos concluir que ¢'(r) também tendera a —oo, e igualmente para ¢(r), de modo que
teremos um horizonte no infinito!

Caso, com isso, |b(r)| /r — oo, violando a premissa, X (r) talvez possa tender a uma
constante positiva. p(r) e p(r) tenderiam a constantes negativas e talvez ainda terfamos
horizonte no infinito. Em todo caso, permaneceriamos com uma situacao fisica inaceitavel.

Ou seja, nao podemos considerar uma solucao tao patologica como esta satisfatoria.
Temos, sim, um claro exemplo de que violar a WEC nao implica, necessariamente, que
um buraco de minhoca possa ser gerado. Esta fonte pode muito bem apresentar um
comportamento aceitavel, como no caso da referéncia [3|, mas que, impondo as condi¢oes
de contorno que caracterizam a garganta, fazem com que ela apresente sérios problemas.

Em virtude disso, torna-se completamente desnecessario qualquer calculo adicional
com respeito a este caso, como os da forca de maré e o tempo de percurso. Apenas é
exibido, para ilustrar, o grafico da figura 4.1, que representa a curva de imersao, z(r), até
o ponto em que (2.16) deixa de ser real.

Para sua obtencao, foi feito uso do método numeérico descrito no apéndice. No entanto,
como é observado, dadas as dificuldades impostas pela natureza do problema, nao se deve
esperar que o grafico sirva como nada além de uma mera ilustragao qualitativa de como
uma solucao do problema pode se comportar. O tnico ponto importante é que todas
elas, em algum momento, apresentam o mesmo problema, que é uma relagao complexa
em (2.16).

Se nao fosse este problema, juntamente com os diversos outros decorrentes das di-
vergéncias, certamente, métodos numéricos mais confidveis poderiam e deveriam ser em-
pregados. Como nao ha o interesse em solugoes exatas para casos particulares, uma

representacao qualitativa como esta mostra-se suficiente.
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z() O —

Figura 4.1: Curva de imersao z(r) X r para ro = 4 m. A relacdo entre z e r ja deixa de
ser real para distancias acima de 7,5 m.

4.2 Campo escalar de Weyl como fonte

Outro modelo de universo eterno é apresentado em [4], onde os autores consideram ins-
tabilidades num vacuo de Minkowski, no passado remoto, que resultam em sua contracao
até que um raio minimo seja atingido. O universo, entao, passaria por um bouncing e
resultaria no cenario atual que temos, sendo, este modelo, livre dos muitos problemas da
cosmologia padrao.

Uma vez que o espaco de Minkowski nao apresenta qualquer vestigio de um suposto
processo que levasse a ele, podemos considera-lo um bom candidato para a configuragao a
partir da qual a historia cosmica se desenvolve. Contudo, uma vez que ele é estavel frente
a perturbacoes, as instabilidades sao atribuidas aos sistemas de medidas, caracterizados
pelos conjuntos de réguas e relogios ideais dos observadores.

A forma especifica das flutuacdes na estrutura do vacuo usada leva as chamadas geo-
metrias de Weyl, em particular aos WISTs ( Weyl-Integrable Spacetimes). Neles, ha uma
modificacao na relatividade geral em que a derivada covariante da métrica deixa de ser

nula e passa a ser
V)\guu = WrGuv (425)

onde wy = wy(z) é um vetor de gauge. Com isto, os comprimentos dos vetores podem
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variar ao serem transportados ou, de modo equivalente, as unidades de medida podem
variar localmente. Entretanto, argumentos fisicos lavam-nos a considerar somente os
WISTs, em que wy = Ow(x).

Esta mudanca provoca alteracoes na conexao, I'¢

pvo
na definicao do tensor de Einstein. Vejamos, primeiramente, como fica a conexao em

e nos outros tensores que entram

Weyl. Temos
vug/\u = Ovgrpy — Ff)\gﬁu - nggAﬁ = WGy, (4'26)
vugu)\ - augw\ - nggﬁ)\ - Fi)\guﬁ = Wy, (427)
V/\g;w = a)\g/w - Ffugﬁu - ngguﬁ = WrGpuv- (428)

Somando as duas primeiras e subtraindo a terceira, resulta em

1 1
F,ﬂu/gﬁ)\ = 5 (aug/\u + ar/g/\,u - a)\g,uu) - 5 (wug)\u + WoGru — w)\g,uu) (429)

que, contraindo com ¢** nos da, finalmente,

«a 1 «a 1 «a «a «a
F,u/ = 59 A (8ug)w + aug)\u - akguu) - 5 (wuéy + wuéu — G )

Mo 1 el a a
= Fuu - 5 (w,u(sy + wl/(su — JuvW ) . (430)

No contexto das geometrias de Weyl, qualquer simbolo com circunflexo refere-se ao seu
equivalente no caso Riemanniano, em que a (4.25) é zero.

Podemos, agora, calcular o tensor de Ricci a partir da (2.24) e obter

. 3 1 1 1 -
R, =R, + évywﬂ - évuwy + SWnty + 3 9uv (Vaw"‘ - wawa> . (4.31)
Sendo que, no caso de WIST, temos

wy = 0w = V,w, (4.32)

=V, V,w, (4.33)

Vaw?® = Vo Vew = L, (4.34)

e a (4.31) se reduz a

A N 1 1 A
R,, = R, +Vyw, + §wﬂw,, + 59,“, (Dw — wawo‘) )
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O escalar de curvatura, por sua vez, torna-se
® = 1 «a = a
R:R+Dw+§waw +2<Dw—waw )
- A 3
=R+ 3w — éwawa.

Passando, agora, para a dinamica deste campo de gauge, a acao utilizada na referéncia
[4] é dada por

S = /\/—g (R4 EVaw®),
onde ¢ é um parametro adimensional. Estando em WIST, temos o par de variaveis

independentes (g,,,w) e, ao fazermos a variacao da a¢ao com respeito a eles, ficamos com

as equagoes
1 . 1
RMV - ERQMV - Vywu +2 (5 - 1) WpWy — f B 5 wawagl“/ =0, (435)
1

al

sendo g o determinante da métrica. Substituindo 2, e R calculados anteriormente resulta

Cw = 95 (vV=99°"0pw) = 0, (4.36)

em
2

CA?W + )\2w#w,, — ?wawagﬂy =0, (4.37)
Clw = 0, (4.38)

em que \? = (4¢ — 3)/2.

Vemos que estas equacoes para o vacuo de Minkowski perturbado por um campo de
gauge pode ser interpretado como resultante da atuagao de um campo escalar, w(x), com
tensor momento-energia dado por

A2 /1
T = = (§wawo‘gw — wuwy) , (4.39)
no contexto da relatividade geral, onde k£ ¢ 0 mesmo que aparece em (3.15).

Porém, é importante salientar que tal interpretacao é licita tao somente porque estamos
no contexto de WISTs, onde os termos que aparecem no tensor acima sao provenientes
da propria geometria. Como veremos adiante, tal “fonte” apresenta densidade de energia
negativa, o que nao seria aceitavel no contexto usual da gravitagao.

Para o nosso caso, o campo w possui dependéncia apenas radial, isto ¢, w = w(r),

fazendo com que

Wa = Oqw(r) = W'}, w® = go‘ﬁwg = g™ = g"w'o?,
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onde a ultima igualdade se deve ao fato da métrica ser diagonal, e

ot = (@) g1038 = (1= ) (@),

r

Assim, (4.39) fica

A2 1 b\ ,
o= [ (1-7) a0 - @ 510]

que é diagonal e com componentes

A2 b ) A2
Too=—=(1—2) () =2 (W)
00 2/<:( T) (W)™e*, Ty 2k(w)’

)\2 b )\2 b
Ty = (1 - —> (W)*r?,  Thy = (1 - —) (&) rsen®0.

2k r 2k r

Reescrevendo-as na base ortonormal definida em (2.20), encontramos

A2 b
Ty =T = ~Tpp = ~Tpp = — o (1 - —) (@)?,

2k r

ou
)2 b )
p=p=—T 2( T)(w)

(-
(-] - --Yure-2o-Yer

40

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(=B (=t (co-3) - (1) e (i)
b ,
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passamos tudo para o mesmo lado e obtemos
b ' ' b b '
<T26¢)2 {(1 — ;) (w’)2] + [(T26¢)2] (1 — ;) (w')2 = |:<7“26¢)2 (1 — ;) (w')Q} =0

2
rie?? (1 - g) (W)= %, (4.48)

uma constante, concordando com a (4.36). Com isto, as (4.45) e (4.46) ficam

A2
, 1 A?
¢ = 2r (r —b) {b B 27‘62¢:| ' (4.50)

Em [10] foi apresentada uma solugao analitica para este sistema que gera um buraco
de minhoca estatico e esfericamente simétrico satisfazendo todas as condi¢oes desejadas
nos limites assintoticos. Sendo que, para obté-lo, os autores nao consideraram qualquer
modificacao na relatividade geral. Apenas levaram em conta o tensor momento-energia
de um campo escalar com densidade negativa de energia, diferentemente do nosso, que
trata-se de termos geométricos.

A solugao consiste em fazer a expressao em colchetes igual & zero, em (4.50). Teremos
¢ = 0= ¢(r) = ¢p, uma constante, e

AQ

b(r) = 555~ (4.51)

satisfazendo a (4.49).
Impondo, agora, que b(rg) = 7o, encontramos A = roe¢0\/§, e, conseqilientemente,
V(rg) = —1. Ja a (4.48) nos da

2 _ 2
/T N

W= ﬂ = w(r) = V2cot™? (T—O) + w(ro). (4.52)

Finalmente, a solucao se d& por

p(r) =p(r) = —7(r) = =7, (4.53)
3
b(r) = - e o(r) = ¢o. (4.54)
E a métrica fica 52
ds? = —eXodi? + T 42402, (4.55)
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onde dQ? = df* + sen?0dp?. Ou, entdo, podemos calcular (2.9), que da
I(r) =+4/r2 =12 = r2(1) = 1* + 1, (4.56)

e a (2.6) se escreve
ds? = —*™dt® + dI* + (I +12) dQ2. (4.57)

Este espaco-tempo gerado é livre de horizontes, uma vez que ¢ é uma constante, e é
claramente plano nos limites assintoticos, pois b(r) tende a um valor fixo. Podemos nos
preocupar, agora, com as forcas de maré e o tempo de percurso aos quais serao submetidos
0s viajantes.

Primeiramente, devemos ter posicionadas as estacoes de lancamento e chegada onde
os efeitos gravitacionais do buraco sejam pequenos. Ou seja, num raio tal que g;; ou

(1 —b/r) seja proximo de um. E, dada a simetria entre os dois universos, podemos ter

li =14(r1) =1lo = —1_(rg) =l e, com isto, r, = ro = r. Consideremos, entao, que
b 2
g _ D<o = Vagio! (4.58)
r r

e a (4.56) da
[~ (4.59)

Como foi dito, a viagem é feita respeitando a (2.50). Teremos, entdo, 7 constante,
uma vez que ¢ também é, o que implica que v(r) também serd. No entanto, como foi
dito, esta é a velocidade medida por quem est4 em repouso no mesmo lugar da nave. Um

observador distante nao iria medir uma velocidade constante.

Ja a condigao (2.39) ¢é satisfeita sem nenhuma restri¢ao adicional, enquanto a (2.40)
impoe que
2

23 () (”‘;)‘:7 (2) s (4.60)

Sendo que o maior valor para o lado esquerdo da desigualdade ¢ dado em 7y. Supondo,

ademais, que o movimento nao seja relativistico, teremos v~ 1 e

vy? 1 Ly -1
(2) mSqmm™ -~ vsSsns™ (461)
Consideremos, entao,
v = 3roa s (4.62)

com a < 1 e de modo que preserve o carater nao-relativistico do movimento.

Para o calculo do tempo de percurso, temos, a partir da (2.44),

1 b 2
AT ~ e At ~ —/ dl ~ =L < T, (4.63)

v I v
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em que 71" vale um ano. Deveremos ter, conseqiientemente,

T

= 4.64
r ~Y 2 ’ ( )

possibilitando maiores valores de r quanto maior for v. Caso, por exemplo, a nave possa
atingir velocidades da ordem de 10* m/s, que ja seria uma ordem de grandeza maior do
que as atuais, devemos ter 7 < 1,6 - 10 m para que a viagem nao demore muito mais do
que um ano.

Substituindo (4.62) na (4.64), ficamos com

3roaT 4 2r 2
r < s = a2 §=—=235,
~ 2 ~ 3TOT 3T\/3

sendo que a < 1. Logo,

2 2
s<1 = Vd>—s~21-1078

3TVd 3T
2,1-107° <Vd <107 (4.65)
ou, de forma equivalente, uma vez que o = rv/d,
2,1-107% <rg 10717 (4.66)

Garantimos, assim, que as estacoes de onde a nave parte e chega possam estar po-
sicionadas numa distancia em que os efeitos gravitacionais do buraco de minhoca sejam
despreziveis e que, para velociades de até 107 m/s, a travessia seja feita num tempo pro-
prio menor ou da ordem de um ano. E é facil concluir, também, que, para qualquer
¢o 2 0, o tempo medido pelas estacoes serd da mesma ordem de grandeza ou menor,
e que, dependendo do caso, poderemos ter, inclusive, ¢ negativo. Quanto as forcas de
maré, estas estao perfeitamente dentro do limite imposto para qualquer ry 2 v/3.

Dadas diversas possibilidades satisfatorias para a solucao encontrada, vamos conside-
rar, por exemplo, um caso em que o raio da garganta seja aproximadamente o mesmo do
sol, ro = 7-10%m, e que as estacoes estejam tao distantes dela quanto a Terra esta do sol,
isto &, 7 = 1,5- 10" m. Teremos d = 2,5- 1075 e vemos que todos estes valores respeitam
os limites impostos. Inclusive, a viagem podera ser feita de acordo com o limite de tempo

estipulado desde que a velocidade seja, a partir de (4.64),

DO

r
104

v 2 T & 10 m/s,

que é justamente a velocidade maxima suposta para a nave. Desta forma, A7 serd apro-

ximadamente um ano e ¢g deveré ser, de fato, maior ou igual & zero.
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10°

Figura 4.2: Curva de imersdo z(r) x r para ro = 7- 105 m. As estagdes estao posicionadas
muito distantes da origem para que pudessem ser incluidas no grafico.

A curva de imersao, z(r), obtida através de (2.16) com z(rg) = 0, encontra-se como
sendo

2(r) = £roIn (1 + r—z - 1) (4.67)

que, para o valor de ry usado no exemplo, da as figuras 4.2 e 4.3.

4.3 Eletrodinamica acoplada com a gravidade

Outro modelo cosmologico que da origem a um universo eterno encontra-se em 5], que se
baseia num acoplamento entre os campos eletromagnético e gravitacional. E bem conhe-
cido que correcoes vindas da eletrodinamica quantica levam a modificacoes na gravitacao
de Einstein quando se tem espago-tempos curvos através destes termos de acoplamento.
E estes, por sua vez, levam a nao-linearidades na teoria além de quebrar a invariancia de
gauge.

Entretanto, uma forte razao para se considerar tal modelo é a crescente evidéncia de
que campos magnéticos permeiam o meio intergalatico, além dos ja observados nos bracos
espirais de galaxias [11, 12]. Em [13] é argumentado que a quebra da invariancia durante a
inflacao pode ser responsavel pela criagao de campos magnéticos em grandes escalas que
poderiam ser observados. Entre os modelos tratados, os que consideram acoplamentos
da forma RW,W,g"" e R*W,W, foram os tnicos que tiveram resultados conclusivos

e compativeis com as observacoes, onde W, é o potencial eletromagnético. E destes,
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L
K

Figura 4.3: Diagrama de imersao para ro = 7 - 10®m. Como na figura 4.2, as posicoes das
estagoes nao estao incluidas no gréafico.

somente o primeiro é compativel com um universo de Friedmann, como observado em [5].

Sendo, entao, o termo de acoplamento da forma
Lacop. =V _gRW,uWVg'uya
a lagrangiana total é dada por

L=1Ls+Lg+Le, (4.68)

com

1
La= V=g (1+\W,W")R,

1
LB = —5\/—gFlW,Flw

e Lc sendo a lagrangiana da matéria. F,, = V,W, —V,W, X tem a mesma dimensao

que a constante de Einstein k e R é o escalar de curvatura. Variando (4.68) em relacao a
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9w Obtemos
(1+AW?) G + AXOW?g,, — AV,0,W? + ARW,W, = kE,, + kT, (4.69)

em que 71, ¢ o tensor momento-energia da matéria, obtido a partir da variacao de L¢,
W2 =W,W*# e E,, é o tensor de Maxwell,

1
E, = FuoFo + Z—lguyFaﬁFo‘ﬁ. (4.70)

Tomando o traco de (4.69) ficamos com
R = —kT + 3 OW?, (4.71)

em que 71" é o trago de 7T),,.

Variando (4.68), agora, em relacdo & W* obtemos
A
V,EW = —CRWE 4 P, (4.72)

em que um corrente extra, J#, foi adicionada. Tomando a divergéncia desta expressao

ficamos com a lei de conservacao de carga modificada

A
VvV, J" — EV# (RWH) =0. (4.73)
Para o modelo cosmoldgico tratado na referéncia [5], é considerado apenas o campo
eletro-magnético, acoplado com a curvatura. No entanto, dada a isotropia do modelo,
estes campos nao poderiam apontar em nenhuma direcao. Desta forma, ambos os campos

elétrico e magnético deveriam ser nulos e, no vacuo (J* = 0), a (4.72) implica em
R =0, (4.74)
garantindo a conservagao de carga. Ou, a partir da (4.71), temos, de modo equivalente,
OW? = 0. (4.75)

E, definindo Q = 1 + AIW?2, ficamos com o par de equacoes:

9,0
G = ¥ o (4.76)

00 = 0. (4.77)

Para o nosso caso, devemos procurar solugoes em que Q = Q(r), de modo que 0,8 =
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47
'5.. Com isto, teremos

V,0,0 = 0,0, — T%,0,0

151 1
=0"6,0, —T,Q (4.78)
que, sendo a métrica g,, = g, (r) e diagonal, da
F,Llw = (91#51 + giy(s;ll - giw) ) (479)
também diagonal. As componentes nao nulas de (4.78) sdo, entao
b (b—rb)
Vool =—e*(1—-=) ¢, Vi0Q=Q"+—-——_Q
000 e ( T)Qb 101 +2r2(1—$)
b / 2 b /
Voo Q=r(1—-)Q, V303Q=rsend|1—-)Q". (4.80)
r r
Escrevendo-as na base ortonormal, teremos
1
vtatQ — (1 o é) ¢/Q/, vrarQ _ (1 . é) Q” + (b rb )(217
r r 2r2
b\ &
V0pQd = V,0,8 = (1 — ;) = (4.81)
Para o célculo de LIS2, temos

00 = V40,0 = (1—§> ¢’Q’+(1—9) Q”+(b_§b)9’+2<1—9>g
T T 2r r) r

b/
\/1—- r2e¢¢/Q/ +r2e?Q + 2re¢Q ( ) Q

-7 b b\

— T{ 1—;[r2( N el () +(T’2),€¢Q/}+T2€¢< 1—;) Q’}
- '

=" ¢T <r2e¢’ 1—9QI> =0,
r2e

(4.82)
de acordo com (4.77), e, com isto

(4.83)
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uma constante. Podemos, ainda, reescrever

V.0, = \/1 —

onde a tltima igualdade deve-se a (4.83).

Finalmente, a fonte

nos da

e o sistema (2.51)-(2.53) escreve-se como
Lo v
r) Q2
A b/ 1Y b b\ ¢
-2 ) = —Z 491212
Q L r(r26¢) r3+ ( r)r’

(D8 - (Yletee)-

(b'r — b)
272

b(r) =19,
¢(7“) = o,
Qr) = 24 Do

(v

1

9

r

48

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

.(4.91)
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A (4.83) ¢é satisfeita e as componentes do tensor momento-energia ficam

p=0, (4.95)
p=—5. (4.96)
= % (4.97)
A métrica, por sua vez, escreve-se
ds® = —e*0c2dt* + hd_—ri_o} +r? [d6® + sen®0dy?] . (4.98)

O comprimento proprio obtido a partir de (2.9) encontra-se como sendo

l(r)zir{ﬂ+%1n {3—: <1+M)—1H, (4.99)

cuja inversa, r(l), nao é algo trivial de se obter, impossibilitando que possamos escrever
a métrica como em (2.6). Porém, sendo b(r) e ¢(r) ambos constantes, podemos concluir
que o espago-tempo gerado é assintoticamente plano e podemos, agora, calcular as forcas
de maré e o tempo de percurso imposto a tripulagao da nave, novamente, como foi feito

na se¢ao anterior.

De modo anélogo, teremos, entao, l; = [ (r1) = lo = —I_(r9) = [ e, conseqiientemente,
ry = ro = r. Queremos que
g= ) 1o < g (4.100)
r r
e a (4.99) também da
[~ (4.101)

Dado que a viagem ¢é feita sem propulsdo a (2.50) nos garante que ~ve? é constante
e, com isto, v também sera, uma vez que ¢ também é. Considerando, novamente, que
o movimento ndo seja relativistico, teremos, ainda, 7 ~ 1 e as restrigoes (2.39) e (2.40)

resumeme-se a

ro (V)2 1 o
2 (o) S 102

o que é assegurado impondo-se que

1 orvy? Lo -1
o2 <E> S 106 ™ s v <3V2rsTh (4.103)
Facamos, entao,
v=3V2ras!, a<lev<ec (4.104)
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Os tempos de percurso para os referenciais das estacoes e da nave deverao ser

1 (" 2
AT ~ e® At ~ —/ dl ~ =~ <T (4.105)

v I v

e a (4.64) permanece valida, de modo que 7 < 1,6 - 10* m, novamente, para o caso em
que a velocidade da nave nao ultrapasse 10* m/s, se quisermos que o tempo proprio de
percurso seja em torno de um ano ou menos.

Substituindo (4.104) em (4.105), podemos concluir que

V2 e

- > -
OéNgTdS .. N3TS

pelo fato de a < 1. Teremos, entao,
1,5-10*<d <1072 (4.106)

1,5-107% < rg < 10727, (4.107)

Outra vez, podemos ter garantidas as condicoes de se ter as estagoes onde a curvatura
seja desprezivel e que a viagem seja feita num tempo inferior ou da ordem de um ano,
para uma nave que se desloca com uma velocidade de até 10* m/s. Qualquer ¢y = 0
também serd satisfatorio para o tempo medido nas estagoes e as forcas de maré sofridas
pela tripulacio serdo perfeitamente toleraveis uma vez que se tenha ro > v/(3v/2).

Tomando, como exemplo, 0 mesmo caso que o anterior, em que 7o = 7 - 105 m e
r = 1,5 - 10" m, teremos, desta vez, d = 0,5 - 1072 e todos os valores permanecem de
acordo com as restrigoes. A velocidade devera ser, novamente, de 10* m/s implicando
num intervalo de tempo proprio para a travessia de aproximadamente um ano, fazendo
com que ¢g 2 0.

A cruva de imersao para esta solu¢ao encontra-se como sendo

r

2(r) = £2rg [ — — 1 (4.108)
To

e, no caso do exemplo, fornece as figuras 4.4 e 4.5.



CAPITULO 4. ALGUNS CASOS PARTICULARES 51

z() L

|
N

Figura 4.4: Curva de imersao z(r) x r para 19 = 7 - 10® m. Pode-se perceber que as
estagoes se encontram em regioes planas com boa aproximacao.

Figura 4.5: Diagrama de imersao para 7o = 7 - 10® m. As estacoes encontram-se proximo
a borda deste diagrama.



Capitulo 5
Conclusoes

Vimos que a propriedade exética necessaria a fonte para que gere um buraco de mi-
nhoca, que antes era quase inadmissivel para situagoes em regime classico e praticamente
descartavam qualquer possibilidade de que tais configuragoes pudessem surgir, sao per-
feitamente razoaveis atualmente. Em particular, as diversas teorias de campos escalares,
praticamente essenciais para a descri¢ao de varios fendmenos, colocam em xeque todas as
crencas nas quais se baseavam a rejeicao aos buracos de minhoca, que sao as condicoes
de energia.

Mais ainda, observacoes cosmologicas apontam que violacoes nestas condi¢oes nao so
acontecem no presente, como também, necessariamente, ocorreram em algum momento
da evolucao do universo. Especialmente se um modelo cosmologico com singularidades,
como o do big-bang, é descartado em troca de um eterno, caracterizado por um bouncing
no fator de escala. Foi mostrado que estes tipos de modelos violam nao s6 a SEC, como
também a WEC, em parte dos casos.

Ou seja, se ha a pretensao de se descrever toda esta variedade de fendmenos em
conformidade com as teorias atuais ja bastante consolidadas, é necessario que se leve
em conta a existéncia de fontes exoéticas, violando quaisquer das condig¢oes de energia.
De fato, estas podem ter tido sua utilidade e, com certeza, nao se deve esperar qualquer
violagao delas em situagoes cotidianas. No entanto, torna-se bastante claro que elas ja nao
podem mais desempenhar o papel fundamental que se atribuia a elas. Por mais razoaveis
que elas sejam, uma vez que asseguram propriedades bastante desejaveis as configuragoes
de matéria e energia, deve ser reconhecido que existem situagoes em que pode-se esperar
fendomenos dos mais inusitados.

Uma destas situacoes, das mais peculiares, é a que caracteriza um buraco de minhoca.
Isto é, dada a existéncia de duas regioes assintoticamente planas unidas, resultando num
minimo para a coordenada radial que descreve a geometria do espaco-tempo, temos que,
num deslocamento radial em direcao ao centro da fonte, haverd um dado momento em
que deixa-se de se aproximar e passa-se a se afastar, novamente, porém, sem que se

percorra o caminho inverso e mantendo-se, sempre, a mesma dire¢ao. Foi mostrado que

02
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tal configuracao, extremamente dificil de se conceber, requer, necessariamente, que a fonte
apresente as mesmas propriedades exdticas que os campos escalares citados e a matéria-
energia que contribui para aquelas caracteristicas do universo.

Contudo, vimos, também, que nao basta satisfazer esta condicao, como foi o caso
da eletrodinamica nao-linear da secao 4.1. Nele, qualquer tentativa de se caracterizar
um minimo para a coordenada radial acaba por implicar num comportamento categori-
camente inadmissivel. Mesmo que a propria idéia de um buraco de minhoca possa ser
considerada em desacordo com o bom senso, as anomalias presentes nas solucoes deste
caso simplesmente impossibilitam a concepcao do proprio universo onde ele se encontra.

Por outro lado, os outros dois casos tratados, que também representam modelos de
universo eterno, permitem solucoes perfeitamente bem comportadas ainda que se imponha
a propriedade especial dos buracos de minhoca. Tanto que, em ambos os casos, foi possivel,
até mesmo, considerar uma viagem tripulada em que as estagoes de partida e chegada
encontravam-se em regioes razoavelmente planas e com um tempo total de percurso nao
muito superior a um ano, e tudo isso sem que as forcas de maré pusessem em risco a
nave e os viajantes. Ou seja, constatamos que uma fonte apropriada para se descrever
um universo eterno e que, por conseguinte, viola as condicoes de energia tal como devem
aquelas que geram os buracos de minhoca, podem muito bem dar origem a tais geometrias.

No entanto, isto nao é suficiente para que se considere a possibilidade real de existéncia
dessas configuragoes. O que foi mostrado é que uma fonte exibindo propriedades exoticas
pode caracterizar um buraco de minhoca, mas, isto, sem considerar seu processo de for-
macao. Isto é, a fonte que o gera, assim como a prépria geometria em si, é considerada
estatica, como se sempre fosse assim. Ou, como se os buracos de minhoca obtidos sempre
tivessem existido.

Para se concluir que algo desse tipo pode surgir ou nao, é necessario que consideremos
uma geometria dinamica. As equacoes, que ficariam mais trabalhosas, devido aos novos
termos que apareceriam, poderiam dizer se uma dada configuragao inicial, sem qualquer
propriedade exotica, pode evolir para um buraco de minhoca e se, uma vez sendo dinamico,
ele seria estavel ou nao. Poderiamos, ainda, considerar o tempo de formacao dessas
estruturas e se, durante o periodo de bouncing, em que as condicoes para a existéncia de
um sao satisfeitas, haveria tempo suficiente para que eles surgissem. Preocupacao, esta,
que caberia somente ap6s o conhecimento da existéncia de fontes capazes de dar origem
a geometrias como as obtidas, ficando o estudo dos processos de formacao dos buracos de
minhoca como conseqiiéncia deste trabalho.

Em suma, vimos que a existéncia destas configuracoes ¢ uma possibilidade tedrica
perfeitamente plausivel, embora sua existéncia em algum periodo da histéria do universo

dependa de estudos posteriores sobre os processos que levam a sua formagao.



Apéndice A
O método de Runge-Kutta

A funcao z(r) da figura 4.1 encontra-se como sendo a solucao de (2.16), dada por

2(r)==+ | ——=dr'. (A.1)
No entanto, a fungao b(r) que aparece no integrando é dada pela solugao do sistema

2
W - % (1—8aX), (A.2)

X (16aX — 1) (40aX?r3 — Xr3 — 6b)
r(r—7>0)(80aX —1) ’

X' = (A.3)
cuja solucao analitica nao é facilmente obtida, sendo necessario recorrer, portanto, a
métodos numéricos para que algum grafico destas fungoes possa ser obtido. Existe uma
certa variedade destes métodos, uns mais aproprioados do que outros, dependendo do
caso. No entanto, o escolhido foi o de Runge-Kutta, que é bastante utilizado para se
resolver sistemas de equacoes diferenciais em geral, devido ao equilibrio entre precisao,
estabilidade e esforco computacional.

Para compreender seu funcionamento, consideremos uma equacao diferencial do tipo

Yy = f o). (A4
A partir da expansao em Taylor,
o+ 1) = y(wo) + 5/ (o) + 3y (o) + O(1), (A5)
podemos escrever
Yoo+ 1) = ylw) + f (zoyl@o)) b+ 5 (w y(ao) B+ OF)  (A)

04
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e temos o valor de y em g + h com precisao de h3. O que o método de Runge-Kutta
faz é substituir f’ por valores de f calculados em outros pontos, mantendo a precisao ao
passar de xy para g + h.

Escrevamos a solu¢ao como

y(x(] + h) = y(l’o) + h (a1k1 + (ngg) + O(h3), (A?)
onde
ki = f (0, y(0)) = fo, (A.8)
ke = f (zo + boh, y(xo) + c2k1h) . (A.9)
Fazendo a expansao
0 0
ky = fo + tha—fO + Qfoh fo + O(h?), (A.10)

onde o fator k1 multiplicando ¢s foi substituido por fo e foram mantidos somente os termos
de ordem h pelo fato desta expressao ja estar multiplicada por h, em (A.7), dando termos

em h?, como se pretende. Substituindo, entdo, (A.8) e (A.10) em (A.7), encontramos

0 0
y(xo + h) = y(zo) + h (a1 + az) fo + hay <bga—fo + e fo {;) + O(R?). (A.11)
Sendo que também temos
ﬁ_ of dyaf 8f af (A.12)

dr ~ O0r  dzdy 8.75 Ay’

de modo que a (A.6) fica
2
y(@o + h) = y(zo) +hf0+% (8—fo+foafo) +O(h%). (A.13)

E vemos que, para a (A.11) ser igual a esta, devemos ter satisfeitas as seguintes relagoes:

G,1+CL2:1,

—_

asby = ascy =

O |

Escolhendo a; = 0, teremos as = 1 e by = ¢ = %, levando-nos ao método de Runge-Kutta
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de segunda ordem, em que as (A.7), (A.8) e (A.9) ficam:

kv = [ (0, y(x0)) , (A.15)
ko= f (mo + g, y(xo) + gkl) . (A.16)

Com isto, obtemos o valor de y em xy + h a partir de seu valor em xy com um erro
da ordem de h3. Poderfamos, agora, obter y(zo + 2h) a partir deste valor calculado e,
assim, sucessivamente, de modo que, apds n iteracoes deste processo, temos um valor
aproximado de y(x¢ + nh).

De forma analoga, poderiamos aumentar a precisao indo até termos em h*, o que nos
daria o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Neste caso, a passagem de x( para

o + h se da por

h

com

ky = f (wo,y(w0)),

h h
ky = f (330 + 5&(%) + 576'1) :

h h
ks = f (900 + E’y(%) + §k2) ;

ki = f (w0 + h,y(wo) + hks) .

Outros métodos ainda mais evoluidos, como o Runge-Kutta de passo variavel, encontram-
se implementados em programas de calculo numérico bastante conhecidos, como o Maple,
por exemplo.

No entanto, no nosso caso, temos uma divisao por zero em (A.3) e, apesar de termos um
limite finito, uma vez que o numerador também se anula, estes programas nao sao capazes
de evoluir a solucao além do ponto inicial. Ao efetuarem o célculo de kq, que é o lado
direito de (A.3) calculado em rg, eles constatam a presenga de um zero no denominador
e simplesmente interrompem o processo. Ou seja, para o nosso sistema em particular,
os programas de calculo numérico mostram-se completamente intdteis, sem obter nenhum
outro ponto além do inicial.

Uma forma disto nao acontecer seria através de uma mudanca de variaveis, de modo
que nos livrassemos daquela divisao por zero. No entanto, ao voltarmos as variaveis ori-
ginais, recairfamos no mesmo problema. Ou, entao, poderiamos considerar a expansao

da (A.3) para valores proximos do inicial e, uma vez o denominador diferindo o sufici-
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ente de zero a ponto desta expressao nao divergir, voltariamos a considerar sua forma
exata. Neste caso, a precisao dependeria, claramente, da quantidade de termos usados na
expansao para os valores iniciais.

Este foi, de fato, o método usado para se contornar o problema e, para isso, os progra-
mas de célculo numérico foram dispensados. O que se fez foi implementar um algoritimo
de Runge-Kutta de quarta ordem para a linguagem computacional “C”. Este e outros,
como o de passo variavel, encontram-se bem descritos e discutidos em [14].

Entretando, a obtensao dos coeficientes da série de Taylor para a segunda equacgao do
sistema acabou por ser uma tarefa incrivelmente dispendiosa para termos ja a partir do
terceiro. Algo que seria justificado somente caso realmente estivéssemos interessados em
alguma solugao particular com boa precisao. Como nosso sistema nao apresenta qualquer
solucao digna de maiores consideragoes, podemos nos contentar apenas com seus aspectos
qualitativos. E, muito embora estejamos reduzindo a precisao dos primeiros passos da
evolucao, isto nao significa que o resultado final va ser consideravelmente diferente do
exato, ao menos qualitativamente.

Agora, outro problema surge para se resolver a (A.1). Pois a expressao analitica de
seu integrando é desconhecida, sendo dada numericamente para valores discretos. Mais
ainda, seu valor diverge no ponto inicial, de modo que nao podemos, como no caso da
(A.3), fazer qualquer tipo de expansao em torno dele.

Porém, como é esperado que z(r) possua sempre valores finitos para qualquer r > ry,

podemos reescrever

ro+e 1 s 1 T 1
2(r) = / ——dr’ —i—/ ——dr’ = (5—1—/ ——dr’
SEERYA C oy L oy L

e resolver o problema para z_(r) = z(r) — . Esta, sendo nada mais do que um pequeno

deslocamento vertical da fungao z(r), no grafico de z(r) x r, sendo menor quanto menor
for . Temos, como condigao inicial, z_(rg+€) = 0 e, uma vez que o integrando permanece

0 mesmo, incluimos sua equagao diferencial, igual a de z(r), no sistema. Este, fica, entdo,

2
X
Y = TT (1 - 8aX), (A.18)
r—ro<d =X=X;+ X)(r—ro), (A.19)

X (160X — 1) (40aX?r® — X1 — 6b)

—rezd =X =
ror ~ r(r—>5)(80aX —1) ’

(A.20)
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r—ro<e =z =0, (A.21)

r—7"T 2 € :>Z,_ == 5 (A22)

em que d é suficientemente pequeno, de modo que [r — b(r)]”" ndo seja considerado,
numericamente, infinito, tal como para € em relacdo a equagao para 2z’ .

Depois de verificar que, para diversos valores de a e 7y, as solucoes apresentam o
mesmo comportamento, escolheu-se arbitrariamente para a solucao especifica exibida na

figura 4.1, o = 1m? e 1o = 4m. A (4.16) é satisfeita e temos para a expansao em (A.19):

X = 0.1042565109,
X{ = 0.399292709.

E, pelo comportamento inicial do gréfico, vemos que, de fato, z_(r) =~ z(r). Caso contré-

rio, teriamos, visivelmente, um “bico” em z_(rg + €).
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