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RESUMO

A Confetura Sandufche & proposia como um problema dé condictes
de contorno pana o formalismo canonido, em prineipio aplicdvel a qual
quer sistema §isico que possa ser podio nessa formubacdo, tendo parti-
cular interesse o campo ghavitacional; nesse caio, ela & formubada: o
conhecimento de duas geometrias tni-dimehsionais em duas hipersuperdi-
eies tépo-espago deve ser suficiente para a deferminacdo da geometria
do espago-tempo intermedianio. A Confetura tem sido thatada no Limi-
te da "Thin Sandwich Conjecture" (TSC) quando as hipersuperficies
codneddem e 04 dados se neduzem ao campo e a derivada temporal sobre a
hipersupengloie.,

Trata-se de um assunto ainda em aberto, mas cuja soluedo thard
contribuiedo, sefa a um-cnitinio de especificacdo de condicies de co-
ondenadas, sefa & formulagdo quantica da teonia [eonstrucio da " inte-
ghal sobre irajetonias”, de Feynman), alem de outnas aplicacdes.

Presentemente, a Conjetura Sandulche foi aplicada ao campo gra
vitacional graco e mostramos que as quantidades TT sdo  soluctes do
Sdnduiche; embora a condicdo de coondenada ndo tenha sido evitada, don
seguiu-se associa-La a sofucdo de uma equacio diferdneial (de Laplace).

Mostramos, ainda, qie, na teoria nio Linedr, as coordenadas
TT 4ao solugoes Locais do Sandulche.

Finafmente, o campo eletromagniiico formulado como um Sandu?-
che Zem, como solugoes, varidveis TT. Foi possivéd, ao menos fonmal-
mente, a construgao de um Sandufche §inito, com a solucao TT conreta.



INTRODUGAD

Bergmann! e Komar? ® e, independentemente, Wheeler® e outros®
formularam um problema do valor inicial para as equagGes de Einstein, a
partir da especificagdo das varidveis de configuragdo em duas hipersu-
perficies tipo-espaco, tri-dimensionais, distintas. A.Conjetura Sandui-
che (SC) propoe demonstrar que € possivel, com esses dados iniciais, ob
ter, via equagBes canonicas do campo, um Ginico espago-tempo entre as hi-
persuperficies; de modo geral, esse probiema tem sido tratado na versdo
simplificada em que as duas hipersuperficies coincidem e os dados se re

duzem ao campo e a sua derivada temporal sobre a hipersuperficie (TSC).

Entre outros interesses, se for possivel realizar a Conjetura San-
duiche, espera-se aplicar 3 metrica o metodo de Feynman® para quantiza-
¢30, 0 qual est2 intimamente relacionado a essa hipotese. [Esse metodo

envolve:

a) a introdugdo,na teoria quantica, do conceito de "soma sobre

trajetorias";

b) a construcdo de propagadores da funcdo de onda de Schréd-
inger, que s3o expressos como integral da amplitude de transicao entre
dois estados, sobre possiveis trajetorias classicas do campo entre dois
instantes de tempo; a amplitude de transicdo @ dada por

n N
exp ) ‘-i—-s(xi,tilxi_], t;,), onde S Eaacgdo cldssica entre

im~co

as posigdes no espaco de configuracao, X; & Xy respectivamente,nos



.

tempos ti e t
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Se o TSC pode ser preenchido classicamente, poder-se-ia associar a
essa construgdo uma “trajetdria classica" e uma agdo ndo nula e proceder
a construgdo da integral de Feynman?; essa integral levaria da matriz de

transicao entre duas dadas tri-geometrias.?»8s7

Na seg3o 1, apresentamos um sumario da formulagdo candnica de Di-
rac para teorias com vinculos e sua particularizacdo ao campo gravita-

cional.

No enunciado do Prablema de Cauchy para a campo de gravitagao, em
relatividade geral, encontra-se que as equagdes dinamicas do campo pro-
pagam, apenas, componentes espago-espago da métrica, que estdo  direta-
mente relacionadas @ geometria estabelecida sobre uma hipersupreficie ti
po-espaco. Esse resultado se transporta, naturalmente, para o formalis-
mo candnico, onde ¢ conceito basico & o de um estado (conjunto minimo de
variaveis canonicas que descreve o sistema) num dado instante de  tempo
(hipersuperficie tipo-espago, em termos relativisticos): as equagbes ca
nonicas do campo mostram como esses estados vaﬁiam, quando o tempo evo-
lui. Portanto, na defini¢do das variaveis canonicas para o campo gravi-
tacional, sZo importantes vaﬁiEveis inteiramente contidas numa hipersu-
perficie tipo-espaco, ou seja,variaveis que ndo se alteram por transfor-
magBes de coordenadas que se reduzem 3 identidade sobre a hipersuperfi-
cie (quantidades D-invariantes); as equa¢Bes canonicas levam D-invarian-

tes de uma hipersuperficie tipo-espaco em outra.

A invariancia da teoria sob um grupo de gauge implica em vinculos



entre as variaveis canonicas. Na eliminagdo’desses vinculos, & essehci-
al a imppsigio de condigdes de coordenadasi como essas condigdes nao sao
iinicas e seu comportamento em tempos Finitos posterioes 2 hipersuperfi-
cie inicial @ comp]etamente arb1trar1o, 0 que ex1ste e-uma classe de er
quivalencia de soTucoes, cujos e1ementos se re]ac1onam por transforma-
¢oes de coordenadas. A SC estuda a evolugdo no tempo de uma classe de
equivaléncia de geometr1as tri- d1mensﬁona1s, obtendo um par( (x) gmn(x))‘
e as condigoes de coordenadas, N (x) = gom(x) e N(x = [g°° ] e s @
partir da especjficagao de duas geometrihs tri-dimensionais em duas hi=

persuperficies tipo-espago distintas.

Na se¢do 2, apresentamos varias Fformulagoes para o TSC:
(1) formu1ag50 de Komar?, com o uso das variaveis canopicas de Dirac.

As equagoes de movimento se reduzem a equagoes a]gebr1xas para p 0

i’
vinculo &ZL =0 se torna equagdo algebrica para N e os ancu]os H,=0
constituem um Sistema de equagbes diferenciais, parciais, de segunda or

. A (enciais, r

dem, nao Tineares, nas incognitas N e, portanto, dificil de se sa-

m.’
ber, trivialmente, 3 respeito de existencia e unicidade de solugdo. Ca-

sos singulares padem ocorrer, indicando solugdes ndo inicas:

(II) formulacdo de Bergmannl, que trata’® problema de estabilidade das
equagoes do prdb]ema anterior. Esse método tambem ndo & conclusivo e in
dica possibilidade de solugdes ndo estgwe}s.

(III) formulagdo de Komar®, com a substituigdo das variaveis de Dirac
por um outro conjunto de variaveis cananicas. As equacgdes do TSC se

tranformam num sistema de cinco equacbes elipticas: a determinagdo do



espago-tempa interior ao Sanduiche pode ser tratada como um problema de
Dirichlet com dados em uma hipersuperficie bi-dimensional que limite uma

ragido tri-dimensional tipo-espago.

(1IV} formulagdo de Fourds ~ Bruhat®. Com ¢ abandono du conceiio  de
D-invaridncia e com o emprego da densidade metrica coniravariante, junto
com condigoes de De Donder, as equacdes de vinculo, g™ =9, se redu-
zem & um sistema de quatro equagBes elipticas para o TSC. Pode~se de-
monstrar que, com condigdes d¢ contorno convenientes, esse TSC modifi-
cado tem uma Unica solugdo ¢om valores especificaéas num contorno bi-di-

mensional de um dominio tri-dimensional?,

Na segdo 3, aplicamos o TSC, (I), para a teoria de campo fraco.As
solugbes s3o obtidas com o uso da decomposicdo APM para tensores sjmé-
tricos, ‘segundo o grd%o. de rotagaés’tri~dimen5*onais. A variavel
N, estd associada 3 parte vetorial do campo sobre a “segunda®  hiper
superficie; a variavel N ndo.aparece nas equagdes, mas foi ~possTvel,
através da forma de Pan® determinada pelo Sanduiche, e de sua Tei de

transformac3c pelo grupo de gauge, achar uma equagdo para N; as~

Prn®
sociado a essas solugdes & um tensor dq tipo transversal. Esses resul-

tados estdo em acordo com o metodo AW para a aproximagdo linear.

Mostramos, ainda, que, na ;eogia nao linear, a imposigao de que o
campo se propague, localmente, com traﬁo nulo e divergencia nula leva a
solugdes linicas para 0 7SC. Como 2 decomposigdo ADM usual (existe
uma generalizagdo para espagos curvos) so & valida num espago chato, ©

que fizemos foi mostrar que, num sistema de coordenadas, no qual a tri-



geometria seja Tlocalmente chata, pode-se "preencher" o Sanduiche com

varidveis do tipo TT.

No apendice, aplicamos (I) ao campo eletromagnetico. 0 TSC g-tri
vial e obtivemos as solugoes tﬁansvefsais esperadas. Foi possivel for-
mular um SC, por meio de um desenvolvimento em série das variaveis
canonicas em torno da "p(imeipa" hipersuperficie: solugdes Unicas fo-
ram achadas, ao menos formalmente, em termos das componentes _ transver-

sais dos dados do problema.

Empregamos a seguinte notagdo:

1) Jndices gregos: 0,1,2,3
2) 3ndices latinos: 1,2,3

3) assinatura: -2

4) Tletras cursivas para tensor de Ricci e escalar de curvatura se re
ferem 3 geometrias quadri-dimensional e letras de imprensa, a3 geometria
tri-dimensional. Assim, GR —_— q?iséo entidades da geometria quadri-di -

mensional; Rmn’ R s3o entidades da geometria tri~dimensional.

5) a afinidade da geometria quadri-dimensional & indicada pelo sim-

boTlo de Christoffel:

TESINE NI

o T S, T gﬁv,o)
enquanto a afinidade da geometria.tri-dimensional & indicada por T;n .

6) derivadas covariantes construidas com afinidades da quadri-geome



tria s3o indicadas por ponto e vTrgu]a (s) e, na tri-geometria, por bar

ra. Por exemplo,
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1. FORMULAGAO CANONICA PARA 0 .CAMPO GRAVITACIONAL

Seja uma teoria de campo, cujas equagbes de movimento podem ser ob
tidas a partir de um principio variacional. A integragdo das correspon
dentes equagoes de Euler-Lagrange depende do enunciado de um Problema do
Valor Inicial®: Dados uma hipersuperficie tri-dimensional imersa numa
variedade espago-tempo, os valores das variaveis de campo e um nimero su
ficiente de suas derivadas normais, construir uma solugao das equacdes

de movimento da teoria, que se reduza a esses valores na hipersuperficie.

A natureza da hipersuperficie e dos dados iniciais depende, em ge-
ral, das variaveis envolvidas e de suas equagBes de movimento. Para teo-
rias satisfazendo a equagbes do tipo hiperbdlico (que & o caso do campo
gravitacional, desde que a métrica & indefinida), uma superficie inicial

conveniente e aquela em que as normais, zu , obedecem 3 desigualdade

ARV %, by > 0, AV sendo os coeficientes dos termos da equagio da teo~
. . » ~ . ~ 9 N

ria, com major ordem de derivagac na direcao normal . Para teorias em

que os A"Y coincidem com as componentes do tensor métrico, g  vem

UV

¢ Ry, > 0 e a hipersuperficie inicial & do tipo-espago. 0Os  dados

iniciais para essas superficies serdao o valor do campo e de suas deriva-



das normais primeiras sobre a hipersuperficie, desde que as equagoes do
campo sejam equagdes diferenciais de segunda ordem. Supondo que, local-
mente, exista um sistema de coordenadas em que iP =6%(g°63"1/2 s as
derivadas normais primeiras ser@o proporcionais 3 derivada temporal: Fi

ca, assim, definido um Problema de Cauchy.

0 teorema de Cauchy -Kowalewski estabelece que o problema do valor
inicial admite solucdo Unica, desde que seja possTvel explicitar as equa
¢Oes do movimento para a derivada normal de maior ordem das varidveis de
campo®; por exemplo, explicitar para derivadas segundas normais 3 hiper-

superficie, no caso de equagdes diferenciais de segunda ordem.

Dadas as equagoes que descrevem algum sistema, tem-se a liberdade

de fazer transformacdes de coordenadas,
3 i
ST ep s YA (x') = YA(x) + GYA(x)

onde os descritores, gﬂ, sag fungbes de pontos do espago-tempo; ou trans
formagbes nas variaveis de campo,
y u oo
Yalx) = YA(X) = Ya(x) + hp(x)s X »x" =X

onde h,(x) sdao fungbes de pontos de espaco-tempo: essas transformagGes
deixam invariante a forma das equages da teoria e relacionam descrictes
equivalentes do sistema. Tais grupos de transformagoes podem ser dividi
dos em duas classes'®: a primeira, {Gp} , onde os decritores sdo fungdes
dadas de um niimero finito, p, de parametros e outra, {6__1} , ca-

q
racterizada por um conjunto de q fungSes. A invariancia da integral



de acdo sob { Gp' } da origem a consertvagio-de um conjunto de p funcig
nais das’ variaveis de campo (teorema de Noether) e a invariancia sob
" qu } , aqui chamado grupp de gauge, da origem a um conjunto de q i-
dentidades (identidades de Bianchi), envolvendo as equagoes do campo.
Pode-se mostrarjs, que, em conseqliencia dessas identidades, os coeficien-
tes dos termos das equagoes do movimento, com maior ordem de  derivagdo
na diregao norma] a hiperjsuper:ﬁcie, formam uma matriz singular e, por-
tanto, ndo & possivel explicitar as equacdes para a derivada normal de
maior ordem, para todas as varidve{s de campo. Conseqlientemente, o Pro-

blema de Cauchy ndo & bem definido nas teorias gauge-invariantes.

A passagem para o formalismo canonico envolve a definigdo dos mo-

menta conjugados

3.8
. A
ot = 3 = P(yps Ya,0)
1,0

onde ol E a densidade Lagrangeana do sistema. 0 sistema & descrito em
termos das variaveis (IIA,' yA), obtidas do conjunto (yA; Yp 0) por uma
transfortmagé'o de Legendre. 0 Jacobiano da transformagdo & o determinan-

te construido com a matriz

BpA L

Yg,0  Wpo0 Vpyo

que 8, justamente, a matriz dos coeficientes dos termos em derivadas se-

gundas no tempo (maior ordem de derivagdo nas teorias consideradas) nas



equacdes de Euler-Lagrange. Portanto, se o jacobiano & nulo; o que acon

1
tece nas teorias gauge-invariantes, os momenta nao s3o todos independen-
I
* N - . -~ N . . < PSS
tes” , o que equivale 3 -existéncia de vinculos (vinéulo$ primarios ).

A Hamiltoniana ndo & univocamente definida, pois a adigdo & Hamil
toniana, de combinagBes lineares arbitrarias dos vinculos primarios sig-
nifica somar zeros (em "valor")., As equagbes canonicas envolverdo por-

tanto, coeficientes arbitrarios!!,

A hipersuperficie do espaéo de fase onde se processa o movimento
estd restrita pelos vinculos primarios. Como o movimento gerado pela Ha
miltoniana deve-se processar nessa hiperfuperficie, pois estados fisicos
sao definidos nessa regiio e o movimento de estados fisicos e uma: cole-
¢do de tais-estados, & uma condicio de consisténcial®’ da teoria que vin
culos primarios se mantenham durante o movimento, isto €, tenham Paren-
teses de Poisson nulos com a Hamiltoniana. Nesse processo, novos  vin-
culos podem ocorrer'! e, caso ocorram, a condigio de consistencia deve
ser imposta,ate que se obtenha expressoes identicamente nulas, por exem

v
plo, combinacdo linear dos vinculos previamente achados. Aos  vinculos

assim introduzidos da-se o nome de vinculos secundarios!'; diferem dos

primarios, no sentido que estes sao conseqiiericia da definicio dos momen-
ta e aqueles envolvem as equagGes do movimento e, portanto as fontes do
campo. MNesse processo, deve-se observar que os vinculos sao  equagoes

fracas no sentido de Dirac!!, isto &, sdo expressoes nulas somente so-

* Evidentemente, tem-se de considerar o "rank" da matriz Jacobina, que
permita a pelo menos uma parte das variaveis ser independente na

transformacao.
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bre a hipersuperficie de vinculo. Por hipersuperficie de vinculo enten~
de-se a regido do espago de fase na qual todos os vinculos sejam simul-

taneamente validos.

0s vinculos podem ser divididos em suas classes*®:

canonicas que tenha Parenteses de Poisson nulos com todos os  vinculos
da teoria & dita de primeira classe. Dermons tra-sel® que o  Parenteses
de Poisson de duas grandezas de primeira classe e de prifeira classe.
Esses vinculos mapeiam a hipersuperficie de vinculos nela mesma e geram
transformagdo de gauge?. A Hamiltoniana & um vinculo de primeira clas-

sel?,

b) Vinculos de Segunda Classe: Sdo os que tem Parénteses de Poisson ndo

nulos com pelo menos um vinculo sobre a hipersuperficie de vinculos. De
monstra-se’? que mapeiam pontos da hipersuperficie de vinculo em pontos

fora da hipersuperficie de vinculos.

No formalismo canoniée, a condigdo inicial do problema deVCauchy 2
um ponto (T A, ?A) no espago de fase; uma solugdo é%s equagbes canoni-
cas do campo e um ponto (ﬁA, yA), obtido do anterior através de varia-
¢oes & nA, S ¥y geradas pela Hamiltoniana; o conjunto de todos 0s
pontos assim obtidos, uns dos outros,forma uma trajetﬁria no espago de
fase: a cada condigao inicial cogtesponde uma trajetoria e as varias
trajetorias correspondentes a condigBes iniciais diferentes ndo se cru—
zam. Se a teoria @ gauge-invariante, os vinculos primarios e secunda-

rios eliminam variaveis cujos comportamentos ndo descrevem o sistema.



H

Como as equagdes envolvem coeficientes arbitrarios, devido @ ndo unicida
de na definicao da Hamiltoniana, a integracdo das equacdes depende, ain-
da, da escolha desses parametros, isto &, da fixacdo de uma gauge. Por-
tanto, existe um conjunto de trajetorias que se cruzam na hipersuperfi-
cie limitada pelos vinculos primarios e secundarios e a restrigao final

ao espaco de fase & feita,impondo-se condigoes de gauge.

A Teoria da Relatividade Geral & invariante pelo grupo.de trans-
formagoes gerais de coordenadas, dependendo de quatro fungbes arbitra-
rias que contem «* parametros e todos esses resultados se transportam

para sua formulagdo candnica.

As equacbes de Einstein para o campo gravitacional na ausencia de

fonte sao

= -4 @/ =
6, =®,, > guvﬁi 0 (1.1)
onde o tensor de Ricci da geometria quadri-dimensional & definido por

~ o _ro _rQ ‘04 B ©(1.2)
CNER S INER S IR S B SRS

- VR
@ =g @w (1.3)
€ 0 escalar quadri-dimensional de curvatura.

As equagbes (1.1) s3o obtidas a partir de um principio variacional

com densidade Lagrangeana

b= (1.4)
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ou, equivalentemente, por
v e By e B (1.5)
°£-/—9'9 [{uﬂ}{va} {uv}{as}]

que diferem por uma divergencia total.

As Identidades de Bianchi do campo gravitacional s3o as quatro re-
Tagdes

Y, v=0

A Lagrangeana (1.5) pode ser escrita na forma
B=2(2) + H(1) + B(0) (1.6)

onde &ﬂ(Z)  quadratica e homogénea nas derivadas temporais; <) (1) @
Tinear e homogeneas nessas derivadas e;ﬁ(o) nao contem derivadas tem-

porais. Tem-se

H(2) = /T 9% Gpg I, (€™ - ™ ™)

om _on

onde eM=gm- 9.9 - | Observa-se que em £(2) nao ocor
00
. g
rem derivadas You,0 *

Dirac’® mostrou que se pode adicionar a (1.6) uma divergencia to-

tal
om om

P- [ (/7 ) Z°° Jo Leam0 Z=Ton 01




de forma que a nova densidade de Lagrangeana ndo-contenha: derivadas

gO"IJ,O:

Lp= @+ (L) + DY+ £(0)

(1.8)

nt

Ly+ L5+ Lo

Utilizando esse fato, as corjr:espondentes equacoes de Euler-Lagrange

para o campo gravitacional podem-se escrever:

W 3 LD 2L D %
¢ = 3q- 5 gmn,oo_ 3q - 3g - g&.ﬁ,io 3q - 39 a8,0+
guv,o 9mn 40 gu\),o aByi gu\),o aB
sL
+ D .o
Ggw
ou
‘ SL
D
Gou = =0
4]
gou
<
.. 32 LD 325D 324D
6 = - s 5 %mns00 ~ 5 5 9o8,mo0 ~ 5 5 9ag,0"
943,0 %mn,o 9550 Jagam 943,0.9908
SL
+ D__. 0
89.

ij
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5 gpv,r) € a Lagrangeana total e indica de

onde LD = LD(guv; 945,0

SgaB
rivada variacional.

Essas equagbes envolvem, apenas, derivadas temporais segundas das

variaveis . Das dez equagdes, seis (6'J = 0) sdo equacGes de pro

Smn
pagacdo para essas variaveis, contendo parametros arbitrarios, 9pp *
as quatro restantes (6°" 2 0) s3o equacBes de vinculagdo entre os dados
iniciais. O Problema de Cauchy se divide em duas etapas!®:

a) Problema das Condigbes Iniciais: Consiste na procura dos  dados
de Cauchy satisfazendo,sobre a hipersuperficie inicial tipo-espago, ao

sistema G* = 0.

b) Problema da Evolugdo: Consiste na integragao do sistema 63 -0

para os dados de Cauchy que satisfazem ds condigdes do primeiro proble-

ma.

Bruhat demonstrou'® que o Problema da Evolug3o tem uma dinica solu-
cao (a menos de transformagdes de coordenadas), numa vizinhanga da hiper

superficie inicial.

NOTACAO.
Esta-se considerando os dados iniciais definidos sobre uma hiper-
superficie tipo-espago e que exista um sistema de coordenadas tal que,

0

Tocalmente, a equagao da hipersuperficie seja x = constante.

A existencia de um campo vetorial tipo-tempo, zu, local, fornece

um metodo de construcao de uma hipersuperficie tipo-espago, normal a

]
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2u1°. No sistema de coordenadas em que x° = constante, essas normais

tem expressoes

x! classifica um ponto sobre a hipersuperficie e x° continua o sis-

tema de coordenadas fora da hipersuperfidie.

.
As variaveis nao dinamicas, o sdao, por (1-9), utilizadas na

fixagdo da hipersuperficie inicial.

D- INVARIANCIA

D- invariante € uma fungdo ou funcional, definida sobre uma dada
hipersuperficie tipo-espago, tri-demensional,imersa no espago-tempo,cuja
Tlei" de transformacdo sob uma transformacdo infinitesimal de  coorde-
nadas, ¥ »x™ = ¥+ &', ndo envolve as derivadas parciais do des
critor, normais 3 hipersuperficie, isto &, ndo contem éj, ot Sdo
objetos que‘“{ndependem, pois, da continuacdo do sistema de coordenadas
imediatamente fora da hipersuperficie e permanecem invariantes por trans
formagao de coordenadas que se reduzem 3@ identidade sobre a hipersuper-

ficie, embora sejam arbitrarias fora dela.

Demonstra-se'?, que as componentes espaciais de qualquer tensor co
variante formam um D-invariante; as componentes espaciais de um tensor
contravariante nEo formam um D-invariante, mas sua projecao sobre a hi-

persuperficie @ um D-invariante, Por exemplo, sao D-invariantes
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Tin (%)

™ - g% o 8% T8 (x)

onde Buv , @& o operador de projecdao sobre uma hipersuperficie tipo-

espaco,

- . o - ; .
+se f(x) e umescalar, f,i e f, af sao D-invariantes.

Agora, e possTvel associar uma geometria intrinseca 3 hipersuper~
ficie tri-dimensional considerada. Com (1.9), o tensor metrico & o D-in
s .

. variante gmn(x), -det(gmn) = p > 0; sua inversa & o D-invariante

om _on
mn mn 99 ma m
=49 00 e -
9

e e™ 530 usados para abaixar e levantar indices na geometria

Srn®
tri-dimensional. A metrica tri-dimensional @ dada por

ds? = g dxi dx' <0

onde x' s3o coordenadas de pontos sobre a hipersuperficie.

As quantidades D-invariantes sao convenientes na descrigdo da di-
namica do campo gravifacionaI, desde que ndo sdo afetadas por transfor-

magoes de coordenadas fora da hipersuperficie e toda variagao normal
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que sofrem & gerada por movimentos fisicos e, em particular, pela Hamil-
toniana. Assim, quantidades dinamicas serdo definidas a partir de D-in-
variantes e ¢ movimento do sistema consistira em Jevar D-invariantes de

uma hipersuperficie tipo-espaco em outra.

Diferentes valores das variaveis Iou correspondem a  diferentes
escolhas da hipersuperficie x° =t + e,¢e infinitesimal, e a diferen-
tes sistemas de coordenadas x" na hipersuperficie x®=t+¢; a ca-
da escolha dessas variaveis corresponde uma fixacdo do sistema de coor-

denadas.,

VARTAVEIS CANDNICAS

Alem dos D-invariantes I variaveis de configuragio, tem-se,

tambem, os D-invariantes!®
306D {ap}
3gmn,o God

ma enb -

(e &M g2by  1,70) -

. [o]
Em relagao a geometria tri-dimensional, { a b } se comporta como

(e]e}

tensor de segunda ordem; Yo COMO vetor; g , como escalar; portan-

to, pmn €.uma densidade tensorial de peso + ™2

As componentes p°Y sdo eliminadas trivialmente (vinculos prima-

rios):

38D
pH o= =0 (1.11)

agdﬁ,o



0s Parenteses de Poisson fundamentais sdo definidos por:

1 [}
[y, PR )= (g 6TaxDs g (874 1] = 0
0 1
[gmn(xr,x Y P, x°)]= ——-; (s & + 5 8p) 8(x"=x"")

HAMT LTONTANAY®

Seja uma varidvel dinamica, n, na superficie x° = t, tal que de-
penda de Gy » Tas nao de Gop 3 N pode ser, ou nao, Tocalizada em

um ponto x” da hipersuperficie.

e TR
Por uma transformagao infinitesimal, xu +x'" = xu + au(xr), ava
riagdo de n serd linear (em primeira ordem) nas funges a:
. 3
sh=[ g atdx (1.12)
<° u )

" onde £ sdo fungbes de x', x2, x3, independentes de a. Tem-se:
u

Com a defini¢do do deslocamento normal de um vetor:

) ].l\ o gou ) QOOEO gom Em
g =0 g = g = +
) ngO /gOO /goo

explicitando para & :
)
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gl 9 & 1
- - m_ . mn
go i 00 00 ) ) BL*%n e En o
9 g /4
Sa0m
onde se usou e™ gon“ =- 9
00
g
Logo,
= __E_E.._+ e™ ¢ ‘l 3 x (1.13)
Mg o Yon m | d )

X ;/g_°—°’ '

gL e, sao determinados por (1.12) e se referem, respectiva-

mente, a deslocamentos normal e tangencial @ hipersuperficie, pois, por

definigdo, para qualquer vetor, £ =2 & + & , onde W& = B> £ e
P T " (TR

"Em = Em ; independem, pois, de g _°. Obtﬁm-se, entdo, equagbes de mo-

ol
vimento na forma (1.13), a partir de uma Hamiltoniana:

Ihr
H = J [ + g, e dbs }dax (1.14)
XO /gOO -

onde It e dbm  s3o independentes de Oy » desde que

an = [n, ;QL] =g 60 = [n, e's ﬁs] =e g (1.15)
% )
A
De (1.15), interpreta-se iﬂ?m como gerador das transformagbes canoni-

cas infinitesimais de coordenadas sobre a hipersuperficie e %L’ das

transformagdes canonicas de coordenadas fora da hipersuperficie.

Da imposigao de que os vinculos p°” = o sejam mantidos no tempo,
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vein que:

T 9
[0, 200 10 = 4 B )

1
[p°° (", x°), H(xo)_] e /gE-fZ@L(xr, x°) =0

econseqlientemente,

D=0, B =0 (1.16)

serao os vinculos secundarios. Sua expressao foi obtida por Dirac'®:

™ = - 2™ |n =0 (1.17)
onde | ®& a derivada covariante calculada com a afinidade da geometria
tri-dimensional; ,

B o, - L 2) + /5 R (1.18)
L 7 P Pap > p p'

onde R & o escalar de curvatura da geometria tri-dimensional e p = em"pmn.

Demonstra-se’? que o Parenteses de Poisson entre ;GZL =0 e
Sf@m = 0+ & uma combinagao linear dos proprios vinculos; sdo, pois, .de

primeira classe e esgotam os vinculos da teoria.

EQUACDES CANDNTCAS

Com a notagao



]
g =N =N (1.19)
om~ m’ /g;w
tem-se:
x-:'::y'l '| A
J‘P gmn = f [gmn-a N;_ ~t ] d? x' = len + Nn‘m (].20)
“r
. i 2N L1
l%gmn = f [ 9o '\l'Y"‘f'ojL_J d® x" = —/'Fj_'(pmn =7 P %) (1.21)
L
. (1.22)
]
ég P J’ [ ™, N;‘ W] e x - - anr p™M ler ™ (N pnm).,r
r
; - N
s p™ - I [ o™, N'ﬂ;L] 4 xi=NBRM - 5 Mg
Y8, 2
N 1 2N 1
+ Y= ‘emn(pabpab - = Pz) - __/_6____ (pma p’g - = P pmn) +
+ vp (nlmn g yla (1.23)
e .
20 1
mn
gmn,o

=Nm|n+anm+ —fa—(p ‘—é;pgmn) (1.24)
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) N
pmn,°=_Nn[r prm_ler pr.‘n + (NY‘ pmn)[r_N/ﬁRmn_z./a emnR+
N 1 2N ]
mn , ab 2 ma .n mn
e e (P Pyt P) - —— (P P —PP) *
2/5 2 7 a7
+/p (N]mn - Myl a) (1.25)

A gauge - invariancia da teoria elimina os 9y, como variaveis
canonicas, desde que est3o associados ao sistema de coordenadas, e os
momenta correspondentes, p°u , serao os vinculos primarios. Das 12 va-

mn,

ridveis restantes, (p gmn)’ 4 s3o eliminadas pelos vinculos secun-

darios, restando 8. As variaveis N =g, e N = (g°°)'1/2 ain
da s3o retidas nas equagoes do movimento, na forma de parametros arbi-
trarios, que s3o usados para fixar a gauge. A integragdo das equagbes
so € possivel apds a fixagdo do sistema de coordenadas, o que &limina
mais 4 variaveis, restando somente 4 graus de liberdade para descrever

o campo gravitacional.

Uma vez fixado o sistema de coordenadas, o que ndo & de forma al-
guma feito de modo lnico, desde que a escolha de coordenadas & arbitra-
ria, poder-se-ia, em principio, passar a integracdo das equagbes. En-
tretanto, para tempos finitos posteriores, ndo & claro que o sistema de
coordenadas inicialménte fixado deva-se manter; pelo coﬁt}ério, sypEe-se

que o campo gravitacional determina o comportamento de reguas e reldgios



23

e isso de tal forma que qualquer comportamento @ admissivel (com a res-

g s 0] * s
trigao de determinarem uma geometria Riemanniana) . Portanto, define~se

CLASSE DE EQUIVALENCIA®

Dadas as condigbes iniciais em uma hipersuperficie  tipo-espago,
uma solugdo das equagdes do campo & um par (e™, gmn)’ obtido a  partir
dos dados iniciais via a Hamiltoniana D-variante H = f (Nm LA N'QL)dsx;
o conjunto de todas as solugOes que podem ser transformadas umas nas ou-
tras por simples reescolha dos descritores N, N E‘chamado classe de

equivaléncia de solucges!®.

0s membros da classe de equivalencia s8o diferentes descricbes da
mesma situacao fisica (no sentido de que correspondem a diferentes esco-
Thas da gauge): no espago de fase, a classe de equivaléncia @€  formada
por um conjunto de trajetorias que se interceptam (na superficie de vin-
culo pu650’$§go, dZL = 0) e &, portanto, uma trajetdria no espago de
fase reduzido pelas condicbes de coordenadas. A classe &, pois, univo-
camente determinada pelas condigbes iniciais e pelas equagGes do campo
e, por isso, & dita causal'® com as condigBes iniciais. Obviamente, di

ferentes classes de equ1ya1§nc1a nao se interceptam.

A identificacio da classe de eguivalencia permitiria, pois, defi-
nir univocamente a dinamica do campo gravitacional. Metodos associados

a essa idafa sfo os "observavels - constantes do movimento"!® de

(*) Observa-se que, a rigor, isso s0 & valido para campos gravitacionais
fortes.
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Bergmann e o formalismo Hamilton-Jacobil?s 18, 19, 205 21

De particular interesse s30 as subclasses de equivalencia, forma-
das pelas geometrias tri-dimensionais: chama-se tri-geometria, e se "in-
dica 33 , @0 conjunto dos gmn('x) (D-invariantes) relacionados por
tr:ansfor;nag'ées geradas por SL?am (tr:ansforjmagﬁes de coordenadas  tri-di-

mensionais).

2. CONJETURA SANDUICHE

A Conjetura Sanduiche (SC) & uma alternativa de formulagdo de um
problema do valor inicial, canonico, para o campo gravitacional. Ela
propoe que do conhecimento de duas tri-geomé\{:rias seja possivel determi-
nar, via equagoes canonicas do campo, a?’c*]’ésse de equivalencia 3@ qual

pertencem € que essa classe seja dnica.

FORMULACAO GERAL'
Seja uma teoria de campo, descrita pelas variaveis canonicas

(pA(x), Ya(x)), V<A<N, com M<N vinculos de primeira  classe,
. . .
Ca(p (%) YA(x)) =0, l<ag<M
[c,¢] (2.1)
1
Esses vinculos geram trjansfor:magﬁes de gauge e, a partir de um

YA(x), sao utilizados para construir uma classe de equivalencia de YA's,

o analogo & 3% .

CONJETURA SANDUICHE (SC):

Dados Yp(x", x°E't') =V, (K)e Yy(x", x® =t") = Y, (%) assuiiin
do valores, respectivamente, em duas hipersuperficies tipo-espago dife-
rentes, X =t e X2 = (Yo e Yp sdo dois

nantne  nn  esnaco de confiquracao), existe uma classe de equiva-
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1éncia contendo os dois pontos e, se existe, & Unica?

A classe de equivalencia &, por definicao, determinada pelo conjun-
to dos (pA(x), Ya(x))s solugoes das equagbes da teoria, e das possiveis

condigoes de gauge que relacionam solugdes equivalentes. Assim,

a) equagoes do Sanduiche: c,=0 'W
B=c, =0 (2.2)
Yoy = 8H >
6pA
A SH
p 30 = ——
8Y, )

onde os N s3o fungbes arbitririas dos (pA, yp)-

b) dados iniciais: yA(;), yR(;) em x° = t' e x° = t"(t'<t"), respec-
tivamente.

- -+
b) incognitas: Yalx, x7)

Ne (pA(x), YA(x)), th<ex <t"

Conjetura Sanduiche no Limite em que as hipersupenfieies coincidem{TSC):

0 problema & simplificado, se se supog

Y, (x,t")
A bty s
ax° -7

Y(Tht) = V(L) + (t-t)
YA(xr,t), t' <t <t", fica determinado pela express3ao acima, desde

A, (x",t) -
—~——————— sejam dados. Nessa aproximagao, po-

n

que t-t' e Y!
A,O 3XO



26

de~se considerar, portanto, YA e YA como dados e perguntar por
>0

AN P <t <t* . O numero de incdgnitas & reduzido e, con-
seqlientemente, um dos grupos de equacOes se torna desncessario a determi
A

,0'=-'""6‘H—" , des-

nacao das solugbes; @ conveniente retirar do conjunto p
. &Y
A

de que ndo contem todos os dados iniciais.

Um esquema desse,so tem sentido para o campo gravitacional, no 1i-

mite em que &t - o 3 nesse limite, o TSC se enuncia:

N\

a) eduagaes do Sanduiche: C_ =0

-a -

W=nc, =0 > (2.3)
y. o _oH
Ao SpK }

Pt e s . | = 1

b) dados iniciais: Yy (x,th) =Y ()
YA,o (xr,t') = Y‘A’0 (xr)

¢) incognitas: P, M em x° =t

0 Sanduiche define a trajetdria classica do campo entre as hiper-

superficies x° =t' e x%° =t" como o conjunto dos valores assu-

midos pelos YA numa sucessao de hipersuperficies tipo-espago:
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% =t) =) en X0 =t

Y (xf, xX% = t" +¢) = YA (;) nox0 sty g
I

FCE SR B ¢ £ ooy

(*) 0 metodo de HamiTton-Jdacobi para esse problema envolve um funcional
de agdo, S(Y; | YA) , que gera as transformaces canonicas que Tevam aos
valores iniciais do problema. Esse tipo de agdo & utilizado para cons-

truir propagadores na teoria quantica,Ndefinidos, segundo Feynman®, por

N A" (x) dY"" (%)
" 3 . 1 1+ 1 N A ose
YY"s t") = lim exp 3OSty LY ] [——ll-————————-——
A §t+o J [ " e MM TILL A
v (x)
A
.

onde ¢ @ a fungdo de Schrodinger, S € a agao cldssica,os)'s sdo fato-

res de normalizagdo e a integracdo & feita sobre todos os valores possi-
g -

veis dos Y,(x) nas varias hipersuperficies (integral de trajetoria de

Feynman)® .
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TSC PARA 0 CAMPO GRAVITACIONAL

(1)?
- Aplicando as considerjagb’es anteriores.ao campo gravitacional e

usando as varidveis cannicas introduzidas por Dirac, Komar? formulou um

TSC completamente locai para a Teoria de Einstein,

A classe de equivalencia @ determinada, se, a partir de

a) dados iniciais:
. r o
gmn(x s %)

r Oy _ O._ 41 -
hmn(x » X)) Im,o M X'= t constante
Eventualmente serdo dadas condigles de contdrno so

bre a hipersuperficie tipo-espago.

via
b) equagGes: vinculos de la. classe

- 2p™ |n=0 (2.4)
) I

.
VB~ — (0™ p

1
. :
- p%)+ /p R0 (2.5)
/5 ab -,

equagoes de propagagao

2N 1

Mon = Nogn ¥ Mam * _‘/E_(pmn- Tp 9on)  (26)

for possivel obter:
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c) incognitas:
pm"(xr, x%) e as condigbes de coordenadas

Nps N ,em x%=t' = constante

Calculando o trago de (2.6) e explicitando essa equagdo para Pn’

.
p=- —Np— (h - ;Nala) (2.7)

G a
Pan = N [ Bon = Majn ~ Nujn ~ Opa(h - N [a) ] (2.8)

A substituigdo de (2.8) no vinculo §ﬂ{ Jeva a uma equagdo algebri .
ca para N:

N s - JF’{’— #2.9)

- - mn _ amin _ enimy
mn NmIn Nn[m)(h N ! N

(2.10)

2

1
- a
T(h 2°),)

Substituindo (2.70), (2.9) e (2.8) no vinculodb™ = 0, obtem-se o

conjunto de equagdes para Ny?
_ ymja alm m. g2 MmN, N - -
[- 02 gy pelma s g g ne g TRE h,n] [(hrs Nt = Npp) X

, o |
X (0" - Nrls o owslry o 2Nb]b)2_| - 4[- anin _ ynlm + 20, 1 €™ 0]

[}hksln ) erlsn)(hrs_ers_Nslr)_(h_znb'b)(hln_ ZNj|jn) ]': 0 (2.11)
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A solugio N" = &" (9,5 Map)s substituTda em (2.10) e {(2.9),
levaria & solugio N = & (9ap» hap)- Essas solugdes das equagdes de vin
culo, gm e £, forneceriam, via (2.8), variaveis Pan compativeis com
os vinculos e fungOes dos dados iniciais: Pan = Pun (gab’ hab); pelo ptg
cesso de obtencao das solugoes, 9ab & compativel com os vinculos. 0 te
orema de Bruhat pehmitiﬁia concluir que estaria determinado um espa-

go~tempo Unico, a menos de transformagdes de coordenadas”.

Entretanto, (2.11) & um sistema de equagoes diferenciais parciais,
de segunda ordem, n3o homogeneas, nao lineares e nada se pode dizer, a

priori, sobre existéncia e unicidade de solugao?.

Dificuldades aparecem, ainda, com as situagdes especiais:

a) os dados iniciais resultam em R = 0, Nesse caso, ter-se-ia, em
lugar de (2.9), ¢ = - RNZ. Essa expressdao nao pode ser resolvida para
N, que permanece, entdo, indeterminado. Fazendo R = 0, resulta que os
N" teriam de obedecer 3 relacio 1 = 0, contendo termos quadraticos em
suas -derivadas, além de serem solucdes dos vinculosJB™ = 0; como esses
vinculos contém N, o sistema ndo & superabundante, mas desde que N &

m
indeterminado, o mesmo acontece com N .

b) ao substituir N = éﬂ (gab’ hab) em (2.10) pode  resultar,

eventualmente, N o= - —E— < 0. De modo gera[z, essa situacao pode ser

R W
contornada, dando-se  N"(x2, x®) e — (x*, ¥) , arbitrariamente,
9x :

numa hipersuperficie x' = constante, de tal forma que, finicialmente,
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3% N"
ax? ax!
_dados iniciais. Entretanto, devido a-arbitrariedade de escolha de seis

N0 e (2.11) possa ser resolvida para em termos dos

fungdes arbitrarias de duas variaveis, as solugdes ndo s3o inicas.

Em resumo, além de (2.11) ndo ser de analise facil, os casos

especiais indicam solugbes ndo Unicas.

()"

Bergmann® formulou o TSC sob um ponto de vista complementar a0
anterior, analisando a estabilidade das solugBes de (I), isto &, se exis
te solugdo para o Sanduiche, numa vizinhanga de uma solugdo conhecida:
Supondo que variagoes da trajetoria inicial levem a outra solugdo
particular do problema, existe solugdo das equagbes do Sanduiche, agora
equacoes para os acrescimos, consistentes, com essa imposicao? Em geral,
se o problema modificado n3o tem solucdo, o problema original tem solu-
¢80 Unica; caso contrario, indica a existéncia de uma solugao na vizi-
nhanga da solugdo original. Essa variagao pode ser feita de duas manei
ras:

a) variando os dados iniciais e a trajetdria. Por outro lado, essa

variagdo dos dados iniciais pode ser feita variando g, ouh . ou ambos .

b) mantendo os dados iniciais e variando a trajetoria. Obviamente,
esse & um caso particular de (a), para variagoes nulas dos dados inici-

ais.

Supde-se entdo, variacoes infinitesimais; apenas numa hipersuperfl

hmn > Non f 2mn (2.12)
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e variagoes infinitesimais na, trajetdria

mn ‘mn mn

R (2.13)
N N (2.14)
N+ N+n ) (2.]5)

onde p™, N e N sdo solucBes do Sanduiche.

m

As equagbes de vinculo se tornam, desprezando termos quadraticos

nas variagoes:

" = - an"[n =0 (2.3)"
2 1

%L - ™ - —» &™) T =0 (2.5)"
P

equagdes de propagagao:

(2.6)"
2N 1 2n 1
% = "min * Mnjm * /e (Mg, T“gmn) * '/;(pmn B ?p In)

(2.4)', (2.5)" et(2.6)' formam um sistema de equzggBes a ser resolvido

mn

para m ', n_  &7Na

m

Seguindo a teécnica anterior, Tn deve ser explicitado de (2.6)':

/o n .
Te-——(a-2n’,) - —p (2.7)
N N
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T =

g /0
m = Ty

a n )
(3 = 29py) - N Maln * ™im =~ 2 1 la) Rrpmn (2.8)

Substituindo em (2.5)':
(8 - 2 nmln)pm" +2nR =0 (2.9)"

(2.9)'"pode ser resolvida algebricamente para n:

(aq = 20.10)
ne=- mn min pmn (2.9)u
2R

De (2.9)", ainda aqui o caso R =0 @& singular, na medida em que

elimina de (2.9)" referencia a variavel n.

As equacBes (2.4)' deverdo ser resolvidas para Ny apos substi-
tuigao de (2.9)". O sistema obtido & n3o homogeneo, linear, com coefi-
cientes dependendo da métrica Yon® dos momenta p™, todos dados!.
Nada se pode dizer,de modo geral, sobre o cardter eliptico, hiperbdlico
ou parabdlico do sistemal. De fato, esse carater pode variar de uma re-

gido finita a outra do dominio tri-dimensional, desde que o tramento da-

do & local.

Uma particularidade desse tratamento & que as equagoes (2.9)" e
(2.4)' contém referéncias aos 9 © ™ e, portanto, podera ha-
ver especificagdes de g e h_ ., para as quais (2.9)" e (2.4)'

se tornem mutuamente incompativeis!»? .,
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Em resumo, o esquema ndo & concludente e indica eventuais solucgdes

nao estaveis (R = 0).

(111)3

Empregando um novo ‘conjunto de var:iEveis canonicas, Komar® reduziu
o problema do SanduTéhe a um problema de Dirichlet com condigbes de con
torno em um hipersuperficie bi-dimensional, limitando a hipersuperficie

tipo-espaco.

Define-se a transformagdo candnica®!

1
9 = —— [P g, (2.16)
VA
1
=g — (P -7 E™) (2.17)
|p!

onde a barra indica as novas variaveis; g € o determinante da matriz

(9,505 P 2o trago de Pun @ P, © uma densidade .tensorial de peso

mn
+1, relativo 3 32‘ 5 || dindica valor absoluto; €™ & a inver-
sa de Yn
- M _ = =Ny o =
PEgn, P =-2(gy, P )= -2p (2.18)

0s vinculos se tornam:

B o230 (2.19)



35

1

L _ Y= — MmN _ = = - -
@L s v-g __—3/2( Pan P - P> +P*R- 27 g"" Plmg) =0 (2.20)
fpj = -

Observa-se que a nova metrica & conforme com a antiga e &, por
isso, negativa definida. 0 vinculo d™ preserva sua forma sob a trans
formagdo, porem §fZL se transforma numa funcdo que envolve derivadas
segundas dos momenta, diferentemente do ikL anterior, que era uma fun-
¢ao algebrica e n3o homogenea dessas variaveis. E justamente essa nova

forma de Q%L que muda radicalmente as equagdes do Sanduiche?.

No que se segue, vai~se empregar somente as novas variaveis e a

supress3o da barra ndo trard confusoes.
Com a definigdo
1 —1/
A=(-9) M (p) 2N (2.21)
acha-se por calculo direto do Parentese de Poisson:

2 -2 ab -1 mn
Pon =~ min " N * 29 VA FMPT P pyp G - 20 P ¥

gy = G R) (2.22)

2 .. 3 . 2, ___mn
onde Vv~ 1indica o Laplaciano covariante, por exemplo, V A = " A]mn'

A equagao (2.22) deve ser explicitada para Pon? segundo o meto

do do Sanduiche. Assim, com a notagao
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lmn = hmn + Nm[n + Nn!m (2.23)

e calculando o trago de (2.22),

_ 1
p” (Pab Pap) = ry (A

Y o- 627 2y 413R-1)  (2.24)

que, substituida em (2.22), resulta em P

1 L

T .
P = P( Y 9 T Y £ p Yy A ) (2.25)

Observa-se que p_ . envolve, alem das incognitas usua%s do TSC,
o seu proprio trago, algebricamente. A substituigao de (2.25) nos vin
culos conteria referencias a essa variavel, alem de ‘ZZL ja conter
derivadas de p. Portanto, p & introduzida como incognita do TSC e
deve ser obtida a pgrtir das equagﬁgs dadas. Isso envolve um procedi~

mento um pouco diferente dos casos anteriores.

Reagrupando termos em (2.22):

-1 -1 _2

kmn = £mn -2 9mn AV A - gt 9 R =
(2.26)
-2 b -1
=07 (P Py) Gy 2P Ppn
e contraindo (2.26) com ela mesma:
-4 b
kK= 07T (0% g (2.27)
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Igualando (2.27) com o quadrado de (2.26), obtem-se a equacdo pa-

raa 8

VA e (20R2+82)7 [AZ(QRZ - 24R % 19) + A (4RL - 62) + £° -

- (2.28)

mn ] -
-Zmn£ J:u
Agora, os vinculos s3o utilizados para calcular as 4incognitas res
tantes. De j%L , apos a substituigdo de (2.28) e (2.24), obtem-se
a equagao para p:
2 -2 1 -l -1 i !
Vp=p(R-—+c— LA ~-pa’) (2.29)
- 3= 6
e de ¥", apbs a substituigdo de (2.25), obtém-se as equagbes para os
N

n°

1 . 1 2
2 a _ oy L) a_ a Al
voN,+ —g— N lam = (A Ala p p|a) (£m 7 2 Sm) + ; Ap Plm

(2.30)
+NR+ L h, - h?
am 3 Im m|a

As equacbes (2.30), (2.29) e (2.28) formam um sistema eliptico.

Com efeito, a matriz caracteristica do sistema
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™ i, Ky 0 0 0 0
0 ™ ke ky 0 0 0
0 0 Mk sk kLK —]?:k’ K,
0 0 Tk K, ek K+ -15 €k, 3Kk,
0 0 %ka K, ‘ %k’ Ky €Mkt -;- Kk

tem determinante D =‘% (emn km kn)S; em vista do carater negativo de-

finido de e™, D <0 e sG sera nula, se kg =0 (k,

um vetor da 25; segundo uma das tres diregGes da 35).

g a componente de

Embora ndo exista teoremas de exist8ncia’ para essas equagdes, ha
esperancgas® de que, com restrigBes convenientes nas condigbes de contor-
no, tamanho do dominio e/ou condigbes de chmpo fraco, possam ser demons-

trados a existencia, regularidade e unicidade de solugoes®.

Finalmente, da definigdo (2.17) @ necessdrio que P nunca se anu
le, para que se possa retornar as variaveis de Dirac. Entdo, convém in-

vestigar os casos em que possa ocorrer p = 0. Com a notagao

1 2
Gmn = P (P 3P )

o vinculo (2.20) pode ser escrito

2 b
v'p =1 (@ qab+R-§)

P
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ou

2

3

2 i y2 .1, ab S2 .1 e
V00 ol + (Taip)” =5 (67 g+ R-2) 22 (R

onde

(V8 D) = e™@alpl),  (@alpl)

Im [n

Pode-se demonstrar® que, se Yun e dado de tal forma que R 3;% s

a especificacdo de |[p] >0 num contEﬁno bi-dimensional & suficiente pa
ra que p nao se anule na hipersuperficie tri-dimensional. Em termos
das novas variaveis, R € adimensional®; a condigaé R 3_~§ 8 nao
trivial sob o ponto de vista fisico, embora sem significagio particular

sob o ponto de vista geometrico?® .

()¢

As equacoes de vinculo, ¢°" = 0, foram estudadas por Bruhat®:'%,

usando a densidade metrica contravariante
¢V = Vgl ¢V (2.31)

para descrever o campo.

Com as condicdes de De Donder,

/gl =g a=0 (2.32)
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o tensor de Ricci da ﬁg . se escrevel?® :

= o . . o o
G‘P =g gu\,’ aB+lg‘--F,\)+]gvdF

> %o 3 at My (9gg3 94p.0)

As eqqggﬁes de Einstein, na auséncia de matéria, se tornam®

. . - (2.33)
HY _  _aB  ~uv v, . . =
2/lg] 6= g% "0+ #V(grps gog0) = 0
onde
po” "po

W= 2 0 21 - 20 PN ) B PV

T:p 4y 08 &
tolagt e 5 R)

0 sistema de condigoes iniciais, g° ﬁ = 0, juntamente com a con
digdo de harmonicidade inicial, F* =0, implical®

8,(/ gl My=o0 em x° = constante (2.34)

e, portanto, F' =0 sempre.

Isso sugere'® tomar como condigbes iniciais as condicdes (2.34) e

usa-la para eliminar derivadas temporais segundas nas equagoes

2/ lal 6= ¢® g o +5M =0 (2.35)
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Assim, de (2.35)- .

Fu =0 e §HO g, (2.36)

e, explicitando termos de derivada segunda em (2.35), juntamente-com (2.36)

gl g M 290 TR0, - g M, W0 (2.37)

*id '

Essas equagdes,.com (2.32), sobre a-hipersuperficie inicial, constituem-
as equagoes do Problema das CondigOes Iniciais. VE;ios metodos de solugdo
s3o possiveis para‘o‘sistgma, dependendo da escolha de variaveis entre as
vinte incognitas § °8, § “B,O , em x°= constante < No TSC, (2.37)
530 as equagoes para o sistema .de coordenadas (vém de G° = 0) e,portan-

to, dados ¢ i e 8 1j,°' na hipersuperficie x® = constante,  (2.37)

. e (2.32) devem ser un sistema para §.1°, §°°, § °°,° e _E‘OJ,O .
Das condigBes harmonicas.(2.32), & possivel explicitar; [ °j,°; de
fato, )
aouso == aJ msi.
se decompGée em
§,, =-9 ", (2.38)
¥ oo’0 -- 9 10’1 (2.39)

e, por (2.38), b1 °i,o ¢ 'determinado -em fungdo dos dados do problema.’
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Com (2.38), as equagoes (2.37) podem ser escritas

Pl

. in jo N
91;|gom’ij=goo'E\J:1,io_29 gmoo_w,om
(2.40)
Y ol w i
‘g'lJ § oo’ij -2 go‘] g.01’1‘]‘ - goo g 10’1‘0 - ;fgooo

(2.40) & um sistema de quatro equagdes nas incognitas § 'Ce g

Esse sistema depende, no lado direito das igualdades, das quantidades da-~
das e de derivadas das .incognitas, de ordem < 1. O sistema € quase 1i-
near e eliptico® e adnite uma infinidade de solugGes®, * Pode-se demons- .
trar?? que, com condigGes de contorno restritivas, o sistema admite uma

e uma so solugdo, assumindo valores no contorno bi-dimensional da hiper-u

- . . . s
superficie inicial.

NOTAS.
1) A singﬁla}idade R=0 eocaso-N <0 foram eliminados” pelo empre-
go de coordenadas canonicas diferentes das introduzidas por Dirac, embora

ainda ocorra um caso singular p = 0.

2) Apesar dos resultados obtidos por Bruhat, o abandono da D-invariancia
e o uso de condigbes de coordenadas de De Donder tornam dificil ver sua
relagdo com o problema original® ou sua aplicagdo ao esquema de quantiza-
¢do de Feynman, que & uma das motivagbes do TSC. Entretanto,acredit&-sea
que uma adaptagdo da t&cnica de Bruhat possa ser Util na demonstragdo da

existéncia e unicidade de solugdes .na formulagao (III), de Komar.
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3) 0 Sanduiche fornece um critério para determinacio de condicGes de co-
ordenadas, compativeis com estados dados do campo gravitacional em duas

hipersuperficies tipo-espago distintas.

3. A CONJETURA SANDUTCHE NA APROXIMAGAO DE CAMPO FRACO

NOTACAO.
0 campo fraco &, por definicdo, descrito, em algum sistema de co-

ordenadas, por um tensor métrico da forma2?

Iy nu\)+ hu\) (3.1)

onde € a metrica do espago-chato; h  =eA com A fungoes
» T‘le pag ERL TS w ? " ¢

arbitrarias e limitadas e e, parametro infinitesimal arbitrario; su-

pde-se que essa situagdo seja possivel, ao menos em uma regifo finita do

espago.

Tendo mapeado gﬁv nessa forma, ela & preservada por transforma-
¢oes do grupo de Poincare e por transformacoes de gauge, ¥ » x'M = ¥+ &,
onde g“ & uma fungdo infinitesimal de primeira ordem, que n3o seja
vetor de Killing da geometria chata; sob o grupo de gauge, (3.1) se man-

tém, se h se transforma segundo??
h' (x) =h (x)-&(x)- & (x 3.2
1v( ) uv( ) (’3 (’) (3.2)

Nessa aproximagdao, somente termos de primeira ordem s3o considera~

das significativos. Entdo

¢V Yo puy
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& a.inversa de guv; Tndices s@o abaixados e Tevantados com a métrica do

espago chato, Ny © n¥ 3 os sTmbolos de Chrisfoffel sio

. p _ l:DQ" -
{u\’} 2“ (huot,v h\)a,u hu\),o:.

)

0 conjunto de variaveis canonicas, introduzido por Dirac!?, &,aqui,
constituido pelos D-invariantes:
a) hmn

b) & = i . N

c) os pmn anteriores linearizados:

pmn - (nma nnb " r]ab)-{ aob }

que sdo objetos de primeira ordem; sob o grupo de gauge, 0s pmn se trans

fromam de acordo com!?
'mn _ .mn - mn mn 3
p (X) = (XJ) go: +n EO’ i

0s vinculos tém a forma linearizada:

i@m=_2pmn’n=0

onde R = r -t se refere 3 35 . Daj
E]
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'y
R == 1R
2

mn mn,ab ¥ hab,mn - hma,bn - hna,bm)

mnR

R=n"" Ryg

Desde que as operagoes de levantar e dbajxar Tndice sdo feitas com
a metrica do espagco chato, a distingdo entre grandezas contra e covarian-

tes perde seu sentido e & conveniente adotar a notagdo

R T (3.3)
Ent3o,
_f O _ o
Pmn =1 m n} S { aa } (3.4)
- mn 2
P = ™) - X+ 8 TE (0) (3.5)
¥l =2 ppy g =0 (3.6)
gh - v'h - hap,ab = 0 (3.7)
2 N
R = h- by (3.8)

Tndices repetidos tém o mesmo sentido de-soma, como na convengido de
2. - . > . 3
Einstein e V @ o Laplaciano do espago chato tri-dimensional., 0s Pa~-

rénteses de Poisson fundamentais s3o:

[pmn(xr, XO)Q p-ij(xY:: Xo)] =[hmn(x‘f, Xo)svhij(xrls XO) ] =0
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r . oor! 1 . . r'
[ Mants" 200 007 0] = F (g g 8y 8500 807 =)

DECOMPOSICAO ADM
A teoria linearizada apresenta solugdes de onda, com interpretacdo

semethante ao Eletromagnetismo classico®*. Isso sugere tentar interpre-
tar as Variﬁveis significativas do campo fraco em termos de modos trans-
versais de vibragao e tentar incorporar, na teoria ndo 1linear, o campo
fraco (em segunda ordem na Hamiltoniana) camo campo de radiagdo que esca

pa de uma regidac de campo forte.

Arnowitt, Deser e Mlsner25 desenvo]veram um metodo de decomposicao
de um tensor 51metr1co de 2a, ordem, em partes 1rredut1ve1s, em relagao
ao grupo das rotagdes tri-dimensionais, Se Tan € esse tensor?®: 12 |

t
Ton = Ton * Ton * Toon * Toom (3.9)

onde a decomposi¢dao & feita como:

TT .
-a) duas componentes T satisfazendo as condigGes de transversalidade

TT- T

=0, T =0 (3.10)

t '
b) uma componente Tmn’ satisfazendo

t t t
Tmn,n =0 , Tom = T, (3.11)
c) trés componentes vetoriais, Tas assim distribuidas:
1) duas componentes do tipo transversal, satisfazendo
T
T =0 (3.12)
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L
2) uma componente Tongitudinal, ﬂ“, tal que

L
€nab Th,a = 0

Para todo vetor,
Tn = Tt Tom

De (3-9) e de (3~14),vem que:

7 t T

L
s Ty

T

=T;’

m

L

Ton % Ton + Ton Ton * Tnyn * 2 Torin

ou seja:

, L 1 1 1
T= ; i Tab.ba
T
T ® = Gpa = %= %) Tab,b
1 t 1 t
Tmp =-2- (8gn T - = Ton)
T t T T L
Ton = Tn = Tn ™ Tmon ™ Thgm ™ eT

1

vz

@ o operador integral de Green, por exempolo,

R

!
ynn ).

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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1
- d(x)

(1]

f DX - X') o(x') d® x!

D(X - X') & a fungdo de Green de V%:

72 D(X - X') = §(X - X") (3.18)
onde (X - X') € a distribuicio de Dirac, tridimensional, e
D - %) = - s = (3.19)
4 |x - X'|
0 TSC NA APROXIMAGAO DE CAMPO‘FRACO
Seguindo o metodo (I}, formulamos um TSC para o campo fraco*. De acordo
com o tratamento prévio, temos:

a) dados iniciais: h %, x°)

numa hipersuperficie x°=t=
= constante

iy (%> x°) = hp (& xO)

b) equagdes: éﬁgL = V%h - hab,ba =0

Eﬁgm = 2y, = 0

éﬁ@= ngﬁh + Nﬁ%

S = [hmn (x', x°), H(x°?]

(*) Convém lembrar que, aqui, consideramos o limite assintdtico do campe gravi
tacional: a teoria & covariante pelo grupo de Poincarg, a métrica & a do es
pago-chato e as‘transformagﬁes de gauge sobre o potencial h ' sado do tipo (3.2).



49

¢) incognitas: pmn(xr, x%), Nm(xr, x%), Nx", x°), em x%=t=constante.

A Hamiltoniana que propaga as varidveis candonicas deve estar sujei-
ta a ser interpretada como energia; conseqlientemente, devera conter ter-
mos quadraticos nas varidveis canonicas, e um esquema como  apresentamos
acima nao corresponderia a uma situagdo dinamica. Consideramos, entdo, a
Hamiltoniana com termos até segunda ordem nas variaveis canonicas!®; com

. .(3.20)
B
Wo=p., p L L L, oh
o fab "ab 4 ab,j Tab,d "4 T'av'a "7 T'rlar,a T 7 Tab,j faj,b

vem

i/ by + N, JQ%m + Ny

(3.21)
As equacoes de propagagdo dentro do Sanduiche, calculadas com
(3.21) sao:
1
%n == Ngon = N+ 20Pg, - E’p Sn) (3.22)

Essas equagles, juntamente com os vinculos e as condigoes diniciais

definem o TSC.

Em resumo, temos de resolver o sistema

2
Vh - hapap = 0 (3.23)
Pon,n = O (3.24)
. . (3.25)
% Noon ™ Yngn * 2(Ppp = 5 P Sn)
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pard Pan, Mn € M-

(3.25) deve ser explicitada em termos de Pan» © que leva @ expres-

$a0 para 0s momenta:

o N + N
) m,n " n,m P .
Pon = 2 * 2 =+ 2 %mn (3?£§)
e
p=-(a+ 2Na,a) (3.27)
Substituindo (3.26) no vinculo &% =0
N+ N p
0= puyi p = Consn 2 M0 g Pan g g,
= 2 2 2-
Da divergencia de (3.28):
. = _%ngmn | 2 T
0= LI— —-_7;--+v Nm,m + E v'p (3.29)

As equacgoes (3.28)- deverdo ser resolvidas para Nye O vinculo se-
cundario ;ﬂZL = 0 nao contém referencias 3 variavel N e deverd repre-

sentar restrigdes aos dados iniciais, h A equagdo (3.29) serd inseri-

mn’*

da’ no sistema do Sanduiche:.de fato, mostraremos que & consistente com

(3.28); sua yantagem estd na completa simetria entre (3.30) e (3.31),
Rt :

0 que mostra que:as restrigoes aos -dados na hipersuperficie inicial se

propagam.

Vamos procurar solugdes do sistema, usando a decomposi¢do ADM. Como
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essas decomposi¢ac: introduz novas variaveis, no sentido de que as compo-
nentes terdo de ser calculadas separadamente, vamos considerar (3.2§) e
LR -;
(3.%9) dando origem, tambem, a equagoes para Pan
e

Usamos:

T t T T L
%mn = %mn * %+ %mn t %am t 20 gy

t L
o= o+2V9 q

Tt T T L
mn = Pt Py P byt 20
t . L
h=h+2V h
T L
o2 2
hmn,n vV oh,+27 h
2 2
hmn’mn 2V° VvV h
Tt T T L
Pun = Pan * Pan ¥ Pmyn * Prym ¥ 2 P omn
t
p=p+27vp
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pmn, =V Pt 2V p m
L
2 o2
Prn ,mn 2V Vi
. T L
Nm = Nm + N,m
L
_ w2
Nm,m =V° N
0 vinculo d&L = 0 conduz a restricoes sobre hmn
0=vh-h =v2ﬁ2)%fl/v i
- ab,ab =V M * h - 226
ou
t
v h=0

cuja solugdo analitica que se anula no infinito espacial &

t
h=0

(3.30)

(3.30)"

A equagao Pab,ab = 0 conduz a restrigao sobre o, 3 com efeito,

de (3.29):

&

P g L \L
0=2v2v2pz/vazq+ XN-—VZQ 2‘72(;}/4*\1\)

¢

essa expressdo se decompoe em duas equacgoes

t
Vio =0

L
Vv p =0

(3.31)

(3.32)
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e uma relacdo entre componentes:

2

t
vV o

2 o2 L - 1
2V vipse- 7 . (3.33)

(3.3i) @ restrigdo sobre os dados na "segunda" hipersuperficie:

t t

a = a (x°) (3.31)"

i _ ~ L
(3.32) e equagao para p :
L
7 p = £(x%);
L. . . .

supondo-se que p & inteiro e limitado em todos os pontos do espago, en-
t30, pelo teorema de Liouville®,sera constante; conseqiientemente, o {ni-
co valor possivel de f(x°), que resulta em resolucdes inteiras, & f(x°)=0.

Com solugGes que se anulam no infinito espacial,

b (4, %) = 0 (3.32)"

; - L t
A exptessio (3.33) fornece uma 1igagao entre p e a . De fato,

t _ . 12
se o e o traco da parte tensorial-t de um tensor simetrico ,

Q et

€rab Pab.m * ONde b & um terisor anti-simetrico, tal que
3
- t _ oL
$ap,p = 0. Notando que Vi =€ ¢, &umvetor, vema =V, =VV e«
estd associado 3 componente longitudinal de um vetor.

(3.28) se escreve:
L

T T t
: L. 92 +2VN, - « Ll
2 . " 1
0=vp +27 P = LA Vo +—D0 B Vz(u;N{.m H
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observando que a expressdo acima contém termos Tongitudinais e transver-

sais, obtemos as equagoes

-
VA&, + M) = 0 (3.34)
E.m =0 330"
o T
vip, =0 (3.35)
L
2 e
Vb <o (3.32)"
e as relagOes entre componentes
T T T .
2 - g2 - >
v ((!m + Nl‘l‘l) =V P = 0 (3.36)
i 1
) .
- 2’“ = ¢ Pipy (3.33)"

. . L -
De (3.34), obtemos a solugdo para Nm’ analitica e nula no infi-

to espacial:

m > " % (3.35)"
LT s oo L=

De (3.35), P analitico e nulo no infinito espacial e:

T
©>

Pm (x, x%) =0 (3.35)"

P " -
Observamos que (3.31)", (3.32)" e (3.33)" s3o consistentes com os
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resultados .anteriormente obtidos, (3.31), (3.32) e (3.33).

Com as solugoes obtidas, (3.31), (3.32)', (3.35)' e (3.34)', a ex-

pressao de Pun S escreve

T t
% L L , LoL '&mn an 40X°)
Pun = (et Ny = 6 ¥ (a+ N) + D0 T .(3.26)"
2 ) 2 2
t L bLt
p=-2V (a+N)-a{x") ‘ (3.27)'
ou
Tt
LT - on
mn 2
i t
t Lot . o (x%) o (x%)
Pun = {0+ N)ugn = 8y ¥ (0 + N) + > > mn

Sob' transformacao de gauge, se modifica de acordo com (3.4):

Prn
Bl (X) = P (X) = NOX) g 4 By 7 N(X) (3.4)"
E trivial ver que Epmn & tensor transversal do"tipo~t; portanto, an
ndo pode ser varidvel canbnica dindmica e pode éer anulada por uma esco--
Tha conveniente de N. Desde que a parte transversal do tipo-t fica deter

minada, dado seu trago, podemos usar, em lugar de (3.4)':

t t 2
P (x) =B (x) + 29°N(x) _ (3.4)"
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. . t .
Comparando (3.4)" com (3.27)', podemos dizer que p , em (3.27)',
- t! t ~
e a particular N que transforma p =0 em p dado por (3.27)'. Entao,

de (3.4)":

i L Lt
0=-2va+N)-a(x°)+27VW
ou
LL1 ¢
N=a+N+—a(x
29

onde N indica a particular N. Pelos mesmos motivos que levam a

. t _ _
(3.32), V* ¢(x) = a(x°). ~'s0 admite solugdao inteira, se

§(x°) =0 ,

£

em completa simetria com (3.30)'. Entdo,
. L L
N= a+N (3.37)
. ; t . . .
Para determinar N, vamos impor que p seja gauge-invariante, en
tdo N devera ser solugdo de

v

H

2 b L
Vi{a+N)=0

com solugdo analitica

L oL
a+ N=Ff(x%), W=7Ffx%; (3.38)

dado (x%) num contorno bi-dimensional, fica univocamente determinado co
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wo solugio.da equagdo de Laplace. Essa solucdo fixa univocamente:

Nz T (x%) = £(x°)
L L
N=- o+ f(x%)
7
S .
mn 2
t
p=0

(3.38)"
(3.37)"

(3.26)"

(3‘27)11 :

Em resumo, dadas as condigdes iniciais, hmn’ %mn® restritas por

t t
h =0, o =0,

0 SanduTche determina univocamente

t T
N, = - oy
L

p=0

T

p=0

Em particular, pode-se escolher, sem perda de generalidade,

L L
N=o+N
- - t t
o que & uma condigdo, de gauge sobre p , a saber, p =0,

Com a' imposi-
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gdo de que

2L .
V(+N)=0 ou " N=0

0 que torna p_. Unico, ficam determinados

L
N=-oa+ f(x°)
N= £(x°)
T
o
mn
p z e—
mn 2
t
P=90

0 Sanduiche n3o contém, em suas equagoes, referencias a variavel N,
Entretanto, foi possivel, pela forma de Pn® determinada pelo Sanduiche
e pela lei de transformacgao de Pan sob o grupo de gauge, achar uma con-
digdo de coordenadas e impor a equagao cbedecida por N, de tal forma que

Pun fosse Unico e consistente com o Sanduiche.

Embora a imposigdao de condigbes de coordenadas seja contraria a
idéia do Sanduiche, torna-se impossivel nesse tratamento, o uso exclusivo
das equagdes do TSC, sem condigbes adicionais, devido @ falta de informa-
coes sobre N, o que tem sua origem na linearizacdo do vinculo Jﬁl = 0:
esse vinculo, na teoria n3o linear, sé contém Pun &M termos quadraticos,
que sdo eliminados na teoria linear; conseqUentemente,;i&L =0 s0 conte-

ra termos em P> Gue ndo trazem contribuicdo ds equagbes do movimento,
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(3.22).

SOLUCUES DO TIPO TRANSVERSAL NA TEORIA NAO LINEAR
Variaveis TT sb s3o rigorosamente definidas em um espago  tri-di
men$ional chato. De fato, sua definicio envolve o operador l? » com
v

fungdo de Green D(? - ?') = L "-;Lf;‘— e nao existe forma conheci

.« T
ar % - x'|
da para a generalizacdo MMG convariante dessa fungdo'2?. Portanto, uma
caracterizagao desse tipo envoive campos fracos ou, na teoria niao Tinear,
um observador para o qual a geometria tri-dimensional seja chata e e,

ent2c, uma caracterizacao essencialmente local.

Supondo, pois um observador para o qual a tri-geometria seja local-
mente chata, existe solugdo para o TSC, de modo que as variaveis se propa

guem TT, para esse observador?

Seja x° = t = constante - a equacdo, local,da hipersuperficie do

TSC. Para o observador em questao: .

- r o _ - -
I = gmn(g s X =) = -8 (3.39)
r 0 _ _
I— gmn,r(; » X =t)=0 (3.40)

*
onde, P indica o particular observador. A afinidade da tri-geometria

* Cumpre ressaltar que r;n € interpretado como afinidade, ou seja,como
em relatividade geral: o observador P prové, apenas, uma particular des

crigdo do campo.
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sera nula numa vizinhanga de P, que indicaremos por a" < x" < b"
rmn(x;, X0 =t)=0 (3.41)
e os vinculos assumem as formas:
g{'Q"m = 2p'mn,n =0 (3.42)
[}; = Pap ab ->—-;i -R=0" (3.43)
R = ~(Vg - g ap) (3.44)

Com os Parénteses de Poisson fundamentais

[gmn(xr’ Xo)’ grs(xr.’ XO)]' N [pmn(x", XO)’ prs(’xnl’xo).l= 0

r o PR S T R | >

'[gmn(x" X7)s Ppslx 5 X )] =5 (B Spg * Spg Spp) 81X - x7)

vem:
. . -1

?gmn M ™ Maum Sy = MPyy =7 P Gyy)
sfar w5
S S LA 8%un.n = 2y (2N (P 1y Son)t
o ~oomn = Py 2
fale -y, S o=
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2
jépmn 0 Gpmn = smn VSN + N.mn
vAﬂr ﬁdl

5pmn,'n =0 ‘Spm'n-,‘n =0
"L/y. r"}'L

Sp = 0 §p=-2 7°N
'\:’(" N

r L

Para que o campo se propague do tipo TT, no "interior" do Sanduiche,

espacial e temporalmente, & necessirio que

(1) ép=0 = v'N =0 , com a solugdo analtica N = N(x°)

2L L Lo
{(2) 8g =0 =N =0 = VN=0, N=N(x)
n a,a
r
(3)§?=0=>p50
} T L0
_ o2 _ g 2 =0
(4)‘6?mn,n =0 =V Nm + Nj,jm =0 =V Nm + 27 Nym
g
r
~ T
Usando (2), resulta na condigao sobre Nm:
2T T T o
VN, =0, NoE N(xT)
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t
o

20 = -1
(5) :*f/gm"’" =0 = 3 2N (P, - 5 P Gy}
"L

Usando (2), a expressao acima resulta em P

0, que & uma  consequen-

cia de (3). Portanta, Ggmn n = 0 @ naturaimente verificada,se
S >
»@L
6g= &9 =0
J& Ve
r L

Em resumo, as condigoes para que o campo se propague do tipo TT re

sultam em condigoes sobre o traco de P ®

pP=0 em =t e a"<x < p"

e condigGes sobre o sistema de coordenadas

L
N o= N9
T T
N = N (x°)
m m (3.45)
L L
N o= N

T L T

= 0 oy = 0

Ny = Nm(x )+ N.m(x ) = Nm(x )

r ihxr §'br. Essas incognitas sdo solugbes da equagao de La-

r

em x%°=t e a

place e, dadas em P, tém solugdo inicaem x°=1t, a f_xr g_br.

Verifiquemos a consisténcia do Sanduiche com essas solugGes:
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a) condigoes iniciais ) (x", x° =t).= - 8§

gmn mn=*

Smn,o(x", x° = t)-= hmn(xr, x°)

em x° =t .e numa vizinhanga.de P : a’ ixr _<_br
(2) N =N (X%
lﬁ = Il\i_(x°)
R;m = -'\Em;(xo)
p 50
b) equagdes do Sanduiche: Pab,ab - %Dz ~R=0
Panyn = 0
han = = (Npyn * N ) *+ 2Py, - % Pon)

c) Nesse problema, o sistema de coordenadas & dado e as equagbes do TSC
serao usadas para determinar condigoes sobre o$ dados iniciais,consisten-

tes com as imposigoes de transversalidade, numa vegido x° = t, a’ _<_xr ibr.

As equagdes de propagacao devem ser equagoes para Pun® €nquanto os
vinculos dever@ao levar a condigBes sobre os dados. Seguindo o  processo
usual de explicitar p . nas equagbes de propagagdo e substituir nos vin

culos, as equagOes s3o reescritas:



64

N + N p
po= —M0 . Bl MM, (3.46)
mn 2N -2N 2 ™
pox- o (han, ) . (3.47)
(3.48)

0= = _Eﬂﬂgﬂ + ] (VPN 4N, . ) + (h +N_ 4N 1y, 2m

= Pon,n © N Eﬁ— mJ,3m U m,n n,m)(—?ﬁ)‘n 2
R = -1t

=PapPap " TP (3.49)

Usando as-condigoes de coordenadas necessarias a-propagagdo TT:

b= Pran 2
mn N
0 = p =h :
> (3.50)
0 = hyyon
R Pab Pab L

Entdo, Pun devera ser do tipo TT:

hmn,n =0, h=20

Agora, podemos enunciar o seguinte TSC:

s e r o ..
a) condigoes iniciais: (1) gmn(x s, X=t) = S

9mn,o(x" x° =t) E‘hmn(xr,xo), em x%=t, a"<x"<b"
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b) equagoes: (3.46) a (3.49)

c) incognitas:

Prn® Nm e N, em x°=t, a ixr<br.

Vamos mostrar que esse TSC conduz 3s soluges (3.45) e (3:50). Com

efeito, de (3.47), usando p =0 e h = 0, segue-se que:

_ , L LoLoo
N, =0 = ¥8 N =0, N=NK)

A expressao

tera, portanto, trago nulo. Essa expressdo aparece em (3.46) e como Pon

€, por hipotese, do tipo TT, devera ser, por consistencia:

T L
2 2 .
v Nm + Vv N|m H

o
n
-
m

com a solugao achada para N, segue-se:

2 _ - o
VN =0, M= N ()

Substituindo essas solugbes em fmn’ resulta fmn = 0, o que torna

8¢ = - fmn consistente com o dada 1inicial 9n = [
94

mn*

numa re-
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gidao infinitesimal, a” i_xﬁ < b", em torno de P.

Das equagoes (3.48), apos substituir as solugbes achadas e os dados

iniciais:
7T 1
0 = (——).n
mn 2N

As componentes TT 530 em nimero de duas componentes independentes

e, entdo, da relagdo anterior:

Ny =0 N =N

Reunindo resultados:

h
mn
b= (3.51)
mn 2N(X°)
o7 TOT :
VEN =0, o= N(XO) (3.52)
, L L L
PN=0 , N =Nx% (3.53)
N o= N(x©) (3.54)

As condigdes de coordenadas -I\Em(xo), lI‘i(x") sao solugdes da equa-
gao de Laplace e, especificadas no ponto P, ficam determinadas univoca-
mente no Sanduiche; a solugdo N(x°) ndo vem da equagdo de Laplace, como
em (3.45), mas & determinada univocamente sobre a regiao X0 = t, a’ <

< X" < br, dada em P.

0 vinculo 5[\4 =p., p.. - R=0 Tleva a restrigoes sobre a forma
L ab Fab

de N(x°). Com efeito, substituindo p pela solugdo (3.51) do Sandui-
ab
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portanto,
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h,, h
N2 (XO) = ab "ab :
4R

N(x°) = ! o1 (x°)

. (3.55)

1
nvo= (14 C(x%))
2

Entio, N(x%) dave ser uma fungio de x° , na forma acima.

Observagao:

As solugOes achadas s3o validas numa regi3o infinitesimal da

hipersuperficie tri-dimensional tipo-espaco, x°= t = cons-
tante, onde a afinidade da tri-geometria se anula. Nessa re-
giao, derivadas primeiras podem ser calculadas a partir das
so]uéaes encontradas. Derivadas segundas espaciais se refe-
rem 2 insergdo da regidio chata numa 3;5 ndo chata e deriva-
das temporais se referem a deslocamentos fora da hipersuber-
ficie e, portanto, ambas estao associadas a deslocamentos fo

r

ra da regifo. a" < x" <b", x°=t.
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APENDICE
CONJETURA SANDUTCHE PARA 0 CAMPO ELETROMAGNETICO

FORMALISMO CANDNICO

A teoria E]et(omagnética e caracterizada por dois grupos diferen-
tes de invagiincia: o grupo de Poincaré, que da origem 3as leis de conser-
vacdo pelo teorema de Nether, e um grupo de gauge, dependendoe de uma fun

¢do arbitradria das coordenadas do espago-tempo.

A Lagrangeana que da origem as equagBes do campo &

1 MY "
Deee F F - A (A.1)
4

onde

R T N B

e juAP € a parte de interacdo (interacdaoc minima).
0 grupo de gauge e constituido por transformacdes do tipo

All (x) =& () * iy (%) (A.2)

onde A & fungdo arbitraria de o , limitada, apenas, pelo fato de obe-

decer a equagdo de onda,

v (da=o0

Mostra-se?? que a Lagrangeana (A.1) & invariante pela transforma-
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¢do de gauge (A.2): embora uma transformacdo de gauge sobre a parte de in
teragdo acrescente uma divergencia 3 Lagrangeana®?, isso & irrelevante pa

ra a obtencdo das equagdes da teoria.

Com a notagdo

, > EOY
A1;=(¢’-‘A )E (¢'s"‘VXB)

todas as expressoes passdrao a ser escritas num espaco tri-dimensional

chato, de metrica

mn _ -
= Mgy Sin
Assim,
Aol st o n
=SBtV - (VXA R e (A.3)

Os momenta canonicamente conjugados a variavel de campo, Aﬁ’ s30:

EIR

=0 (A.8)

> 5> >
p = =A+Vp==~E- (A.5)

720 @ o vinculo primario da teoria e estd associado @ invarian-

- -

cia de gauge da Lagrangeana livre. De fato, Alo aparece na- combinagao
-

> ~
gauge-invariante A.o + V¢, mas a partir de ¢,0 a Unica expressao gau

- > > -
ge invariante que se pode formar & ¢,0+ V.Aj; por transformagao de
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gauge,

>y

-+ - >

¢'50 +9V.A=90 +v.A + Ca

e serd invariante, desde que as transformacOes de gauge satisfagam d e-

quagdo de onda. Mas esse invariante € nulo, pela condigdo de Lorentz
- .

(¢,0 + V. A= 0), significando que nenhum invariante diferente de zero pode

ser construido a partir de ¢,0 . Logo,a Lagrangeana nac pode conter

¢,0e ¢ e eliminada como variavel dinamica.

A Hamiltoniana & dada por

bxd

L3 R-L =18+ F@xB -7 % 440 p+) (A.6)

e as equagOes serao calculadas, usando os Parénteses de Poisson fundamen-

tais: N
T 7 0 MEENCIS > 0 + o).
‘,[5"'1 (x5 x7)5 pylx's x )] = [Am(x, x2)s A (x' X )]-o
[Ag s ) (R, 10)]= 6, S(K - %)
Da condigao de que o vinculo se mantenha no tempo,

Ts0 = I [.n,(‘;(')’ d?,(;l)‘] d3 ; .. [ 5’1T(f) 6“(3}:') & .)Z' 43 _)z" -
x° sm(x") 84(x")

->

>
=V.p+p
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V.p+p=0 (A.7)

N

sera vinculo secundario da teoria. Essa relagao pode ser escrita
-V.E+p=p (A7)

que & uma das equagoes de Maxwell. Nenum outro vinculo aparece na ‘teo-

ria, pois se mostra?’ que

@ Bron, = [[T. 360+ 00h, BE)] 0% -v. 3.
X

o vinculo, &, entdo, mantido no tempo, pela lei de conservacao da corren-

te.

A Hamiltoniana (A.6) tem, portanto, a forma

Jb=db+o@.0+0)

onde ¢ © um parametro arbitrdrio, associado & condigdo de gauge e j@o )

a densidade de energia do campo.

Em analogia com o campo gravitacional, convem considerar o campo 11

vre. As equagdes canonicas serao:

A =p- b (h.8)

(A.9)
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C vinculo primario reduz o espaga de fase a superficie descrita pe
las varidveis (B, K): ¢ @& eliminada como variavel dinamica, pois ndo @&
propagada pelas equagOes do movimento, embora seja mantida nas equacoes,
na forma de um parametro arbitrario. Com o vinculo secunddrio e uma con
di¢do de gauge, que elimine ¢ das equagbes, o sistema sera descrito por

4 variaveis independentes.

-~ T s +
Para eliminar as componentes nao dinamicas de (3, A), a forma do
vinculo sugere que se represente as variaveis por meio de componentes
transversais e longitudinais referentes a uma dada direcaoc no espacgo tri-

~-dimensional:

T L T L
3 = 3 + 3 s onde Y. ; =0, v x ; =0
T L T L
> > = e > >
A=A+A s onde V.A=0, VxA=0
L L
. L = P I
Do vinculo 0=V .p = V.p , coma condicao Vx p =0, se-
- gue-se que
L
5
p=Eo0 (A.10)
e sera
T
>
ps p=-E (A.11)

Pela transformagdo de gauge,

-

A(x) = A(x) - V A(x)
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as componentes de A se& transformam de acordo com

(A.12)

P S S
.
P

L oo
> L _ o

e A=V A fica caracterizada como variavel ndao dﬂnamica, sobre a qual
deverd ser imposta a condicdo de gauge; escothida A a condigao de Lo-

rentz & usada para fixar ¢.

TSC E SC PARA 0 CAMPO ELETROMAGNETICO

Especificadas as varidveis de configuragdo, K, em duas hipersuper-
ficie tipo-espago, a SC estabelece que isso deve ser suficiente para de
terminar B (ou E) é a gauge, ¢, no espago-tempo intermedirio. A varia
vel K g 0 andlogo da G e o Sanduiche associa a K uma "“trajetoria"

+I : o s Py S ) .
dada pelo conhecimento dos A s numa familia de hipersuperficies ti~

po-espago:

A(x» x%= t') = A'(X) em x°= t!

[o] e [
A(x, x =t'+8) = A (x) " x=t'+¢
A(x, x°= t'-¢) = KN&) %=t -
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A for_*mu1ag50 do TSC & bastante simples, segundo _ovesquema (I}:-
a) dados iniciais A (X, xé)
by (%, x%) .=_~ Ao (X, x%), em x° t = constante
b) equagoes: vinculo: Posm = 0 ) - (A3)
equagao de propagagao: hy = B = ¢ (A.14)
¢) incognitas: P ¢» em x%= t
Da equagao de propagag¢ac tiramos Pt

Pp = Ny + ¢am (A.15)

que, substituida no vinculo, deve ser uma equagdo para ¢:

2
0 pm,m hm,m+v¢
ou
1 1 L 1 2L
¢=";E_hm,m =T —V'z'hm,mz';i_v h
L
$=-h (A.16)

L
onde h tem o sentido dado pela decomposigdao ortogonal de um vetor em

partes longitudinal e transversal.
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Substituindo (A.16) em (A.15)
L L T
Pp = Py = By =0y = by =y

que se decompé em

T T
Pn = M
L

Py = 0

L
¢="A|0
T
T + 1
P = Am’0 ou - E= Z

Para formular um SC para o campo eletromagnético, vamos admitir que

o SC possa ser construido por superposigées de TSC's em primeira ordem,

isto &, que as variaveis candnicas do campo

intermedidrias, entre duas dadas hipersuperficies a distancia finita, se-

jam dadas por um desenvolvimento em. série de Taylor em torno da

ra" hipersuperficie:

A%, x0) = A (R) + & Aro(¥) +

2
8x°
2'

2

> 5
p(x, Xo)

>
— (Vv x

(A7)

(A7)

(R17)"

9

w¢ —

)
at

nas varias

-+I >
Ajoo (X) + ...

N . [o]
XY+ 8° pro(x) + -22“-- Bloo (%) + ...

hipersuperficies

"primei-
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onde

>4
—
Z
u
=
=
>4
x
O
13
(o
-

~sy

—

x{
Z

I
o+
~

=
-

x

u

ot
-

e x°= t' define a "primeira" hipersuperficie.

As expressbes acima substituem o sistema:

Am’o pm = $,m

n

2 > >
Pmyo =V Ap = (Ve A

De fato, a SC conetahipersuperficies a "distancia” § x° e a especifica~
cao de A (;; X°= t"), utilizando o sistema acima, so seria possivel apos
a integragdo das equacGes, que &, justamenée, o problema; o Sanduiche es
ta antes relacionado a formulagGes integrais do que a formulacoes locais

por meio de equagoes diferenciais.

Na construcao das séries, as derivadas foram calculadas atraves

de Parénteses de Poisson com a Hamiltoniana, vinde

o & §x°°
X, x°) = A' 8% L 8% g% 8% w2 g2 4 ., )(V2A! - A! .
Am(x, X") Am + (2: + Y Ve o+ Y vz vy )WY Am AJ,Jm) +
3 8 7
.§)_(E+‘ (Sxo 2 Gxo 2 g2 201 o pt + (L]
+ (3: e 7%+ o V2R (T = RS ) 8 P
. o? 0?
- (6x%d + S $s0 + 6? $3000 a4 ), (A.18)
* 2! 3!
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5

3
5x° §x°

T O = ) ° 2 2p2 281 . At
Pp{Xsx") = pp + (8x7 + 5 v2 4 —EE—-V V3 (PR AT )

Enunciamos o SC:
a) dados infciais: A"(%) = A(Lx%=t"), xO= t"

-+
AT(X) = AfxO=t'), xO=t!

b) - equagBes: = vinculo:  V.p(
"equagoes" (A.18), (A.19)
c) incognitas: A(X, x°), B, x°), »(%, x°),

. I 251 L opt o,
Observamos que as -expressoes V pm pj‘,‘]m

mi

a "segunda” hipersuperfic

a "primeira" hipersuperfi:

1 i‘xoi £

2p0 L oAl ey
e VAm.AA 3.50m $20

B > - -~ P -
transversais — §7)x( VX } —— e ja serao substituidas . por Vzpm e

T .
VZAm » respectivamente, no gue se segue.

Calculando a -divergéncia de (A.19):

= T
Po,m = Pmum

e, se o vinculo vale inicialmente, ele se manterd com a evolugdo do sis-
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tema.

Calculando a divergencia do (A.18) e usando o vinculo primario, ob-

temos a expressao de ¢:

2 OS
Am,m = Am - y2(sx° ¢ + =2 o + ‘Gf Y00 +...)
ou
v k- 2 k' = - 92 (6x° ¢! 4}—.2’.‘12 r0 4"5"73 $%00 + ..4)
ou

3

2 o L L
- (6° ofr 8 40 s % gho0 + ..0) = AR, x%) - A'(X)  (A.20)
2 .

Essa expressdo mostra que ¢' se associa @ parte longitudinal de A como

esperado.

" [ . . - .
(A.20) ndo &,propriamente, uma solugdo para ¢ , no sentido de que
2 N Ead .
envolve essa grandeza somente na hipersuperficie inicial. Entretanto, ¢
> %
s contribui na expressdo dos A's na combinagdo (A.20), cujo conhecimen

to & suficiente para eliminar ¢' de (A.18).

Sybstituindo (A.20) em (A.18):

4 6

L T T
- = - t {. . 292 .02 Al
A, km (A, Am)+‘2'~+ . v+ 6.\7\7+...)V 6“+
—— e T oeen] :m -
o3 . oS 7 T
+ (& X g2y 8% gagn ) vip) +
3! 5! 7!
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que & reescrita:

T T 0? o* L T
A = Aﬁ + xéx V2 + 8X Vg2 4 X V29292 4 ,..) A& +
m 2! 4! 6!
o :6x° '6x°5 T ok
+ (67 + 22— v & v2v3+...) p! + 8x° p!
. 3! 5! m m
ou
N
2 010 T .
Am(;’ ) = (6x° + 6; V2 + ‘S—Z-i-—vzv2 + 00d) An (SE) +
§x°° 6x°° + 4 (A.Z})

T
S VRV 4+ L) py (X)

0 L
=P,
o J
(A.15) pode ser reescrita
L o? o® T
po=pl 4 (6x072 + gy 4 X geyrgr ) Al 4
mom 3! 5! "

(E.‘15)'

02 0‘\' T
+ (8x° +§—;I_v2 + &g p

.4

T -
0s A, (X, x°) e, p, (X, xX°) serdo determinados, respectivamente,
pela primeira das equagoes (A.21) e (A.15)', desde que bossamos obter

p,;‘ em termos das quantidades dadas. Assim, se, em (A.ZT') fizermos
a) &° = at

b) A(%.x%) = A"(X)
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obtemos -0 seguinte sistema, a ser resolvido para os pé:

. ﬁ'._s_ 2 ‘AtS 202 = o 2 AtY 202
(At + " V2 o+ —;? v2y ) pm(x) Am(x) (At » A 2 v + A m .V2y +..{)XF
TI
X Ay(X)
X (A.22)
Ll
PplX ) =0

As solugdes de (A.22), substituidas em (A.15)', levardo ds solu-

- T
gles para os p, e Py

L o’ of T )
py(%s x°) = (6x° v2 4 EE_gavz ¢ B grgagry A () +°
5!
. 0? o* (A.23)
v (6x0 + X gz 4 SX_geq2 )p (X) S '
2! 4!
L L
pp(Xs x°) = ph(X) =

/

o '

Observacoes:1) Esse processo depende da explicitagdo de gm em (A.ZE). Es-
sa operacao envolve o inverso do operador (At + A%i V24,00,

construido com v2 , que tem como autovetores nulos as so-

lugbes constantes no espago; podemos supor, sem perda de

generalidade, que o inverso do operador acima existe. -

2) As séries envolvidas nas expressoes convergem. Com efei-
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to
n 1
hohe. § &8 s
n=1 n! o
X
T hid 2N-1 °° 2n .
p. = Z §x° 24n-1 sx° an 5y LT
m _—(Zn-'\)' (v%) Am +n = ——-—-—(2 -y (v ) pm + pm
T @ g0 ! n-17 2 5x0 n-13
Ap= I ———— (V%) '+§ ,(vz) A'+Am
sl (2n-1)! 21 (2n)!

: T T
o coeficiente do termo genérico (onde ¢ dindica A' ou p'm)

2 nw
T (2n)! v

& tal que

i 1 o
(-—) % > 0 , quando n+ e

Aenyt ¥

VA,

- - - (o]
e as séries convergem, por serem"séries de polencias"?® em 6x° ¢ se .

Finalmente, o SC tende ao TSC anteriormente feito. Com efeito,
derivéndo (A.20) no tempo:
> - 02

-(¢'+ 8x%%l0 + S

2.

L
$r00 + ...) = A,O(;, xo)



=11
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L
> oy _
-¢(x,x)-A.°

Derivando (A.21) ne tempo:

M, qQ [
1+ %?—2- 72 +
e substiggindo em (A.23)
;m(i*, ) =.X

8
6x°

T 0 <Sx°3 tT
A= (§x° + 22— y? 4 2 g2 +...)V2An']+
3l 5l .

L T
GXO 2 [l
—;—!—V"h..) pm

- oq
m’Q(X; X,\)

(A.16)

(A.17)¢
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