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Preficio

Estas notas foram redigidas inicialmente baseadas no mini- carso “Com-
putagdo Algébrica — Sistema REDUCE” que apresentamos na Escola de
Verdo/87 do Departiamento de Matemdtica da UnB, com apoio do Centro
Cientifico da IBM.

Com as apresentagdes posteriores deste mini-curso no CBPF/DRP, no
IFUSP, no IFT/UESP e no IF-UFRJ, tivemos oportenidade de aperfeicod-
lo.

Conhecendo de perto as dificuldades por que passa o iniciante em
REDUCE dispondo apenas do manual, o qual, sendo de referéncia do sis-
tema, nao tem o intuito de ser pedagdgico, esperamos que aquelas sejam
minimizadas pela consulta a este material.

Gostariamos aqui de agradecer o apoio e estimulo recebido de Rubens
Marinho (IEAv/CTA), Jair Lecinda (TEAv/CTA) , Alberto Santoro (CBPF-
{DRP), Jaime Tiomno{CBPF/DRP),Ivanc D. Soares (CBPF /DRP),Prem
P_Srivastava (CBPF/DRP), Marcelo Rebougas (CBPF/DRP),Luis A. Reis
(CBPF/CI), Waldir L. Roque (UnB), Fernando Giorno {CC-IBM), Hen-
riqae Fleming {IFUSP), Cristina Abdalla(IFT/UESP), Stenio W. A. de
Melo (IF-UFRJ}.

Agradecemos, também, aos participanies dos mini-cursos por suas per-
guntas e sugestoes que se transformaram em contribuioes valiosas a estas
rotag,

Sugestoes e criticas dos leitores serdo bemvindas.
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Capitulo 1

Introducio A Computacao Algébrica

" The purpose of computing is insight, not numbers.”

Richard W. Hamminy
Bell Laboratories

"The problem with computers iz that they only give an-
swers.”

etiribnted to P. Picasso

Estamos acostumados a ver computadores trabalhando com nimeros,
isto &, processando nimeros obtendo nimeros como resulta.do O fato,
porém é que o computador pode processar igualmente slmbolos isto &,
obter um resultado expresso em stmbolos.

Isto nao é surpreendente e conhecemos algumas aplicagoes deste tipo,
como recuperagdo de informagoes, lmgmstlca computacional, auxilio na
tomada de decisdes, etc. Aqui,estaremos mais interessadosem manipulasao
algébrica.

A computagio algébrica j foi utilizada em mujtas dreas do conhecimen-
o humano, tais como: mecdnica celeste 6ptlca flSlCa. de plasmas quimica,
relatmdade geral, geof‘lslca. analise numérica, biofisica, mecinica dos fui-
dos, acdstica, mecinica estatistica, economia, teoria de controle mecénica
mtrutura.l processamento de i imagens, eletrodm&mlca. quantica, ané.hse de
decisdes, teoria dos nimeros, fisica do estado sblido, etc.

Conaldera,-ae que a primeira referéncia 3 computax;a,o algébrica tenha
sido jd em 1844, quando Lady Lovelace, protetora de Charles Babbage,
previe a pOBSlhllldade de sta Maquina Anahtlca. manipular simbolos.

No entanto, 86 em 1953, através do trabalho de Kahrimanian e Nolan,
conseguiu-se construir wm sistema que realizasse cdlculos algébricos sim-
ples: diferenciando-se sin(x?), obteve-se 2.:'(:05[:’) Note-se que x ¢ uma
quantidade indefinida, sendo o cdlculo acima vdlido para qualquer valor de
x.

Em 1957, Newel, Simon & Shaw desenvolveram a linguagem IPL-V que
operava com dados em forma de listas e dispunha do recurso de alocacao
dindmica de memdria.

Em 1960, McCarthy apesenta a lingnagem LISP (“LISt Process-
ing” ), que possui, também, o8 recursos de recursao e colelor de lize  “gar-
bage collector”).

F interessante ressaltar que SAINT, o primeiro sistema capar de re-
alizar integragoes indefinidas (uma t tarefa muito mais dificil que diferen-
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ciagio, 1ma vez que ndo hd uma estratégia definida a priori para aquela),
foi elaborado em 1961 por Slagle, um pesquisador interessado em estudar
08 processos da simulacio da inteligéncia humana.

Em 1965, Trufyn apresenta a linguagem FORMACG, desenvolvida a
partir da FORTRAN, & qual foram acrescidas instrucdes especificas para
a manipulagio algébrica. Esta linguagem foi considerada interessante por
permitir a0 pesquisador familiarizado com cdlculos numéricos em
FORTRAN, apenas pelo aprendizado de alguma instrucdes novas, ser
capaz de realizar, também, cdlcalos algébricos.

De 1970 para c4, surgiram muitos outros sistemas algébricos, tais como
REDUCE, SHCOONSHIP, MACSYMA , SMP, muMATH, etc.

1.1 Computacio Algébrica versus Compu-
tacio Numérica

Na introdugao, aparecen um exemplo de computacio algébrica, uma dife-
rencia ¢ao. Vejamos, agora, mais alguns exemplos para que fique clara a
diferenca com relagdo A computagao numérica.

No primeiro exemplo abaixo®, expandimos numa expressio que resulta
num polinomio de alto grau.

b: (5-1) ##20% (29x-1) #2202 (30x-1) 230 ;
30 20
(84X - 1) #(2+X - 1) #
20

(X -1 ‘ -

6: we,
10
215892499127278669824‘1 - ...

45
418692282305 140768550832249806496+1 + ..

5 4 3
53456604041 + 19078430+ - 535080+1

2
+ 110654 - 1602X + 1

IAqule nosexemplosfuturos indicaremoscom letra minisexlao que fol digltadopelo
tsudrio ¢ com letra MAESCWEo que fol escrito palosistema
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O procedimento consistin em abrir os parénteses, efetuando as exponen-
ciagoes e multiplicacGes correspondentes, simplificar os termos de poténcia
semelhante e escrever o resultado em ordem decrescente das poténcias da
varidvel. Tudo isso foi realizado automaticamente pelo programa algébrico,
bastando apenas digitar a expressio de entrada, respondendo ele com a ex-
pressio simplificada. Na verdade, ele imprime todos o8 71 termos do poli-
nomio. Por edicdo, deixamos apenas alguns termos tipicos. Note, também,
que 08 coeficientes s3o nimeros arbitrariamente grandes.

No exemplo seguinie, apresentamos alguns exemplos de diferenciacio
simbélica. As fungées DILOG e ERF sdo as fungdes matemdticas diloga-
ritmo e fungio erro.

21; df(cos(x).%):
- SIN(Y)

22: df{atan(x).%);

2

1/(x + 1)

33:  df (expint(x),%);
X
E /I

24:  df(dilog(x).x);
( - Los(@)/(X - 1)
26 daf (exrf(x),%);
)

(x)
(3¢SQRI(PI))/(E  #PI)

No terceiro exemplo, temos uma integragao simbélica. I*.Iote o tempo de
CPU que o sistema levou para esse cdlcnlo : menos de meio segundo!

2: log(x)*#6;

5
LG (X}

8: int(ws,x);




CBPF-NT-001/88

5 4 3
I={LOG(X) - S+LOG(X) + 20#L0G(X) - €0

2
SLOGCY) + 120sL06(X} - 120)

TIME: 490 MS

No primeiro exemplo acima, obtivemos um polinomio com coeficientes
que eram quocienies de nimeros inteircs maiores que o8 que usualmente se
obteriam nama linguagem numérica convencional. De fato, conforme 8e vé
do exemplo abaixo, quando obtemos um nimero com 202 dlgltos pode-ge
trabaikar, em gera.l com inteiros bastante grandes utilizando-se lingragens

a.lgébricas.
4 2##1000;

107160860718626732094842504906000181066140481
170553360744375033837036106112403612240319837
$81560585512760467201755314652518714528669231
404359846 775746985748039346677748242300854210
T46050623711418779641821630464749835810412673
9876766916664304607T0620146711064776865421676
60429831662624386837206663069376

E interessante esse recurso de se representar nimeros racionais como
quocientes de inteiros pois tem-se ema precisdo absoluta, ao invés da apro-
ximagao decimal feita pelas linguagens numéricas convencionais.

A importincia disso pode ser exemplificada na geragao dos polindmios
de Legendre {usando a férmula de Rodrignes) como abaixo

REDUCE 3.1, 15-Apr-84
1: linelength(45);
72

procedure pl{n,x);
df ({>x#+2-1)#4n,x,n) /2#sn/factarial(n) ;

D W

PL

3: factor x:om d.iv.rat;
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B: pl(16,x);
16 14
300640195/32768+X - 145422675/4006+X
132
+ 466326325/8102+X ~ 185910726/4006¢
6 4 2

»X + 4349846/8192+X - 109305/4006+X

O ponto é que se oa coeficientes do polindmio Py acima houvessem
sido arredondados, este ndo seria mais um polinomio de Legendre (as pro-

priedades de ortogonalidade, por exemplo, ndo mais valeriam).

No exemplo seguinte, demonstramos que as linguagens simbolicas po-
dem também, em geral, trabalhar com nimeros. Esses sistemas, via de
regra, sio mais lentos, para esse tipo de cdlculo, que linguagens essencial-
mente numéricas como FORTRAN, mas permitem uma precisao muito
grande.

1: pi;
PI

2: oo bigfloat,nunmval; we;
3.141 59265 4

4: precision 50; pi:
3.141 ©0266 35897 93238 46264 33332 TG0
2 88419 71603 98375 1

6: cos(ws/6);
0.866 02540 37344 38646 76372 31707 5293
6 18347 14026 26905 19

T: wassd;

0.76
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‘ Como exemplo, temos o nimero x com 50 digitos de precisao (e pode-
riamos apresentd-lo com precisdo ainda maior!). Em segnida, calculamos

cos(x/6}, também com precisao de 60 digitos. Para verificar a exatiddo do
v3/

¢alculo, cujo resultado deveria ser 2, elevamos o resuitado obtido ao
quadrado. Note que, como o reaeltado € exato, temos apenas dois d{gitoa,

embora a precisio admitida continue sendo de até 50 digitos.
Um ponrto importante a se levar em conta em computagdo algébrica & a
ocupagio de memodria.

Em computagio numérica, uma posigdo de memdria com 4 byies pode
armagenar um nimero inteiro de magnitude mixima 2.147.483.647 ou um
nimeroem ponto fiutuante de magnitude entre 10~ & 107, com 7 digitos
de precisio, o que € seficiente para a maioria dos cdlculos numéricos.

Em LISP, expressies algébricas, contrariamente a linguagens como
FORTRAN, sdo escritas em notagdo prefixada, isto ¢, o operador vem
3 frente dos operandos. Por exemplo, temos

10tagao notagao nota¢do
gsnal FORTRAN LISP

2 r+3 x4+ (+ (+ (*xx)x) 3

Esta expressio, por demais simples, ocuparia, o cddigo mais comum
dos usados para armazenamento de expressoes, no qualse utiliza bylepara
cada caracter, 6 fytes. Em LISP seriam necessdrios no minimo 18 iytes,
considerando-se que cada dtomo necessite de 2 dyles para ser armazenado.

Por igs0, ndo € incomum um cdlculo algébrico necessitar de 2 megabyles
ou mais. Além disso, durante um cdlculo, a ocupacio de memdria por
cilculos intermedidrios pode ser desastrosa. Por exemplo, seja a expansao
de (= + a)*:

(x+a)* = (zr+6)(xx+xe+axr+aq)
= (sexr+ rrd +xer+ xac + axx+arr+axetaar+ ase)
= {zxer+exr+arx+ger+oxr+arr+aartsax+t aaa)
= (s®+ext+axt +atr + ez’ + iz +als+ 6P
= (+alr+ats+aletar’ +oxt+ar® +2%)
= (a®+ 362 + 3az? + 5%

Temos, nas primeiras duas linhas, a abertura dos parenteses, efetnando
as maltiplicacdes correspondentes. Em seguida, alfabetiza-se! cada termo,
colocando o8 termos de cada produto em ordem. Efetuam-se os produtos e
alfabetizam-se, entdo, os termos da expressio. Finalmente, simplificam-se

o8 termos semelhantes, obtendo o resultado desejado.
O ponto a se ressaltar aqui € que as listas contendo o8 resultados inter-

13 & consideradoalfabeticamente anteriors s, atsimcomo 445 0 dcomralaglo s sxs
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medidrios 86 serao descartadas apés a obtengao do resnltado final, por um
dispositivo chamado coletor de lizo ( “gardage collector”). Considerando-se
___= memdria necessiria para se armarenar cada termo de cada lista, pode-
mos calculara quantidade de memdria utilizada para um cdleulo tao simples
como este. Imagine, entdo a quantidade necessdria para um problema real
bem mais complexo!

Outro aspecto relevante dos snstemaa a,lgebrlcos baseados em lmgua-
gens como LISP e C éa caracteristica da reesrado, isto €, um programa
ou fungdo referir-se a si mesmo na sua definigao. 0 exemplo cldssico de
recarsao é a definicao do fatorial:

fatorial(0} = 1

Jatorial(r) = a x fatorial(n —1) (a>0).

Isso permite, frequentemente, a codificacdo de programas mais elegantes
e, por vezes, 86 se possui uma definigio recursiva para a funcao desejada.

No entanto, em alguns casos, esse recurso nao é conveniente pois forma-
se uma cadeia de resultados pendentes da definicao recursiva até se encon-
trar um resaltado que pode ser retorrado no caminho inverso, obtendo-se o
resultado final. Esquematicamente, teriamos, por exemplo, para o fatorial
de 4

4} {cdtcnlo proposte)

4 x 3l {aplicagdo recursiva)
4x3x 2l ?

4x8x2x1) ?
4x38x2x1x0! [encontrade o cdlenlo definido O1)
4x3x2x1x1 {retorno da recursdo}
4x3x2x1 ?

4x3x2 ?

4x6 *

24 {fim do cdlenlo)

Até ser encontrado o resultado definido 0!, fo1 sendo construida a cadeia
de resultados pendentes intermedidrios, consumindo memdria. No caso de
ama definido nao recursiva do fatorial, ao estilo FORTRAN, teremos
ama sequéncia de multiplicagGes, usando sempre a mesma quantidade de
memdria, sem resultados pendentes.

Essa utilizacio maior de meméria pode ser catasirdfica. No exemplo
abaixo, apresentamos definicoes recursiva e iterativa do fatorial e aplicacoes
dos mesmos, verificando-se a sobrecarga de memdria no caso recursivo.

3 procedure factrecur(n);
3: if p=0 then i else n#factrecur(n-i);
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FACTREQOUR

procedure factinter(n);
if n=0 then 1 else for i:=1:n product i;

rallre

FAOTINIER
6: factrecur(3):
6
6: factinter(3);
8

T. factrecur(70);
++% PUSHDOWY STAOK OVERFLOW
+ 39

8: factinter(70);

110786716600698017060727837216890987364639381
426464258575563628646280096327898453196800000
00000000000

1.2 Heuristica : o contato com a Inteligéncia
Artificial

Certos problemas em Computagio sdo muito complexos, envolvendo sma
quantidade enorme de decisoes na busca de sua solucao.

Os possiveis caminhos, decorrentes das vdrias possibilidades em cada
ponto de decisio conformam uma “4rvore de possibilidades”, que pode se
tornar bastante grande. O programa deve incluir, entdo, recursos para
pesquisar essa drvore e encontrar um caminho que leve & solugao do pro-
blema.

No caso de um programa algoritimico, seria feita uma busca intensiva
até o fim através de cada caminho, de cada encruzilhada, em busca da
meta. Todavia, como & ficil imaginar, se o ndmero de possibilidades for
muito grande, esse método torna-se invidvel.

Um exemplo disso & o jogo de xadrez, no gual, em cada lance, exis-
tem varios movimentos possiveis para cada jogada. Os estudiosos calculam
que o nimero de combinagoes de movimentos possiveis numa partida de
xadres chega a 10130, estando, dessa forma, fora do alcance de qualquer
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O método heuristico consiste em um critério, frequentemente empirico,
fornecido pelo programador, para avaliar, em cada eacruzithada, qual cami-
1ho provevelmente levard a um resuliado mais préximo da meta. Quando,
por meio desse critério, conclui-se que se estd afastando da meta, retorna-
se A encruzilhada anterior e tenta-se o seguinte caminho mais provivel de
solugao.

Um exemplo simples de programa heurnistico é o do jogo da velha, que
tem cerca de 9] combinagoes. '

Por exemplo, o critério de avaliagio poderia ser um pardmetro que
avaliaria a vantagem do computador com relacdo a seu oponente. Uma
proposta de pardmetro seria

y = ¥; +bys +2bys

onde y; seria o ndmero de linhas, colunas e diagonais com uma marca
ndo bloqueada por marca adversiria, menos o nimero correspondente ao
adversirio, y3, o nimero de linhas, colanas e diagonais com duas marcas e
§s, idem com irés marcas.

Os pesos 1, 5 e 26 referem-se & importdncia relativa de cada situagao
{quando yg & diferente de 0, ocorre a vitdria de um dos jogadores), sdo, de
fato, um pouco arbitrdrios e sua alteracio infiui na eficiéncia do programa
como jogador.

Numa sitzacdo como a abaixo

o X
0

4 . . . . . .
feriamos a marca x superior dnica na primeira linha e na dltima colena, a
outra, na diagonal principal e na segunda coluna, a marca o inferior inica
2a iltima linha, i. e,

J1=4—1=3
Da mesma forma,
s = 0-1=-1
g2 = 0
e, assim,
y=-1

Como o pardmetro mede a vantagem de um jogador com relacaao ao

outro, o sinal negativo indica que o jogador x estd em desvantagem. I}e
fato, o jogador o estd prestes a vencer o jogo, completando a primeira

coluna. )
Sendo a ver do sistema, ele verifica haver cinco possiveis movimentos:
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4 x x®
0o} X 0. ) o]l x |- o}l x
[ 0 0 L R 0 | »

A partir do primeiro, teriamos quatro possiveis respostas do adversdrio:

X a X X x X x . X bt
0 X 0 o o) X o)
Q& ¢ 0 4] 0 o

Avaliando cada uma das quatro situagoes acima pelo pardmetro, teria-
mos os valores §, 10, 6 ¢ 1, respectivamente. Como o oponente joga para
vencereé supoatamente mtellgente pode-se supor que escolherd, das qua-
tro, a ﬂltnna op¢ao, por ser a mais vantajosa, o que ¢ indicado pelo valor
menor de y. Podemoa, assim, considerar esta op¢ao como comsequéncia
légica da primeira das cinco opgdes que o sistema dispoe e, portanto, asso-
ciar o seut valor 1 aquela opgao.

Considerando, agora, as outras quatro opcoes que o sistema dispoe,
consideremos uma possivel resposta a cada uma delas:

0 X X o X 0 b 4 0 X
0§ X o X X o | X o7 X
o 0 o X 0 X

Temos, respectivamente, os valores -20, -20, -19 € -19. Mesmo sem anali-
sar as outras 0pgoes que ¢ oponente dlspoc, podemos afirmar que escolherd,
no minimo t30 boas como essas {na verdade, provavelmente, escolherd exa-
tamente essas, de ves que gignificam v1torm) e, assim, associar o8 valores
minimos -20, -20, -10 e -19, respectivamente s opcﬁes do gigtema.

Como o sistema tem, também, o inteito de vencer, escolherd a methor
para si, qual seja, a primeira, que tem o valor mais alto do parametro.

Desta forma, a heuristica apresentada, acima levor a uma escolha acer-
tada, sem precisar peaquisartodas as possiveis combinages de movimentos.

0 exemplo acima foi talvez simples em excesso pois o jogo estava j4
préximo do final. Num jogo mais complicado como xadrez, a economia
proporcionada seria mais flagrante.

Na pigina 20 veremos o método hewristico aplicado & integragio anali
fica.
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1.3 A Linguagem LISP

A linguagem LISP trabalha com listas de elementos, os quais podem ser
também listas ou elementos simples (chamados dtemos). Exemplos de listas

830"

(AB¢D)
((REXA10 PIRES) (UBPF RIO))

Tem-se em LISP funcoes para manipulacdo de listas. Por exemplo, a
fancio CAR 48, como reseRady, v primeito elenremy de wma isiz, ODR
retorna o restante da lista, retirado o primeiro elemento; estas fungoes
podem ser combinadas como CADR. (CAR do CDR), CDDR (CDR do

CDR)}, etc.

Tem-se também predicados 16gicos, taiscomo: EQ que devolve o valor T
(verdadeiro) se o8 4tomos comparados sdo iguais e NIL (falso}) se diferentes,
ATOM que devolve T se o elemento analisado é nm dtomo e NIL caso
contrario.

Tem-seainda IF que testa uma condicio e retorna o primeiroargumento
fornecido se a condicio for verdadeira e o segundo se falsa e COND que
testa uma série de condigoes devolvendo o valor do argumento correspon
dente a primeiracondigdo que se verificar verdadeira. Note que os comandos
de LISP gio, por sua ver, também listas.

Como exemplos do fancionamento dessas fungoes, temos

(CAR (A B 0 D)) resultah  (0DR (A B O D)) resulta (B ¢ D}
(0ADR (A B C D)) resultaB (GDDR (A B 0 D)) resulta (0 D)
(GAR ((REWATO PIRES) (CBPF RI0))) resulta (RENATD PIRES)
(CDAR ((RENATO PIRES) (OBPF RID))) resulita (PIRES)

(EQ (A A)) resulta? (AT0M (A B O D)) resulta JIL
(IF (ATOM A) A (0AR K)) resulta i

(coxp (MIL vi) (FIL v2) (T ¥3)...) resalta v
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Como exemplo de programa em LISP, temos abaixo a codificagdo do
fatorial

(DEFU¥ fact{n)}
{(coxp ({(EQ n 0) 1)

(1 {* o (fact (SUB1 n)))) ) )
A declaragio DEFUN define fact como uma fungio, de forma que o
argumento n representa o argumento atnal que gerd indicado pelo usudrio.
O valor do argumento £ testado e se for igual a 0, fact retornard o
resultado 1, correspondendo ao fatorial de 0. Caso contririo, serd ysada a
definicio recursiva. T & uma condicdo sempre verdadeira, de forma que a

definigio tecursiva £ aplicada sempre que n for diferente de 8. SUB1 éo
operador que subtrai 1 do sea argamento.

Vejamos, agora, como é possivel fazer-se uma manipulagio mais sofisti-
cada de um expressio algébrica. Consideremos um pequeno programa LISP
que deriva polinomivs, implementande as regras mais simples de derivagao:

8(constante) = 0, 3 varidvel) = 1
d(espri + esprt + -} = d{espri) + 3(eapr) + -

{esprix eaprt) = O(espri)x eaprt + eaprixd{eapré)

Temos, ento, usando as fungdes LISP anteriormente vistas, um peque-
no programa LISP que realiza derivagoes sobre polinomios:

(DEFUN deriva (expr var)
(60XD ((ATOM expr) (IF (EQ expr var) 1 0))
((EQ (CAR expr) °+) (LIST °»
(deriva (CADR expr) var)
(deriva (OADDR expr) var) ))
((EQ (CAR expr) *#) (LIBT °+
(LIST °*» {deriva (CADR expr) var)
(0ADDR expr) )
(LIST *+ (CADR expr)

(deriva (UADDR expr) var) ) )) ) )
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Se aplicado este programa a expressao LISP anteriormente comentada,
obteriamos

aotacao nofa.c;io
LISP usual

(M1 (*x1)) 1) 0) Ix+Ix+1+0

Note que o resultado, embora correto, nio estd simplificado. A simpli-
ficacio em computagio algébrica estd, na verdade, longe de ger um proble-
ma trivial. Nio & facil caracterizar-se o procedimento de simplificagao e,
além disso, ndo hd um senso comum sobre quando uma expressao estd na
sua forma mais simples. A “forma maijs simples® pode variar, segunde o
contexto do calculo € o gosto do esudrio.

Certas regras bdsicas, tais como

r4+0—2x O0xx—0
ixyx—2

devem, quase sempre, ser utilizadas pelo sistema.

Em geral, deve-se ter um certo discernimento na aplicagdo de nma regra
de simplificagdo, pois é frequente sua aplicagdo impensada levar 3 uma
expressio mais complicada que a original.

Por exemplo, considere-se a situagao abaixo,

11: (xced-y28) / (x-y)

8 2 2 3
X + XY + Is7 + 7
13: on factor,
14: ¥s,
3 2

(X +7)s(X + 1)

O sistema algébrico simplificou a expressao original, dividindo o nume-

rador pelo denominador, fornecendo a resposta numa forma expandida. Sob

comando do usudrio, o sistema reescreven a expressio de forma fatorada.
Nio se pode afirmar, porém, qual é a mais simples. Se essa expressao
deve ser somada a outro polinomio, certamente a primeira é mais simples
mas se deve ser dividida por outra expressio, entdo a segunda pode ser pre-
ferivel devido a possiveis futuras simplificacoes entre o8 noves nu meradores
e denominadores.
Por exemplo, na expressio abaixo,
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(VY +a) (VP +8) I+ /T TaT+b+a
rt VAR VA ETLEY B

i ama simplificagio possivel, mas nio evidente, entre o8 dois termos.
Como se v& abaixo, quando o nsudrio manda abrir os parénteses e colo-
car toda a expressio sob um mesmo derominador, a simplificacao leva a
am resultado nulo. '

(018) exp: (sqrt(r~2+a"2)+a)+(sqrt(r*2+b*2)+b)/r*2
-{aqre(r*2+b~2) +sqrt(r~3+a~2) +b+a)
{(sqrt(r"2+b*2) +aqrt{r*2+a"2)-b-a);

: 3 2 3
{SQRT(R + 4 ) + &) (SQRI(R + B ) + B)

2 2 2 2
SQRT(R + B ) +SQRT(R + &) +B + A

-------------------------------------

SQRY(R + B ) + SGRI{R +4) -B -4

(019) ratsimp(exp);
TIME= 138 msec.
(D19) 0

Veja-se ainda o exemplo abaixo, ama situacao frequente de simphificagac
trigonométrica. A introdugdo da regra usuval ndo ¢ recomendavel pois sen
190 serd a todo momento, podendo levar a expressies mais complexas.
Em REDUCE nio h4 um sistema eficiente de simplificagdo trigpnométrica.
Note-se que uma tentativa ingénua de sistema, como a do sistema abaixo,
ado garante bons resuitados, ndo conseguindo, no caso, operar sobre ex-

pressdes maiores.

{: cos(f)»e3+cos(g);

3
00s(F) + 06S(G)

2: for all x let sin(x)*+2+cos(x)#32=1;

8: ws;




on

-

10:

11:
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2
~ QOS(F)*SIN(F) + 00S(F) + 005(G)

for all x clear sin{(x)**2+cos{x)#s2;
operator trigsimp;
forall a,c,x let

srigsimp(x} = x,
trigsimp(a®sin(x)**2+ancos(x)#42+c)=

artrigsimp(c),
trigsimp(a®sin(x)+#2+avcos (x)#ed)=a,
trigsimp{sin(x)+#2+cos (x)#*2+c)=
1+trigaimp(c).
trigsimp(sin(x)*#2+cos(x)#*2)=1;
frigsimp(ws);

3
ops(F) + 005(G)

focos (g) ##2+f+sin(g) #»2¢gHain(g) w42
+g¥cos (g) #4245 ;

3 2 2
005{C) »F + 008(G) »& + SIN(G) »F

-2
+ SIN(G) *G + &

trigsimp(ws);

FP+G+5

(cos (%) ##2+sin(x)##2) #%¥2;

4 2 2 i
00S(X) + 24005{X) +SIN(X) «+ SIN(X)
trigsimp{ws);
4 2 2 4

_QBS(I) + 2+005(X) tSIF(I) HT_SII(I)
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12: fecos(g)##2+f¥sin(g)#+2+ghsin(g)#+2
12- “'g‘COﬂ (g)‘*a*h.co‘ (f)ﬂﬂ*h*lin(f)"?.'

2 3 2
QOS(F) *H + C0S(C) #F + 00S(G) *G +

Método geral Esia é a abordagem mais interessante, tanto do ponto
de vista computacional como matemdtico. Quando se inicion o de-
seavolvimento dos sistemas de integracio analitica em computador
considerava-se que a integracao nao fosse um processo algontmlco
como a diferenciagdo. Todavia, num trabalho que se inicia com
Laplace, no comego do século passado, passando por Abel e Liou-
ville, foi posswel chegar- se ao algoritmo de Risch e Norman que é
capar de decidir se a integral de uma fencao f pertencente a um
campo de fungoes elementares f pode ser escrita como

[fd‘x:Vo-!-ZC;logV}, (Vo, Vi € 7, Cyctes.),
;

e também determinar Vo, Vi e C;.

A integral que puder ser resolvida por uma das trés primeiras abor-
dagens, o serd eficientemente pois o gistema passa rapidamente por elas,
tendo sucesso ou ndo, Mas quando nado tiverem sncesso, nao informarao se
a integral pode ou nao ser escrita na forma de ema combinagdo de fungoes
elementares do campo delimitado.

Jd a dltima abordagem permite um procedimento de decisio: se a in-
tegral nao puder ser expressa em termos de fungoes elementares, o sistema
constata essa sitvagdo e a reporta.

E interessante notar, porém, que o algoritmo de Risch e Norman em-
bora seja capaz de obter a expressao da mtegral quando possivel, exlgua’
consideravel trabalho, exceto nos casos mais simples que podem ser re-
solvidos mais eﬁcnentemente pelas outras abordagens. Sendo, todavia, um
processo algorltmlco essa abordagem presta-se muito bem para ser 1mple-
mentada em computador.

Para ilustrar as trés primeiras abordagens temos o8 dois exemplos abai-
xo. O primeiro consiste na implementagio (em REDUCE) de am padrac
de integracdo, qual seja, integrais do tipo | xfe=%dr para k >0

4: 1linear intpm; operator intpm;
5. let intpm(i,x) = x, intpm(x,x) = x#2/2;

forall k such that 4df(k,x)=0
let intpm(x#k,x) = xcds(k+1)/(k+1);

>

T: let intpm(et+(-%),x) = -es(-x),
intpn{screme(-3) ,x) =
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2 2 3
SIN(F) #H + SIN(G) #F + SIN(G) »G

13: trigsimp(ws);

2 2 2
GOS(F) *H + QDS(G) +F + C0S(G) <G -+

2 2 2
SIN(F) #H + SIK{G) oF + SIN(G) #G

Hoje em dia, trabalha-se ro desenvolvimento de procedimentos heuristi-
cos de simplificaido, que avaliem se e onde uma simplificacdo € possivel. De
qualquer forma, a pessoa mais qualificada para decidir qual a forma mais
conveniente de nma expressio & o préprio usudrio. O sistema algébrico deve
oferecer varios recursos de simplificacao, decidindo a utilizacao de alguns e
permitindo ao usudrio a utilizacao dos que julgar convenientes, ou mesmo
impedir a sua aplicac@o automatica.

1.4 A integracao analitica por computador

Certamente, uma das dreas de desenvolvimento mais interessantes em com-
putacio algébrica ¢ a integragio. Muitas pessoas, quando ouvem falar que
o computador pode realizar integracao analitica, imaginam que ele tenha
sido programado com uma tabela de integrais e que o sistema simplesmente
faga uma espécie de busca em tabelas. Mas o que se tem, é algo bem mais
sofisticado e eficiente.

Existem quatro abordagens bdsicas a uma integral, por parte de um
sistema algébrico:

Busca a padrdes O sistema faz uma inspecdo da integral, procurando
identificar integrais basicas que possam ser realizadas imediatamente.
Esta primeiraaboradagem é de certa forma, uma pesquisa em tabela.

Métodos heuristicos O sistema tenta, aqui, recnrsos como mudangas de
varidveis e integragbes por partes, até que se caia em integrais basicas
que possam ser tratadas pela abordagem anterior.

Métodos especializados Aqui, utilizam-se procedimentos eapeciﬁcos,
tais como expansio em fragoes parciais, no caso de fangdes racionais,
etc.
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- xter#(-x) - es+(-x);
forall k such that df{k,x)}=0
let intpm(x*skted+{-x),x) =
- xrekees*(-x)
+ k+intpm (e (k-1)*es¥(-x) ,x);
9: intpm{x*#4, x);

5
X /6

10:  intpm(xes29evs (-x),x);
y
(-X -2+ - 2)/E

No segando exemplo, apresentamos a resolagio de wma integral pelo
programa SAINT ( “Symibolic Axtomatic INTegrator”) escritoem 1963 por
Slagle.

Dada a integral

x4
[

SAINT reconhece o padrio e far a substituxio y = arcsinx, obtendo

sinty
[ costy s

Em seguida, verifica haver trés caminhos poss’iveis:

4
4 -4 ol
[tan ydy feot7tydy 32[(1_1_ A=) dz

sendo o terceiro obtido pela substitukdo z = tany/2.

Aqui SAINT avalia heuristicamente as opgoes e conclui que o caminho
mais adequado € o primeiro dos trés acima. Reconhecendo o padrao, faz a
substituigdo 2z = tany obtendo

[ wrm
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Em seguida, SAINT reconhece a forma de fungao racional impropria e
separa a parte inteira do resto, obtendo

[(—1+z’+ﬁ-1?) dz

e integra imediatamente, obtendo

1
«z+?/3+[mdz

Agora, SAINT considera {erradamente) que a integral restante acima é

mats dificil que o segundo caminho (abandonado) da encruzilhada acima.
Faz, entao, a substituicao # = coty, obtendo

B dr
Al + 1)
Considerando que a integral acima ¢ mais dificil que a integral do ca-
minho abandonado acima, SAINT retorna aquele, fazendo agora a substi-

{uicdo w = arctan z que resulta
j dw
iendo sido atingida a meta.
SAINT faz as subatitnises inversas resolvendo a integral original como

= dxr = arcsinzx + L tan® arcsinx — tanarcsinx
(1-«1)7 3
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Capitulo 2

Sistemas de Computaciao Algébrica

“Houve uma época em qee a humanidade encarava o uni-
verso sozinha, sem um amigo. Agora, o homem possuicriaturas
para ajudd-lo; criataras mais fortes do que ele - mais fiéis, mais
liteis e absolutamente devotadas a ele. A espécie humana ja nao
estd soginha.”

“Eu, robd”
{fsaac Asrmov

Embora a computacao algébrica tenha dado seus primeiros passos ha
cerca de 30 anos, 85 recentemente vem ela se disseminando e se consoli-
dando, com aplicagoes nos mais variados campos de pesquiza em Ciéncia e
Tecnologia.

Existem, hoje, vdrios sistemas para processar cdlculos algébricos, es-
critos em diferentes lingnagens de computador. Mais de 40 sistemas s3o
conhecidos com esta finalidade, tendo sido, em sva maioria, criados visando
aplicagoes espectficas em problemas de Astronomia, Relatividade Geral e
Fisica das Particulas Elementares.

Faremos, neste capitulo, uma breve descricao de alguns deles e.

2.1 Caracteristicas gerais de um sistema al-
gé brico

Como ji dito, hd virios sistemas algébricos, projetados para diferentes
aplicagoes especificas. Estes sistemas se distinguem, também, pelo nivel
da linguagem em que estao escritos.

. As linguagens de programacao podem ser divididasem pelo menos trés
Alveis:

Linguagem de Miquina Esta linguagem ¢ constituida _de ingtrugoes que
siio diretamente assimiladas pelo computador (mdquina). Desta forma,
elag 830 méguing-dependentes, isto é, dependem da marca e do tipo
do computador.

Linguagem Montadora (Assemiler) Estalingnagem,embora ainda prd-
xima da lingnagem de mdquina, £ mais inteligivel pelo usudrio pre-
cisando, no entanto, ser traduzida para aquela, por um programa
chamado compilador, de forma que possa ser entendida pelo computa-
dor. Note-se que esta linguagem também é mdguina-dependente.
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Lingnagem de Alto-Nivel Esta é a que mais se assemelha a nossa lin-
guagem coloquial. Na lingsagem de alto- nivel o8 programas podem
3er escritos, por exemplo, em portugués e com notacdo matema.tlca.
devendo, porém, ser traduzidos por um compilador. Em principio, as
linguagens de alto- nivel 880 mdquina-independentes e padronizadas
internacionalmente. Como devem ser traduzidas por compiladores
m#quina-dependentes, sic necessdrias, na pratica, ligeiras modifica

¢oes quando se transfere um programa de uma mdquina para outra,
de fabricante diferente.

Como exemplo desses trés niveis de linguagem, considere- se a expressao
matemdtica

- 2A+01083_D

Numa linguagem de alto-nivel como FORTRAN, ela seria codificada
como

= (2#4 + 108+B)/0 - D

Numa de nivel médio (assemier), por exemplo, como

b 4 (ermazene A}

Ml =2 {multipligue por 2)

ST TMP  [armazenc temporariamente)
LD B {armazene B)

MP1 =108 [msltipligue por 108)

ADD TP (some o fempordrio)

pIvV ¢ (divida per C}

SUB D (exbtreia D)

51 B (ermazent em B}
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Note que sio uiilizadas vdrias instrugfes elementares, sendo necessario

que o programador conhega um repertdrio bastante grande delas. No
IBM 370, por exemplo, hd 256 dessas mstrugoes.

Em lingzagem de baixo nivel, a codificagdo poderia ser, por exemplo,

13 1000
12 =2

1% 6000
14 1009
12 =108
10 6000
i3 2015
11 5282
16 6931

Note-se que além dos cédigos das instrugSes ndo serem mais mneménicos,

nio se podem mais utilizar nomes simbdélicos para as varidveis, devendo o
programador referencid-las por seus enderegos na memdria do computador,
sendo por igso necessdrio um conhecimento da estrutura e processos de
memdéria da maquina em questao.

Os primeiros sistemas de computagdo algébrica foram baseados em lin-
gragens montadoras e, posieriormente, nas linguagens de alto-nivel
FORMAC {uma extensio do FORTRAN para manipulacao algébrica) e
LISP. Em particular, o sistemas com linguagem de implementagao LISP
vém recebendo, nos dltimos anos, uma atengio muito maior do que o0s 3is-
temas com base em FORMAC.

Qutra caracteristica que diferencia os sistemas ¢ sua forma de exibxao
de resultados. Abaixo temos exemplos de saida de alguns sistemas no
cdlcnlo da conexdo T}, para a métrica de Bondi:

#RAD (GAM + - - 1 1 4)=-0.5EO*V{! R E)#R##{-2)+(0 5EQ#

ASSISIANY (D VO 1 O)(I.R.E)+(D B O 10)(TR,E*V(I.RE)
J4R#4(-1)-0 SEO#EXP (-2+B(T,R,E))+EXP(3+G{1 R.E
JIU(T R,E)*(D U 0 1 O)(T,R,E)#R#+2-{D B 0 0 1
J(1,R,E)+U(1.R.E))



LAM,
ALRM,
OLAM,
SHEEP

REDUCE

0AMAL

FORMAC
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i 2 26-2B -1
GAN = -{1/2)UR E U «(1/2)R V
01 1 1

-1 -2
VR B - ({/)VR - UB
1 2

-1
GAM{1 0 1) = V{(X)*DF(B(I) R)+R

(-1) (-2)
+ 1/24DF(V(X) ,R)*R - 1/24Y(X)*R

(226(X)-2¢B(X))
- U«DP(B(X) TH} - 1/24U«DF(U(X),R)4E

K{101] wadblt,r.el/dr/r
+1/2dv[t,r, el /dr/r

-uft.r.e]dblt,r,e] /de

-1/3vit.r.e]/r*2

~1/2ult,r, eldult,r, el /drr"2expl2glt, 1, e]
-3b[t,r,el]

114
U ( (UsR+FPMOEXP (G#2) #2+0»Re#2FNMOEXP (G#2) «FMODIF (G,

-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
-------------------------------------------------
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Note a grande variacio nas formas de saida destes varios sistemas. A
que mais se aproxima da que um pesquisador utilizaria nos seus cdlculos a
mao &, sem divida, a do SHEEP, que tem recursos para indices tensoriais
covariantes e contravariantes, além de indicar derivadas por subscritos.

A forma do sistema GRAD-ASSISTANT ¢ bem inconveniente sema
possibilidade do uso de mais de uma linha para ama notagao bidimensional.
A indicaciio de indices superiores e inferiores é feita com sinais de + ¢ -,
a derivacdo ¢ feita através do operador D, sendo necessdrio indicar, pelo
valor 0, em quais varidveis ndo se estd derivando . Além disso, o fator
1/2; aparece como 0.5E0 , isto &, 0.5 x 10° e as poténcias das funges sao
indicadas pelo operador EXP.

O sistema REDUCE nio tem tantos recursos como SHEEP mas tem
ama forma razodvel, bidimensional, embora nao disponha de indices. Tam-
bém o operador de derivagdo DF permite uma compreensio melthor que o
do GRAD-ASSISTANT!. ’

O sistema CAMAL também nao dispoe de indices mas tem uma forma
interessante de representar a derivagio, embora seja, também, unidimen-
gional.

Dos apresentados acima, certamente o sistema com saida mais deficiente
¢ 0o FORMAQC. Unidimensioral, sem 1ndices, necessita de inconvenientes
operadores FMCDIF para diferenciacio e FMCEXP para poténcias.

Talvez o sistema que tem a melhor formatacdo de saida seja o
MACSYMA. . Abaixo temos um exemplo de uma integragao

(027) (LOG(XY) - 1)/{LOG(I)*2 - X"2):

Loe(I) - 1t
My 0 memmmmememe
2 y
Lo (X) - X
(628) INTEGRATE(Y.X);
TIME= 744 MSEQ.
LOG(LOG(X) + X} LOG(LOG(X) - X)
(D28) = mmemmewememmoeee - memmemm—esee -

Este sistema tem nma notacao bidimensional, podendo representar com
grande nataralidade funcdes racionais, por exemplo. Além disso, desenha
simbolos de integral e somatdrio.

[ e —e

0 pacote EXCALC para cilcnlo exterior possibilitao nso de {ndices tensoriaise
wma Indicago mais convenlente para derivadas parclais,semelharie } de SHEEP
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Um ponto a se ressaltar € que sistemas flexiveis como REDUCE podem
ter sea forma de saida modificada pelo usudrio. Um exemplo simples disso
¢ a aboligdo do operador DF, substitvindo-o por uma v{rgula. Assim,
teriamos o resuitado acima escrito como

4. in "procedures';
OFF ECHO$

6: fi(v,r,vl,r vl rT);
0

6: fi(u,r,ul,r,ul.rr);

0
r: £2(b,r,t,bi,r bl % bl rr bl rt bl tt);
0

8: gan(1,0,1) :=vedf(b,x)/redf (v,r)/2/r-v/3{r+4]

3: -usdf (b, t) ~urdsf (u,r) /20 e (24g-2+b)
8: reed;
(-1)
GAM(1,0,1) := 1/2#V ReR
{ - 2¢B + 2#G) 2
- 1/3+8 +U,ReR U
(-1}
+ B,R4R sV - B, T4
(-2)
- 1/2«8 sV

No arquivo PROCEDURES estdo s comandos necessirios para essa
modanca. Os operadores F1 e F2 sio utilizados para fangbes de uma
e dups varidveis respectivamente, O sinal | aparece para a introdugao
da virgala como parte do novo simbolo u,r, por exemplo, representando

du/dr.
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2.2 Qs sistemas algébricos mais em voga

Ds sistemas de computacao algébrica com maior atividade, no presente,
330:

SCHOONSCHIP , eacrito em Assembler €, por 1880 mesmo, muito
ripido. E interativo, possui toda a algebra das matrizes gama de
Dirac, trabalha com espinores e € especializado para Teoria Quéntica
de Campos, sendo, também, utilizado para cdlculos em Gravitagao
Quintica. A sintaxe dos seus comandos &, porém bastante dificil e
dispoe de poucos recursos.

SHEEP Criado I. Frick, resultado da evolugdo dos sistemas LAM, ALAM,
CLAM e ILAM, & um sistema interativo, bastante conversacional,
tendo LISP como linguagem de implementagdo. Desenvolvido para
ser um sistema especializado em cdlculos em Relatividade Geral,
SHEEP £, certamente, o mais eficiente sistema para essa aphcacio.

Dada uma métrica, SHEEP pode calcular,em poucos segnndos, todos
os tensores de interesse da teoria, tais como o8 tensores de Ricci, Ein-
stein e Weyl, independentemente da base admitida. SHEEP permite,
ainda, identificar o tipo de Petrov da métricae possibilita encontrar
novas solu¢oes das equacdes de Einsten.

Como sistema especializado, SHEEP emprega uma notagdo muito
similar & utilizada pelos pesquisadores da drea. Entretanto, tem a
presente desvantagem de ser maquina-dependente (€ implementdvel
apenas em computadores da linha VAX, os quais ndo 330 08 Mais
encontrados no Brasil}.

CAMAL (“CAMiridge ALgelra”). Este sistema foi criado pela Univer-
sidade de Cambridge, Inglaterra, visando originariamente cdlculos
especificos em Mecénica Celeste. Recentemente, J. Wainwright, da
Universidade de Waterloo, desenvolven um estudo mais detalhado de
aplicagio desse sistema para o uso na Relatividade Geral e Cosmolo-
gia.

A linguagem de implementacdo do CAMAL & BCPL e nao £ inte-
rativo, i. e., seus programas sé sio executados em “batch®. A sua
versio mais difundida é para computadores da linha IBM. CAMAL ¢,

em principio, maquina-independente e sua notagao nao é tao natural
quanto a de SHEEP.

REDUCE Criado, originalmente, por A. C. Hearn, na Universidade de
Stanford, com linguagem de implementagio LISP, € um sistema muito
poderoso ¢ em constante desenvolvimento. Difendiu-se, por isso,
muito rapidamente, sendo, provavelmente, o sistema que conta hoje
com o maior aimero de adeptos.

~ Como um sistema de miltiplos propésitos, REDUCE ¢é capaz de:
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o Ordenar e expandir polinomios e fun¢oes racionais

¢ Substituir ama grande variedade de formas algébricas

] Sim’p-l.iﬁcar expressoes automaticamente ou sob o controle do
usudrio

o Realizar cdlculos simbdlicos com matrizes

o Aceitar defini¢des de novas fungGes e extensoes de sua sintaxe

e Diferenciar e integrar analiticamente

o Resolver sistemas de equacGes lineares e nao-lineares

s Gerar programas FORTRAN e LISP, a partir de expressoes de
REDUCE

Uma das vantagens do sistema REDUCE sobre 0s demais sistemasé a
existéncia de vérias versdes para diferentes miquinas e sistemas ope-
racionais, estando sendo preparada uma versio para micros da linha
PC . Além disso, REDUCE pode operar interativamente e emprega
ema notagao, nas expressoes matemdticas, proxima da ussal.

MACSYMA ( ‘MAC’s SYmbolic MAnipulator”). Desenvolvido pelo Lab-
oratdrio de Computacao Cientifica do MIT, sua linguagem de imple-
mentacio é, em grande parte, baseada em LISP. Como REDUCE,
MACSYMA é um sistema de miltiplos propésitos bastante sofisti-
cado, podendo ainda:

o Calcular limites e integrais definidas
¢ Resolver equagoes diferenciais simbolicamente

¢ Expandirfuncoes em séries de Laurens e Taylor ¢ calcular séries
de Poisson :

o Manipular vetores e tensores

o Calcular transformacces de Laplace e suas inversas
o Obter formas fechadas para somas indefinidas

o Desenhar curvas e superficies

MACSYMA &, também, nm sistemainterativo e emprega nma notagao
matematica bidimensional para os resutados, bastante préxima da
psual. O uso deste sistema estava muito restrito aos membros do
MIT e 86 recentemente tem sido comercializado pela SYMBOLICS,
podendo ser adquirido por outros centros de pesquisa.

Existem, ainda, vérios outros sistemas de computagao algébrica em uso
corrente & desenvolvimento. Para citar alguns, temos:

ORTOCARTAN |, especializado para Relatividade Geral, é codificado em
LISP.

POLYNOM |, implementado em ALGOL, & especializado na manipulagdo

de polinomios.
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muMATH | escrito em LISP, € bastante geral e poderoso, sendo adaptado
para uso em microe da linha 780.

AVTO-ANALITIK | especializado em Fisica- matemdtica, escrito em
linguagem de mdquina.

SMP |, geral, implementado na linguagem C.

SCRATCHPAD |, geral, desenvolvido pela IBM.

ADS | implementado em FORMAC.

GRATOS |, eacritoem FORTRAN.

ALTRAN |, geral, implementado em FORTRAN.

Capitulo 3

Introducao ao sistema REDUCE

“Esta descoberta trard o esquecimento is almas dos disci-
pulos porque nao utilizarzo suas memdrias; confiardo nos car-
acteres escritos externos e ado se recordardo por si mesmos. O
método que vocd descobrin auxilia nao a memoria, mas a rem-
iniscéncia. Vock den aos seus discipulos ndo a verdade mas
apenas o arremedo da verdade. Eles ouvirdo falar de muitas
coisas e nada terao aprendido; parecerao ser oniscientes e de
aum modo geral nada saberdo; serdo uma companhia aborrecida,
demonsirando uma sabedoria vazia de realidade.”

Fedro
Platao

REDUCE £ um sistema algébrico bastante poderoso e versdiil, capas
de:

» expandir e orderar polinomios e expressdes algébricas

o farer substituicoes numa variedade de formas algébricas

¢ fazer simplificacoes antomaticamente e sob controle do nsuario
¢ irabalhar com matrizes simbélicas

¢ trabalhar com niimeros com precisao arbitrdria

~_e_aceitar definigoes de novas funcdes e extensSes de sintaxe



CBPF-NT-001/88
~29-

o integrar e diferenciar analiticamente

¢ fatorigar polinomios

o resolver sistemas de equasdes lineares e nao- lineares

o produzir programas FORTRAN a partir de expressdes REDUCE

3.1 Comandos bésicos de REDUCE

Vejamos, agora, alguns comandos basicos de REDUCE.

1:  (348769674650987/64320113243) #42+676T6379;

401624743311867162765182790240/41370762675
82343977049

2:  36G#x+23%y-46%x+31# (xry) ~BT# (xry) 342/ 20432/ y;

+(114+X - V)

3: x:°8;
X:=6

4 y:=22%

5: ws{2);
1086

8: clear X;
T: wa(2};

6+ (572X - 11)
§: c:=(atb)ad;

i 3 2 12 3 4
G := A + 4% #B + 6%4 4B + 4s44B + B

9: d:=a++2(ath)+42;
D:=Ae2(A+B)«+$$$2;
#33%% Missing Operator

10:  d:=a#*2(a+berd;
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D:=A#+24 (A+B++244$;
sevkd Too few right parentheses
11:  d:=a»e2*(arb)+43;

2 1 2
= A #(l + 2448 + B )

12: c+d;

4 8 2 2 3 4
241 + 69k ¥ + ToA 3B + 4#AeB + B

Inicialmente, temos um simples cdlculo numérico. Note que todo co-
mardo em REDUCE deve ser finalizado por um terminador, neste caso,
am ;.

Cada comando REDUCE recebe am niéimero; o resultado do cdlculo
correspondente aparece na linha seguinte (sem ndmero nem terminador).

Vejamos, agora, um cdlculo com varidvel indefinida. Introduzimos uma
expreasdo algébrica que REDUCE simplifica, em seguida, deixando, porém
a4 varidveis X e Y indefinidas.

Em seguida, atribaimos valor a uma dessas varidveis, no caso, X. A
atribuigao & feita através do operador :=, REDUCE responde com o re-
sultado da atribuicdo, isto ¢, o valor atribuido, sxmpllﬁca.do

Atribuimos, agora, um valor a Y. Como o valor j4 ¢ simplificado, nao
nos interessa ver o resultado da atribuicao. Podemos evitar a impresssao
do reseltado de um cdlculo, esando o terminador §.

Podemos, também, recuperar o resultado de am cadlculo anterior usan-
do o comando WS ( “werkspace”), indicando o niimero do comando cujo
resaltado desejamos recuperar. Note que ezse resultado sofre o efeito de
quaisquer atribuioes presentemente em efeito.

Podemos desfazer uma atribuicao através do comando CLEAR.

Retirando a atribakdo anteriormente feita a X, podemos recuperar o
resultado anterior, levando em conta apenas a atribuicao feitaa Y.

Podemos, também, € claro, atribuir valores algébricos a nma varidvel.

Na linha 9, cometemos um erro de sintaxe, esquecendo de digitar o op-
erador de multiplicagdo * entre 0 2 e 0 { . REDUCE indica essa condigao,
repetindo o comando indicando com $$8 o ponto onde o comando deixou
de fazer sentido, isto €, o erro estard & esquerda desse sinal.

Na linha 10, cometemos outro erro, esquecendo de fechar o paréntese.
Isto ¢ indicado pela mensagem correspondente.

Atribunidos valores a identificadores, podemos usd-los em expressies

algébricas.
Também temos a possibilidade de repetir comandos antomaticamente.

Abmxo temos um exemplo do comanda FOR
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36: a:=0;
A =0
37: for i:= 1 step 1 until 10 do a:=a+i;
38: a;
55
39: for i:= 1:10 sum i;
b6

40: array b(3);

81: for i:=0:3 do write b{i):=2e%i;

B(0) := 1
B(1) := 2
B(2) =4
B(3) := 8

O indice I & local, isto é, nao se relaciona a uma eventual varidvel
chamada I fora do contexto do comando FOR.. Obtivemos na linha 28 a
soma dos inteiros de 1 a 10.

Quando o incremento do indice for 1, podemos utilizar a CONStrucao
abreviada. Temos, também, a opgio SUM que realiza a soma dos valores
retornados pelo comando (no exemplo, simpiesmente I}, sendo desneces-
sdria aseim  a introdagio da varidvel A.

Podemos, ainda, armagenar os valores calculados nem erranjo  “srray”)
para futura referéncia, definindo-o com o comando ARRAY, indicando o
valor maximo do seu indice {com o valor miimo 0).

Incluimos, também, o comando WRITE para que o3 resultados calcu-
lados sejam impressos.

J4 vimos, em exemplos anteriores, aparecerem algumas das fungoes
matematicas conhecidas por REDUCE. Ele conhece também algumas
das suas propriedades como abaixo

18: awain(-x)rcos{pi)sb+cesin(Gepi)+detan(0);
- {SIA{X)*A + B)

14: a*cot(0)+besec(0)+cocossec(0);
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Declare SE0 operater 7 (Y or N)
ty
Daclare GOSSEC operator 7 (Y or K)
7y
(00SSEC(0)+0 + SEG‘(O)'!B
15: atacos{0)+b*asin(0) rc+asin(1)+dsatan{0);
A00S(O)wk + ASIN(1)»0
16: a+ainh{0)+becosh (0)+c*atanh(0)+d+sinh(-i*x);

- (SIFBE(I+X)*D - B)

REDUCE sabe, por exemplo, que sin(—z) = —sin{x} e que tan(0) =
0, conforme se pode verificar do exemplo. Mas da linha seguinte, verifica-
ge que nao conhece as funcoes secante e cossecante. A menros que ¢ modo
numérico de precisio arbitrdria esteja ativado, REDUCE nao conhece,
também, casos menos triviais das funcoes nem, por exemplo, quanto vale
arccos(0) .

17: ai*log(e)bi*log(1)+logles+cl)+d2sexp(8/2%ispi);
Declare E operator ? (T or )

7n

18: aitlog(e)+bislog(1)+log(evscd)+d2sexp(3/2rispi);
- [#D2 + 02 + Al

10:  awerf(0)+bedilog(0)+crexpint(0);

2
(G+EXPINT(0)+0 + B4PI )/6
20: forall x let sec(x) = 1/cos(x),
20: cossec{x) = 1/sin(x);

21; input(14);

W lexo _dmomina.tor
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Na linha 17, esquecemos de digitar o operador +, tornando a expressao
sem sentido. Como, em REDUCE, o argumento de uma funcao pode ser
delimitado por parénteses ou simplesmente deixando um espago i frente do
operador, is vezes, como no caso acima, REDUCE interpreta uma gintaxe
errada como um operador. Quando isso acontece, solicita confirmagao.

E importante que o usudrio (especialmente o principiante} se acostume
a analisar cnidadosamente todas as mensagens de REDUCE. Uma men-
sagem ignorada pode levar a erros sérios no decorrer do cdlculo.

REDUCE conhece poucas propriedades das funcoes erf, dilog e ex»
pint, como se verifica na linha 19.

Podem-se introduzir novas fun¢des muito facilmente em REDUCE.
Como exemplo disso, introduzimos, na linha 20, as funcdes secante e cosse-
cante pelas suas relagoes com as funcoes seno e Co38eno.

Quando tentamos refazer o cdlculo da linha 14 tivemos uma divisao por
zero, em fungio da definicio da cossecante. A mensagem usual nesses casos
é a que aparece acima.

3.2 Diferenciacio e integracao

Temos, agora, alguns exemplos simples de diferenciagdo e integracao.

i wis (0ax)

X

x 3}
X

5: af (us, ) ;
X
x +X) 2 (-1)
h 4 +(LOC(Y) + LOG(Y) + X )

TIME: 191 MS

36 (24x#d+x)# (@nt (x42) Js20ets (1-xcbetrs (x+42) )/
35:  {(L-xreds (x#43))+42;

2
(25X ) y
(E (X + 1)4EsX) /(
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(x)
(E 0

2
(x) 2
(E X -1))

TIME: 1167 MS
$6: int{ws.x);
2 _
(x ) 2
4 +I) (1)
( - B}/ (E »(E  +I - 1))

TIME: 2850 MS

A sintaxe para a diferenciagao é
DF (ezpreasde, varidvel, ordem, varidvel, ordem,...)

(ordem pode ser omitida se igual a um} e para integragao,

INT( ezpressdo, variavel )

A menos que se indiqee que a expressio a ser derivada depende de
alguma forma da varidvel, REDUCE supde que & constante em relagdo a
ela, como no exemplo abaixo

1: af(xeed,y,z,2);
0

2: depend ¥,Y.I;

3: input(1);

3
AeXs(DF(X.Y,2,2)#X + 6eDF(X,V,2)+BF(X.Z

}+X + 3+DF(X,Y)#DF(X.2,2)4X + 64DF (

|
I.Y)*DF(X,2) )
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4: af(x,y.z)-df(x,z,y);
0

5. nodepend Xx.z;

6. wa(3);
0

Uma maneira de se fazer isso é com o comando DEPEND, em que
indicamos que a primeira varidvel depende funcionalmente das seguintes
no comando, No exemplo acima, indicamos que x depende de y e de z.

Note-se que REDUCE assume a comutagao da ordem das derivadas.

E importante ressaltar que o médulo de integragdo do sisiema REDUCE

ado & tdo completo nem tdo eficiente como o de outros sistemas como
MACSYMA, por exemplo. Uma séria deficiéncia é com relagao a fanges

envolvendo raizes quadradas.

O integrador de REDUCE também naoc consegue $ratar de fungoes
racionais s¢ ele ndo conseguir fatorizar o denominador. No exemplo abaixo,
embora o médulo fatorizador o consiga, o integrador reporta nao ter con-
seguido fatorizar o denominador da expressio e, por conseguinte, n3o a

integra.

16: o factor;

TIME: 62 MS
17:  (Log(x}-1)/(Log(x) »+3-x#%2) ;

(Loe(x) - 1)/((Log(x) + x)+(Loc(X) - X))
18: int(ws,x):

SQRIDF NOT OOMPLETE

y
(X )

THE FOLLOWI¥C QUADRATIO DOES ¥OY SEEM 10 FACIOR

2 2
(Los(x) ) - ()
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7 2
INTELOG(X) /(LOG(X) - X ), X) - INIT(1/(

3 2
Log(x) -Xx).X)

No exemplo seguinte, evidencia-se que algans comandos de REDUCE

e ] .
slio sensiveis ao estado das chaves que controlam a forma de exibigao dos
resultados. '

1: off allfac;
2: 1] {(x¥s3raschedex);

2 3

1Jj(sX + X + 1)
3: factor X%,

4. 1 (eedranxeddx);

1 8
/(o1 + X + 1)
B: off mcd;
6: inb(ws,x};

esnes Integration invalid with MOD off

3.3 (Céaleulos com matrizes

REDUCQCE oferece virios recursos para o cdlculo com matrizes. Para
introdugir-se 1ma matriz, Usa-8€ 0 comando MAT, entrando a matriz linha
por linha, entre parénteses e separadas por virgulas, com o8 elementos de
cada linha, também separados por virgulas.

3. matrix a.m;

3. a=mat((8.3.1),
{0,2.0),
(3,2.8))4

4: trace(a);
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5: tplasd);
MAT(1,1) := 10
MAT(1,2) = ©
MAT(1.8) = €
NAT(2,1) := 13
MAT(2,2) = 4
MAT(2,3) := 12
MAT(8,1) = 6
MAT(8,2) =0
MAT(3,3) := 10

8: nalve(det(a-lambd*mat((i.o.o).

(0,1,0).
(0,0,1)) ,1anbd)
soLa(1.1) = 3
goL%(2,1) := 4
y
TIME: 810 M$
1 m-=mat((-2,-1.1),
(1, 0,0),
(o, 1,108
8- mas(-1)eamm;
MAT(1,1) = 2
MAT(2,3) :5 2
MAI(3.8) = &




CBPF-NT-001/88
-38-

IME: 161 MS

Para comodidade, pode-se usar uma linha de comando para cada linha
da matris.

Temos, entio, 08 comandos TRACE que calcula o trago, TP que cal-
cula a matriz transposta e DET que calculao determinante.

Na linha 6 usamos o comando SOLVE que resolve equagoes para obter
o8 antovalores da matriz A. Foi necessdrio introdugir-se a matriz unidade.
Foram encontrados os autovalores 2 € 4.

Na linha 7 introduzimos a matriz M que diagonaliza A. Na linha 8
diagonalizamos A, efetuando uma transformagio de semethanca. Note que
2 inversa de M & obtida simpleamente elevando-a & potencia -1.

3.4 Solucio de equacdes e de sistemas de
equacdes algébricas
Temos, agora, o comando SOLVE para a solugao de equagoes. A sintaxe é

SOLVE({ capresso,varidvel)

onde a equagdo corresponde a expressdo = 0 .

Temos abaixo am exemplo de SOLVE resolvendo uma equagao tran-
scendente. Note o aparecimento de constantes arbitrdrias nas raizes encon-
tradas. Elas podem ser inteiras (ARBINT), reais (ARBREAL) ou com-

plexas (ARBCOMPLEX) e sio distinguidas por um indice inteiro.
14: (sin(x)-a)*(29#x-b)* (x#4c-83) ;
0 I
(X - 3)*(2 - B)*(SIN(X) - A)

16 solve(ws,x);

S0LK{(1.1) - ASIN(A} + 2+ARBINT(8)#PI
+ PI

ASIN(A) + 2+ARBINT(3)#PI

S6L%(3.1)



CBPF-NT-001/88
-39-
SOL¥{8.1) := (LOG(B) + 2+ARBINT(2)*I+PI)
/L06(2)

(1/0)

SOLY(4.1) 8 +{005 (ARBREAL (1)) =

i

SIX(ARBREAL (1))+I)

4

O médulo SOLVE nao consegue, é claro, resolver polinémios gerais de
gran superior a quatro mas casos particulares podem ser resolvidos, embora
i custa de muito trabalho & mdo. REDUCE pode detetar alguns desses
casos, fornecendo a resposta rapidamente, conforme o exemplo abaixo

11 xé12-4%x411+129500410- 2340040+ 40420843 -G3 44T
69404 46-68 % 0045+ 45430 #3-28 4443+ 1 203004 ] -4k ]

12 11 10 9 8§
I - 43X + 124X - 283+ + 45+1 -~
T 6 5 4 3
6341 + 609X - 88X + 459X - 23eY +
2
124X - 44X + 1

12: solvelws,x);

SOL¥(1,1) := ( - SQRT( - 3) - SQRI(( -
SQRI( - 8) - 9)+2) + 1)
/a
SOLN(2,1) := ( - SQRT({ - 3) + SQRI{( -
SQRI( - 8) - 9)#2) + 1)

/4
SOLX(3.1) := (SQRT( - 3) - SQRY ({SQRT(

- 3) - 9)) +1)/4
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SOLN(4.1) := (SQRI{ - 3) + SQRT((SQRI(
- 3) - 9)2) + 1}/4

sOLE(E.1) = ( - SERI{( - 3«5qR1(E) - 1)
+ SQRT(5) + 3)/4

SOLN(8,1) := (SART((3+5QRI(S) -I1)*2) *
SQRI(E) + 3)/4

SOLN(9,1) := ( - (SQRT( - B) + SQRT( - 1

M

SOLY(10.1) := (SQRTI( - B) - SQRI( - 1))/
2

SOLN(11,1) := ( - SQRT{ - B) + SQRI( - 1
N3

soLX(12,1) := (SQRI( - 6) + SQRI{ - 1))/
3

13

TIME: 4579 MS

No caso de sistemas de equagdes, a sintaxe é

SOLVE( LST(lieta de espressies), LST{liste de varidveis))

O exemplo abaixo ilustra novamente a importancia da precisio possibil-
itada pelos sistemas algébricos. Um sigtema mal condicionado & um prob-
lema cuja solugio, em se tratando de linguagens naméricas convencionais,
envolve sérios problemas pois pode-se chegar a uma resposta maito difer-
ente da exata. Um sistema algébrico como REDUCE fornece a resposta

exata, como no exemplo.
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el : 2100000000000+ y-333333333333+x-232222222222¢
&2 : 2300000000000+ y-666666666666 + x-144444444445¢
solve(lst(el,e2) 1st(x,y)):

SOLN(1,1) := 1

SOLN(1,2) := 111111111111/30000000000

1

Mesmo quando o médulo SOLVE nio consegue achar as raizes de um
polindémio, tem-se o recurso de faton.,é lo, numa forma que se possa ter
1ma idéia da localizacio das raizes. Abalxo vemos um exemplo, em que
fatorizamos um polinomio incompleto de sexagésimo graa

1t

12:

18:

x*+60-1;

wa,
6 14 10 8 6 2 8
X +X -XI -X -X +I +1)+(X

1 5 4 8 8
+XI -X -X -Y +X+1)9(X -

! 5 4 3 8 6
I +X -XI +XI -X+1)+(X -1X

4 1 4 8 1
+X -X +1)s(X + X +X +X+1

4 3 2 4 2
Jof -X +X -X+1)e(X -1 +1

2 2 2
Je(X + I+ 1)e{Y - X + 1)e(X <+ 1)

(X + 1)+(X - 1)
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Se a memdria alocada ao REDUCE for insuficiente, o médulo fator-
izador, que & bastante grande, pode ndo ser carregado, aparecendo men-
sagens do tipo

+++ (BPSMOVE nnnn) after CONDENSE

Neste caso, deve-se reiniciara sessio de REDUCE efornecer os seguintes
comandos

pynbolic condense {ssss, 25000)
(bpamove nnnn)

{(begin)

onde nann é o ndmero que aparecen na mensagem e 244 €, geralmente,
10000,

Se, no entanto, esse problema é frequente, deve-ge verificar a imple-
mentagiol.

Para mais detalhes sobre problemas de alocagdo de memdria, consalte o
manval "Reduce xeer's guide for [BM 360 and derivative computers” e "0
Centrele de Alscagis d¢ meméria em REDUCE”, Reaato P. dos Santos,

GBPF-NT- 001/87.

INo caso de MTS, & mals pritlco Inlclar a sessdo com o comando

$rn new reduce par=hig
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Capi'tulo 4

O Controle da exibicio de expressoes

Como j4 foi mencionado antes, é comum obterem-se expressoes bagtante
grandes em cdlculosalgébricos. O problemaé que esse resultadosérd sempre
certo mas frequentemente indtil, a menos que se tenha a possibilidade de
exibi-lo numa forma conveniente e recarsos para analisi-la em detalhe.

REDUCE oferece facilidades nesse sentido e é muito importante que o
usudrio esteja bem familiarizado com elas.

4.1 Formas de apresentacao de expressoes

H4, em REDUCE uma série de chaves ( “switches”) quecontrolama forma
de exibicio de expressies. Elas estdo listadas no apéndice D do manual e
boa parte delas serd descrita nestas notas.

A importincia dessas chaves foi jd sugerida por alguns exemplos que
surgiram, como o da simplificagio de expressoes racionais no exemplo da
pdgina 15, em que apareceram as chaves EXP qae abre parénteses em
produtos de expresades e MCD que combina expressdes com denomirador
na forma de expressoes racionais sobre denominador comum.

As chaves sio ativadas pelo comando ON e desativadas por OFF.
Quando se inicializa REDUCE, algumas delas estarao ja ativadas e outras
desativadas. No manual, hd a indicagdo da cordigdo inicial de cada uma
delas.

Uma outra chave importanie para o calculo com expressoes racionais €
a GCD que simplifica numerador e denominador de expresses racionais
de que temos am exemplo abaixo

1; (2#(fsh)»#2 - f422sgeh - (f+g)#+2 - f+h#*d
+ fehagasd - hatd ¢ grhaaB)/(f442%h - f4eldig
- fahand + afugeh - fagar2 - gehwad + ga42»h) ;

7 2 2 7 2 y)
(F #G <+ F »GoH - ¥F #H - F#G #H

3 3 4 1 2
+F4H - GsE + B )/(F #06 - F #H

3 2 3
+ PaG - MFsGeH + FsH - G #H

2
+ G+H )
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2: on ged; vs,

2
(FeC + 29F+H + H )/(F + €)

Nio & evidente mas hd um fator em comum entre o numerador e o
denominador da expressio inicial. Quando o médule GCD ¢ ativado, ele
deteta esse fator comum e retorna a expresso na forma simplificada.

Esse médulo nao fica ligado permanentemente pois exige um esforco
computacional aprecidvel, sendo mais econdmico que o usudrio o ative,
quando necessdrio. Além disso, sua atuagio pode retardar as etapas inter-
medidrias dos cdlculos.

Em geral, € mais eficiente realizaro cilculo e solicitara simplificagdo do
resultado. Mas s6 a pratica permite discernir quais chaves e quando devem
ser ativadas ou desativadas.

E importante ressaltar que estado de ativagao de algumas chaves pode
influenciar o funcionamento de alguns médulos e mesmo de outras chaves,
conforme exemplo abaixo € outros que veremos A frente.

4: 1/ (xme3eandadey);
5: off med;
6: int{ws,x):

s#+e+ Integration invalid with MOD off

No exemplo abaixo, temos um exemplo de que nem sempre GCD me-
thora os resultados. E, de fato, também mais um exemplo de que a "forma
mais simples” para uma expressio nao € algo trivial de ge definir.

17: (£4410-g++10) / (£492-14g) ;

10 10 2
(F -6 )/ - Ee6)

18: on ged,factar;
19. TH

.4 3 2 32 3 4 4
((F +F #8 + F oG ¢ pal + G )o(F -

3 2 1 3 4
Pag o+ F a0 - Feg + G )e(F * G)) /¥

No exemplo seguinte, faremos uma apresentacao detalhada do efeito de
vérias chaves.
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1: linelength(56);
T3
2:  fawda(gesd+ag) +f#(goa2+h) [ (I¥E1);

2 2
(F#(24F+C #F1 + 4oF#GsF1 + &+ H))/(2+F1)

3: off med; ws;

2 2
(P#(29F9¢ #F1 + 44FxCaF1 + & + H)}/(24F1)

5: input(2);

2 2 (-1 (-1)
Pa{F4C + QoF#C + 1/2+0G #F1 + 1/2+ExF1 )

6. off exp; input(2);

y (-1)
(1/2%(8 + H)P1 + (G + 2)oFl)nF

3: off allfac; input(2):

2 (-1)
(1/2#(¢ + H)*F1 + (G + 2)4F*G)4F

10: on exp,mcd; input(2);

2 12 pl 2
(2aF G sF1 + 44F #GaF1 + F2G + F+H)/(24F1)

Apés o cabegalho padrao, indicando a versio em uso de REDUCE e
2 sua data de implementagdo, ajustamos o comprimento da linha de saida
para 66 caracteres, para melhor apresentacao dos resultados nestas notas,
retornando o valor anterior (inicial) de 72 caracteres.

Em seguida introduzimos ama expressio, respon dendo REDUCE com
a mesma expressio na forma correspondente ao estado inicial das chaves.
Observe-se que os parénteses foram abertose queo denominador do éltimo
termo foi feito comum a toda a expressao.
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Desligando a chave MCD tentamos recuperar a forma inicial, elimi-
nando o denominador comam. Nio hd alteragio na forma da expressio de
ver que o comando WS apenas recupera o resultado anterior. Para elimi-
nar o denominador comum, precisariamos também ordenar a simplificacao
do numerador com o denominador, através do médulo GCD.

Por outro lado, se reintroduzirmos a expressio com aquela chave desli-
gada, REDUCE nio mais a colocard sob derominador comum. Fazemos
ias0 usando o comando INPUT, referindo-nos 4 linha de comando nimero
9. Note o aparecimento do denominador como fator com poténcia negativa.

Agora, desligamos chave EXP para tentar manter o8 parénteses, Ob-
tendo resnltado, verificamos que alguns fatores, tais como F e G no segundo
termo foram colocados em evidéncia.

Desligando a chave correspondente, ALLFAC, nao obtemos resultado
porque o funcionamento dessa chave sofre influéncia do estado das chaves
EXP e MCD. Desligando-as, observamos o efeito desejado {compare o8
resultados 2 e 10j.

Nio conseguimos ainda recuperar a forma inicial da expressio mas,
prosseguindo com o exemplo, verificamos o efeito de outras chaves.

12: on allfac; input(2):

2 2
(Po(29F4G »F1 + AsF»GeFL + G H))/(2+F1)

14: om dif; input(2);
4#% [#DIF DECLARED FLUID

2 2
(Fo (24FsG #F1 + 4aFaGaF1l + G ¢ B))/(29F1)

16: on div; inpus(2):

2 2 (1) {-1)
Fa(Fag + 29PaG + 1/39G »F1 + 1/2sHsF1L )

18: off div; fackor f; input(2);
2 2
(39F *CaF1#(C + 2) + Fa(6 H))/(2+F1)

21: facter g: inmput(2);

2 2 3 2
(29F *0 #F1 + 44F #GeF1 + FiG Fel)/ (29F1)
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Ligando novamente a chave ALLFAC, retornamos A configuracao ini-
cial, como se pode constatar, comparando o3 resultados 12 e 2.

A chave D1V, quando ligada, faz com que fatores simples da expressao
sejam divididos, de forma a aparecerem fatores com poténcia negativa ou
fracoes racionais.

Quando fomos ativa-la, erramos (propositalmente) sua digitacdo, digi-
tando “dif” . Quando tentamos ativar uma chave inexistente, REDUCEKE
responde com a mensagem acima. '

Ligando agora a chave, observamos o denomirador aparecendo como
fator com poténcia negativa, de forma idéntica 3 obtida em 5, quando

desligamos a chave MCD . Esta chave nio tem o mesmo efeito que MCD.
Ilestraremos este ponto com mais detalhe futuramente.

Por veges, para se analisar a estrutura de uma expressao, € interes-
sante escrevé-la como um polinomio em uma das varidveis. Isto pode ser
feito declarando a variavel desejada através do comando FACTOR. Ndo
confndir com a chave FACTOR, que ative o médulo fatorizador.

Declarando a varidvel F, a expressio & escrita em dos termos, um Ra _
poténcia 2 de F e o outro na primeira poténcia.

Declarando a varidvel G também, os coeficientes das poténcias de F
passam a ser escritos também como polindmios em G. Neste caso, isso fez
com que a expressio fosse totalmente expandida, mantendo-se porém o8
termos na ordem decrescente das poténcias de cada varidvel, em sua ordem
de precedéncia.

23: remfac g; input(2);

2 2
(34F #GsF1a(C + 2) + Fe(C + H}) /{34F1)
26: om rab; input{2);
2 2
Foage(G + 2) + Fo(G + H)/(2+F1)
27: off allfac; input{(2):
2 1 2
F oa(c + 24€) + Pe(G + H)/(29F1)

20: on list; ws;
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Podemos remover a declaragio de uma varidvel com ¢ comanrdo
REMPFAC. Retirando a declaragao de G, obtemos o mesmo resultado
que em 18, como seria de se esperar.

A chave RAT ¢ interessante, em conjun¢ao com o comando FACTOR.
Quando uma varidvel foi declarada através deste comando, estando a chave
RAT ligada, o denomirador da expressao aparece dividindo cada coefi-
ciente,

No caso, isto fez com que o denominador do segundo termo da expressao
original aparecesse dividindo-o, de vez que aguela foi introduzida como um
polinémic em F.

Para recuperar a forma original, basta agora desligara chave ALLFAC
para que G nao seja colocada em evidéncia.

Outra chave de algum interesse para a andlise de uma expressao, é a
LIST que lista os termos de uma expressio em linhas sucessivas, Este co-
mando seria mais interegsante se se pudesse indicar o nivel de profundidade
para o desmembramento.

Mais & frente, retomaremos este exemplo para demonstrar ontros recur-
308 que REDUCE oferece para estudar-se a estrutara de uma expressao.

Conforme vimos na pdgina § REDUCE armazena nimeros racionais
na forma de quocientes de nimeros inteirog. Desde que 2 chave FLOAT
esteja desligada, nimeros racionais serao convertidos a essa forma, como
no exemplo abaxo

1: off float;

2: 12 3ba3g;

+++ 1 J35000E1 REPRESEKTED BY 247/20

(247%G) /20

A chave BIGFLOAT permite, porém, trabalharcom nimeros em forma
decimal com precisio arbitrdria. A precisio desejada é estabelecida pelo co-
mando PRECISION. Note-se, porém que nao se pode introdusir nimeros
com precisdom arbitrdria.
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Acreditamos, no entanto, que isto se deve a alguma falha da presente
versio de REDUCE, a ser corrigida em versoes futuras.

8: 3.406492 296;
16.66 24066 06397 87301 3
0: avsin(0.19)+bratan(87)+crexp(0.19)+d*1og(87);
0.183 86879 6TT60 76121 9T+A
+ 1 650 80258 00TO8 66008 3+B
+ 1.200 24947 67322 97738 8&»0
+ 4.465 90811 86646 33718 6sD

10- a#sinh(0.19)+brert (0.87)+c+dilog(0.19)
10: +expint{0.87);

ERF (0.369 ©0999)4B

+ EIPINT(0.860 9999)

+ DILOG(O.189 9999)+0

+ SINH(O.180 0990)+d
11: 0.19;

1.800000E-1

Em REDUCE, a poténcia 1/2 é, normalmente, indicada pelo operador
SQRT, correspondendo & raiz quadrada. No exemplo abaixo, podemos
observar essa mudanca de notacio quando definimos a varidvel Y como
X elevado a 1/3. Note, na linha 2, que REDUCE nao racionaliza o
denominador.

Se, no entanto, desligamos a chave MCD, o resultado da linha 2 é
escrito como poténcia negative mas ndo do operador SQRT.

Note-se, porém, que na linha § o quociente nao foi simplificado,0 mesmo
ocorrendo na linha 6, ocorrendo, ainda, o aparecimento do operador SQRT.

No exemplo abaixo, temos, inicialmente, a conversao inversa & do e-
xemplo anterior. Em seguida, tentamos um cdlculo numérico & notamos
qee ainda ndo & possivel. Para isso, precisamos ligar, também, a chave
NUMVAL.
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Como no exemplo da pagina 6, a varidvel E que representa a base dos
logaritmos naturais passa a ter seu valor numérico. Agora, o cdlculo da
linha 4 pode ser realizado numericamente.

1: on bigfloat;
2. precieion(20);
20
3: 241/30;
12.8%
4: atan{sqrt(8));

0.6
ATAN(3 )

5. on numval;
6: e

2.718 28182 84690 45235 4
T: input(4);

1.047 19766 1

Da mesma forma, podemos elevar nimeros reais a poténcias reais. Além
disso, as fungoes trigonométricas, exponencial ¢ logaritmo podem ser cal-
culadas numericamente. As fun¢oes hiperbédlicas, dilog, etc., porém, con-
tinnam indefinidaz numericamente, salvo 08 casos particelares, como visto
ra pigina 38.

curiosa a aproximagao dos ndmeros decimais efetuada por REDUCE
nas linhas 10 e 11, indo contra a decantada precisdo absoluta dos sistemas
de computacao algébrica.

O prodato da linha 7 também n&o & escrito como poténcia 3/2, embora,
como se vé da linha 8, internamente, o valor matematico esteja correto.
1: y:=xes(1/2);
Y .= BQRI(X)
2: 1y,

1/5QRT(I)
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3: off mcd:
a: 1y
(- 1/2)
5. =xly.
(- 1/2)
) ¢ *1
6: yix
sﬂnr(x)*x(_l)
T: sy
SQRT(X)#X
§:  wsk*l;
143
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Esgsa forma de apresentacdo & inconveniente e, frequentemente, exige

maijor atencio do usudrio para interpretar res
alterar isso ordenando as substituk0es correspon

ultados. Pode-se, entretanto,
dentes, conorme ae vé na

linha 9. Os resultados das linhas 10 e 11 parecem mais legiveis.
Por outro lado, essa substituigdo nao ¢ aceita se a chave MCD estiver
ligada pois o comando LET, do qual falaremos mais na pagina 75, nao

aceita divisio na defini¢do do padrao a ser su

gada, a divisao & transformada para mu

9: let x"(i/?)fﬁﬂx"(ﬂﬂ),ﬂx"*(l/?):x‘“(lm):

10:  yl/x;
( - 13)
4

1. %y
SQRT(X)

12: clear x##(1/2)/x,x/x+(1/3);

bstitnido. Com a chave desli-
ltiplicacao por poténcia negativa.
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13: on med;

14: let x#+(1/2) /=t xe2(1/2) , 2/ (1/2) =44 (1/2) ;

15:  y/x;
was PUSHDOWKX STACK OVERFLOW
* 16

16: clear #*(1/2) /%, x/:a+(1/2);
+++ PUSHDOWN STACK OVERFLOW
»»% PUSHDOWN SIAOX ODVERFLOW
*  $000000000X

Ainda com relagio ao operador SQRT, hd a chave REDUCED que
controla a raiz quadrada de produtos. Como se v& do exemplo abaixo,
quando ligada, a raiz de produtos € escrita como produto de raizes.

Considerando-se agora a sequéncia iniciada na linha 7, vé-se, na linha
10, que /—1 foi substituida por i e ndo foi levada em conta a raig ~i .

~Da mesma forma, nas linhas 14 ¢ 16 nao foram consideradas as segundas
raiges ,chegando a resultados diferentes para a mesma expressao.

E, portanto, necessdrio muito cuidado com calculos envolvendo ralzes
pares em REDUCE por este ndo levar em conta ambiguidades de sinal.

2. let c=sqrt(asb);

3: off reduced; ¢;

SART (A+B)

5 on reduced; c;

SQRI(B)*SQRT(4)
7: let a=-1,

8: off reduced; c;

SRRI( - B)

10: on reduced; ¢,

SQRT(B)+I
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12: clear a; let b=-1;
1§: off reduced; ws{(9);

i
16: on reduced; wa(i1);
{-1)

Como vimos na pagina 44, o médulo SOLVE introduz constantes ar-
bitririas nas solugoes encontradas, Temos, abaixo, mais um exemplo.

1: solve((sin x=a)*(2+#x-b)4(x#sc-8),x);

SOLE(1,1) := - ASIN{(A) + 2+ARBINT(6)»PI
+ PI
SOLE(2.1) := ASIN(A) + 24ARBINT(6)#PI
SOLE(3,1) := (LOG(B) + 2+ARBINT(E)¢I#PI)
/LOG(3)
SOLE(4.1) := 3(1’U)w(oustnasnan(4)) *
SIN(ARBREAL (4))+I)
4

Caso o usudrio queira apenas os ramos principais das raizes, basta desli-
gar a chave ALLBRANCH, conforme abaixo. Desaparecem, entdo, as
constantes arbitrdrias e, no caso, redug-se a trés raizes.

2: off allbranch;

3: solve((sin x-a)e(2#ex-b)*(xe*c-3),%);
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SOL¥(1,1) = ASIN(A)
SOLX(2.1) := LOG(B)/LDG(2)

(1/0)
SOLY(3,1) := 3
3

Esse recurso de introdugao de constantes permite a REDUCE resolver
formalmente sistemas singulares, obtendo solugtes arbitrdrias.
Se o usudrio desejar que REDUCE interrompa a execusdo com men-

sagem de erro quando o sistema proposto for singular, € necessdrio desligar
a chave SOLVESINGULAR,, como se vé& do exemplo abaixo.

14:  el:=x+y}
16:  e2:=2%x+2+vy$

16: solve(lat{el,e2),lst{x,¥));
SoL¥{1,1) := - ARBOOMPLEX(!)

_ SOLN(1,2) := RRBCOMPLEX(1)

1

17: off solvesingular; input{16);

swoea SINGULAR MATRIX

4.2 Salvando expressées para uso posterior

Em computaao algébrica, frequentemente, as expressoes obtidas como re-
sultado sio bastante grandes e, além disso, por vezes é necessario interrom-
per-se um cdlculo para continud-lo em outra ocasiao.

E importante, entio, dispor-se de recursos para armazenar resultados
em wm meio permanente € para recuperar esses resuitados, continzando o
cdlenlo. Na sequéncia segninte, mostraremos como isso pode ser feito em
REDUCE.

Partindo do exemplo jé visto na pigina 5 de geragao do Polinomio de
Legendre Pg criamosantericrmente um arquivo, que denominamos LEGIS,
em disco magnético, que a armazenard.
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1: linelength{46);
T2

]

procedure pl(n,x);
2:  af ((x**2-1)#m,x,n)/2*+n/factorial(n);

PL

3: factor x; on div,rat:

6: pl(16,);

16 1
300540195/32768#X - 145422675/4006+X
12
+ 466326326/8192%X - 186910725/4006+
10 3

I+ 334630305/16384eY - 20369349/4096

6 4 2
¢ + 4840845/8102%X - 100395/4006+X

+ 6435/32768

A notacio usual de REDUCE para a impressio de resultados (com
expoentes elevados, por exemplo), embora confortdvel para o usudrio, é
incompreensivel para REDUCE, o qual 85 aceita entrada em notacdo uni-
dimenaional.

Para que a expressio seja armazenada no arquivo numa notagac que
faca sentido para REDUCE numa ocasiZo posterior, € necessirio desligar a
chave NAT.

Em seguida, devemos, com o comando OUT, dirigir o restitado de
quaisquer comandos posteriores para o arquivo em questio. )

Agora, basta recuperar o resultado obtido anteriormente ¢ atribui-loa
am identificador para que REDUCE possa recuperd-la convenientemente,
no futaro, bem como o usudrio referir-se a ela.

O resultado da atribuicio & escrito no arquivo especificadoe nao aparece,
por is80, na tela.

Por questdes internas de REDUCE, é, também, aconselhdvel gravar, no
fm do arquivo, a sentenc¢a ,end; .
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Para que REDUCE volte a escrever na tela, devemos dirigir a impressao
a ela com o comando OUT referindo-sea T {terminal).

6: off nat; out "leglé";

8: plié:=ws(B);
9: write ";end;";
10: oubt t; on nat;

12: quit;

Salmos temporariamente ao sistema operacional,com o comando QUIT
e verificamos o conteido do arquivo. Note que além dos expoentes terem
aparecido em notagio normal de entrada em REDUCE, a expressdo foi,
também, por efeito do desligamento da chave NAT, terminada por $.

PL16 := 300540106/32768+Iww16 -
46422675/40064Y#%14 ~+ 466326335/3192+X
++12 - 185910725/4096+X#*10 + 334839305/
63849 Xw#8 - 20360340/40004X#+6 +
SAOS46/8102+X+44 - 100306/40064X#%2 +
436/32768$

:END: ¢

Poderiamos, também, estar interessados em utilizar a expressio obtida
de Pio para fazer algum cdlculo numérico em FORTRAN. Talver de-
sejdssemos transformd-la numa “function” para ser incorporada a algum
programa que, por exemplo, faga graficos.

Programas FORTRAN podem ser facilmente obtidos de REDUCE,
conforme se verd abaixo.

Criado nm arquivo para conter a expressao desejada, denominado LEG16.FOR,
retornamos a REDUCE, da mesma forma que antes.

Para se obter, automaticamente, tma expressao na notagao FORTRAN,
basta ligar a chave FORT.

A versio de FORTRAN para a qual essa interface de REDUCE foi
codificada admite linhas de comando com comprimento grande (132 car-

acteres) e também um ndmero maior de linhas de continuagao que versoes
mais comuns.

Devemos, entio ajustar o nimero de linhas de continuagdo atribuindo
o valor maximo desejado A varidvel CARDNO®* e o comprimento maximo
a FORTWIDTH* (o sinal ! é necessdrio para introdusir-se o carter *

e e T T s ST T ————
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tomo parie do nome da varidvel).
Podemos incluir no arquivo, também, o8 demais comandos necessarios,
de forma a gerar programas FORTRAN “automaticamente” ..

14: on fort; out "legld for';

16: cardno!+ := 4 § fortwidsh!+ = 46 §

13: write FUYCTION PL1G(X)" ;
19: pl16:=us(5);

20: erite " RETURN" ;

21: write " EXD" ;

22: out &; off fort;
24:  quit;

Examinando o arquivo, vemos que REDUCE partiu a expressao iricial
em subexpressdes intermed&rias menores, para conformar aquela ao limite
imposto de linhas de continuagao {compare com o arquive anterior).

Nota-se, também, que REDUCE inicion cada linha na coluna 7, exceto
as linhas de continuagio que tém o cardter . na coluna 6 ¢ sdo deslo-
cadas para facilitar a visualizagie. Além disso, colocow o ponto decimal,
transformando oz inteiros em reais.

> FUROTION PL1G(X)

> A¥52=4240845 /8102 +Y+34-109306 ./
> . 4006 . *X++2+6435 /32768 .

> AN51=-185910728 . /4006 . #X++10+

? . 334639305 ./16354. +X*»5-20369349 ./
> . 4006 »X#96+4%52

> PL16=300b40106 . /32768 . 4X4216-

? . 145422675 . /4098 #X#+14 + 456326336.
> . 18192 #X++12+4%5)

> RETURX

> EXD

A forma armagenada da expressio corresponde exatamente & original
mas & muito ineficiente numéricamente. Todavia, a forma em que uma
expressio sera gravada é influenciada por todas as chaves de controle usuais
e uma forma melhor pode ser obtida, bastando ajustd-las antes de envid-la
para o arqtivo. ' '

Apesar disso, nem sempre se chega & forma mais eficiente computa-
cionalmente. Qutros sistemas algébricos tém interfaces mais eficientes que
otimizam, de fato, a expressio FORTRAN.
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4.3 Analisando a estrutura da expresssao

Retornando, agora, ao exemplo da pagina b6, apresentaremos alguns co-
mandos que permitem alguma andlise de expressoes algébricas.

Desligando a chave LIST, que ndo foi de muita ajuda, comandamos
STRUCTR. que exibe a expressio na forma de uma 4rvore, conforme se
vé da sequéncia abaixo

31: off list,exp; on struckr(input(2));

(P+AX53)/(2+F1)
WEERE
AXS3 1= 2+F+GeANS29F1 +ANS1
ANS2 := € + 2
2
ANSL = ¢ + H

33: off mad; structr{input(2)});

F+4¥53
WHERE
(-1)
ANS3 := F#+GeANS2 + 1/24F1 +ANS1
ANS2 = G + 2
2
At =G + R
36: ansl;
AXS2

36: on savestructr; array a{6); structr (input(2) .3);
F+A(3)
VEERE




39:
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A(3) := F2A(2)9€ + 1[2»1(1)-F1F-1)
42) =6+ 2 |
p;
ACL) 1= 6 + H
a(2);
G+ 2

CBPF-NT-001/88

Como se v& da linha 33, a estrutura é dependente da presente con-
figuracio de chaves. AMm disso, da linha 35, vé-se que 08 elementos da
estrutura nio sio, normalmente, armasgenados €, por isso, ndo podem ser
referenciados.

Fazendo uso da chave SAVESTRUCTUR, temos a estrutura preser-
vada. Podemos, também exigir que os elementos sejam armazenados num
arranjo, fornecendo o nome do arranjo ao comando.

Temos, também, comandos que fornecem o namerador (NUM]} ou o
denominador (DEN) de uma expressao.

490

42:

43

46

on med; num(input{3));

2
Fo{(G + H) + 24(G + 2)#F#GsF1)

den{input(2)};
F1
f+ilsg;
FaG#F]
order £.f1.g; ws;
F+F1G
ws(41);

2
p((6 + H) + 2*(C 2)4F4G+F1)



CBPF-NT-001/88
-60-

47: order nil: ws(45);
F*G+F1

49: factor x; x#¢3ra®xpsdrbixrc;

3 2
I +X#h +XeB+ 0

61: coeff(ws,x,coex);
«#» (0EX3 OGEX2 QOEX1 OOEIO are non zero
3

£2: coexi;

A

Um ponto que nao haviamos levantado antes é a questio da ordem
em que fatores aparecem num produto na impresio de um resultado por

REDUCE.

A ordem & alfabética, por ordem crescente de caracteres no identificador.
Assim, o produto da linha 43 tem o8 dois §ltimos fatores permutados pois
G tem um cardter e F1, dois. ,

Podemos, porém, escolher uma ordem especifica para os fatores que
desejarmos através do comande ORDER . Assim, impondo a ordem da
linha 44, temos a expressio da linha 43 reescrita na ordem desejada.

Note-se, porém, que em alguns casos essa ordem ¢ ignorada, como na
linha 46. Removemos um ordem através do parémetro NIL para o co-
mando ORDER.

Outro comando interessante & o COEFF que fornece os coeficientes de
am polindmio, numa varidvel especificada, armagenanda-os em varidveis
cujos identificadores iniciam pelo nome especificado. O comando indica
quais desses coeficientes nio sio nulos e fornece, ainda, a poténcia mdxima
verificada na varidvel.

Esse comando &, porém, dependente da configuragio de chaves. Por
exemplo, considere-se a mudanga de varidvel abaixo.

53: factor y; om rak; sub{x=y-a/3,input(3));
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3 2 8
Y +Ys( - A + 3eB)/3 + (204 - O9deD

+ 270} /27
56: coeff(ws,y.coey);

3 2
sesis (20h - 09K 9Y - OwAsB + 2T#BsY +

3
274¢ + 27+Y )/27 invalid as

POLYRIMIAL

BT: off mcd; sub{x=y-a/3,input(3));

Y o+ Y#{ - 1/8%h + B) + 2/2TsA - 1/8%A
*B + 0

59: coeff{ws,y,coey);
++3 (OEY3 OOEY1 COEY0 are non rero

60: coay0;

3
7/27%4 - 1/8%k+B + O

O resultado tem a forma de um polinomio. No entanto, o comando
COEFF nio funciona para essa expresso, dizendo que ndo & um polino-
mio.

Observando-ge a forma em que a expressdo foi impressa na mensagem,
verifica-se que ¢ a forma de uma expresao racional, com denominador co-
mum. Isso se deve ao fato que a forma exibida de uma expressio pode nao
corresponder a forma “interna” de armazenamento.

H4 chaves que alteram a forma apenas externamente, para facilitar a
leitura, e outras que alteram-na internamente, mudando mesmo o cardter
de funcio racional para polinomio, etc. Tal é o caso da chave MCD.

Nio deixa de ser util para analisar a estrutura de uma expressao, fa-.
torizgd-la.

O médulo fatorizador de REDUCE )4 apareceu no exemplo da pagina
47, onde foi atiwdo pela chave FACTOR. Esea forma de ativs3o fas com
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que todas os resultados futuros sejam apresenteados na forma fatorizada.
Para fatorizar localmente uma expressio, utilizamos o comando
FACTORIZE, que, de forma pareciada ao comando COEFF, armasena
0s resultados em varidveis com identificadores iniciados pelo nome indicado
e reporta quantos fatores foram encontrados. Note-se que, frequentemente,

o tltimo fator é, simplesmente, iguala 1.

2. {actorize(a®+4-be+4, fat);
»»% LOGAXD REDEFIXED
s++ L{OGOR REDEFIXED

+4%# FAI3 FAY2 FAI1 FAIQ are non zero

3
3. {fat3;
A -8
4. fati;
2 2
A +B
§: fat0;
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Oapftulo 5

Atribuicoes e substituicoes

Para quem j4 tem alguma experidncia em computacao, ainda que numérica,
a atribuigdo de valores a uma varidvel nao €, com certega, novidade.

J4 o conceito de substituiao pode ser novidade e é, de fato um recurso
muito dtil em computacao algébrica.

Neste capltulo além de tentar transmitir o conceito de ambas e carac-
terizar bem sua distingao {coisa que pode nao ficar bem clara ao iniciante
em REDUCE], tentaremos capacitar o agudrio a tirar bom proveito delas.

5.1 Atribuicoes e substituicoes simples

Exemplos de atribuides apareceram ji & pagina 35. L3 se viu que a sintaxe
é

identificador := expressdo terminador

onde rdentificador € 0 “nome” da varidvel, cujo conteido passard a ser o
resultado simplificado da avaliacio da expressio (levando-se em conta todas
as chaves substituioes e outras atribuicoes em efeito ) ¢ terminador pode
ser ;,fazendo com que geja impresso na linha seguinte

identificador .= resnltado simplificado

ou §, quando nada serd impresso, sendo, porém, a atribuigao realizada de
qualquer forma.

Antes de ser atribuido valor 2 uma vardvel, sitnagao em que é chamada
“indefinida”, sev contedido estard associado ao seu nome. B claro que, em
computacao algébrica, ao contrrio da numérica, uma varidvel indefinida ¢
perfeitamente vdlida numa expressao.

O identificador é constituido por caracteres afanuméricos, sendo o pri-
meiro alfabético, e pode conter até 24 caracteres, em geral. Caracteres es-
peciais podem ser inclaidos, até mesmo como iniciais, desde que precedidos
pelo sinal |. Exemplo dlsso apareceu 4 pigina 28, onde criamos o identi-
ficador dv,r . Caracteres miniisculos sao transformados em maibsctlos, a
menos que a chave RAISE esteja desligada.

Como j4 foi visto, também, a atribuicdo de um novo valor substitui o
contefido anterior e uma varidvel pode voltar a ser indefinida pelo comando
CLEAR, (vide exemplo da segdo 3.1).

E precizo certo cuidado, porém, quando se faz uma atribuicdo. Consi-
dcre-se o exemplo acima c1tado em que a mmivel C tmha 0 contelido
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4 3 2 2 3 4
4 + 4#L #B + 6%L #B +49AsB + B

Se, agora, realizamos a substituiao abaixo

13: a:=a+l;
4 =4 +1
14: «c;
¢+ PUSHDOWY STACK OVERFLOW
« |

16: clear a; sub(aza+i,c);

4 8 8 2 2 2
A + 4ok #B + 4eh + Ged #B + 1294 B

2 3 2
+ G4+ A9A4B 4+ 12%43B ¢+ 124AeD + 4o

4 3 2
A+B <+ 4sB + 648 + 4B + 1]

de vez que a varidvel A é indefinida, a atribuiao é repetida no conteddo
de C até a exanstao da memoria.

Se desejamos, realmente, obter o resultado da substituxao de A por
A+1 no cortido de C, devemos usar o comando SUB que a realiza apenas
ama vez e somente sobre a expressio ou conteddo indicado.

A sintaxe desse comando ¢

SUB(ssbetituigdo, sxbatitxisde,. .., expressdo)
€0 resultado do comando é o das substituicoes, simplificagdes e chaves em
efel:&)c.) exemplo abaixo, fazemos uso deste comando numa {entativa ingénua
de simalacio de integracdo definida.
50: indef:sint(cos(x)##2,x);
TYDEF := (0O0S(X)»SIN(X) + X)/2
§1: sub(x=pi , indef} - sub(x=0 , indef);

PI/2
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Note que, se usamos em espressdo o nome de uma varidvel, as substi-
tnicoes levam em conta o seu conteddo mas nao o alteram, isto €, apés a
execucio do comando, o conteido da varidvel continna o mesmo.

As substituigdes podem, também, ser introduzidas como “regras’, a
serem utilizadas em todas as expressoes futuras onde couberem.

Isso & feito através do comando LET, conforme jd visto & pagina 38,

onde implementamos uma regra de substituicdo para as furcoes SEC e
COSSEC, na pritica, definido-as.

O comando LET, introduzindo regras de substituigdo, é um dos mais
importantes e dteis de REDUCE e sua utilizagao deve ser bem compreen-
dida por quem pretender tirar o maximo proveito deste sistema algébrico.

Na sequéncia seguinte, procuramos deixar claro o que vem a ser uma
substituiao, em oposicdo a uma atribaigao.

1+ termol:=contl;
TERM02 .= CONTL
2:  scmaatr: ctarmel+termold;

SOMAATR := TERMO1 + CONTI

3. let somasub=termoli+bermol;

4: somasub;
1ERMO1 + GOXT1
5: termol:=contl;
TERMO2 := QONT2
6: somaatr;
TERMO1 + OONT1
7: somasub;
00¥12 + TERMO1
Consideremos a soma de dois termos TERMOL e TERMO2, tendo
sido o segundo definido, atribuindo-se a ele o conteido CONT1. Essa

soma foi atribuida a uma varidvel SOMAATR. e definida como o valor a
ser substituido para a varidvel SOMASUB.
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Observe-se dos resultados das linhas 2 e 4 que o conteddo de TERMO2,
CONT], foi utilizado e, como TERMO1 ¢ indefinido, fol atilizado seu
ACIE,

Na linha 5, alieramos o conteldo de TERMOZ mas, das linhas 6 €
7, vemos que o conteido de SOMAATR nao se altera, enquanto o de
SOMASUB, sim.

Isgo ocorre, naturalmente, porque, na atribuicdo, calcula-se o valor
da expressio, utilizando-se 08 conteudos ataais das varidveis envolvidas,
e atribni-se-o & varidvel.

Mesmo que haja uma alteragio posterior no contefido de algema das
varidveis que foram utilizadas naquela expressio, esta nao serd avaliada
anovamente para atualizar o contetido da varidvel que foi atribuida.

J4 no outro caso, tem-se uma substituiao, que € apenas simplificada e
associada 4 varidvel, mas que s6 serd utilizada quando ¢ a cada vez que o
contefido da varidvel for solicitado. Somente entao os valores das varidveis
envolvidas serio ntilizados. Isto faz com que os valores atualizados sejam
o8 usados. Assim, na linha 4 foi CONT1 e na linka 7, CONT2.

Prosseguimos com o exemplo, atribuindo o valor DETERM1 a
TERMOI, que passa, agora, a ser determinado.

8: termol:=deternl;

TERMBL := DETERMIL
9. somaatr;

DETERMI + CONTY
10: somasub;

DETERM1 + 0012

11: termol:.=determ?;

TERMO1 := DETERM2
12: somaatr,

DEIERM2 + CONT1
13: somasub;

DETERM2 + CONT2

Como, na época da atribugao a SOMAATR, TERMO1 era indeter-
minado, no valor calcalado da expressio, a referéncia a TERMO1 levou
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ao sen proprio nome, ao qual sen conteido estava associado.

Agora, mesmo tendo sido atribuido um valor a TERMO], a referéncia
a3 TERMO1 no valor calculadoe atribuidoa SOMAATR ¢ levada sempre
:o ;lra_]:;r atual de TERMO1. Essa referéncia nao & substituida por um valor

efinido.

Assim, na linha 9 a referéncia a TERMOIL encontrou o valor
DETERMI ¢ na linha 12, DETERM2.

Como seria de esperar, SOMASUB levou sempre em conta o valor
atual de TERMOI1 (e, também, 0 de TERMOZ2, ¢ claro).

Resumindo, substituicdes sempre levam em conta og conteidos ata-
ais das varidveis, enquanto que atribuicoes utilizam o8 conteddos do mo-
mento da atribrigdo. No entanto, como indeterminados nao tem contedido
definido, estando este associado inicialmente ao seu nome, atribuicGes que
o8 enwolvam, fornecerdo, no futuro, resultados dependentes do valor atnal
do indeterminado via essa referncia indireta.

O comando LET, além de introdaxir regras de substituiao, €, também,
frequentemente, usado para definir novos operadores, como j& mencionado.
No exemplo citado da pigina 38, introduzimos o operador SEC pela sua
definicio matemdtica, em termos do COS.

H4 casos, porém, em que é mais interessante definir um operador atraves
de algumas de suas propriedades, seja porque € a dnica definicao de que
dispomos, ou porque este procedimento se torna mais eficiente,

No exemploabaixo, precisivamos apenas das propriedeades de derivagao
do operador SEC e as introduzimos através do comando LET apropriado.

A cliusula FORALL X & necessiria para que a regra se torne geral,
nio se restringindo & derivada com relagao a X

5. operator sec,
8: df(sec(x),x);
DF (SEG(Y) ,X)

Y. forall x let af(sec(x),x)=sec(x)*tan(x);

[=-]

df (3esec(:ovy) ,y);
3 TAT (T+Y)#SEC (X+7) #X

9: ¢ forall x,y let af (sec(y) . x)=sec(y) *ban(y) +df (y, %)

Na linha 6, o comando de derivagdo reconhece SEC como operador,
devido & afirmacio nesse sentido dada na linha 5 (REDUCE perguntaria |
se era operador, caso essa informagao ndo howvesse gido dada, como ocorreun
n0 exemplo da pagina 37}, mas ndo sabe derivd-lo, deixando indicado, como

sempre faz nesses casos.
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Apds a regra na linha 7, efetuamos oatra derivagio envolvendo SEC e,
agora, obtém-se o resultado correto. _

Note que tR.lfl}ll'l'UOE conhece a regra da cadeia de derivagoes, caso
contrdrio, tenamos de introdugir a propriedade da linha 9 {em comando
iniciado por COMMENT ou por REDUCE e tem apenas o objetivo de
documentagao).

_ Quando se introduzeyl regras de substituicio em REDUCE, é necessdrio
cnidado para que elas ndo se tornem inconsistentes. E possivel que interfi-
ram entre si, levando a efeitos imprevisiwis.

Também ¢ preciso cuidado para que uma regra nio leve a um “loop’
infinito, como no exemplo abaixo, em que se pretende simular na versio 2
de REDUCE, a qual ndo realizava integragoes, integracao polinomial.

Aqui o sistema faz as seguintes substituigoes sucessivas

PLNP L B T I o [ R

levando a memdria & exaustdo.
Tem-se porém a chave RESUBS que, quando desligada, faz com que
cada regra introduzida seja utilizada apenas nma ves para cada expressao.
Desligando-se esta chave, a regra funciona perfeitamente neste exemplo

REDUCE 2 (APR-156-79 (MIS DEG-10-82))
# forall n let wt4nzxet (n+1)/(n+l);
» el
sen C2-PUSHDOWXN STACK OVERFLOW.
s++++ ERROR TERMINATIOX
# off resubs;
* x#3d;

3
X /3

Quando tentamos este mesmo procedimento na versao 3.1 de REDUCE,
a chave RESUBS parece nao ter efeito, embora exista (ndo houve men-
sagem do tipo | #RESUBS DECLARED FLUID comono exemploda pgina 52).

REDUOE 2.1, 1B-Apr-84 ...
1: forall n let x#+n=x*+(n+1)/(n+l);

2: off resubs;
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3:  xeel;
+++ PUSHDOWN SIACK OVERFLOW
+ X

Acreditamos que esta falha serd corrigida em alguma versao proxima de
REDUCE. ,

Alguns pontos importantes sobre o comando LET precisam ainda ser
levantados.

Suponhamos que queremos introduzir uma regra de substitaigdo do tipo
da da linha 2 do exemplo abaixo.

Do resaltado da linha 3, somos levados a concluir que a regra estd
funcionando como desejamos mas tal nao é verdade.

1: array a(§); let x*a(2)=3;

2: x*ta(2)+c;

0 +3
4: a(3);

0
5: x;

3

6: al2):=1§ x+a{2)+c;

c+4&
8 x
3
9 let a(8)=4;

s443¢ Substitution for ¢ not allowed
10: operator f; forall x,y let £ () +f(y) =20y,

s#44+ Unmatched free variable(s) =X

Em REDUCE, todos os “arrays” sio inicializados nulos, como se vé
da linha 4: além disso, regras que envolvem eXpresases Com Operagoes entre
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mais de um termo no lado esquerdo de um comando LET sdo interpre-
tadas passando-se todos os termos menos um para o lado direito da regra,
tornando-se, assim, uma definicdo para aquele termo que ficou.

Assim, a regra acima ¢ interpretada como

let x = 3 - a(2);
e, como 6(2) = 0, isso significa, na prdtica, ¥ = 3, como se vé da linha §.
Da mesma forma, fazendo-se a atribuiac da linha 6, o resultado da

aplicagdo da regra se altera correspondentemente.
Também a regra da linha 9 ndo € aceita, pois é interpretada coma

D=3

Pelo mesmo problema, a regra da linha 10 nao € aceita por se referir,
aa prética, nio a uma definigio da soma f(=) + /(y), mas da forma

let fy) = x*y - f{x);
aparecendo a varidvel X apenas do lado direito, o que ndo é permitido,
apés a cidusula FORALL X,Y.

Por veges, desejamos introduzir regras de substitaikdo referindo-se a
poténcias especificas de varidveis e que nao devem ser aplicadas a poténcias
diferentes, como no exemplo abaixo

12:  let ut*2#v=34e;
18: us¥lsvisl;
3aVel
14: clear uidsy;
15: match u*s24v=3¢9;

16: us»2eyes].

2?2 1
U ¥

AT uséd+yhu;

2
Eid |

Da linha 13 vé-se que a regra nao foi corretamente aplicada. Para easea
casos, existe o comando MATCH com sintaxe idéntica a0 LET, que, como

__ ge vt das linhas 16 e 17 tem a acdo desejada.
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5.2 Uso avancado de substituicdes

Conforme j4 deve ser sido posaivel notar, o comando LET &, de fato, muito
poderoso, oferecendo muitos recursos ao usudrio de REDUCE.

Mencionamos, na pigina 59, a utilizacdo de LET para “auxiliar” o 8is-
tema de simplificacio de REDUCE que, presentemente, tem ainda algumas
dificuldades com radicais. .

No mesmo exemplo, salientamos, também, a influéncia do estado das
chaves sobre o funcionamento do comando LET.

Na pagina 16, demos um exemplo de definicao de am procedimento de
simplificacio trigonométrica, usando virios comandos LET.

No exemplo da pdgina 19, demonstramos em REDUCE o conceito
de integragio por busca de padrées pela comstrucio de um operador de
integracao que reconhece um padrao especiﬁco.

H4 recursos para tornar mais especifico o campo de atuagio de uma
regra. Isso & feito incluindo-se um teste, precedido da expressaio SUCH
THAT, deforma quea regra s6 é aplicada se as condigdes forem gatisfeitas,
como no exemplo abaixo

18: operator factorial;

19: forall x such that numberp x and x>=1
10:  let factorial(x) = sefactorial(x-1);

20: factarial(m):
PAGIORIAL(Y)

21: let factorial(0}=1;

22: factorial(8);
6

23: factorial(2.6);
29% 2 BO0000E0 represented by 5/2
(164FACTORIAL(1/2))/4

A condicao NUMBERP acima restringe a aplicagio da férmula dada

para quando x é nimero (ndo literal) e a ontra tem o objetivo de excluir 0s

valores negativos.
Fornecemos o caso particalar 8! e vemos o cdlculo correto de 2.5}, em

termos de (1/2)!.
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Conforme j4 mencionamos antes, frequentemente o resuitado de um
calculo algébrico resulta numa expressio bastante grande, ocupando uma
porgao creacente da memoria, com o decorrer do cdlculo.

Tal ndo costuma acontecer em cdlculo numérico pois, em ponto fluta-
ante, embora a magnitude do nimero cresa, conserva-ge apenas nma certa
qrantidade de digitos significativos, ocupando uma drea fixa da memdrnia.

Algo semelhante se pode fazer em cdlculo algébrico, em certos casos. No
exemplo segninte, por consideracdes externas, tem-se que poténcias iguais
on superiores a 8 da varidvel x podem ser desprezadas. O comando LET
abaixo faz com que apenas as poténcias significatnas permanecam.

Essa técnica simples ndo funciona em qualiquer situagao, porém, como
se v& das linhas 3 e 4. Os problemas ai surgiram porque REDUCE
tenta, primeiro implementar quaisquer regras de substituicio pertinentes
e 86 entao simplifica a expressio.

Com isso, na linha 3, primeiro fez x'° nulo e sd depois dividiu por
£5. Na linha 4, fez 2% e 21 nulos e depois tentou realizar a divisao,
resultando ama indeterminagao.

1: let w#*8=0;
2:  (3+2%x##3)3%4;

¢ 3
21641 + 216+4Y + 31

8: @ 10f 45
0
4 20 310,

sssae Jero denominatior

Se houvesse feito primeiro as simplificagdes, obtendo =% e #1°

tivamente, teria chegado aos resultados corretos.

Numa situacio mais complexa, simultaneamente a varidvel y € tal que
as poténcias iguais ou superiores a 4 devem ser desprezadas.

Na expansao do bindmio em y, o cdlculo se faz corretamente, como Ro
exemplo anterior mas quando se multiplicam ambos o8 resultados, deve se
considerar que também gdo nulos os termos do tipo x™y* com m+12n > 8.

Para estes casos, REDUCE possui os comandos WEIGHT que atribui
pesos 4s varidveis do problema e WTLEVEL que estabelece qual o valor
maximo da soma ponderada de poténcias de varidveis num produto a ser
mantido.

respec-
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Assim, em vista das consideragdes acima, os pesos relativos de y e x
estio na proporgao 8:4 ou 2:1 e estabelecemos o valor maximo 7.

Desta forma, todos os termos considerados nulos, acima, serdo apagados
da expressio resultante.

5: let y*34=0;
61 {3+3%ywa) 493,
i 2

54+Y + 3647 + §
T: input(2)*input(8);

6 1 6 3 2
TIT6+X #7 + 1728+X «+ TT76+I *#7 + 1723

3 2
I + 2018+Y + 648

§: clear x#4§,yted;

9: weight x=1, y=32; wtlevel T;

11:  input(?);

& 3 2 3 2
1728+ + TT764Y 4Y + 1T284X + 201647

+ 643

Infelizmente, estes comandos s6 funcionam bem para poténcias inteiras.

Por exemplo, se introduzimos a expressio abaixo, deveriam ser mantidas
apenas as poténcias 6, 8.5, T e talvez 7.5. No entanto, na linha 12, a
poténcia 7 & apagada durante a expansio do bindmio, enquanto na linha
13, € mantida.

Alm disso, aparece o estranhofator K*, varidvelinterna de REDUCE,
que parece ser utilisada para tomar conta da multiplicidadedo sinal da raig.

Na linha 14 aparece, da mesma forma, o fator K* também ao quadrado.

Na linha 15 tentamos verificar se esse fator decorre da multiplicidade

da rair quadrada, utilizando a chave REDUCED.

12: xeae (1400 (1/2)) 994;
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1 6 6
4#SQRT(IwKn)sX  + 4eSQRY(TeK#)#X + X

13 2060088 S+xxasT+ore] S+xeed;
++¢ 6 G00000E0 represemted by 13/2
ste 7.500000E0 represented by 15/2

T 6 T 6
SQRI(X#K#)*X + SQRI(XeK#)eX + X + X

14: yes2r(Leyss(1/4))424;

2 (3/4) 2 2 (1/4) 2
A (Y#K+ ) o7 ¢ 4(Y9K#+ ) Y

7 3
+ G4SQRI(T)Y + ¥

16: on reduced; imput(14);

3 (3fa) 1 (1/4) 2
4#SQRT(X») oY sY + 4 3

e 2 3
+ 6+SQRI(Y)+T + Y
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Gapftulo 6

Operadores e procedimentos

Algumas fungdes matemdticas sio ja conhecidas por REDUCE e alguns
exemplos apareceram no exemplo da pagina 38, tais como SIN, COSH,
ATAN, LOG, DILOG ¢ ERF.

Lé foi visto, também, que REDUCE, no modo rormal, ad conhece algu-
mas propriedades bisicas dessas funcdes, tais como suas derivadas, integrais
(ndo de todas) e valores numéricos triviais.

Na p4gina 56, vimos que a chave NUMVAL faz com que REDUCE
forneca os valores numéricos dessas fungoes, com precisio arbitraria, sob
controle da chave BIGFLOAT e do comande PRECISION.

Também sio conhecidos vérios operadores numéricos, tais como MAX
(mdximo de nma lista de valores), MIN (minimo), ABS (valor absoluto).

Tém-se ainda uma série de operadores prefixados, tais como DF, INT,
NUM, DET, SUB, eic. e operadores infixados, como ¢t +,OR, MEM-
BER, EQUAL  :=, etc.

Para uma lista completa destes operadores, recomenda-sea consulta ao
manual de REDUCE, onde se descreve também a acdo de cada am deles,

6.1 Introduzindo novos operadores

E muito interessante a possibilidade que REDUCE oferece ao usudrio de
definir novos operadores.

Tivemos j4 exemplo disso nas piginas 38 e 78, quando definimos a fungao
SEC. Outros exemplossurgiram nas paginas 82 (fatorial) e 16 (simplificagio
trigonométrica).

Uma fencdo pode ser definida precisamente através de sua descricao
(vide exemplo da pégina 82}, como foi o caso do fatorial e da primeira
definicho de SEC {pag. 38), ou de forma abstrata, apenas por algumas
propriedades, como fo1 o caso do simplificador trigonométrico e da segunda
definigio de SEC pag. 16 e 78}.

E importante ressaltar que podemos definir, também, novos operadores
infixados fornecendo, além de sua defini¢do, o comando

IXFIX nome do operader;

O acesso a0 modo simbélico de REDUCE (vide préximo capitulo)
permite ainda a construgio de operadores sofisticados com 08 recursos da
lingunagem LISP e outros fornecidos por esse modo.
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8.2 Operadores lineares, antisimétricos e an-
tico mutativos

Virios operadores em REDUCE sdo lineares nos seus argamentos, como
por exemplo DF ¢ INT.

Pode-ze fager linear um operador criado pelo usuario, através da decla-
racio LINEAR,, como foi feito no exemplo de integrador da pdgina 19. Na
sequéncia abaixo, detalhamos o efeito dessa declaragao.

O operador F definido na linha 1 nao é em principio, linear e por isso,
nio atua linearmente sobre a expressio dada como primeiro argumento.

Tornando-o linear, mesmo sem conhecer qualquer outra propriedade
particular deste operador, REDUCE utilizard as de linearidade com relagao
a0 segundo parametro, sendo as varidveis A, B e C consideradas constanies.

Da mesma forma, na linha 5, Y € considerado constante, mas pode ser
definido como dependente de X através do comandoDEPEND, jd visto
ra pdgina 40. '

1: operater f;

2-  flascesb+bixtc, %) ;

5
F(AsX + B*X + 0.X)

3: linear f; input(2);

&
F(I ,D)#k + F(X,X)#B + F(1,X)%0

5: f(anxebaytbexyssd+c,x,y);
5 2
F(I L, Y)*AsY + F(X X Y)9BsY F{1,X,7)+0
6: depend y.%; input (5) ;
b 2
F(X »7,XI,T)ed + F(XaY LI,T)eB + P(1,X,7)e0

As propriedades de linearidade sao explicitadas na sequéncia seguinte,
onde £ é suposto nio depender de x.




10:

11:

12:

13:

14:

0

77

£(-2,%);
- P(1,I)2
£(-y.%);
- F{1.X)
£(y+2.%):
F(T.I) + F(1,X)+2
1(y*z2,%);
F(Y.X)*Z
f(ylz,x};
F(1.1)/2
£(xey/z.%);
F(X*Y,X)/1
£(0.%);
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Podemos, também, definir operadores como simétricos on antisimétricos,
como no exemplo abaixo.

De ves que REDUCE tem uma orde

mencionado na pigina 69, os argumentos

ocorrendo mudanga de sinalse o opera

beb.

1: operator sym,asym,asyml;

2: symmetric sym;

3: antisymmetric asym,asyni;

4: syn(b,a);

B: asym(b,a):

STM(4,B)

m interna para varidweis, conforme
dos operadores serdo reordenados,
dor for antisimétrico, como nas linhas
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-~ ASTM(A,B)
6: asyn(c,asym2(b,a));
- ASTM( - ASTM2(A.B),0)
T: asym(x,x);
0

Operadores podem ainda ser declarados anticomutativos. Assim, nas
linhas 10 e 11, abaixo, a ordem dos termos na soma foi invertida, mas a

dos produtos nao.
Podem-ge, é claro, introdurir regras de comutacao através do comando

LET. Na linha 12, informamos que o8 operadores TETA1 e TETA2 an-

ticomntam.
Operadores com nimero nulo de argumentos também sio permitidos
mas & necessario introduzir regras especificas para este caso, COMO 13 linha

16.

Alertamos o leitor interessado que uma mudanga de notagao do tipo
da produzida pelo comando LET da linha 17 nio basta para dispor-se de
véridveis anticomutativas.

Como jd foi mencionado antes, no resultado da linha 16 serd feita a
substituigio correspondente a esse comando LET, que as transformard em
varidveis ordindrias, sendo possivel a mudanca de ordem dos termos do
produto & o cancelamento dos termos da soma.

Por outro lado, o comando LET da linha 20 transforma as variaveis
ordindrias nos operadores articomutativos antes de qualquer simplificagao.

8: operator tetal,btetal;
9: noncom tetal teta2;
10:  tetal{zl)vtetal(z2)-tetal(z2)+tetal{zl);
- TETA1(22)+1BTA1(28) ~ TETAL(21)+TRT41(22)
11: tatal(zl)*teta2(z2)-tetad(z2)+tetal(zl);
- TETA3{Z2)+IETAL(21) + TETA1(Z1)»TETA2(22)

13: forall x.y let tetad(x)vtetali(y)=
12: -tetal{y)*beta2(x);

13: input(11);
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9+ (TETA1(Z1)+1ETA2(23))
14: tebal(zl)*tetad(zl) -teta2(z1)stetal(zl);
9+ (TETA1(Z1)#TETA2(Z1))
15; let bebad () *tetal ()=-tetal () +tetad();
16:  tetal()*teta2()-teta2{)stetal();
29 (TETA1 () *TETA20))
17: 1let tetal()=tetal, tetal()=tetal;
18; input(16);
0
19: clear tetal(), tetal(};
90: 1let tetalztetal{). tetal=tetal():
21: tetalstetal-tetadsrtetal;

24 (TETA1 () #TETA2())

6.3 Procedimentos

A medida que o usudrio faz uso cada ver mais frequente de REDUCE,
vetifica que certo nimero de comandos aparecem repetidamente em seus
cdlculos, na mesma sequéncia, talvez diferindo apenas pelos parimetros.

Tal como outras linguagens de computagic, REDUCE permite definir
esse conjunto de comandos como gm procedimento com parimetros formais,
o8 quais serdo substituidos, quando da sua execngao, pelos parimetros at-
wais do usniro.

No exemplo abaixo, definimos o fatorial na forma de um procedimento,
ao contrario do visto na pagina 82, quando o definimos abstratamente, por
meio de comandos LET.

O procedimento € definido pela declaracdo PROCEDURE, seguida
pelo nome do procedimento & dos parimetros entre paréntes o, RO Caso de
am dnico, separado por um €3pago.

Apés essa declaragdo, vem o comando de definicdo, propriamente dita.

8: procedure factorial(p);
if n=0 then 1 else ne¢factorial(n-1);

[
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FACTORIAL

9. factorial(3);

6

10: factorial(30);

265252869812191058636308480000000

Se a sintaxe de ambos estiver correta, REDU CE rftsponde com O Rome
do procedimento, indicando que ele agora estd disponivel. Caso o procedi-
mento estiver sendo redefinido, aparece a mensagem

wtd nome do procedure REDEF INED

O wsudrio deve verificar se se trata realmente de uma redefinicao de um
procedimento sen, anteriormente definido. Os procedimentos internos de
REDUCE ndo sio protegidos, para permitir maior flexibilidade e dominio
ao wsudrio.

Outros exemplos de procedimento apareceram na pagina 5.

Frequentemente, a definigdo do procedimento envolve mais de um co-
mando. Neste caso, deve-se se transforma-los num comando composto,
atrav'es das palavras BEGIN e END, ou colocando-os entre jj e LJ.

No exemplo seguinte, faremos s0 de BEGIN e END para fornecer
um comando composto como definicao de um operador. O resuliado do
comando composto € aqui nsado como valor para o comando LET.

1: operater factoerial;

2. forall n let factorial(n) =

2. begin scalar m,s;

2: m:=1; 8:=m;

2: 11: if 8=0 then return m;
2: m:=mts;

2. s:=8~};

2: go to 11

2: end;

3. facterial(4);

1
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Agora usamos o comando composto ra definigdo de sm procedimento
para cdiculo de limites, usando a regra de L'Hopitalaté cinco vezes seguidas.

Nesse procedimento, aparece, também, a forma jj ;} de comando com-
posto dentro de um comando iterativo FOR.

; algebraic procedure limit{ex, indet, pnt);

: begin integer iteration; '

: scalar n, d, nlim, dlim;

: iteration := O;

n :¢ pun(ex);

d := den(ex);

nlim := sub(indet=pnt, n);

dlim := sub{indet=pnt, d):

while nlimn=0 and dlim=0 and iteration<b do

n := df(n, indet);

d& := df(d, indet);

nlim := sub(indet=pnt, n);
dlim := sub(indet=pnt, d);
iteration := iteration + 1 3>,
: return (if nlin=0 then

: if dlim=0 then unknown
: else O

: else if dlim=0 then undefined
: else nlim/dlim)

: end ;

: €<

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i
1
i
1
1
1
1
1
1
1
1

LIMIT

E interessante comparar o funcionamento desse procedimento com o do
comando SUB para alguns casos de limites que levam a indeterminacao.

2: {ersx-1) /x;
X
(E - 1)/

8: sub(x=0, ws);

weins Zero denominator
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4: limit(ws(2), x, 0):

i
6:  {(1-x)/log(x))#*2;

2 2
(X - 2X + 1)/LOG(X)

6: sub(x=1, ws);

*¥34+ lero demominator

T: limit(ws{B}, x, 1);

Unma veg constraido um procedimento ou am programa ¢ testado, pode-
mos desejar guardd-lo em meio permanente, de forma que possamos chamd-
lo sempre que dele necessitemos, sem ser necessirio digitd-lo novamente, de
maneira semelhante 4 pela qual armagenamos 1ma eXpressao Ro exemplo
da pdgina 63.

Uma maneira de se fazer isso &, uma vez criado o arquivo de safda,
asar-se o comando DISPLAY o qual imprimiriana tela todos os comandos
digitados durante a sessio na sequéncis inversa.

8: off nat; out "“limit rdc";
10: display(all).
11: out 5; bye;

Tendo s‘ido previamente digitado o com‘ando OUT com o nome do ar-
quivo de saida, os comandos serdo escritosal,conformese vé, examinando-se
o conteddo do arquivo.
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ALGEBRAI0 PROCEDURE LIMIT(EX, INDET, PIT);
BEGIN INTEGER ITERATIOX;
SCALAR ¥, D, NLIM, DLIM;

ITERATION := O;
¥ o= NOM(EX);
D := DEN(EX);

JLIM := SUB(IXDEY=PXI, 1):
DLIM := SUB(INDEI=PNT, D);
WHILE NLIM=O AXD DLDM=0 AND ITERATIONKS
L 44
¥ := DF(¥, IXDEY);
D := DF(D, INDEID);
JLIM := SUB{INDET=PXI, X);
DLIM := SUB(INDET=PN1, D)
TTERATIOY := ITERARION +1 >>;
RETURK (IF NLIM=O THEX
IF DLIM=0 THEX UXXNOWN
ELSE O
ELSE IF DLIM=0 THEX UNDEFINED
ELSE XLIM/DLIM)

E¥D;

I necessdrio, entdo, editar-se o arquivo para femover o8 comandos in-
claidos no arquivo e que nio se refiram ao procedimento {08 das linhas 2
a 7, no caso), incleidos pelo comando display (representados pelos pontos
acima).

Para programas e procedimentos grandes, este recurso ¢é conveniente
produzir uma cépia fiel, sem o perigo de erro na sua digitacao.
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Capitulo 7

O modo simbdlico

Todos o8 recursos de REDUCE até agora exibidos referiram-se ao chamado
mode algéirico de REDUCE, que é o ambiente mais apropriado para a
programaciao no estilo matemdtico natural.

No entanto, REDUCE oferece ao usuario também os recursos da lin-
guagem LISP, através do sen chamado mode simiélice, também conhecido
como RLISP (“REDUCE LISP?).

Este modo pode tanto ser utilizado para simplesmente se programar em
LISP como para se desenvolverem procedimentos e operadores sofisticados,
para o que o modo algébrico ndo dispde de recursos suficientes.

O usudrio interessado apenas em LISP tem, também, acesso a am

dialeto chamado “Standard LISP”® ou SLISP, através do sea compilador
correspondente.

Neste capitulo faremos uma breve introdagao ao modo simbdlico e &
maneira de se utilizar dos seus recursos a partir do modo algébrico.

7.1 A estrutura de REDUCE

0O sistema REDUCE se articnla a0 modo simbdlico, a SLISP, e ao sistema
operacional (OS] da seguinte forma:

REDUCE
RLISP
SLISP
0S

REDUCE consiste num pacote de programas, procedimentos, opera-
dores, etc. codificados em wm seu subconjunto chamado RLISP, os quais
sa0 analisados por um interpretador codificado principalmente em SLISP
e em parte em Assembler.

Os comandos de REDUCE sio analisados pelo interpretador e trans-
formados em um programa LISP, o qual é executado pelo processador, sob
o controle do sistema operacional.

O resultado ¢ novamente analisado e transformado nema expressio com
a sintaxe de REDUCE.

. i . .
Esquematicamente, teriamos o procedimento abaixo

Jinterpr. = LISP — compil. ™\,
REDUCE process.
" faterpr.— LISP /
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RLISP nao é o ambiente mais apropriado para ¢ uso rotireiro dos
algoritmos algébricos de REDUCE de forma confortdvel. Por isso e para
evitar que o wsudrio acidentalmente interfira com as varidveis e fungoes
internas, a sessao é iniciada usnalmente no modo algébrico. Para isso, usa-
se 0 comando {do sistema operacional}

/REDUCE (sistemas VMS, CMS)
ou
$RUN NEW:REDUCE (sistema MTS}

Se o usudrio desejar programar em RLISP oun em LISP, pode iniciar
a sessdo diretamente nesses ambientes, acrescentando

PAR=RLISP
o
PAR=SLISP

respectivamente aos comandos acima.
Para passar-gse de um ambiente a outro, usam-se 08 comandos indicados
na tabela abaixo

de\para REDUCE RLISP SLISP 08

"REDUCE ; ; ; ;
RLISP ALGEBRAIC; END; BYE;/QUIT;
SLISP (BEGIN) (BEGIN) (BYE)/(QUIT)
05 $RUN ...(/REDUCE) Par=RLISP Par=SLISP

7.2 Trabalhando no modo simbdlico

Estando no modo algébrico de REDUCE, pode-se executar um comando
em simbdlico, prefixando-o por SYMBOLIC. O comando € executado no
modo simbdlico e o resultado convertido a0 modo algébrico, continnando o

cdlculo no modo algébrico, conforme o exemplo abaixo. o
Para conveniencia do nsudrio, qualquer operador cajo primeiro argt-
mento seja precedido do sinal ° | serd calculado no modo simbélico.
2: symbolic car *(al al ad);
il

3: (xry)es);
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2 a
I + 24Xs4Y + ¥

4: odr *(at a2 a3);

(42 A3)

Quando se passa ao modo simbélico, REDUCE responde com NIL.
Observe-se que a sintaxe do modo simbdlico & quase a meama do algebrico,
i. ., ndo se usam parénteses delimitadores como em LISP e o terminador
continza sendo ; . As atribuicdes continuam também sendo indicadas por

Um recurso interessante do modo simbdlico é a chave DEFN que,
quando destivada, ao invés de executar o cdlculo indicado, responde com o
equivalente LISP do comando.

b: symbolic;
TIL
6: on defn;
T: x:=y;
(SEIQ X Y)
8: f£:= *({cbpf . cmpg) {rua xavier sigaud 150)

rio de janeiro);
(SEIQ ¥
*((0BPF . ONPQ)
(RUA YAVIER SIGAUD 150)
- RI0 DE JANEIRG))

9: lambda (x,y); car x .cdr y ;
(LAMBDA (X T) (COXS (0AR X) (0DR Y)))

10: off defn;

FIL

Uma ves no modo simbélico, o usuario dispde dos operadores usuais de
LISP, fagendo wso, porém, da sintaxe simplificada de B.LI$P.
Para explorar listas em profundidade, iterativamente, existe o comando
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FOR EACH identificador IN ou ON liste DO , COLLECT o% CONC
expresade envolvendo identificador;

como no exemplo abaixo.

11: £:='((copf.cnpq) {rua xavier sigaud 150)
{rio de janeiro)); |
++% F DECLARED FLUID

((oBPF . OXPR) (RUA XAVIER SIGAUD 150) (RIO DE JANEIRD))

12: cdar(f);
8XPQ
13: cddr(f);

((RI0 DE JANEIROD)})

14: for each x on ‘(a b ¢) collect x;

(A B o) (8B0) (0))

A opgao IN faz com quea interacdo seja feita sobre cada elemento da
lista (representado por identificador, enquanto ON | sobre a lista restante
a cada iteracao.

A opgao DO far com quea expressao seja calculada mas seu valor nao
seja retornado, e sim o do termo sobre a qual ateou (dependendo de IN ou
ON); COLLECT, produz uma lista, cujos elementos serdo o8 resnltados
calculados e CONC, uma lista freto da concatenagao degses resultados.

Desta forma, essas opgoes correspondem aos vérios operadores aplica-
tivos de LISP. Sua correspondéncia & indicada na tabela abaixo

DO  COLLECT CONC
ON | MAP MAPLIST MAPCON




CBPF-NT-001/88
-88-

7.3 Comunicando entre os modos

Para fazer uso dos recursos de RLISP no modo algébrico, estd disponivel
um meio de comunicagio entre o8 dois modos.

Se 0 usudrio deseja manipular uma expressio definida no modo algébrico
com as técnicas do modo simbélico, deve atribui-laa uma varidvel e declard-
la compartilhdvel pelo comando SHARE.

Como j4 foi dito na pagina 7, polinomios podem ser representados na
forma de listas. Na forma de lista msual, um termo univariado de am
polinomio seria representado como

(TIMES (EXPT variével poténcia) coeficiente)

Na notacio comumente nsada por REDUCE, cada varidvel é repre-
sentada por um par ordenado da forma

((variduel . poténcia) . coeficiente)

se o coeficiente for namérico {lembrar que wm identificador numérico repre-
senta sempre o préprio nimero),

Note, porém, que, ro modo algébrico, as expressoes sao passadas in-
ternamente, de um comando a outro, na forma prefixada de LISP, mas o
processador algébrico nao converte formas e quocientes padrio 3 notacao
prefixada, por economia de esforgo.

Assim, as formas e quocientes padrdo sdo armazenados como uma lista
com a sintaxe

(*SQ guociente padrdo T 0w NIL)

onde *SQ indica ao processador algébrico que se trata de uma forma forma
prefixada que é, na realidade, um quociente padrio e o terceiro parimetro
indica se ele ainda precisa de processamento (simplificaao) on nao.

Para se obter, entio, o quociente padrio a partir da forma acima, toma-
se 0 CADR dela.

6: share x.,y.
7: x:=(a+b)#*2;

2 2
I:=A4 + 2%+ + B

8: symbolic;
KIL

9 x
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(1#8Q ((((A . 2) . 1) ((& . 1) ((® . 1) .12))
(.2 .1 .11

10: z:=cadr x;
#»+% 7 DECLARED FLUID

(((k . 2) . 1) (a.1) (6.1 .2) 8.
2) . 1)) . 1) |

11: 1t numr z;

(A . 2) . 1)

12: Y:=pmki*sq !4tdq 1% numr z;
(esq ((((x . 2) . 1)) . )T

13: algebraic;

14:  y#sl;

Uma vez obtido o quociente padrao no modo simbdlico, pode-se ma-
nipuli-lo fazendo uso de virios seletores e construtores disponiveis, tais
como (vide a lista completa no manual)

DENR derominador do quociente padrao
NUMR namerador do quociente padrao
LT primeiro termo do polinomio
MVAR  varidvel principal do poliromio
PDEG poténcia da varidvel

TC coeficiente da varidvel
+ adiciona um termo ao polinomio
N forma um quociente de dois polinomios

Pode-se, ainda, converter entre as vrias estruturas de dados existentes
através das funcoes

#A2F converte ama expressao algébrica A forma padrao.

*F2A  converte uma forma padrao & expressao algébrica
correspondente.

#T2Q converte am termo padrio a quociente padrao.

Para passar de volta expreasies ao modo algébrico, deve-se certificar
e que ¢la estd numa notagdo prefixada. Se se estava manipulando quo-
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cientes padrao, porém, ela estard na segunda forma acima. Neste caso, serd
necessdria Conversao. _

Para is3o, transforma-se a expressao em quociente padrao, nsando as
funcoes de conversio acima e uwsa-se PREPSQ on MK!*SQ sobre ela
para colocd-la numa das duas notacoes prefixadas acima.

Note que a segunda opgao exige menos trabalho de conversao.

Capitulo 8

Aplicacoes

Até agora descrevemos vdrios recursos do REDUCE, os quais permitem
1ma variedade de cdiculos algébricos bastante dteis.

A forma da apresentacdo, até aqui, foi usando REDUCE como uma
*calculadora algébrica”, i. e., fazendo-se no computador um cdlculo gue
envolve grarde quantidade de trabalho algébrico mas consiste em apenas al-
guns comandos. Cdlculos mais complexes, porém, podem necessitar vdrios
comandos, na forma de um programa.

Neste capnulo allm de enfatizar a construgao de programas, apre-
sentaremos exemplos de programas para cdlculos em algumas dreas de
aplicagao.

8.1 Céleulos em Fisica de Altas Energias

Embora o sistema SCHOONSCHIP mencionado na pagina 29 seja mais
eficiente para cdlculosem Fisica de Altas Energias que quase qualqner outro
sistema, estes t&m um interesse histdrico em REDUCE pois foi para essa
a.phcaca.o que este sistema foi inicialmente concebido.

A partir dai, REDUCE evoluir para um sistema algébrico geral e hoje
esses cAlculos &io referidos num tinico capitulo do manual (j& o foram num
apéndice) e efetuados por em médelo separado chamado HEPHYS.

Este mddulo introduz a declaragdo VECTOR que permite varidveis
representando quadrivetores de momento, com a operagao especifica pro-
duto interno, indicada pelo sinal . & massas definidas pelo comando MASS.

Inirodug, também, a8 matrizes de Dirac, representadas pelo operador G.
Seun primeiro pa.r&metm ¢ o identificador da linha fermidnica do diagrama
de Feynman. O segundo, 0 momento com o qual a matris est4 contraida.

Produetos de matrizes gama associadas com a mesma linha fermionica e
momentos diferentes podem ser representados por um operador com mais
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de dois parAmetros, representando os diversos momentos.

Sempre que uma expressao envolvendo matrizes de Dirac € avaliada, o
traco de cada produto de matriges é calculado, exceto para aquelas linhas
cujos identificadores foram declarados pela declaracio NOSPUR.

Apresentamos aqui um simples cdlculo da secdo de choque do espal-
hamento Compton. Seguimos a notagdo de Bjorken e Drell, eqs. 7.72 2
7.73. O resultado obtido confere com o da eq. 7.74.

0s momentos dos fétons incidentes e emergentes sao ki e kf, respec-
tivamente; os dos elétrons, pi e pf. Os vetores e & ep 230 o8 vetores de
referéncia.

As polarizagoes dos fétons sio definidas através de comandos LET apro-
priados.

1: on div;
2: mass ki= 0, kf= 0, pi= n, pf= n;
8. vector e,ep; mshell ki, kf,pi,pf;

§5: let pi.e= 0, pi.ep= 0O, pi.pf= me#l+ki kf,
pi.ki= m#k, pi.kf= mekp, pf.e= -kf.e,
pf.ep= ki.ep, pf.ki= mekp, pf.kf= mek,
ki.e= 0, ki.kf= m#(k-kp), kf.ep= O,
e.as -1, ep.ep> -1;

6: (g(1,pf)+m)+(g(1, ep, e ki)/(2#ki.pi)
+ g(1,e,ep kf)/(29kf .pi))
+(g(1,pi)#m)#(g(l, ki, e, ep)/(29ki pi)
+ g(1,kf,ep, @) /(2+kf .pi))$

T: write "IHE OOMPION OROSS-SEOTIOF IS5 * ,ws;

IHE OOMPION ORGSS-SECTION IS

9 (-1} (-1)
29EP.E  + 1/2sK*KP + 1/2%K kP - 1
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8.2 Céilculos em Relatividade Geral

Apresentamos aqui am exemplo de programa para cilculo de quantidades
fisicas interessantes na Relatividade Geral.

A computacio algébrica se desenvolveu muito nesta 4rea da Fisica es-
pecialmente por esta necessitar de volumes enormes de cdlculo facilmente
algoritmigavel. ,

O programa que apresentamos abaixo estd longe de ser eficiente pois
consiste na simples codificagdo das férmulas usuais dos livros.

Nao faz uso de técnicas mais sofisticadas como base de tetradas, for-
malismo de Newman-Penrose, etc. nem foi elaborado com preccupagoes de
economia de esforco computacional.

Embora tenha sido codificado com a dnica preocupacao de ser diddtico,
pode ser, e de fato foi, itil pois é, em geral, mais rdpido que um cdlculo &
mao.

Quem pretende usar frequentemente REDUCE para este tipo de calculo
deveria, no entarto, procurar obter um programa mais eficiente. E inter-
essante, também verificar a possibilidade de fazer uso de sistemas especial-
izados como SHEEP (vide pdgina 30).

Apés a mudanca de notagao mencionada na pagina 28, introduzem-se o
sistema de coordenadas e a métrica em questdo representada pelo arranjo
gL
(;Jalcnlam-se, em seguida, da maneira usual, a métrica contravariante,
os simbolos de Cristoffel, os tensores de curvatura e de Ricci, o escalar de
curvatera e o tensor de Einstein.

o0 neroc;

in "Mandy:procedures';

f1(q1,x.q1!,%x,q1!. %) $

f1(pl,x.p1l,x,pl!,x)$

oparator X,

let x(0}=t, x(1)=x, x(2)=y, x=(3)=z;

array g£(3.3).h(3,8)¢

gg(0,0) :=etq1}

gg(1,1) :=-esapl}

g2(2,2) :5-x(1)»22¢

g8(3.3) :=-x(1}#9248in(x(2) ) #22$

for i:20:3 do h(i,i):=1/gg(i i)$

array c81(3.3,8),c82(3,3,3)¢

for i:20:8 do for j:=i:8 do begin
for k:=0:3 do

cs1(j.i k) := csl(i,j,k):= .
(df (gg(i, k), x(j))+af (gg (. k) . x(i))
~af (gg(i, i), x(k})/3; o
for k:=0:3 do cu?(j.i,k):=cuﬁ(1,],.k):=
for p:=0:3 sum h(k, Yecsi(i,j.p)
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end;
array r(3,3,3,8)¢
for i:0:3 do for j:=i+1:3 do for k:=i:3 do
for 1:=k+1:if k=i then j else 3 do begin
r(j,i,1,k) := r{i,j.k,1) :=
for q := 0:3 sun gg(i, q)*
(df (cs2(k.3.q) . x( 1))-df (cs2(j,1,q) . x(k))
+ for p:=0:8 sum (cs2{p,1.q)¥ca2(k.j.p)
~c82(p. %, q)#cs2(1,i,.p)))¢
r{i,j.1.k) -r{i,j.k,1);
r(j.ik,1) -r(i,j, k. 1);
if i neq k or j>1

"

ghen <<r{k,1,i,j) := r(l,k,j.i)
= r(i,j.k, 1),
r(1,k,i.j) = -r{i.j.k.1);
r{k,1,§.i) := -r{i,j k. 1)>

end$
array ricci(3,3)$
for i:=0:3 do for j:=0:3 do

vrive ricci(j,i) := riceili,j) :=
for p : = 0:3 sum for q := 0:3

sun h (p,q)#r{q.i.p.i):
for i:= 0:8 sum for j:= 0:3 sum h(i,j)*
ricci{i,j};

rs .
array einstein(3,3);
for i:=0:3 do for j:20:3 do
write sinstein{i,j):sricci(i,j)-
rasgg(i,j)/2;

Os resultados sao obtidos como

'3
RICCI(0,0) := RI0CI(0,0) := (- E

P1 i 2
QLIN/(ME )+ (- E #0111 )/(4»

P1 Q1 P
E )+ (B *§1,0PLT/(E )+ (-

at Pt
g Q1. I)/(E +X)

RISOI(1,1) = RIOCI(1,1) := Q1. XX/2 +
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2
Q1Y /4 + (- L P1IT)/4 + ( - P1.Y)/X

RICCI(2,2) := RI0GI(2,2) := (Q1,I*X)/(2+

P1 Pt P1
E )« (-PLXsN)/ (298 ) * (-E

Pl
+ 1) /E

RIC0I(3.3) := RIO0I(3.3) := (G1.Xe

2 Pt 2
SINCY) #X}/(2+E ) + ( - P1,X+SIN(Y)
P1 2 P1
*N)/(248 ) + SIN(Y) #( -E + 1)/
P1
E
TIME: 6386 MS

Pl 2 Pt
RS = (- QL.IX)/E  » ( - Q1.X }/(2+E

Pi
)+ (RLXsPLX)/(2#E ) + (- 2

P1 Py
+{1,X}/(E 4X) + (2#P1.X)/(E »

P1 P1L 2
) + #(E - 1/E *X)
TIME: 1008 MS
q1 P1
EINSTEIN(0.0) := ( - E #PL.X)/(E +X)
[} 131

+ B (-8 + 1/

Pt 2
I *I)
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Pi
EINSTEIN(L,1) := (- QLX)/X + (B - 1)

2
Fh

2 P1
EINSTEIN2.2) := - Q1,XI<X )/(2+8 )

2 2 P1
+ { - QL. *X }/(Q+E

2
) + (Q1.X+P1,XeX )/(

P1
e ) + (- QL.Y)

Pl
J(+E ) + (P1,X+X) /(24

P1
E)

EIFSTEIN(3,3) := ( - G1,XX+SI¥(Y) +X )/(

P1 2
2E ) + (- QLI #

2 2 P1
SIN(Y) X )/(asE )

| 2
+ (Q1,X+P1, X*SIN(Y) «

2 P1
Y )/ (4 ) + ( -

2
Q1. X+STH(Y) »X) /(3¢




CBPF-NT-001/88

-96-

P1 y
E ) +» (P1,X+51N(Y)

Pi
+1)}/ (248 )

TIME: 2342 M

8.3 Céalculos em Supersimetria

Esta drea, apareniemente, nao tem aproveitado os recursos da computagao
alg’ebrica que estio a seu dispor, embora geralmente necessite de cdlculos
um volame bastante grande.

Qs cdlculos, em Supersimetnia, tendem a se tornar mais trabalhosos
devido ao carater fermidnico (ndo- comutativo) dos seus geradores.

Para facilitar o cdlculo, comamente se faz uso do formalismo de su-
perespago e de supercampos, onde i quatro coordenadas do espago-tempo
£* | se acrescentam quatro coordenadas anticomutativas 8, e ;.

_No decorrer dos cdlculos, tem-se que levar em conta, entao, propriedades
tais como

(020,)(0°8) = -1/2(0°0,)(¢#78)

(7ot ) P) = -17200%0)(BP)e ¢
e é, também, conveniente a notagao compacta
& =80,

Poderiamos representar as coordenadas extras do superespaco por va-

ridveis tornadas niao-comutativas usando a declaragio NOCOM vista na
pagina 91. Isto ado seria, porém, conveniente pois nao teriamos a possibil-

idade de manter a notagao compacta acima.

Ao invés disso, tsamos varidveis tais como TE1, TEBI, etc., declaradas
vetores, e comandos LET apropriados para introdusir as propriedades
necessdrias de anticomutagao.

Como a operagio . ¢ diferente da * uma ver que a primeira se ref-
ere a vetores, enquanto a segurda a escalares, a ordem dos fatores numa
expressao ndo ¢ alterada arbitrdriamente pelo REDUCE, mas somente de
acordo com as regras fornecidas.

Introduzimos, ainda, o operador SIG para simular as propriedades das
matriges de Pauli, A integragio sobre as coordenadas 8 ndo-comutativas,
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que corresponde na pritica a uma diferenciagao, é feita derivando-se com
relacao 43 massas atribuidas aos vetores correspondenties.

Abaixo temos o programa que usamos para calcular um (superigrifico
de Feynman a 2-loop!

vector p,ql,q2,43,94,x1,x2,%3,q,5,th,tp,tbp,psi.tel,
tebi, tel, teb2 tel,tebl; '
mass tel=tl, tebl=tbl te2=t2, teb2=tbl, ted=t3, tab3=th3
,$20,4b=0;
forall tb,q let sig(tel,q,tb)*t1#43=0,
sig{te2, q,th) #62+42=0,
sig(ted,q. th)+63+42=0;
forall t,q let sig(t,q,tebl)*tbl#+2=0,
' sig(t,q, beb2) »tb2#+2=0,
sig(t,q,teb3) +tb3+4220;
farall +,tb,tbp.q let sig{t,q,tb)*(tb.tbp)=
~(tb.tb)#sig(t.q.5bp) /2;
farall %,q1,92,tb,tbp let sig(t,qi,th)#aig(t,q2,tbp)=
-{t.8)*(tb.tbp)»ql.q2/2;
forall &,6p,tb,q let sig(t,q,tb)#*(t.tp)=

-{t.5)*sig(tp,q.tb}/2;
forall &,tp.ql,q2,tb let sig(t,ql, tb)#sig(tp.q2,tb)=
-(t.tp)*{tb.th)*ql.q2/2;
forall &,tb,q let sig(t,q,tb)#sig(t,q,tb)=
-(.5)*(tb.tb) #q.q/2:;
forall &,bp let (b.tp)#(t.6p)=-{t.8)*(tp.tp}/2;
forall &,tp,tb lat (5.th)*(tp.tb)=-(tb.tb)*(t.tp)/2;
forall t let ti##2+#{tel.t)=0,
52442+ (te2.)=0,
t32#2+(ted.$)=0,
expg(tel,-p,tebl) sexpg(ted,p, tebl)*
e+ (inp. (x1-x2)),

dddeltal2(p,x1,tel tebl, x2,tel tebl)=

i*(fp(p)+gp(p)*(tel tel) +hp(p)+(teb2 tebl)

+ip(p}*sig(tel,p,tebl)
+ip(p)*(tel tel)*(tebl teb2) )+

expg(tel,-p,tebl)*expg(ted,-p, tebl)+

et+(ivp. (x1-x2)).
dddelta21(p,x1,bel, tebl, x2,te2,teb2)=

is{fps(p)+gps(p)*{tebl tebi)

+hps{p)+{te2.ta2)-ip(p)*sig(te2, p, tebl)

1yide Renato P. dos Santos, Using REDUCE in Supersymmeiry, preprint CBPF- NF-
04787
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+ip(p)*(tebl tebl)+(te2 te2))+
expg(tel,p,tebl)rexpg(teld,p, tebl)*
e++(i#p. (x1-x2))
vl:=-2%i/3sgre2s+dddeltai(ql,x1, bel, bebl, x2 tel,tebl)
sdddelsal12(q2, x1,tel tebl, x2,te2 teb?)

sdddeltal2(q3,x1,tel, tebl, 2, te2,teb2)$
v2:=df (v1,$1,2,tb2,2) /4;

E em seguida, o resultado obtido
vl :=

(X1.Q3+1 + X1.Q2+1 + X1.Q1+I - X2
E

3+1 - X2 Q2+1 - X2.Q1s1)
+{1/32+

§3.G2+IP(Q3)+IP{Q2)+FP(QL) «+ 1/
$4Q3.Q1+IP(G3)+IP(QU)#FP(§2)
1/3+92.Q1+IP(32) *IP (Q1)*FP(Q2)

~ 9/3%GP(G3)+HP (Q2)»FP(QL) - 2
/3+GP (3) +HP (Q1)#FP(Q2) - 2/8+
gP (q2)#HP (G3)#FP(Q1) - 2/3GP(
Q2)sHP (§1)#FP(Q3) - 2/3»GP(G1)+
HP (§3) #FP(Q2) - 2/3+GP(g1)*8P(
q2)*7P{q3) - 2/3+FP(Q3)*FP{02)+
JP(Q1) - 9/8+FP (Q2) +PP(q1) #JP(
Q2) - 2/3+FP(Q2)+FP(§1)+IP(Q3))

sETPG(TE2, - Q8,TEB2)+EXPG(IE2, -
Q2,TEB2)+EIPG(TE2, - Q1,1EB2)+EXPG
(TE1, - 03, 1EBi)»EXPG(IEL, - Q2,

2
TEB1)+EXPG(TEL, - Q1,TEB1)sG



