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RESUMO

Um método para a solugao das equagoes.de Einstein foi proposto_por J. L.
Synge et al. Ele squciona: as equagbes para modélos estiticos.e_estacioni-
rios, cujos campos deverao difexir pouco.do campo flat, permitinda.a expa;—
530 em série da métrica em tOrno de um parametro.k,. arbitririapente. peque- .

no. Este método difere um pouco para ambos os modelos,

Uniu-se ndste trabatho ambos os.métodos, ficando vBlido independentemen

te para um Caso € oufxo.

As condigBes matematicas supostas ndo.foramjlevadas a julgamenta. wais
rigoroso, basendo~se mais em explicagGes.fisicas ¢ pela razosbilidadet -de-

las,

Aplicou~gé » método para modélos de.uma esfera estitica e.de.uma.esfera
em rotagdo constante em.tdrno do seu eixo de simetris, Obteve-se a métkica
exterior, ja calculada na bibliografia, e ainda a mBtrica intérior ao cOrpa.

- - . - . PTS - N,

No texto, apos os calculos da metrica de cadd @oddlo; observourse ag

conseguinéias fisicas e matepaticas dos resultados ¢bridos.



1. INTRODUGAO

Em gravitag3o Newtoniana, conhecendo-se a distribuigio de matéria, calou-
la~se o campo através da equagio de Poisson em qualquer ponto do espago, a di~
ficuldade estando.apenas na.integral a ser resolvida. Em relatividade geral pa-
ra resolver-se a equacdo de Einstein & necessdrio a distribuigio de matéria, mas
ela est3 intimsmente conectada 3 geametria do espago, mas a geometria s6 &€ conhe,
cida aps resolvida a equagdo. De forma que aparentemente temos uma indeteymina
¢io. Acontece que para certos. problemas se conhece qual a distribuigfo de maté-
ria que deve-se usar, por exemplo, o andlogo relativistico gravitacicnal do cam-
po estitico de uma carga elftrica, & exemplo de um problema no qual.a distribui-
g80 de matéria & conhecida. As equagBes de Einstein nésse caso dio a geometria
do espago-tempo em tomo da massa concentrada numa regido finita e gue apresen-
ta simetria esfSrica. A geametria resultante se dencmina geametria de

Schwarzschild.

Entretanto, se propomos .usar as dez equagles de campo de Einstein para
problemas gerals de mecinica celeste, teremos de fato uma indeterminag@o. Te-
mos dez equagbes de campo e vinte incSgnitas: a mStrica gy @ o tensor T;5 da

matéria e energia distribuida no espago.

Tal indeterminaciio tanbém existe na mecinica celeste ndo-relativistica.
Em qualquer dos dois casos usualmente suplementa-se as equagOes de.campo (con
juntamente com.as equagdes de continuidade para a matéria) com equagdes sub-
sididrias que caracterizam qual a particular distribuigdo de matéria que s
deseja (implicitamente isso & usads na solugdo de Schwarzschild citada antes).
Tal forma de solucicnar a indeterminagio por meio de condiges subsidiarias

tem entretanto um ponto negativo: senpre se impde uma certa, e particular, dis



tribuigdo de matérias-:Em:problemas .de:mecinica: celesteszquessio=os=problemas
blsicos, presentementer considerados,:tal limitagSo-é-muito drdstica. Em ver—
dade n% conhecelos com- suficiente exatiddor qual-a- distribuitiio.que se deve
Usar- para as:imassas-celestes: 0 mStpdo:de- soiucionar'a-"inde,texixﬁnagéa,das e~
quagBes ‘de campo,-usado presentemente;:é independente de’qualqt{er escolha par
ticular sobfe a’ distribuigdo de:matéria.- .Em lugar de:se-impor.equagdes .subsi-
didrias,. e usa condigdes de" contrno-adequadas; que-possuem a vantagem de se
.rem condigbes germis,

Issq &-equivalentesa‘dar um certo.modélo do’ miversme:é.-‘pazif:ir:dai’ & obser
var suas-propriedades métricas;.decorrentes.da solugdo-que.corresponda.a- ésse
modélo. Como o mEtodo se baseia- essencialmente-numa expansdo.edr série 'de mo
délos" desde.o.mais primitivo-até.outro quetseja-tdo sofisticadoiquanto se de -
seje, esse método s5 sesaplica.d- geametrias.asseciadas<dreampos frapes. Este
mStodo foi elaborade:por d: L: Synge.et al. 1 2,3 Atéagora o:método
foi-adequado para:distribuiginide matéria.estiticazonestaciondria, em.um.ni
co corpo, para distribuigdes dependentes do- tempo~as-dificuldades ainda ndo
.foram superadas.

A idéia domStodo copsiste emexpandir:amftrica-em poténeiaside k,:.constan
te arbitrériaménte pequena, em térno:da métrica de Minkowskdi,..Cbtendo-se.a -
partir dg equagdo de-Eingtein-fOrmulas-para calcular=se-cada’ ordem da expansdo
de g:}".'l'

Em mecdnica Newtoniana as equagdes bisicas sdo:

£ ap

o S = — =
P 53: + (pua Mg sas) 8" p v.’a i + (p “B? 8 0 1.1



onde a primeira & a equagiic.de movimento’do sistema e arsegunda a-equagio de
continuidade, sendo p-a densidade, B, 2 velocidade, ASOLB a tensdo, e Vo o

tencial (V = fp d®v/p).

Em um sistema estatico elas se reduzem a

o Y’a = SGB>B 1.2
essas equagles s3o invariantes frente a uma:transformagdo
p= kp' , S,=k*8! 1.3
3 W (2f® o
onde k € constante arbitraria.
Em um sistema estaciondrio as equagles se reduzem a
(p M, Hg = Sas),B = p V’a , (p uB) .8 =0 1.4
que s3o invariantes em relagdo a uma tyansformagdo
p =k, po=kwp , 8 =k*s! 1.5
@ @ e T % o

As relagdes 1.3, 1.5 sugerem que um modelo relativistico déstes sistemas
estdtico e estaciondrio, devem ter.a.mesma invaridncia-frente'a uma trans-
formagio de um-k arbitririo.

Portanto na expansdo de g; i em.poténcias de k; tomando-o- pequeno, ideverd
aparecer a primeira poténcia de k no caso.estitico-na-12:aproximagio,.e no
caso estaciondrio na 22 aproximagdo, porque o campo provém principalmente

da densidade de matéria.

Big = O35t Big t Byt gyt e (estdtico) ,

L @ @ 1.6
g1 % 844t 85 * Big * e (estacionirio) .

2y (3)

Um k conveniente para o caso estatico € a razdo da massa total do.cOrpo
m e seu raio tipico a: m/a. , Portanto a métrica diferird-da métrica.flat

em térmos da ordem de (v a)N, sendo N a ordem da aproximagdo. 4



Tomando as unidades de comprimento e massa tal que a velocidade.da luz
e a constante, gravitacional sejam iguais a um, cbtem-se que as upidades de

massa e espago € o.segundo:

G

i

6,67 x 10]° dina.an¥g? = 1| - Llg= 2,476 x 107°° seg ,
= 1.7

c=3x 10" cwseg = 1 1 am= 3,336 x 107 seg

Ticando a razdo m/a adimensional. O valdp de k para o sol & da ordem

-6 0

de 10 eparaa‘termalo'-l .

Observa~gse que os térmos -da métxica de-ordem superior.que o.linean de-
penderdo da estrutura no linear das equagdes relativisticas de. gralvitag'éo
que agem como fonte, enquanto que para a equagdo~de Poisson para o caleulo

do campo bastava ter-se a distribuigdo de matéria.

2. FORMULAS GERAIS
Indices latinos tomam valores 1, 2, 3, 4 e os”indiges gregos.l, 2, 3.
“TRerivada parcial com respeito as coordenadas-é-indicada por virgula, & uma
. o . _ _ _ abp..
barra indica coderivada (A; 5 - aAi/axj, Ailj = Ai’:.! g [13.5] AD. ©
tempo &€ dado por %y =" it, de modo que a assinaturasfica-#4. As unidades sZo es-
colhidas de formaque a corstante gravitacional e &veltcidade da iz desanunidades.
As £5imulas a sevem deduzidas ndste parSgrafo sfo vAlidas:para.qualquer
campo fraco, est3tico; estaciondrio.cu dependente do tempo e nSo estdo su-

jeitas a condigfes de coordenadas.
Sendo k um pardmetro adimensional arbitririo;, suficientemente pequeno

tal que formalmente a assinatura de g4 & +4, pode~se exprimir a mStrica

como,



- 2
gij"dij"' kyij+k Yi’j+ 2.1
- (2),
ou de forma mais concisa:
gij = Sij + gij + gij o, 2.2
(1 (@)

onde nos sufixos numéricos estd a poténcia.do k incluida em cada térmo, Calcu-
lando glj s cujos ’ térmos. da expansdo definem-se pela matriz inversa dos diversos
termos de glj .
ij . 17 .
g% 855t ¢J+¢ij+... 2.3
1 @)

Obtem~se os térmos contravariantes em fungdo dos covariantes na expansdo da
métrica:

i3 ij .
g G2y £ =gt gL g+ ,eto. 2.4
@ O eo o @Rd’

A definicdo da soma &:a usada por Einstein, fndices repetides semam-se;

mesmo  Indices repetidos covariantes ou contravariantes somam-se também pois.
a.. ka - .
aB 37 8a O gyt gy By

o delta de Kroenecker & a fungdo que sobe e desce Indices.

se
g :s =08
O+ -

ij:D,gij =--_.. gij=--g.. 2.6
) & BG TS s
1 i
g =g ..t g g .= g E~gi..tg. g _otgs_ g _-
(P @R@¥ (6 GHHE (@ BHF (3Hiag)H

0Os tensores de Riemann e Einstein podem ser expandides em poténcias de k:



Roiss  Reije ™ Reigs ¥ Roigs * v

(1 7 (@) (3)

Grijs = G):*ijs * ijs * Grijs T

L) (2) (3)

2.6

onde, Os tensores de Riemann e Einstein sdo

1
Reise = 3 e i3 * Eij,rs = Bnis * Biapg) * € Urs,d] (33,51~ [, [is 0]}

2.7
=R, - % - ¥ _1 rs _ab
€3 "Ry " 78R8 Rujye " 78158 &8 Ry
no casb-de glj 0:
@ ) L :
pige =00 G35 =0 2.8
) @

Observa—se que o sufixo representa as poténcias de k em cada témmo e n3o o

texmo da expansao de g;

i3°
Conhecendo—se a prepriedade ij Ri i obtem-se
) 6%
1
Rrijs' 7 (grs,ij Bi3,rs &rj,is ~ Bis ,rj) + Sx*ijs
m ) (¢3P] ) ) (6]
1 2.9
3" Rr*ijn T 7 i Reaar * ‘*Zl.j >
@ (0] an

ocnde

a1 .
[l g Gy s + 8,5 - 8150
(A) (€:V] (A) (€:V]

Spige =, B (Beiallid dl-Iedhalls,a] £ g®([rs,a] [i3.5]-[x3 ] [is.5]}

o) =N @w @ W @ My om0 ® ©
- rs - ab -1
By = i B Roigs " %5 & Rear "7 855 Rraar )
an N a) (® @ @) @) (B) 2.10

- R,+._5”r'sabRrab)_

J
A‘“B+C'N @ @) © @ B © ,



1
N[

® Reane

BB @ (B) (c) ™
onde A, B, C, D sdo inteiros positivos diferentes de zero, caso éstes valores

ndo existam o térmo & considerado nulo. Portanto

Spiss = 0 s His =0 2.11
(&D)] Q)
logo
R = !‘- ( + o - - . )
rijs © 2 “Brs,ij T &j,rs T Bri,is ~ Sis,mj’?
(&) w -(D) (&b &)
2.12
- WL ;
G;ij - Rrijr 7 Sij Rraar
1 A (GB)
Define-se o conjugado de um tensor como
* _1
Ajs = Ay = 7855 Ay . 2.13
tendo as propriedades
s A _ 1 % el _
e =t Ban s A TA ST 85 A s Ay T A 2.14
Tanmbém define-se para qualquer tensor Vi
Li s () = 2 ¢ + - ) 2,15
13 %7 Yaa,ij T Yij,aa T Via,aj T Yia,al :
Tomando L (g) =’ lj, obtemos
(N) )]
Rm]r :|.;| Srijr 2.16
(N m
e
Gis = L + Mo 2,17
i3 ij Ml]
[G1D 2 6 ) I ¢}

onde



wol

rs ab
z g.. 8 & R:nab
13 ot}
ABCDRN O (B) (@ D
onde A, B, C, D sdo inteiros positivos diferentes de zero, caso &stes valores

ndo existam o térmo & considerado nulo. = Portanto

S.. =0, H., =0 2.11
rijs 13
(GD] (1)
logo
R..:-J—'( P - AN - R L)
rijs = 2 grs,lj g.L] s grj ,is is,r] 2
(&h) (@D)] - (L) (&D) @b}
2.12
- 1 5
Gi5 = Rpagr ™ 7 613 Fraar
(GO GD (B
Define-se o conjugado de um tensor como
A=A -6, A 2,13
ij 1) 2 "ij Taa ? *
tendo as propriedades
fos =al -de. Al AL =4 2.14
Baa® ~Paa s Ayt TT05%a 0 Ay T Ay ‘
Tanbém define-se pava qualquer tensor Yij
Foy =t . - ) 2,15
13 Y 77 Waa i3 ¥ Yij,8a T Yia,aj T Yia.al .
Tomando Li-(g) = Lij’ obtemos -
) o)
%
Regsp = Lig * Spign 2.1
(N (G I P)
e
Gij = Li. + M., 2,17

1]
my N
onde



% )
Mij = Sr'ijr + Hij 2.18

- )

0 tensor de Einstein & a sama de uma parte. linear e outra nao linear. Pela

importineia que mais tarde terd esta separagdo de termos em 8; ; paraa apli~
cagio do mStodo, esc:reve—se~Gij de acOrdo com.a. dependénz:ia(N> de Gij , para
o caso estdtico 83 #0, de W forma que se tem, o
) (&)
Gij (g) = L. (g)
(1) QW @)
Gij (g, g)= -Lij (g) + Mij(g)
(2) (L () (@) @ (@ R
2.19
Gij (g, g g ='Lij(g) + Mij‘ (g, &
(3) (1) (2) (3) (3 (3) (3) (L) (2.
G (g5 g5..08) = L. (8) + M4 (g, gseee8) s N=1,2, ...
() (W (2 M @ @ @ @ (2) -1
para o caso estaciondrio gij = 0, e se cbtem
1)
G,. =0
ij
D
G;:(g) = Lij(g)
(2)¢2)  (2)¢2)
Gij (g) = L.j () ! 2.20

A
() 3@ 3@

G:'._j (g, & = Lij (g) + Mij ()
() (2) (W ) W M) (2)



Gi- (g, g, g = Li- (g) + Mij (g, 8
(5) (2) (3 (8 (5) (B) (8 (2) (3

Gij (g, g5...8) = Ly (g) + Ml:I g, g...g8) , N=2,3,...
() (2) (3) ) ) ) () (2)(3) (N-2)

As identidades de Bianchi

ik } :
g Gijlk = 0 2,21
se escrevem explicitamente como,

Ik _ & r. _ @b o
G CTF RN [k, p] 6;, - & [ix, b] G50 =0 2,22

Tomando as expansdes de gij R gl:j e Gij’ se obtem essas identidades para as

diferentes ordens de aproximagdo

G.. . =0
1
(1)3 5]
2.23
G35 7 By Gy~ O3 G0 - (s al 620
(2) 1 W (L (1) (W
Define-se através das identidades '2.23 as grandezas,
Gij g = Ki 2.24
) N
onde
' _ ik e o
K; = A+BEN @ 65 5 Gi.al 6, - [k, al 6y +
M)  ® a) (B) @ (B

+ I 8_ab (@kal?] 6, + [k, 1] Gak) + gik bk, a] g, + 2.25
AFBICN | (p) (B) (C) ® ©/ @ (®) (©
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K ik, 4 e} gy ab(uzc 5 6y, + Ba] o
- A+B+CHD=N :
(A) (B) (O (A)-(B) ) (i) €) (D
No caso estacionfrio 853 # ‘0, . se reduz a
(l) N)
K; =0 K =0, K =0
1y (23 3

ey Gypt B9 a epr Bloa ey

(4) (2) <2) (23 (2) (2) (23,
K = ep Gyt (3.a] 6+ [x,a Gy +g
() (2) (3) (2) 3) @2 3 «

+ 33, & e+ [ik; & <
(3) (2) (3) ()

e assim por diante.

Da.expressao 2.15 segue-se que
T.. - =0
i3,5 O
em. particular”
. (g =0
(Ng 6]
Daf; tomando 2.17 , 2.24% e 2.28,, cbtém-se

para g;. # 0
(1
s (8s 8seeerg) = Ki (g, -85ee- &5 .G,

J

- 2,18

5815 6
3 @

Grer @

7 (@ GED ) D @) GFD (1) (2) ®-D)

para g4 = 0
L

Mg s (g‘,...g)-K (g8, v...G),
o). (2) . (N-2) - ) (2) . (N-2) (2) (W2

N = 2,3,

2,28

2.29

2.30
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o que demonstra ser a expressdo de Mij 3 linear homogénea em Gij e em suas
3

primeiras derivadas. 0

Portanto dal segue-se o teorema:
Teorema 1:  Se, mum dominio do espago-tempo, se tem

G5 =05 Gj5 =05 uu, G5 =0

13
(1 (2) (N-1)
ent3o néste dominio

Mgyt O
)

3, POTENCIAIS RETARDADOS

Sendo Tij qualquer tensor simétrico, continuc.com derivadas atd 22 ordem

EJZJ » satisfazendo

T,. . = 3.1
13,]

em cada dominio de continuidade, e
. n, =[] © 3.2

B I
através de qualquer triespago de descontinuidade, onde n;- & um vetor unita-
rib Minkowskiano noxmal ao triespago., Seja J o cone nule Minkowskiano di-

rigido ao passado do ponto P e seja Yij definido por

%
V3B =4S Th. 3.3
3 1]
&
. 3
onde dw & du = -TV . Ent3c demonstra-se que
Ligtn = -k Ty, (k= e 3.4

Sendo que Tij se anula com suficiente rapidez no infinito scbre N& ELij

& a forma linear definida antes péla équagdc 2-15.. Se ndo se tivesse toma
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do Tij 5= 0, porém sémente«'_l‘ia. de classe- [€?] se obteria em lugar de 3.b
b
Lys00 =K Tjq + 2} 55 Top b ™ T oy ™ Tyayan) @ 3.5
A equagdo
%
vi(P) = 4 [ T ocw 3.6
J xy J
& equivalente a
%
J
e segue-se que automdticamente a condigdo de coordenadas
» i 0 3.8
Yi3,3 70 :

€ satisfeita se a relagdo "3.1 for verificada. O presente resultado nada
mais & do que uma outra forma de se apresentar as solugles retardadas das
equagBes de campo linearizadas de Einstein (como se vé através das relagdes
3.4 ), Sabe-se-que nésse caso as condigdes de coordenadas (ou condigdes de
gauge) 3.8 estdo intimamente conectadas com as equagles de conservagdo

3.1 .

Até.aqui os resultados foram gerais, a ndo ser as formilas .expressas
para o caso estaciondrio. Agora escreveremos as fOrmulas amtes calculadas

satisfazendo a condigdo de ecordenadas. 3.8. A aplicagdo da equagdo 3.6

néste método serd simplificada por nio haver retardamento., pois Tij y = 0.
2
Simplesmente serd integrada 3.6 no espago instantdneo. L
4. FORMULAS SIMPLIFICADAS PELA (I)NDIQAb- DE COORDENADAS
Considerande que gij satisfaca a condigdo de coordenadas
) "
4,1

8iy,5 = 0
(6]
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para qualquer N, Segue-se que,

[rr,a]l =0 . 4,2
~(N)

A forma linear Lij simplifica~se
)

3020 M3 % 7 8ijaa 4.3
) an a )

Usando-se [rr, 4] = 0, (2.18) e (2.10) obtem-se

Moo=~ E ([r),a]fir,a] - [k.a] [.a)) +
i3 A+B=N 2 %
1) & (B (A (B)
ab * _ 1 &
+A+§N{g mJS—sij g (L * S0 7gij(Laa+S )} -
oW ® & (B) (B & (B) ((B)
Iy
- ® [rj,d] [irsb] - ¥ 635 8% [l ] +
A+B+C-N .
(A) (B (@ (A) @ (O
rs i e 1
~+.gi.g(L +S< as? F 5085 e g "Ry} -z .g g R,
17 2 13 ‘ribs 7
& ® G O ) (@) © A“B*C””*'N @ @ o
onde
Spije = 7, L ri.al[xi.al - = &],a]Lm,Ja = Simpy 5
(N7 ArBN - (a) () A#BHCN (A) (B (@ o)
Como Srijs = 0 cbtém-se para MlJ
%) (2
sl,rs ab % 1. %
=78 (gy it lj,I‘S—gI‘j,iS—giS,I’j)_dijg Ly - 'Q_gjLaa_
<2) W@ W () (L (1) @ 1 @
. - 1
- [, [iwa] + 5 65 l:rk & [rk,a] 4.6
: o ? O o
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Se Lij = 0 a expressdo (4,6) se reduz a
@D}

1
Mis = 5 € B i3 * Bijrs ~ B is  Bisgeg) - 3,3 (el + 5 655 med] (e,

)] y (G} (&D) L

ou equivalentemente

:':_]_ s _ _
Wi =58 (Bug i3 ¥ Bijps ~ Bnjis T Bis,pg) - F1eA (03

(2) L @ (L w (l)

5. CONDICOES LE JUNGAO

Serdc necessirias condigles que deverdo satisfazer o tensor T’j

(12
L,7

4.8

no triespa-

go £(x,y,2z) = 0 de descontinuidade. Enquanto for valido que g5 = [C:[ ® 855"

= [€] no triespago, onde [C] significa continuo, demonsﬂ*a.—se que

G-jf .= [c
ol e []
ou

3k . . = |C
g Gy £y =[]

Tomando-se a série de gJ e G;, obtem-se,

& %5 = [0]
L@

@ + g? 6 £, = [c]
(2) @

generalizando
@, + )y £ .=|C
i A+l§-N 5 oy, 5 Ll
) (A) (B)
Tomando N = 2, obtem-se

Lij(g) f’j = [C]
(2) (2)

5.1

5.2

5.3

5.4
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Tomando para o caso estitico N = 1, obtem-se:

L.. .= |C .
lj(g) f’j [cl 5.6
@
o que deve ser valido para qualquer ordem de N, pois gi_] ou g, s8o arbitr@rios
@
Liy (@ £ 5= | 5.7
N an
Portanto substituindo Gij por sua igualdade (2.17), pode~se escrever
N
- )
M.+ g ey £y €l 5.8
N)  ArB=N(A) (B)
Supondo as equagdes de campo
Gij = - kTij 5:9
(€3] (03]
e qua. Ti' se anule fora de £ = 0,; na regido de f crescente, entdo deve-se
N
T.. . S . .
l)j f,:j er 5.10
onde o ™
- - 3k
= g, £ 5.11

5 g
an  ABN oy (B

sendo Tij calculado dentro do ‘triespago f. Pode-se também-derivar as condi-

¢Bes (N)(S .10) através da equagdo de continuidade

’I'.j P
i £y 0
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6. ASPECTOS FISICOS DAS EQUACOES DE CAMPO

As equagbes de campo

Gij = -k Tij (k = 8m 6.1

relacionam vinte fungCes gij e Tij do espagd tempo em dez equagoes, sujeitas

a restrigoes impostas por cada modSlo fisico tomado.

A restrigdo feita a gij € que representa um espago flat com corregdes cb-
tidas pelo método empregado dependentes- do modelo tomado. Caso as coordena-
das forem reais a métrica terd assinatura +2 ou -2 conforme a convengdo, e

se o tempo for tomado imagindrio serd +4, como & o caso presentemente.

Tij n3o &€ t3o definido como 85 Tij deve ser zero fora do.cdrpo, caso

consideremos um corpo rodeado de vdcuo, Fisicamente isto nunca ocorre, nunca
h& um vicuo perfeito. Pelo mStodo também ndo pode-se cbter um vicuo perfeito
(Tij = 0) isto &, sempre até a aproximagdo N tomada pode-~se cbter Gij =
= Gij +Ggs oo. + 6o = 0 mas os restantes G's 830 diferentes de zero,

Gigll .2 0,0 q&g)esté' razodvel com o modelo fisico tomado.

(N+1)
As propriedades fisicas de Tij (quadrivelocidade, densidade, tensGes, pres

sCes) podem ser cbtidas através das equagles de autovalores

.=~ gg. M 6.2

13 i
Dentro do.cOrpo impomos que os quatro autovalores sejam reais,.podendo ser

negativos ou positives caso admitirmos densidades negativas.
Densidades positivas correspondem a autovalores do tipo tempo

™ j_._ j

gt eceg At e-0a?
1] i3
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A% <0 tipo tempo == 0 < 0 (densidade positiva)

A% > 0 tipo espago==-0 > 0 (densidade negativa)

Ainda péder-se~ia impor que os outros txeés autovalores fossem negativos
pois isto significa presses para o interior do cOrpo, e sabe-se gque corpos

celestes suportam pressdes dirigidas para o exterior muito pequenas.

Através do método ndo obtem-se apenas um modelo mas uma single infinidade

de modélos com a métrica

gij::(sij‘l-gij'i'gij‘l' eas 6.4
(L (2)

onde os indices numéricos representam as poténcias do par@metro adimensional.-
k, adnitindo valores entre 0 < k < ky onde ky & pequeno. A imposicdo de que
kl seja pequeno & porque estamos apenas tratando-de’ campos® fracos e que a cor

reta assinatura seja preservada.

7. 0 METODO
Considerando up modélo mais geral.possivel:.uma ciistribuigéio de.massa mo-
vendo~se de acOrdo com suas interagSes, e aos poucos-introduzindo-se restri-

gOes de acdrdo com as necessidades para o uso do método,
A histdria dos corpos no espago tempe € dividida em dominies: dominio E
exterior a todos os corpds, daminio I interior-a:todos-&les e um triespago B

tipo tempo separando I de E; chamando BI interior e BE exterior.
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18 A

B X
y
A equagdo de B &
f(xl, Xy Xy xu) =0 7.1
com f aumentando para fora. A normal para fora da superficie &

£ .

i
n; = -—— 7.2

ij fj
? 3

Para construir-se um modélo deve-se satisfazer as equagdes de’.campo,.qua-~

se ‘vicuo fora dos corpos e condigBes de jungio sdbre-as-superficies, Portamto

Gij = _kTij em E +I.
) )
T;9=0 em E 7.3
(6O
Tij nj = Qi - scbre BI»
(N) a

oncie
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Q = 5 gjk T ny sCbre: By . 7.4
an A+B=N (&) (B)
Sendo satisfeitas as equagdes para N = 1, 2, 3, ... no caso estatico e
N =2, 3, ... no caso estaciondrio. 0 valor mais alto assumido para N depen-

derd de quanto se quizer reduzir E ao vicuo.

Caso tivessem sido feitos os ci@lculos todos para um determinado modélo e

cbtido os g5 © T, até a aproximagio N-1, éstes satisfariam ds condigdes de

]
jungBio e vicuo e as equagbes de campu, o préximo passo seria soluciocnar estas
mesmas equagles para a aproximagdo N onde Q 34 &€ conhecido pois involve s8

an

Q.. e T.. de ordem menor que N,
13 13

Pede~se escrever a primeira equagio das condigdes 7.3 a serem satisfei-~
tas

Lij (g)tMij (8, Zseevey 8 g' ) =—}<TijernE+I 7.5

m @ oy @ @2 MN-2) (N-1) ()]

Se Tij fOr conhecido tem-se equagdes diférenciais parciais lineares em
g;: Tomando-se em ‘consideragdo as identidades Lij‘ 5 °

2.

éé{% diferencial 7.5, s6 poderd ser.encontrada se satisfizer

0, a solugdo da equa-

Mys .= -KT.. . emE+ I .6
i3, 5 Tk Ty5em 7
(N)

ou pelas relagles 2.29 e 2.30

3eee G ) emF + I 7.7
N-D

_lej,j=Ki (8 1,8 50005 8, G, G
an ) (1(2) -1 Q) (2
sendo | Ki linear e homogenea em Gij' Como Gij e igual a Tij a menos de -cons—

) -
tante, e como Tij se anula em E, cbtem-se as condigoes

_kTij,j=Ki em I, Tij,j;o em B 7.8
- (D N) )



20

Portanto o Tij procurado deverd satisfazer as condigBes de'consisténcia
interior ao cOrpo
~kTy =K emI, Toni=Q em B 7.9
) an [ m)
Estas equagbes s3o bastante: indeterminadas,.apenas quatro equagles para

dez incdgnitas, Achado um Tij suwstitui~se em (7.7) para ter-se g3

. mw - N
Para permitir solugbes néste.método.impde-se:condigdes restringinde a ge-.

neralidade dos argumentos tomados. Consideramos um universo estaciondrio no
qual as quantidades indépendem de 28350 = 0; ou ainda mais restritivo, um
universo estatico, qu?‘ também independe de,xq_, gij .0 =0e a:.ndama:.s gi°=0..
Para um universo estacionario pode-se considerar apenas uma massa girando com
velocidade continua em tdrmo de seu eixo de simetrg'.a , como uma possivel reali

Zagdo.

Portanto a coordenada x, desaparece, n, = (n

n }J,O)' As condigoes de consis

téncia ficam simplesmente

-k T =K emI; T ,n,=0Q em B
& ad & o . 5.10
—kTBS=K4 em I T%nﬁ:‘Q”r em BI

2 e
0} wy (6] )
Chamamos as condigSes de consisténcia (7.9) de- diferenciais e.as que sdo

dadas adiante de integrais, as razBes para éstes names-sero esclarecidas no
que se segue.

Seja §, um vetor de Killing Euclidiano (do tipo espago) que estd associa
do & métricas com simetria esférica.

Ea,B + E,’B’a =0 (7.11)

entdo, qualquer tensor simétrico Sus satisfaz,
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r\
.J SOLB,B gq d3 v =f SaB_ga g d, v (7.12)
I B]':

Tomando-se SaB = TaB’ e usando-se as 7.10 , se cbtem
S8 e dgve-xfo 5,4 v (7:18.1)
m )

Seja g; um vetor de Xilling do tipo tempo (tais:vetores de Killing estdo "
associados 3 métricas independentes de x"). Entfo, qualquer tensor simStrico

Sij satisfaz,

S €i=(s £.)

13,3 ij "1

supondo que Sij independa de xb', e que «Ei sdo constantes no tempo

9

SiOL,OL 5i = (Sioc

£5)

1,0
ou,
S St Bt =[G 80 o= 8y &0, v
I I BI
tomando-se os valores candnicos correspondentes a um vetor de Killing do tipo

tempo e unitdrio, £ = dg, vem '
fslm,a d3 v =f Sl}oa nq dZ-V
I BI

aplicando essa relagdo para Syq = Tyy» S terd (a partir de 7.10)

J x5 v e-x] qqv (7.13.2)

T By (D)

As relagdes. 7.13.1 e 7.13.2 s30.as.condigdes.de.consisténcia.sch.forma in-
tegral, Em sua demonstragdp introduzimos as simetrias que a mStrica decorren-

te (ou consistente) dela deverd satisfazer.
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Essas relagoes involvem sG quantidades j& conhecidas,-de ordem (N-1), atra

vés delss e das relagtes 7.3 e 7.6

Ky = Migg eml

7.14
oy @
e Ccomo
-xf Tog,p Sa B3V ﬁfMaB,B 8gd3 v
I ) T ()
—kj QEy &= fMaBG;B d, v 7.15

B, (W) B (D)
0=J a6 82 Y
B

subtraindo-se ambas as equagles e considerando J o pulo da regifo By para B;

(fazendo o mesmo cdlculo para a componente Ql\\)

(9]
Q =Kty Mg ng em Bp 7.16
N [€))
Como
j\Kocgoc d3v=-kf ngcc .d2v
Ian B, ()
7.17
fMuB’B g, dgv= —f' IMg &, ngdyv
Qa0 B, QD
ou
S YpBaMgdpve- ) Mglgmgdy vt | Mglymgdv
BI ) N)

B ()

7.18
da mesma forma caleulando para a companente Qq obtem-se
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f(ﬁ)usguanszo’ f Mus“sdz"=° 7.18
By By [0\9)]
A primeira integral representa que a forga total externa se anula.e o momento
total da fOrga externa se anula, A segunda integral representa que o fluxo
total de energia para fora do corpo se anula.

Como MiB 8= 0 em E, pode-se transferir estas integrais para.esfevas in-
2

7 N

finitas e sua anulagdo vem da ordem de grandeza de M 3 grandes distan-

cias da origem.

0s N -1 g's cbtides vem da solugdo da equagdo

Ly @ * My (G, @®=-kTy em E+I 7.20
(N-1) (N-1) -1 () -3) (N-1)

cuja solugdo &

% -1 %
gij(P) = L\lJ‘[Tij(P') +k Mij (P')]dw (P, PY), A=1,2,...,N-1 7.21

€:)) (A) (€:9)
onde 4. p!
dw (P, P') = e 7.22
[EPt}

& o elemento de volume espacial dividido pela distincia Euclidiana,.e integra
do sObre espago., Como g € da ordem de O(r—l) para v grande, cbtem-se que M
& da ordem 0(x H) e £, 10 miximo 0(x). . Dal cbsexrva-se que realmente as in-
tegrais antes calculadas (7.19) anulam-se ao tomarmos esferas infinitas e subs

tituirmos as ordens de grandeza dos seus térmos.

Impomos a escolha mais geral para.caso.estdtico e estacionfrio.de Tij
que satisfaga as condigdes diferenciais de.consisténcia. Observa-se que(N)

para T{f}u nada & impOsto, ficando.sua.escolha livre. Com.isto finaliza-se
-~

o cilculo para g; » resolvendo-se a integral para A = N,
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(Considera-se todos os térmos independentes de X, en, = Q).

7.1) CondicGes de Contdrno-pararo-Casd Estitico:- Para N = 1, escolhe-se

Tij,j =0 em, I

(@D

Tij n:.| =0 em BI 7.23
Q

13 =0 em E

(1)

definipdo-se a métrica nessa ordem por,

gi5(P) = 4j‘ T D @ @, P 7.24
@ T

Para N-= 2, escolhe-se Tij qQuersatisfaga

)
-1
Tij,j ==k Ki em I
@ 2
Tigng s Qg em By "7.25
) ).
Tij =0 em E
0!
definindo-se,
_ % -1 %
g4 (P -zuf T33P (B1,P) + 4 X f M5 (P @1, B) 7.26
@ T @ E+I (2

Para N=3, escolhe-se Tij que satisfaga
(3
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1

Tj_j 3 =~k Ki em I

(3) (37

Tij nj = Qi em BI 7.27
(3) (3)

Tij =0 em E

(3)

a métrica sendo dada por,

- % -1 %
gij(P) = L}f Tij (P') dw (P', P) + 4 k j‘ Mij (PY) dw (P, BN 7.28
(3) I (3 E+I (3)

Os mesmos.passos se seguem até qualquer ordem de aproximag3o. A métrica cal-

culada até a aproximagdo N=3, fica

3
85 = aij + ) &3 7.29
N=1 (M)
0 Tj_j calculado toma a expressado
3
. 4
Ty = y Tyt 00
N=1 (N)
7.30
- 4
Tij = 0(k’) em E
apesar de -nao cbter-se vicuo perfeito em E podemos ficar mais préximo.déie

quanto maior for a aproximagdo N considerada, os térmos que”sobram sempre sdo

de ordem 0(kN+l) .

7.2) CondicBes:de.Contdrmo para o.Caso Estaciondrio

Para N=2, escolhe-se Tij que satisfaga
(2)
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definindo-se

gij(P) = uyr

2)

Para N=3, escolhe-se Tij
(3)

definindo-se

Para N=l, escolhe-se Tij

)

definindo-se

T.. . = I
13,7 0 e

(2)
Tij nj =0 em BI
(2

13 =0 em E

(2)

Ty BD a4 @, PN
I (@

que satisfaga

T.. . =0 em I
13.]

(3

T..n. =0emB

1] 73 I
(3).

T.. =10 em E
13
(3

g P = uf Tj.:j () d (@, P"
@) I 3

que satisfaga.

__ .1

Tij,j = -k Ki em I
) )
i Sl
vy (W)

lﬁj =0 em E

)

7.32

7.33

7.34

7.38



27

- % -1 1] . "
g = uf T () a (P, P + bk I My (B1) & (P} P') 7.8

) I ) E+T (W)

Para N=5,. escotherse Tij que satiafaga
5
Tor o= —kKT ReemI
17,3 1
(5) (5
Tij nj = Qi em BI
(5) (5)
Tij =0 em E
(5)
definindo-se
z * u-l ¥
£ (P) = uf Ti; B0 (B, P+ K J My (PAP,Ph)
(5 I ® E+I (5)

Seguem-se os mesmos pdssps até qualquer ordem.
A métrica calculada até esta aproximago N=5 fica

5
g5 % 835+ 1 8
N=2 D

0 Tij calculado toma a expressdo

5
R 6
Ty = ) Tyy + 00k
N=2 (N)
T.. = 00F) em E
i3

7.38

7.40

da mesma forma ndo se cbtém um vicuo perfeito, sendo o t&rmo residual da ordem

0Ly em relagdo a aproximagdo N tomada,
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8.

APLLICA(;}&O DO METODO .PARA-O- CALCULO DA METRICA DE UM CORPO ES;ERI&ESTATIOO

Definindo-se uma regido I,.de superficie

ma distribuigdo de matéria estatica p(x) &

B, de simetria esférica onde hi u-~

umvetor uiitdrio n,= (na 0) diri-
2

gido perpendiculamente 3 superficie, para fora dela, ou seja para a regido E.

¢} Ti~j escolhido &
1) =0 = = -
Tuﬁ 0, Tal-t =0, qu = =-p(x) emI
(@) (1) (1
8.1
Tij =0 em E
L
que satisfaz as condigdes de Tij de (7.23). Seu conjugado &
(G}
1 L o ;_ .
Tg 7P 8> Tyg =0, Ty=-jpenl
(1) (D 1) 8.2
T* =0 E
P em
&8}
Sendo a o raio da esfera, se tem,
ay ay.
A *
gw(x) = 4 f qu 6%) -l-__;7l- + 4 J Tuu(y) Fﬁ 8.3
| X~y ) Xy
1) xa wa (D %a fa )
v>a y<a :
como
P
le(y) = - !2'- o(y), y<a 8.4
{1
)
Tqu(y) =0 » Yy 2>a 8.5
(1)

venm.
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-
B 0| = - %pr(y) —— 8.5
1y *a jxv|

Tomando o resultado (A-9) obtemos
. _ L7y 2
By} | =-2—= y2 p(yddy 8.6
o Ixa x
x>a
y<a
- definindo,
o a
m o= Lmj y2 oly)dy 8.7
obtem-se
2m
gqu_(x) = - 8.8
(@D x>a x
Para o interior da esfera,
.
. & o, v
gu0| = uJ’ W) == = 3 | ply) 8.9
(L Ix<a x<a (l) IX.'YI |x-y|
y<a
considexendo (A-9) tem-se,
x a
By (x)l = - i—T-r[yz p(y)dy - 8m f v ply)dy 8.10
(@8] x<a 0 X
definindo x
V(x) = 4w J v pydy 8.11
0
a
J(x,a) = j‘yzp(y)‘dy 8.12
cbtem-se x d
glm(x) l = }2_{ V(x) - 8r J(x,a) - 8,12

(@D)] x<a
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Como,
" y>a
Tau(y) =0 8.13
(1) A
vem
(x) e id 0 8.14
80| = [T o) s :
Q ea @
x<a

Continuande no cilculo da métrica,

>
3
gaﬁ(x)i =4 f Taﬁ(y> fovcapru
(1) x>a wa (D 1]
8,15
v T () +'+L+ T*()d;
= oB Y =T I of S et
x>a (1) -y x>a (1) |X—Y]
y>a y<a
sendo
T;B(y)= % p(y)cSOLB s y<a
&) )
=0 , y>a 8,16
>
8™ | =30 [ 00 ==
(@8] xa *>a |-y
y<a
tomando (A-9), a
£ag x) z = i——”&aﬁ fyz o(y)dy 8,17
(@b} x>a 0
- 2 =
= }_E GOLS m



No interior da esfera se tem

>
y
25| =564 J p(y) —
(1 x<a x<a %51
y<a
x =3
= i—" Sug J y? p{y)dy + 8r Sug J y p(y)dy
0 %X
X<a x<a
y<a y<a

=2 84 DGO + 8T 8 T(x,2)

Aproximagao de segunda ordem:

53 dy -1
gij (X) =4 f Tijr(y) w'l' 4k
(2) I (@ Ix—‘gl

Mij 8%)
I+E (2)

para obté-la necessitamos de Mij nessa ordem, que sdo

1 2 (2) 7

m

M_,= - V.Y, + —— 8§
aB 6 a’B v of
(2) I’ r
qu =0
(2}

3 m?
M =
Ll .
2 ~

emy > a, (espago E). Equivalentemente,

. @ 2 7@

® 5T .
(2) r v

-

E=q

"3

8.18

©8.21
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Moy = 0
) 8.21
2m
My "
(2) r
em E,
Para calcular g‘%L tamo [8.19 e Ty, e My, em I. Como
(2) 2) (2
-T.. . + M.. . = .
k 39,43 Mlj,:] 0, I 8.22
(2) (2)
vem que
k Ty + My = Uy 8.23
@) (2
onde.
.2 . =0 .
Ul],:] 8.24

€ independente do tempo,
Cémo imporho que ndo ha acréscimo de matéria na esfera,
Uy = 0
Devendo ser possivel encontrar qu em I que satisfaga as relagtes :8.22 e

- - (2)
£8,23., pois M, € obtido através de g;4 e suas derivadas.

(2) (&) -
V2 X, V,a *uV,a *a J,(x _
qu_(x) =10 | 2 =" — - Paaie BT — v+
(2) x<a x r r r
v,, v v _J . .
+% T Y- S R LR T S 8.25
- r'2 © ELCIT ]
3 £2 X V,a 500
+K(—v+81rJ)- bty I
r ra r > 00
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Pela simetria esférica do corpo, ndo havendo fluxo de matéria paya fora

.do cOrpo,

Tanbém deve haver

*Mau sao dados por- gij

(2) . 1
Para o calculo de

* Tog
2)

assim,

MaB g
(2

k TaB
(2)

k TaB +

(2)
Chamando

Pij =k Tij +

(M

cbtem-ge pelas

Pioc,oc =0

)

k 'Tod+ +

! Ma4 =0 I
(2)

(2}

un T y Que satisfaga a relag3o anterior 8.26 , pois

em I, j& calculados.

n

0

g S I sabe-se que,
2

+ MaB )I ng = (MaB)E ng ,
(2 (2)

=2

o pey3

m’
X X, N, +7— 1
o BB ot

hL)

a,
v
m

; 6053 nB

=-7

Jm2
MU,B)I nB = -7 ;’- S
(2) :

n

aB “8

7 8

MOL3=- y of 1

2)

m?
a

Mij

Ny D

condigles de contdrno 8.22

I

A Thieca solugdo consistente com a simetria esférica &

8.26

8.27

8.28

8.29

8.30
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Portanto Pij em I fica

(2)
e Pijxe.m I
(2)

ol
(2)

B
(2)

ob
(2)

i
(2)

%

POLB
(2)

%

Pau
(2)

to

Py
@)

-1 %
g (0] =K J P ==
2) lxa T (2) x|
1 j 21 W dy
= - — 5 x>
wm\ g, 2 a* jx-y|

y<a
W 3>
2 e—— g
P X a

I 8.31
1
L > I 8.32
J
~
f 1 8.33
3
7
s &
J My ) =
[ |
i x-y]
2(2)
.
dy
%5
8.34
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¢ 1 2 @ dy 2L &y
g,,X)] © =4k - —_ ——
L - 4 l+_-r y T
) x<a | x<a Y xy| e 2@ x|
y>a y<a
m? 7 x?
= . 17 = e—
2.a% a?
gw(x)l =0
(2) x>a
x<a
— -
- d
] 7 & Y
gae(x) =Lk j 7 ~—l" of e
(2) x>a x>a a %=y
y<a
J 2 1y W > &
+ - - Vo Y5 | =5 8.34
o] 1
da \ v B ys TR RS
y>a
__n? 5§ 3 28a 7 m? 2\ *o¥a
o | - ——— 5(23 - -2
x \x a 16x*/ =t X/ x2
7 m dy
-1
g, (x) =4 k - — 6
o [ T
(2) x<a x<a 2 al . %=1
y<a
j‘ 2 W 14 2 dy
+ — Yy Yo | =5
o > >
x<a y“' B 6 o ﬁ’ IX-yl
y>a
m 5 7x2 7 iR ’
) 2_;2 ;“56.z Gc‘ﬁ _Sa"xaxs ”
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Portanto até segunda ordem a métrica para uma-esfera estitica de raio a,

no espago E (x > a), tem a forma:

= m (2 3
g (x)=1—2_ﬂ+_. —_F -
L
X X x a
By, (X) = 0 8.35

2m m /5 3 28a 7 m? ta '\ xxg
gaB(X) 2 lt— = - SOLB - 1.- —
x x \x. a 15x° x? 5x / x*

e no espago I, (x < a)

2v(x) m? 7 x®
gqu(x) =1 - - 8mJ(x,a) + 17 -

x 2 a®

1
o

ga,,t(x) = 8.36

gas (x)

2V(x) m /5 7x* 7 m?
14 + 817 (x,a) + - - § o~ —— XX
x ’ 2a® \3 5 a? g gr OB

Se a distribuiglp de matéria fOr constante,p = cte dentro da esfera, a métri

ca ficard no espago E,

8wpad 16 72 ab
2,3
g, (x) =1~ - + pz(—+—)
Hh 3 x 9 x x a/.
By (¥) = 0 . 8.37
gr 16 2 p2a® /5 3 28a>'l
g x)z l+—palt—0ur | ~--- 5 -
o 3x 9 x x a 15x2/) 98
112 2 2 . ¥ a Xo X8
= e—T a l"s‘z
9 x? x2
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e no espago I,

<‘x2 . 81 a"-2 7 x% )
guX)=1l+hmpl|l —-a%}+ - p 17 -
. oLk 3 3 az‘
gabf(x)=0 8.38
) x2> gm® p2a* /5 7x%
g (x)=|l+unpla’-—)+—oo--| -~ s _
os 3 9 3. 5a? B
112 . 2
_——u—s-np,a Xy %g

9. NOTAS SOBRE A METRICA .CALCULADA PARA-A DISTRIBUICAC ESTATICA E ESFERICA IE
MATERTA

A mEtrica resultante em aproximagio sucessivas & proveniente.sempre de uma
distribuigdo de matéria que difere um pouco da distribuicfo imposta pelas apro
ximagBes anteriores. Para cbservarmos.o quanto "acrescentamos" de matéria fo-

ra da esfera, visto que na segdo 8 consideramos aproximagio até segunda ordem

apenas (pois caso tomissemos um nimero infinitorde aproximagio terfamos Ty,= 0
em X > a) calculamos qual o Ty, para x > a
Tk Tyy = Gy 9.1
-X T, =R, - %R gy, "
gy = Sy T 7N By

“tomando as equagbes 2.9 e 8.35, cbtem-se

5w 4w 13m ssm 3w
-kT

Ly %7 x

O
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que & uma ordem mais alta que a primeira corregdo & métrica.

A métrica calculada noiexterior & de Schwarzchild até segunda aproxima-

g30, o que foi provado por-P, S. Florides e J. L. Synge 6

A singularidade do raio de Selivarzchild fica desaparecida expandindo-se
em sénie a métrica, Por isso na metrica calculada por éste mEtodo ndo apare
ce esta singularidade porque provém'de uma expansdo.

A curvatura escalar, R2, calculada até segunda aproximag®o para X > a nio
apresenta nenhura singularidade

2 _ oofYS
R* = R RQB:YG
9.3
m? m m mt?
= 24 — - 240 — + 1092 — + .., até teérmos 0 | —
%6 X7 ) K14
A geod@sica .dessa geametrda &
@x e ad
+ {il — —=0 9.4
dsz J ds . ds
substituindo a métrica para-x > a e definindo
.o
v s — 9.5
ds
Tem-se
o — =
dv. 1 m m
—_—t e 1-2~) — (2 VBV v -
ds 2 x /] x¥. ¥ Y
9,6

1 2m] o
- - — — x* v“ vu' =0
2 x | %

. Da equagdo de movimento 9,6 obtem-se as equagSes de movimento Newtonianas

considerando-se velocidades da massa teste baixas, isto &€, térmos 0(v?) sZo
[T
=1

despreziveis., v' v' = 1. e notenmiaia N7 J3Y B Anmmmm e Brent o s w‘
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—_— = ——Xx" =0 9.7
ds 2 x°

Para i = 4 obtem-se-a conservagao de energia; a equagdo 9.6 fica

d2xh

=0 9.8

ds2
Substituindo 9.5 em 9.7 obtemse as equagdes de Newton
a&* m

s~ —x =0 9.9
axt x*

0 espago deformado pela distribuigdo de magsa estdtica esféricamente simé
trica € quase Fuclidianc, a primeira.corregio a métrica g, 5 & pequena, e a

a3
&5 & menor ainda. Observa-se o quanto cada corregio a métwica modifica o
{8 da esfera através do quociente entre-a circunferéncia e o raio geodésico,

na ordem considerada.

Para o cileulo da circunferéncia o valor obtido deverd ser o mesmo utili-

zando~se tanto a métrica calculada para x > a como para'x < a, o que constata-

s 12
g, &
C=st= (gn\)" T P TR
g“ componente ¢
_ Mo V12
= ! (gw &x" dx )componente 6 9.10

2 om 1/2
L+ — r dd

r

tomando a densidade p constante na esfera

Zm 8n 1/2 b
c=f 1+— pr? rdp= {1l+—pa®jacor 9,11
3 3 ]
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0 raio geodésico em primeira aproximagio, serd

1/2

o] {30 -2522) o]

1/2
g o dxﬂ
Hv

o
i

1]

a 2 1/2
f (1+—V+81rd’) dr
0 r

a 8 a? |1/2
J l+—1rpr2+811p—--— dw
J 3 2 2

1 ;/—g'npr 4 2
L+u47pa

= == Po—wpxt| 4
3P 2 3
v2,
1~ _ (31Tp)
+ - l+l+1rpa:[en
2 (Z].+1Tpa2)l/2 0
- . i‘l’fp a
a[ 8 2] 1 l+umpa® _, VY3 -
==~ |1+ —-7pa* +— sen
2 8 2 J%ﬂ I (L+4mpar)?

Escrevendo em’t8rmos do potencial V(r) = 4/3 7 p rz, tem-se

a 1+ 3y -1 7
R=— |L+2V] + sen —_—
2 i @+ a2

Expandindo-se ,em série,(pois considera-se V << 1)

RE (l+ V)a

©
=
)

9.13

9.14
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0 quociente-entre a circunferéncia e o raio geodfsico fica

c _ 1+V
- | —— ) 2n 9.18
R 1+8y

expandindo-se em série novamente até tSrmos lineares em V,

c 9
- = (l"'-L;V)Q‘ﬂ'
R
9.16
= (L-37mpa®» 2w

Resultago que & interpretado como uma "contragdo no éspago" devido & maté-

ria pregente.

10. APLICAGCEO- DO METODO PARA-Q CALQULO DA-METRICA DE-UM CORPO ESEERICO EM MO-

VIMENTO ESTACIONARIO

Sendo a expansdo da métrica em poténcias de k, cbserva-se que.a.primeira
corregio da métrica-de Minkowski & em K% em relagio a primeirarcorregdo para
0 caso estdtico que & em k. Pois pelas equagées de'Newton. 1.4 ,.p.€ invari-
ante por uma transformagdo k2 e u, por uma transformagdo k, e a corregio da
massa & a de mais baixa ordem pois & -a mais importante, No caso estdtico to-

mou~se a primeira correg3o em k pois nZo havia térmo em U

Bste k introduzido nZo constroe um s6 universo, como também no.caso esta-
tico, pois como éste parémetro pode.tomar.valores entre 0 < k < ki, constroe-
se um single~infinito de universos. Realmente esta constante k n3o necessi-

ta de uma especificago precisa. Observando as transformagfes 1.3 e 1.5, vé-
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se por exemplo que p, € tomado como densidade, e a quantidade do lado direito
& un produto de duas quantidades matemfticas, tendo s sentido fisico &ste pro-
duto. Portanto, fisicamente nada muda se aumentarmos:ou diminuirmos k e pro-

porcicnalmente variarmos p'.

Definerse no espago de Minkowski’ como no caso estdtico uma regido I de su
perficie B, de simetria esférica onde hi uma distribuigdo de matéria estaciona-
ria p(x) = p(¥), e um vetor wnitdrio n; = (n,, 0) dirigido perpendicularmente

3 superficie para fora dela, E.

A superficie B descrita por f(xI, xz.,..xa) .= 0 ndo se altera,” enquanto
que a geometria em cada aproximagdo tomada altera-se. consideragde também vali

da para o caso estatico.

A matéria conhecida n3o pode ter um movimento estaciondrio, a ndo ser pa-
ra velocidades muito pequenas'em relagio 3 wvelocidade da luz, sendo a tensdo &
dividiria em partes.

; Por simplicidade admite-se que a densidade do corpo € pequena, para evitar

mais térmos de interagdo na expressdo de T}-N 0 Tij escolhido &,

(69 2)
Tyg =0 Tw=0, Ty=-p , I
2) (2) (2) 10.1
Ty =0, E
(2)
onde
9p
—=0, p(x) =0, x> a, 10:2
9t

satisfazendo as condigles -
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Ty 30, T 53m =0, B 5=0, E 10.3
0 conjugado fica
% 1 % % 1
Tog =5 POg s Tyg =0 Ty =--p51
(2) (2) (2)
E
3550, E 10.4
(2)
Aplicando a expressao
+
G en| T @ - 10.5
S R N I = '
(2) I (2

Faz-se os mesmos calculos para essa métrica que foram feitos para g.. da esfera

éstdtica o resultado sendo,

1]
1)
r —
[ 2m
8y, () T ——
(;L)} |x >a bl
4 CIRSS 0
(2) x>a
2 _
= (%) = _!Saﬁ m
(2)- xa =
L 10.6
P 2
gw(x) = - —=9(x) - 8 71 Jx,a
(2) ' 1xsa *
g, (x) =0
{5 x<a’
] = V) &, + 8T I(x,a) 6
f‘;’; x<a X up B

\
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no espago externo e interne da esfera de raio a.

Para a aproximagdo da- ordem ks, egcolhe-se

TaB =0, TQH =1lpu, , Tl+l+ =0, I
(3 (3) (3
T30, B
(3)
onde
u
L= , u ) =0, x>a
ot
Tij satisfazendo
(3
ie oo = T.. n. = .. =0
le,j 0, I i3 n:I 0, BI 13 ) g
(3 (3) (3)
Pelo Ti' tomado, tem~se:
3
Tij,u =0, I,E
(3)
o em . Tog,a=0> L E
ij,j T Tdo,o s 5 9 :
@7 @ Tyg,a =3 e o T
=0, E
T.n, =0 I,E
- o B : ?
Tigny = Tyyny = (3)
3 3 Tmnazipuocna > B em direcdo de I,
3)

n

0, Bem diregio de E.

Impondo as condigGes

10.7

10.8

10.9

10.10



3
= (p ua) =0, I
X

uanq=0, schre B

para que as copg‘ligaes.«de\ aplicagae do método, sejam satisfeitas,

-

ij
(3)
% % o % _
Tag =0 Ty sley Ty =0 » I
(3 3 . (3)
% _
Tyy=0, E
(3

Aplicando a expressao

-
gij(x) =4 j Tz:_(.y) -
(3) I (3) |-y
vem que.
- (X)‘x>a =0
(3 x<a
.
. . s
g, x) =43 | ply) uly) ——
X - F
(3‘) lx?a Jc>a o |x=y]
y<a,
3a(p us)
Sendo 2

0 2 g, x)] =.0

= .0 segue-se que — lg . (x)} =.0.
3 X ax® O

Teremos-que calcular uma integral.da forma

>

L= [ £ w2 il

= Y)Y o

[+] - ) I;_S,"l

45

10.11

& conjugado de

10.12

10,13

10:14

10.15
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Simplificando o problema, consideramos um «Sipo .givando em.torne .de seu
eixo de simetria. Se ceixo &.dado pelo vetor ws, e tomando.'aa wg = 0, tem-ge:
ua(:y}‘) = EOLBY Wg yx 10.16

tomando-se a representagio Newtoniana

au 3w
2= %=
ot at.
> >
uw=-wx y.
T T - ->
n-u=n-rwxy=§-wxy=0 10,17
A+V=0
v-.q By 8 0
u = eetB\(wBa " Cogy U8 %ya ¢
: Vo
Desta forma o vetor uu(y}\) satisfaz.as duas condigdes. 10.1L
]
n,u =0 sObre B, ax—"‘ (p u) =0, 1L 10.18

A Qtima condigdo & transformada em uma_ identidade, e ndo mais uma condiw
gao em p(y). Observa-se que.quando se aplica 8stes resultados ao.problema cpn-
sidera-se 0 corpo esférico, desta maneira pela.simetria esférica a integral I,

deve ser independente da diregdo de . Escrevendo I, na forma tensorial.

X
I = ¢(x) — 10.19
& X
Entdo
I x
#lx) = 22 10.20
x .
Mas
.-I:c:‘fffa Yo ¥y d;
= J £(y) oveigmrend 10.21
x x . |x=y]
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Se chamarmos |t o cosseno .do angulo dos vetores Xe §, no triespago Euclidiano

Yy Xy Y XM
I, X, d; £(y)
= J —_—yu 10,22
x %71
Tomando dSy como um elemento de drea da esfera y = cte
>
= dy dS
. dy = dy d5,
I(! Xa o'o " dS‘y
= fyf(y) dy f e 10,23
L 5 Yl

A solugdo desta integral estd em (A-19) e de I (x) em (A-20).

y
Portanto substi-

‘tuindo-se a solugio na mStrica 10,14, tem-se:
g 5. (x) =4l € T (x) 10.24
(%'; x>a ogy “8 7y x>a
que deve satisfazer
9 fa“:
3) oI
=0 w, —L=0 10.25
3 x% ==>€°LBY B e
onde
. xa
G = = ¢(x)
x>a x>a
X
% B 4 .
¢(x) = — f vy ply) dy 10,26
3x =0
x>a
y<a
A condigBo 10.25 fica satisfeita com 10,28  Portanto a métrica fica
. 167 ? .
gaq(x) = xY euB"Y wB’J. v ply) dy 10,27
0

3%’

(3 x>a
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Observa-se que gau(x)
(3)

x>a

€ adimensicnal.como deve- ser, Considerando o

cdrpo esférico de raic  a, o momentum de inéreia com'o eixo'de rotagdo em tor

no da origem é&. a
_ o o, .
I(a) = — J'y p(y) dy
0
portanto

2i
= — x I(a)

Soy (o OLB'Y B

(3)

x>a

10.28

10.29

A expressdo (10.28) & cbtida, pois o momentum de indrcia em torno do eixo

de rotagdo &
I= J oly) dy Ef" - (§t’3)2‘l
coxrpo
Tomando & como o eixo polar

I= J ¥y (L - cos? O)dy

g % u
fy ply) dy
0

3

Como fws = MB € o mamentum angular do corpo

2i _
Say eaﬁy MB xy

(x))
(3)

x>a x3

Calcula-se.agora .g o O interior

(3)
d—)-
(x)‘ = L}j Tzq(y
@ 1 ]x'y‘
.dy
sy Y% I o) ¥, YT

x<a -
y<a

10.30

10.31

10.32

10.33



cuja solugdo € dada. por (A-20)

i = 2 __1_r_
fgl;(X) w<a xs Sagy “8 v\ 3
ou,
. _2i =
fg;}(x) e Cagy Y8 Xy [I(x)
. X
guu(?‘)l =W I Ty ) == =
@ ©ap g
s
%
gas(x) =4 f Tué(y) -5
S |x>a x-y
@ 12 @ ! I

a

49

¥ oty ay + X fy p(y)ay|10.3u
X

+

J (X‘,a)J

=0

X

10.38

Portanto a métrica até a aproximagio X3 para uma esfera girendo lentamen-

te em tomo de seu eixo de simetria €,

No espago E, (x > a)

2m
g%(x) =1 - —x—'
2i, _
gal}(X) =-x—;-+:d'BY wg Xy I(a)
_ 2
gag(x) =848 1+ ;c-:'n')

No espago I, (x < a)

guq(x) =.1 - }%V(x) - 8n J(x,a)

10.36
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21 - 167
guq(x) = ;—a- Cagy Y3 Xy I + ; Sagy U3 Xy J(x,a)

10.37
£, - S |1+ §v<x) + 8n J(x,a)]

Até- aproximagdes x° .para (x > a) ver trebalho de P. S. Florides e J. L.
Synge 2
Se a distribuicdo de matéria fOr constante, p =cte, dentro da esfera, a mé

trica ficard no espago E, (x > a)

3

=1 -87,a
gw(x) =l-3pP3
167 p as.
S e—— o) _— 10.38
gal*(x) » Eagy U8 Xy =

~ .gr pal
gOLB(X) —'GOLB ( 1+ 3 7)

no espago I, (x < al

gm}(x) =1- g_T_T p x® = 4w pla?- x?)
167 16mi 2 2
g(m(x) = —1—5— €agy %8 xY p X"+ —6—~ ede g X, pla“-x) 10.39

- 8 2 2 2
gaB<X) = ‘SuB lg=p x4 b7 pla®=x ):l
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11. NOTAS SOBRE A MFTRICA .CALCULADA*PARA A-DISTRIBUICAS-ESTACICNARIA.E ESFERI:
CA IE MATERIA ~

Calculo da."contragdo do espago", variagdo de 27 athavés do quociente en-

tre a circunferéncia da esfera-e o seu rpio. Toma-se a densidade P constante

_ /2
oo [ -2 ) aree|

- 81 pal 167 )2 p?att 1
= § 1+ — +f — u u - g
W 3 x (15 BV xS g 8m al
| | "5
1/2
axt ax’ 1.1
componente. ¢

a cqomponente u¢= rwsen O

8 2 167 ¢ p? af 2 2 /2
c= [1+— pa +<-——-) —_—— ¢ gen’e a.ow
3

9 1 f16m p? a 2 2
cCf [1+—pa +t={ -} —————r w eendl a2 .3

éﬁbstituindg o patgncial definido port V(a) = -Lai TP as, tem-se

. 8 , a® w? sen®@
CElLr+V4 —V o a 2r 1.4

25 1-2v
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- -~ . - s - o >
© €& o anguleo entre-a diregac da.rotdgao angular w e 0 raio r. .Como se quer a
maier éircunferéncia: ~ O = -211 Os ,dois primeiros t&mos;ddo o resultado estiti
0o, o terceiro &.a correcdo estaciondria.

-0 vaio geodésico & dado por:

B By ) w912

R = 1.5
) Suyy - -} componente r
- 2
a 2 -11% 2 ﬂ% T 1T +'_'__’_25E;’1r g2 12,
R= f 14—V 81 %~ : vi de 11.6
0 r 1- %3 - 8nJ

Com v,= 0, & corregdo estaciondria ao raio &.nula., Os cdlculos seguem-se como
em {19,72. Bste resultado & esperado, pois a corregdo devida ap campo € dada
I3

em 27 € ndo no raio,

13 _
RE (1-*-”- V)a 11.7
u

0 quocienté entré a eirtamferéncia e o raio geod@sico ficar

2
8 2 2
:L+V~!-25 1-37d W

2n 11.8

w0
"

13.
l+—V
n

expandindo-se em sébie até-térmos de segunda ordem em V

o 8 8 13
:Erl-—v+(—— w-zaz-—->v2] 2
R

25 4

ou
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128 . 52
4 1—31rpaz+ _— w2 a2-——- 1r2.'p2"al* . 2m 11.9
225 9

0s deis primeiros térmos- s3o- 05 correspondentes -ao €aso estatico e o terceiro

oo

pepresenta a corregio estaciondria,

FE

A, APENDICE
Sendo- |§| .e [37[ quais‘quer- dois pontos-do espago Euclididng. Sendo u =

= 08,0 o 4ngulo.entre X e y. Entdo

1 1

[Fy] -G yi- 2.x y wil2

1 x, xt Y2
;(1-2]1 v + ;;‘ ) (A-1).

1
. , P
e [PO(”) +.8 Py G-+ 87 Py() +] : 1/2

Loy ¥ £¥2y
x(lZux-l-*xz )

Usou-se a expansdo em série de poténcias com dois possiveis parametros

(@) B =

X<

se y<X —=0a=X
(A=2)

(b) B = se X<y ~»0=y-

<X

0Os coeficientes desta-expansdo sdo-os polindmicns de Legendre Tem-se
+1
PmPr'x‘d“=0 param # n

-1 (A=3)

+1

T pl
Podu =& —
Jw“‘ 2n + 1

© 2




P =1
,Pl=p
P, =% (32 -1 (A1)
277
P3=-:;;(5u3 - 3u)
P, = = (35u% - 30p% + 3)
y T g ‘oM
da®
LI=P1
u2 (L+2P)
W= %(3P +2 By) (A-5)

Cilculo de certas integrais

. & :
(a) I(x) = J f(y) —— (A-B)
%=y
onde £(y) €.qualquer fungdo de .y, e a integral € tomada em todo o espago, e
dy = dSy dy’

onde dSy & .um ellemento,de superficie de esfera de y = cte.

Portanto,

X o .
ds, sy

I(x) = [ £(y) dyf —+ f f(y)dyf (A7)
=0 5, - %l ¥=x. 5, %=y

Tomando (A-1)



dsy 9 a ywy?
[ > > = 21{ y j ,-r.-r = - -
=y Loyl

@

um % 2
I(x) = ——f y° £lyIdy -+ 4 f y £(y)dy

* y=0 y=x,

se f(y) € tal.que estas-integrais converjam.

Yp ‘YCT -
>
%=y

Da forma tensorial tem-se

(b) Ipc(X) =‘Jf(y)

xp X5
Ipo(x) = 00 Gpo + W(x) "

X
Ent3o
Ipp= 3¢+Y
T ox x_ = x%¢+ P)
pc “p o
portanto.
L1/ _ *o %o
Px) =5 <Ipp I x2->
: ) X, X, )
P(x) = 2(3 Is. = I
Tem-se N
I = J y”z £(y)
PP %3]
X X dy
p g _! 2 £eg) w2
= y) W o=
o T 1Y P
daf: w . s
Ipp = y~ £(y) dy I e~
y=0 4 [x—y]
S
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(A~8)

(A~9)

(A=10)

(A-11) .

(A-12)

(A=13)

(A-14%)
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tomando (A-8)

.
w

x
f yu £(y) dy + 4w J y3 flylay

y=0 y= (A-15)

y=0 S

efetuando a integral de superficie.tomando a expansdo em série (A-1)

X X%, g 1. % yr %

v <. r
Ipcp_zo.=__3kj PED @ — | vy @
x 18 X 0 = Ge0

(A-16)

-]

- .
o— J. y3 f(y)ay + - f y f(y)dy
3 Y=X. y':x.

81 x?

Substituindg em (A-13)

w1 ¥ w ¥, ,
——-—-—3J y f(y)dy+—-fy f(y) dy +
15 x4 y=0 3x ¥=0

$G)

] 2 )

3 .. 4 x .
to— f vy f8Hy) &y - —ro fyf(y) dy (A-17)
y=x 15 y:x,

X ©

’ . 4.
[ Py a2 [ vew o
¥=0 5 oy

Bix)

!
|

5 x?

Se estas integrais convergem, tem-se

¥, ¥, X, X
- p7G .2 : b _
Ipc = ]f(y) |§-§| dy-= ¢(x) Gpo + P(x) " (A-18)
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Ip X5 iy
(C) = [ Yy f(y)].l T:_
x [y
T puay T H o,
=I y £ gy | F‘:*J y £y dYI T
y:O Sy Xy l Sp:x IXT,Y l
4, * Boo, ot yr.X 7
= ’Z'J, y f(y) &y + —— I y £(y) dy
3 x - 3 -
y=0 y=X.

Considerando que esta-integral converja

X
[+

I, (x) = — ¢
X

L x n wymx 7
¢(x) = — J vy fly) &y + — J y fly) dy
' 3

3 X ¥=0 yEx
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(A-19)

(A-20)
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