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ABSTRACT

In this paper we deduce the Shibata's sclution of
the diffusidn equation as an complex integral. We give it's
expression in the real domain by two different methods and
proof a very useful theorem of reciprocity.
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Reciprocity theorem.
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0 fluxo de nucleons produzidos na  profundidade
x(g/cmz), por um Gnico nucleon, de energia Egs incidente no to

po da atmosfera foi‘calculado[ll com 0 seguinte resultado

F(x,E,Ey) = e~ 8 (E-E,) + 1’5 e

em que 2 = (%? 1n EO/E)I/Z: Il(z) é a conhecida funcao de
Bessel e § a funcao de Dirac; F(x,E,EO)dE é o espectro ener
gético do nucleon, na profundidade atmosférica x(g/cmz); A&
© livre percurso médio de interacdo com os nucleons da atmosfe
ra, suposto constante.

A lei de distribuigdo da elasticidade f(n) . adotada

foi a seguinte:

il
[

£(n) para 0 £ n s 1

(2)

£{n) 0 para n > 1 .

E. Konishi, T. Shibata, E. Shibuya e N. Tateyama[2] também se
ocuparam da mesma guestdo e indicaram a seguinte solugdo:

F(xEiEg) = [ pp(x/A) £, (Eq.E) (3)

0

em que p {x/A) & a distribuigdo de Poisson

n 1 =x/x
) e (4)

>4

P, (X,A) =

usada para descrever a probabilidade de haver n interagdes do
nucleon inicial com os nacleos do ar, durante o seu percurso ,

desde o topo da atmosfera até a profundidade x(g/cmz).
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A funcgao fn(EO,E), que representa a distribuicdo de
energia, depois do nucleon colidir n vezes com 0s nicleos do
ar, & dada pela integral

E
n

_1. Eoys oo
£.(EgE) = L2y [ as g % (5)

C

ao longo de uma paralela ao eixo dos imaginarios, no plano da

varidvel complexa s, em que

1
<S> = J n® £(n)an . (6)
0

Substituindo (5) em (3), vem

c+ie® E
— % J _0)s o ~x/M(3) 44 (7)

F(x,E,EO) = (E

No caso particular de £(n) dado por (2), se tem
s, _ 1
N> = e+l

e se introduziu A(s)} pela relagdo

1 1-<n"> 1 1
A

sy - A "% T X(s+D) (8)

Apresentou-se,entdo, a questao de comparar as duas

solucdes. Neste trabalho, vamos demonstrar a identidade das du-

as solucles. Para isso, calculemos os coeficientes fn(EO,E).

l) para n = 0, temos

__1
£5(EgrE) = 77

=

c+iw E0 8
J (E_) ds = G(E—EO) (9)

c=-i=

2) para n 2 1, temos, de acordo com (8)
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.
c+i® E, s
=i
_ 1 c+ix sﬂn(EolE) ds . a
T 2TiE . € n * (10}
c—iw (s+l1)

Na integral do 22 membro o integrahdo apresenta um polo de or-

dem n no ponto s = ~1.

0 cilculo dos residuos nos da imediatamente

c+i® sin(E./E) , in(E,./E) _
J o 0 ds  _ (221)1 0/ g 1(E0/E)
c—i® (s+1) ™ n
¢ (11)
Entao
_ 1 1 ,.n-1
fn(EO'E) = =D1T -E-:; 2n (EO/E) . (12)

Substituindo-se (9} e (12) em (3) e levando-se em conta (4) ,

vemn,
- X -] n .
_=x/A "%/ (/M2 , n=1,.

F(X,E,EO) = e G(E-EO) + Eo n=1 mﬂ,n (EOIE)

pondo n-1 = k, vem
k
“-x/A w  [(x/A) AnE,/E] _

CmxIA X/ 0
Introduzindo, agora,

z = (4% an gy /E1/2 (14)

e a funcao Il(Z) de Bessel
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ke
g 2 g9~
1,(2) =3 kEO KI(k+1) 1 (15)
vem, finalmente,
) . ox
F(x,B,B) = e/ s(m-g)) + £ 21 (3) (16)
0

que &€ a formula da ref. [1].

29 Processo

Depois de se introduzir na integral (7) a fungdo A(s)
por sua expressdo (8), podemos consideri-la como a soma das se-

guintes parcelas:

12) termo correspondente a fO(EO,E), em (5), gue é

A=

e—x/k Jc-i-luo E0

271 S (E-Ej) (17)

C=1io

22) a soma dos termos correspondentes a fn(EO,E), paran 21 ,

em {5), que é

5 - e-x/l Jc+im el E0 5

1 X n
271E I = =" 59° as (18)
21iE ), _je n=1 B! “A(s+l) E
J&a que o 22 membro de (18) ndo se altera substituindo-se a inte
gral sobre a paralela ac eixo dos imaginarios por uma integral

ao longo de um contorno fechado C e somando-se a ela a parcela,

-x/A E
e J_\_Osds=0 (19)

27iE
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ﬂs—
podemos escrever:
-x/X us + e
= & A(s+l)
em gue
Eo
u = n (Eﬂ) E0 2 E : (21)

Assim, temos
-x /X us + ——e
F(x,E,Ey) = X/ 2 5 (E-E) + %?IE‘ J e A5+ 44
C
{22)

Eo
em que u = in (E—) ’ E0 2 E.

Agora, falta-nps apenas, escolher o contorno C e ava
liar a integral que figura em (22).
Antes disso, porém, farémos algumas mudancas de vari-

dvel em (22), para tornar mais simétrica a respectiva integral.

a) Pondo s+l = s', vem

-x/h ¢ us' + —57

B =S I e As' agr . (23)

0 C
X 1
b) Fazendo, agora, 'L B’ vem

—x/A EXp + 1

B =2 ( x p (24)
2miE, x Jo

e, finalmente, fazendo

Fe e b

(]S

p , para 2 > 0
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—6-
temos
Z 1
- S + )
_ =x/A x 2 1 2 £
B =e ZE, 271 Jc e dg (25)

Para calcular a integral que figura em (25), note -
mos que ©s unicos pontos singulares do integrando s83c £ = 0 e
£ = o, A fungdo €, por conseguinte,holomorfa no interior de
uma corda circular formada pelo exterior de um circulo de raio
e > 0 e pelo interior de um circulo de raio R > €, arbitrdrio,
centrados na origem (£ = 0) do plano complexo £.

Podemos, entao, escolher para o caminho C de inte -

gracao da integral (25), o indicado na figura abaixo.

o
1
|
-0 |
-00 4 i |
i
|
I""i
|
Entdo, temos:
4 1 :
5 (E + F) 2m i
J = E%I J 62 & dg = f%-[ eZcosB+19 ae =
C 0
21 . 2T
= %# J eZe0sY 55040 + f; J e2°9%% sengas . (26)
0o

0

Mas a segunda integral & igual a zero, como se verifica, facil

mente, fazendo 6 = 27-¢ . Entdo vem,
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aun From
1 2m 2cos® 1 (7  Zcosé
J =5 I e cos8dd = = J e cosbdé = I, (Z) (27)
0 : 0 .

em que I, (2) é a conhecida fun¢do de Bessel.

Assim sendo, vem, finalmente

F(x,E,E)) = e */* s(8-Ey + ™/} X

2
~ g L® (28

em que

z=2\/% - \/% %n(Ey/E) L, (29)

como se queria provar,

Caso Geral

Demonstrada a equivaléncia de (1) e (7), para o caso
particulak em que a fungdo F(n) & dada por (2), consideremos
0 caso geral em que o espectro diferencial das particulas pri-
marias (principalmente prdtons) no topo da atmosfera & dado pe
la expressdo G(E)dE, em que a fung¢do G(E) &€ suposta ndo negati
va, continua e limitada no intervalo 0 < a £ E < o,

A existéncia da integral

o
J G(E}dE para E 2 a ’
E

deve ser suposta porque representa o espectro integral das par-
ticulas primarias, no topo da atmosfera. Usando o método  das
aproxima¢oes sucessivas, o autor mostrou, em trabalho anteri-
or[3] que a expressac do espectro diferencial F(x,E)dE, na pro
fundidade atmosférica x(g/cmz), pode ser cobtida como solucao

da equagdo de difusdo da componente nuclednica dos raios cdsmi

cQos:
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1
A EE) o _px,E) + Jo F(x,Z) £(n)dl (30)

com a condigao inicial F(0,E) = G(E).

0 resultado & o seguinte

® v ol 1. '
F(x,E) = e ~X/A ) 15%%1_ J ...I Gl—E)  x

v=0 o Jo MMy
£(n;) £(n,)
x nl - e T‘U dnlnc-dnv (31)

para uma distribuigao de elasticidade f£(n)dn, nidc especifica -
da. Por outro lado, o mesmo problema pode ser resolvido inte-
grando~-se a eqguac¢ao (30) por meio da transformagao ML de

Mellin-Laplace. Desta forma, se obtém para F(x,e) a integral

1 ctimw 5) e—x/l(s]
F(x,E) = - J M.(s) ——— dsg (32)
' 2TiE cmjw G ES '
em que MJs) € a transformada de Mellin da funcdo G(E).
s 1
s =02 e s - Jo n® £(mdn . (33)

Agora, para demonstrar a equivaléncia de (31) e (32)
basta aplicar a transformada de Mellin a ambos os membros da

equacdo (31).

Isto feito, temos

-x/A(s)

MF(s) = MG(s) e (34)
donde :
1 Cc+iw s) e-x/l(s) 4 (35)
F{xX,EB) = s=—= J M.(g) —— ds 5
2T1iE c—ji® G E‘S

que coincide com (32), como se gqueria provar.
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Relacao de Reciprocidade

Da f6rmula (34) resulta uma relacgao de reciprocidade

entre ag transformadas de Mellin de F(x,E) e G(E), isto &,

-x/A(s)

Mo (s) eX/M(8) . - B39

MF(S)

M, (s)

MG(s) e

que se transmite 3s respectivas transformadas inversas que sao

+im c+iw -x/A{s)
I T ds _ 1 e
e (37)
i j oo A(s)
1 C+iw ds _ 1 c+i ex/
G(E) = 71 Jc_im Mels) e T mmiE ) __ M) T 9
entao

"Conhecida a expressao matematica de F(x,E)dE do espectro dife
rencial da componente nuclednica, na profundidade x (g/cmz) '
para se obter o espectro diferencial G(E}dE dag particulas
primarias (principalmente prétons) no topo da atmosfera, bas-
ta substituir, na expressdo F(xX,E)dE x por (-x) e M; por Mp."

e o mesmo acontece com as respectivas expressdes explicitas no
campo real.
Desta reciprocidade, resulta imediatamente, a partir

da férmula (31) de F(x,E) a seguinte expressido de G(E):

® v rl 1 ..
G(E) = e""”l ) .(_"__/._A_)_.._.J ”.J F(x, _.E_'._) x
- n 0 nlonon-\,
5 ?(ﬂl) - £(n,)
nl L N ] n

A ] dnlgoodn (38)
v

cuja equivaléncia com a segunda equagdo (37) se verifica facil

mente. Basta calcular a transformada MG(S) de G(E) que nos da
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Mg(s) = Mg(s) X/ (s) ,

que é a segunda das férmulas (36) da qual resulta a expressio

de G(E) dada em (37).

Observacao. As formulas (31) e (38) generalizam, para o .caso

de se levar em conta a distribuicdo de elasticidade, as solu-

¢des correspondentes de um problema mais simples considerado pe

[4]

lo autor + © que foram obtidas com método inteiramente dife-

rente.
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