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RESUMO

Nesta nota se faz um resumo pedagdgico das idéias elementares
(sequindo o caminho histdrico) que est3o na base das aplicagdes

das estruturas topoldgicas emdistintos campos da filsica.

Palavras-chaves: Teoria de campos topoldgicos.



LEIS TOPOLOGICAS EM FIsSICA

§1 INTRODUGAO
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Uma das conseqfiéncias mais importantes da introdugac de equa-

- ¢oes diferenciais nao lineares:& a aparigdo das solugdes tipo so-

litons[:k] ¢ "as estruturas topol8gicas com élas associadas. Es-

te assunto estd adquirindo dia a dia maior importi3ncia tanto na

figica das particulas elementares quanto nas fendmenos de matéria

condensada.

O proposito destas linhas & rever de uma maneira pedagdgica

as idéias que levaram a intwoduzir conceitos topoldgicos e - con-

sequentemente-leis de conservacgac.

Vamos ocomegar por um exemplo simples em ~ duas’ dimensdes

x,t. A teoria estd definida por um lagrangeano
_ 14V -
L=3%3 di-*auq:- Ul¢)

donde U(¢$) define a teoria.Ex.:

2 .

(¢2-a2)2 : donde - a? =ﬁ%;

1l
(V1R

A U($)

¢S

Sine~Gordon U(¢)} = -—°;—(1 ~cosB¢) ver ref. El:l A teoria de

8
campos nos ensina que a energia vem dada por

+ 00

T

1 1 _
dx[-i(aod:)z + U(¢p) + 3‘31‘“2}

(2)
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o estado fundamental da teoria classica & dada ptal'."l:z:l
U(¢) = 0.
na teoria A¢"* vem dada por

'u(dn

¢ =a e d=-a (3)

‘Em geral o estado fundamen-

—
-0 +d tal @ independente do tempo

t-

Para solugdes independentes do tempo t .0 lagrangeano fica

L= - a; - Ul(¢) {4)

e o principio de Hamilton leva a

§ J‘dx{%(.axmz + U{p)} =0 (5)

Este problema & matematicamente idéntico ao principio de:

Hamilton para uma particula de unidade de massa, que se move mm

Para ver isto mais claramente tro

ver [[3] e também [[4].

potencial igual a - U(¢).
quemos a notagao ¢ + x x * t.

Fica entao

8 j d'.t{%(atx)2 - v(x)} (6)

Todo movimento de uma particula neste potencial correspon-
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de a.ﬁma solugab independente de tempo do. problema de teoria de
campos originalmente proposta. Porém a malér parte nao corres-
ponde a solu¢oes com. energia finita. Para que aeaqnesgin(leef

ja convergente & necessario que

gquando x + = ¢(x) = ¢0 tal que

fvix)
U(¢o) = 0 na analogia com a‘'di=
namica de uma particula deve
-0 a partir de ¢(a) = -a e chegar at2

C¢(+=) = +a, Deve unir os dois
vicues. Na linguagem da teoria
de campos de Yang-Mills, :s3o

- c;s instantons.

Nesta andlise, o que €& fundamental & gue a fungdo U(¢) te-
nha dois zeros ndo coincidentes.

Se nao tiver dois zeros, a particula nio pode voltar, ou
pode chegar a (+a) com.velocidade diferente de zero e  passar
para o outro lado,e a solugdao ndo sera de energia finita. Mas
'@ condigdo necessidria que existam dois zeros.

Temos o resultado. seguinte:

1) se U(¢) tem s6 um zero, ow seja, se o ground state € "n3o degene-

rado", nao tem solugdes nao triviais independentes do t.
2) Se U(¢) tem mais de um zero, existem sempre solugdes nao

triviais.

§2 LEIS TOPOLOGICAS DE CONSERVACAC

K

O fato que quando x > « ¢ (x) deve tender a um valor ¢° Cgque



CBPF-NF-005/89

€ un zero de U(¢) & um exemplo de uma lei topolégica;mbdifican-
do as condigbes iniciais em forma continua ¢ (x) se modifica mas-
mantém o mesmo comportamento no infinito. De modo que ¢0 passa
a ser um rotulo de.uma familia de fungdes - solugdes da  equa-
¢ao proposta e gue correspondem a solugdes de energia finita.
Esta familia de solugdes € uma "classe de homotopia" e o ¢, &
um nimero quintico gue a caracteriza. £ una constante de movimento
gue nac surge do teorema de Noether.

Nac & possivel passar de uma clasée a outra por':. nudangas
continuas. O espago nao & conexo.

A fim de estender as consideragbes anteriores :a um maior nume
ro de dimensdes vamos definir os ‘s{mbolos que vamos usar.

Por exemplo na. teoria A¢* e um grupo de simetria U(l) o lagran

geano é&:
1l pa, _ A _ 2 :
L=3 37479, ¢ - U(9) U(g = S(o% a?) (?J

G = grupo de simetria original.

Devido a estrutura de U(¢$) (vAcuo degenerado) 0 vacuo
nao tem a mesma simetria do Lagrangeano; isto se chama - iquebra
espontidnea de simetria[zzj. 0 vacuo fica com simetria H.

Ou seja, na eq. (7) G = U(l) todos os zeros sao da forma
¢ = g¢

$ € um elemento de U(l). Para pertencer a H um elemento h deve

o g e G

satisfazer
hoy = ¢4
H & a energia residual do vaouo.

No caso de (7)H = L em outros casos p.e. quando
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-5=

u($) = ($*$ - a‘) 5 ' em que G = S0(3) - (8)
H & uma rota@ﬁo no espago isotdpico com eixo 3. Nesse c¢aso
g, = ¢_-

Og zeros diferentes de U se identificam com O grupo gqueeien

G
te ﬁ.

§3 SOLUCOES DE ENERGIA FINITA COM D > 1 (D = niimeros de dimen-

soes espaciais)

vamos consilderar o casp D = 2. Nesse caso,a expressao da

energia (2) nos leva a:

%« 2m
E > I rdr I de E‘a¢*a¢ + U(d:)] U(p(~,8) = 0 - (9
1 o

0
com a condigao

Um raciocinio superficial indicard que ¢(«,0) nao presta,

ja que
o_l.d .
e substituindc em (9), a integral diverge. Porém quando . nds

escrevemos o lagrangeano da teoria de Gauge .completa correspons=
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-
dendo a U(l) .

¢ o= 1 Uy i *n :

L=FFF +3 Du¢ Du¢ + U(¢) (12)
a expressio que entra na energia (9) naoc & o grad comum mais
¢ grad covariante.

L d¢ | s
(D¢)e 3 3¢ + i.e. Ae¢ {13)

£ entdo possivel escolher um campo tal que (13) vai a zewo
de modo a fazer convergente a integral da energia (9). Ve-
mos assim que toda solugio de energia finita estd associada a
uma funcdo ¢ (»,8) que representa o mapeado de um circulo s'! (Go
espéqo r,9) no espago dos zeros da fung@o U{¢) isto &, no espago
G/H. Em trés dimensces ela representa a esfera S? em G/H.

¢] éspago de fungoes que transforma S1 em G/H :se divide .en
classes de homotopia. Esta classe se for Gnica, quer dizer que
& homotdpica a identidade. A teoria nao .tem solugOes de energia
finita e nao €& necessiario tentar procurd-las. Para ser interessan
te a teoria devem existir pelo menos duas classes de —hamotopia.
(Observe a analogia cam o caso de duas dimensGes em que U(¢) ti-
nha que ter duas solugoes disjuntas). Podemos sintetizar o re-
sultado dizendo: .as componentésconexas do espago de solugoes
de energia finita estdo em correspondéncia -biunivoca com as clas

ses de homotopia da representagdo de gP-1

em G/H onde D & o nil-
merc de dimensdes espaclais. Também vale como corolario do an-
terior. Se U(¢) tem sd um zero G/H consiste am um sO ponto e .tem

s& uma classe de homotopia. As leis de conservagao sao triviais.
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§3 EXEMPLOS
Ex. 1! G = U(l) D = 2.
= 1 gV i _ _ a2 2 '
L=3F Fuv +3D ¢*pu¢tU(¢) U= (%} a‘) ) (14)
os zeros de U saoc da forma:
¢ = ae'’ ¢ = niimero real fungdo de 6

G/H € um circulo ¢*¢ = aZ.
Devemos pais encontrar as classes de homotopia de s' em s,

Elas estao dadas peloc "winding number"

1 g{ar % -
=§-j (2m)zgfe) - 5 = 0,1,2...5 (15)
0
]
Cada componente cpnexa leva uma etiqueta n. Esta tepria, na

presenga de um campo electromagnético & : matematicamente 1dén-
tica a teoria da supercondutiﬁidade de Landau-Ginzburg onde ¢
representa ¢s pares de Cooper, e os "kinks" representam o fluxo

magnético (vGrtice). Chamando X ao fluxo magnético,

+- 2 ' o
A = J Jm dxdy Bz = Lim r.f dé A8 (r,9) . - . {16)
o ' |

-

Da condigdo (13) igualada a zero,como condigao para ter solu-

¢des de energia finita se obtém

v 41dd do | |
— o —— — co'e = cm—— 17
i T & =0 =5 - (7

R

34 que ¢ = a e’
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-8“
fica
27
=1 |7 dg _ 2mn -
A = e.j g5 ae = 2B | (18)

Ou seja, dentro da teoria cldssica de Landau-Ginzburg ‘obti
vemos a quantizagdo do fluxo magnético.

Correntemente: se diz qué a quahtizaqio do fluxo magnético é
consequéncia da teoria.quantica, enquant® (18) & um resultado
classico. A explicagdo estd na constante de acoplamento e que
€ a cte de acoplamento clissico do .campo e que ndo & a carga da
particula. Ndo tem sequer as mesmas dimensdes. A relagio en-
tre as duas vem dada pela mecanica quantica e diz

A e = @ part Y '119)

“eampo
gue substituida na (18) nos da

h

_ 2ubn _ n _ '

A==" == €20)
P P

onde no caso dos pares de Cooper ep = 2¢ (e = carga de eletron).

Ex.2: G = SU(2) u) = {(pp - a"')2

Y se transforma como um spinor complexa....0s zeros .|de u

sao todos os ¥ que satisfazem

G o= at

[(11}

Como ¢ € um spinor, & uma representacao de su(2), %

uma esfera de S°, 33 que depende de trés parimetros.
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Si(DﬂZ)

2(b*=3)

Todas as representagoes de S em S5° sdo homotdpicas a

identidade. Logo, nao tem solugdes de energia finita,

Ex. 3: O mesmo que no caso anterior para fora G = S0(3), mas agora
$ substitui o ¥ (ou.o ¢ de U(l)-% € uma esfera bidimensional.

As classes de homotopia sao agora
s! »s? paraD =1
mas para D = 2 $(=,8,d) € uma fungao que leva

8% » 8% eaqui as classes de homotopia s3o

n = 1;2;-.-“-

Estas solugoes.de energia finita correspondem as encontra-

das por t'Hooft 'elPolyakov.

§4 EFEITO HALL E FASES DE BERRY E] EGE _

Ja foi mostrado. que no eletromaghetismo a magnitude fun-
damental &

_ CgAudx“'

W (Wilson loop) (21)

onde C & (qualquer loop no espago tempo.

Pelo teorema de Stokes podemos escrever

e s
W = e_z-. = ez (22)

onde I € qualquer superficie que tenha a C como borde. Se imagi
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no C o loop da figura que con-
y - sidero infinitésimo a integral

de H me da o fluxo magnético to-

tal que quando o raio de C ten
de a zero sera nula a menos que
Aﬁ tenha uma singularidade na

interseccao com o eixo z. Essa singularidade & caracteristica

do string de Dirac, valendo sempre

Jﬁdc = 47ng (21)

onde a integral se estende a todo o rango dos valores das ‘varid-
veis,.na esfera g & a carga magnética-e numa invariante topologlca chama-
da: invariante de ChernI: j € gue caracteriza uma classe de homo-
topia.
Chama-se classe de.Chern da conexS.o.Au a integral_da curvatu
ra estendida a toda superficie, E uma invariante topoldgica.
Voltando ao efeito. Hall, encontramosI:8] que a férmula de

Kubo da condutividade Hall pode ser escrita como

(i), - )G,
o ]

"Bze £ e (E -

B)

onde A & a area do sistema.e €, s3o 0s .autovalores do Hamilto-

niano

_ 1/ uu D S i ey 1 " 2 ' '
H(Rlnz) = E( i,hﬁ + ,th) + EEC”hay +11122 CBa +U(xfy_) g (_23)
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r

Agora, sa. vamos a ref. [ 6] vemos gue a expressio para a

fage de Berry &

vy _(C) = f‘lI d§.$@(n) | (24)

c ' '
onde yn(c) & o ifator de fase que multiplica a n-8sima ‘fungao
de dnda quando os parametwos dé Hamiltoniano recorrem wm locp fe
chado C no espago dos pardmetos e R &8 o vetor posigdo no espa

go dos pardmetros e

<n(R) | 7,8 (R) m(R) >A<m (R) /7, | n (R) >

V. (R) = Im ] (25)

n#n (Em(R) - En(R))
onde A significa produto vetorial e ] & uma superficie com bor-
de C. Se agora compararmos as integ:railtes de (22) com (25) . ve-
mos que sao idénticas o.que da a condutiv.idade uma éignifica-~
¢3o geométrica e quando tomamos para )} uma superficie gue . se
estende a todos os valores possiveis :;ps parametros ha presen-
¢a de uma invariante de Chern,.o que assegura sua quantificaté&o.
A existéncia de ..nﬁmerbs fermionicos. fi'acionéridns estd tam-

bém associaﬂa a efeitps topoldgicos mas sua discussdo excede aps

limites impostos a esta conferéncia.
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