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Resumo

Os desenvolvimentos recentes nas teorias de cordas sugerem que o prinćıpio holográfico

deve constituir um elemento central de uma teoria definitiva que incorpore consisten-

temente a interação gravitacional no regime microscópico. Neste cenário, torna-se ne-

cessário uma reinterpretação termodinâmica do que seriam os efetivos graus de liberdade

da teoria fundamental. Nesta tese exploramos como fenômenos de condensação apare-

cem na dinâmica de D-branas em compactificações toroidais, na dinâmica das cordas nas

vizinhanças de singularidades cosmológicas e na interação a 1-loop de cordas fechadas me-

diante a exploração conteúdo termodinâmico contido nas transformações de Bogoliubov.
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Abstract

Recent developments in string theories suggest the holographic principle can play a central

role in a consistent description of gravitational interaction at the microscale regime. In

this scenario, it becomes necessary to reinterpret in a thermodynamical way what would

be the very effective degrees of freedom of the fundamental theory. In this thesis we ex-

plore condensation phenomena in the dynamics of D-branes in toroidal compactifications,

strings near cosmological singularities as well as 1-loop bosonic closed string interaction

by analysis of the intrinsic thermodynamical content of Bogoliubov transformations.
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3.2 D-Branas magnéticas a T = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Caṕıtulo 1

Introdução

A teoria de cordas se destaca por ser uma das principais candidatas à descrição da in-

teração gravitacional no regime microscópico. Esta afirmação em grande medida se baseia

na existência de um modo de massa zero com spin 2 no espectro de cordas fechadas e

sua interação com os modos do setor de Yang-Mills (spin 1 do setor de cordas abertas)

é livre dos problemas usuais de renormalização e unitariedade presentes nas formulações

da gravidade quântica via linearização da ação de Einstein-Hilbert, bem como suas gene-

ralizações.

Embora este êxito das cordas em montar um esquema consistente para a propagação

do modo de spin-2 ainda não signifique que a teoria de fato descreve a gravidade no regime

microscópico, visto que ainda não se compreende como se dá a formação da geometria do

espaço-tempo a partir das cordas, considera-se que se trata de um avanço significativo.

Em parte, o êxito repousa na invariância conforme da teoria em 2 dimensões: devido à

invariância conforme da folha-mundo da corda, as amplitudes de espalhamento dependem

apenas da topologia e não da forma espećıfica da propagação das cordas envolvidas no

processo.

O fato da descrição da gravidade microscópica envolver a simetria conforme concorda

com a expectativa geral da f́ısica de altas energias de que a invariância conforme deva

valer no regime de altos momentos trocados nos diagramas de Feynmann.
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Formalmente, e em ńıvel clássico, este resultado pode ser observado no chamado refe-

rencial de momentos infinitos (Infinite Momentum Frame): o hamiltoniano relativ́ıstico

de um sistema de N part́ıculas massivas livres se comporta enquanto um hamiltoniano

não-relativ́ıstico sem parâmetro de massa no limite em que o momento numa das direções

é infinito

H =

gzz( N∑
i=1

p(i)
z

)2

+ gyy

(
N∑
i=1

p(i)
y

)2

+gxx

(
N∑
i=1

p(i)
x

)2

+ gtt

(
N∑
i=1

m(i)

)2
1/2

; Pz =
N∑
i=1

p(i)
z −→ +∞ (1.1)

implica

H ≈ gzzPz +
gyyP

2
y + gxxP

2
x

2Pz
+
gttM

2

2Pz

≈ gzzPz +
gyyP

2
y + gxxP

2
x

2Pz

ou seja, a dinâmica não mostra parâmetro de escala e portanto não há uma escala prefe-

rencial.

Surpreendentemente, uma realização f́ısica interessante do limite de momentos infinitos

é encontrada na escala cosmológica com as geometrias de Sitter (dS) e sua relação com

o prinćıpio holográfico. Num universo de Sitter, a velocidade de afastamento cresce com

a distância de modo que num raio finito RdS ocorre uma singularidade cosmológica que

impossibilita que sinais sejam trocados entre pontos distantes um do outro por R > RdS

. Nesta situação, o momento associado à velocidade de afastamento da matéria diverge

em RdS realizando o limite Pz −→ +∞. Com isto a simetria conforme joga um papel

fundamental tanto no limite ultramicroscópico quanto no ultramacroscópico. Sobre isto,

novamente as cordas apontam uma ligação interessante entre as duas escalas de energia.

Através da invariância modular do toro, as amplitudes de cordas a 1-loop numa escala de

energia µ equivalem às amplitudes numa escala µ−1 eliminando portanto as divergências

UV e ligando definitivamente a dinâmica macroscópica com a microscópica.
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É um paradoxo entretanto, que a simetria conforme também represente o grande

obstáculo ao contato da teoria com a f́ısica conhecida em baixas energias. Uma vez que

a teoria não possui escala privilegiada, não é posśıvel derivar as massas ou acoplamentos

entre os modos de baixas energias descritos nas teorias de campos já estabelecidas tais

como a cromodinâmica quântica e a teoria eletrofraca. Em outras palavras, a teoria se

mostra incapaz de fazer prescrições mensuráveis.

Com isto, entendemos que um passo necessário para o avanço da conexão entre a teoria

de cordas e as teorias quânticas de campos em d = 3 + 1 deva ser o de discutir como se dá

a redefinição/renormalização dos graus de liberdade das teorias de cordas à medida que se

caminha para baixas energias. Em outras palavras, cabe a pergunta sobre como os graus

de liberdade das cordas, ao flúırem segundo as equações do grupo de renormalização, se

condensam nos graus de liberdade das TQC conhecidas.

A perspectiva dominante atualmente (interpretação de Wilson) é que o grupo de renor-

malização realiza a ligação entre a f́ısica nas diferentes escalas de energia parametrizando

a dinâmica por meio de operadores marginais, renormalizáveis e super-renormalizáveis.

Por outro lado, uma maneira alternativa de compreender o mecanismo de redefinição

dos graus de liberdade envolvido nas equações do grupo de renormalização é o das trans-

formações de Bogoliubov. De acordo com esta abordagem, a passagem entre a dinâmica

numa escala de energia µ e a dinâmica na escala de energia µ+dµ deve ser compreendida

enquanto uma transformação canônica cujo gerador G (µ) nada mais é do que o gerador

de uma transformação de Bogoliubov.

Tradicionalmente, as transformações de Bogoliubov são familiares na literatura da

f́ısica da matéria condensada. Em particular na descrição da supercondutividade, a pas-

sagem da descrição da dinâmica de elétrons para a dinâmica de pares de Cooper e a

consequente diagonalização do hamiltoniano, se dá justamente por meio de uma trans-

formação de Bogoliubov que então marca uma escala de energia caracteŕıstica para o

evento - a temperatura de condensação/formação dos pares de Cooper Tc.

Consequentemente, a confirmação das teorias de cordas como uma proposta relevante
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à f́ısica de altas energias, e em particular à gravidade microscópica, envolve a conciliação

entre duas abordagens ao problema de como a f́ısica é senśıvel às operações de reescala, a

dizer, a linguagem da teoria conforme, predominante nas cordas, e a linguagem do grupo

de renormalização, predominante nas TQC em d = 3 + 1.

Neste trabalho nos propomos a análise de uma posśıvel conciliação acima mencionada

mediante a exploração da dinâmica das cordas usando as transformações de Bogoliubov

como ferramenta anaĺıtica.

No Caṕıtulo 2, uma breve motivação e exposição das transformações de Bogoliubov

bem como de sua relação com os fenômenos de condensação são apresentadas.

No Caṕıtulo 3, é exposto o conteúdo do trabalho publicado [1] em que é discutido o

problema de como se dá a termalização de cordas e Branas no cenário de compactificações

toroidais com campos de fundo mantidos frios.

O Caṕıtulo 4 trata do conteúdo do artigo publicado [2], o qual diz respeito ao problema

da termalização de cordas na presença de singularidades cosmológicas.

O conteúdo do Caṕıtulo 5 diz respeito ao artigo publicado [3] no qual a interação entre

cordas fechadas é vista como um fenômeno de condensação assinalado pelo aparecimento

de um termo de Bogoliubov misturando a dinâmica dos modos à esquerda com a dos

modos à direita e dando origem a estados condensados.

No caṕıtulo 6, os principais resultados são coletados e discutidos dentro do contexto

geral da presente tese.
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Caṕıtulo 2

Transformações de Bogoliubov e

Estados Termodinâmicos

2.1 A F́ısica das Transformações de Bogoliubov

É justo dizer de um modo geral que a termodinâmica é subordinada à mecânica estat́ıstica:

as quantidades macroscópicas são identificadas nas médias estat́ısticas sobre configurações

da dinâmica microscópica (o ensemble) e em última instância, a determinação dos pesos

estat́ısticos e dos estados microscópicos do sistema em análise, de uma forma ou de outra

constituem o alvo das teorias fundamentais da f́ısica. Particularmente, para os sistemas

em equiĺıbrio termodinâmico, as probabilidades se mantêm estáveis no tempo e realizam,

por exemplo, o espectro de radiação térmica dependendo somente dos ńıveis energéticos

pelo fator de Boltzmann.

Entre as médias sobre os estados microscópicos, uma em especial se destaca por tornar-

se máxima no equiĺıbrio: a entropia (de Gibbs). Neste sentido, a entropia carrega consigo

um prinćıpio variacional realizado pela distribuição de probabilidades para os estados

microscópicos

0 ≤ S = −kB
N∑
n

Pn lnPn ≤ kB lnN . (2.1)
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A seta do tempo seria deste modo dada pela reorganização/interação do mundo mi-

croscópico no sentido da produção de entropia tendendo ao limite de Boltzmann em que

as configurações microscópicas são equiprováveis.

Os termos de Bogoliubov abrem uma interessante perspectiva sobre este argumento.

Como exemplo, tomemos o simples sistema de osciladores

[a, a†] = 1 ; a |0〉 = 0 . (2.2)

O vácuo não é invariante sob a evolução temporal gerada por um hamiltoniano que

contenha um termo do tipo

GB = G†B = iθ
(
a† − a

)
; θ ∈ R . (2.3)

pois embora o operador evolução temporal, ainda seja unitário, ele leva o vácuo num

estado com infinitos modos (condensados):

U ∼ e−iGB (2.4)

implica

e−iGB |0〉 = eθ(a
†−a) |0〉

= e
−θ2
2 eθa

†
e−θa |0〉

= e
−θ2
2

∞∑
n=0

(
θa†
)n

n!
|0〉 ≡ |θ〉 ; (2.5)

onde usamos o resultado

eA+B = eAeBe−
1
2

[A,B] . (2.6)

O resultado mostra que |θ〉 é auto-estado do operador aniquilação a com auto-valor θ.

O estado |θ〉 é conhecido na literatura como estado coerente [4] e desempenha um papel

central na discussão dos lasers na literatura de ótica quântica [5], [6].

É notável que a presença de termos de Bogoliubov está intimamente ligada ao fenô-

meno da quebra espontânea de simetria visto que esta espećıfica forma do operador GB

induz funções de 1-ponto não-nulas. Por consequência disto, os termos de Bogoliubov

desempenham um papel importante na compreensão dos fenômenos de transições de fase.
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Em particular, observa-se que a forma espećıfica do termo de Bogoliubov acima

corresponde ao operador momento associado ao oscilador harmônico multiplicado pelo

parâmetro θ

p = i
(
a† − a

)
(2.7)

GB = θp . (2.8)

Disto pode-se dizer que o termo de Bogoliubov caracteŕıstico do estado coerente é o

operador translação na respectiva coordenada canonicamente conjugada.

Observa-se ainda dáı que um termo de momento não-nulo no hamiltoniano significa a

escolha de um referêncial diferente daquele de repouso da respectiva coordenada canônica,

dito de outro modo, trata-se de uma injeção de momento no sistema, o que por sua vez

implica no processo de condensação. Uma integração sobre a escala de momento esconde

portanto uma integração sobre condensados.

Na literatura, UB (θ) = exp (−iGB (θ)) é usualmente referido como transformação de

Bogoliubov, isto porque |θ〉 pode ainda ser considerado como um vácuo para osciladores

transformados que representam a criação e destruição de modos condensados. Isto

α (θ) = e−iGB(θ)aeiGB(θ) (2.9)

α† (θ) = e−iGB(θ)a†eiGB(θ) (2.10)

implica

α (θ) |θ〉 = e−iGB(θ)aeiGB(θ)e−iGB(θ) |0〉 = 0 (2.11)[
α (θ) , α† (θ)

]
= e−iGB(θ)1eiGB(θ) = 1. (2.12)

Donde se conclui que UB (θ) é uma transformação canônica.

Este esquema da dinâmica induzida pelos termos de Bogoliubov sugere um mecanismo

geral de produção de entropia (visto que a entropia apresenta saltos de descontinuidade

nas transições de fase) e, neste sentido, um caso especialmente importante é aquele em

que o sistema já atingiu o equiĺıbrio o que torna posśıvel uma definição de temperatura.
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Para fazer contato com a discussão usual da mecânica estat́ıstica quântica, lembramos

a construção do operador densidade para um ensemble estat́ıstico de N estados quânticos

|ψm〉 num espaço de Hilbert H:

ρ ≡
N∑
m=1

Pm |ψm〉 〈ψm| (2.13)

=
N∑
m=1

∑
i,j∈H

PmCimC
∗
jm |i〉 〈j| (2.14)

=
∑
i,j∈H

Pij |i〉 〈j| ; Pij ≡
N∑
m=1

PmCimC
∗
jm . (2.15)

Médias estat́ısticas de operadores quânticos são calculados mediante o traço sobre o

ensemble

〈O〉estat. = Tr {ρO} (2.16)

que, especificamente na base que diagonaliza ρ,

ρij = Piiδij ≡ Piδij (2.17)

implica

〈O〉 =
∑
i,j

ρijOji =
∑
i

Pi 〈i|O |i〉 . (2.18)

A incerteza estat́ıstica representa uma extensão das possibilidades para o resultado da

medida que pode ser lida no ı́ndice de ensemble e formalmente reportada a um novo setor

do espaço de Hilbert. Com isto, a média do operador O se reduz à média quântica no novo

espaço de Hilbert H′ dotado de um setor aritificialmente constrúıdo (o qual chamaremos

de agora em diante de setor virtual de H′) (no confundir com part́ıculas virtuais) cujos

atributos serão representados por um sinal ˜ sobrescrito

〈O〉 = 〈Ψ|O |Ψ〉 (2.19)

=
∑

k,l,m,n∈H′
C∗
kl̃
Cmñ

〈
k, l̃
∣∣∣O × 1̃ |m, ñ〉 (2.20)

=
∑

k,l,m∈H′
C∗
kl̃
Cml̃ 〈k|O |m〉 . (2.21)
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Em particular, no ensemble de equiĺıbrio térmico as probabilidades são dadas pelos

fatores de Boltzmann que dependem somente dos ńıveis energéticos do sistema f́ısico e

não de qualquer história particular do sistema (que em prinćıpio poderia conferir outros

atributos ao estado levantando projeções não-nulas em espećıficas direções do espaço de

Hilbert)

Pi =
e−βEi

Z (β)
. (2.22)

Esta particularidade do equiĺıbrio térmico impõe uma forma especial para o estado |Ψ〉,

a dizer, seu único atributo é a temperatura. Isto permite que |Ψ〉 seja apropriadamente

chamado de vácuo térmico e será daqui em diante denotado por |0 (θ)〉〉. Aqui entram

novamente as transformações de Bogoliubov: num sistema de osciladores duplicado pela

existência de um setor virtual

[
a, a†

]
=

[
ã, ã†

]
= 1, (2.23)

ã
∣∣0, 0̃〉 = a

∣∣0, 0̃〉 = [a, ã] =
[
a†, ã†

]
= 0 (2.24)

as transformações de Bogoliubov de interesse são

UB (θ) = e−iGB(θ) (2.25)

onde

GB (θ) = iθ
(
a†ã† − aã

)
. (2.26)

O vácuo térmico é definido

|0 (θ)〉〉 =
1

Z ′1/2 (θ)
e−iGB(θ)

∣∣0, 0̃〉 (2.27)

=
e−θ

2/2

Z ′1/2 (θ)

∞∑
n=0

(
θa†ã†

)n
n!

∣∣0, 0̃〉 . (2.28)

Redefine-se o fator de normalização global do estado

|0 (θ)〉〉 =
1

Z1/2 (θ)

∞∑
n=0

(
θa†ã†

)n
n!

∣∣0, 0̃〉 . (2.29)

Agora, da normalização da base de Fock

|n〉 =
1√
n!

(
a†
)n |0〉 (2.30)
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e parametrizando o ângulo de Bogoliubov θ por

θ = e−βω/2 , β =
1

kBT
(2.31)

chega-se ao fator de normalização que concorda com a normalização da estat́ıstica de

osciladores bosônicos de energia ω isto é, a função de partição

〈〈0 (θ (β)) |0 (θ (β))〉〉 = 1 = Z−1 (β)
∑
m,n

〈m, m̃| e−mβω/2e−nβω/2 |n, ñ〉 (2.32)

donde

Z (β) =
∑
n

e−nβω =
1

1− e−βω
. (2.33)

Agora os valores esperados de quantidades observáveis reproduzem as médias es-

tat́ıticas térmicas

〈
O
(
a, a†

)〉
= 〈〈0 (θ)|O |0 (θ)〉〉

= Z−1 (β)
∑
m,n

〈m, m̃| e−mβω/2O × 1̃e−nβω/2 |n, ñ〉

=
∑
n

e−βnω

Z (β)
〈n|O |n〉 (2.34)

onde se identifica o fator de Boltzmann.

A mesma construção vale para osciladores fermiônicos. Aos osciladores f́ısicos

{
a, a†

}
= aa† + a†a = 1 ; a |0〉 = 0 (2.35)

adiciona-se o setor virtual

{
ã, ã†

}
= ãã† + ã†ã = 1 ; ã

∣∣0̃〉 = 0 (2.36)

tal que {
a, ã†

}
=
{
ã, a†

}
= {ã, a} =

{
a†, ã†

}
= 0 (2.37)

e a transformação de bogoliubov de 2-modos fermiônicos

UB (θ) = eθ(a
†ã†−aã) (2.38)
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que atuando sobre o vácuo fundamental, gera o vácuo condensado

|0 (θ)〉〉 = Z−1/2 (θ)UB (θ)
∣∣0, 0̃〉 . (2.39)

A normalização do vácuo térmico mediante a identificação do atributo de temperatura

no parâmetro da transformação de Bogoliubov θ = e−βω/2 resulta na função de partição

fermiônica

〈〈0 (θ) |0 (θ)〉〉 = 1 (2.40)

= Z−1
[〈

0, 0̃
∣∣+
〈
1, 1̃
∣∣ θ] [∣∣0, 0̃〉+ θ

∣∣1, 1̃〉] (2.41)

= Z−1
(
1 + θ2

)
(2.42)

que resulta em

Z (β) = 1 + e−βω (2.43)

Com isso, e quando se leva em conta a quantização canônica das teorias quânticas

de campos onde mediante decomposição de Fourier o campo quântico se manifesta como

um conjunto infinito de osciladores, é justo dizer que as transformações de Bogoliubov

são providas de uma considerável capacidade descritiva dos fenômenos térmicos. Tal

estratégia de abordagem do fenômeno térmico é usada sistematicamente no contexto das

teorias de campos sob o nome de Dinâmica de Campos Térmicos (Thermal Field Theory

- TFD) [7].

Uma das vantagens que se destaca do formalismo TFD consiste no fato de que o

sistema f́ısico não é expropriado de seu parâmetro temporal. Isto permite, mediante uma

definição da evolução temporal do setor virtual, o tratamento da dinâmica nos fenômenos

termodinâmicos.

Numa prescrição simplificada, a dinâmica dos graus de liberdade do setor virtual pode

ser tomada como uma cópia daquela do setor f́ısico a menos de um sinal negativo. O

hamiltoniano total então é

Ĥ = H − H̃ . (2.44)
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Modos virtuais carregam portanto energia negativa: a conservação da energia total se

expressa na troca de modos entre o setor f́ısico e o reservatório térmico.

2.2 Transformações de Bogoliubov enquanto Trans-

formações Canônicas

Existem 3 tipos de transformação de Bogoliubov. Nesta seção realizamos a exposição

destas transformações enquanto exemplos de transformações canônicas no espaço de Fock

donde, seguem naturalmente parametrizações interessantes (funções trigonométricas e

trigonométricas-hiperbólicas).

2.2.1 Estados Coerentes

A transformação de Bogoliubov mais simples é a que caracteriza o chamado estado

coerente e consiste de uma translação simples por uma constante complexa (c-number)

que deixa trivialmente as relações de comutação inalteradas

a −→ α (θ) = a+ f (θ) (2.45)

a† −→ α† (θ) = a† + f † (θ) (2.46)

implica [
α (θ) , α† (θ)

]
= 1 . (2.47)
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2.2.2 Squeezed States

Os Squeezed States de um modo são caracterizados pela transformação canônica que

”mistura”o operador criação com o destruição. Para bósons

[
a, a†

]
= 1 (2.48)

a −→ α (θ) = ua+ va† (2.49)

a† −→ α† (θ) = u∗a† + v∗a (2.50)

[
α (θ) , α† (θ)

]
= uu∗

[
a, a†

]
+ vv∗

[
a†, a

]
= 1 (2.51)

logo,

u2 (θ)− v2 (θ) = 1 (2.52)

donde

α (θ) = cosh (θ) a− sinh (θ) a† ; (2.53)

α† (θ) = cosh (θ) a† − sinh (θ) a . (2.54)

Construção similar segue no caso fermiônico

u2 (θ) + v2 (θ) = 1 (2.55)

logo

α (θ) = cos (θ) a− sin (θ) a† ; (2.56)

α† (θ) = cos (θ) a† − sin (θ) a . (2.57)

2.2.3 2-Mode Squeezed States

A extensão para o sistema de 2 modos, que é de particular importância na construção

TFD, é imediata e observa apenas a mistura entre dois tipos de osciladores (que na cons-

trução TFD representam o setor f́ısico e o setor virtual do Espaço de Hilbert duplicado).
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No caso bosônico tem-se

α (θ) = cosh (θ) a− sinh (θ) ã† (2.58)

α̃ (θ) = cosh (θ) ã− sinh (θ) a† (2.59)

α† (θ) = cosh (θ) a† − sinh (θ) ã (2.60)

α̃† (θ) = cosh (θ) ã† − sinh (θ) a (2.61)

e no caso fermiônico têm-se

α (θ) = cos (θ) a− sin (θ) ã† (2.62)

α̃ (θ) = cos (θ) ã− sin (θ) a† (2.63)

α† (θ) = cos (θ) a† − sin (θ) ã (2.64)

α̃† (θ) = cos (θ) ã† − sin (θ) a (2.65)

Na construção TFD [7], [8], aos modos de Fourier dos campos f́ısicos ak, a
†
k se adiciona

um setor não-f́ısico ãk, ã
†
k que representa excitações do reservatório térmico. Mediante

a transformação de Bogoliubov de dois modos misturando osciladores de mesmo valor

de k gerada pelo gerador Gk(β), o vácuo transformado |0(β)〉〉 , é tal que resulta em

médias quânticas de operadores transformados do setor f́ısico que podem ser interpretadas

como médias térmicas cuja temperatura é definida pelo parâmetro da transformação de

Bogoliubov.

Uma das principais vantagens desta técnica de termalização consiste no fato de que

o parâmetro temporal é preservado de modo que é posśıvel tratar a evoluo temporal de

uma teoria à temperatura finita.
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Caṕıtulo 3

D-branas térmicas Magnetizadas em

Compactificações Toroidais no

Formalismo TFD Generalizado

3.1 Introdução

O entendimento dos estados de fronteira (D-Branas) em compactificações toroidais (R(1,p)×

T d−p−1) (p dimensões espaciais extendidas, d-p-1 compactificadas num toro e 1 dimensão

temporal) é importante tanto do ponto de vista do desenvolvimento fundamental da teoria

de cordas quanto para as suas aplicações. D-branas em R(1,p)×T d−p−1 são de importância

fundamental para a teoria de cordas uma vez que esta geometria com fluxos representa um

dos poucos cenários onde é posśıvel definir as cordas perturbativamente e as condições

de fronteira serem resolvidas exatamente. Os sistemas de D-Branas magnetizadas em

compactificações toroidais podem ainda ser usadas na ”engenharia de configurações de

D-Branas”que suportam campos de gauge quirais em 4 dimensões estendidas [9]. As D-

Branas enroladas nos ciclos da seção compactificada T d−p−1 suportam grávitons em R(1,p)

através do mecanismo de Kaluza-Klein o qual é bastante útil para se fazer contato com os
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cenários de mundos de brana (Brane-Worlds). Resultados importantes já foram obtidos

neste sentido, entre os quais podemos citar: a contrução de várias extensões do modelo

padrão com 3 gerações de férmions quirais através das configurações de D9-Branas em

orbifolds [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17]; a estabilização dos moduli com flu-

xos [18],[19]; a repercussão dos instantons e a métrica de Kähler nos multipletes quirais

[20], [21], [22], [23]. Estes resultados estabelecem relações importantes entre teorias de

campos em 4 dimensões e a fenomenologia das teorias de cordas. (Para mais detalhes

sobre como as extensões do modelo padrão podem ser obtidas de D-Branas magnetizadas

e vários exemplos ver [24] e suas referências. O enrolamento das D-Branas nos seis ci-

clos do espaço 10-dimensional representam um ingrediente fundamental nestes exemplos.

D-Branas maximais magnetizadas em toros foram recentemente constrúıdas em [25],[26],

[27] seguindo o método de [28] e [29]. (Uma análise detalhada da estrutura topológica dos

estados de fronteira em fibrados com grupos de gauge U(N) foi feita em [26] e a dualidade

T foi analisada em [30]). Além disso, um estudo generalizado de campos quânticos em

compactificações toroidais foi realizado em [31].

A existência de uma estrutura microscópica das D-Branas magnetizadas sugere que

estes objetos devem possuir uma termodinâmica intŕınseca gerada pelas excitações das

cordas fechadas que condensam no volume de mundo da Brana. Neste caṕıtulo, o nós

nos propomos explorar a termodinâmica das Branas por meio da construção de D-Branas

térmicas em R(1,p) × T d−p−1 e do cálculo de sua entropia mediante a hipótese de eqúıbrio

termodinâmico local. A técnica para se construir os estados de D-Branas à temperatura

finita a partir de estados de fronteira à temperatura zero foi sistematicamente desenvol-

vida em [32], [33], [34],[35] e [36] e seus vários aspectos foram revisados e discutidos em

[37], [38], [39], [40] e [41]. Tal método baseia-se na abordagem já mencionada da como

Dinâmica de Campos Térmicos (Thermo Field Dynamics - TFD) aplicada às teorias de

campos à temperatura zero e já foi aplicado às teorias de cordas e à teoria de campos

de cordas em [42], [43], [44], [45], [46], [47], [48], [49], [50], [51], [52], [53], [54] e mais
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recentemente em [55], [56], [57], [58], [59]. Neste contexto, as D-Branas térmicas são

definidas como os estados de fronteira da corda fechada térmica, que por sua vez, é ob-

tida da corda à temperatura zero por meio de uma transformação de Bogoliubov térmica

sobre os osciladores da corda. As funções termodinâmicas das D-Branas em equiĺıbrio

são definidas como valores esperados dos correspondentes operadores da corda térmica

no estado de fronteira. As propriedades estat́ısticas das cordas na presença de D-Branas

já foram discutidas na literatura no contexto do formalismo de integrais de trajetórias

[62], [63], [64], [65]. Entretanto a abordagem TFD à termodinâmica de D-Branas possui

a vantagem de que estados de D-Brana térmicos podem ser explicitamente contrúıdos de

modo semelhante à forma como se controem os estados na teoria à temperatura zero e

observáveis estat́ısticos podem ser calculados como valores esperados de operadores nestes

estados. Isto pode ser usado, por exemplo, para identificar os setores onde as simetrias

são quebradas devido a efeitos térmicos (ver, por exemplo, [35].

A fim de se obter os estados de D-Branas térmicas em R(1,p)×Td−p−1, o método geral

previamente desenvolvido para D-Branas em R(1,d) deve ser modificado devido aos modos

zero não-triviais que aparecem do enrolamento das cordas fechadas no setor toroidal. O

modo zero, ou setor topológico, introduz um fator dependente da temperatura no vácuo

térmico da corda. Nós mostramos que a termalização dos modos enrolados (winding mo-

des) é diferente dos osciladores da corda e leva ao aparecimento de produtos de funções

de Jacobi na função de partição, diferenciando-se portanto dos usuais produtos de dis-

tribuições de Bose-Einstein associados aos operadores de criação/aniquilação bosônicos.

Como consequência, o vácuo do setor topológico da corda térmica bem como sua entro-

pia não corresponde ao objetos da teoria à temperatura zero transformado pela ação do

operador de Bogoliubov. Entretanto, nós mostramos que o mapa pode ainda pode ser

estabelecido na forma operatorial mediante uma construção formal da álgebra (de Hei-

senberg) de operadores de criação e aniquilação para o número de voltas e o momento do

centro de massa ao longo da seção compactificada.
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A termodinâmica intŕınseca às D-Branas magnéticas pode ser calculada sem qualquer

campo de matéria. Entretanto, os campos de fundo neste tipo de sistema são necessários

na estabilização dos moduli e no cancelamento dos tadpoles. Portanto nós consideramos

o fundo genérico composto de configurações constantes do campo de Kalb-Ramond (KR)

e do campo de gauge abeliano. Nós ainda impomos a hipótese simplificadora de que

estes campos são frios, isto é, os valores médios das quantidades térmicas das cordas

recebem destas configurações as mesmas contribuições que à temperatura zero. O caso

mais geral quando os fluxos são termalizados em consequência da interação com as cordas

termalizadas deve ser estudado posteriormente.

Neste caṕıtulo, na seção 2 nós primeiramente revisamos a construção dos estados de D-

Branas enroladas em compactificações toroidais à temperatura zero seguindo a exposição

de [25]. O setor topológico destes estados, isto é, aquele correspondente às voltas das

cordas fechadas e o momento do centro de massa nos ciclos de T d−p−1 é dado no caso de

um par de ciclos (i, j) ao qual corresponde um espećıfico setor do espaço de Hilbert H(i,j).

Nós generalizamos esta solução para o espaço de Hilbert total incluindo todos os ciclos

do toro. Uma vez que estamos interessados apenas nos graus de liberdade f́ısicos, nós

escolhemos trabalhar no gauge do cone de luz e nas coordenadas do cone de luz em R(1,p).

Na seção 3 nós constrúımos o vácuo térmico f́ısico e os operadores de Bogoliubov para

a corda bosônica. Os modos-zero não triviais mostram-se consequência do enrolamento

das cordas fechadas nos ciclos da seção compactificada e da interação entre a corda e

o campo de KR de fundo. Nós mostramos que os termos topológicos introduzem um

fator dependente da temperatura no vácuo térmico mas deixa inalterada a forma dos

operadores de Bogoliubov para os modos de oscilação da corda. Entretanto o parâmetro

térmico é modificado com a inclusão de um parâmetro proporcional ao raio t́ıpico da

compactificação. Em seguida nós generalizamos o formalismo TFD para os campos da

corda em T d−p−1 de forma consistente com a invariância translacional da folha-mundo da

corda em R(1,p) × T d−p−1. O mapa entre o vácuo térmico e o vácuo à temperatura zero é
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dado na forma operatorial. No setor R(1,p) o mapa é reduzido ao produto de operadores de

Bogoliubov. No setor T d−p−1 por outro lado, surge um novo operador que nós escrevemos

na forma de um produto de operadores de criação e aniquilação para o númeor de modos

de enrolamento além do momento do centro de massa ao longo das direções compactas.

Usando esta construção é posśıvel definir o operador entropia e proceder com seu cálculo e

o da energia livre da corda fechada tanto no setor de osciladores quanto no setor topológico.

Na seção 4 nós constrúımos o estado de D-Branas magnéticas termalizadas por meio da

aplicação do formalismo TFD generalizado desenvolvido na seção 3 e então calculamos a

entropia da D-Brana.

3.2 D-Branas magnéticas a T = 0

Consideramos uma corda bosônica em R(1,p)×T d−p−1 em presença de um campo de gauge

abeliano Aµ e da 2-forma de Kalb-Ramond Bµν e seja Gµν = {ηab, Gij} a métrica do espaço

alvo. Onde ηab é a métrica de Minkowski R(1,p) e Gij é a métrica da seção toroidal T d−p−1.

Com isso, usamos a seguinte convenção de ı́ndices

µ, ν = 0, ..., d− 1 ∈ R(1,p) × T d−p−1 ,

a, b = 0, ..., p ∈ R(1,p) ,

i, j = p+ 1, ..., d ∈ T d−p−1 .

Seguindo a notação usual, denotamos as coordenadas da corda bosônica por Xµ (τ, σ).

Os graus de liberdade f́ısicos são fixados mediante a escolha de calibre do cone de luz

X+ = α′p+τ no espaço alvo. Uma vez fixado o calibre, os ı́ndices correm apenas nas

direções transversas a, b = 2, ..., p ˜ R(1,p) e µ, ν = 2, ..., d− 1 ˜ R(1,p) × T d−p−1.

A dinâmica clássica da corda bosônica pode ser derivada do seguinte funcional de ação

S =
−1

4πα′

∫
d2σ

(
ηαβGµν + εαβBµν

)
∂αX

µ∂βX
ν , (3.1)
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onde α, β = 0, 1 , σα ˜ (τ, σ) e εαβ é o śımbolo completamente anti-simétrico em duas

dimensões com ε01 = 1. As equações de movimento e condições de fronteira para o caso

da corda fechada que emergem da ação (3.1) são respectivamente

�Xµ = 0 (3.2)

Xµ (τ, σ + π) = Xµ (τ, σ + π) + 2πRimiδµi . (3.3)

Onde Ri é o raio de compactificação da coordenada X i. As soluções do problema de

fronteira podem admitir a seguinte decomposição de Fourier

Xa (τ, σ) = xa + 2α′paτ + i

√
α′

2

∑
n6=0

1

n

[
âane

−2in(τ−σ) + b̂ane
−2in(τ+σ)

]
, (3.4)

Xj (τ, σ) = xj +
√
α′
[
2m̂jσ + 2Gjk

(
n̂k −Bklm̂

l
)
τ
]
pjτ

+ i

√
α′

2

∑
n6=0

1

n

[
âjne

−2in(τ−σ) + b̂jne
−2in(τ+σ)

]
(3.5)

onde n̂k é o operador de número associado aos modos do centro de massa e m̂j ∈ Z é

o operador que contabiliza o número de voltas da corda ao longo da direção compacta

j . No que segue, nós procedemos com a normalização dos operadores da corda como

operadores de criação/aniquilação usuais

âµm =
√
mα̂µm , âµ−m =

√
mα̂µ†m (3.6)

b̂µm =
√
mβ̂µm , b̂µ−m =

√
mβ̂µ†m (3.7)

para todo m > 0 . O espaço de Hilbert f́ısico é o produto tensorial dos espaços de Hilbert

de todos os modos da corda fatorados pela condição de level-matching (invariância sob

translações ao longo de σ)

Gµν

[
n̂µm̂ν +

∑
n>0

n
(
α̂†µn α̂

ν
n − β̂†µn β̂νn

)]
|Ψphys〉 = 0 (3.8)

onde os operadores n̂µ e m̂ν são zero ao longo das direções estendidas. As unidades foram

escolhidas de modo que o quadrado do número de voltas contabilize a energia da corda
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em múltiplos do comprimento t́ıpico da corda εs = l−1
s =

(√
α′
)−1

. O hamiltoniano total

é dado pela soma das contribuições advindas do setor toroidal e do setor estendido. Se

escolhemos o referencial do centro de massa em Rp−1, os hamiltonianos são

ĤR =
1

2

∑
n6=0

n :
(
α̂†an α̂

a
n + β̂†an β̂

a
n

)
: ; (3.9)

ĤT =
1

2
√
α′

[
Gijm̂

im̂j +
(
n̂i −Bikm̂

k
)
Gij
(
n̂j −Bjlm̂

l
)]

+
Gij

2

∑
n6=0

n :
(
α̂†in α̂

j
n + β̂†in β̂

j
n

)
: . (3.10)

Como observado em [28], a fim de se obter o número correto de graus de liberdade do

estado de fronteira supersimétrico nas direções compactas, é necessário tomar ĤT /2 no

hamiltoniano total.

O estado de D-Brana bosônica magnetizada |B〉 é definido pelas condições de fronteira

no espaço de Hilbert da corda fechada. As condições de fronteira para o modo zero são

dadas por

p̂a |B〉 = 0 ,
(
n̂i − 2πα′qFijm̂

j
)
|B〉 = 0 (3.11)

onde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Os campos da corda, por sua vez, se acoplam com o objeto

invariante de calibre

Bµν = Bµν − 2πα′qFµν . (3.12)

A invariância dos campos de calibre sob translações ao longo dos ciclos toroidais im-

plica que as componentes do tensor intensidade de campo nestas direções sejam números

inteiros Fij ∈ Z [27] e [28]. Este acoplamento determina as condições de fronteira para os
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osciladores em termos de operadores de criação/aniquilação[
(1 + B)ab α̂

b
n + (1 + B)Tab β̂

†b
n

]
|B〉 = 0 (3.13)[

(1 + B)ab α̂
†b
n + (1 + B)Tab β̂

b
n

]
|B〉 = 0 (3.14)(

εijβ̂
j
n + εTijα̂

†j
n

)
|B〉 = 0 (3.15)(

εijβ̂
†j
n + εTijα̂

j
n

)
|B〉 = 0 (3.16)

onde n > 0 e εij = (G−B)ij. A solução das equações (3.13) e (3.14) pode ser fatorada

da seguinte forma

|B〉 = |B〉Rosc ⊗ |B〉
T
osc ⊗ |B〉

T
top . (3.17)

Os estados |B〉Rosc e |B〉Tosc são gerados apenas por osciladores e já são conhecidos na

literatura [68] e [69]:

|B〉Rosc = Np−1 (B)

(
∞∏
n=1

e−α̂
†a
n Mabβ̂

†b
n

)
|0〉osc , (3.18)

|B〉Tosc = Nd−p−1 (B)

(
∞∏
n=1

e
−α̂†in Gik(ε−1)

kl
(ε−1)

lj
β̂†jn

)
|0〉osc , (3.19)

onde as constantes de normalização Np−1 (B) e Nd−p−1 (B) dependem dos campos de fundo

e da tensão da brana e podem ser calculados a partir do diagrama do cilindro interpretado

nos canais aberto e fechado da corda. O setor topológico |B〉Ttop do estado de fronteira é

uma solução da equação (3.11) e possui a seguinte forma

|B〉Ttop =
d−1∏
i=p+1

∑
ni,mi

δ
(
ni − 2πα′F ki

i mki

)
|ni〉 |mi〉 . (3.20)

Daqui em diante nós usaremos a seguinte normalização dos auto-valores dos operadores

momento e do número de voltas:

〈pa|
∣∣p′b〉 = 2πδabδ (p− p′) ,

〈ni|
∣∣n′j〉 =

(
2π
√
α′
)1/2

δni,n′j ,〈
mi
∣∣ ∣∣m′j〉 =

(
2π
√
α′
)1/2

δm
i,m′j . (3.21)

É interessante notar que (3.20) generaliza o estado contrúıdo em [25] o qual satisfaz a

equação (3.11) em apenas duas direções do toro. O estado de Dp-Brana plana mais geral

é desta forma obtido para p = d− 1.
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3.3 Termodinâmica da corda fechada em R(1,p)×T d−p−1

Os estados de fronteira da equação (3.17) descrevem condensados dos modos das cordas

em R(1,p)×T d−p−1. O nosso principal objetivo é calcular as D-branas magnéticas termali-

zadas e estudar suas propriedades termodinâmicas. Para isto, faz-se necessário generalizar

o método desenvolvido em [32], [33] e [34] o qual tem sido usado no estudo das D-branas

termalizadas em espaços completamente extendidos ao contexto das compactificações to-

roidais. É importante mencionar que este método por si só já generaliza a construção

TFD a cordas fechadas e é o único conhecido que proporciona uma construção expĺıcita

dos estados de vácuo térmico e estados de fronteira térmicos.

No formalismo TFD, as propriedades termodinâmicas das D-Branas em variedades

planas são estudadas na interação do sistema f́ısico com um reservatório térmico. Esta

interação, chamada de termalização, é descrita em termos dos operadores de Bogoliubov

que atuam no espaço de Hilbert total da corda, o qual é dado pelo produto tensorial do

espaço de Hilbert da corda fechada com uma cópia térmica da corda original denotada

por um til. A corda til descreve os graus de liberdade do reservatório que interagem,

um a um, com os graus de liberdade da corda f́ısica [7]. O operador de Bogoliubov

mapeia o espaço de Hilbert total no espaço de Hilbert térmico que por sua vez possui uma

estrutura de espaço de Fock; ou seja, os estados térmicos podem ser obtidos mediante a

atuação de operadores de criação e aniquilação sobre o estado de vácuo térmico |0 (β)〉〉

[7]. Entretanto, no caso da D-Brana magnética termalizada em R(1,p)×T d−p−1 há um setor

topológico extra do espaço de Hilbert da corda fechada como exposto na seção precedente.

Não há prescrição de termalização de modos topológicos conhecida na literatura TFD ,

por este motivo, o objetivo desta seção é o de generalizarmos o método TFD para a corda

em R(1,p) × T d−p−1 e então determinar o operador térmico que realiza a termalização do

setor topológico. Nós iremos calcular o vácuo térmico da corda fechada em presença

de configurações constantes do campo de KR e campo de gauge abeliano partindo dos
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prinćıpios da construção TFD.

3.3.1 O vácuo térmico da corda fechada

No formalismo TFD, o vácuo térmico de um sistema f́ısico genérico em equiĺıbrio termo-

dinâmico é definido postulando-se que para qualquer observável Â , a média estat́ıstica

calculada no ensemble canônico é dada pelo valor esperado de Â no estado de vácuo

térmico 〈
Â
〉

= Z−1 (βT )Tr
[
Âe−βT Ĥ

]
= 〈0 (βT )| Â |0 (βT )〉 (3.22)

onde βT = 1/kBT e kB é a constante de Boltzmann.

O vácuo térmico da corda em R(1,p) × T d−p−1 pode ser obtido generalizando-se a

prescrição TFD como segue. Uma vez que em (3.22) o traço é tomado sobre todos os

estados f́ısicos do sistema em consideração, no caso da teoria de cordas esta relação deve

ser modificada de modo a gerar um estado térmico a partir de apenas estados f́ısicos. A

modificação consiste em impor o v́ınculo de que o traço seja tomado apenas sobre estados

que satisfaçam a condição de level-matching. Esta condição é necessária e suficiente no

caso da corda bosônica e no caso da corda supersimétrica no formalismo de Green-Schwarz

[32], [35], [36], [57] e [59]. A generalização de (3.22) a uma construção do vácuo térmico

a partir de estados f́ısicos mostra-se

〈
Â
〉

= Z−1 (βT )
√
α′
∫ 1

0

dλTr
[
e−βT Ĥ(pa, N, M, Nosc)+2πiP̂ Â

]
=
√
α′
∫
dp−2p

∫ 1

0

dλ 〈0 (βT , λ, p
a)| δ

(
P̂ = 0

)
Â |0 (βT , λ, p

a)〉 . (3.23)

A atuação do operador momento do centro de massa da corda P̂ = L̂l0 − L̂r0 sobre os

estados é definida pela relação (3.8). O traço sobre P̂ envolve a integral sobre o multipli-

cador de Lagrange λ e a soma sobre os ı́ndices vetoriais no setor f́ısico do espaço de Hilbert

[35],[55]. A mesma integral deve ser tomada no lado direito da relação (3.23) onde o vácuo
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da corda térmica depende da variável λ. O hamiltoniano da corda Ĥ (pa, N, M, Nosc) é

dado pela soma dos dois operadores de (3.9) e (3.10). A função de partição da corda é o

traço do operador identidade

Z (βT ) =
√
α′
∫
dp−2p

∫ 1

0

dλTr
[
e−βT Ĥ(pa, N, M, Nosc)+2πiP̂

]
. (3.24)

O vácuo da corda térmica |0 (βT , λ, p
a)〉 pertence ao espaço de Hilbert total

H tot
phys = Hphys ⊗ H̃phys . (3.25)

O vácuo térmico f́ısico |0 (βT , p
a)〉 resulta então da projeção de |0 (βT , λ, p

a)〉 no

subespaço de estados f́ısicos do espaço de Hilbert. As projeções de H em Hphys e de H̃ em

H̃phys são dadas pela condição de level-matching tanto para a corda f́ısica quanto para a

corda til (reservatório térmico). Para simplificar a notação, nós introduzimos a convenção

de multi-́ındices: M e N representam todos os momentos e número de voltas compactos

respectivamente, enquanto Nosc representa todos os rótulos de osciladores tanto à esquerda

quanto à direita ao longo de todas as direções de R(1,p) e T d−p−1:

|N〉 =

d−p−1⊗
i=1

|ni〉 ; |M〉 =

d−p−1⊗
i=1

∣∣mi
〉

; |Nosc〉 =
∞⊗

n1, n2, ...=1

|n1, n2, ...〉 (3.26)

onde

n̂i |ni〉 = ni |ni〉 , m̂i
∣∣mi
〉

= mi
∣∣mi
〉
. (3.27)

Os estados da corda são dados por produtos tensoriais da forma

|N,M,Nosc〉 = |N〉 |M〉 |Nosc〉 . (3.28)

O estado |0 (βT , p
a)〉 pode ser obtido da segunda igualdade em (3.22). A fim de com-

putar a integral sobre λ a partir do traço, é necessário escolher uma forma expĺıcita

para a métrica. A seguir nós escolhemos T d−p−1 plano de modo que a métrica fica

Gµν =
(
δab,

R2

α′
δij

)
com R sendo o raio t́ıpico da compactificação. Sem perda de ge-

neralidade nós trabalhamos no referencial do centro de massa da corda em R(1,p) de modo
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que |0 (βT , p
a)〉|c.m. = |0 (βT )〉. Após algumas manipulações algébricas simples a relação

(3.22) toma a seguinte forma

〈0 (βT )| δ
(
P̂ = 0

)
Â |0 (βT )〉 = Z−1 (βT )

√
α′∑

N, M, Nosc

e−βTE(N, M, Nosc)

∫ 1

0

dλe2πiλPAN, M, Nosc; N, M, Nosc . (3.29)

Onde a notação AN, M, Nosc; N, M, Nosc se refere aos elementos de matriz do operador Â

nos correspondentes estados da corda. Os autovalores do hamiltoniano E (N, M, Nosc)

apresentam a seguinte forma

E (N, M, Nosc) =
R2

2 (α′)3/2

[
m2 + (n−Bm)2]

+
1

2

∑
n>0

(
ER
l,n + ER

r,n

)
+
R2

2α′

∑
n>0

(
ET
l,n + ET

r,n

)
, (3.30)

onde a energia dos osciladores à esquerda e à direita é E∗ = nN∗,n com ∗ = l, r. A energia

dos modos zero é dada pelo primeiro termo de (3.30). A equação (3.29) define o vácuo

térmico f́ısico e deve valer para qualquer observável Â.

O vácuo térmico pode ser obtido de (3.29) da seguinte forma. Primeiramente notamos

que a integral sobre λ pode ser vista como a representação integral de uma função delta

dependente de multi-variáveis que, por sua vez, pode ser escrita em termos de funções

ortogonais

ΨE (λ) =
1√
2π
e−2πiEλ ,

∫ 1

0

dλΨ∗E (λ) ΨE′ (λ) =
1

2π
δE,E′ . (3.31)

Quando estas relações são aplicadas aos modos à esquerda e à direita, chega-se à

condição de level-matching a qual deveria aparecer nos elementos de matriz de Â no lado

direito de (3.29) após realizada a integração em λ. Em seguida nós decompomos o vácuo

da corda térmica na base de Fock tensorada com o setor do espaço de estados f́ısicos que

representa os momentos e os números de voltas nas direções compactas [7]

|0 (βT )〉〉 =
∑

N, M, Nosc

[f (βT )]N, M, Nosc
|N,M,Nosc〉 |N,M,Nosc〉˜ (3.32)
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onde [f (βT )]N, M, Nosc
são coeficientes complexos. Por substituição de (3.32) em (3.29), é

posśıvel mostrar que o vácuo térmico possui a seguinte forma

|0 (βT )〉〉 = Z−1 (βT )
∑

N, M, Nosc

exp

[
−βT

2
E (N, M, Nosc)

]
|N,M,Nosc〉 |N,M,Nosc〉˜ .

(3.33)

A função de partição pode ser obtida a partir de (3.24) e da imposição de normalização

do vácuo térmico. Num referencial inercial arbitrário, Z (βT ) pode ser fatorada como

Z (βT ) = Z0 (βT )Ztop (βT )Zosc (βT ) , (3.34)

onde

Z0 (βT ) =

∫
dp−2

〈
k

∣∣∣∣exp

[
−βT

2
α′p̂2

]∣∣∣∣ k〉 , (3.35)

Ztop (βT ) =
∑
N, M

〈
N, M

∣∣∣∣∣exp

[
−βT

R2

2 (α′)3/2

[
m̂2 + (n̂−Bm̂)2]]∣∣∣∣∣N, M

〉
,(3.36)

Zosc (βT ) =
∑
N, M

〈
Nosc

∣∣∣∣∣exp

[
−βT

2

∑
n>0

(
N̂l,n + N̂r,n

)]∣∣∣∣∣Nosc

〉

+

∫ 1

0

dλ
∑
Nosc

∑
N

〈
Nosc

∣∣∣∣∣exp

[
−iπλ

∑
n>0

(
N̂l,n − N̂r,n

)
+

R2

(α′)3/2
Ŵ

]∣∣∣∣∣Nosc

〉
, (3.37)

onde Nosc =
(
NR
osc, N

T
osc

)
, N̂∗,n = N̂R

∗,n + R2

α′
N̂T
∗,n com ∗ = r, l e Ŵ =

∑
i,j δijn̂

im̂j. O

fator Z0 (βT ) é a integral gaussiana sobre os momenta do centro de massa no subespaço

Rp−1. No referencial do centro de massa Z0 (βT ) não dá qualquer contribuição à função de

partição. A integral sobre λ presente em Zosc (βT ) pode ser facilmente calculada usando

as funções ortogonais em (3.31). As somas sobre N =
(
NR
l,n, N

R
r,n, N

T
l,n, N

T
r,n

)
se reduzem

a somas sobre osciladores à esquerda devido à condição de level-matching

R : N l,a
osc = N r,a

osc (3.38)

T : N l,j
osc = N l,j

osc +
12R2W

(d− p− 1) (α′)3/2
(3.39)

para d > p + 1. Para o subespaço plano d = p + 1 tem-se W = 0 já que este é o setor

estendido. Consequentemente Zosc (βT ) possui a seguinte forma

Zosc (βT ) =
∞∏
n=1

(
1− e−βTn

)1−p
(

1− e−βTR2/2α′
)p+1−d

. (3.40)
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A função de partição topológica Ztop (βT ) também pode ser calculada e mostra-se que

ela é dada pela relação

Ztop (βT ) ˜
∑
M

d−1∏
j=p+1

ϑ

(
− iβTR

2

4π (α′)3/2
Cj
km

k;
iβTR

2

2π (α′)3/2

[
2 (d− p) + 22

d− p− 1

])

× exp

[
− βTR

2

2π (α′)3/2

(
m2
j +

(
Bjkm

k
))]

, (3.41)

onde Cj
k = δjk + Bj

k e ϑ (z; τ) é a função teta de Jacobi. Vale ressaltar que Imτ > 0

tanto em d = 10 quanto em d = 26 para d > p + 1 como requerido pela definição da

função teta. Coletando-se os resultados acima e levando-se em consideração as relações

de normalização para os momenta (3.21) é posśıvel inferir que o vácuo térmico é dado por

|0 (βT )〉〉 = (2π)
3−d
2 (α′)

3−2p
4 R

p+1−d
2 (βT )

p−2
2

∞∏
n=1

(
1− e−βTn

)1−p
(

1− e−βTR2/2α′
)p+1−d

×
∑
M

d−1∏
j=p+1

ϑ

(
− iβTR

2

4π (α′)3/2
Cj
km

k;
iβTR

2

2π (α′)3/2

[
2 (d− p) + 22

d− p− 1

])

× exp

[
− βTR

2

2π (α′)3/2

(
m2
j +

(
Bjkm

k
))]−1/2

×
∑

N, M, Nosc

exp

[
−βT

2
E (N, M, Nosc)

]
|N,M,Nosc〉 |N,M,Nosc〉˜ . (3.42)

Alguns comentários são pertinentes neste momento. Uma forma de se compreender a

equação (3.40) vem quando recordamos que a energia do n-ésimo modo em espaços planos

é εn = n. Então pode-se ver que os osciladores do setor toroidal devem ser dados por

ε′n =
R2n

2α′
, ∀n > 0.

Outra interpretação da relação (3.40) é a de que os modos da corda no toro se com-

portam como se estivessem em presença de uma temperatura efetiva T ′ = 2α′T/R2.

Certamente este não é o caso já que a corda como um todo deve está em equiĺıbrio ter-

modinâmico. Entretanto é importante compreender esta questão pois o maior problema
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relacionado à termalização dos modos da corda em R(1,p) × T d−p−1 , ou seja, a terma-

lização dos osciladores da corda, é resolvido pela relação (3.42). De fato, é posśıvel ver

em (3.40) que o mapa dos modos da corda à temperatura zero nos modos da corda à

temperatura finita é realizado pelos operadores de Bogoliubov. Ao longo das direções

R(1,p) os operadores de Bogoliubov são os do espaço plano

Ĝ (βT ) =
∞∑
n=1

d−1∑
µ=2

Ĝµ
n (βT ) , Ĝµ

n (βT ) = Ĝµ
l,n (βT ) + Ĝµ

r,n (βT ) (3.43)

Ĝµ
l,n (βT ) = −iθn (βT )

(
α̂µ†n ̂̃αµ†n − α̂µn̂̃αµn) , (3.44)

Ĝµ
r,n (βT ) = −iθn (βT )

(
β̂µ†n
̂̃βµ†n − β̂µn ̂̃βµn) . (3.45)

A função θn (βT ) depende da temperatura e da frequência. Portanto possui a mesma

forma tanto em R(1,p) quando em Td−p−1 , a dizer,

cosh θn (βT ) =
(
1− e−βTn

)−1/2
. (3.46)

Entretanto, para a sub-variedade Td−p−1 o argumento de θn (βT ) deve ser substitúıdo

por θn (βTR
2/2α′). A forma da função θn (βT ) dada pela relação (3.46) permanece inalte-

rada sob a multiplicação da variável de temperatura pelo fator R2/2α′. Disto segue que

a fim de termalizar os modos da corda em R(1,p) × T d−p−1 basta aplicar o mesmo método

válido no espaço plano estendido com com a diferença de que a temperatura é reescalada

na seção compactificada.

O segundo problema importante de ser considerado no sistema da corda em R(1,p) ×

Td−p−1 é o da termalização dos modos topológicos, processo que não é definido dentro do

formalismo TFD usual. De fato, na abordagem TFD a termalização repousa na estru-

tura do espaço de Fock do espaço de Hilbert associado aos osciladores ao passo que tal

estrutura não existe no setor topológico. A partir de (3.42) é posśıvel notar que o setor

topológico não é mapeado na representação de estados térmicos por uma transformação

de Bogoliubov. É posśıvel fatorar o vácuo térmico como

|0 (βT )〉〉 = β
p−2
2

T |0 (βT )〉〉top
∑
Nosc

e
−βT

2
E(Nosc) |Nosc〉 |Nosc〉˜ . (3.47)
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Com a finalidade de encontrar o mapa entre |0〉〉top e |0 (βT )〉〉top nós introduzimos a

seguinte álgebra
{
n̂i, n̂

+
i , n̂

−
i

}
:

[
n̂+
i , n̂

−
j

]
= 0,

[
n̂i, n̂

+
j

]
= n̂+

i δij,
[
n̂i, n̂

−
j

]
= −n̂−i δij (3.48)

com (
n̂+
i

)†
= n̂−i , (n̂i)

† = n̂i . (3.49)

A ação dos operadores acima sobre os estados {|ni〉} é definida pelas seguintes re-

alações:

n̂i |ni〉 = ni |ni〉 (3.50)

n̂+
i |ni〉 = |ni + 1〉 (3.51)

n̂−i |ni〉 = |ni − 1〉 (3.52)

Os operadores n̂+
i e n̂−i portanto criam e destroem respectivamente os quanta de mo-

mento do centro de massa ao longo da direção i com autovalores arbitrários ni ∈ Z. Uma

álgebra idêntica
{
m̂i, m̂

+
i , m̂

−
i

}
pode ser introduzida com a finalidade de descrever o in-

cremento ou decréscimo do número de voltas da corda com os mesmos valores ilimitados.

Consequentemente, o vácuo topológico pode ser escrito como

|0 (βT )〉〉top = Ω̂ (βT ) |0〉〉top, (3.53)

onde

Ω̂ (βT ) = Z
−1/2
top (βT )

∑
N, M

d−1∏
j=p+1

exp

[
−βT

2
E0 (N, M)

] [
n̂±i ̂̃n±i ]|ni| [m̂±i ̂̃m±i ]|mi| , (3.54)

onde para valores negativos de ni e mi nos multi-indices M e N , respectivamente, o último

fator operatorial consta dos n̂−i e similarmente para os m’s. Com isso, o operador Ω̂ (βT )
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mapeia o vácuo topológico à temperatura zero no estado térmico

|0 (βT )〉〉top ∼

{∑
M

d−1∏
j=p+1

ϑ

(
− iβTR

2

4π (α′)3/2
Cj
km

k;
iβTR

2

2π (α′)3/2

[
2 (d− p) + 22

d− p− 1

])

× exp

[
− βTR

2

2π (α′)3/2

(
m2
j +

(
Bjkm

k
))]−1/2

×
∑
N, M

exp

[
−βT

2
E0 (N, M)

]
|N,M〉 |N,M〉˜ , (3.55)

onde a energia do modo zero é

E0 (N, M) =
R2

2 (α′)3/2

[
(m)2 + (n−Bm)2] . (3.56)

Logo, a solução para a termalização do setor topológico da corda é a relação (3.55),

que em última análise segue como consequência do postulado fundamental da construção

TFD, expresso na relação (3.23). A expressão (3.55) representa a generalização do forma-

lismo TFD ao setor topológico das cordas fechadas e define os estados térmicos para os

momenta do centro do massa e números de voltas em Td−p−1 , respectivamente. Ainda,

nós explicitamos a forma do mapa Ω̂ (βT ) entre o vácuo topológico à temperatura zero e

o respectivo estado à temperatura finita em termos da álgebra (3.48). O operador Ω̂ (βT )

representa a generalização do operador de Bogoliubov Ĝ (βT ) ao setor topológico.

3.3.2 Termodinâmica da corda térmica fechada

As variáveis termodinâmicas da corda térmica fechada podem ser calculadas a partir da

função de partição calculada na seção precedente. Entretanto, este procedimento não pode

ser realizado no caso da D-Brana térmica uma vez que na derivação de (3.40) e (3.41)

foi usado apenas o estado de vácuo térmico. Outra possibilidade é calcular as variáveis

termodinâmicas a partir da entropia. Partindo da relação (3.29), basal no formalismo

TFD, a entropia da corda pode ser atribúıda ao valor esperado do operador entropia no
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vácuo térmico

1

kB
S (βT ) = 〈〈0 (βT )| K̂ (βT ) |0 (βT )〉〉, (3.57)

onde |0 (βT )〉〉 é dado pela equação (3.42). A análise da sub-seção anterior mostra que no

referencial do centro de massa, os graus de liberdade da corda organizam-se como uma

soma direta de uma contribuição advinda dos osciladores e uma contribuição topológica,

disto resulta uma entropia aditiva

K̂ (βT ) = K̂osc (βT ) + K̂top (βT ) . (3.58)

De acordo com o método TFD [7], o operador entropia correspondente aos osciladores

da corda K̂osc (βT ) relaciona-se com o operador de Bogoliubov (3.44) e (3.45) pela relação

que segue

e−iĜ(βT ) = e−
1
2
K̂(βT ) exp

[∑
n,µ

(
α̂µ†n ̂̃αµ†n + β̂µ†n

̂̃βµ†n )
]
. (3.59)

A forma expĺıcita do operador K̂ (βT ) pode ser obtida da equação acima e é dada pelas

seguintes relações

K̂osc (βT ) = K̂R
osc (βT ) + K̂T

osc (βT ) (3.60)

K̂R
osc (βT ) = −

p∑
a=2

∞∑
n=0

{(
N̂a
l,n + N̂a

r,n

)
ln

[
e−βTnZn (βT )

e−βTnZn (βT ) + 1

]
− ln

[
e−βTnZn (βT )

]}
(3.61)

K̂T
osc (βT ) = −R

2

2α′

d−1∑
j=p+1

∞∑
n=0


(
N̂ j
l,n + N̂ j

r,n

)
ln

 e−
βTR

2

2α′ nZn

(
βTR

2

2α′

)
e−

βTR
2

2α′ nZn

(
βTR2

2α′

)
+ 1


− ln

[
e−

βTR
2

2α′ nZn

(
βTR

2

2α′

)]}
, (3.62)

onde Zn (βT ) é a função de partição de um único oscilador. Note que a equação (3.60)

define apenas a entropia dos osciladores da corda fechada. Para o reservatório, um opera-

dor semelhante pode ser constrúıdo trocando-se os operadores da corda pelos respectivos

operadores til. Entretanto, uma vez que estamos interessados na entropia da corda, não

é necessário contabilizar a entropia do reservatório. Inserindo a equação (3.61) e (62) em
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(3.57) e com alguma álgebra, é posśıvel mostrar que a entropia dos osciladores da corda

fechada apresenta a seguinte forma:

Sosc (βT ) = (p− 1) kB

∞∑
n=1

[
βTne

−βTnZn (βT )− lnZn (βT )
]

+ (p− d+ 1) kB
R2

2α′

∞∑
n=1

βTR2ne−
βTR

2

2α′ n

2α′
Zn

(
βTR

2

2α′

)
− lnZn

(
βTR

2

2α′

) (3.63)

onde Nn é o autovalor do operador número de modos com frequência n. O fator 2 se deve

à contribuição dos setores à esquerda e à direita respectivamente. Nós notamos que no

raio cŕıtico R0 =
√

2α′ a equação (3.63) reproduz a entropia de d − 2 campos escalares

não-massivos e transversos.

A contribuição do setor topológico à entropia da corda (3.57) , em contrapartida, não

pode ser calculada da mesma forma que a entropia dos osciladores pois não há no forma-

lismo TFD um operador de entropia senśıvel à entropia carregada nos modos topológicos

da corda em Td−p−1 . A seguir procedemos com a construção deste operador. Ou seja,

constrúımos o objeto K̂top (βT ) de modo que

Stop (βT ) = − ∂

∂T
[kBT lnZtop (βT )] = kB〈〈0 (βT )| K̂top (βT ) |0 (βT )〉〉. (3.64)

Usando (3.41) na relação acima chega-se a

K̂top (βT ) = (2πR)p+1−d
[
βT
2
Ĥtop exp

(
βT
2
Ĥtop

)
+ (2πR)p+1−d Ztop (βT ) ln (Ztop (βT )) exp

(
βT Ĥtop

)]
, (3.65)

onde

Ĥtop = Ĥ0 +
R2

2 (α′)3/2
Ŵ , (3.66)

e Ĥ0 representa a parte topológica do hamiltoniano com autovalores E0 (N,M) dados pela

relação (3.56). O valor esperado no vácuo térmico do objeto K̂top (βT ) de fato reproduz

corretamente a entropia topológica

Stop = kB lnZtop (βT ) +
kBβT

2
Z−1
top (βT )

∑
N,M

Etop (N,M) e
−βT

2
Etop(N,M), (3.67)
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onde

Etop (N,M) =
R2

2 (α′)3/2

[
(m)2 + (n−Bm)2]+

R2

2 (α′)3/2
W (3.68)

são os autovalores do operador Ĥtop.

A energia livre da corda fechada térmica pode ser computada como o valor esperado

no vácuo térmico do operador

F̂ (βT ) = Ĥ − 1

βT
K̂ (βT ) , (3.69)

onde K̂ = K̂top + K̂osc e Ĥ = ĤR + ĤT . O cálculo do valor esperado de F̂ (βT ) no vácuo

térmico resulta

F (βT ) = β−1
T

[
(p− 1)

∞∑
n=1

lnZn (βT )

+ (d− p− 1)
R2

2α′

∞∑
n=1

lnZn

(
βTR

2

2α′

)
+ lnZtop (βT )

]
. (3.70)

Novamente se vê que no raio cŕıtico, a energia livre total é a soma da energia livre de

d − 2 campos escalares sem massa e a energia livre topológica para os modos zero. Na

ausência de direções compactas a energia livre é dada apenas pelos modos de oscilação.

3.4 D-Branas Térmicas Magnetizadas

Nesta seção nós derivamos os estados de D-Brana térmica magnetizada em R(1,p)×Td−p−1

aplicando a generalização do formalismo TFD que derivamos da seção anterior. Os estados

de D-Branas (estados de fronteira) em espaços planos não compactos foram definidos em

[32] como sendo os estados no espaço de estados da corda térmica que satisfazem as

condições de fronteira que satisfazem as mesmas condições de fronteira de Dirichlet e

Neumann válidas à temperatura zero. Isto significa impor dois conjuntos de condições

de fronteira: um para os graus de liberdade da corda e outro para os graus de liberdade

do reservatório. A mesma definição pode ser aplicada na geometria R(1,p) × Td−p−1 e os
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estados de D-Branas térmicas magnéticas podem ser calculados. A partir do estado de

fronteira térmico é posśıvel calcular a entropia e a energia livre das D-Branas magnéticas

à temperatura finita como o valor esperado do operador entropia e do operador de energia

livre, respectivamente, no estado de D-Brana térmica magnética.

3.4.1 Estados de D-Branas térmicas magnéticas

A termalização da corda fechada é descrita pelos operadores Ω̂ (βT ) e Ĝ (βT ) que mapeiam

o sistema total à temperatura zero no sistema à temperatura finita, o que implica que

os operadores genéricos da corda Ô passam a ter um atributo de temperatura Ô (βT ) de

acordo com

Ô −→ Ô (βT ) =
[
Ω̂ (βT )⊗ eiĜ(βT )

]
Ô
[
e−iĜ(βT ) ⊗ Ω̂−1 (βT )

]
. (3.71)

No espaço-tempo plano estendido, os estados de D-branas foram definidos por dois

conjuntos de condições de fronteira obtidos da densidade lagrangiana à temperatura finita

e impostas tanto no espaço de Hilbert original da corda quanto no espaço que representa

a cópia térmica [32]. É posśıvel generalizar esta definição às D-branas magnetizadas em

R(1,p) × Td−p−1 e então procurar soluções |B (βT )〉〉 das seguintes equações :

p̂a (βT ) |B (βT )〉〉 = 0, (3.72)(
n̂i − 2πα′qFijm̂

j
)

(βT ) |B (βT )〉〉 = 0, (3.73)[
(1 +B)ab α̂

†b
n (βT ) + (1 +B)Tab β̂

b
n (βT )

]
|B (βT )〉〉 = 0, (3.74)[

(1 +B)ab α̂
b
n (βT ) + (1 +B)Tab β̂

†b
n (βT )

]
|B (βT )〉〉 = 0, (3.75)[

εijα̂
†j
n (βT ) + εTijβ̂

j
n (βT )

]
|B (βT )〉〉 = 0, (3.76)[

εijα̂
j
n (βT ) + εTijβ̂

†j
n (βT )

]
|B (βT )〉〉 = 0, (3.77)

para todo n > 0. Nas equações acima os operadores à temperatura finita foram obtidos

mediante a aplicação do mapa (3.71) aos operadores de fronteira nas equações (3.11) e

35



(3.13)− (3.16). Equações similares podem ser escritas para os operadores da corda til. A

fim de resolver o conjunto de equações acima, primeiramente notamos que a solução pode

ser fatorada tal como

|B (βT )〉〉 = |B (βT )〉〉top ⊗ |B (βT )〉〉osc . (3.78)

Donde pode-se mostrar que |B (βT )〉〉top e |B (βT )〉〉osc podem ser escritos em termos

do estado de D-brana à temperatura zero de acordo com

|B (βT )〉〉top = Ω̂ (βT ) |B〉〉Ttop = Ω̂ (βT ) |B〉〉Ttop
∣∣∣B̃〉〉Ttop, (3.79)

|B (βT )〉〉osc = eiĜ(βT ) |B〉〉osc = eiĜ(βT ) |B〉〉osc
∣∣∣B̃〉〉osc, (3.80)

onde |B〉〉Ttop e |B〉〉osc = |B〉〉Rosc |B〉〉Tosc pertencem, respectivamente, ao espaço de Hilbert

total à temperatura zero e representam duas cópias dos estados dados nas equações (3.20)

e (3.18) e (3.19). As relações (3.79) e (3.80) representam o mapeamento da D-brana mag-

netizada desde o espaço de Hilbert à temperatura zero na D-brana magnética termalizada

no espaço de Hilbert da corda fechada térmica. Com alguma álgebra encontra-se a solução

do sistema (3.72)− (3.77)

|B (βT )〉〉 = N2
p−1 (B)N2

d−p−1 (B)
d−1∏
i=p+1

∑
ni

δ
ni−2πα′F

ki
i mki

[
n̂±i ̂̃n±i ]|ni| (βT )

[
m̂±i ̂̃m±i ]|mi| (βT )

⊗

{
∞∏
n=1

exp

[
−
(
α̂†an (βT )Mabβ̂

†b
n (βT ) + ̂̃α†an (βT ) M̃ab

̂̃β†bn (βT )

)]}
|0 (βT )〉〉Rosc

⊗

{
∞∏
n=1

exp

[
−R

2

α′

(
α̂†in

(
βTR

2

2α′

)
Sijβ̂

†j
n

(
βTR

2

2α′

)
+̂̃α†in (βTR2

2α′

)
Sij
̂̃β†jn (βTR2

2α′

))]} ∣∣∣∣0(βTR2

2α′

)〉〉T

osc

(3.81)

onde Sij = (ε−1)
l
i

(
εT
)
lj

. A relação acima representa a D-Brana magnética termalizada e

mostra que a D-brana magnética à temperatura finita é um vetor que mora no espaço de

Hilbert térmico total. Na ausência de setor topológico (todas as direções extendidas) e com

d = p+1 o estado acima se reduz ao estado de D-Brana térmica já conhecido na literatura

[32] e [33]. É instrutivo notar que os campos de fundo em (3.81) não são termalizados,
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isto é, os valores médios dos correspondentes estados de cordas são tomados iguais aos

que ocorrem à temperatura zero. Consequentemente, pode-se afirmar que Mab = M̃ab

e εij = ε̃ij. Assim como os demais estados de cordas, não há interpretação simples de

|B (βT )〉〉 em termos de D-branas magnéticas à temperatura zero.

3.4.2 Termodinâmica de D-branas magnetizadas

As propriedades termodinâmicas das D-Branas magnetizadas à temperatura finita podem

ser derivadas de sua entropia. A entropia e a energia livre das D-branas térmicas são

definidas como valores esperados dos operadores K̂ e F̂ , constrúıdos na seção 3, no estado

|B (βT )〉〉:
1

kB
SD (βT ) = 〈〈B (βT )| K̂ (βT ) |B (βT )〉〉. (3.82)

Dáı ainda é posśıvel escrever

SD (βT ) = SD (βT )(osc) + SD (βT )(top) (3.83)

SD (βT ) = SR
D (βT ) + ST

D (βT ) . (3.84)

Os cálculos são longos mas simples. O principal detalhe técnico envolve o fato de que

a transformação de bogoliubov pode ser linearizada [7]:

α̂an =
√
Zn (βT )α̂an (βT ) +

√
Zn (βT )− 1̂̃α†an (βT ) , (3.85)

α̂†an =
√
Zn (βT )α̂†an (βT ) +

√
Zn (βT )− 1̂̃αan (βT ) , (3.86)

com relações similares válidas para os operadores β̂an . Note que quem Td−p−1 , βT deve ser

substitúıdo por βTR
2/2α′. A contribuição dos osciladores de Rp−1 à entropia da D-brana
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magnetizada é

SD (βT )R(osc) = −2V T
D, topV

T
D, osckB

×


∞∑
n=1

p∑
a=2

 ∞∏
m 6=n=1

p∏
c6=a=2

p∏
d=2

 ∞∑
kmcd=0

(Mcd)
2kmcd


× [2Zn (βT )− 1] ln

(
e−βTnZn (βT )

e−βTnZn (βT ) + 1

) ∞∑
snad=0

snad (Mad)
2smad


+ (p− 1)V R

D, osc

∞∑
n=1

{
[Zn (βT )− 1] ln

(
e−βTnZn (βT )

e−βTnZn (βT ) + 1

)
+ ln

(
e−βTnZn (βT ) + 1

)}}
. (3.87)

Onde V T
D, top , V T

D, osc e V R
D, osc são as normas dos estados |B (βT )〉〉Ttop, |B (βT )〉〉Tosc e

|B (βT )〉〉Rosc respectivamente. Uma vez que o operador de Bogoliubov é unitário, a norma

dos estados de fronteira térmicos associados aos osciladores apresenta o mesmo valor do

estado à temperatura zero. Os termos (Mcd)
2kmcd representam os elementos de matriz

Mcd = M̃cd elevados à potência 2kmcd. O fator global 2 em frente a todos os termos deve-se

à contabilidade idêntica de entropia nos setores à esquerda e à direita. A entropia dos

osciladores em Td−p−1 pode ser calculada da mesma forma com que foi obtida SD (βT )Rosc

e o resultado é formalmente o mesmo:

SD (βT )T(osc) = −2V R
D, topV

R
D, osckB

×


∞∑
n=1

d−1∑
i=p+1

 ∞∏
m 6=n=1

d−1∏
l 6=i=p+1

d−1∏
r=p+1

 ∞∑
kmlr=0

(Slr)
2kmlr


×
[
2Zn

(
βTR

2

2α′

)
− 1

]
ln

 e−
βTR

2

2α′ nZn

(
βTR

2

2α′

)
e−

βTR
2

2α′ nZn

(
βTR2

2α′

)
+ 1


 ∞∑
tnir=0

tnir (Slr)
2tnir



+ (d− p− 1)V T
D, osc

∞∑
n=1


[
Zn

(
βTR

2

2α′

)
− 1

]
ln

 e−
βTR

2

2α′ nZn

(
βTR

2

2α′

)
e−

βTR
2

2α′ nZn

(
βTR2

2α′

)
+ 1


+ ln

(
e−

βTR
2

2α′ nZn

(
βTR

2

2α′

)
+ 1

)}}
. (3.88)

A contribuição do setor topológico à entropia pode ser calculado das relações (3.65) e
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(3.81):

SD (βT )top = Rp+1α′
d−p−1

2 V R
D,oscV

T
D,osckBZ

−1
top (βT )

×

{
∞∑
N,M

p+1∑
K,S

(2πR)p+1−d Ztop (βT ) lnZtop (βT ) exp [βTEtop (N ±K,M ± S)]

+
βT
2
Etop (N ±K,M ± S) exp

[
βT
2
Etop (N ±K,M ± S)

]}
. (3.89)

A soma das entropias (3.87), (3.88) e (3.89) representa a entropia da D-Brana mag-

netizada à temperatura finita em R(1,p) × T d−p−1. Este resultado pode ser usado para o

cálculo dos outros potenciais termodinâmicos associados à D-brana da forma usual visto

que se esta se encontra em equiĺıbrio termodinâmico.
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Caṕıtulo 4

Dinâmica fora do Equiĺıbrio de

Cordas em Fundo do Tipo onda

Plana Dependente do Tempo

4.1 Introdução

Entender a dinâmica das cordas numa quantidade tão grande quanto posśıvel de geome-

trias constitui um passo essencial no desenvolvimento da teoria de cordas bem como na

formulação de suas novas aplicações e testes. Em particular, espera-se obter importantes

informações a respeito de propriedades semi-clássicas da interação gravitacional na teoria

de cordas tais como a reação da matéria à métrica de fundo do espaço-tempo, às singu-

laridades cosmológicas às condições iniciais em cosmologia bem como sua evolução. Uma

vez que não existem métodos gerais dispońıveis para uma exploração sistemática da f́ısica

das cordas em geometrias arbitrárias [74], apenas algumas poucas geometrias tem sido

abordadas pelas técnicas semi-clássicas.

Uma das caracteŕısticas das variedades nas quais é posśıvel explorar a f́ısica das cordas

com métodos semi-clássicos é o fato de possúırem vetores de Killing tipo-tempo pelo menos
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localmente. Essas variedades podem ser generalizadas para espaços-tempo dependentes

do tempo juntamente com campos não-massivos advindos do setor de cordas fechadas.

Entre esses exemplos, a classe de espaços-tempo do tipo onda plana dependente do tempo

tem recebido especial atenção ultimamente. Pode-se dizer que existem pelo menos três

razões que justificam o estudo destas geometrias nas teorias de cordas. Em primeiro lugar

elas podem ser relacionadas a cenários cosmológicos, cordas e D-Branas através do limite

de Penrose-Grüven como descrito em [75]. Em segundo lugar, as ondas planas possuem

a propriedade interessante de gerarem geometrias conformes para as cordas, nas quais é

posśıvel sua quantização canônica [76] e [77]. Em terceiro lugar, as técnicas usadas para

quantizar as cordas em backgrounds do tipo onda plana podem ser aplicadas em outras

situações com estrutura de simetria semelhante tais como backgrounds do tipo luz [78]

e backgrounds do tipo Kasner [79], [80], [81] (ver artigo de revisão recente [82] e suas

referências). Um fato notável é que as simetrias dos cenários de onda plana possibilitam o

estudo de problemas envolvendo singularidades cosmológicas mediante o uso das técnicas

simples de quantização perturbativa das cordas.

A fim de entender a dinâmica das cordas nas proximidades de singularidades cos-

mológicas, ou as singularidades das soluções do tipo onda plana dependente do tempo, é

fundamental investigar os aspectos térmicos da teoria de cordas no correspondente back-

ground. No caso estático, os aspectos térmicos podem ser estudados sob a hipótese de

equiĺıbrio termodinâmico e por consequência, as quantidades termodinâmicas de interesse

podem ser derivadas da função de partição estat́ıstica da corda. Em contrapartida, a

hipótese de equiĺıbrio térmico em backgrounds dependentes do tempo levam à conclusão

de que nas proximidades de uma singularidade as cordas possuem representações canônicas

inequivalentes ao longo do tempo [83]. Em geral, a necessidade de diferentes teorias para

diferentes valores do parâmetro temporal sinaliza uma transição de fase entre os dois va-

lores limites. Análises extensivas da temperatura sob a hipótese de equiĺıbrio térmico em

backgrounds dependentes do tempo foram levadas a cabo em [84], [85], [86], [87], [88], [89],
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[90], [91], [92] onde é mostrado que a temperatura de Hagedorn no espaço de Minkowski

poderia ser interpretada como uma temperatura limite ou temperatura cŕıtica ou mesmo

a dependência dos modos de oscilação com a temperatura.

Os resultados obtidos até agora mediante o uso de diferentes técnicas de teorias de

campos à temperatura finita indicam, que nestes casos, a hipótese de equiĺıbrio térmico

é no máximo válida localmente e em regiões assintoticamente longe da singularidade. De

modo geral o que ocorre nestes casos é que a interação entre o campo gravitacional e os

modos das cordas envolve uma troca de energia que depende do tempo. Por consequência,

as frequências dos modos das cordas tornam-se funções do tempo e por isso a corda não

pode manter seu equiĺıbrio térmico.

A dependência temporal das frequências de oscilação leva a efeitos significativos na

teoria. Por exemplo a função de dois pontos da teoria a temperatura finita apresenta a

seguinte forma

G (x, y) = G0 (x, y)− i

2
signC (tx − ty) ρ (x, y) , (4.1)

onde G0 (x, y) é a função de 2 pontos da teoria estat́ıstica e C é um contorno fechado a

tempo real. Quando em equiĺıbrio térmico, verifica-se que ρ (x, y) ∼ G0 (x, y), enquanto

que fora do equiĺıbrio, a função espectral ρ (x, y) não é um múltiplo de G0 (x, y). Portanto,

os argumentos heuŕısticos bem como os cálculos em teoria de campos no equiĺıbrio sugerem

que ensembles de cordas em backgrounds dependentes do tempo devem ser tomados como

sistemas fora do equiĺıbrio.

Na literatura existem poucas tentativas de estudo das cordas fora do equiĺıbrio mesmo

em backgrounds simples, em grande parte devido às dificuldades inerentes à teoria de

campos fora do equiĺıbrio. Entretanto uma vez que as cordas podem ser resolvidas por

métodos canônicos em backgrounds do tipo onda plana dependente do tempo, torna-se

leǵıtima a procura por uma descrição das cordas em termos de ensembles de osciladores

fora do equiĺıbrio. Aparentemente, os poucos trabalhos na literatura que exploram este
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problema o fazem pelo viés da teoria de Liouville-von-Neumann [93], [94], [95] (baseado

na generalização do teorema do invariante de Lewis-Riesenfeld [96]) que recentemente tem

sido usada para mapear a mecânica quântica dependente do tempo em fluxos do grupo

de renormalização, para lidar com o limite Penrose-Güven de pilhas de D-Branas assim

como a solução de Pilch-Warner [97]. O mesmo método foi usado para analisar o espectro

das cordas no limite de Penrose-Güven de ondas planas em backgrounds de NS5-Branas

em [98] e para construir o operador densidade das supercordas tipo IIB no background

de onda plana invariante de escala com singularidade em [99] onde foi mostrado que

o comportamento Hagedorn das cordas é o mesmo apresentado em espaço-tempos sem

curvatura. Todavia, os resultados obtidos até agora não são completos já que fornecem

uma descrição simples em termos de osciladores sem explicar a dinâmica fora do equiĺıbrio

dos campos de cordas e a forma como devem ser calculados os observáveis da corda térmica

a partir destes observáveis.

Neste caṕıtulo propomos uma nova formulação da dinâmica das cordas fora do equiĺı-

brio em backgrounds do tipo onda plana dependente do tempo baseado na construção da

Dinâmica de Campos Térmicos Fora do Equiĺıbrio (Non-EquilibriumThermo Field Dy-

namics - NETFD) [7]. O formalismo chamado Dinâmica de Campos Térmicos (Thermo

Field Dynamics - TFD) é um formalismo operatorial canônico em tempo real no qual as

médias térmicas em equiĺıbrio termodinâmico são calculadas não por manipulações do ope-

rador densidade mas, ao contrário, atribúıdas ao valor esperado da respectiva quantidade

no vácuo renormalizado por efeitos térmicos (vácuo térmico) o qual obedece a condição

de estado térmico definida no espaço de estados duplicado (espaço térmico). A estrutura

matemática do espaço térmico é a do produto direto de duas cópias idênticas do espaço

de Hilbert à temperatura zero sobre o campo de funções dependentes da temperatura e

provido de uma involução denominada conjugação-til. A interpretação f́ısica dos vetores

térmicos é a de graus de liberdade expressos em termos de quasi-part́ıculas til e não-til.

Em particular, o espaço térmico contém um grupo de objetos invariantes sob a involução
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e sob translações temporais que é isomórfico ao SO (1, 1) no caso dos bósons e ao SO (2)

no caso fermiônico. A escolha de uma espećıfica transformação de Bogoliubov equivale à

escolha de um estado de vácuo térmico definido como o condensado dos respectivos pares

de modos til e não-til. Isso acontece porque os operadores de Bogoliubov emaranham os

setores til e não-til de forma a produzir amplitudes que equivalem à distribuição térmica

[7]. O formalismo TFD em equiĺıbrio foi aplicado à teoria de cordas e à teoria de campos

de cordas em espaço-tempos de curvatura nula em [42], [43], [44], [45], [46], [47], [48], [100],

[49], [50], [51], [52], [53]. Mais recentemente, o formalismo tem sido usado para calcular

a termodinâmica de cordas em backgrounds estáticos [54], [55], [56], [57], [58], [40], [41] e

para construir estados de D-Branas térmicas e calcular suas funções termodinâmicas em

[32], [33], [34], [35], [36], [59], [60] (ver [37], [38], [39] para revisões) . Em [1] o TFD em

equiĺıbrio foi generalizado para acomodar o setor topológico das cordas e D-Branas em

R1,p × T d−p−1 .

O NETFD é um formalismo canônico de tempo real no qual as correlações fora do

equiĺıbrio podem ser calculadas a partir de estados e operadores que possuem uma estru-

tura algébrica muito simples. Basicamente o formalismo mantém a estrutura algébrica de

estados e operadores do TFD. Os vetores térmicos são interpretados enquanto graus de

liberdade térmicos do sistema fora do equiĺıbrio e podem ser constrúıdos na representação

de Fock do espaço térmico o qual é uma solução da equação mestra

i
∂

∂t
|0 (t)〉 = Ĥ |0 (t)〉 . (4.2)

A equação acima é a equação de Schrödinger com tempo de evolução infinitezimal

gerado pelo operador [103], [104], [105], [106]

Ĥ = H − H̃ (4.3)

em que H e H̃ são os hamiltonianos do setor f́ısico (sem til) e não-f́ısico (com til) respec-

tivamente. A interpretação f́ısica do sinal negativo é a de que o setor não f́ısico representa

as oscilações do reservatório térmico com o qual o sistema f́ısico interage e é uma carac-

teŕıstica dos processos térmicos na descrição TFD [7]. Ainda, o sinal também mostra que
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o vácuo térmico fora do equiĺıbrio é geralmente instável e dependente do tempo. Entre-

tanto ainda é posśıvel definir um conjunto de operadores de criação e aniquilação com

frequências dependentes do tempo em ambos os setores de modo que o vácuo térmico seja

canonicamente definido para qualquer valor do parâmetro de tempo [7]. Uma vez que a

dependência temporal é carregada tanto pelos estados quanto pelos operadores, é posśıvel

por meio de uma transformação de Bogoliubov dependente no tempo, definir um conjunto

de operadores independentes do tempo, com os quais então é posśıvel definir de estados de

quase-part́ıcula. Estes permitem o cálculo das funções de correlação para os operadores

dependentes do tempo no vácuo das quase-part́ıculas invariantes no tempo com ou sem

interações [7]. A generalização relativ́ıstica do formalismo foi trabalhada recentemente

em [107],[108].

Este caṕıtulo está organizado da seguinte forma. Na seção 2 nós revisamos brevemente

a estrututura canônica da corda livre no background de onda-plana dependente do tempo

seguindo [77]. Após fixação de gauge, a corda pode ser reduzida a um ensemble de

osciladores com frequências dependentes do tempo não-interagentes nas coordenadas de

Brinkmann. Explorando esta estrutura, nós constrúımos na seção 3 os operadores de

Bogoliubov dependentes do tempo e o vácuo das quasi-part́ıculas, o qual é independente

do tempo. Na seção 4 nós constrúımos as funções de correlação dependentes do tempo

para a corda térmica. Mostramos que estas funções de correlação contêm as matrizes de

transição entre o instante inicial t = −∞ e o instante da singularidade t = 0. No contexto

da NETFD, a matriz de transição é definida em termos do Hamiltoniano de interação

entre os setores til e não-til e um contratermo que é responsável pela evolução temporal

dos operadores número. Uma Expansão de Dyson-Schwinger dupla é posśıvel neste caso.

Nós computamos as correlações em ordem zero de perturbação. Finalmente, com o intuito

de tornar o caṕıtulo auto-consistente, nós coletamos alguns resultados importantes sobre

o NETFD na seção 4.5.
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4.2 Cordas sobre fundos de onda plana

Nesta seção nós revisamos a quantização canônica da corda fechada livre sobre fundo de

onda plana dependente do tempo [77] e [82] e estabelecemos as notações. No que segue,

nós estaremos usando as coordenadas de Brinkmann, em termos das quais o background

em questão pertence à seguinte classe

ds2 = 2dx+dx− − λ
(
x+
)
xixidx+dx+ + dxidxi ; (4.4)

ϕ = ϕ
(
x+
)
. (4.5)

Onde x+ e x− representam as coordenadas do cone de luz no espaço-tempo e xi com i =

2, 3, ..., D as coordenadas transversas. A presença do dilaton ϕ compensa a contribuição

métrica ao tensor de Ricci de modo a garantir que o fundo seja conformalmente plano.

No caso de ondas planas com singularidade, a função λ (x) comporta-se como λ (x) −→

kx−2 + O (xr) no limite em que x −→ 0, onde k ∈ R e r > 2. Para k > 0 a massa é

positiva e o dilaton toma a seguinte forma

ϕ
(
x+
)

= ϕ0 − Cx+ +
(D − 2) k

2
ln
(
x+
)
, (4.6)

onde C ∈ R e D é a dimensão do espaço alvo. Com esta estrutura de fundo a ação da

corda possui a forma geral

S = − 1

4πα′

∫
d2σ
√
−h
[
hαβ (σ) gµν (x) ∂αx

µ (σ) ∂βx
ν (σ) +

α
′

2
R(2) (σ)ϕ (σ)

]
, (4.7)

onde σα ∼ (σ0, σ1) = (τ, σ) são as coordenadas da folha-mundo da corda, hαβ é a métrica

da folha-mundo, xµ (σ) são os graus de liberdade da corda, gµν (x) é a métrica do espaço

alvo definida em (4.4) com µ, ν = +, −, 2, 3, ..., D, e R(2) é o escalar de Ricci em duas

dimensões. As simetrias da ação (4.7) são fixadas mediante imposição de ∂αhαα = 0 e o

gauge do cone de luz x+ = α
′
p+τ .

A solução geral das equações de movimento obtidas mediante extremização de (4.7)
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admitem a seguinte decomposição de Fourier

xj (τ, σ) = xj0 + i

√
α′

2

∑
n>0

1

n

{
Fn (τ)

(
αjne

2inσ + βine
−2inσ

)
−F ∗n (τ)

(
αj†n e

−2inσ + βj†n e
2inσ
)}
, (4.8)

em que os operadores de criação e aniquilação são normalizados como modos da corda ao

invés de modos de oscilação e as funções Fn (τ) são combinações lineares das funções de

Bessel como segue

Fn (τ) = e
−1πν

2
√
nπν

[
Jν−1/2 (2πτ)− iYν−1/2 (2πτ)

]
, (4.9)

onde

ν =
1

2

(
1 +
√

1− 4k
)
. (4.10)

a ordem da funo de Bessel.

Os modos do centro de massa da corda podem ser escritos em termos de osciladores

independentes do tempo como segue

xj0 (τ) =


√

α′

2(2ν−1)

[(
αj0 + αj†0

)
τ 1−ν − 2i

(
αj0 − α

j†
0

)
τ ν
]
, k 6= 1

4
,√

α′τ
2

[(
αj0 + αj†0

)
− 2i

(
αj0 − α

j†
0

)
ln τ
]
, k = 1

4
.

(4.11)

O hamiltoniano da corda no calibre do cone de luz apresenta a seguinte estrutura de

osciladores

H =
α
′

2

D∑
i=2

[(
pi0
)2

+
k

4α′2τ 2

(
xi0
)2
]

+
1

2

D∑
i=2

∞∑
n=1

[
Ωn (τ)

(
α†inα

i
n + β†in β

i
n

)
− Φn (τ)αinβ

i
n − Φ†n (τ)α†in β

†i
n

]
(4.12)

onde os coeficientes dependentes do tempo Ωn (τ) e Φn (τ) são dados pelas seguintes

relações

Ωn (τ) =
(

1 +
ν

4τ 2n2

)
|Fn (τ)|2 + |Gn (τ)|2 − ν

2nτ
[F ∗n (τ)Gn (τ) + Fn (τ)G∗n (τ)] ,(4.13)

Φn (τ) =
(

1 +
ν

4τ 2n2

)
Fn (τ)2 +Gn (τ)2 − ν

2nτ
Fn (τ)Gn (τ) . (4.14)
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É posśıvel perceber das equações (4.13) e (4.14) que a corda se comporta como uma

coleção infinita de osciladores auto-interagentes cujas frequências são dependentes do

tempo mesmo quando a corda se propaga livremente. Ainda, os termos não-diagonais

não misturam frequências diferentes e surgem dos coeficientes Ωn (τ) e Φn (τ) que por sua

vez advém do acoplamento com a métrica de fundo. O setor de interação deste Hamilto-

niano deve, em geral, ser tratado não-perturbativamente, entretanto, como foi mostrado

em [77], o Hamiltoniano pode ser escrito como uma coleção de osciladores dependentes

do tempo por meio do seguinte mapa linear:

Ain (τ) = un (τ)αin + v∗n (τ) β†in , (4.15)

A†in (τ) = u∗n (τ)α†in + vn (τ) βin , (4.16)

Bi
n (τ) = un (τ) βin + v∗n (τ)α†in , (4.17)

B†in (τ) = u∗n (τ) β†in + vn (τ)αin . (4.18)

onde

un =
1

2
e2iωn(τ)τ

[
Fn (τ) +

1

2ωn (τ)
∂τFn

]
, (4.19)

vn =
1

2
e−2iωn(τ)τ

[
−Fn (τ) +

1

2ωn (τ)
∂τFn

]
. (4.20)

Com esta definição os osciladores A e B satisfazem as relações de comutação canônicas:

[
Ain (τ) , A†jm (τ)

]
=

[
Bi
n (τ) , B†jm (τ)

]
= δnmδ

ij , (4.21)[
Ain (τ) , B†jm (τ)

]
=

[
Ain (τ) , Bj

m (τ)
]

= 0 . (4.22)

O objetivo da passagem aos osciladores A e B é o fato de que em termos deles, o Hamil-

toniano (4.12) toma a forma diagonal

H =
α
′

2

D∑
i=2

[(
pi0
)2

+
k

4α′2τ 2

(
xi0
)2
]

+
1

2

D∑
i=2

∞∑
n=1

[
ωn (τ)

(
A†inA

i
n +B†inB

i
n

)
+ h (τ)

]
(4.23)

onde as frequências dependentes do tempo ωn (τ) são

ωn (τ) =

√
n2 +

k

4τ 2
. (4.24)
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A função

h (τ) = (D − 2)
∞∑
n=1

ωn (τ) (4.25)

desempenha o papel de uma constante de ordenamento normal, diverge logaritmicamente

e pode ser cancelada por uma renormalização do dilaton para todos os valores de τ [77].

Os campos da corda xi podem agora ser expandidos em termos dos osciladores A e B

como segue

x (τ, σ)i = xi0 (τ) + i

√
α′

2

∞∑
n=1

1√
nωn (τ)

{
e−2iωn(τ)τAin (τ) e2inσ − e2iωn(τ)τA†in (τ) e−2inσ

}
+ i

√
α′

2

∞∑
n=1

1√
nωn (τ)

{
e−2iωn(τ)τBi

n (τ) e−2inσ − e2iωn(τ)τB†in (τ) e2inσ
}
. (4.26)

Em geral, os estados do tipo part́ıcula associados aos osciladores dependentes do tempo

são bem definidos apenas assintoticamente [7]. No caso em questão, existem dois espaços

de Fock para obseradores no limite τ −→ ±∞ (setores α e β) e, uma vez que os setores de

osciladores são os mesmo daqueles definidos para a corda livre no espaço-tempo plano, os

estados assintóticos podem ser constrúıdos a partir do vácuo do cone de luz |0 (±∞)〉α,β

o qual é definido como auto-estado nulo dos operadores αin e βin. Ao longo da evolução

temporal da corda, a representação da corda como livre deixa de ser válida devido às

auto-interações relacionadas aos termos de mixing. Entretanto existem estados livres que

podem ser obtidos a partir da excitação do vácuo dependente do tempo |0 (τ)〉A,B (auto-

estado dos operadores Ain e Bi
n) na representação do espaço de Fock dada pelos osciladores

A e B. A dinâmica do centro de massa da corda, por sua vez, não se reduz àquela que

ocorre no caso da corda livre no espaço-tempo plano e é intrinsecamente ligada à solução

do tipo onda plana.

4.3 Dinâmica das cordas fora do equiĺıbrio

O fato da teoria de cordas sobre o fundo do tipo onda plana dependente do tempo ser

pasśıvel de solução mediante quantização canônica sugere que esta também deva se aplicar

49



no caso da dinâmica fora do equiĺıbrio. Existem várias técnicas que podem ser usadas

com este intuito. Como mencionado na introdução deste caṕıtulo, nós iremos utilizar o

formalismo NETFD devido à simplicidade da interpretação que pode ser dada aos estados,

os operadores assim como as correlações fora do equiĺıbrio.

4.3.1 Campos das cordas à temperatura finita

O primeiro passo a ser dado com o fim de desenvolver o formalismo NETFD para o caso

das cordas é o de definir os graus de liberdade térmicos. Os estados térmicos pertencem

ao espaço térmico Ĥ = H⊗ H̃ o qual é o produto direto entre duas cópias do espaço de

Hilbert da teoria à temperatura zero. Em Ĥ atuam operadores da forma O ⊗ 1̃ e 1 ⊗ Õ

os quais, mediante produto tensorial com o corpo dos R2 formam os chamados dubletes

térmicos [7]. Começamos com a teoria na forma diagonal em que os campos da corda

são dados pela relação (4.26). As coordenadas da corda til são obtidas aplicando-se a

conjugação-til (ver seção 4.5 adiante).

x̃ (τ, σ)i = x̃i0 (τ) + i

√
α′

2

∞∑
n=1

1√
nωn (τ)

{
e−2iωn(τ)τ Ãin (τ) e2inσ − e2iωn(τ)τ Ã†in (τ) e−2inσ

}
+ i

√
α′

2

∞∑
n=1

1√
nωn (τ)

{
e−2iωn(τ)τ B̃i

n (τ) e−2inσ − e2iωn(τ)τ B̃†in (τ) e2inσ
}
. (4.27)

É conveniente absorver as exponenciais dependentes do tempo nos operadores canô-

nicos por meio da seguinte redefinição:

e−2iωn(τ)τAin (τ) = ain (τ) ; e2iωn(τ)τA†in (τ) = a†in (τ) (4.28)

e versões análogas para os outros setores. O dublete térmico da corda, denotado por

φiα (τ, σ), pode ser obtido organizando-se os campos (4.26) e (4.27) na forma de um
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campo vetorial de duas componentes tal que a estrutura a− b seja mantida

φiα (τ, σ) = φiα0 (τ) + φiαa (τ, σ) + φiαb (τ, σ)

= φiα0 (τ) + i

√
α′

2

∑
n>0

1√
nωn (τ)

{
aiαn (τ) e2inσ −

(
s3ā

i
n (τ)T

)α
e−2inσ

}
− i
√
α′

2

∑
n>0

1√
nωn (τ)

{
biαn (τ) e−2inσ −

(
s3b̄

i
n (τ)T

)α
e2inσ

}
(4.29)

onde α é o ı́ndice no R2, φiα0 (τ) representa os modos duplicados do centro de massa e s3

é a matriz de Pauli. Ainda, acima foram introduzidas as seguintes notações

aiαn (τ) =

 ain (τ)

ã†in (τ)

 ; āiαn (τ) =

(
a†in (τ) −ãin (τ)

)

assim como operadores similares para o setor b. O conjugado ao campo térmico dado pela

relação (4.29) é obtido pela aplicação da operação definida na seção 4.5

φ̄iα (τ, σ) = φ̄iα0 (τ) + φ̄iαa (τ, σ) + φ̄iαb (τ, σ)

= φ̄iα0 (τ)− i
√
α′

2

∑
n>0

1√
nωn (τ)

{
āiαn (τ) e−2inσ −

(
ain (τ)T s3

)α
e2inσ

}
+ i

√
α′

2

∑
n>0

1√
nωn (τ)

{
b̄iαn (τ) e2inσ −

(
bin (τ)T s3

)α
e−2inσ

}
. (4.30)

Onde se nota que as coordenadas do centro de massa não apresentam a mesma forma

do dublete térmico dada pelo formalismo NETFD. Isto pode ser reparado com a seguinte

reorganização das coordenadas

xi0 (τ) = U (τ)αi0 + U∗ (τ)α†i0 , (4.31)

onde U (τ) é dado por

U (τ) =


√

α′

2(2ν−1)
τ 1−ν − i

√
2α′

2ν−1
τ ν , k 6= 1

4
,√

α′τ
2
− i
√

2α′τ ln τ , k = 1
4
.

(4.32)

As coordenadas do centro de massa da corda til podem ser obtidas aplicando-se as

regras de conjugação dadas no seção 4.5. Com isto, agora os campos térmicos podem ser
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generalizados também ao setor do centro de massa

φiβ0 =

 xi0 (τ)

x̃i0 (τ)

 = U (τ)αiβ0 + U∗ (τ)
(
s3ᾱ

i T
0

)β
. (4.33)

Os dubletes térmicos definem uma famı́lia de representações dos campos térmicos

parametrizada pelo tempo e contrúıda a partir do vácuo {|0 (τ)〉}. Qualquer uma destas

representações pode ser mapeada na representação de quase-part́ıcula independente do

tempo por meio da transformação de Bogoliubov inversa (ver seção 4.5)

aiαn (τ) = B−1
a,n (τ)αβ ξβn , (4.34)

biαn (τ) = B−1
b,n (τ)αβ χβn . (4.35)

Com isto, a dinâmica fora do equiĺıbrio é determinada pela variação temporal dos

dubletes térmicos aiαn (τ) e biαn (τ) sobre o vácuo independente do tempo |0〉 definido por

ξβn e χβn respectivamente. Os operadores de Bogoliubov podem ser diferentes nos setores

a e b, respectivamente, mas são os mesmos em todas as direções transversais. Entretanto,

uma vez que os dois setores diferem apenas na orientação dos modos ao longo da direção

espacial da folha-mundo da corda, é posśıvel tomar Ba,n (τ) = Bb,n (τ) = Bn (τ). Disto

resulta que o mapa de Bogoliubov para o modo k apresenta a forma dada na expressão

(4.108) no calibre linear do dublete

ξjαk = exp

[
i

∫ τ

τ0

dλωk (λ)

]
Bαβ
k (τ) ajβk (τ) , (4.36)

ξ̄jαk = ājβk (τ) exp

[
−i
∫ τ

τ0

dλωk (λ)

] [
B−1
k

]βα
(τ) , (4.37)

χjαk = exp

[
i

∫ τ

τ0

dλωk (λ)

]
Bαβ
k (τ) bjβk (τ) , (4.38)

χ̄jαk = b̄jβk (τ) exp

[
−i
∫ τ

τ0

dλωk (λ)

] [
B−1
k

]βα
(τ) , (4.39)

em que as exponenciais positivas representam uma fase puramente complexa e

nk (τ) δk,l = nik (τ) δk,l = 〈0 (τ)| a†ik a
i
k |0 (τ)〉 . (4.40)

As condições de contorno iniciais são tomadas em τ0 −→ −∞. Os operadores de quase-

part́ıcula dependente do tempo são obtidos multiplicando-se as equações (4.36) − (4.39)
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pelas respectivas exponenciais inversas.

ξjαk (τ) = Bαβ
k (τ) ajβk (τ) , (4.41)

ξ̄jαk (τ) = ājβk (τ)
[
B−1
k

]βα
(τ) , (4.42)

χjαk (τ) = Bαβ
k (τ) bjβk (τ) , (4.43)

χ̄jαk (τ) = b̄jβk (τ)
[
B−1
k

]βα
(τ) . (4.44)

A representação de quase-part́ıcula é baseada na equação de movimento a qual é

satisfeita pelos modos da corda (4.8) e pela hipótese natural de que o sistema de osciladores

evolui de acordo com a equação de Schrödinger com hamiltoniano dado por (4.23) na

representação a−b [77]. Tomando a primeira derivada de ξiαk (τ) com respeito a τ verifica-

se que aiβk (τ) satisfaz a seguinte equação diferencial de primeira ordem[(
i
d

dτ
− ωk (τ)

)
+ Pk (τ)

]αβ
ajβk (τ) = 0, (4.45)

onde

Pαβ
k (τ) = i

dnk (τ)

dτ

 1 −1

1 1

 . (4.46)

As mesmas equações valem para os operadores bjβk (τ) . Este é um resultado geral do

NETFD para o conjunto de osciladores dependentes do tempo [7]. Segue de (4.45) que a

evolução temporal da corda térmica obedece as seguintes relações

i
d

dτ
ajαk (τ) =

[
ajαk (τ) , Ĥa

Q

]
, (4.47)

i
d

dτ
ājαk (τ) =

[
ājαk (τ) , Ĥa

Q

]
, (4.48)

onde

Ĥa
Q =

D∑
i=2

∑
k

[
ωk (τ) δαβ + Pαβ

k (τ)
]
āiαk (τ) aiβk (τ) . (4.49)

O segundo termo em (4.49) é o contratermo térmico que deve ser adicionado ao ha-

miltoniano como uma consequência do mapeamento de Bogoliubov dependente do tempo.

Como pode ser visto da definição (4.46), este objeto se relaciona com a variação temporal
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do operador número nk (τ) dado em (4.40) , com as mesmas relações válidas no setor b

.Uma vez que o hamiltoniano total pode ser escrito como [7]

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint = ĤQ + ĤI , (4.50)

o contratermo ĤQ (τ) = Ĥcm (τ)+Ĥa
Q (τ)+Ĥb

Q (τ) de (4.50) deve ser compensado por um

termo adicionado ao hamiltoniano de interação. No caso da teoria livre, o hamiltoniano

de interação possui apenas este contratermo compensador. Nota-se ainda que mesmo no

caso de estabilidade dos campos de quase-part́ıcula, estes não podem ser usados para

definir os estados térmicos assintóticos uma vez que o espectro do hamiltoniano térmico

não possui cota inferior [7].

4.3.2 Dinâmica dos campos térmicos

Já que cada um dos modos da corda térmica, descritos em (4.47) e (4.48), é bem co-

nhecido, é posśıvel proceder com a derivação das equações de movimento dos campos

térmicos. Para isto, levando em conta o fato de que estamos trabalhando no formalismo

hamiltoniano, é necessário determinar os conjugados canônicos dos objetos φiα (τ, σ) e

φ̄iα (τ, σ). Os momentos canonicamente conjugados são definidos de modo que satisfazem

as relações canônicas de comutação a tempos iguais

[
φiα (τ, σ) , πjβ (τ, σ′)

]
= iδijsαβ3 δ (σ − σ′) , (4.51)[

φ̄iα (τ, σ) , πjβ (τ, σ′)
]

= iδijδαβδ (σ − σ′) . (4.52)

A inserção das relações (4.47) e (4.48) nas expressões acima resulta em

πiβ (τ, σ) = πiβ0 (τ) + πiβa (τ, σ) + πiβb (τ, σ)

=
i

2π

[
U−1 (τ)

(
s3ᾱ

i
0

)β
+ (U∗ (τ))−1 αiβ0

]
+

i√
2α′

∑
n>0

√
nωn (τ)

[
aiβn (τ) e2inσ +

(
s3ā

i
n (τ)T

)β
e−2inσ

]
− i√

2α′

∑
n>0

√
nωn (τ)

[
biβn (τ) e−2inσ +

(
s3b̄

i
n (τ)T

)β
e2inσ

]
. (4.53)
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Por sua vez, o momento conjugado ao campo φ̄iβ (τ, σ) pode ser obtido por conjugação

til de πiβ (τ, σ) e toma a seguinte forma

π̄iβ (τ, σ) = π̄iβ0 (τ) + π̄iβa (τ, σ) + π̄iβb (τ, σ)

=
i

2π

[
− (U∗ (τ))−1 (ᾱiT0 s3

)β
+ U−1 (τ)

(
ᾱi0
)β]

+
i√
2α′

∑
n>0

√
nωn (τ)

[
aiβn (τ) e2inσ +

(
s3ā

i
n (τ)T

)β
e−2inσ

]
− i√

2α′

∑
n>0

√
nωn (τ)

[
biβn (τ) e−2inσ +

(
s3b̄

i
n (τ)T

)β
e2inσ

]
. (4.54)

Campos obtidos desta forma satisfazem às seguintes relações de comutação

[
φ̄iα (τ, σ) , π̄jβ (τ, σ′)

]
= iδijδαβ3 δ (σ − σ′) (4.55)

o que os qualifica enquanto momentos canônicos conjugados. Agora procedemos com a

determinação das equações de movimento obedecidas por φiα (τ, σ) , φ̄iα (τ, σ) , πiα (τ, σ)

e π̄iα (τ, σ) . Elas podem ser extráıdas tomando-se a derivada dos campos com respeito a

τ e uso das equações (4.47) e (4.48). Antes de realizar o cálculo, é conveniente expressar

as frequências de oscilação nas unidades caracteŕısticas da corda mediante a seguinte

transformação de escala

ωn (τ) −→ nωn (τ)

α′
. (4.56)

Longas manipulações resultam nas seguintes equações de movimento para os modos

de oscilação

[(
1 + 2i∂τn|O|O

−1T0

)αβ
∂τ

+∂τO · O−1
(
1 + 2i∂τn|O|O

−1T0

)αβ]
φiβosc (τ, σ) = πiαosc (τ, σ) (4.57)

(
1 + 2i∂τn|O|O

−1T0

)αβ
O2φiβosc (τ, σ) +

[
∂τ − ∂τO · O−1

]
πiαosc (τ, σ) = 0 . (4.58)

Aqui nós introduzimos a notação O =
√
−∂τ 2 + k

τ2
.As equações (4.57) e (4.58) des-

crevem a dinâmica clássica dos osciladores da corda nas proximidades da singularidade.

Uma vez que as equações de movimento são o resultado da evolução temporal gerada pelo
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Hamiltoniano clássico, é posśıvel usar as equações (4.57) e (4.58) (e (4.65) no setor do

centro de massa) para integrar as equações de Hamilton. O hamiltoniano resultante é

então composto de dois termos

ĤQ = Ĥcm + Ĥosc , (4.59)

onde Ĥcm é o Hamiltoniano do centro de massa e o hamiltoniano do setor de oscilação é

dado por

Ĥosc =
1

2

∫
dσ

D∑
i=2

∑
n>0

{
π̄iαosc

(
1 + 2i∂τn|∇|∇−1T0

)αβ
πiβosc

+φ̄iαosc
(
1 + 2i∂τn|∇|∇−1T0

)αβ∇2φiβosc

−π̄iαosc (1 + Tn)αβ ∂τO · O−1
(
1 + 2i∂τn|∇|∇−1T0

)βγ
φiγosc

− φ̄iα∂τO · O−1πiαosc
}

(4.60)

onde definimos

T0 =

 1 −1

1 −1

 ; Tn =

 2i∂τn|∇|∇−1 1− 2i∂τn|∇|∇−1

2i∂τn|∇|∇−1 1− 2i∂τn|∇|∇−1

 . (4.61)

Agora o hamiltoniano dos osciladores pode ser separado em dois termos: o termo de

osciladores livres Ĥ0
osc e o contratermo Q que podem ser lidos no lado direito da equação

(4.60). O hamiltoniano (4.59) gera as equações de movimento (4.57) e (4.58) (e (4.65) para

o centro de massa) e o contratermo Q determina a dinâmica da função número n|∇| (τ)

da qual é derivada a evolução temporal de cada um dos modos de oscilação.

4.3.3 Dinâmica do Centro de Massa

É ilustrativo notar que a derivação dos termos de oscilação a partir de (4.53) e (4.54)

é uma consequência direta do método NETFD. Entretanto, o coeficiente do modo zero

não é dado pelo formalismo geral. Torna-se necessário portanto generalizar o formalismo.
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Primeiramente, a fim de incluir o modo zero na discussão, consideramos a representação

em série da função delta

δ (σ − a) =
1

2π

∞∑
n=−∞

e2in(σ−a) . (4.62)

É posśıvel então mostrar que as relações de comutação (4.51) e (4.52) são reproduzidas

se as coordenadas do centro de massa satisfizerem os seguintes comutadores

[
φiα0 (τ) , πjβ0 (τ)

]
= − i

π
δijs3

αβ . (4.63)

A partir dáı, é posśıvel determinar o momento

π0
iα (τ) =

i

2π

[
U−1 (τ)

(
s3ᾱ

i
0

)α
+ (U∗ (τ))−1 αiα0

]
. (4.64)

Desta forma o coeficiente do modo zero na equação (4.53) pode ser fixado e, por

procedimento análogo, também o coeficiente do termo de modo zero em (4.54).

As equações de movimento do centro de massa podem ser obtidas derivando-se a

equação (4.33) com respeito a τ . Após alguma álgebra chega-se a

[
∂τ +

2π

U∗ (τ)

(
∂τU (τ)

2π − i
− i ∂τU

∗ (τ)

2π (2π + i)

)]
φiα0 =

2πU (τ)

(
∂τU (τ)

2π − i
− i∂τU

∗ (τ)

2π + i

)
πiα0 . (4.65)

A equação de movimento dos momenta, por sua vez é

[
∂τ − i

(
1

(2π + i)

∂τU (τ)

U (τ)
+

i

(2π − i)
∂τU

∗ (τ)

(U∗ (τ))2U (τ)

)]
πiα0 =

− i
[

i

2π (2π + i)

∂τU (τ)

U (τ) |U (τ)|2
− 1

(2π − i)
∂τU

∗ (τ)

(U∗ (τ))3

]
φiα0 . (4.66)

As equações de movimento para φ̄iα0 e π̄iα0 são obtidas da mesma forma.

A partir da afirmação de que estas equações de movimento são as equações de Hamilton
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dadas pelo hamiltoniano Ĥcm, é posśıvel calcular sua forma exata que segue a baixo

Ĥcm =
D∑
i=2

[
2πU (τ)

(
∂τU (τ)

2π − i
+
∂τU

∗ (τ)

2π + i

)
π̄iα0 π

iα
0

− i
(

i

2π (2π + i)

∂τU (τ)

U (τ) |U (τ)|2
− 1

(2π − i)
∂τU

∗ (τ)

(U∗ (τ))3

)
φ̄iα0 φ

iα
0

− i
(

1

2π + i

∂τU (τ)

U (τ)
+

i

(2π − i)
∂τU

∗ (τ)

(U∗ (τ))2U (τ)

)
φ̄iα0 π

iα
0

−i 2π

U∗ (τ)

(
∂τU (τ)

2π − i
− i ∂τU

∗ (τ)

2π (2π + i)

)
π̄iα0 φ

iα
0

]
. (4.67)

O hamiltoniano total Ĥcm + Ĥosc determina então a dinâmica dos campos da corda

térmica nas proximidades da singularidade.

4.4 As correlações da corda térmica

A fim de fazermos previsões sobre as propriedades f́ısicas da corda térmica, é necessário

definir quantidades f́ısicas observáveis. Quando se trata de um sistema em equiĺıbrio,

os observáveis advém das funções termodinâmicas e suas respectivas derivadas. Quando

fora do equiĺıbrio, entretanto, é mais natural esperar que os observáveis sejam expressos

em termos de probabilidades de transição entre estados da corda em diferentes valores do

parâmetro temporal. Estas probabilidades de transição podem ser definidas em termos de

funções de correlação. Uma vez que estamos considerando a dinâmica da corda no ńıvel

de árvore, e, na representação a− b não existem interações entre os modos da corda, uma

avaliação descuidada poderia nos levar a esperar que as funções de correlação devessem

ser definidas por 〈
T
[
φi1α1 (τ1)φi2α2 (τ2) ...φ̄inαn (τn)

]〉
. (4.68)

Todavia, a análise feita na seção anterior mostra que, mesmo na ausência de in-

terações, ocorre a presença de um contratermo Q̂ em Ĥosc devido à evolução temporal das

frequências. Numa teoria de interação entretanto, os contratermos devem se cancelar com

as auto-energias dos vértices de modo a deixar o hamiltoniano inalterado [7]. Portanto, a
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fim de definir as funções de correlação é necessário trabalhar na base de interação, definida

pelo hamiltoniano de interação

ĤI = Q̂. (4.69)

Nesta representação, os osciladores evoluem segundo as equações (4.47) e (4.48), ou

seja, segundo o hamiltoniano livre ĤQ definido na relação (4.50). Portanto, as funções de

correlação são definidas como valores esperados da forma〈
T
[
φi1α1 (τ1)φi2α2 (τ2) ...φ̄inαn (τn) Ŝ (0,∞)

]〉
, (4.70)

onde o operador Ŝ é definido como o usual

Ŝ (0,∞) = lim
τ1 7−→0

lim
τ2 7−→+∞

û (τ1, τ2) = T

[
exp

(
−i
∫ +∞

0

dζĤI (ζ)

)]
. (4.71)

O vácuo térmico na representação de interação satisfaz a seguinte relação

〈0| û (0, τ) = 〈0| . (4.72)

Esta é a formulação de Schwinger-Dyson para campos térmicos no formalismo canô-

nico. As correlações definidas pela relação (4.70) podem, por sua vez, ser calculadas por

meio de uma expansão em potências de Q̂〈
T
[
φi1α1 (τ1)φi2α2 (τ2) ...φ̄inαn (τn) Ŝ (0,∞)

]〉
=〈

T
[
φi1α1 (τ1)φi2α2 (τ2) ...φ̄inαn (τn)

]〉
− i
〈
T

[
φi1α1 (τ1)φi2α2 (τ2) ...φ̄inαn (τn)

∫ ∞
0

dζĤI (ζ)

]〉
+ ... . (4.73)

É interessante notar que a expansão é válida para pequenos valores das derivadas

temporais de n|O| . Em virtude disso, pode-se dizer que o NETFD prescreve um método

geral para o cálculo de funções de correlação da corda térmica dentro de um esquema

perturbativo.

A fim de exemplificar o formalismo, procedemos com o cálculo da função de dois pontos

em ordem zero. Para isso, consideramos o primeiro termo de (4.73) no vácuo dependente

do tempo

Dij,αβ (τ1, τ2;σ1, σ2) = −i
〈
T
[
φiα (τ1, σ1) φ̄jβ (τ2, σ2)

]〉
. (4.74)
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Os campos da equação (4.29) atuam no espaço direto Ĥ na ausência de mixing entre

os setores a e b. Segue dáı que a transformada de Fourier dos propagadores dos osciladores

possuem a mesma forma em ambos os setores e os termos cruzados se anulam. Com isso,

apenas 3 termos são não-nulos do lado esquerdo da relação (4.74) que correspondem aos

3 espaços de Hilbert distintos dos campos das cordas (centro de massa, modos à esquerda

e modos à direita)

Dij,αβ (τ1, τ2;σ1, σ2) = Dij,αβ
0 (τ1, τ2) +Dij,αβ

a (τ1, τ2;σ1, σ2) +Dij,αβ
b (τ1, τ2;σ1, σ2) . (4.75)

Substitúındo-se os modos zero de (4.33) na relação acima, é posśıvel mostrar que o

propagador do centro de massa possui a seguinte forma

Dij,αβ
0 (τ1, τ2) = − i

2
θ (τ1 − τ2) [U (τ1)U (τ2) + U (τ1)U∗ (τ2)] (12 + s3)αβ δij

− i

2
θ (τ2 − τ1) [−U (τ2)U (τ1) + U∗ (τ2)U (τ1)] (12 + s3)αβ δij. (4.76)

O cálculo dos propagadores dos setores a e b da equação (4.75) são mais longos porém

simples. Uma vez que os setores a e b podem ser relacionados por uma transformação

de reflexão σ1 − σ2 −→ σ2 − σ1 é posśıvel calcular Dij,αβ
a (τ1, τ2;σ1, σ2) e então obter

Dij,αβ
b (τ1, τ2;σ1, σ2) por meio de uma reflexão. A fim de calcular o valor esperado de

Dij,αβ
a (τ1, τ2;σ1, σ2) nós usamos as decomposições de Fourier (4.29) e (4.30) e aplicamos

as tranformações de Bogoliubov (4.36) e (4.37) para transformar os operadores a (τ) nos

operadores de quase-part́ıculas independentes do tempo ξ que correspondem ao vácuo

definido por (4.74). Após feita a algebra, o resultado toma a seguinte forma

Dij,αβ
a (τ1, τ2;σ1, σ2) =

−iα′

4
δij
∑
n>0

{
B−1
n (τ1)

[
e2in(σ1−σ2)Dij

a,+ (τ1, τ2;n)

+e−2in(σ1−σ2)Dij
a,− (τ1, τ2;n)

]
Bn (τ2)

}αβ
. (4.77)

Onde + e - representam as componentes avançada e retardada da função de Green

respectivamente no caso em que as frequências não dependem do tempo. Estes termos
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são dados pelas seguintes equações

Dij
a,+ (τ1, τ2;n) =

exp
(
i
∫ τ2
τ1
dλωn (λ)

)
2n
√
ωn (τ1)ωn (τ2)

[θ (τ1 − τ2) (1 + s3)

+θ (τ2 − τ1) (1− s3)]αβ (4.78)

Dij
a,+ (τ1, τ2;n) =

exp
(
−i
∫ τ2
τ1
dλωn (λ)

)
2n
√
ωn (τ1)ωn (τ2)

[Cn (τ1) θ (τ1 − τ2) (1 + s3)

+θ (τ2 − τ1) (1− s3)C−1
n (τ2)

]αβ
(4.79)

onde introduzimos a matriz para cada um dos modos m

Cm (τ) =

 1 + 2nm (τ) −1

−1 0

 . (4.80)

As transformadas de Fourier dos propagadores fora do equiĺıbrio no setor a dadas pelas

relações (4.78) e (4.79) são similares aos propagadores fora do equiĺıbrio do campo escalar

no espaço de Minkowski [107], [108], [109]. Uma das diferenças é notada na presença

do fator (ωn (τ1)ωn (τ2))−1/2 que não está presente no caso do campo escalar no espaço

plano. Este fator é uma consequência da dependência dos modos φiαn (τ1) do argumento√
nωn (τ), mais especificamente, é o resultado da interação entre o fundo gravitacional e

as cordas. O propagador fora do equiĺıbrio do setor b pode ser calculado exatamente da

mesma maneira.
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4.5 Formalismo NETFD

O formalismo conhecido por Dinâmica de Campos Térmicos fora do Equiĺıbrio (Non-

Equilibrium Thermo Fild Dynamics - NETFD) é um formalismo canônico a tempo real

para o tratamento de teorias térmicas de campos quânticos. O formalismo foi desenvolvido

inicialmente como uma alternativa aos já existentes formalismos a tempo imaginário os

quais apresentam dificuldades com respeito à definição de correlações envolvendo vários

instantes no tempo assim como à construção da matriz densidade [7]. O NETFD pode ser

derivado a partir dos mesmos axiomas do TFD (Thermo Field Dynamics) em equiĺıbrio,

os quais podem ser sumarizados como segue

1. Um sistema f́ısico termalizado é descrito por dois conjuntos de operadores de campo

comutantes (anti-comutantes) denotados por φ (x) e φ̃ (x) os quais atuam no espaço

de Hilbert térmico total que por sua vez é dado pelo produto direto entre dois

espaços de Hilbert idênticos

Ĥ = H⊗ H̃ . (4.81)

2. Associa-se a cada operador O = O
(
φ (x) , φ† (x)

)
atuando em H uma cópia Õ =

O∗
(
φ̃ (x) , φ̃† (x)

)
a qual atua em H̃.

3. A marcação til denota uma involução em Ĥque obedece as seguintes regras

(c1O1 + c2O2)˜ = c∗1Õ1 + c∗2Õ2 , (4.82)

(O1O2)˜ = Õ1Õ2 , (4.83)(
O†
)˜

= Õ†, (4.84)(
Õ
)˜

= εO, (4.85)

para quaisquer c1, c2 ∈ Ce O, O1, O2 ∈ End
(
Ĥ
)
. ε = 1(−1) para operadores

bosônicos (fermiônicos).
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4. O estado de vácuo é invariante sob a involução

|0 (τ)〉˜ = |0 (τ)〉 ; 〈0 (τ)|˜ = 〈0 (τ)| . (4.86)

5. O gerador da evolução temporal deve ser tal que

(
iĤ
)˜

= iĤ. (4.87)

Com isto, se conclui que o hamiltoniano deve tomar a forma da diferença entre dois

hamiltonianos idênticos

Ĥ = H − H̃ (4.88)

e é dado pela equação de Heisenberg para operadores não-til

i
d

dτ
O (τ) =

[
O, Ĥ

]
. (4.89)

6. Existe um conjuto de operadores
{
ξ, ξ̃, ξ†, ξ̃†

}
que define uma representação do tipo

quase-part́ıcula livre, independente do tempo, que atua sobre o vácuo da seguinte

forma

ξ |0〉 = ξ̃ |0〉 = 〈0| ξ† = 〈0| ξ̃† = 0 . (4.90)

Os estados térmicos são então definidos mediante imposição da condição térmica

sobre os estados

〈0|O (τ) = 〈0| Õ† (τ) para bósons, (4.91)

〈0|O (τ) = eiθ 〈0| Õ† (τ) para férmions, (4.92)

onde θ é determinado pelas regras de conjugação til.

7. A média térmica de um observável O é dada pelo valor esperado no vácuo

〈O〉 = 〈0|O |0〉 . (4.93)

8. Para qualquer valor da variável temporal t existe um mapa inverśıvel entre o espaço

de Hilbert total e a representação de quase-part́ıcula dependente do tempo dada
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por uma transformação de Bogoliubov dependente do tempo B (t) φ (τ)

eiθφ̃ (τ)

 = B−1 (τ)

 ξ (τ)

eiθξ̃ (τ)

 . (4.94)

9. O estado de vácuo dependente do tempo é definido por

ξ (t) |0 (τ)〉 = ξ̃ (τ) |0 (τ)〉 = 0, (4.95)

〈0 (τ)| ξ† (τ) = 〈0 (τ)| ξ̃† (τ) = 0. (4.96)

E obedece as equaçãos de evolução temporal

i
∂

∂τ
|0 (τ)〉 = Ĥ |0 (τ)〉 , (4.97)

〈0 (τ)| Ĥ = 0. (4.98)

10. Os estados térmicos estacionários na representação de Schrödinger são definidos por

lim
τ 7→∞

Ĥ |0 (τ)〉 = 0 (4.99)

em consonância com o que se espera sobre o equiĺıbrio térmico ser atingido no limite

τ →∞ .

O formalismo NETFD, como já enfatizado, é um formalismo canônico. Portanto,

a representação canônica dependente do tempo é definida em termos dos operadores

canônicos
{
a (τ) , a† (τ) , ã (τ) , ã† (τ)

}
. A famı́lia de mapas (parametrizados pelo tempo)

da representação canônica na representação de quase-part́ıcula dependente do tempo{
ξ (τ) , ξ† (τ) , ξ̃ (τ) , ξ̃† (τ)

}
é dada pelo mapa de Bogoliubov inverśıvel e dependente do

tempo

B (τ) :
{
a (τ) , a† (τ) , ã (τ) , ã† (τ)

}
−→

{
ξ (τ) , ξ† (τ) , ξ̃ (τ) , ξ̃† (τ)

}
. (4.100)

A representação de quase-part́ıcula é definida pelas propriedades do mapa de Bogo-

liubov que deve satisfazer 3 condições: (i) deve manter a estrutura canônica; (ii) deve

64



preservar a conjugação hermitiana; (iii) deve preservar a conjugação til:

B (τ) (s2 ⊗ s3)BT (τ) = s2 ⊗ s3, (4.101)

B∗ (t) (s1 ⊗ 1) = (s1 ⊗ 1)B (τ) (4.102)

B∗ (t) (s1 ⊗ s1) = (s1 ⊗ s1)B (τ) (4.103)

onde s1, s2 e s3 são as matrizes de Pauli. O primeiro requisito é imposto a todos os

3 casos. Os dois últimos definem representações da teoria de campos térmicos menos

usuais porém úteis. É posśıvel mostrar que a forma mais geral do operador de Bogoliubov

não-hermitiano na representação dublete da equação (4.94) é dada por

Bk = (1 + εnk (τ))
1
2 eγk(τ)s3

 1 −fαkk (τ)

−εf 1−αk
k (τ) 1

 θk (t) , (4.104)

onde k denota o modo canônico do campo, ε = 1 (−1) para bósons (férmions) e αk, nk (τ)

e γk (τ) são os parâmetros do grupo de gauge dos mapas térmicos (SU (1, 1) para bósons

e SO (2) para férmions). A fase complexa θk (τ) depende da energia do modo e satisfaz a

equação diferencial de primeira ordem

i
d

dτ
θn (τ) = ωn (τ) θn (τ) . (4.105)

O parâmetro nk (τ) representa número de ocupação

nk (τ) δ (k − l) = 〈0 (τ)| a†kal |0 (τ)〉 . (4.106)

A função fαk
k é a distribuição estat́ıstica

fαk
k (τ) =

nk (τ)

1 + εnk (τ)
. (4.107)

O parâmetro αk ∈ [0, 1] rotula diferentes representações do campo térmico no espaço

de Liouville. A escolha de αk = 1 e γk (τ) = ln (1 + εnk (τ)), em particular resulta na

transformação de Bogoliubov linear [101], [102]

Bk (τ) =

 1 + εnk (τ) −nk (τ)

−ε 1

 . (4.108)
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Caṕıtulo 5

Emaranhamento de estados de

fronteira em 1-loop

5.1 Introdução

É razoável afirmar que a interpretação de Wilson do Grupo de Renormalização (RG) [111]

constitui um dos maiores feitos da f́ısica no último quarto do século XX.

Além do fato de que esta ter proporcionado uma interpretação f́ısica consistente das

indesejadas divergências presentes nos antigos esquemas de renormalização por meio de

um rebaixamento das teorias quânticas de campos ao estatus de provedoras da dinâmica

dominante numa espećıfica escala de energia, o RG também pôs em evidência as trans-

formações conformes como um dispositivo que conecta a f́ısica em diferentes pontos ao

longo da escala de energia.

Como resultado, a simetria conforme se apresenta numa posição especial quando com-

parada às outras simetrias, a dizer, sua presença numa teoria sinaliza uma situação de

imutabilidade de toda a dinâmica ao longo da escala de energia e não somente uma equi-

valência entre graus de liberdade.

Em quatro dimensões uma propriedade particular simplifica a checagem da invariância
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conforme: toda teoria invariante sob dilatações é conforme. Na QCD este fato, juntamente

com a liberdade assintótica e seu limite não-massivo em altas energias, sugere que de fato

devemos esperar que a simetria conforme seja uma peça fundamental na f́ısica de altas

energias.

A investigação de como a simetria conforme entra no jogo da f́ısica de altas energias é

ainda mais enriquecida na teoria de cordas uma vez que em 2-dimensões o grupo conforme

possui infinitos geradores. Este fato, apesar de possuir um elevado apelo formal, implica

todavia que a f́ısica das cordas é insenśıvel à escala de energia e portanto deixa sem

resposta a importante questão de como ocorre a transição entre a dinâmica dominada

pelos graus de liberdade da corda e os das teorias quânticas de campos conhecidas à

baixas energias.

Nesta direção, uma observação importante é o fato de que a interpretação do cut-

off enquanto provido de significado f́ısico, presente na construção de Wilson do RG, na

verdade esconde a hipótese de falta de informação a cerca do que realmente acontece nas

camadas mais microscópicas da natureza, isto é, se está diante de um problema de teoria

da informação/f́ısica estat́ıstica/termodinâmica [112].

No contexto da f́ısica à temperatura finita, pode-se dizer que a temperatura e a renor-

malização andam lado a lado visto que através da segunda lei da termodinâmica

∆E = T∆S , (5.1)

uma mudança nas ocupações dos ńıveis quantizados de energia de um sistema (isto é,

uma mudança na norma do estado quântico) incorre numa variação da entropia com a

temperatura enquanto constante de proporcionalidade. Desde um ponto de vista da teoria

da informação, tal conexão pode também ser vista na existência de um setor desconhecido

de graus de liberdade (reservatório térmico). Ambos pontos de vista sugerem, portanto,

que um sistema térmico deve compartilhar semelhanças com um conjunto de graus de

liberdadae renormalizados.

De volta ao contexto das cordas, uma vez que esta teoria tem sido vista enquanto
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a candidata mais promissora à descrição da gravidade em ńıvel microscópico, cabe a

investigação a cerca da interpretação termodinâmica do grupo conforme em 2 dimensões,

principalmente quando se leva em conta a entropia de buracos negros e as propostas (com

inspiração no arcabouço da teoria de cordas) mais recentes de interpretação da gravidade

como um fenômeno intrinsecamente termodinâmico [113], [114] as quais, de certa forma,

dão continuidade a uma linha de pesquisa já estabelecida que toma a gravidade como um

fenômeno inerentemente macroscópico [115], [116], [117], [118], [119], [120], [121], [122].

Neste sentido, pode se esperar que a conexão entre a teoria de cordas e as teorias de

campos em baixas energias devem envolver algum tipo de interação do tipo mixing/rúıdo

(térmico) entre os estados de cordas, do qual emergiriam condensados termodinâmicos.

Apesar de já terem ocorrido pesquisas no ińıcio dos anos 90 a respeito da relação entre

o grupo de renormalização dos graus de liberdade das cordas desde o ponto de vista da

folha-mundo e do espaço-tempo [123] , aparentemente o assunto foi deixado de lado desde

a descoberta das D-branas. Entendemos que o ponto merece ser revisitado visto que a

quebra da simetria de Poincaré no espaço-alvo (e a consequente quebra do grupo conforme

no espaço alvo) deve possuir uma contrapartida desde perspectiva da folha-mundo.

Neste trabalho nós procedemos com a investigação a cerca de como a integração ao

longo da escala de energia nas cordas bosônicas, isto é, a integração sobre o espaço modular

da folha-mundo esconde a integração de um rúıdo estat́ıstico entre os estados puros da

corda.

O resultado mais importante consiste na descoberta de que este rúıdo emerge sob a

forma de um estado coerente o qual no limite da ausência de mixing se reduz ao estado de

fronteira/D-brana. Este resultado está de acordo com a espectativa de que as D-branas

devem ser condensados de cordas em baixas energias. Os cálculos se dão sob o prisma de

uma dinâmica efetiva das cordas em baixas energias em que, particularmente, se espera

a invariância conforme estar quebrada.
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5.2 Interações a 1-loop das cordas bosônicas

No regime perturbativo da interação entre as cordas bosônicas, as amplitudes de es-

palhamento são calculadas levando-se em conta a contribuição topológica advinda da

caracteŕıstica de Euler da folha-mundo Σ

χ (Σ) =
1

4π

∫
Σ

d2σ
√
gR = 2 (1− g) (5.2)

onde g é o gênero de Σ. A caracteŕıstica de Euler χ (Σ) funciona como um contador de

loops para a corda quântica tornando posśıvel dotar a integral funcional de um peso es-

tat́ıstico que represente uma dinâmica de interação. Mediante fixação de calibre covariante

e rotação de Wick a ação toma a seguinte forma

S =
1

4πα′

∫
Σ

d2σ
√
ĝĝαβ∂αX

µ∂βXµ +
1

2π

∫
Σ

d2σ
√
ĝbαβ∂αcβ + χ (Σ) , (5.3)

onde ĝ representa a métrica da folha-mundo fixada sob transformações de calibre.

O gênero de Σ está relacionado com a forma com que a compactificação topológica (da

folha mundo) é realizada e, induz configurações globalmente não triviais para a métrica

em 2 dimensões, os chamados moduli, os quais, são identificados como os modos-zero

do adjunto do operador de onda do setor de fantasmas de Fadeev-Popov associados às

transformações de difeomorfismos e reescalas de Weyl (as simetrias de gauge em questão),

sendo portanto irredut́ıveis à identidade por meio destas transformações.

A 1-loop (χ (Σ) = 0), lida-se com a topologia do toro, cuja compactificação (a menos

de transformações de Weyl globais) é parametrizada por um comprimento τ2 e um ângulo

de ”torção” τ1. As transformações modulares fixam a região fundamental do parâmetro

de Teichmüller (modulus) τ = τ1 + iτ2 em −1/2 < τ1 < 1/2 and |τ | > 1 . Por fim,

este parâmetro entra na métrica global em 2 dimensões uma vez fixado o volume da

folha-mundo sendo 1

g(τ) =
1

τ2

 1 τ1

τ1 |τ |2

 . (5.4)

Levando em consideração o fato de que cada valor de τ define uma classe de equi-

valência sob transformações de calibre, uma integral funcional apropriadamente definida
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deve considerar todas as classes de equivalências no que diz respeito à definição de uma

teoria quântica consistente. Por outro lado, uma vez que τ2 mede o comprimento do toro,

este parâmetro funciona como um comprimento de correlação e desta forma possui uma

escala de energia associada. Em outras palavras, a integração sobre o espaço modular é

no fundo uma integração sobre a escala de energia, isto é, uma integração do grupo de

renormalização.

Levando-se isto em consideração, procedemos com a questão natural a respeito de qual

tipo de estado quântico contribui à função de partição em cada ńıvel da escala de energia

a 1-loop.

Usamos a seguinte decomposição de Fourier dos modos da corda bosônica

Xµ
(
σ1, σ2

)
= xµ − iα′pµσ2 + i

√
α′

2

∑
n6=0

{
αµn
n
e−n(iσ

1+σ2) +
ᾱµn
n
e−n(iσ

1−σ2)
}

(5.5)

e consideramos a ação de Polyakov definida com g(τ)

SP(τ)
=
−1

4πα′

∫
Σ

d2σ
√
g(τ)g

αβ
(τ)∂αX

µ∂βXµ . (5.6)

Uma substituição simples de (5.4) e (5.5) em (5.6) seguinda por integração das expo-

nenciais no centro de massa da corda e redefinição dos osciladores por

Aµn = e−πn
αµn√
n

; Āµn = e−πn
ᾱµn√
n

(5.7)

A†µn = eπn
α†µn√
n

; Ā†µn = eπn
ᾱ†µn√
n

(5.8)

além de alguma álgebra resulta na soma de um termo livre com um termo t́ıpico das

interações do tipo formação de pares (pairing interactions) ou termo de Bogoliubov B (τ)

que representa a formação de condensados

SP(τ)
∼ Sfree +B (τ) ; (5.9)

B (τ) =

(
1 + |τ |2

)
2τ2

Gµν

∑
n≥1

sinh (2πn)
{
A†µn Ā

†ν
n − AµnĀνn

}
. (5.10)

O resultado é que a topologia da folha-mundo induz a formação de um estado conden-

sado entre osciladores à esquerda e osciladores à direita. Em linhas gerais, ao redor do
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buraco da folha-mundo os modos da corda bosônica advindos do infinito interagem uns

com os outros na forma determinada pelo termo de Bogoliubov B (τ), o qual dá origem a

um condensado.

O aparecimento de B (τ) pode intuitivamente ser comparado à condensação dos modos

bosônicos ao redor de um buraco negro: as ondas planas dos campos advindas do infinito

condensam no horizonte de eventos devido ao fato de que o hamiltoniano da matéria,

quando escrito em termos da métrica curva dá origem a um termo de Bogoliubov (fora da

diagonal) para os modos. É então posśıvel por meio de uma transformação canônica (a

transformação de Bogoliubov cujo gerador é um múltiplo do termo de mixing) relacionar

os modos dos campos distantes do buraco negro com os modos t́ıpicos ao redor do buraco

negro de modo que o hamiltoniano renormaliza-se e torna-se novamente diagonal enquanto

que o vácuo é redefinido como um estado condensado. Ou seja,

〈0| eHfree+HBog |0〉 = 〈0|
(
e−θHBogeθHBog

)
eHfree+HBog

(
e−θHBogeθHBog

)
|0〉 (5.11)

= 〈θ| eH
′(θ)
free |θ〉 . (5.12)

Com isto, pode-se afirmar que a emergência do condensado é um efeito da métrica

não-trivial no hamiltoniano através do termo de interação entre pares, em outras pala-

vras, trata-se de um efeito dinâmico que pode ser detectado por meio de uma análise do

hamiltoniano da mesma forma como se procede com a análise da formação de condensados

na teoria BCS da supercondutividade por exemplo.

5.3 Condensação de D-branas

O estado condensado |B (θ)〉 é definido pela ação da transformação de Bogoliubov sobre

o vácuo

|B (θ)〉 = eB(τ) |0〉 |0̄〉 = N
∏
n≥1

eαθn[A
†
n·Ā†n] |0〉 |0̄〉 (5.13)
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onde

θn = sinh (2πn) (5.14)

α =

(
1 + |τ |2

)
2τ2

(5.15)

e N é uma constante de normalização.

Na teoria de cordas, as D-branas são há muito tempo reconhecidas como um caso

especial de estados condesados [67], também chamados de estados de fronteira devido ao

fato de que advém das condições de fronteira da folha-mundo (isto é, uma propriedade

topológica da folha-mundo).

A fim de esclarecer este ponto, recordamos brevemente a emergência dos estados de

fronteira das condições de fronteira. Seja S a ação de Polyakov

S = − 1

4πα′

∫
Σ

d2σ
{
∂αXa∂βXbηαβηab

}
. (5.16)

Extremização δS = 0 implica na dinâmica dos modos no interior da folha-mundo

�Xa = 0 além das condições de fronteira, as quais podem ser manipuladas com o teorema

de Stokes em 2 dimensões∫
Σ

d2σ∂α (δXa∂αXa) =

∫
∂Σ

−εγαδXa∂αXadσ
γ = 0 (5.17)

e integração sob extremos fixos no tempo∫
∂Σσ=0

ε01δX
a∂1Xadσ

0 +

∫
∂Σσ=π

ε01δX
a∂1Xa

(
−dσ0

)
= 0 (5.18)

ou ∫
∂Σσ=π

δXa∂σXadσ
0 =

∫
∂Σσ=0

δXa∂σXadσ
0 (5.19)

que, no caso das cordas abertas podem ser satisfeitas, nas duas fronteiras, tanto pela

condição de fronteira de Neumann quanto pela condição de Dirichlet

∂σX
a|σ=0,π = 0 - Neumann ; (5.20)

δXa|σ=0,π = 0 - Dirichlet . (5.21)
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Em termos das componentes de Fourier dos campos da corda Xa, as condições acima

significam

αµn + ᾱµn = 0 - Neumann (5.22)

αµn − ᾱµn = 0 - Dirichlet (5.23)

cujas versões quânticas devem ser interpretadas enquanto condições restritivas aos estados

no espaço de Hilbert, ou seja,

(αµn ± ᾱµn) |B〉 = 0 . (5.24)

Finalmente, a equação (5.24) pode ser formalmente resolvida para o estado (puro) de

fronteira ou, estado de D-brana |B〉

|B〉 =
∏
n≥1

eSµνα
µ
−nᾱ

ν
−n |0〉 |0̄〉 (5.25)

com Sµν determinando a assinatura de quais direções são paralelas e quais são perpendi-

culares à brana. Portanto, as D-branas podem ser vistas como estados condensados puros

(ver [60]).

Uma comparação simples entre (5.25) e (5.13) mostra que ambos pertencem à mesma

categoria de estados. A dizer, |B (θ)〉 é um estado coerente [59], [60] que representa uma

brana que compreende todas as direções espaciais dotada entretanto de um fator de fase

global α assim como uma distribuição não-trivial de amplitudes para os ńıveis n associada

aos osciladores Aµn e Āµn

Aµn |B (θ)〉 − αθnĀµ†n |B (θ)〉 = 0 , (5.26)

Āµn |B (θ)〉 − αθnAµ†n |B (θ)〉 = 0. (5.27)

Uma importante investigação neste ponto consiste em compreender o papel desempe-

nhado pelo parâmetro αθn. Como já foi estudado anteriormente na literatura [59], [60], as

D-branas em ńıvel de árvore podem ser tomadas enquanto um tipo particular de estados

puros. Neste sentido se pode dizer que o fator αθn em (5.13) representa uma forma de

rúıdo para o estado de D-brana, a dizer, o rúıdo caracteŕıstico à interação a 1-loop. Em
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outras paIavras, αθn representa uma renormalização com respeito ao estado de fronteira

em ńıvel de árvore.

Ainda, uma vez que o fator de fase αθn é uma consequência das interações das cordas, é

pertinente a pergunta de como este fator depende da escala de energia. Devido à presença

expĺıcita do parâmetro τ2 em α é simples ver que o emaranhamento diverge em baixas

energias

lim
τ2 7−→+∞

α (τ1, τ2) = +∞ (5.28)

e tende a um valor finito (e perturbativo) em altas energias

0 < lim
|τ |7−→1

α (τ1, τ2) < 1 . (5.29)

Além disso, já que α (τ2) não possui ráızes reais, não existe nenhum ponto da escala de

energia livre do emaranhamento.

Pontos fixos (∂α/∂τ2) = 0, por outro lado são encontrados ao longo de uma hipérbole

no espaço modular estendido

(τ2)2 − (τ1)2 = 1 . (5.30)

As transformações modulares são finalmente responsáveis por mapear estes pontos de

volta à região fundamental.

5.4 Entropia

Devido ao fato de que no canal aberto, as D-branas aparecem enquanto condensados puros

de cordas fechadas, estes objetos são frequentemente vistos como fundos gravitacionais.

Este aspecto sugere que as D-branas devem desempenhar um papel fundamental numa

formulação final da gravidade em ńıvel microscópico, isto é, espera-se que as propriedades

que nós usualmente associamos à geometria do espaço-tempo devam ser deriváveis a partir

de cáculos envolvendo as D-Branas.

Desta perspectiva é interessante examinar a microestrutura do condensado encontrado.
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Para isso procedemos com a avaliação da entropia Sn para o ńıvel-n

Sn = − ∂

∂β

[
1

β
ln
(
Z(B)
n (β)

)]
(5.31)

= −
(

ωn
ln (αθn)

)2

ln [1− αθn]− (ωn)2

α ln (αθn)

(
(αθn)2

1− αθn

)
(5.32)

com

Z(B)
n (β) =

1

1− exp (−βωn)
; (5.33)

αθn = exp (−βωn) . (5.34)

A análise mostra que o aparecimento dos estados de fronteira assim como seu ema-

ranhamento são fenômenos caracteŕısticos das altas energias e das baixas temperaturas

(comportamento esperado de um estado coerente)

lim
|τ |7−→1

Sn < +∞ . (5.35)

É informativo notar ainda que a temperatura é apenas positivo-definida para valores

αθn < 1 . De fato, a entropia Sn também é apenas positivo-definida para os mesmos

valores de αθn, o que acontece em altas energias no limite |τ | 7−→ 1 e baixos modos n.

Além disso, é importante salientar que Z
(B)
n (β) é uma função de partição para a folha

mundo: este objeto conta estados para um determinado valor do parâmetro de Teichmüller

e para um determinado ńıvel. Como é conhecido, a função de partição completa da corda

é tomada por meio da integração em τ sobre a região fundamental do espaço modular.

Entretanto, nosso interesse aqui é explorar a microestrutura da dinâmica da folha-mundo

devido às interações das cordas e procurar mecanismos que assinalem a condensação das

cordas fechadas em cada ńıvel da escala de energia do grupo de renormalização com o

propósito final de encontrar pistas de como diferentes geometrias do espaço-tempo podem

emergir da análise na folha-mundo.
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Caṕıtulo 6

Conclusões e Perspectivas

Na presente tese discutimos como, efeitos de condensação aparecem no contexto da teoria

de cordas. Uma classe de objetos importantes para esta discussão consiste nas D-Branas

visto que do ponto de vista de sua representação em termos dos estados de fronteira, estes

objetos aparecem enquanto um exemplo de estado condensado de cordas fechadas no ńıvel

quântico. Por consequência do modo de spin 2 das cordas pertencer ao setor de cordas

fechadas, o estado de fronteira coloca a D-brana enquanto um condensado de grávitons o

que a torna forte candidata à descrição da formação de fundos gravitacionais nas teorias

de cordas.

Ainda, nas teorias de Supercordas, as D-branas adquirem um estatus special. Devido

às suas massa e cargas de supersimetria não-triviais, estes objetos aparecem como exem-

plos de estados BPS, e devido ao seu acoplamento com os campos de Ramond-Ramond

(RR), sua estabilidade pode ser discutida em termos de suas cargas RR [125].

Tendo como ponto de partida a construção do formalismo TFD onde estados térmicos

são obtidos por meio das transformações de Bogoliubov de dois modos, obtivemos o estado

de D-Brana bosônica termalizada em compactificações toroidais e na presença de campos

de fundo frios no caṕıtulo 3. Este resultado representa uma generalização da literatura [32]

e [33] e [36] nos quais a termalização das D-branas bosônicas e as D-branas supersimétricas

no formalismo GS foi obtida em espaço plano e sua entropia calculada. A fim de se obter
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o estado de fronteira térmico, o formalismo TFD foi generalizado de modo a incluir o

setor de modo zero da corda em T d−p−1 e tal generalização foi usada na obtenção da

entropia e a energia livre da corda fechada à temperatura finita. Pode-se dizer que a

generalização do formalismo TFD é por si só um resultado interessante na medida em

que ele estende o método de termalização canônica à condições de fronteira não-triviais

e generaliza os estudos precedentes [70] e [71] os quais estabelecem a forma do operador

de Bogoliubov para campos escalares e espinoriais em T d−p−1 sem entretanto lidar com

a questão do número de voltas nos ciclos toroidais que é espećıfica aos campos da corda.

Com estas condições de fronteira, o mapa desde o espaço de Hilbert à temperatura zero

no espaço de Hilbert à temperatura finita deve ser generalizado ao produto direto dado

em Ω̂ (βT )⊗ eiĜ(βT ). O operador Ω̂ (βT ) leva os estados do setor de modo zero da corda à

temperatura zero nos correspondentes estados à temperatura finita e com isso possibilita

a extensão do formalismo TFD ao setor topológico.

Como encaminhamento futuro desta linha de investigação, uma possibilidade inte-

ressante é o estudo da versão térmica das D-branas supersimétricas magnéticas. Vale

salientar que enquanto a construção de D-branas térmicas a partir de D-branas super-

simétricas em espaços planos (e estendidos) na ausência de campos de fundo foi levada a

cabo em [36] por meio do formalismo GS, a construção no formalismo RNS ainda é uma

seara aberta mesmo em espaços planos.

A análise detalhada das propriedades termodinâmicas das D-branas térmicas magné-

ticas é um problema desafiador. Devido à existência de infinitos modos da corda e da

presença do fator de normalização Np−1 (B) e Nd−p−1 (B) nos estados de fronteira, muitas

das quantidades termodinâmicas são divergentes e devem ser renormalizadas antes de lhes

ser posśıvel a atribuição de qualquer significado f́ısico. Este é um problema geral presente

tanto na descrição em termos de estados de fronteira das D-branas à temperatura zero

quanto à temperatura finita. Entretanto, informações interessantes podem ser obtidas

mediante truncamento da escala de energia/número de modos da corda. Este truncamento

pode ser valioso na análise das D-branas térmicas magnéticas através da associação do
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parâmetro de escala com o raio de compactificação R e requer um tratamento cuidadoso

da questão da dualidade-T nas direções compactas à temperatura finita.

No caṕıtulo 4 desta tese foi dado um tratamento canônico ao problema de cordas nas

proximidades de singularidades cosmológicas do tipo onda plana com base no formalismo

NETFD para campos fora do equiĺıbrio. Este método permite a construção e interpretação

do espaço de estados bem como a computação de funções de correlação para a corda

térmica. As funções de correlação para os osciladores da corda recebem correções do con-

tratermo Q̂ o qual gera a evolução temporal do parâmetro de número n|∇| (τ). Comparado

à literatura existente, estes resultados são similares aos obtidos no caso do campo escalar

relativ́ıstico no espaço de Minkowski [107], [108], [109]. Entretanto, os graus de liberdade

extras proporcionados pelo centro de massa da corda não possuem qualquer análogo na

teoria de campos térmicos. Consequentemente, com o intuito de computar o comporta-

mento térmico deste setor, foi necessário generalizar o formalismo NETFD postulando-se

novas relações de comutação para as variáveis canonicamente conjugadas associadas ao

centro de massa (4.63) que sejam consistentes com os comutadores a tempos iguais dos

campos térmicos (4.51) , (4.52) e (4.55). No limite de pequenas variações temporais do

parâmetro de número, o formalismo NETFD viabiliza uma abordagem perturbativa no

cálculo das funções de correlação que foi usada aqui na computação da função de dois

pontos em ordem zero de perturbação. Devido à importância das aplicações da teoria de

cordas fora do equiĺıbrio, entendemos que o desenvolvimento posterior do método apre-

sentado neste trabalho merece atenção. Em particular, é importante calcular a função

de dois pontos em primeira ordem de perturbação e a equação que descreve a evolução

temporal das correlações térmicas.

No caṕıtulo 5 foi discutido como uma versão emaranhada das D-branas aparece nos

cálculos de 1-loop das cordas bosônicas devido à presença do fator αθn o qual é uma con-

sequência direta das interações das cordas/topologia da folha-mundo segundo assinalado

pelo parâmetro de Teichmüller τ .

Levando-se em consideração que o entendimento da microestrutura intŕınseca das D-
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branas deve ser um passo importante na conquista de uma formulação consistente do

fenômeno gravitacional em altas energias, acreditamos que o mecanismo simples discutido

neste trabalho pode trazer algum ar novo para esta caminhada. Passos futuros nesta

direção incluem a generalização ao caso supersimétrico, consideração de topologias mais

sofisticadas, assim como lidar com a questão de como D-branas com dimensionalidade

inferior percebem a presença das interações das cordas.

Ainda, acreditamos que uma linha inteira e não-explorada de pesquisa se encontra

escondida sob a hipótese de desacoplamento dos modos de altas energias na interpretação

de Wilson do grupo de renormalização. No fundo ela envolve a hipótese de informação es-

condida [112] que por sua vez implica na existência de uma entropia inerente aos fluxos de

renormalização ao longo da escala de energia. Esta linha de investigação tem sido explo-

rada em associação ao prinćıpio holográfico [126] e pode providenciar novas ferramentas

úteis no trato dos eńıgmas envolvendo o centeúdo de informação, presentes nos cenários

de gravidade quântica e na perspectiva da gravidade enquanto um efeito macroscópico

[113], [115], [116], [117], [118], [119], [120], [121], [122] and [114].
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