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Resumo

Os estudos do comportamento da interação gravitacional em micro-escala, apontam para a

torção como uma componente fundamental na caracterização da dinâmica desta interação.

Isto é sugerido tanto na abordagem da Gravidade Quântica de Laços (Loop Quantum

Gravity) quanto na teoria das Supercordas, que se apresentam como as duas principais

candidatas para solucionar o problema. Para tanto, estas duas construções se valem do

tratamento da interação gravitacional como uma teoria de gauge segundo a estratégia

proposta por Utyama/Kibble/Sciama (1955). Esse contexto serviu de motivação para

desenvolvermos, neste trabalho, uma base de projetores de spin para tensores de rank-3

que permite caracterizar teorias gerais de gravitação na presença de torção, a ńıvel de

árvore, segundo suas excitações locais. Em seguida, aplicamos o método a um problema

espećıfico, inspirado nas teorias gravitacionais oriundas das Supercordas (cordas fechadas

do tipo II), no regime de baixas energias.
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Abstract

Studies of the gravitational behaviour at the microscale points towards a very important

role played by torsion in caracterizing dynamics of gravitation. This is suggested by

both Loop Quantum Gravity and Superstring Theory, the two main candidates to give

a consistent description of Nature in this scale. In these fundamental scenarios, gravity

is regarded as a gauge theory following the proposal by Utyama/Kibble/Sciama (1955).

In this work, we develop a new basis of spin-projectors in the space spanned by rank-3

Lorentz tensors that may be useful in determining the dynamics of gravitational theories

with torsion at the tree approximation, in terms of its fundamental local excitations. Also,

we apply our set-up to a specific problem, inspired by low-energy effective string theories.
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2.2 A Eletrodinâmica como uma teoria de gauge para o grupo U (1) . . . . . . 15

2.3 Teorias de gauge Não-Abelianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3.1 As interações nucleares na descrição das teorias de YM . . . . . . . 17

2.3.2 QCD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Gravitação como uma teoria de calibre 23
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Caṕıtulo 1

Introdução

A F́ısica enquanto ciência tem por objetivo descrever a evolução dinâmica dos sistemas.

No método anaĺıtico da F́ısica Moderna, isto se repercute em entendê-los como entidades

compostas cujas partes interagem entre si. Com esta postura, a prinćıpio, o reconheci-

mento das sub-partes de um sistema e as interações envolvidas, ou seja, a forma como

as várias componentes trocam informações entre si e modificam por consequência os seus

atributos, deve em prinćıpio ser suficiente para resolver qualquer problema de f́ısica con-

siderado.

Ao longo do século XX, esta postura foi sistematicamente empregada, tendo passado

por uma profunda reinterpretação com o advento da mecânica quântica e culminando na

f́ısica de part́ıculas elementares, por sua vez representada simbolicamente pelas teorias

quânticas de campos.

Pode-se dizer que o grande triunfo desta metodologia é o Modelo Padrão da F́ısica

de Part́ıculas, uma teoria quântica de campos baseada num prinćıpio de simetria local

(teoria de Yang-Mills) sob transformações do grupo U (1)×SU (2)×SU (3) , que descreve

3 das conhecidas 4 interações fundamentais da natureza - o eletromagnetismo e as forças

nucleares forte e fraca.

Paradoxalmente, enquanto o entendimento da dinâmica se revolucionou no mundo

microscópico com a Mecânica Quântica, a gravitação, de todas a mais antiga qua a hu-

1



manidade conhece, se revolucionou no sentido mais hoĺıstico posśıvel com a Teoria da

Relatividade geral de Einstein.

O fato de que a massa inercial mi e a massa gravitacional mg sejam iguais leva ao

cancelamento da carga da interação na segunda lei de Newton,

G
Mmg

r2
= mi

d2

dt2
r =⇒ G

M

r2
=

d2

dt2
r (1.1)

e, portanto, a carga da interação de cada um dos participantes de um processo não é

determinante na forma como este é afetado. Isso permitiu a construção por Einstein

de uma teoria que descreve o movimento por meio da dinâmica da geometria do espaço

que cada um dos interagentes percebe. Com isso, a Relatividade Geral aponta para uma

dualidade entre energia e espaço e uma consequente reinterpretação do que propriamente

é entendido como espaço, e por extensão, todo o universo.

Postas estas considerações, as duas construções parecem se basear em aspectos to-

talmente distintos da natureza. Enquanto as interações do modelo padrão da f́ısica de

part́ıculas são compreendidas com base nas propriedades intŕınsecas à matéria, a F́ısica

das interações gravitacionais, por outro lado, é determinada por uma estrutura (aparente-

mente) alheia a esta - o espaço-tempo.

Neste sentido, uma vez que estas duas classes de fenômenos tratam de aspectos tão

distintos da nossa percepção, coloca-se a pergunta: Qual a necessidade de se promover

a teoria de campo da interação gravitacional ao caráter quântico? Em outras palavras,

qual a necessidade de se quantizar a gravitação?

A resposta a esta pergunta ainda não é consenso na literatura [1], mas uma discussão

vem da análise das equações de Einstein

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = κTµν . (1.2)

No regime quântico da matéria, o tensor energia-momento, Tµν , ganha caráter opera-

torial, deste modo, se torna e é necessário reconstruir a equação (1.2) .

Três hipóteses se apresentam para isso:
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Gµν = κ〈T̂µν〉 ; (1.3)

〈Gµν〉 = κ〈Tµν〉 ; (1.4)

Ĝµν = κT̂µν . (1.5)

A equação (1.3) é referida na literatura como abordagem semi-clássica [2] ou teoria

quântica de campos em espaços curvos. Embora esta prescrição seja razoável enquanto

uma aproximação (e de fato foi usado por Hawking e Bekenstein para derivar o famoso

resultado da entropia de buracos negros)[3] [4], quando encarada como uma afirmação

fundamental (de que a geometria é inerentemente clássica e não deve ser quantizada) leva

a diversas inconsistências.

O ponto mais problemático do método semi-clássico é que os próprios estados dos

campos de matéria dependem da geometria sobre a qual se encontram que por sua vez é

determinada por estes

Gµν (g) = κ〈T̂µν (g;φ)〉 . (1.6)

Desta forma, qualquer solução de (1.3) deve ser encontrada dentro de algum mecanismo

autoconsistente de resolução até agora desconhecido.

Esta dependência impĺıcita com a métrica levou à observação de que tais estados não

devam obedecer ao prinćıpio da superposição e desta forma a estrutura linear da mecânica

quântica possivelmente deva ser abandonada quando se considera efeitos gravitacionais.

Além deste problema central de auto-consistência, não é fisicamente claro como o

estado | 〉 deva ser escolhido. Enquanto o lado direito da equação depende do espaço de

Hilbert, o lado direito não, e com isso, computações de amplitudes de transição, com a

escolha de estados ”in”| 〉 e ”out”〈 | no setor de matéria implica em valores complexos

para quantidades cuja interpretação é puramente geométrica.
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A segunda opção é a equação (1.4). Esta hipótese coloca a teoria fundamental da

gravidade em micro-escala numa descrição completamente estat́ıstica no sentido clássico.

Em particular, todas as leis de conservação de quantidades são respeitadas apenas nos

valores médios. Isto colocaria o fenômeno gravitacional numa classe fundamentalmente

distinta das outras interações nas quais as quantidades conservadas são respeitadas em

cada processo individual.

Claramente este caráter peculiar deve ser discutido com base no que reconhecemos

como os observáveis da gravitação. Este ponto ainda é polêmico na literatura, e desde a

proposição da relatividade geral por Einstein ainda se discute o que define uma medida

na relatividade geral (clássica!) [1] , [5], [6], [7] .

Uma cŕıtica pragmática em relação a esta postura é simplesmente que a teoria desta

forma nada diz a respeito da dinâmica da matéria quântica via interação gravitacional e

funciona apenas como um aparelho cinemático de computação de grandezas estat́ısticas

sobre a energia e momento. Do ponto de vista preditivo portanto, a teoria tem pouco (ou

nada) a dizer sobre como funciona a natureza.

Com isto, resta a última candidata, a equação (1.5), que põe efetivamente o problema

de se estudar os graus de liberdade da métrica como operadores lineares num espaço de

estados e define propriamente o problema da gravidade quântica.

As equações de Euler-Lagrange entretanto são apenas a versão clássica de uma teoria

e neste sentido o problema é mapeado no estudo das propriedades do gerador funcional

Z ≡
∫
D [g] e−iSE−H

onde SE−H é a ação de Einstein-Hilbert

SE−H ≡ 1

2κ

∫
d4x

√
−gR .

Comparado com as outras interações entretanto o problema parece mal definido. En-

quanto os campos das outras teorias são funções (funcionais lineares) com domı́nio no

espaço-tempo de Minkowski e imagem numa determinada representação do grupo de
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Lorentz, a métrica por outro lado é a definidora do próprio espaço sobre o qual a matéria

interage.

Desta forma, a adaptação da linguagem das TQC ao problema da gravidade quântica

passa por encontrar um método que permita incorporar a métrica curva do espaço-tempo

como efetivamente definida sobre algum espaço plano. Tal construção foi realizada por

Utyama em 1955 incorporando o grupo de Lorentz como uma simetria interna de uma

teoria definida sobre um espaço plano, influenciado pelo então recente trabalho de Yang-

Mills (1954) sobre simetrias internas locais. Após a demonstração realizada por t’ Hooft

na década de 70 da renormalizabilidade das teorias de YM, a estratégia de Utyama tomou

uma posição central na discussão da gravidade quântica permitindo que de certa forma

a interpretação geométrica seja flexibilizada em favor da descrição dinâmica de conexões

num fibrado.

A fusão completa da abordagem das TQC à gravidade ainda passa entretanto por

muitos outros problemas conceituais. A citar

• Quanto do aparato conceitual e técnico da relatividade geral, como a hipótese de

que o espaço-tempo seja uma variedade infinitamente diferenciável, propriedades

topológicas da métrica como a existência de horizontes de eventos e até mesmo a

comutatividade das coordenadas espaciais deve ser mantido no processo de quan-

tização?

• Possivelmente a própria interpretação de Copenhagem da MQ não seja mais apro-

priada já que a suposta realidade clássica agora quer ser entendida quânticamente.

• Quais fontes de matéria devem ser quantizadas com o campo gravitacional de forma

a constituir uma teoria consistente? Supergravidade?

Em geral as investigações destas várias questões se desenvolveram ao longo da história

da Gravidade Quântica em duas grandes escolas de pensamento. A escola da f́ısica de

part́ıculas e os partidários da relatividade geral clássica.
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Embora instrumentalmente a discussão em ambas as comunidades envolva mais e mais

elementos comuns, as hipóteses assumidas bem como a interpretação geral do fenômeno

gravitacional ainda difere radicalmente em muitos pontos.

Na escola da f́ısica de part́ıculas, a dinâmica de um campo quântico é identificada

fundamentalmente no pólo de um propagador e nas correções de vértice advindas do

lagrangiano de interação.

Para que esta estrutura seja realizada no lagrangiano de Einstein-Hilbert é necessário

adotar a prescrição de campo fraco para a métrica

gµν = gc
µν + κhµν ,

em que a estrutura estocástica do campo quântico, que é avaliada na integração funcional,

é supostamente carregada na flutuação hµν sobre alguma métrica estática gc
µν que seja

solução das equações clássicas de Einstein.

Com esta prescrição a ação de Einstein-Hilbert toma a forma de um caracteŕıstico

termo Gaussiano, responsável por um pólo e a consequente dinâmica dos graus de liber-

dade da teoria, seguido por uma série infinita de termos de interação indexados por

potências na constante de acoplamento κ

SE−H −→ S =

∫
d4x

{
hµνGµν;αβh

αβ +
∞∑

j=1

(κ)j L(j) (hµν ; ∂µ)

}
.

Escolhendo-se a configuração métrica de fundo como a métrica de Minkowski gc
µν =

ηµν a teoria de Einstein é desta forma posta em pé de igualdade com as outras teorias

quânticas de campos. As flutuações da métrica sobre Minkowski hµν são identificadas

como os quanta (o gráviton) da teoria, que por sua vez, enquanto uma leǵıtima TQC,

se propõe a calcular amplitudes de transição/seções de choque entre as suas excitações

fundamentais (part́ıculas).

O grande resultado desta abordagem é que a teoria resultante é não renormalizável, e

portanto não faz sentido enquanto teoria fundamental.

Este resultado, pode ser conclúıdo por uma simples análise dimensional da constante

de acoplamento [8], [9], [10]. Uma vez que a constante de acoplamento κ tem dimensão de

6



comprimento (comprimento de Planck 10−33m) ou [massa]−1 , um diagrama de Feynmann

com n vértices, isto é, com uma potência em κn , deve acompanhar uma integral que como

um todo tenha dimensão [massa]n para que no final o resultado seja uma amplitude de

probabilidade (adimensional). Isso implica que gráficos a suficientemente altas ordens na

constante de acoplamento (a depender da estrutura do gráfico) aparecem com integrais

cujos integrandos têm dimensão positiva de energia/momento resultando por isso em

infinitos quando avaliadas em todo o espaço dos momenta.

A interpretação moderna de teorias não renormalizáveis é de que a constante de acopla-

mento

g =
1

(m0)
n ; [m0] = massa , n > 0

define o domı́nio de validade da teoria ao longo da escala de energia envolvida nos pro-

cessos. Uma vez que g < 1 para a validade da expansão perturbativa, isto implica que o

valor real do parâmetro de massa caracteŕıstico m0 seja muito alto. Por consequência, a

avaliação de integrais no espaço dos momenta sobre um volume maior do que o englobado

por uma esfera de raio m0 pode resultar (após multiplicação por g) em amplitudes de

probabilidade maiores do que 1.

Visto de outra forma, a dimensão positiva em comprimento de g

g = (l0)
n

indica que novos interagentes entram nos processos quando as distâncias testadas são

menores do que l0. Em outras palavras, as part́ıculas associadas aos campos da teoria

possuem estrutura interna e não são excitações legitimamente fundamentais.

Isto é ainda assinalado na série infinita de contratermos que surgem no processo de

renormalização de tais teorias. As sucessivas altas potências de derivadas dos campos

introduzem um caráter não-local na teoria mais uma vez indicando que as excitações

quânticas dos campos da teoria tem caráter extendido e portanto composto.

Desta forma o método perturbativo aplicado à teoria de Einstein sugere que esta deva

ser encarada apenas como o limite de baixas energias de alguma teoria mais funfamental
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ainda desconhecida e o gráviton deve ser visto como uma excitação composta.

Os trabalhos nesta filosofia portanto devem continuar no sentido de buscar extensões

da relatividade geral que garantam renormalizabilidade e gerem a teoria de Einstein como

limite de baixas energias.

O fenômeno gravitacional nesta filosofia emergiria via algum mecanismo de quebra

de simetria em que o graviton apareceria como um condensado. Vários trabalhos nesta

linha foram realizados na década de 80 por A. Zee [11], [12], [13], Adler [14], [15] e outros

[16], [17]. Em geral estes modelos levam a inclusão de termos com potências superiores

na curvatura que efetivamente garantem a renormalizabilidade em todas as ordens [18]

entretanto introduzem estados com normas negativas (ghosts).

Ainda neste sentido novas simetrias foram buscadas de modo a incorporar os contrater-

mos, o resultado disso hoje são as teorias supersimétricas, em particular as supergravi-

dades, e as teorias de supercordas (que nasceu motivada pelos estudos de espalhamentos de

hadrons) que além da supersimetria incorpora também a invariância modular (invariância

sob diffeomorfismos gerais - possivelmente desconectados com a identidade - do toro) e

fornece além de uma teoria para a gravidade, também uma posśıvel origem unificada para

todas as interações.

Outra possibilidade ainda pouco explorada é o estudo de extensões da RG através de

termos com torção, que na construção da gravidade como uma teoria de YM aparece em

pé de igualdade com a curvatura na composição do tensor intensidade de campo da teoria.

Termos de torção de fato aparecem no limite de baixas energias das teorias de cordas,

geralmente associados ao tensor intensidade de campo do campo de Kalb-Ramond B[µν]

[19]. Neste sentido, alguns autores interpretam uma posśıvel detecção de torção como um

ind́ıcio de validade indireta da teoria das supercordas [20], [21].

Nas mais novas interpretações das dimensões espaciais extra sugeridas nas teorias de

cordas, os chamados cenários de Brane-Worlds [22], [23], [24], a torção tem sido explorada

também através da associação com o tensor intensidade do campo de Kalb-Ramond [25],

[26]. O campo de Kalb-Ramond nesta visão pode caracterizar de alguma forma a topologia
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da variedade através da associação da parte pseudo-vetorial da torção Sµ v εµνκλT
νκλ

(que carrega toda a informação do tensor intensidade de campo Hµνκ = ∂[µBνκ]) com o

invariante topológico de Nieh-Yan [27], [28] e conexões com a anomalia quiral [29].

Os cenários de branas se acomodam ainda na interpretação de que a gravidade seja o

regime de baixas energias de uma teoria desconhecida definida em dimensões superiores,

com o incremento de que o nosso universo apareça no processo de quebra de simetria

como uma configuração do tipo defeito topológico [30], [31], [32] de tal teoria (teoria M?).

A principal vantagem desta visão reside no fato de que com ela desaparece o problema da

hierarquia da f́ısica de part́ıculas.

Os modelos de branas fornecem ainda uma possibilidade interessante de comprovação

experimental no LHC através do mecanismo de geração de grávitons massivos [33], [34].

Do outro lado da questão, estão os f́ısicos com formação na escola da Relatividade

Geral. Para esta comunidade a teoria de Eisntein com todas as suas implicações filosóficas

sobre a nossa percepção dos conceitos de espaço, tempo e energia deve de fato ser encarada

como uma teoria fundamental da natureza. O principal argumento para isso é que o

caráter dos observáveis da teoria é ainda mal compreendido mesmo a ńıvel clássico [5].

Neste sentido, o requerimento de que as excitações da gravidade sejam locais como a

subentendida expansão linear,

gµν = ηµν + κhµν ,

deve ser uma hipótese mal constrúıda. Segundo esta visão, a caracterização da dinâmica

da teoria deve mais precisamente se dar em termos de observáveis não locais [35], [36]

[37]. Isto é ainda corroborado na observação de que a aproximação de campo fraco quebra

manifestamente uma simetria presente na teoria clássica - a invariância sob transformações

gerais de coordenadas, os também chamados difeomorfismos.

Os difeomorfismos têm uma conexão profunda com o prinćıpio relacional de Mach [38]

presente na relatividade geral que diz serem os movimentos dos corpos apenas relativos

entre si, e nenhum espaço/referencial fundamental pode ser concebido na presença de
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matéria.

Deste modo a construção da gravidade quântica para os relativistas passa necessari-

amente por implementar as transformações gerais de coordenadas no espaço de Hilbert

dos estados da teoria. Ou seja, a formulação da teoria quântica deve ser independente da

métrica de fundo (background).

A evolução histórica desta linha de pensamento culminou no que hoje chamamos de

Loop Quantum Gravity (LQG).

Tecnicamente, a LQG é construida como uma teoria cujos graus de liberdade são

carregados numa conexão de gauge associada ao grupo de Lorentz (conexão de spin) no

sentido proposto por Utyama (1955), entretanto estendida ao plano complexo onde os

graus de liberdade são então parametrizados pelas partes auto-dual e anti–auto-dual da

conexão de spin original

+Aµ
ab ≡ ωµ

ab + iεab
cdωµ

cd ;

−Aµ
ab ≡ ωµ

ab − iεab
cdωµ

cd .

As variáveis acima são conhecidas na literatura como variáveis de Ashtekar [39], [40]. A

motivação para isso é o emprego do procedimento de quantização não-perturbativamente

através do método canônico de sistemas vinculados de Dirac. A utilidade desta reparametrização

do espaço de fase está no fato de que com ela os v́ınculos, que na teoria completa (não-

perturbativa) definem o hamiltoniano, tomam a forma polinomial ao contrário do que

acontece no formalismo métrico. A rejeição ao método perturbativo é baseada na ob-

servação de que quando se aplica a prescrição perturbativa de campo fraco

gµν = ηµν + κhµν

os v́ınculos da teoria original são quebrados e o hamiltoniano não pode mais ser escrito

em termos daqueles.

Com isso, após a imposição de condições de realidade, o espaço de fase da teoria se

reduz ao de uma teoria de Yang-Mills com grupo de gauge SU (2).
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A caracterização quântica da teoria é então finalmente realizada em termos dos ob-

serváveis (não-locais) dados pelas holonomias da conexão. Os chamados loops de Wilson

foram inicialmente propostos no contexto da QCD como uma medida do tensor inten-

sidade de campo da teoria através da avaliação de um funcional do campo de gauge ao

longo de curvas fechadas. São defnidos por

WC ≡ Tr

[
℘ exp

(
i

∮
C

Aµdx
µ

)]
onde ℘ é um operador de ordenamento e C é uma curva fechada sobre a variedade base.

A invariância de gauge é garantida pelo traço o que faz de WC um bom candidato a

observável.

Posteriormente, observou-se que outras extensões dos graus de liberdade que não a no

plano complexo podem ser feitas [41], [42] com o que se introduziu um parametrização

da transformação canônica inicialmente proposta por Ashtekar, o parâmetro de Barbero-

Immirzi γ.

O parâmetro de Immirzi pode ser visto como uma medida das flutuações quânticas da

torção a menos de termos de superf́ıcie dados pela integração da densidade topológica de

Nieh-Yan [37] e desenpenha por isso um papel fundamental na discussão das quebras de

paridade associadas à componente axial da torção [43].

Com esta construção a ação de E-H toma a forma

SE−H =

∫
d4xeeµ

I e
ν
J

(
Rµν

IJ − 1

γ
εIJ

KLRµν
KL

)
.

Em particular, dois importantes resultados da teoria foram a computação do espectro

discreto de quantidades geométricas a ńıvel fundamental em termos dos loops de Wilson

[6] e a derivação do resultado de Hawking-Bekenstein sobre a entropia de buracos negros

[44], [45], [46].

O ponto frágil por outro lado é a dinâmica. Embora a caracterização cinemática do

espaço de Hilbert já se encontre bem compreendida através de uma representação dos

estados em termos das posśıveis imersões de grafos (spin-networks) [47] na variedade

espaço-tempo base, a caracterização da evolução destes ainda apresenta problemas [48].
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Apesar das posturas interpretativas das duas metodologias parecerem bastante distin-

tas, elas podem no fundo ser complementares no sentido de que enquanto os partidários

da f́ısica de part́ıculas buscam teorias bem caracterizadas por excitações fundamentais

(locais) que gerem a relatividade e os grávitons como agregados destas, a Loop Quantum

Gravity está empenhada em construir uma teoria quântica consistente para as excitações

da Relatividade Geral mesmo reconhecendo o seu caráter não-local e topológico. Este

argumento torna mais justa a denominção frequentemente utilizada da LQG como uma

teoria para a Relatividade Geral Quântica [49].

Semelhanças formais entre as duas construções emergem em vários pontos e certamente

muitas outras aparecerão nos próximos anos, para citar uma, vale a observação da estrura

extendida dos tijolos constitúıntes de cada uma delas. Cordas de um lado e loops de

outro.

Enfim, fundamentado na filosofia de que grandes projetos implicam o desenvolvi-

mento de grandes técnicas que em geral se difundem nos diversos ramos do conhecimento

cient́ıfico e embasado nos resultados reportados acima e ainda em vários outros desde a

descoberta dos ghosts por Feynmann ainda na década de 50 em estudos da QG, passando

pela construção da SUGRA até a representação dos polinômios de Jones em termos de

invariantes topológicos de variedades 3-dimensionais realizada por Witten [50], que lhe

rendeu a medalha Fields, pode-se se dizer que o estudo da gravidade quântica é sem

dúvida um ambiente repleto de razões para ser explorado.

Um ponto importante em ambas as linhas de argumentação, é a compreensão do papel

da torção nas teorias de gravitação. Neste trabalho, colocamo-nos a questão de discutir

mais detalhadamente o conteúdo de teorias com torção dinâmica já a ńıvel de árvore nos

gráficos de Feynman. Recentes trabalhos [51], [52] sugerem uma posśıvel contribuição da

torção no setor eletrofraco, e apresentam interessantes resultados através de fenômenos

induzidos pela torção e correções a processos f́ısicos (com a possibilidade de detecção no

LHC) advindos do acoplamento de graus de liberdade da torção às famı́lias de férmions
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do Modelo-Padrão. Também, outros trabalhos [53] sugerem uma interessante conexão da

torção com questões fundamentais da cosmologia, como a discussão da singularidade do

universo primordial e o problema da energia escura.

Para tanto, fizemos uma revisão da construção de YM das interações Eletromagnética

e as forças nucleares forte e fraca (este é o conteúdo Caṕıtulo 2), e mostramos como o

formalismo de calibre se adequa ao caso da gravidade, no qual se verifica o papel funda-

mental do tensor de torção, o que é apresentado no Caṕıtulo 3. No Caṕıtulo 4, discorremos

brevemente sobre a construção Teleparalela da interação gravitacional, uma proposta al-

ternativa à RG para descrever a gravidade a ńıvel clássico, com base numa teoria de

calibre para o grupo das translações, na qual a torção carrega toda a dinâmica, enquanto

a curvatura é identicamente nula. Enfim, com o intuito de estudarmos as excitações locais

da gravitação na presença de torção dinâmica, elaboramos, no Caṕıtulo 5, um formalismo

para projetores de spin no espaço dos tensores de rank-3. Alternativamente ao conjunto

de projetores já apresentados na literatura por Nieuwenhuizen e Sezgin em 1980 [54],

constrúımos independentemente uma outra base, bem como uma extensão de operadores

de mapeamento entre os sub-espaços de spin. Aplicamos a seguir esta construção numa

teoria com termos expĺıcitos de torção, inspirada nos lagrangianos provenientes das teo-

rias de cordas como sugerido em [55] e procedemos a inversão do operador de onda e

a consequente extração da função de dois pontos da teoria a ńıvel de árvore. Este é o

material contido no Caṕıtulo 6. A contribuição original desta Dissertação está completa-

mente contida nos Caṕıtulos 5 e 6. Finalizando, segue o Caṕıtulo 7, onde são reunidas as

Considerações Finais e Perspectivas e Encaminhamentos.
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Caṕıtulo 2

Teorias de Calibre

São expostos os ingredientes e a construção de uma teoria de calibre. Como exemplos,

mostramos a Eletrodinâmica como a teoria de gauge para o grupo Abeliano U (1) e as

teorias da interação fraca e QCD como teorias de calibre para os grupos não-Abelianos

SU (2) e SU (3), respectivamente.

2.1 Introdução

As teorias de calibre, às quais também nos referimos como teorias de gauge ou teorias de

Yang-Mills, talvez sejam o exemplo mais bem sucedido das teorias quânticas de campos

(TQC) na F́ısica de Altas Energias.

Isto porque, das 4 interações fundamentais que conhecemos, 3 delas são bem entendidas

como tais, a interação Eletromagnética e as forças nucleares forte e fraca.

Essencialmente, o ingrediente fundamental para a cosntrução de uma teoria deste

tipo é a requisição de invariância do lagrangiano sob transformações locais de algum

determinado grupo de simetria sobre os campos da teoria.

Uma interpretação disto é que sendo o ato de observação nas TQC’s usuais um

fenômeno local, a equivalência entre diversas formas posśıveis de se caracterizar um sis-
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tema f́ısico deve no caso mais geral ser independente para cada observador situado numa

posição arbitrária do espaço [56].

2.2 A Eletrodinâmica como uma teoria de gauge para

o grupo U (1)

A matéria fundamental fermiônica é descrita pelo lagrangiano de Dirac

LDirac = iψ (γµ∂µ −m)ψ ,

que é invariante sob transformações de fase (transformações do grupo U (1)) globais nos

espinores

ψ 7−→ ψ′ = e−ieαψ ; ψ 7−→ ψ
′
= eieαψ =⇒

L′Dirac = eieαψ (γµ∂µ −m) e−ieαψ = LDirac

entretanto, quando se promove o parâmetro da trasformação a uma função das coorde-

nadas α = α (x), (transformação local) o termo cinético não é mais invariante

iψγµ∂µψ 7−→ i
(
eieαψ

)
γµ∂µ

(
e−ieαψ

)
= iψγµ∂µψ + eψγµψ∂µα (x) .

A fim de restaurar a simetria da teoria na versão local das transformações abelianas é

necessário portanto criar um artif́ıcio que reabsorva o termo expúrio.

Este mecanismo é realizado precisamente pela introdução de um termo de interação

do campo de matéria com o 4-vetor potencial do campo eletromagnético (campo de gauge

para o grupo U (1))

L = LDirac + ieAµψγ
µψ ,

que recebe a transformação de gauge, que no setor de matéria se manifesta numa fase,

como um deslocamento pelo gradiente do parâmetro da transformação

Aµ 7−→ Aµ + ∂µα (x) .

15



A análise dimensional (em unidades SI) das duas expressões acima

[Aµ] =
[energia]

[carga]
= [energia]× [α] =⇒ [e] =

1

[α]
= [carga]

mostra que com esta construção a corrente ieψγµψ que se acopla ao campo Aµ pode ser

interpretada como corrente de férmions carregados eletricamente (elétrons!).

O termo de interação pode ser acomodado no que se chama de prescrição de acopla-

mento mı́nimo, definidora da derivada covariante de calibre

Dµ ≡ ∂µ + ieAµ ,

que por sua vez motiva a interpretação do campo de gauge como uma conexão no fibrado

”Minkowski × U (1)”em analogia com a conexão da geometria diferencial.

A dinâmica para o campo eletromagnético pode por fim ser dada pelo termo de

Maxwell e o resultado é o Lagrangeano da Eletrodinâmica espinorial:

L = −1

4
FµνF

µν + iψ (γµDµ −m)ψ .

Com o mesmo procedimento, contrói-se a partir do Lagrangeano livre de Klein-Gordon

para um campo escalar complexo

LK−G =
1

2
∂µϕ

∗∂µϕ− 1

2
m2ϕ∗ϕ

que, como no caso espinorial, é invariante sob transformações globais de fase, o lagrangiano

da eletrodinâmica escalar

LK−G = −1

4
FµνF

µν +
1

2
Dµϕ

∗Dµϕ+
1

2
m2ϕ∗ϕ

invariante sob transformações locais de U (1).

O acoplamento mı́nimo fornece, desta forma, um método de propor interação entre as

part́ıculas carregadas por meio de um campo mediador, o campo de gauge.

A dimensão da constante de acoplamento em unidades naturais (c = ~ = 1) é 0, o

que implica se tratar de uma teoria com divergências logaŕıtmicas, portanto uma boa

candidata a renormalizável, como de fato é.
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2.3 Teorias de gauge Não-Abelianas

Na seção anterior, vimos que a teoria que descreve a interação entre part́ıculas elet-

ricamente carregadas pode ser vista como resultado de se exigir que os Lagrangeanos

L
(
ψ, ψ;Aµ

)
e L (ϕ, ϕ∗;Aµ) para o caso fermiônico e escalar respectivamente, sejam in-

variantes sob as transformações locais do grupo abeliano U (1) sobre os campos na forma

Aµ 7−→ Aµ + ∂µα (x) ;

ψ 7−→ ψ′ = e−ieαψ ;

ϕ 7−→ ϕ′ = e−ieαϕ .

Na linguagem da teoria de grupos, as leis de transformação acima caracterizam os

campos de matéria ψ e ϕ como elementos da representação fundamental enquanto o

campo de gauge Aµ pertence à representação adjunta do grupo de gauge.

Dito desta forma, pode-se propor teorias que descrevam a interação entre part́ıculas

simplesmente invocando a invariância do sistema sob algum outro grupo - em geral não-

Abeliano. Tais teorias são por isso chamadas de teorias de gauge não-Abelianas das quais

são exemplos as descrições das interações nucleares forte e fraca, bem como todo o modelo

padrão da f́ısica de part́ıculas.

2.3.1 As interações nucleares na descrição das teorias de YM

A associação de uma simetria a um sistema começa pela identificação das degenerescências

dos estados em que o sistema se mostra.

Sendo as part́ıculas, auto-estados da matriz de massa numa TQC, a degenerescência

de massa aparece como um ingrediente fundamental para a incorporação de uma simetria

numa teoria que se proponha a descrever tais part́ıculas como suas excitações fundamen-

tais.
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Com base nisso e na observação da pequena diferença relativa entre as massas do

próton e do nêutron, se pensava na década de 50 que estas part́ıculas deveriam correspon-

der a um dublete de campos espinoriais

Ψ=

 ψp

ψn

 ,

obedecendo à dinâmica, no caso livre, ditada por

L = iΨ (Iγµ∂µ + M)Ψ ,

onde

I ≡

 1 0

0 1

 ; M ≡

 mp 0

0 mn


e mn ' mp ' m .

O lagrangiano acima é invariante por transformações globais de SU (2):

Ψ 7−→ UΨ ; Ψ 7−→ ΨU
†

com

U = eigaiσi ; U † = e−igaiσi

e σi , i = 1, 2, 3 são as matrizes de Pauli.

O decaimento-beta, em que um neutron emite um elétron e um anti-neutrino transmutando-

se para um próton, deveria de alguma forma, portanto, ser explicado pela teoria já que

os dois campos do dublete estão presentes. À primeira vista, o mais natural é propor um

vértice com os 4 férmions do processo num mesmo ponto. De fato esta foi a proposta por

Fermi

Lint v G
(
ΨΨ

) (
ΨΨ

)
.

Análise dimensional entretanto indica que o acoplamento é não-renormalizável. Em

potências de massa, a análise dimensional do bilinear de Dirac implica dimensão 3
2

para

o espinor:
(

3
2

)
× 2 + 1 = 4 com isso para somar 4 potências no termo de interação acima,

necessário a qualquer densidade de lagrangiano em 4-D, é necessário que a constante de
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acoplamento tenha dimensão −2 . Por medidas da taxa de decaimento se pode estimar

o parâmetro de massa envolvido o que dá M ≡
√

1√
2G
≈ 246, 25 GeV o que implica que

experimentos nessa faixa de energia, ou seja, processos com transferência de momento com

esta ordem de grandeza devem violar a unitariedade. Violação de unitariedade significa

aparecimento de novas part́ıculas e portanto a escala de energia em questão pode ter a

ver com propriamente a massa de alguma part́ıcula.

A solução apareceu justamente com a construção da idéia de introduzir bósons medi-

adores da interação entre os férmions no interior dos diagramas - os bósons de calibre de

YM.

A idéia das teorias de gauge foram apresentadas em 1954 no famoso artigo de Yang-

Mills [56] onde, considerando a arbitrariedade da definição do que é o próton e o nêutron

para cada observador, verificou-se ser necessário conectar os vários observadores por uma

rede de transformações de SU (2) , que dito de outra forma significa justamente promover

a simetria ao estatus de local.

Como vimos no caso Abeliano, isto implica no termo cinético não ser invariante

iΨIγµ∂µΨ 7−→ iΨIγµ∂µΨ− ∂µai (x)Ψγ
µσiΨ

e na consequente necessidade de introduzir o campo de gauge que, para restaurar a sime-

tria deve tomar valores na álgebra de Lie do grupo

Aµ = Ai
µσi ,

e receber a transformação de fase nos campos de matéria como

Aµ 7−→ UAµU
† + U∂µU

† ,

lei de transformação esta que caracteriza um objeto da representação adjunta do grupo.

Assim como no caso eletromagnético, o acoplamento necessário pode ser acomodado

na derivada covariante de YM

Dµ = 1∂µ + igAµ .
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Uma sutileza em relação ao caso Abeliano é que decorrente do caráter intrinsecamente

matricial do grupo SU (2) , a forma funcional da derivada covariante de um objeto depende

da representação do grupo à qual este objeto pertence. Em particular para campos das

representações fundamental e adjunta,

DµΨ = 1∂µΨ + igAµΨ

DµAν = 1∂µAν + ig [Aµ,Aν ]

bem como a derivada de um produto (tensorial) de campos deve obedecer a regra de

Leibnitz

Dµ (E ⊗ F ) = (DµE)⊗ F + E ⊗ (DµF )

donde

Dµ = 1E ⊗ 1F + igA(E)
µ ⊗ 1F + ig1E ⊗A(F )

µ

onde os ı́ndices superiores indicam a espećıfica forma funcional adequada para os campos

E e F .

A dinâmica da conexão de gauge pode ser dada com a introdução de tensor intensidade

de campo

F µν ≡ [Dµ,Dν ] = ∂µAν − ∂νAµ − g2 [Aµ,Aν ] ,

que por ser constrúıdo com a derivada covariante, é um leǵıtimo tensor (não-escalar) do

grupo transformando-se homogeneamente ,

F µν 7−→ F ′
µν = UF µνU † .

De fato, F µν é um vetor com respeito ao espaço linear da álgebra su (2)

F µν = F a
µνσ

a ;

por este motivo, a sua introdução de forma invariante no lagrangiano deve levar em conta

a estrutura de ı́ndices internos da álgebra o que resulta em

Lcin−A = −1

4
tr (F µνF

µν) = −1

4
F a

µνF
µνa.
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Em oposição ao Eletromagnetismo, a expressão acima indica que no caso não-abeliano

surgem efeitos de auto-interação do próprio campo de calibre (a ńıvel de vértice) em

virtude da contribuição não-linear do termo cinético

−1

4
tr (F µνF

µν) v g4Aa
µA

aµ .

Como resultado final, chega-se, então, ao Lagrangeano

L = −1

4
Tr (F µνF

µν)− iΨ (IγµDµ + M)Ψ ,

por meio do qual agora a interação entre o próton e o nêutron é entendida através da

dinâmica dos campos A1
µ ;A2

µ ; A3
µ :

igΨAµ Ψ = igΨAa
µσ

a Ψ = ig

(
ψp ψn

)  A3
µ A1

µ − iA2
µ

A1
µ + iA2

µ −A3
µ


 ψp

ψn


agora acomodada sob uma constante de acoplamento adimensional.

Como foi proposta por YM na época, entretanto esta teoria apresentava conflitos com

as observações, já que previa part́ıculas vetoriais sem massa.

Para contornar este problema e utilizar a construção era necessário portanto criar um

mecanismo que gerasse massa para os bósons de gauge ou os mantivesse de alguma forma

confinados.

O prosseguimento dos trabalhos neste sentido culminaram finalmente na construção

unificada da interação eletrofraca no modelo de Weinberg-Salam-Glashow.

Com mais um campo a disposição na teoria, se verificou o que a não renormalizabili-

dade do modelo de Fermi indicava. As excitações fundamentais dos campos de gauge são

as atualmente conhecidas part́ıculas portadoras da interação fraca, os mésons vetoriais

W+ ; W− e Z0 .

cuja massa é a prevista pelo valor da constante de acoplamento da antiga teoria de Fermi

M hoje chamada, por justas razões, de escala eletrofraca de energia. Uma nova f́ısica

surgiu portanto na escala em que o antigo modelo falhava.
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2.3.2 QCD

A construção da teoria das interações fortes reproduz a seção precedente se apenas tro-

carmos o grupo de gauge para SU (3) .

Na QCD o grupo de gauge dá, a cada um dos sabores de quarks, os números quânticos

de cor (verde, azul e vermelho) que lhes servem como ı́ndices para o multiplete da repre-

sentação fundamental

q =


q1

q2

q3

 .

O campo de calibre agora toma valores na álbegra de SU (3)

Aµ = Aa
µλ

a

onde

λa ; a = 1, ..., 8

são os geradores da álgebra do grupo (matrizes de Gell-Mann) e suas excitações são agora

chamadas de glúons - os mensageiros da força forte.

O principal problema hoje da QCD é a questão do confinamento. Embora o modelo

para a interação forte em termos do grupo SU (3) e seus constitúıntes fundamentais seja

de grande apelo teórico, ele pouco diz sobre a f́ısica dos hadrons isto porque no regime de

baixas energias (quando estes objetos compostos se formam) a constante de acoplamento

toma valores maiores que 1 impedindo desta forma os cálculos perturbativos.

O desenvolvimento de técnicas não-perturbativas para o tratamento dos campos nestes

regimes de altos acoplamentos é hoje uma área de intensa pesquisa e compartilha muitas

interfaces tanto com os estudos das supercordas (conjectura de Maldacena) quanto com

os estudos da LQG.
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Caṕıtulo 3

Gravitação como uma teoria de

calibre

Explorando a idéia de que um espaço-tempo curvo é localmente equivalente ao espaço de

Minkowski (prinćıpio da equivalência), a teoria da gravitação pode ser formulada como

uma teoria de gauge para o grupo de Lorentz SO(1, 3). Este é o assunto que cobriremos

neste caṕıtulo, procurando elucidar as etapas mais marcantes no processo de caracterizar

a estrutura de YM da interação gravitacional. Um dos aspectos mais relevantes é o papel

da torção na cosntrução de YM para a gravitação.

3.1 Invariância local sob transformações de Lorentz

Seja ϕ uma representação arbitrária do grupo de Lorentz. Seguindo a notação usual, a

transformação induzida em ϕ por uma transformação de Lorentz realizada nas coorde-

nadas espaço-temporais expressa-se por

ϕ −→ ϕ′ = e
1
2
αabΣabϕ, (3.1)

onde Σab são os geradores de SO(1, 3) na representação do campo ϕ , e αab são os

parâmetros da transformação com a, b = 0, 1, 2, 3.
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Embora a lei de transformação acima seja válida para qualquer representação do grupo

de Lorentz, que, por sua vez, é o grupo de simetrias do espaço-tempo da Relatividade Es-

pecial, sob o ponto de vista da construção de uma teoria de gauge, onde as transformações

se dão num espaço interno de simetrias dos campos, analizaremos as transformações real-

izadas pelos geradores Σab como totalmente desvinculadas do espaço-tempo, expressando

apenas a arbitrariedade na escolha de uma base no espaço dos campos por parte do

observador. Neste sentido, devemos interpretar os ı́ndices a, b não como ı́ndices espaço-

temporais e sim como simplesmente indexadores dos geradores do grupo SO(1, 3), que

neste momento é entendido simplesmente como um grupo de simetria da teoria. No que

segue adotaremos a notação padrão usada na literatura de usar letras latinas minúsculas

para ı́ndices de gauge (também chamados de ı́ndices de frame) e letras gregas minúsculas

para ı́ndices espaço-temporais (́ındices mundo).

Seguindo a construção precedente, realizada para as teorias de calibre com os grupos

SU(2) e SU(3), a promoção ao caráter local da simetria de Lorentz implica na necessidade

de se definir a derivada covariante de gauge

Dµ = ∂µ +
ig

2
ωµ

ab (Σab) (3.2)

e o consequente field-strength

Rµν = [Dµ, Dν ] (3.3)

onde ωµ = ωµ
abΣab é o campo de calibre da teoria também chamado de conexão de spin.

Explicitando os ı́ndices de grupo em (3.3), temos

Rµν
abΣab = (∂µ +

ig

2
ωµ

cdΣcd)(∂ν +
ig

2
ων

efΣef )− (∂ν +
ig

2
ων

efΣef )(∂µ +
ig

2
ωµ

cdΣcd)

=
ig

2
∂µων

efΣef −
g2

4
ωµ

cdων
efΣcdΣef −

ig

2
∂νωµ

cdΣcd +
g2

4
ων

efωµ
cdΣefΣcd

=
ig

2

(
∂µων

ab − ∂νωµ
ab

)
Σab −

g2

4
ωµ

cdων
ef [Σcd,Σef ],

que usando a álgebra dos geradores do grupo de Lorentz

[Σcd,Σef ] = −(ηceΣdf + ηdfΣce − ηcfΣde − ηdeΣcf ) (3.4)
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desenvolve-se como

ωµ
cdων

ef [Σcd,Σef ] = −ωµ
cdων

ef (ηceΣdf + ηdfΣce − ηcfΣde − ηdeΣcf )

= (ωµ
d
eων

efΣdf − ωµ
c
fων

efΣce + ωµ
cdων

e
cΣde + ωµ

c
eων

efΣcf )

= (ωµ
a
eων

ebΣab − ωµ
a
fων

bfΣab + ωµ
caων

b
cΣab + ωµ

a
eων

ebΣab)

= (ωµ
a
eων

eb − ωµ
a
fων

bf + ωµ
caων

b
c − ωµ

a
eων

be)Σab

= (ωµ
a
cων

cb + ωµ
a
cων

cb − ωµ
a
cων

bc − ωµ
a
cων

bc)Σab

= 4ωµ
a
cων

cbΣab.

A antisimetria em Σab implica ainda que

ωµ
cdων

ef [Σcd,Σef ] = 2(ωµ
a
cων

cb − ωµ
b
cων

ca)Σab,

donde

Rµν
abΣab =

ig

2

(
∂µων

ab − ∂νωµ
ab

)
Σab −

g2

2
(ωµ

a
cων

cb − ωµ
b
cων

ca)Σab.

O tensor intensidade de campo é identificado como a curvatura de Riemann:

Rµν
ab =

ig

2

[
∂µων

ab − ∂νωµ
ab + ig

(
ωµ

a
cων

cb − ωµ
b
cων

ca
)]

. (3.5)

3.1.1 A vielbein, o contato do espaço interno com a variedade

mundo e a estrutura geral da construção

Até agora a simetria de Lorentz está restrita ao espaço interno do grupo de calibre.

Supondo que em cada ponto de uma variedade espaço-temporal a simetria Lorentz é

preservada, podemos fazer a identificação f́ısica dos objetos do espaço de representação

da simetria de gauge até aqui tratada, como de fato tomando valores no espaço tangente à

variedade base (espaço-tempo). Ou seja, o espaço de ação do grupo é identificado como o

próprio espaço tangente à variedade mundo. Deve haver, portanto, uma correspondência

entre objetos na variedade base e na variedade tangente o que implica em prinćıpio ser

posśıvel escrever os objetos de um espaço nas coordenadas do outro e vice-versa. De fato
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tal correspondência (tradução entre coordenadas mundo e coordenadas do tipo frame) é

realizada pela vielbein ea
µ . Formalmente, a vielbein é definida pela propriedade

ea
µe

b
νg

µν = ηab. (3.6)

Com a identificação dos dois espaços, a hipótese de que o espaço-tempo seja uma var-

iedade infinitamente diferenciável garante que o mapeamento definido pela vielbein seja

inverśıvel. Com isso se define o mapeamento inverso eµ
a = (e−1)a

µ por

ea
µe

µ
b = δa

b ; ea
µe

ν
a = δν

µ =⇒ (3.7)

gµν = ηabeµ
ae

ν
b . (3.8)

De (3.8) verifica-se que a vielbein define um campo de referenciais inerciais sobre a

variedade base a menos de transformações de Lorentz, visto que duas vielbeins que difiram

uma da outra por uma TL no espaço interno caracterizam a mesma métrica

g′µν = ηabe′µa e
′ν
b (3.9)

= ηabΛc
ae

µ
c Λd

be
ν
d (3.10)

= ηcdeµ
c e

ν
d = gµν . (3.11)

Da invariância do produto escalar entre vetores de Lorentz AµV
µ se verifica a principal

propriedade da vielbein - traduzir as quantidades tensoriais entre os dois espaços:

AµV
µ = gµνAµVν = ηabeµ

ae
ν
bAµVν , (3.12)

motiva as definições

Aa ≡ Aµe
µ
a (3.13)

Ba ≡ Bµe
µ
a (3.14)

e o consequente análogo para vetores contravariantes,

Aa = ea
µA

µ . (3.15)
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Sob o ponto de vista matricial, a expressão (3.8) pode ser reescrita como

g = etηe =⇒ (3.16)

det g = det et det η det e (3.17)

det g = −(det e)2, (3.18)

que sugere a vielbein como um objeto mais fundamental para a teoria do que a própria

métrica.

Fazendo a conversão dos ı́ndices na derivada usual, obtemos

∂a = eµ
a∂µ. (3.19)

O comutador das derivadas, por sua vez, assume a forma:

[∂a, ∂b] = [eµ
a∂µ, e

ν
b∂ν ]

= eµ
a(∂µe

ν
b )∂ν + eµ

ae
ν
b∂µ∂ν − eν

b (∂νe
µ
a)∂µ − eν

be
µ
a∂ν∂µ

= (eµ
a(∂µe

ν
b )− eµ

b (∂µe
ν
a))∂ν

= (eµ
a(∂µe

ν
b )− eµ

b (∂µe
ν
a))e

c
ν∂c,

com o que se define os coeficientes de não-holonomicidade :

Ωab
c = (eµ

a(∂µe
ν
b )− eµ

b (∂µe
ν
a))e

c
ν ; Ωab

c = −Ωba
c , (3.20)

que permite escrever

[∂a, ∂b] = Ωab
c∂c . (3.21)

Exprimindo agora o tensor intensidade de campo anteriormente encontrado, nas coordenadas-

frame,

[Dµ, Dν ] =
1

2
Rµν

abΣab, (3.22)

com

Dµ −→ Da = eµ
aDµ, (3.23)
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têm-se

[Da, Db] = [eµ
aDµ, e

ν
bDν ] (3.24)

= eµ
a(Dµe

ν
b )Dν + eµ

ae
ν
bDµDν − eν

b (Dνe
µ
a)Dµ − eν

be
µ
aDνDµ (3.25)

= eµ
ae

ν
b [Dµ, Dν ] + eµ

a(Dµe
ν
b )Dν − eν

b (Dνe
µ
a)Dµ. (3.26)

Manipulando eµ
a(Dµe

ν
b )Dν − eν

b (Dνe
µ
a)Dµ :

eµ
a(Dµe

ν
b )Dν − eν

b (Dνe
µ
a)Dµ = (eν

a(Dνe
µ
b )− eν

b (Dνe
µ
a))ec

µDc (3.27)

usando

ec
µ(Dνe

µ
b ) = Dν(e

µ
b e

c
µ)− eµ

b (Dνe
c
µ) = −eµ

b (Dνe
c
µ) (3.28)

ec
µ(Dνe

µ
a) = −eµ

a(Dνe
c
µ) (3.29)

a equação (3.27) torna-se

(eν
be

µ
a − eν

ae
µ
b )(Dνe

c
µ)Dc = (eν

be
µ
a − eν

ae
µ
b )(Dνe

c
µ −Dµe

c
ν)Dc (3.30)

= eν
be

µ
a(Dνe

c
µ −Dµe

c
ν)Dc. (3.31)

Logo,

[Da, Db] = eµ
ae

ν
b [Dµ, Dν ]− eν

be
µ
a(Dµe

c
ν −Dνe

c
µ)Dc. (3.32)

Definindo o tensor de torção

Tµν
c ≡ Dµe

c
ν −Dνe

c
µ, (3.33)

(3.32) escreve-se como

[Da, Db] =
1

2
eµ

ae
ν
bRµν

cdΣcd − eµ
ae

ν
bTµν

cDc (3.34)

=
1

2
Rab

cdΣcd − Tab
cDc . (3.35)

Na última expressão, verifica-se que o tensor field-strength da teoria separa-se em duas

partes. Interpretados como coeficientes dos geradores da simetria de gauge da teoria, esta
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expressão indica que o processo de ”colagem”dos dois espaços introduz mais uma simetria

na teoria: a invariância sob translações espaciais.

Como resultado então ganha-se uma teoria com dois field-strengths, curvatura e torção,

bem como, dois campos de gauge: a conexão de spin como campo de gauge para as

transformações de Lorentz e a vielbein como campo de calibre para as translações. Em

outras palavras, estamos diante de uma construção de gauge para o grupo de Poincaré.

Pode-se questionar chamarmos a vielbein como um leǵıtimo campo de gauge, visto

que, de fato, a equação (3.33) exprime-se como

Tµν
c = ∂µe

c
ν − ∂νe

c
µ + ωµ

c
ae

a
ν − ων

c
ae

a
µ (3.36)

e, portanto, também carrega a conexão de spin como fonte de informação para sua con-

strução. Entretanto, esta denominação se justifica quando analizamos o comportamento

da vielbein frente a uma transformação infinitezimal de coordenadas. Sendo a vielbein

uma tranformação entre as coordenadas tipo-mundo e -frame. Chamando as coordenadas

tipo-mundo de xµ e as tipo-frame de ξa, podemos escrever

ea
µ =

∂ξa

∂xµ
(x) . (3.37)

Sob uma tranformação infinitesimal sobre as coordenadas mundo, temos

ea
µ −→ e′aµ (x′) =

∂xν

∂x′µ
ea

ν (x) , (3.38)

onde

x′ = x+ δx. (3.39)

Com isso podemos dizer que

∂xν

∂x′µ
=

(
δν
µ − ∂µδx

ν
)
, (3.40)

e ainda que

e′aµ (x′) = e′aµ (x+ δx) = ea
µ (x) + δxν∂νe

a
µ (x) , (3.41)
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donde conclúımos que sob uma transformação geral de coordenadas (GCT) a vielbein

sofre uma variação de

δ
GCT

ea
µ = (δxν∂ν) e

a
µ − (∂µδx

ν) ea
ν , (3.42)

onde no segundo termo do lado direito se identifica um leǵıtimo parâmetro de trans-

formação local (caracteŕıstica de simetrias de gauge). Isto justifica tratar a vielbein como

o campo de gauge que promove as interações advindas das simetrias das transformações

gerais de coordenadas (difeomorfismos).

3.2 Repercussão da derivada covariante de gauge em

objetos com ı́ndices de mundo

Segundo o que discutimos até aqui, a derivada covariante de gauge atua sobre objetos

que sejam representações do grupo de gauge, em outras palavras, os objetos devem ter

ı́ndices de grupo para que a conexão de gauge modifique a derivada convencional ∂µ .

Entretanto, para a teoria em questão pode-se perguntar como a derivada covariante atua

num objeto cujos ı́ndices de grupo (frame) foram traduzidos para ı́ndices de mundo através

da vielbein. Ou seja,

DµX
a ≡ ∂µX

a + ωµ
a
bX

b

Xa 7−→ Xµ = eµ
aX

a =⇒

DµX
a 7−→ ∇µX

ν ≡ ? (3.43)

Utilizemos o mapeamento realizado pela vielbein,
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DµX
a = Dµ (ea

νX
ν)

= Dµ (ea
ν)X

ν + ea
νDµ (Xν)

= Dµ (ea
ν)X

ν + ea
ν∂µX

ν .

Podemos agora atuar à esquerda com a vielbein inversa :

eκ
aDµX

a = eκ
a [Dµ (ea

ν)X
ν + ea

ν∂µX
ν ]

= ∂µX
κ + eκ

aDµ (ea
ν)X

ν , (3.44)

onde utilizamos o fato de que o objeto Xν , por não conter ı́ndices de grupo (não carrega

carga de gauge), possui derivada covariante de calibre trivialmente dada pela derivada

usual.

O resultado (3.44) pode ser identificado como uma medida da variação do objeto Xκ

com respeito à coordenada xµ, respeitando a correção advinda da conexão de spin. Em

outras palavras, podemos adotar a expressão (3.44) como uma definição para a derivada

covariante sobre objetos com ı́ndices de mundo:

∇µX
κ ≡ eκ

a (DµX
a) = ∂µX

κ + Γκ
µνX

ν ; Γκ
µν ≡ eκ

aDµ (ea
ν) . (3.45)

Analogamente, tem-se para vetores covariantes

DµXa = Dµ (eν
aXν) = Dµ (eν

a)Xν + eν
aDµ (Xν) (3.46)

= Dµ (eν
a)Xν + eν

a∂µ (Xν) =⇒ (3.47)

ea
κDµXa = ea

κDµ (eν
a)Xν + ∂µ (Xκ) . (3.48)

Por outro lado,

ea
κDµ (eν

a) +Dµ (ea
κ) e

ν
a = Dµ (δν

κ) = 0 (3.49)
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e, consequentemente

ea
κDµ (eν

a) = −eν
aDµ (ea

κ) = −Γν
µκ. (3.50)

Logo,

∇µXκ ≡ ea
κ (DµXa) = ∂µXκ − Γν

µκXν , (3.51)

que novamente concorda com a definição de derivada covariante para vetores covariantes

na geometria diferencial.

Em particular,

∇µgνκ = ea
νe

b
κ (Dµηab) = 0, (3.52)

com o que se conclui que a derivada covariante de gauge se traduz numa derivada sobre

ı́ndices mundo, cuja conexão é naturalmente uma conexão métrica.

Ainda no sentido de analizarmos as propriedades do objeto Γν
µκ, vemos que sua parte

antisimétrica corresponde ao tensor de torção:

Γν
[µκ] = eν

a

(
Dµe

a
κ −Dκe

a
µ

)
= eν

a

(
T a

µν

)
. (3.53)

A parte simétrica pode ser explicitada via manipulações de

∇µgνκ +∇νgµκ −∇κgµν = 0

com o que se verifica corresponder ao śımbolo de Cristoffel:

Γγ
(µν) =

1

2
gκγ (∂µgνκ + ∂νgκµ − ∂κgµν) . (3.54)

Conclúımos, portanto, que a metodologia empregada aqui, de interpretar as diferentes

representações do grupo de Lorentz como efetivamente cargas de gauge, ou seja, a con-

strução de uma teoria de calibre cuja carga é o spin, nos leva naturalmente aos objetos

encontrados na formulação geométrica do fenômeno gravitacional com a extensão de ad-

mitir a conexão métrica, em geral, tanto com partes simétrica (śımbolo de Cristoffel -

teoria de Einstein) quanto antisimétrica não nulas.
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3.3 Construção de Funcionais de Ação Invariantes

Levando adiante a analogia com as teorias de gauge usuais, a proposta imediata de ação

é sem dúvida

S =

∫
d4xeRµν

abRµν
ab .

onde e denota o determinante da vielbein e =
√
−g, introduzido a fim de tornar a ação

invariante sob reparametrizações.

Entretanto, a disponibilidade de contrações com os ı́ndices da vielbein possibilita que

um termo ainda mais simples seja concebido neste caso - a ação de Einstein-Hilbert

S =

∫
d4xeeµ

ae
ν
bRµν

ab . (3.55)

Variando a ação (3.55) com respeito à vielbein, encontramos∫
d4xδe

[
eeµ

ae
ν
bRµν

ab
]

=

∫
d4x

{
δ [e] eµ

ae
ν
bRµν

ab + 2eδ
[
eλ

a

]
eν

bRλν
ab

}
. (3.56)

Em particular, a variação de e com respeito à vielbein desenvolve-se como

δ

δea
λ

[e] =
δ

δea
λ

[
εµνκξe0µe

1
νe

2
κe

3
ξ

]
=

δ

δea
λ

[
ε(0)(1)(2)(3)

]
= εµνκξ δ

δea
λ

[
e0µe

1
νe

2
κe

3
ξ

]
= εµνκξ δ

δea
λ

 δ0
aδ

λ
µe

a
λe

1
νe

2
κe

3
ξ + e0µδ

1
aδ

λ
ν e

a
λe

2
κe

3
ξ

+e0µe
1
νδ

2
aδ

λ
κe

a
λe

3
ξ + e0µe

1
νe

2
κδ

3
aδ

λ
ξ e

a
λ


= εµνκξ

[
δ0
aδ

λ
µe

1
νe

2
κe

3
ξ + e0µδ

1
aδ

λ
ν e

2
κe

3
ξ + e0µe

1
νδ

2
aδ

λ
κe

3
ξ + e0µe

1
νe

2
κδ

3
aδ

λ
ξ

]
Olhando para o termo εµνκξδ0

aδ
λ
µe

1
νe

2
κe

3
ξ :

εµνκξδ0
aδ

λ
µe

1
νe

2
κe

3
ξ = δ0

aε
λ(1)(2)(3)

= δ0
ae

λ
c ε

(c)(1)(2)(3)

= δ0
ae

λ
c δ

c
0ε

(0)(1)(2)(3)

= δ0
ae

λ
c δ

c
0e

= eδ0
ae

λ
0
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Efetuando a soma de todos os 4 termos encontra-se:

δ

δea
λ

[e] = eeλ
b δ

b
a = eeλ

a . (3.57)

Afim de obter a variação do elemento de matriz eν
a (vielbein inversa) com respeito a

um elemento de matriz eb
µ da vielbein, vemos que

δ (e) e−1 + eδ
(
e−1

)
= 0

eδ
(
e−1

)
= −δ (e) e−1

δ
(
e−1

)
= −e−1δ (e) e−1

δ
(
e−1

)
ab

=
[
−e−1δ (e) e−1

]
ab

= −
(
e−1

)
ac
δ (e)cd

(
e−1

)
db

ea
µe

ν
a = δν

µ ⇔ eµa

(
e−1

)
aν

= δµν =⇒

δ
(
e−1

)
aν

= −
(
e−1

)
aµ
δ (e)µd

(
e−1

)
dν

=⇒

δ (eν
a) = −eµ

a

(
δed

µ

)
eν

d =⇒

δ (eν
a)

δeb
µ

=
−eµ

a

(
δed

µ

)
eν

d

δeb
µ

= δd
b

−eµ
a

(
δeb

µ

)
eν

d

δeb
µ

= −δd
b e

µ
ae

ν
d = −eµ

ae
ν
b (3.58)

Ou,

δ [eν
a] = −eµ

ae
ν
bδ

[
eb

µ

]
(3.59)

δ [eµ
a ] = −eλ

ae
µ
c δ [ec

λ] , (3.60)
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com o que (3.56) pode ser reescrita como∫
d4x

{
eeλ

c e
µ
ae

ν
bRµν

ab − 2eeλ
ae

µ
c e

ν
bRµν

ab
}
δ [ec

λ] , (3.61)

donde, devido à arbitrariedade da variação δ [ec
λ] , a inversibilidade da vielbein (⇐⇒

det e 6= 0) e a condição de extremização da ação, identificamos o coeficiente como as

equações de movimento

eλ
cR− 2Rc

λ = 0, (3.62)

que se contráıda com ec
µgλν reduzem-se às equações de Einstein no vácuo

Rµν −
1

2
Rgµν = 0 . (3.63)

Efetuemos agora a variação da teoria com respeito à conexão de spin:

∫
d4xδω

[
eeµ

ae
ν
bRµν

ab
]

=

∫
d4xeeµ

ae
ν
bδ

[
Rµν

ab
]

(3.64)

δ
[
Rµν

ab
]

= δ
[
Dµων

ab −Dνωµ
ab

]
=

[
Dµδ

(
ων

ab
)
−Dνδ

(
ωµ

ab
)]
.

Por uma integração por partes conseguimos∫
d4xeeµ

ae
ν
bδ

[
Rµν

ab
]

=

∫
d4x

[
δ
(
ωµ

ab
)
Dν (eeµ

ae
ν
b )− δ

(
ων

ab
)
Dµ (eeµ

ae
ν
b )

]
=

∫
d4x [Dν (eeµ

ae
ν
b )−Dν (eeν

ae
µ
b )] δ

(
ωµ

ab
)
,

donde extráımos as equações de movimento:

Dν

(
eeµ

[ae
ν
b]

)
= 0. (3.65)

Manipulemos a expressão anterior a fim de explorar seu conteúdo f́ısico:

Dν (eeµ
ae

ν
b ) = Dν (eeµ

a) eν
b + eeµ

aDν (eν
b ) (3.66)
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Desenvolvendo o primeiro termo do lado direito,

Dν (eeµ
a) = Dν (e) eµ

a + eDν (eµ
a) . (3.67)

Pela regra da cadeia podemos escrever

Dν (e) = ∂ν (e) =
δe

δeb
λ

∂νe
b
λ, (3.68)

que utilizando o resultado (3.57), torna-se

Dν (e) = eeλ
b∂νe

b
λ = eeλ

b

(
Dνe

b
λ − ων

b
ce

c
λ

)
.

Mas,

eeλ
aων

a
be

b
λ = eων

a
bδ

b
a = eων

a
a = 0 =⇒

Dν (e) = eeλ
bDνe

b
λ.

Por outro lado, o segundo termo de (3.67) pode ser desenvolvido como

eDν (eµ
a) = −eeα

ae
µ
bDνe

b
α.

Logo,

eν
bDν (eeµ

a) = eν
b (Dν (e) eµ

a + eDν (eµ
a)) (3.69)

= eeν
b (eµ

ae
α
c − eµ

c e
α
a )Dνe

c
α (3.70)

= eeν
b (eµ

ae
α
c − eα

ae
µ
c )Dνe

c
α (3.71)

= eeν
b

(
e[µa e

α]
c

)
Dνe

c
α, (3.72)

que uma vez introduzida em (3.65) e somada à sua parte antisimétrica nos dá

eν
bDν (eeµ

a)− eν
aDν (eeµ

b ) = eeν
b (eµ

ae
α
c − eµ

c e
α
a )Dνe

c
α − eeν

a (eµ
b e

α
c − eµ

c e
α
b )Dνe

c
α (3.73)

= e {−eα
b e

µ
c e

ν
aDαe

c
ν + eν

ae
µ
c e

α
bDνe

c
α + eν

be
µ
ae

α
cDνe

c
α − eν

ae
µ
b e

α
cDνe

c
α}(3.74)

= e {eν
ae

µ
c e

α
b Tνα

c + (eν
be

µ
a − eν

ae
µ
b ) eα

cDνe
c
α} . (3.75)
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Da definição da derivada covariante da relatividade geral, temos

eα
cDνe

c
α = δα

β

(
eβ

cDνe
c
α

)
= δα

βΓβ
να = Γβ

νβ =⇒ (3.76)

eν
[bDν

(
eeµ

a]

)
= e

{
eν

ae
µ
c e

α
b Tνα

c + (eν
be

µ
a − eν

ae
µ
b ) Γβ

νβ

}
. (3.77)

Desenvolvendo agora o segundo termo de (3.66), temos

eeµ
aDν (eν

b ) = −eeµ
ae

ν
ce

α
bDν (ec

α)

e, analogamente,

eeµ
bDν (eν

a) = −eeµ
b e

ν
ce

α
aDν (ec

α) , (3.78)

donde

eeµ
[aDν

(
eν

b]

)
= −eeµ

ae
ν
ce

α
bDν (ec

α) + eeµ
b e

ν
ce

α
aDν (ec

α)

= e {eµ
b e

α
a − eµ

ae
α
b } δν

λe
λ
cDν (ec

α)

= e {eα
ae

µ
b − eµ

ae
α
b } eν

cDν (ec
α)

= e
(
e[αa e

µ]
b

)
eν

cDν (ec
α) .
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Finalmente,

Dν

(
eeµ

[ae
ν
b]

)
= eν

[bDν

(
eeµ

a]

)
+ eeµ

[aDν

(
eν

b]

)
= 0

= e {eν
ae

µ
c e

α
b Tνα

c + (eν
be

µ
a − eν

ae
µ
b ) eα

cDν (ec
α)}+ e

(
e[αa e

µ]
b

)
eν

cDν (ec
α)

= e {eν
ae

µ
c e

α
b Tνα

c + [(eν
be

µ
a − eν

ae
µ
b ) eα

c + (eα
ae

µ
b − eµ

ae
α
b ) eν

c ]Dν (ec
α)}

= e {eν
ae

µ
c e

α
b Tνα

c + [eµ
ae

α
c e

ν
b − eµ

b e
α
c e

ν
a + eµ

b e
α
ae

ν
c − eµ

ae
α
b e

ν
c ]Dν (ec

α)}

= e {eν
ae

µ
c e

α
b Tνα

c + [eµ
ae

α
c e

ν
b − eµ

ae
α
b e

ν
c + eµ

b e
α
ae

ν
c − eµ

b e
α
c e

ν
a]Dν (ec

α)}

= e {eν
ae

µ
c e

α
b Tνα

c + [eµ
a (eα

c e
ν
b − eα

b e
ν
c ) + eµ

b (eα
ae

ν
c − eα

c e
ν
a)]Dν (ec

α)}

= e
{
eν

ae
µ
c e

α
b Tνα

c +
[
eµ

a

(
e[αc e

ν]
b

)
+ eµ

b

(
e[αa e

ν]
c

)]
Dν (ec

α)
}

= e
{
eν

ae
µ
c e

α
b +

[
eµ

a

(
e[αc e

ν]
b

)
+ eµ

b

(
e[αa e

ν]
c

)]}
Tνα

c

= e {eν
ae

µ
c e

α
b + eµ

a (eα
c e

ν
b − eν

ce
α
b ) + eµ

b (eα
ae

ν
c − eν

ae
α
c )}Tνα

c

= e {eν
ae

µ
c e

α
b Tνα

c + eµ
ae

α
c e

ν
bTνα

c − eµ
ae

ν
ce

α
b Tνα

c + eµ
b e

α
ae

ν
cTνα

c − eµ
b e

ν
ae

α
c Tνα

c}

= e {Tab
µ + eµ

aTbα
α − eµ

aTνb
ν + eµ

bTνa
ν − eµ

bTaα
α}

= e {Tab
µ + 2eµ

aTbα
α − 2eµ

bTaν
ν} .

Então,

Tab
µ + 2eµ

aTbα
α − 2eµ

bTaν
ν = 0. (3.79)

Multiplicando esta equação por eb
µ, temos

eb
µTab

µ + 2eb
µe

µ
aTbα

α − 2eb
µe

µ
bTaν

ν = 0 (3.80)

Taα
α + 2Taα

α − 8Taα
α = 0 (3.81)

Taα
α = 0. (3.82)

Finalmente, substituindo este resultado em (3.79), chega-se à conclusão de que na teoria

de Einstein a torção é identicamente nula

Tab
µ = 0. (3.83)
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Os graus de liberdade contidos na conexão de spin podem, por isto, ser escritos em

termos da vielbein e suas derivadas

Tµν
a = 0 = ∂µe

a
ν − ∂νe

a
µ + ωµ

a
be

b
ν − ων

a
be

b
µ =⇒

ωαdc =
1

2

{
K[µν]ae

µ
c e

ν
de

a
α +K[µα]ce

µ
d −K[αµ]de

µ
c

}
; Ka

[µν] ≡ −∂[µe
a
ν] (3.84)

e a teoria clássica depende efetivamente apenas de ea
µ, ou, dito de forma equivalente,

apenas da métrica

gµν = ea
µe

b
νηab .

Vale a pena ressaltar entretanto que o v́ınculo acima é um resultado derivado da

imposição de extremização da ação (v́ınculo on-shell), ou seja, a rigor válido apenas no

regime clássico da teoria. Sendo a configuração clássica apenas uma das posśıveis para

um campo quântico que flutua sobre o mı́nimo funcional da ação, é razoável esperar

que no regime quântico a torção torne-se dinâmica e a conexão de spin adquira caráter

independente.

Do ponto de vista f́ısico, a observação acima é ainda corroborada pelo fato de que, no

ńıvel microscópico, o spin das part́ıculas deva ser um atributo fundamental na caracter-

ização da dinâmica. Isto faz com que a conexão de spin, por sua vez, sendo o menssageiro

da interação entre as cargas de YM para o grupo SO (1, 3), deve certamente desempenhar

um papel determinante.

Neste sentido, extensões da teoria de Einstein admitindo termos de torção podem

trazer aspectos interessantes do que se espera ser a teoria do fenômeno gravitacional em

micro-escala.
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Caṕıtulo 4

Teleparalelismo

A teoria teleparalela é apresentada como uma teoria de calibre para o grupo de translações.

A construção leva naturalmente à identificação da torção como o tensor intensidade de

campo enquanto a curvatura é identicamente nula. A ação do teleparalelismo é apresen-

tada e são identificadas semelhanças formais com as teorias de YM usuais. Apresentamos

a equivalência entre a construção teleparalela da gravidade e a teoria de Einstein-Hilbert

a menos de uma derivada total.

4.1 Motivação Geral

Como vimos, na contrução de YM, a gravitação clássica como conhecemos pode ser

tomada como a interação que surge quando constrúımos uma teoria de gauge para grupo

de Poincaré definida pelo lagrangiano

L = eeµ
ae

ν
bRµν

ab.

Como observamos, devido ao v́ınculo on-shell da torção ser identicamente nula, o

campo de gauge referente ao setor de rotações (conexão de spin) pode ser determinado

totalmente em função do campo que representa as transformações de translação espaciais
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(vielbein). Em última análise portanto pode-se afirmar que a dinâmica (clássica) da teoria

é determinada totalmente pelas cargas de Nöether associadas à simetria do sistema com

respeito a translações - o tensor energia-momento.

Fisicamente este resultado pode ser interpretado como uma consequência de que, em-

bora globalmente as noções de translação e rotação sejam distintas, a ńıvel local isto não

ocorre. Pode-se simular uma rotação num dado ponto A de uma variedade por meio da

translação (local) de todos os outros pontos cocentricamente em relação a A.

Com base nisso poderia se perguntar sobre a viabilidade de se construir uma teoria de

gauge somente para o grupo das translações que fosse equivalente à Relatividade Geral.

Tal construção contornaria o mecanismo de v́ınculo on-shell necessário na proposta de

SO(1, 3) como o grupo de gauge, e, associaria diretamente a fonte de energia-momento à

dinâmica. De fato, esta teoria existe, e chama-se Teleparalelismo [57].

Sob um ponto de vista menos geométrico e talvez mais f́ısico, assim como na construção

de Einstein, a idéia central da teoria teleparalela é abordar a gravitação pelo que talvez

seja a sua caracteŕıstica mais marcante, o prinćıpio da universalidade da queda livre.

Também chamado de prinćıpio da equivalência fraco.

O fato de que corpos com massas distintas ”sentem”da mesma forma a interação grav-

itacional é explorado na relatividade geral através da associação da interação gravitacional

à uma curvatura não trivial do espaço onde o objeto se move. Desta forma as equações de

movimento dos corpos sujeitos à gravitação são simplesmente as geodésicas neste espaço

curvo. Neste sentido o conceito de força gravitacional torna-se supérfluo, uma vez que toda

a informação que caracteriza a dinâmica dos corpos massivos se encontra na propriedade

geométrica do espaço que é a curvatura.

Aqui aparece uma diferença marcante da teoria teleparalela em relação a tanto a

construção original de Einstein quanto a da gravidade como SO(1,3)-YM. Enquanto nestas

estratégias verifica-se que das duas caracteŕısticas geométricas de um espaço métrico,

curvatura e a torção, apenas a primeira assume caráter dinâmico, na teoria teleparalela

acontece justamente o contrário [58].
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No teleparalelismo, toda a informação dinâmica é carregada pela torção enquanto a

curvatura é identicamente nula. Por ser a torção também uma propriedade geométrica

de um espaço, o prinćıpio de equivalência é preservado - a f́ısica continua independente

das cargas de interação. Entretanto perde-se a identificação geométrica da dinâmica dos

corpos como determinada por equações geodésicas definidas num espaço curvo e recupera-

se as equações de movimento das part́ıculas com a forma de uma equação de força.

4.2 Teoria de gauge para o grupo de translações

Seguindo a construção de uma teoria de gauge, o campo fundamental da teoria (o campo

de gauge) toma valores na álgebra do grupo de simetria associado

Bµ = Ba
µPa (4.1)

onde

Pa ≡
∂

∂xa
(4.2)

são os geradores das translações do espaço de Minkowski e satisfazem a álgebra

[Pa , Pb] = 0 . (4.3)

Aqui também denotamos ı́ndices do espaço tangente com letras latinas e ı́ndices na

variedade curva com letras gregas.

Com isto define-se a derivada covariante de calibre

Dµ ≡ ∂µ +Bµ (4.4)

que pode ser reescrita como

Dµ =

[
∂xa

∂xµ
+Ba

µ

]
∂a . (4.5)

A expressão (4.5) pode ser usada como definição da vielbein (não trivial) da teoria

ea
µ ≡

∂xa

∂xµ
+Ba

µ (4.6)
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de tal modo que a propriedade fundamental da vielbein seja mantida

gµνea
µe

b
ν = ηab (4.7)

Com esta definição, a derivada covariante atuando sobre um campo genérico Ψ (x)

se repercute apenas sobre o argumento do campo sem levar em conta qual seja a rep-

resentação do grupo de Lorentz em que Ψ (x) toma valores. Com isto todos os campos

”sentem”da mesma forma a interação mediada pela teoria o que pode ser identificado como

a manifestação do prinćıpio da universalidade da queda livre na contrução teleparalela

[59].

Vale ressaltar que de fato este é o mesmo mecanismo que assegura na construção

de Einstein o prinćıpio da equivalência: a gravitação é uma interação que se acopla ao

conteúdo de momento-energia dos campos que por sua vez nada mais é do que uma medida

de como o campo varia de ponto a ponto do espaço-tempo.

O tensor intensidade de campo da teoria é definido por

Fµν ≡ [Dµ , Dν ] =
(
∂µB

a
ν − ∂νB

a
µ

)
Pa (4.8)

onde se identificam as componentes no grupo de gauge

F a
µν = ∂µB

a
ν − ∂νB

a
µ . (4.9)

Identificando a torção com o tensor intensidade de campo da teoria temos

Tµν
κ = eκ

aF
a
µν = eκ

a

(
∂µB

a
ν − ∂νB

a
µ

)
(4.10)

que fazendo-se uso da definição da vielbein da teoria pode ser reescrita de forma mais

análoga à construção SO(1,3) - YM para a gravitação

Tµν
κ = eκ

a

(
∂µe

a
ν − ∂νe

a
µ

)
. (4.11)

Mantendo o ”significado”geométrico dado à torção num determinado espaço métrico

de ser a parte antisimétrica da conexão, podemos utilizar a expressão acima como definição

para a conexão da teoria teleparalela

Γ̃µν
κ ≡ eκ

a∂µe
a
ν (4.12)
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também conhecida como conexão de Weitzenböck [60].

Com esta definição, a conexão (4.12) leva ao resultado, também encontrado na rela-

tividade geral, de que a derivada covariante é compat́ıvel com a métrica uma vez que

∇̃µe
a
ν = ∂µe

a
ν − Γ̃µν

κea
κ = ∂µe

a
ν − ea

κe
κ
b∂µe

b
ν = 0 (4.13)

o que implica

∇̃µgνκ = ηab∇̃µ

(
ea

νe
b
κ

)
= 0. (4.14)

Manipulando agora a conexão da relatividade (śımbolo de Christoffel)

Γµν
ρ =

1

2
gρα (∂µgνα + ∂νgµα − ∂αgµν) (4.15)

=
1

2
gραηab

[
∂µ

(
ea

νe
b
α

)
+ ∂ν

(
ea

µe
b
α

)
− ∂α

(
ea

µe
b
ν

)]
(4.16)

=
1

2
gραηab

[
eb

νTµα
a + eb

µTνα
a + ea

αTµν
b
]
+ Γ̃µν

ρ (4.17)

onde utilizando a definição do tensor de contorsão

Kµν
ρ ≡ −1

2
(Tν

ρ
µ + Tµ

ρ
ν + Tµν

ρ) (4.18)

pode ser reescrito como

Γ̃µν
ρ = Γµν

ρ +Kµν
ρ . (4.19)

Com isso desenvolvemos o tensor de curvatura da teoria

R̃µ
νκλ ≡ ∇̃κΓ̃νλ

µ − ∇̃λΓ̃νκ
µ (4.20)

= ∂κΓ̃νλ
µ − ∂λΓ̃νκ

µ + Γ̃ρκ
µΓ̃νλ

ρ − Γ̃ρλ
µΓ̃νκ

ρ (4.21)

ou ainda

R̃µ
νκλ = Rµ

νκλ +∇κKνλ
µ −∇λKνκ

µ +Kρκ
µKνλ

ρ −Kρλ
µKνκ

ρ

= Rµ
νκλ +Qµ

νκλ

Onde Rµ
νκλ denota o tensor de Riemann usual, as derivadas covariantes foram tomadas

apenas com relação ao ı́ndice tensorial (contravariante) da conexão e definimos o objeto

Qµ
νκλ ≡ ∇κKνλ

µ −∇λKνκ
µ +Kρκ

µKνλ
ρ −Kρλ

µKνκ
ρ .
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.

Desenvolvendo a expressão (4.21) com o uso da definição da conexão de Weitzenböck

mostra-se facilmente que a curvatura associada é identicamente nula:

R̃µ
νκλ = ∂κ (eµ

a∂λe
a
ν)− ∂λ (eµ

a∂κe
a
ν) +

(
eµ

a∂κe
a
ρ

) (
eρ

b∂λe
b
ν

)
−

(
eµ

a∂λe
a
ρ

) (
eρ

b∂κe
b
ν

)
= ∂κe

µ
a∂λe

a
ν + eµ

a∂κ∂λe
a
ν − ∂λe

µ
a∂κe

a
ν − eµ

a∂λ∂κe
a
ν −

(
ea

ρ∂κe
µ
a

) (
eρ

b∂λe
b
ν

)
+

(
ea

ρ∂λe
µ
a

) (
eρ

b∂κe
b
ν

)
= ∂κe

µ
a∂λe

a
ν − ∂λe

µ
a∂κe

a
ν − δa

b∂κe
µ
a∂λe

b
ν + δa

b∂λe
µ
a∂κe

b
ν

= 0 .

Tem-se, portanto, que a contribuição que a contorsão adiciona à conexão de Christoffel

para a composição da conexão da teoria teleparalela é tal que

Qµ
νκλ = −Rµ

νκλ. (4.22)

4.2.1 Prescrição de Acoplamento do Teleparalelismo

Como vimos no Caṕıtulo anterior, o acoplamento entre campos tensoriais e a interação

gravitacional se dá na construção de SO(1,3)-YM, por meio da prescrição de acoplamento

mı́nimo

∂µ 7−→ Dµ = ∂µ + ωµ
abΣab (4.23)

em que a conexão de spin desempenha o papel fundamental de mediador da interação

(embora ela seja totalmente determinada pela vielbein). Via o mapeamento definido pela

viebein, isto equivale a substituir a derivada usual pela derivada covariante da relatividade

∂µGα 7−→ ∇µGα = ∂µGα − Γρ
αµGρ (4.24)

onde agora o śımbolo de Christoffel é que representa a correção advinda da interação

gravitacional.
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O acoplamento da gravitação com campos fermiônicos por outro lado não pode ser

traduzido desta maneira. Isto sugere que de certa forma a expressão (4.23) seja mais

fundamental do que (4.24).

Na construção teleparalela, portanto, também é necessário introduzir um objeto que

faça o papel da conexão de spin, de modo a fazer o acoplamento da gravitação com

espinores.

A proposta mais imediata talvez seja a de utilizar a vielbein para a tradução da

expressão (4.24) em (4.23), onde agora o śımbolo de Christoffel seria substitúıdo pela

conexão de Weitzenböck. Entretanto, esta tentativa, na verdade, implica numa conexão

de spin identicamente nula:

D̃µVa ≡ ∂µVa + ω̃µa
bVb

= eα
a

(
∇̃µVα

)
= eα

a

(
∂µVα − Γ̃ν

αµVν

)
= eα

a

(
∂µ

(
eb

αVb

)
− eb

νΓ̃
ν
αµVb

)
= eα

a

(
Vb∂µe

b
α + eb

α∂µVb − eb
νΓ̃

ν
αµVb

)
= eα

a

(
Vb∂µe

b
α + eb

α∂µVb − eb
νe

ν
c (∂µe

c
α)Vb

)
= ∂µVa + eα

a

(
∂µe

b
α

)
Vb − eα

aδ
b
c (∂µe

c
α)Vb

= ∂µVa =⇒ ω̃µa
b = 0 .

A solução para esta dificuldade é dada pela proposta [61]

ω̃µ
a
b ≡ −ea

αe
β
bKβµ

α ,

onde, usando a equação (4.19) e o resultado acima, quer dizer simplesmente que estamos

escrevendo o śımbolo de Christoffel em termos da conexão de Weitzenböck e o tensor de

contorsão na prescrição de acoplamento usual da relatividade geral:

D̃µVa = eα
a

[
∂µVα −

(
Γ̃β

αµ −Kαµ
β
)
Vβ

]
= eα

a

[
∂µVα − Γβ

αµVβ

]
.

Este é também o mecanismo por trás da equação de movimento de uma part́ıcula

na teoria teleparalela. Enquanto na teoria de Einstein a dinâmica gravitacional de uma
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part́ıcula é ditada pela equação da geodésia,

dυα

ds
+ Γα

µνυ
µυν = 0 ; υµ ≡ dxµ

ds
, (4.25)

no teleparalelismo é dito simplesmente que

dυα

ds
+ Γ̃α

µνυ
µυν = Kα

µνυ
µυν . (4.26)

As duas expressões são portanto completamente equivalentes. Todavia, embora (4.26)

seja totalmente determinada por carateŕısticas geométricas da variedade - o que garante a

independência da dinâmica com respeito a posśıveis caracteŕısticas intŕınsecas à part́ıcula

- não se pode mais dizer que ela define uma geodésia.

Uma observação importante, encontrada via análise de consistência entre as duas

equações acima, é que ao contrário do śımbolo de Christoffel, a conexão de Weitzenböck

não pode sempre ser zerada mediante uma particular escolha de coordenadas, caso contrário,

teŕıamos

dυα

ds
= Kα

µνυ
µυν (4.27)

que no caso geral em que o tensor Kα
µν diferente de zero, não equivale a (4.25).

Conclui-se portanto que Γ̃α
µν encontra-se, em geral, numa órbita de calibre não neces-

sariamente conexa com a identidade ao contrário do que acontece na teoria de Einstein.

A possibilidade de se fazer Γ̃ = 0 realiza-se apenas quando a métrica da variedade é a

própria métrica de Minkowski gµν = ηµν e então existe a vielbein trivial ea
µ = δa

µ resultando

tanto na torção nula quanto numa possibilidade nula para a conexão de Weitzenböck.

Formalmente, (4.26) assemelha-se à equação de uma part́ıcula num espaço plano (cur-

vatura nula) na presença de um campo de força externo representado pelo tensor de

contorsão.
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4.3 Lagrangiano do Teleparalelismo

Com base no tensor intensidade de campo (4.9) e seguindo a analogia com as teorias de

YM usuais podeŕıamos propor o lagrangiano

∗L = −1

4
Fµν

aF µν
a .

Entretanto, como aqui dispomos da vielbein para traduzir os ı́ndices não holonômicos

para coordenadas mundo, outras contrações são posśıveis.

Explorando as outras contrações, o lagrangiano da teoria teleparalela toma a forma

[59]

LTel =
e

2κ2

{
−1

4
Tµν

κT µν
κ +

1

2
TµνρT

µρν − Tµα
αT µβ

β

}
,

que, em termos da contorsão, lê-se

LTel =
e

2κ2
{KµρνKµνρ −Kρµ

µKρν
ν} .

A equivalência com a Relatividade Geral é verificada utilizando na expressão acima a

relação (4.22). Após manipulações algébricas chega-se a:

LTel =
e

2κ2
R− ∂µ

(
2
e

κ2
T µν

ν

)
,

onde R é o escalar de Ricci constrúıdo com a conexão de Christoffel.

Desta forma vê-se que a menos de um termo de superf́ıcie as duas teorias são comple-

tamente equivalentes.

Podemos dizer, portanto, que a estratégia teleparalela explora a liberdade de escolha

da conexão para a descrição de uma variedade, de tal forma que a dinâmica passa a ser

carregada totalmente na torção; entretanto, de forma equivalente à teoria de Einstein.

Sob este ponto de vista, a estrutura mais fundamental da variedade espaço-tempo é

a sua métrica e não a curvatura ou torção a ela associadas por meio de uma espećıfica

escolha de conexão.
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Caṕıtulo 5

Operadores de spin

No cálculo dos propagadores para modelos de gravitação, faz-se necessário encontrar e

manipular com os chamados operadores de spin, que nos permitem de forma sistemática,

realizar as operações tensoriais de forma compacta e com controle sobre os diferentes

modos de spin portados pelos campos tensoriais. Expomos o método dos projetores de

spin e apresentamos os projetores de Barnes-Rivers para o caso de campos tensoriais de

rank-2. Um conjunto de projetores de spin é derivado para campos tensoriais de rank-3

antisimétricos num par de ı́ndices. Este resultado constitui uma das contribuições originais

deste trabalho.

5.1 Introdução

O espectro de part́ıculas de uma teoria quântica de campos é encontrado quando se

determinam todas as massas e spins (graus de liberdade) que se propagam na teoria. As

massas (nuas) da teoria são reconhecidas como os pólos do propagador. Os spins, por

outro lado, podem ser determinados através da contagem dos graus de liberdade, por

meio da associação do número quântico de spin, s, a uma part́ıcula que se apresente (em

experiências do tipo Stern-Gerlach) com as polarizações −s;−s + 1; ...; s − 1; s para o
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caso massivo; −s e +s para part́ıculas sem massa (teorema de Wigner). Uma forma

muito eficaz de se trabalhar esta questão é através do método dos operadores de spin.

Neste método, os graus de liberdade de um determinado modo do campo são identificados

de forma covariante também no propagador da teoria como o operador tensorial presente

no reśıduo associado ao pólo do modo, sem a necessidade de decomposição das equações

de movimento em cada uma das suas componentes.

Por meio do método de projetores de spin, o problema de encontrar o propagador da

teoria é resolvido de forma algébrica, ao encontrar-se a combinação linear dos projetores (e

posśıveis outros operadores deste espaço) que represente o inverso operatorial da equação

de onda:

Oϕ = J =⇒ ϕ = O−1J

onde O representa um operador (operador de onda) no espaço tensorial da representação

do grupo de Lorentz de ϕ .

Para o caso de campos tensoriais, o método dos projetores pode ser entendido como

uma extensão do teorema de Helmholtz, que afirma ser posśıvel decompor um campo

vetorial como uma soma de duas contribuições, uma com divergência nula (componente

transversa) e outra com rotacional nulo (parte longitudinal)

Vµ = V L
µ + V T

µ ,

onde Vµ é um vetor no espaço de Minkowski e

∂µV
L
ν − ∂νV

L
µ = 0 ;

∂µV T
µ = 0 .

Estas duas equações são resolvidas tomando-se V L
µ , sob a forma de um gradiente de

um escalar:

V L
µ ≡ ∂µα =⇒ ∂µV

L
ν − ∂νV

L
µ = ∂µ∂να− ∂ν∂µα = 0 ;

V T
µ ≡ Vµ − V L

µ .
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Realizando a passagem para o espaço dos momenta via uma transformada de Fourier

temos

∂ν∂
µVµ = �∂να 7−→ kνk

µṼµ = k2kνα̃

logo

Ṽ L
ν ≡ kνα̃ =

(
kνkµ

k2

)
× Ṽ µ

e

Ṽ T
µ =

[
ηµν −

(
kνkµ

k2

)]
× Ṽ µ .

Cometendo um abuso de linguagem, podemos tratar as duas equações acima no espaço

das posições simbolicamente como

V L
ν =

∂ν∂µ

�
V µ ;

V T
ν =

(
ηµν −

∂ν∂µ

�

)
V µ .

Estas duas equações definem as partes V L
ν e V T

ν , por meio de operadores lineares atuando

sobre o campo Vν completo. Os operadores

Ωµν ≡ ∂ν∂µ

�
;

Θµν ≡
(
ηµν −

∂ν∂µ

�

)
obedecem uma álgebra de projetores:

• Ortogonalidade

ΩµνΘ
ν
α = ΘµνΩ

ν
α = 0 ;

• Idempotência:

ΩµνΩ
ν
α = Ωµα ;

ΘµνΘ
ν
α = Θµα ;

• Decomposição da unidade:

ηµν = Ωµν + Θµν .
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Além disto, a parte longitudinal V L
ν é um campo que efetivamente possui apenas um

grau de liberdade pois é um gradiente de um escalar. Uma flutuação deste campo deve

ser portanto identificada como uma part́ıcula de spin 0 enquanto a parte transversa V T
ν

carrega 3 graus de liberdade, que se identificadas como as posśıveis polarizações de spin

de uma part́ıcula, a caracterizam como um modo de spin 1 .

Com isso pode-se separar o conteúdo de spin contido no campo vetorial por meio dos

projetores Ωµνe Θµν que por este motivo recebem o nome de projetores de spin.

5.2 Projetores de Barnes-Rivers

O racioćınio exposto acima pode ser estendido para campos tensoriais de rank mais alto,

mantendo a idéia de que um tensor é obtido via produto tensorial entre vetores que, por sua

vez, carregam conteúdo de spin caracterizado pelos projetores longitudinal e transverso.

No caso de tensores de rank-2, o conteúdo de spin é

T (2) 3 (0⊕ 1)⊗ (0⊕ 1) = (0⊗ 0)⊕ (0⊗ 1)⊕ (1⊗ 0)⊕ (1⊗ 1)

= 0⊕ 1⊕ 1⊕ 0⊕ 1⊕ 2 ,

onde usamos a regra de produto de spins

s⊗ ` = (s + `)⊕ (s + `−1)⊕ ...⊕ 0 .

Donde, o conteúdo de spin de um campo tensorial de rank-2 é duas part́ıculas escalares,

três part́ıculas de spin 1 e uma part́ıcula de spin 2.

Os operadores que separam estas componentes de spin foram constrúıdos por Barnes

e Rivers [62], [63] e podem ser subdivididos no setor simétrico
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P (2)
(αβ);(µν) ≡ 1

2
(ΘαµΘβν + ΘανΘβµ)− 1

3
ΘαβΘµν ;

P (1−m)
(αβ);(µν) ≡ 1

2
(ΘµαΩνβ + ΘµβΩνα + ΘναΩµβ + ΘνβΩµα) ;

P (0−s)
(αβ);(µν) ≡ 1

3
ΘµνΘαβ ;

P (0−ω)
(αβ);(µν) ≡ ΩµνΩαβ ;

e no setor antisimétrico

P (1−b)
[αβ];[µν] ≡ 1

2
(ΘαµΘβν −ΘανΘβµ) ;

P (1−e)
[αβ];[µν] ≡ 1

2
(ΘαµΩβν −ΘανΩβµ −ΘβµΩαν + ΘβνΩαµ) .

Além destes projetores, outros operadores (sem caráter de projetores) podem aparecer

num Lagrangeano para o campo tensorial de rank-2 executando o acoplamento entre

diferentes espaços (de mesmo spin), que chamaremos aqui de mapeadores. Existem dois

destes objetos no setor simétrico conectando os dois spins-0:

P (0−sω)
(µν);(αβ) ≡ 1√

3
ΘµνΩαβ

P (0−ωs)
µν;αβ ≡ 1√

3
ΩµνΘαβ ;

e outros dois mapeadores, que ligam o spin-1 do setor simétrico com o spin-1 (e) do

setor antisimétrico:

P (1−me)
(αβ);[µν] ≡ 1

2
(ΘαµΩβν −ΘανΩβµ + ΘβµΩαν −ΘβνΩαµ) ;

P (1−em)
[αβ];(µν) ≡ 1

2
(ΘαµΩβν + ΘανΩβµ −ΘβµΩαν −ΘβνΩαµ) .
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Todos estes operadores compõem a álgebra multiplicativa fechada

P (0−sω)
(µν);

(αβ)P (0−ω)
(αβ);(κλ) = P (0−sω)

(µν);(κλ)

P (0−ωs)P (0−s) = P (0−ωs)

P (0−s)P (0−sω) = P (0−sω)

P (0−ω)P (0−ωs) = P (0−ωs)

P (0−ωs)P (0−sω) = P (0−ω)

P (0−sω)P (0−ωs) = P (0−s)

P (1−em)P (1−me) = P (1−e)

P (1−me)P (1−em) = P (1−m)

P (1−me)P (1−e) = P (1−me)

P (1−e)P (1−em) = P (1−em)

P (1−em)P (1−m) = P (1−em)

P (1−m)P (1−me) = P (1−me)

5.3 Projetores de spin para campos tensoriais de rank-

3

Consideremos o tensor de rank-3 T (3) com componentes Tµ[νκ]. Devido à propriedade de

antisimetria no par de ı́ndices [νκ], podemos realizar a decomposição

T (3) = V (1) ⊗R(2) ,

onde V (1) denota o espaço dos vetores e R(2) o espaço dos tensores de rank-2 antisimétricos.

Com isto, a contagem de graus de liberdade contidos neste objeto resulta em

(
4 ∈ V (1)

)
×

(
6 ∈ R(2)

)
= 24 graus de liberdade,
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que, em termos das representações de spin, traduzem-se em

T µ[νκ] ∈ (0⊕ 1)⊗ (1⊕ 1) = 1⊕ 1⊕ 0⊕ 1⊕ 2⊕ 0⊕ 1⊕ 2 =2× 0⊕ 4× 1⊕ 2× 2 .

De posse dos projetores de spin destes dois espaços, podemos agora utilizá-los para

construir um conjunto de projetores para o espaço completo do tensor T (3) decompondo

a unidade de todo o espaço em produtos tensoriais dos operadores de cada um dos sub-

espaços

id =
[
Θ(1) ⊕ Ω(0)

]
⊗

[
P (1−b) ⊕ P (1−e)

]
=

(
Ω(0) ⊗ P (1−b)

)
⊕

(
Ω(0) ⊗ P (1−e)

)
⊕

(
Θ(1) ⊗ P (1−e)

)
⊕

(
Θ(1) ⊗ P (1−b)

)
.

Dois projetores de spin-1 são imediatamente reconhecidos

J
(1)
b ≡

(
Ω(0) ⊗ P (1−b)

)
;

J (1)
e ≡

(
Ω(0) ⊗ P (1−e)

)
;

que, em componentes, lêem-se

J
(1)
b α[βγ];µ[νk] ≡ 1

2
ΩµαP

(1−b)
[βγ];[νk] ;

J (1)
e α[βγ];µ[νk] ≡ 1

2
ΩµαP

(1−e)
[βγ];[νk] ,

onde os fatores foram fixados para garantir a idempotência.

Quanto aos outros dois setores de projetores,

(
Θ(1) ⊗ P (1−e)

)
(
Θ(1) ⊗ P (1−b)

)
,

devemos explicitar o conteúdo de spin subdividindo-os em operadores que satisfaçam

as propriedades de projetores e selecionem apenas os graus de liberdade contidos nas

representações de spin correspondentes

(
Θ1 ⊗ P 1

b

)
3 0⊕ 1⊕ 2 =⇒(

Θ1 ⊗ P 1
b

)
= K0

b⊕L1
b⊕M2

b
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e analogamente, (
Θ1 ⊗ P 1

e

)
= K0

e⊕L1
e⊕M2

e .

A estrutura de ı́ndices destes operadores pode ser constrúıda com base em algumas

regras heuŕısticas :

• Simetria de ı́ndices do operador compat́ıvel com a simetria de ı́ndices do campo.

Uma vez que um leǵıtmo projetor acopla uma mesma representação de spin nos bilin-

eares presentes no lagrangiano, devemos ter

L v Tα[βγ]Pαβγ;µνκT
µ[νκ] =⇒ Pα[βγ];µ[νκ]

• Projetores com número par de derivadas devem ser simétricos sob a troca de ı́ndices

de entrada pelos ı́ndices de sáıda.

A fim de ser posśıvel associar a um bilinear do lagrangiano

Tα[βγ]Pα[βγ];µ[νκ]T
µ[νκ]

o termo na equação de campo

Pα[βγ];µ[νκ]T
µ[νκ]

é necessário que se realize um número par de integrações por partes de modo a

δ
(
Tα[βγ]Pα[βγ];µ[νκ]T

µ[νκ]
)

= 2δ
(
Tα[βγ]

)
Pα[βγ];µ[νκ]T

µ[νκ]

que por sua vez implica em

Pα[βγ];µ[νκ] = Pµ[νκ];α[βγ].

• Índices ”filtrados”por Θ carregam 3 graus de liberdade enquanto ”filtrados”por Ω

contém apenas 1 grau de liberdade.
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Isto segue diretamente da análise dos vetores longitudinais e transversos.

Com isto em mente, constrúımos e listamos abaixo, operadores que satisfazem as

regras heuŕısticas acima, e juntos, possuem as propriedades de um conjunto bem definido

de projetores (idempotência, ortogonalidade e decomposição da unidade). Mostramos

ainda uma extensão operatorial com cinco mapeadores entre diversos setores de spin.

Nossa construção é alternativa à já existente na literatura [54].

K(0)
e ⊕K

(0)
b ⊕ L(1)

e ⊕ L
(1)
b ⊕ J

(1)
b ⊕ J (1)

e ⊕M (2)
e ⊕M

(2)
b = (Θ⊕ Ω)⊗

(
P (1)

e ⊕ P
(1)
b

)
= id

K(0)
e ⊕ L(1)

e ⊕M (2)
e = Θ⊗ P (1)

e

K
(0)
b ⊕ L

(1)
b ⊕M

(2)
b = Θ⊗ P

(1)
b

J
(1)
b ⊕ J (1)

e = Ω⊗
(
P (1)

e ⊕ P
(1)
b

)

J
(1)
b α[βγ];µ[νκ] ≡

1

2
Ωµα [ΘβνΘγκ −ΘβκΘγν ] ;

J (1)
e α[βγ];µ[νκ] ≡

1

2
Ωµα [ΘβνΩγκ −ΘβκΩγν −ΘγνΩβκ + ΘγκΩβν ] ;

K
(0)
b α[βγ];µ[νκ] ≡

1

6
{Θαµ [ΘβνΘγκ −ΘβκΘγν ] + Θαν [ΘβκΘγµ −ΘβµΘγκ] + Θακ [ΘβµΘγν −ΘβνΘγµ]} ;

L
(1)
b α[βγ];µ[νκ] =

1

2
{Θαβ (ΘµνΘγκ −ΘµκΘγν)−Θαγ (ΘµνΘβκ −ΘµκΘβν)} ;

M
(2)
b α[βγ];µ[νκ] ≡ ΘαµP

(1)
b [βγ];[νκ] − L

(1)
b α[βγ];µ[νκ] −K

(0)
b α[βγ];µ[νκ] ;
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K(0)
e α[βγ];µ[νκ] =

1

2
[Θαβ (ΘµνΩκγ −ΘµκΩνγ)−Θαγ (ΘµνΩκβ −ΘµκΩνβ)] ;

L
(1)
e [αβγ];[µνκ] =

1

6



Θαµ [ΘβνΩγκ −ΘβκΩγν −ΘγνΩβκ + ΘγκΩβν ]

+Θαν [ΘβκΩγµ −ΘβµΩγκ −ΘγκΩβµ + ΘγµΩβκ]

+Θακ [ΘβµΩγν −ΘβνΩγµ −ΘγµΩβν + ΘγνΩβµ]

+Θβµ [ΘγνΩακ −ΘγκΩαν ]

+Θβν [ΘγκΩαµ −ΘγµΩακ]

+Θβκ [ΘγµΩαν −ΘγνΩαµ]



;

M (2)
e α[βγ];µ[νκ] ≡ ΘαµP

(1)
e [βγ];[νκ] − L(1)

e α[βγ];µ[νκ] −K(0)
e α[βγ];µ[νκ] .

No lagrangiano que estudamos no caṕıtulo a seguir, apareceram ainda outros cinco

mapeadores nas equações de campo:

Nαβγ;µνκ =
1

2
{Θαβ [ΘγνΩµκ −ΘγkΩµν ]−Θαγ [ΘβνΩµκ −ΘβκΩµν ]} ;

Bαβγ;µνκ =
1

2
{Ωαβ [ΘµκΘγν −ΘµνΘκγ]− Ωαγ [ΘµκΘνβ −ΘµνΘβκ]} ;

Qα[βγ];µ[νκ] ≡ [Θγµ (ΘβνΩκα −ΘβκΩνα) + Θβµ (ΘγκΩνα −ΘγνΩκα)] ;

Sα[βγ];µ[νκ] ≡ 1√
2

[Θγµ (ΘανΩκβ −ΘακΩνβ) + Θβµ (ΘακΩνγ −ΘανΩκγ)] ;

Rα[βγ];µ[νκ] ≡ {Θαν [ΘβκΩγµ −ΘγκΩβµ]−Θακ [ΘβνΩγµ −ΘγνΩβµ]} .

Juntos todos estes operadores formam a seguinte álgebra (não-comutativa) fechada:

L
(1)
b ·N = 2N

L(1)
e ·N = J

(1)
b ·N = J (1)

e ·N = K(0)
e ·N = K

(0)
b ·N = 0

M
(2)
b ·N = −N

M (2)
e ·N = N2 = N ·K(0)

e = N ·K(0)
b = 0

N · L(1)
b = N · L(1)

e = N · J (1)
b = N ·M (2)

b = N ·M (2)
e = 0
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N · J (1)
e = N

N ·B = L
(1)
b

B2 = B ·K(0)
e = B ·K(0)

b = 0

B · L(1)
b = −2B

B · L(1)
e = B · J (1)

b = B · J (1)
e = B ·M (2)

b = 0

B ·M (2)
b = B

B ·N = 2J (1)
e

K(0)
e ·B = K

(0)
b ·B = L

(1)
b ·B = L(1)

e ·B = J
(1)
b ·B = 0

J (1)
e ·B = B

M
(2)
b ·B = M (2)

e ·B = Q ·Q = 0

S · S = K(0−e) + L(1−e) +M (2−e)

Q · S =
√

2Q

S ·Q = Q · J (1−e) = J (1−e) ·Q = 0

Q · J (1−b) = 0 ; J (1−b) ·Q = Q

S · J (1−e) = J (1−e) · S = S · J (1−b) = J (1−b) · S = 0

S ·N = N · S = S ·B = B · S = 0

Q ·B = B ·Q = Q ·N = N ·Q = 0

Q ·
(
K(0−b) ; L(1−b) ; M (2−b)

)
=

(
K(0−b) ; L(1−b) ; M (2−b)

)
·Q = 0

S ·
(
K(0−b) ; L(1−b) ; M (2−b)

)
=

(
K(0−b) ; L(1−b) ; M (2−b)

)
· S = 0

Q ·K(0−e) = K(0−e) ·Q = 0
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S ·K(0−e) = K(0−e) · S =
√

2K(0−e)

S · L(1−e) =
√

2

[
L(1−e) +

1

6
Q− 1

3
J (1−b)

]
L(1−e) · S =

√
2

[
L(1−e) − 1

3
J (1−b) − 1

6
R

]
L(1−e) ·Q = −2

[
L(1−e) − 1

3
J (1−b) − 1

6
R

]
Q · L(1−e) =

2

3

[
Q+ 2J (1−b)

]

R ·R = R · S = 0

R ·Q = −2
[√

2S + 2
(
K(0−e) + L(1−e) +M (2−e)

)]
Q ·R = −8J (1−b)

S ·R =
√

2R

R · J (1−b) = R

J (1−b) ·R = J (1−e) ·R = R · J (1−e) = 0

B ·R = R ·B = N ·R = R ·N = 0

R ·
(
K(0−b) ; L(1−b) ; M (2−b)

)
=

(
K(0−b) ; L(1−b) ; M (2−b)

)
·R = 0

K(0−e) ·R = R ·K(0−e) = 0

R · L(1−e) =
1

3

[
R +

√
2S + 2

(
K(0−e) + L(1−e) +M (2−e)

)]

L(1−e) ·R =
2

3

[
R + 2J (1−b)

]
R ·M (2−e) = −1

3

[
R +

√
2S + 2

(
K(0−e) + L(1−e) +M (2−e)

)]
M (2−e) ·R =

1

3

[
R− 4J (1−b)

]

R ·K(0)
b = K

(0)
b ·R = R · L(1)

b = L
(1)
b ·R = R ·M (2)

b = M
(2)
b ·R = 0
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Caṕıtulo 6

Teorias com Torção Propagante

Resumimos as principais motivações do estudo de teorias com torção dinâmica. Como

exemplo, estudamos um modelo particular inspirado nas teorias de gravitação induzidas

como regime de baixas energias das teorias de cordas. Aplicamos o método dos operadores

de spin desenvolvido no Caṕıtulo 5.

6.1 A torção e a dinâmica microscópica da gravidade

Vimos que na teoria de Einstein para a gravitação, a torção assume apenas um papel

cinemático. Isto pode ser visto como uma manifestação da observação geométrica, de

que a ńıvel clássico, rotações equivalem a translações locais o que atrela os conceitos

de momento angular e energia ou do ponto de vista f́ısico, que no regime macroscópico

da matéria os spins das part́ıculas constitúıntes se somam numa média nula [64]. Este

fato expressa-se na Relatividade Geral pela possibilidade de escrever o tensor de spin

em termos do tensor energia-momento, que é visto como a verdadeira fonte da interação

gravitacional.

Por outro lado, o caráter não-renormalizável da RG, em analogia com a antiga teoria

de Fermi para a interação fraca, sugere que a teoria de Einstein seja, no fundo, uma teoria
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efetiva de baixas energias de alguma teoria mais fundamental, na qual a renormalizabili-

dade estaria garantida.

Isto coloca a busca por teorias que incorporem novos graus de liberdade no regime da

altas energias da teoria de Einstein. Sob o ponto de vista da estratégia de gauge, isto

significa que outros atributos da matéria, além da massa, devam entrar na dinâmica em

altas energias.

No ńıvel microscópico, o momento angular de spin de uma part́ıcula não está associ-

ado a rotações espaciais, constituindo, juntamente com sua massa, um par de números

quânticos independentes que rotulam a identidade da part́ıcula.

É razoável supor, portanto, que num ńıvel fundamental, a informação contida no

tensor de spin seja independente da informação energética dos sistemas f́ısicos. Com isto,

a conexão de spin (que se acopla ao tensor de spin) torna-se um objeto independente

da vielbein, desaparecendo o v́ınculo de torção estática. Em outras palavras, no ńıvel

microscópico, a torção deve adquirir dinâmica e, consequentemente, se propagar.

O spin de um campo aparece, neste sentido, como a carga de interação que entra em

jogo na dinâmica da gravidade a altas energias cujo bóson mediador associado é a conexão

de spin [64], [65].

Investigações desta natureza justificam-se ainda dentro do programa das teorias de

cordas, que geram teorias de gravitação no regime de baixas energias em que a torção

aparece explicitamente [66], [55], [21], [19].

Propomos, neste sentido, o estudo da teoria [67]

L = − e

2κ2
R+ ξ1eTµν

aT µν
a + ξ2eg

κσgνρgµξηcb (∇µTνκ
c)

(
∇ξTσρ

b
)
+ eeµ

aΨ̄iγaDµΨ− emΨ̄Ψ ,

em que Ψ representa um campo de spin 1/2 , Dµ é a derivada covariante do grupo de

Lorentz local e ∇µ é a derivada covariante usual da Relatividade Geral, que, atuando

sobre objetos com ı́ndices tensoriais mistos, desenvolve-se como

∇µTνκ
a = DµTνκ

a − Γα
µνTακ

a − Γα
µκTνα

a ; DµTνκ
a = ∂µTνκ

a + ωµ
a
bTνκ

b .
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Extremizando a ação obtemos as equações clássicas de campo para a vielbein e a

conexão de spin:

1

2κ2

[
eeλ

cR− 2eeλ
ge

µ
c e

ν
bRµν

gb
]
δ (ec

λ) + ξ1
{
eeλ

cT
2 − 4Dµ

(
eT µλ

c

)
− 4eeµ

cTµν
aT λν

a

}
δ (ec

λ)

+ ξ2ee
ν
he

σ
c e

λ
fη

gh
(
DµTab

i
) (
DνT

ba
i

) [
ef

σe
µ
g − 2δµ

σδ
f
g

]
δ (ec

λ)

+ 4ξ2
{
Dα

[
eα

de
λ
fDν

(
eDνT fd

c

)]
+ eα

c e
γ
fe

λ
dTαγ

eDν

[
eDνT fd

e

]}
δ (ec

λ)

+
{
eeλ

c e
µ
b Ψ̄iγbDµΨ− eeµ

c e
λ
b Ψ̄iγ

bDµΨ− eeλ
cmΨ̄Ψ

}
δ (ec

λ) = 0 ; (6.1)

e

−1

2κ2
Dν

(
eeλ

[ee
ν
f ]

)
δ
(
ωλ

ef
)

+ 4ξ1ee
c
νηcfT

λν
eδ

(
ωλ

ef
)

+ 2ξ2

 2eα
ae

λ
b ηdfe

d
αDµ

(
eDµT ba

e

)
+e

(
DλT gd

c

)
[ηedTfg

c + ηgeTdf
c + δc

eTdgf ]

 δ
(
ωλ

ef
)

+ eeλ
dΨ̄iγ

dΣefΨδ
(
ωλ

ef
)

= 0 . (6.2)

No sentido de analisar o regime quântico da teoria, procedemos à decomposição linear

de pequenas flutuações dinâmicas sobre a configuração estável de Minkowski:

ea
µ 7−→ δa

µ + ẽa
µ

ωµ
ab 7−→ ω̃µ

ab ,

em que ẽa
µ representa pequenas flutuações sobre o mapa trivial δa

µ ; ω̃µ
ab, por não conter

dinâmica clássica, é entendido como a própria flutuação (o valor esperado no vácuo de

ωµ
ab é nulo).

Neste regime os ı́ndices internos e de espaço tempo ficam em pé de igualdade, isto é,

os campos ẽa
µ e ω̃µ

ab são entendidos como leǵıtimos tensores.

Com esta prescrição, temos a versão linearizada das equações de campo para a conexão
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de spin

−1

2κ2


[
∂eẽ

λ
f − ∂bẽ

λ
a + ω̃e

λ
f − ω̃b

λ
e

]
− 2δλ

e

[
∂cẽ

c
f − ∂f ẽ

c
c + ω̃c

c
f

]
+2δλ

f [∂cẽ
c
e − ∂eẽ

c
c + ω̃c

c
e]


+4ξ1e

(
∂λẽef − ∂f ẽ

λ
e + ω̃λ

ef − ω̃f e
λ
)
+4ξ2δ

α
a δ

λ
b ηdfδ

d
α∂µ

[
e
(
∂µT ba

e

)]
+e

(
δλ
d + ẽλ

d

)
Ψ̄iγdΣefΨ = 0 ,

(6.3)

e para a vielbein

1

2κ2

[
2eδλ

c ∂µω̃ν
µν − 2e

(
∂cω̃b

λb − ∂bω̃c
λb

)]
− ξ14∂µ

(
T µλ

c

)
+ 4ξ2δ

α
d δ

λ
f∂α∂ν

(
∂νT fd

c

)
+

{
e
(
δλ
c + ẽλ

c

)
(δµ

b + ẽµ
b ) Ψ̄iγbDµΨ− e (δµ

c + ẽµ
c )

(
δλ
b + ẽλ

b

)
Ψ̄iγbDµΨ− e

(
δλ
c + eλ

c

)
mΨ̄Ψ

}
= 0 ,

que podem, formalmente ser arranjadas na forma matricial (com elementos tensoriais): A B

C D


 ẽa

µ

ω̃ν
bc

 =

 Πλ
d

Ξλ
ef

 , (6.4)

onde

−Πλ
d =

{
e
(
δλ
d + ẽλ

d

)
(δµ

b + ẽµ
b ) Ψ̄iγbDµΨ− e (δµ

d + ẽµ
d)

(
δλ
b + ẽλ

b

)
Ψ̄iγbDµΨ− e

(
δλ
d + ẽλ

d

)
mΨ̄Ψ

}
−Ξλ

ef = e
(
δλ
d + ẽλ

d

)
Ψ̄iγdΣefΨ

são as fontes de matéria. As componentes do operador de onda são:

Aλ
d;

µ
a =

{
4ξ2η

λκηαθηda∂α� (δµ
θ ∂κ − δµ

κ∂θ)− 4ξ1η
ακηλθηda∂α (δµ

θ ∂κ − δµ
κ∂θ)

}
; (6.5)

Bλ
d;

ν
bc =


1

2κ2

[
2eδλ

dδ
ν
c ∂b + 2e

(
δν
b δ

λ
c ∂d − δλ

c δ
ν
d∂b

)]
− 4ξ1η

ακηλθηda∂α

(
δν
κδ

h
θ ηhcδ

a
b − δν

θ δ
h
κηhcδ

a
b

)
+4ξ2η

λκηαθηda∂α�
(
δν
κδ

h
θ ηhcδ

a
b − δν

θ δ
h
κηhcδ

a
b

)
 ;

(6.6)

Cλ
ef ;

µ
a =


−1
2κ2

[
δλ
a

(
δµ
f ∂e − δµ

e ∂f

)
+ 2δλ

f (δµ
e ∂a − δµ

a∂e)− 2δλ
e

(
δµ
f ∂a − δµ

a∂f

)]
+4ξ1

(
δµ
e ηfa∂

λ − δµ
e δ

λ
a∂f

)
+ 4ξ2η

κλδθ
fηea (δµ

θ ∂κ − δµ
κ∂θ) �

 ; (6.7)

Dλ
ef ;

ν
bc =


−1
2κ2

[
δλ
b

(
δν
e δ

d
f − δν

f δ
d
e

)
+ 2δλ

f δ
ν
b δ

d
e − 2δλ

e δ
ν
b δ

d
f

]
ηcd

+4ξ1
[
ηλνηebηfc − δλ

c ηebδ
ν
f

]
+ 4ξ2η

κλδθ
fηea

[
δν
κδ

h
θ ηhcδ

a
b − δν

θ δ
h
κηhcδ

a
b

]
�

 .

(6.8)
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A simetria de gauge nas equações de campo implica que, para uma determinada con-

figuração das fontes, várias configurações dos campos relacionadas entre si por trans-

formações de gauge são admitidas. Isso faz com que a matriz operatorial acima não seja

inverśıvel, levando à necessidade de introduzir um novo termo no lagrangiano de modo a

fixar um calibre. Utilizamos o calibre de de Donder, que fixa a simetria no setor simétrico

da vielbein (que corresponde às flutuações da métrica):

gµν = ea
µe

b
νηab

gµν = ; ea
µ = δa

µ + ẽa
µ =⇒

ηµν + hµν =
(
δa
µ + ẽa

µ

) (
δb
ν + ẽb

ν

)
ηab

' ηµν + δa
µẽ

b
νηab + ẽa

µδ
b
νηab =⇒

hµν = ẽµν + ẽνµ .

O lagrangiano de gauge-fixing de de Donder é

Lde Donder = αfµf
µ

fµ = ∂ν

(
ẽν

µ −
1

2
δν
µδ

σ
β ẽ

β
σ

)
,

que introduz novos operadores na componente A da matriz operatorial

Aλδ;µα 7−→ Aλδ;µα − 2αǍλδ;µα ;

Ǎλδ;µα ≡ ηαδ∂λ∂µ −
1

2
ηλδ∂α∂µ −

1

2
ηµα∂λ∂δ +

1

4
ηλδηµα� .

Procedemos, agora, com o propósito de encontrar os propagadores dos modos carrega-

dos na conexão de spin e na vielbein.

Esquematicamente, a matriz inversa de operadores deve satisfazer à equação matricial E F

G H


 A B

C D

 =

 1 0

0 1

 , (6.9)
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para que se obtenham as configurações de campo a partir das fontes por meio de eh
α

ωβ
ij

 =

 Eαλ
hd Fαλ

hef

Gβλ
dij Hβλ

ijef


 Πλ

d

Ξλ
ef

 . (6.10)

Da equação (6.9), obtivemos as relações definidoras das componentes da matriz de

propagadores

EA+ FC = 1 (6.11)

EB + FD = 0 (6.12)

GA+HC = 0 (6.13)

GB +HD = 1 , (6.14)

donde

F = −EBD−1 =⇒ (6.15)

E
(
A−BD−1C

)
= 1 =⇒ (6.16)

E =
(
A−BD−1C

)−1
(6.17)

e

G = −HCA−1 =⇒ (6.18)

H
[
D − CA−1B

]
= 1 =⇒ (6.19)

H =
[
D − CA−1B

]−1
. (6.20)

Em particular, o mesmo processo foi utilizado na inversão da componente A que define

o setor quadrático da vielbein:

ẽαβAαβ;µν ẽ
µν =

(
ẽ(αβ) ẽ[αβ]

)  Ai
(αβ);(µν) Aii

(αβ);[µν]

Aiii
[αβ];(µν) Aiv

[αβ];[µν]


 ẽ(µν)

ẽ[µν]

 ,

da qual se extrai a inversa por meio de R(κλ);
(αβ) S(κλ);

[αβ]

P[κλ];
(αβ) Q[κλ];

[αβ]


 Ai

(αβ);(µν) Aii
(αβ);[µν]

Aiii
[αβ];(µν) Aiv

[αβ];[µν]

 =

 id(κλ);(µν) 0

0 id[κλ];[µν]

 =⇒

66



R(κλ);
(αβ)Ai

(αβ);(µν) + S(κλ);
[αβ]Aiii

[αβ];(µν) = id(κλ);(µν)

R(κλ);
(αβ)Aii

(αβ);[µν] + S(κλ);
[αβ]Aiv

[αβ];[µν] = 0

P[κλ];
(αβ)Ai

(αβ);(µν) +Q[κλ];
[αβ]Aiii

[αβ];(µν) = 0

P[κλ];
(αβ)Aii

(αβ);[µν] +Q[κλ];
[αβ]Aiv

[αβ];[µν] = id[κλ];[µν]

=⇒

S = −RAii
(
Aiv

)−1

R =
[
Ai +−Aii

(
Aiv

)−1
Aiii

]−1

P = −QAiii
(
Ai

)−1

Q =
[
Aiv − Aiii

(
Ai

)−1
Aii

]−1

.

Expomos, agora, os resultados obtidos nos setores diagonais e− e e ω − ω .

Propagadores do setor da vielbein puro (Eαλ
hd) :

E =

 1
(Γ−δ)

P (2) + 2
3Γ
P

(1)
m + 1

[Γ−(α+δ)]
P

(0)
s

2
3Γ
P

(1)
em

− 2
3Γ
P

(1)
me

(
1

[4Γ−(β+δ)]
P

(1)
b + Γ−2γ

(2Γ−γ)(Γ−2γ)−2(2Γ−γ)2
P

(1)
e

)
 ,

onde os parâmetros acima desenvolvem-se em termos das constantes de acoplamento κ,

ξ1 e ξ2 como

α = 6�

{
a

[
3

(
− 1

2κ2

)2

+ 4 (ξ1 + ξ2�)2

]
+ 4w

[(
− 1

2κ2

)2

− (ξ1 + ξ2�)2

]}

β = 8�

 (c− a)
[
−1

6

(
− 1

2κ2

)2
+

(
− 1

2κ2

)
(ξ1 + ξ2�)− 8

3
(ξ1 + ξ2�)2

]
−2 (x+ y) (ξ1 + ξ2�)2


γ = 2�

{
(b− 2d)

(
− 1

2κ2

)2

− (2s+ r)

(
− 1

2κ2

)
(ξ1 + ξ2�)

}

δ = −2�

{
a

[(
− 1

2κ2

)2

+ 4 (ξ1 + ξ2�)2

]}
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Γ = − (ξ1 + ξ2�) �

e

a =
1[

− 1
2κ2 + 2 (ξ1 + ξ2�)

] = b = x,

c =
−1

2
[
− 1

2κ2 − 4 (ξ1 + ξ2�)
] = z

w =
1

2 (ξ1 + ξ2�)

d =
2 (ξ1 + ξ2�) [2 (ξ1 + ξ2�)] +

(
− 1

2κ2

)2

2 (ξ1 + ξ2�)
[
[2 (ξ1 + ξ2�)]2 + 2

(
− 1

2κ2

)2
]

s =
− 1

2κ2

[2 (ξ1 + ξ2�)]2 + 2
(
− 1

2κ2

)2

y =
− 1

2κ2 − 2 (ξ1 + ξ2�)

[2 (ξ1 + ξ2�)]
(
− 1

2κ2 − 2 (ξ1 + ξ2�)
)

+ 2
(
− 1

2κ2

)2

r =
− 1

2κ2

[2 (ξ1 + ξ2�)]
(
− 1

2κ2 − 2 (ξ1 + ξ2�)
)

+ 2
(
− 1

2κ2

)2 .

No setor da conexão de spin, o operador H assume a forma abaixo:

Hα[βγ];µ[νκ] ≡

r1 ×M (2−b)
α[βγ];µ[νκ] + r2 × L(1−b)

α[βγ];µ[νκ] + r3 ×K(0−b)
α[βγ];µ[νκ] + r4 ×M (2−e)

α[βγ];µ[νκ]

+r5 × L(1−e)
α[βγ];µ[νκ] + r6 ×K(0−e)

α[βγ];µ[νκ] + r7 × J (1−b)
α[βγ];µ[νκ] + r8 × J (1−e)

α[βγ];µ[νκ]

+r9 ×Bα[βγ];µ[νκ] + r10 ×Nα[βγ];µ[νκ] + r11 × Sα[βγ];µ[νκ] + r12 ×Qα[βγ];µ[νκ] + r13 ×Rα[βγ];µ[νκ] ,

com coeficientes dados pelas relações algébricas

r1 =
1

s1

; r3 =
1

2s2

;

r2 =
1

(s3 − q1)
+

[
(s4 + q9)

(s3 − q1)

] [
1
s1

+ 2
(s3−q1)

]
[
(s3 − q6)− 2(s4+q10)(s4+q9)

(s3−q1)

] (s4 + q10) ;
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r8 =
[s1 − 2 (s3 − q1)]

(s4 + q9)

1[
(s3−q6)[s1−2(s3−q1)]

(s4+q9)
− 2 (s4 + q10)

] ;

r9 =
1[

(s3−q6)[s1−2(s3−q1)]
(s4+q9)

− 2 (s4 + q10)
] ;

r10 =

[
1
s1

+ 2
(s3−q1)

]
[
(s3 − q6)− 2(s4+q10)(s4+q9)

(s3−q1)

] (s4 + q10) .

Os demais coeficientes r4, r5, r6, r7, r11, r12 e r13 podem ser obtidos mediante a

resolução do sistema



0 0 0 −q4 W1 W5 0[
1
3
q4 − 1

3
q5

] [
1
3
q5 − 1

3
q4

]
0 0 0 0 W7

−2q5 0 W13 0 W2 0 W8

(s1 − q3) 0 0 0 −
√

2q5 0 W9

[2q5 − 2q4] W12 0 0 W3 0 W10[
2
3
q4 − 2

3
q5

] [
2
3
q5 − 2

3
q4

]
0 (s1 − q7) W4 W6 0

−
√

2q5 0 0 0 (s1 − q3) 0 W11





r4

r5

r6

r7

r11

r12

r13



=



0

0

1

1

1

1

0


onde os parâmetros se relacionam da seguinte forma

W1 =

[√
2

6
(s2 − q2)−

√
2

6
(s1 − q3)

]
;

W2 =
[√

2 (s1 − q3)−
√

2 (s3 − q8)−
√

2q5

]
;

W3 =
[√

2 (s2 − q2)−
√

2q5 −
√

2 (s1 − q3)
]

;

W4 =

[√
2

3
(s1 − q3)−

√
2

3
(s2 − q2)

]
;

W5 =

[
2q5 +

2

3
(s2 − q2) +

2

3
(s1 − q3)

]
;

W6 =

[
4

3
(s2 − q2)−

4

3
(s1 − q3)

]
;

W7 =

[
(s1 − q7)−

1

3
(s1 − q3) +

1

3
(s2 − q2)

]
;
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W8 =

[
4q4 −

2

3
(s1 − q3) +

2

3
(s2 − q2)

]
;

W9 =

[
2

3
(s2 − q2)−

2

3
(s1 − q3) + 4q4

]
;

W10 =

[
2

3
(s2 − q2)−

2

3
(s1 − q3) + 4q4

]
;

W11 =

[√
2

3
(s2 − q2)−

√
2

3
(s1 − q3) + 2

√
2q4

]
;

W12 = [2q4 + (s2 − q2)− 2q5] ;

W13 = [(s3 − q8) + 2q5] ;

s1 ≡
[
2 (ξ1 + ξ2�)− 1

2κ2

]
;

s2 ≡
[
8 (ξ1 + ξ2�) +

1

2κ2

]
;

s3 ≡ 2 (ξ1 + ξ2�) ;

s4 ≡ 1

2κ2
;

q1 ≡ 1

4κ2
�

{(
Z +

1

4κ2
y

)
2− 4H

}
;

q2 ≡
(
K1

√
6 + 2 (K3 −K1)

)
;

q3 ≡ 2 (K3 −K1) ;

q4 ≡ (K2 −K1) ;

q5 ≡ − (K1 +K4) ;

q6 ≡ 2Γ

{
2Z −X +

1

2κ2
y − 2 (2H −G)

}
;

q7 ≡ [2K1 − 8ΓF ] ;

q8 ≡
{

1

4κ2
×

(
1

3
Y (x+ 2z) +

1

κ2
z +

Γ

�
4z

)
2� + 4Γ× 1

3
Y (z − x) + 2 (K3 −K1)

}
;

q9 ≡ 1

4κ2
�

{(
X − 2Z − 1

2κ2
y

)
+ 2 (2H −G)

}
;

q10 ≡ 2Γ

{
4H − 2Z − 1

2κ2
y

}
;
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K1 ≡ −4ΓI ;

K2 ≡
(

2
Γ

�
+

1

4κ2

)
F� ;

K3 ≡
{(

2
Γ

�
+

1

4κ2

)
I� + xY

(
1

8κ2
− Γ

�

)
�

}
;

K4 ≡
{(

2
Γ

�
+

1

4κ2

)
I − xY

(
1

8κ2
− Γ

�

)}
;

X ≡
{

4b

[bΓ− 2]

[
ξ1 − ξ2� +

1

4κ2

]
− 2y

(
ξ1 + ξ2�− 1

4κ2

)}
;

Y ≡ 2

(
ξ1 + ξ2�− 1

4κ2

)
;

Z ≡ 1

4κ2

(
2b

[bΓ− 2]

)
;

G ≡
[
−2y

(
ξ1 + ξ2�− 1

4κ2

)
−

(
ξ1 − ξ2� +

1

4κ2

)
2

[2Γ− bΓ2]

]
;

H ≡
[
y

4κ2
− 1

4κ2 [2Γ− bΓ2]

]
;

I ≡
(
ξ1 − ξ2�− 1

4κ2

)
1

2Γ
;

F ≡ (ξ1 − ξ2�)
1

Γ
;

x =
1

Γ
;

y =
−1(

7
2
Γ + α�

) ;

z ≡

[
1− 6α�(

Γ− α�3
2

)]
×

[
Γ +

9

2
α�

]−1

;

b ≡ 1(
Γ
2
− α�

) ;

Γ = −
(
ξ2�

2 + ξ1�
)
.
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Caṕıtulo 7

Conclusões Gerais e Perspectivas e

Encaminhamentos

Mesmo após os 92 anos da proposição por Einstein da Teoria Geral da Relatividade e dos

81 anos do trabalho de Dirac que funda as Teorias Quânticas de Campos, os dois pilares

da F́ısica do século XX, a fusão consistente destas duas disciplinas continua um problema

nebuloso.

É inegável, entretanto, reconhecer se tratar de um ramo extremamente fértil da F́ısica

que vem, ao longo de todos estes anos estabelecido ricas fronteiras interdisciplinares [68],

[69], [70], [71].

Em geral, as tentativas de conciliação exploram, sobretudo, as semelhanças formais

entre os dois assuntos, das quais destacamos a formulação da gravitação como uma teo-

ria de calibre para o grupo de Lorentz, o chamado formalismo de primeira ordem, que

expusemos no Caṕıtulo 3.

Em particular, o tensor de torção aparece no formalismo de primeira ordem em pé de

igualdade com a curvatura de Riemann, compondo o tensor intesidade de campo. Com

base nisto, é razoável dizer que muitos aspectos interessantes da F́ısica, no domı́nio da

gravidade quântica, devam levar em conta a torção como um ingrediente fundamental.

Ainda, pautando uma breve discussão da gravidade (clássica) em curvatura versus
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torção, a teoria de Einstein e o Teleparalelismo aparecem como duas faces da mesma

moeda, como vimos no Caṕıtulo 4.

O método dos operadores de spin, desenvolvido no Caṕıtulo 5, pode ser muito útil

na caracterização das excitações fundamentais em teorias com torção dinâmica a ńıvel de

árvore.

Combinações das constantes de acoplamento podem ser exploradas no intuito de se

cancelar os modos expúrios (ghosts e táquions).

Como citamos na Introdução, a torção é um elemento presente tanto nas teorias de

gravitação derivadas das supercordas quanto na LQG com importantes implicações inter-

pretativas, tais como violação de paridade e da simetria de Lorentz através de conden-

sados fermiônicos que, por sua vez, é assinalada em valores não-nulos das componentes

irredut́ıveis da torção.

Além dos pontos mencionados acima, uma boa perspectiva é o aprofundamento do

estudo da torção em ambiente de Supergravidade nos cenários de branas, já que, em

vista dos experimentos no LHC, questões importantes, como a provável produção de

grávitons leves e gravitinos podem nos orientar sobre uma eventual contribuição dos

graus de liberdade da torção para o espectro de excitações gravitacionais. Esperamos

também, com a técnica tensorial desenvolvida a partir dos operadores de spin no setor

dos campos de rank-3, ter ferramental eficiente para o estudo dos espectros de excitações

de diferentes modelos para gravidade obtidos como modelos efetivos a partir de teorias

mais fundamentais.
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