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Introducao ao Método do Maximo de Entropia

Erica M. Silva, Marcelo P. de Albuquerque, Mircio P. de Albuquerque,
Aline da Rocha G. Mello, Eugénio S. Caner

21 de dezembro de 2004

Resumo

Esta nota técnica apresenta uma introdu¢do ao Método do Maximo de Entropia. Inicial-
mente abordamos os conceitos de Entropia e Entropia Re lativa. Em seguida, apresentamos
o Método do Maximo de Entropia, destacando seus principios. Por fim, apresentamos
um exemplo simples € apresentado a fim de ilustrar sua utilizacdo.Método Bayesiano de
maximo de entropia, aplicado a imagens com dois pixels

1 Introducao

Em investigacdes cientificas, nds projetamos instrumentos, fazemos medidas e processamos
estas medidas. Terminado este processo, utilizamos as medidas experimentais para fazer in-
feréncia sobre os possiveis resultados. A reconstru¢cdo de sinais a partir de um conjunto de
dados experimentais incompletos e ruidosos pode ser realizada por meio do célculo de suas
probabilidades condicionais e da entropia.

Em fisica experimetnal temos de uma lado um modelo tedrico que descreve um experi-
mento, e do outro lado temos dados experimentais obtidos com uma precisao estatistica, devido
a limitacdes no instrumento de medida. O que se faz é uma comparacdo entre modelos teéricos
e dados experimentais.

Em situagcdes onde os dados experimentais sdo componentes de Fourier (obtidos atrvés de
espectometros, difratbmetros entre outros), é comum utilizara T F ! (Transformada de Fourier
Inversa), como uma técnica para a reconstru¢do do sinal no espaco reciproco. O objetivo da
reconstrucdo é exatamente tentar corrigir a fa lha do instrumento de medida. Quando a TF ~!
€ aplicada, valores iguais a zero sdo atribuidos as componentes de frequéncia que ndo puderam
ser medidas, com isto algumas oscilagdes aprarecem na reconstru¢do do sinal (Fendomeno de
Gibbs). Este fenOmeno surge uma vez que se tenta estimar erros de uma fungdo que possui
pontos de descontinuidade, ocorre uma salto nos pontos, e este salto resulta na presenca de
oscili¢oes.

Dados medidos experimentalmente possuem associado a eles um erro expe rimental, este
pode ser fixo o ou proporcional, sendo que este Gltimo é igual a 0 = F'(k).err. A informagéo
contida no erro expe rimental € relevante sobre os resultados.

Ao se utilizar a TF !, toda informacdo contida nos erros experimentais estd sendo ignorada.
Com o objetivo de melhorar a qualidade da recosntru¢ao do sinal foi desenvolvida uma técnica
baseada no principio do Maximo de Entropia, na qual informac¢des como erros experimentais
sdo levadas em consideragdo.
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2 Entropia e Entropia Relativa

2.1 Entropia

O termo entropia apareceu pela primeira vez na literatura, por volta de 1865 na Alemanha, pro-
posto por Rudolf Clausius para representar uma medida da energia num sistema termodindmico
como funcdo da temperatura e das transferéncias de calor. Posteriormente , em 1877, foi-lhe
dada uma interpretacao probabilistica no contexto da mecanica estatistica de Boltzmann. Mais
tarde, em 1948 Shannon, estabeleceu a ligacdo entre a entropia e informacdo. A entropia estda
ligada ao grau de desordem de uma fonte de informacdo. Quando maior a desordem, maior é
a quantidade de informacdo da fonte. Uma fonte que responda apenas com uma Unica men-
sagem, nao transmite informagdo, uma vez que nao ha redugdo de incerteza. Esta relagdo levou
a resolucdo de um numero significativo de problemas bdasicos na teoria da codificagdo e na
transmissao de dados.

O conceito de entropia raramente € tratado em livros de probabilidades e estatistica.

Entropia é uma medida da incerteza de uma varidvel aleatéria. Suponha que X seja uma
varidvel aleatdria discreta com uma fungdo de probabilidade p(X).

A entropia H(X) de uma varidvel aleatdria discreta € definida como

Onde p(x;) é probabilidade de um evento

Geralmente a entropia é calculada com log na base 2 e é expressa em bits. Veja que a
entropia ndo depende do valor de X = x;, mas apenas das probabilidades p(.X).

A entropia descrita por Shannon € experessa da seguinte forma:

S =— Zpi-l(?gpi (1)

2.2 Entropia Relativa

A entropia relativa é a medida de uma distancia estatistica entre duas distribuicdes definidas
sobre um mesmo alfabeto. Em estatistica, isto significa o valor esperado do logaritmo da relagao
entre as probabilidades. A entropia relativa € definida como sendo

k
Di
Dkr(p:p) = Zpi.logg ©)
i=1 ?

e ¢ também conhecida como Distdncia Kullback-Leibler ou Divergéncia I.
Apesar da entropia relatica ser chamada de distancia Kullback-Leibler, esta ndao pode ser
considerada uma distancia verdadeira entre duas distribuicdes. A entropia relativa nao apresenta

simetria,
k k D k p/
SN pidog= #> pilog= 3)
p; i1 Di

i=1 i=1
e portanto ndo pode ser considerada uma distancia métrica. Mesmo assim, € usual pensar na
entropia relativa como uma medida de “distancia” entre duas distribui¢des estatisticas.
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3 O método de Maximo de entropia

O método do méximo de entropia é baseado no Teorema de Bayes.
O Teorema de Bayes pode ser entendido como um processo de aprendizagem, e € descrito
pela seguinte expressao:

p(f | D) o< p(D | f)p(f) 4)

sendo f : modelos tedricos e D : dados experimentais

O ajuste entre os coeficientes de Fourier calculados e medidos € feito através da verossimilhanca.

Quando duas informacdes (no caso, modelo e dados experimentais), diferem somente no
valor de algum parametro ajustdvel, a probabilidade de obter este resultado particular pode ser
calculada individualmente e é conhecida como a verossimilhanca para o modelo ou valores de
parametros, conhecido os dados.

a verossimilhanca possui a seguinte expressao matematica:

—(Z —2)°

202

®)

exp

Utilizando o conceito de verossimilhanga é possivel calcular p(D/ f), entdo:

o0 5) =02 e (S ©

i

Sendo assim,resta apenas encontrar p( f)(probabilidade do modelo).

Vamos supor que um sinal i/ tem a mesma probabilidade de ter um dado valor, isto significa
que o modelo é uniforme. Agora imagine uma situagdo na qual temos uma caixa de tiras. Ao
tentarmos estimar o tamanho das tiras, surgem trés casos:

1. Caso 1: Todas as tiras possuem o mesmo tamanho,
2. Caso 2: O tamanho das tiras estdo dentro de um intervalo (Ex: entre Im e 2m),

3. Caso 3: O tamanho das tiras se encontram dentro de um intervalo ainda menor.

Quando trabalhamos com probabilidades € possivel associarmos a estas uma entropia.

Na teoria da informac¢do, maximizar a entropia significa determinar a distribuicdo de pro
babilidade que represente o maximo de incerteza, dadas certas restricdes (condi¢des de nao
negatividade e soma igual a 1 para as probabilidades).

Ou seja, significa determinar uma distribui¢do que tenha o maior grau de similaridade de
suas probabilidades com uma distribui¢do de referéncia ou modelo. Ou ainda que seja mais
parecida com a distribuigdo uniforme (modelo uniforme: m* = [m; /N, ..., m,;/N]) e diferindo
dela apenas devido as restri¢oes.

As distribui¢des modelo, por sua vez, refletem algum tipo de informacdo prévia sobre o
fendmeno probabilistico de interesse.

O principio de maximizar a entropia através da medida de Shannon, dado um conjunto de
restri¢des, foi introduzido por Jaynes.
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Sistema A p(ay) A equiprovavel entrqpia
igualmente S(p) A maxima
repatido
i s
Sistema B p(B) § mais ordenada ;
Configuragdo E !
mais ordenada _/_\ i .
i ! 1 P
p(A) p(B) p(C) Sistema
Sistema C (C) ordenado
Configuracdo !
ordenada

Figura 1: A entropia é a medida de desordem de um sistema fechado. A entropia é mdxima numa configuragio
equiprovavel deste sistema. Em configuracdes mais ordenadas, a entropia toma valores menores. Na realidade,
existem diversas configuracoes mas as probabilidades ndo as mesmas e portanto, a mais provavel é a que possui
maior entropia.

M-1 fz
S(f,m) =) fi—-m; —f;In — (7)
i=0 v

onde f € o valor do sinal calculado e m € valor atribuido ao modelo inicial. Desta forma,
esta andlise pode ser generalizada para incluir um conhecimento anterior.

Em sua forma mais simples, a andlise de dados com o maximo de entropia esquiva-se da
complexidade da formulgao bayesiana correta, forcando o daod experimental dentro de uma
prova definitiva, forma com a qual rejeitam quase que completamente um “provavel” conjunto
de f, e entdo, selecionando o f mais provavel e aplicando diretamente o principio de maximo
de entropia obtém-se a maior entropia S

p(f | D) oc exp (aS(f) - %%) (®)

A maximizacio da entropia € feita respeitando-se a condi¢do de x? < N.

As solucdes f para varios valores de « define a “trajetoria do maximo de entropia”, iniciando
em f = mea = oo e terminando em o = () e com 2 minimo.

Chamamos de x* = N a técnica de “Maximo de Entropia”. Embora tais recosntrucdes f
sejam freqiientemente claras e bastante informativas do que as obtidas com outras técnicas, o
maximo de entropia niio € bayesiano e consegiientemente néo é perfeito. A limitacdo y? = N é
apenas uma aproximagio da verdadeira verossimilhanga p(D | f), nenhum f selecionado pode
inteiramente representar a probabilidade posterior p(f | D como a teoria exige.



CBPF-NT-006/04 7

3.1 Exemplo

Para exemplificarmos o Método Bayesiano de Maximo de Entropia, vamos apresentar a solucao
de um problema simples, que envolve uma imagem com apenas dois pixels, f = (f1, f2) com
os seguintes dados ruidosos:

0.56f1 + 0.83fy = 5.32 £ 0.48. )
0.83f1 — 0.56f> = 4.24 £ 2.00. (10)
c,
0.56  0.83 5.32 0.48
= {0.83 —0.56}’ b= {4.24]0_ [2.00}
L 1
[f_l] — [ fi } , o2 = [ 0.482 } ,
0 + 0 1
A entropia e o x? sdo escritos da seguinte forma:
_ fi fo
S(fy=FhH+fo—mi—my— filog| — | = folog | — (11
my mo
X*(f) = (D = Rf)'[o2)(D — Rf) (12)

2, o (0.56f1 +0.83f, —5.32)*  (0.83f; — 0.56f, — 4.24)°
()= 0.48 * 2.00°

O x?(f) = C'e, descreve a equagdo de uma elipse no espago (f1, f»). Existe um programa
que calcula a trajetdria destas solugdes f , com « assumindo dois valores, 100 ou 1000, uma vez
que a condi¢do x? < N seja satisfeita. O calculo realizado segue o seguinte caso de m = (1,1).
A figura 1 representa as trajetorias suaves de f para este caso. Os tragos de contorno das
entropias correspondentes (S(f,m)) e das elipses x?(f) = C'e sdo também representadas.

O programa acima mencionado, foi eleborado em liguagem de programacgao C. Porém, os
resultados apresentados neste trabalho sdo provinientes de um outro programa, o qual foi escrito
em Matlab. Este programa calcula o mdximo de entropia e o 2 em funcdo de f; e fo.

(13)
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Figura 2: Exemplo da utilizagio do método do méximo de entropia por um sistema linear com duas incégnitas.
Os cdlculos sdo realizados a partir de um “modelo”™: m = (1,1), os grificos de superficies representa o  *(f)
e S(f,m). As curvas em tracos fortes sdo as trajetérias das solugdes aproximadas; a solugdo final a para a qual
x? < 1 = 2. Todos os valores contidos na elipse sio solugdes aceitdveis. A solucdo obtida é f‘l,l = (4.34,3.02).
A cada iterac@o, a nova solucdo aproximada € a que possui maior entropia
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